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1. Equations de Darcy

1 Equations de Darcy

1.1 Introduction

Le fluide est un corps dont les molécules ont peu d’adhésion et peuvent glisser librement
les unes sur les autres (liquides) ou se déplacer indépendamment les unes des autres (gaz),
de facon que le corps prenne la forme du vase qui le contient. Un fluide compressible est un
fluide dont le volume peut varier, par exemple : les gaz (air, gaz intestinaux...). Un fluide
incompressible est un fluide dont le volume ne peut presque pas varier, par exemple : les
liquides et les fluides corporels (sang, urine,...). La mécanique des fluides est I’étude du
comportement des fluides (liquides et gaz) et des forces internes associées.

La loi expérimentale de Darcy (ou loi de Darcy) est une loi physique qui exprime le
débit d’un fluide incompressible filtrant au travers d’un milieu poreux. La viscosité du
fluide détermine sa vitesse du mouvement (par exemple, la vitesse de déplacement d’une
cuillére dans un bol : plus le liquide est visqueux, plus le mouvement est lent).

Cette loi a été établie en 1856 par Henry Darcy, aprés qu’il eut réalisé divers expérimen-
tations visant a déterminer les lois régissant «1’écoulement de ’eau a travers le sable». La
loi de Darcy est aujourd’hui constamment utilisée dans des domaines & enjeux forts pour
la sécurité des travaux publics (transport, construction...), ainsi que pour ’alimentation
en eau, en gaz et en pétrole et de nombreux domaines de la géotechnique et de 'industrie
les calculs quantitatifs de ’hydraulique, des sciences du sol, de la mécanique des roches,
et de la gestion des risques pour calculer des coefficients de percolation, ou de circulation
horizontale ou verticale de 1’eau, selon la masse, la hauteur ou la pression d’'un fluide
présente en surface ou dans un milieu hydrophile, selon la porosité du milieu et selon la
viscosité du fluide.

La loi de Darcy peut enfin éclairer des phénomeénes biologiques et processus de type bio-
mécanique (mécanobiologie) impliquant la circulation (avec filtration ou échanges) d’'un
fluide (corporel ou extérieur comme ’eau) dans des tissus vivants et poreux, peu ou len-
tement déformables et anisotropique. C’est le cas du passage de fluides dans la partie
spongieuse de ’os par exemple 49,50 ou encore du passage de I’eau dans les tissus filtrant
d’une éponge vivante, qui se nourrit en filtrant ’eau dans son propre corps. Ces phéno-
meénes intéressent aussi certains domaines des nanotechnologies ou de la biomimétique.

1.2 Travaux effectués

Les équations de Darcy non linéaires, avec viscosité dépendante de la pression, ont été in-
troduites par K.R. Rajagopal [32] ou E.Ahusborde, M.Azaiez, F.B. Belgacem et C.Bernardi
[3]. Elles sont trés réalistes lorsque la pression présente de fortes variations, par exemple,
induites par les conditions aux limites, et s’appliquent entre autres a la modélisation de
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gisements pétroliers.

L’étude de la convection de la chaleur dans un milieu liquide dont le mg
décrit par les équations de Navier-Stokes couplées avec 1’équation de la ¢
I'objet de plusieurs publications (Bernardi, Métivet and Pernaud-Thoma;
Jendoubi and Yakoubi [19] ou Gaultier and Lezaun [20]).

Un différent couplage du systéme de Darcy avec I'équation de la chale a viscosité
est constante mais la force extérieur dépend de la température, aété,analysé par Bernardi,
Maarouf et Yacoubi [10] ou Boussinesq [12] et discrétisé par la spectrale.

*

1.3 Probléme de Darcy couplé avec 1’équa

Soit € un ouvert borné connexe de R?, d = 2, 3, de fiontic itzienne I' = 012.

Les équations de Darcy stationnaires modélisent l’écowun fluide visqueux incom-
pressible dans un milieu poreux. La viscosité dépe latempérature ([24] ou [33]), de
sorte que le modéle obtenu sera non linéaire. Le s sidéré est donné par :

x) dans,

dans €2,

(P) 4 9(x) dansf,
sur I,
sur [

ol n est le vecteur unitaire sg I'. Les inconnues sont le vecteur vitesse de 1’écou-
lement u, la pression p et la & ture T du fluide. La fonction f présente la densité des
forces extérieures et g une fonetion donnée. Nous supposons que f € L?(Q)¢, g € L*(Q) et
le coefficient « est une ¢ nte positive. La viscosité v est une fonction positive, bornée
et il existe deux const itives 14 et vy, telles que v satisfait, pour tout 7 € R :

(1)

O<V1SZ/(T)§I/2.

oires, le model utilisé pour la viscosité n’est pas nécessairement
se mathématique du probléme devient plus compliqué. Cepen-
1lons particuliéres, la viscosité n’est ni infini, ni zéro, c’est pour cela
pour simplifier ’analyse.

Dans la plupa
borné dans
dant, dans
nous SOm.
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2 Etude mathémathique et numérique

2.1 Modéles et études théoriques

L’étude théorique du probleme de Darcy couplé avec I’équation de la chaleur ou la vis-
cosité v est constante mais la force exétérieur dépend de la température a été traité par
Bernardi, Maarouf et Yacoubi [10]. Dans ce travail, nous montrons l'existence de la solu-
tion, ou v dépend de la température, en utilisant la méthode de Galerkin et du point fixe
de Brouwer. De plus, nous démontrons 1'unicité globale, sous des conditions supplémen-
taires sur la solution, en utilisant la méthode de Stampacchia.

Nous établissons deux formulations variationnelles continues. La premiére correspond aux
espaces Ho(div, Q) x L2(€) en vitesse-pression tandis que la deuxiéme L*(Q)4 x HY(Q) N
L3(92) en vitesse-pression et H(€)) pour la température.

2.2 Méthode des Eléments finis

Nous utilisons la méthode des éléments finis pour la discrétisation en espace de I’équation
de Darcy couplée avec I’équation de la chaleur. Elle est I'une des nombreuses techniques
utilisées pour la discrétisation des équations aux dérivées partielles modélisant des pro-
blémes de la mécanique, de la physique, de la biologie, etc.

Les méthodes des éléments finis ont fait 'objet d’un grand nombre de publications. Elles
sont utilisées tant par des ingénieurs que par des mathématiciens dans des domaines extré-
mement variés. Les ingénieurs ont réinventé indépendamment la méthode dans les années
50, apres avoir été concue par R. Courant en 1943 mais I'importance de cette contribution
est passée inapercue a cette époque : les premiéres références généralement citées dans la
littérature sont celles d’Argyris (1954 — 1955), Turner, Clough, Martin and Topp (1956).
Le nom de la méthode a été proposé par Clough (1960). Nous trouvons chez Oden [29],
Zienkiewicz [39] et dans l'article de I'introduction de J.T. Oden [30] I’historique sur le dé-
veloppement de cette méthode du point de vue des ingénieurs. Nous utilisons dans cette
thése, d'une part les éléments RT}/P; en vitesse-pression (1'élément de "Raviart-Thomas")
et d’autre part les éléments Py + bulle/P; en vitesse-pression (le "mini-élément") et Py
en température. Le choix du mini-élément est di au fait que I’élément fini P; /P, ne sa-
tisfait pas la condition inf-sup discréte car 'espace de la vitesse n’est pas assez riche (ou
I'espace de la pression est trop riche). L’idée du mini-élément est d’ajouter un degré de
liberté a l'intérieur de chaque élément K de la triangulation 7, pour chaque composante
de la vitesse. La condition inf-sup, qui est une condition de compatibilité entre les espaces
discrets de 1’élément fini de la vitesse et de la pression, est alors vérifiée.
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2.3

Résultats obtenus

Dans le cadre des travaux effectués durant la thése, nous avons obtenu plusieurs ré-
sultats d’ordre théorique et numérique correspondants au probléme de couplage Darcy-
température, que nous résumons ci-dessous. En bref :

2.4

Nous avons démontré 'existence de la solution sans restrection sur les données
contrairement a I'unicité globale ot nous avons imposé des régularités supplémen-
taires et nous avons considéré des petites données.

Nous avons effectué des estimations d’erreur a priori de la vitesse, de la pression
et de la température d’ordre un en espace, grace aux petites conditions sur la solu-
tion exacte et a la régularité correspondante. Nous avons méme pu généraliser ces
estimations.

Nous avons établi des estimations d’erreur a posteriori majorant 1’erreur entre les
solutions exacte et numérique. Cette majoration a été effectuée dans le cadre de
petites données et en exigeant une régularité supplémentaire sur la solution. Nous
obtenons deux types d’indicateurs : indicateurs de linéarisation et indicateurs de
discrétisation.

Les résultats numériques nous montrent la validation des résultats théoriques.

Difficultées rencontrées

Au cours des travaux de la thése, nous avons rencontré plusieurs difficultés qu’on peut
résumer en plusieurs étapes :

— La premiére difficulté apparait au niveau de l'espace auquel doit appartenir le

terme de convection u.V7T. Ce terme n’appartient pas nécessairement a H'(Q),
tandis qu’il est seulement dans L(£2). Nous pouvons remarquer que 1’équation de
la température assure que ce terme appartient a H _I(Q). Cependant, pour pouvoir
donner un sens au terme de convection, nous choisissons les fonctions tests dans

HL(Q) N L>(Q).

Les estimations d’erreur a posteriori nécessitent d’effectuer une majoration d’erreur
entre les solutions exacte et approchée. Comme le probléme traité est non-linéaire,
il présente des difficultés d’ordre théorique afin de pourvoir traiter les termes non-
linéaires. Ceci exige d’imposer des conditions de régularité supplémentaires sur la
solution exacte pour pouvoir obtenir les résultats satisfaisants.
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— L’utilisation d’élément fini de Raviart-Thomas pour discrétiser la formulation va-
riationnelle dans H (div, ?) introduit une difficulté au niveau de la démonstration
de 'optimalité des estimations d’erreur a posteriori établies. Pour cela, nous avons
effectué un traitement spécifique.

3 Plan de la thése

Ce mémoire de thése comporte deux chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons les équations de Darcy stationnaires non li-
néaires couplées avec I’équation de la chaleur. Nous supposons que la viscosité dépend de
la température (|24] ou [33]). Dans un premier temps, nous fixerons les notations et le
vocabulaire mathématique, et nous donnons un rappel de quelques théorémes et proposi-
tions sur les espaces fonctionnels considérés. Le systéme noté (P) admet deux formulations
variationnelles (V1) et (V2) qui comportent trois inconnues : la vitesse, la pression et la
température. Nous démontrons l'existence et 'unicité conditionnée des solutions conti-
nues correspondantes aux (V7) et (V3). Puis nous introduisons les problémes variationnels
discrets (Vi1), (Vaz), (Vas) et (Vi4), et nous montrons 'existence des solutions des pro-
blemes (Vi1), (Vi) et (Via), grace au théoréme de point fixe de Brouwer. De plus, nous
établissons I'estimation d’erreur a priori, pour des petites données, correspondantes aux
problémes (V4,1), (Vi3) et (Vi4). Nous introduisons par la suite les quatre problémes
itératifs (Vii1), (Vaiz2), (Vais) et (Viia) et nous montrons que les uniques solutions cor-
respondantes des (Vj;1), (Vhis) et (Vii4) convergent respectivement vers les solutions
discrétes (Vi1), (Vis) et (Vi4). Finalement, nous présentons des résultats de validation
numérique en utilisant le logiciel FreeFem-++ [23].

Le but du second chapitre est d’établir des estimations d’erreur a posteriori pour le pro-
bléme de couplage Darcy et température dans le cas des petites données du probléme. Par
la suite, nous démontrons que I'estimation d’erreur a posteriori établie est optimale pour
les premiére et troisiéme formulations variationnelles. Dans ce qui suit, nous effectuons
des simulations numériques de validation en utilisant le logiciel FreeFem-++ [23].
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1.1 Probléme continu

1.1.1 Présentation du probléme

Soit © un ouvert borné connexe de R?, d = 2,3, de frontiére lipschitzienne I' = 9.

Les équations de Darcy stationnaires modélisent I’écoulement d’un fluide visqueux incom-
pressible dans un milieu poreux. La viscosité dépend de la température (|24] ou [33]), de
sorte que le modéle obtenu sera non linéaire. Le systéme considéré est donné par :

;

v(T(x))u(x) + Vp(x) = f(x) dansQ,
(divu)(x) =0 dans €,
(P) —aAT(x)+ (w.VT)(x) = g(x) dansQ,

(un)(x) = 0 sur ',

\ T(x) =0 sur [,
ol n est le vecteur unitaire sortant sur I'. Les inconnues sont le vecteur vitesse de 1’écou-
lement u, la pression p et la température T du fluide. La fonction f présente la densité des
forces extérieures et g une fonction donnée. Nous supposons que f € L2(Q)4 et g € L*(Q).
La viscosité v est une fonction positive, bornée et minorée par une constante strictement
positive et le coefficient a est une constante positive.

1.1.2 Notations

Dans cette section, nous introduisons les espaces fonctionnnels nécessaires pour notre
travail et les normes correspondantes.

Soient av = (@, ..., ag) un vecteur d’entiers positifs et |a| = ag + ... + g, nous définissons
la dérivée partielle 9% par :

olal
- a1 (e %
0x{"...0zy

(1.1) o°

a) Nous introduisons ’ensemble D(2) des fonctions a support compact dans € et
infiniment dérivables sur €2 et I’ensemble D’(2) des distributions dans 2.
Le crochet de dualité associé & D(Q) (respectivement D()?) sera noté
<.,. >pia),p (respectivement < ... >pi )y p@))-

b) Pour un nombre p supérieur ou égal & 1, nous introduisons I’espace suivant :

(1.2) LP(€2) = {v mesurable dans (2; / lv(x)|P dx < 400},
0
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muni de la norme
(13) loll = ([ 1ot ax)".

Le produit scalaire associé a LP(Q) et LP(Q)? sera noté (., .),.
De plus nous introduisons l'espace L*>(€2) suivant :

(1.4) L>(©2) = {f mesurable dans Q telle qu’il existe une constante C' > 0

vérifiant | f(x)] < C p.p. sur Q},
muni de la norme
(1.5) |v]|oo = Inf{C; |f(x)| < C pp sur Q}.

De méme, nous introduisons 1'espace de Hilbert L3(f2) suivant :

(1.6) L2(Q) = {v € LX(Q): /Qv(x) dx — 0},

muni de la méme norme de L*(12).

Pour un entier m positif et un nombre p supérieur ou égal a 1, nous introduisons
'espace de Sobolev suivant ([2] ou [28]) :

(1.7) WmP(Q) ={v e LP(Q); Vo] <m, 0% € LP(Q)},
muni respectivement de la semi-norme
1
(1.8) ol ={ 3 /Q 0%u(x) P dx }?
|a|=m

et de la norme

1
(1.9) lolwnr@ ={ D [0fm}”

0<k<m
Pour m = 1, nous introduisons 'espace W, ?(Q) suivant :
(1.10) W, ?(Q) = {ve W(Q); v, = 0}.

Pour p = 2, l'espace de Sobolev W™P()) sera noté H™((2), et sera muni respecti-
vement de la semi-norme

(1.11) Vo = { Z /an%(x)p dx}%

laj=m
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et de la norme

(1.12) oo ={ 3 ol2al?.

0<k<m
De plus nous introduisons l'espace de Hilbert H}(Q) suivant :
(1.13) Hy(Q) = {v e H'(Q); v, =0},

muni de la méme norme de H'(2). D’apres I'inégalité de Poincaré, nous avons que
la semi-norme de H'({2) est une norme équivalente a la norme compléte de H} (€2).

Nous introduisons I'espace de Sobolev H~1(Q), Papplication linéaire et continue de
H}(Q) dans R qui est équivqlente a espace suivant :

(1.14) H(Q)={veD(Q); v=>Y_ 0"fa, avec f, € L*(Q)},
lo|<1
muni respectivement de la norme

< J, U >g- 1
(1.15) Iflra= sup v >m-10) 119
veHE(Q) [v]10

qui est équivalente a la norme suivante :

(1.16) [v]-1.0= _ inf { > 1 fallZ0}

|a‘§1 Ja|<1

ol < .,. >pg-1(0),mi(@) est le crochet de dualité associé a Hi ().

Nous introduisons les espaces de Hilbert suivants :

(1.17) H(div,Q) = {v = (v, ...,vq) € L*(Q)% divv € L*(Q)}
et

(1.18) H(rot,Q) = {v = (v, ...,v4) € L*(Q)% rotv € L*(Q)},
muni respectivement de la norme

(1.19) ¥y = VI + lldiv vl

et

(1.20) oy = V130 + llrot V]2

et

(1.21) Hy(div,Q) = {v € H(div,Q); v.n|p =0},

muni de la méme norme que (1.19).

10
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1.1.3 Rappels

Dans ce paragraphe, nous allons énoncer quelques théorémes et propositions qui sont im-
portants pour la suite.

Théoréme 1.1.1. Théoréme de point fize de Brouwer [38]

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie de norme ||.||g, de produit scalaire (.,.)y
et soit F' une application continue de H dans H, telle qu’il existe p > 0 tel que :

(1.22) Vv e H avec ||v||g = p, (F(v),v)g > 0.
Alors il existe au moins un élément u € H, tel que :
(1.23) F(u)=0et||ul|lg < p.

Nous considérons deux espaces de Hilbert X et M de normes respectivement ||.||x et ||.|| s,
de produits scalaires respectivement (.,.)x et (.,.)y et de duals X" et M’ avec le crochet
de dualité < .,. >. Nous nous donnons une forme bilinéaire continue : b: X x M +— R, et
nous lui associons 'opérateur B tel que, pour tous v € X et ¢ € M, nous avons :

(1.24) b(v,q) =< Bu,q >n y=< B'q,v >x/ x .
Nous introduisons les espaces suivants :

V={ve X; Vge M, b(v,q) =0}.

Vi={ve X;VweV, (vw)x =0}.

Ve={le X"} VveV, <lv>x x=0}.

Théoréme 1.1.2. Théoréeme de Babuska—Brezzi [16]

Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

a) 1l existe une constante § > 0 telle que :

b
(1.25) inf sup D)
9eM yex ||[v]| x|l gl ar

b) L’opérateur B’ est un isomorphisme de M sur V° et
(1.26) Vqe M, ||B'qlx = Bllallm-
c) L’opérateur B est un isomorphisme de V+ sur M’ et

(1.27) Vo e VL, [|Bollw > Blvlx.

11



1.1. Probléeme continu

Proposition 1.1.3. Soit d = 2. Soit Q un ouvert borné de R? de frontiere I'. L’injection
continue de H'(Q2) dans LY(Q), ot 1 < q < 400, est compacte. Nous avons de plus :

(1.28) Voe H'(Q), [lvlly < Syllvlo
et
(1.29) Voe HY(Q), [l < SO|v)0.

Si la dimension d = 3, linjection continue de H'(Q) dans L1(Q) est vérifiée pour 1 <
q <6 et est compacte pour 1 < q < 6.

Proposition 1.1.4. Inégalité de Holder [25]

1 1
Si f € LP(Q) et g € LIUQ) avec p et q conjugués (— + - = 1), alors fg € LY () et
q

i)

de plus nous avons l’inégalité de Hélder suivante :

(1.30) / FE)g(ldx < (£l

Théoréme 1.1.5. Théoréme de convergence dominée de Lebesgue [15]

Soit (fn)n une suite de fonctions de LP(S)). Nous supposons que :
a) fn— f p.p. dans Q,
b) IF € LP(Q) telle que |f,| < F p.p. dans Q, pour tout n € N.
Alors la suite (f,), converge vers f dans LP((2).

Propriété 1.1.6. Dans un espace vectoriel normé, toute suite faiblement convergente
(un)n est bornée, et la norme de sa limite faible est inférieure ou égale a la limite inférieure
des normes des u,,.

Définition 1.1.7. Soit F' : LP(Q2) — LP(2). Nous disons que la fonction F est \-
lipschitzienne dans LP(Q) si elle vérifie, pour tout (f,g) € LP(Q)?, l'équation suivante :

(1.31) 1E() = F(a)llp < AL = gllp-
Théoréme 1.1.8. Théoréeme de Laz-Milgram [16]

Soit X un espace de Hilbert, a : X X X — R wune forme bilinéaire continue coercive
pour la norme de X et : X — R une forme linéaire et continue. Alors il existe un unique
u € X tel que :

(1.32) Voe X, a(u,v) =1(v).
Théoréme 1.1.9. Théoréme de Brézis-Browder [7]

Sife HYQ)NLYQ) et si g e HH(Q) N L®(Q), alors

(1.33) < [,9>n-v9).810)= /Qf(X)g(X) dx.

12



1.1. Probléeme continu

1.1.4 Formule de Green et quelques résultats

D’apreés le théoréme des équations de Darcy, il est bien connu que pour un 7' € HJ ()
donné, la premiére équation du probléme (P) admet une solution unique u du fait que
v est bornée et non dégénérée puisque minorée par une constante strictement positive.
D’autre part, nous allons démontrer pour un u donné convenanble, ’existence et 'unicité
de la solution de la deuxiéme équation du probléme (P) en prenant g € H () et o une
fonction quelconque donnée dans L>(€2), telle que pour tout, x € €2 :

(1.34) a(x) > ag > 0.

Soit u un vecteur donné dans H(div, 2) tel que divu = 0, nous montrons I'existence et
I'unicité de la solution du probléme suivant :

Chercher T' € HJ(Q) tel que :
(1)
—div(aVT) +u.VT = g, dans D'(Q).

Effectivement, le terme de convection u.VT n’ appartient pas nécessairement a H'(Q),
tandis qu’il est seulement dans L'(£2). Nous pouvons remarquer que l'équation de la
température donne que ce terme appartient & H—!(). Cependant, il est plus simple de
choisir les fonctions tests dans HJ(2) N L>(Q).

Théoréme 1.1.10. le probleme (1) est équivalent a la formulation variationnelle sui-
vante :

Chercher T € H(Q) tel que :

2)4 VS € H Q)N L=(9), /

aVT(x).VS(x)dx +/(u.VT)(x)S(x) dx =

Q

L <g,5 > H-1(Q),HL(Q) -

Démonstration En effet, si T vérifie (2), alors nous prenons S € D({2) et nous aurons

(1).
Réciproquement, si T est solution de (1), alors u.VT € L'(Q) car u et VT sont dans
L*(Q)? et comme

(1.35) u.VT = g+ div(aVT),

alors u.VT € H~'(Q). En utilisant le théoréme de Brézis-Browder (1.1.9), nous aurons :

Q
D’ou, pour tout S € Hg(Q2) N L>(Q),
(1.37) /aVT(x).VS(X) dx + /(u.VT)(X)S(X) dx =< g,5 >p-1(9),HiQ) -
Q 0

13



1.1. Probléeme continu

Propriété 1.1.11. Pour tous S et W dans H}(Q2) N L>®(Q) et pour tout uw € H(div, )
tel que divu = 0, nous avons la formule de Green suivante :

(1.38) /Q(u.VS)(x)W(X) dx = —/(u.VW)(X)S(X) dx.

Q

Démonstration Nous commencons tout d’abord par démontrer que SW appartient &
I'espace Hp(Q2). Or, comme S € L*(Q) et W € L*>(Q), nous aurons que SW € L*(Q).
Par la suite,

(1.39) V(SW) = WVS + SVIV.

Comme VS, VW sont dans L?(2)4 et S, W sont dans L>(£2), alors V(SW) € L*(Q)%.
De plus, nous avons que S € H}(£2), nous déduisons alors que SW € HZ ().

Comme u € H(div,Q) tel que divu = 0 et SW € Hj(Q), alors nous pouvons appli-
quer la formule de Green et nous aurons :

(1.40) /Qu(X)V(SW)(X) dx = 0.

En se référant a I’équation (1.39), nous déduisons. O

Remarque 1.1.12. En particulier, pour W = S, nous aurons la propriété d’antisymétrie
suivante, pour tout S € H}(Q) N L>(Q) :

(1.41) /Q (WVS)(x)S(x) dx = 0.

Théoréme 1.1.13. Pour tout g € H*(Q) et pour tout u € H(div,Q) tel que divu = 0,
le probleme (2) admet au moins une solution.

Démonstration Nous allons construire une solution en utilisant la méthode de Galer-
kin. Nous considérons I'espace Wy (), avec p fini, p > d, donc W'(Q) c L>(Q). Soit
(w;)i>0 une base de Wy (Q) et soit W,, l'espace engendré par wy, ..., w,,. Considérons le
probléme suivant :

(

Chercher T,, € W,, tel que :

Vw;, € Wy, pour 0 <i<m /OzVTm(x).Vwi(x) dx + /(u.VTm)(X)wi(x) dx =
Q Q

L < G, Wi >H-1(Q),HL(Q) -

Ce probléme est un systéme linéaire carré en dimension finie. Grace a la formule de Green
déja démontrée, nous aurons 'unicité de la solution 7;, et par la suite 'existence de la

14



1.1. Probléeme continu

solution comme nous travaillons dans un espace de dimension finie. De plus, nous avons
la majoration suivante grace a (1.34) :

1
(1.42) Tnlr0 < —lgll-1,0-
Qo

Comme la suite (7},),, est bornée dans I'espace de Hilbert H}(€2), alors nous pouvons
extraire une sous-suite notée aussi (7,),, qui converge faiblement vers 7' dans Hj ().
Nous fixons i = iy dans le probléme, comme uw;, € L?(Q)? et (VT,,),, converge faiblement
vers VT dans L*(Q)? alors (uw;,, VT,)s converge vers (uwy,, VT')s. Donc, nous aurons :

(1.43) /OzVT(x).Vin(X) dx + /(u.VT)(x)wio(x) dx =< g, Wiy >pg-1(0),HL(Q) -
Q Q

Cette équation est vraie pour tout indice ig > 0 et donc pour toute combinaison linéaire

finie de la base. Comme u.VT € L'(Q2) alors /(u.VT)(X)Z%(X)wi(X) dx converge
i=0

Q

vers /(u.VT) (x)S(x) dx (lorsque n tend vers P'infini) avec S € W, (). Donc,
Q
(1.44)

VS € WyP(Q), /

aVT (x).VS(x)dx + /(u.VT)(x)S(X) dx =< g,5 >p-10),HiQ) -
Q

Q

En particulier, ceci est vrai pour tout S € D()) et nous retrouvons l'existence de la
solution. 0

L’unicité de la solution du probléme (2) n’est pas évidente. Elle fait appel a la méthode
de Stampacchia [36] qui nous a été communiqué par Frangois Murat [27].

Théoréme 1.1.14. Sous les hypotheéses du Théoreme 1.1.13, la solution T du probléme
(2) est unique et elle vérifie l’estimation suivante :

(1.45) T]1,0 < ||ﬂ0|é_—1,9.

)

Démonstration Nous introduisons la tronquée 74(o) et sa primitive oy (t) pour k > 0
fixé :
tsi|t| <k,
(1.46) T(t) =
ksign(t) si |t| > k,

et
(1.47) oult) = /0 re(s) ds.
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Nous notons que 7,(0) =0 et

1si|t] <k,
(1.48) (1) =
0si|t| > k.

Donc, 73, € WH*(R). La fonction oy, est lipschitzienne sur R, de classe C'!' par morceaux
sur R et elle satisfait 03(0) = 0. Nous notons aussi que 7(T) € H(2) N L>() et

VT si T <k,
(1.49) V1 (T) =
0si|T|> k.

Donc, nous pouvons tester le probléme (2) avec S = 74, (7) :
(1.50) /O./VT(X).VTk(T)(X) dx +/(U.VT)(X>Tk(T)(X) dx =< g,7(T) >p-1(0),H10) -
Q Q

Nous notons que o (T) € Hg(2) puisque 61(0) = 0 et o}, est continue et bornée. De plus,
nous avons :

(1.51) Vou(T) = o ()s-rVT = 7 (T)VT.

Donc, nous obtenons I’équation :

(1.52) /Q(u.VT)(X)Tk(T)(X) dx = /(u.Vak(T))(x) dx .

Q

Comme divu = 0, alors la formule de Green entraine que :

(1.53) /Q(u.Vak(T))(x) dx = 0.
Par ailleurs nous notons que :
(1.54) /QaVT(X).VTk(T)(X) dx = /Qa|VTk(T)(X)|2dX.

Par la suite, nous avons I’estimation suivante

(1.55) 040|Tk(T)|%,Q << g,m(T) > H-1(Q),HE ()

qui nous permettra d’obtenir I'estimation (1.45) en passant a la limite en k car (7(T))x
converge vers T dans H'(Q).

Pour démontrer I'unicité de la solution, soit 7} et Ty deux solutions et soit T la diffé-

rence entre elles qui vérifie (2) avec g = 0 et nous aurons par la suite que 7(7) = 0 et

16
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donc T = 0. O

Nous pouvons aussi démontrer une propriété d’antisymétrie qui a des conséquences inté-
ressantes.

Nous commencons par définir I'espace X, et nous introduisons quelques propriétés. Nous
définissons 1’espace suivant :

(1.56) Xo={T € H}(Q); uVT € H ()},
muni de la norme
(1.57) 1T x, = (IVT|l5 o + [0.VT|?, o)7.

Nous pouvons introduire un produit scalaire commode pour la théorie en associant & u.V'T'
'unique solution Vr € H}(Q) de

(1.58) —AVr =u.VT dans Q.

Nous savons que

(1.59) W VT 10 = [VVroe

et nous définissons le produit scalaire suivant, pour tous 7" et S appartenant a X :
(1.60) (S, 1) x, = (VS,VT)y + (VVs, V7).

Nous obtenons alors :

(1.61) T, = (T, T)x...

Nous pouvons facilement vérifier que X, est un espace complet donc un Hilbert.

Propriété 1.1.15. La formule de Green suivante est valable dans l'espace Xy, : pour tous
S et T appartenant a X,

(162) < UVS,T >H*1(Q),H5(Q): — < u.VT, S >H*1(Q),H3(Q) .

Démonstration Nous considérons un 7' € X, et nous définissons h par :
(1.63) —AT +uVT = h.

Alors h € H (). Nous avons vu que ce probléme admet une solution unique dans
H} (). Donc la solution T est la limite faible de la suite (7},),, construite par Galerkin.
Nous testons (1.63) avec T, :

17
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Mais < h,Tm >H71(Q),H&(Q): ||VTm||(2)7Q DOHC,
(165) (VT, VTm)2+ < U.VT, T >H—1(Q)7H6(Q): HVTTﬂHg,Q
Nous passons a la limite :

(1.66) IVTI 0t < wYT,T >y gmor= lim (IVTul30):

m—-+00

D’aprés la Propriété 1.1.6, nous aurons que :

(1.67) <uVT,T >p-1a)m0)= 0
Nous recommencons le méme travail avec la nouvelle équation :
(1.68) —AT —uVT =g

et nous trouvons que :

(169) <u VT, T >H_1(Q),H(}(Q)§ 0.
D’ou
(170) VT € Xu, < U.VT, T >H—1(Q),H(}(Q): 0.

Nous déduisons alors (1.62), pour tous S et T" appartenant & X,, en développant le terme
< UV(S =+ T), S +T >H*1(Q),H3(Q): 0. O

Remarque 1.1.16. La propriété d’antisymétrie nous donne la convergence forte de la
suite (7},,)m, puisque nous obtenons :

(1.71) tim ([VTallge) = IVTl5 0.

m——+00

Ce qui entraine la convergence en norme, d’ou la convergence forte de la suite (7,),,. Et
aussi la convergence de toute la suite, puisque la limite est unique.

Propriété 1.1.17. D(Q) est dense dans X,.

Démonstration Soit | € (X) tel que :
(1.72) Vo e D(Q), <l,p >D(Q),D(Q)= 0.

Montrons que [ = 0, ceci entrainera la densité de D(2) dans X,. Nous utilisons la repré-
sentation de Riesz [6] : il existe un T; € X, tel que pour tout S € X, :

<LS>xx, = (17, S) x4

(1.73)
= (VT,,VS)2 + (VVg, VV)a.
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Donc, pour tout ¢ € D(Q) :

(1.74) (VI,V)+ (VVp, VV,)e = 0.

Par définition de V,,, nous avons :

(1.75) Vi € Hy(Q), (VV,, Vib)y =< u.V, 1 > H-1(Q),HL(Q) -

Donc d’apres la formule de Green, nous aurons :

(176) (VV@, VVTI)Q =—-—< U.VVTI, ) >H*1(Q),H&(Q) .
D’ou
(177) \VIQD € D(Q), (VT}, V(,D)Q =< U.VVTZ, © >H*1(Q),H01(Q) .

Alors Vi, € Xy. Nous considérons 1'équation (1.77) avec ¢ = T} et nous obtenons :
(1.78) IVT[§ o =< WV, T) > g0y mi(0) -

Comme V7, et T; sont dans X, donc on peut appliquer la formule de Green. Mais, pour
tout ¢» € H}(€), nous avons :

(179) (VVTZ, V'QZ))Q =< U.VT},V,D >H*1(Q),H%(Q) .

En particulier, pour ¢ = V7,. Par la suite, nous obtenons :

(1.80) IVTils.0 = —IIVVr

2
0,0

Nous concluons que T; = 0 dans H}(Q) et par la suite [ = 0. D’o1, la densité. O

1.1.5 Formulation variationnelle

Dans cette section, nous établissons les deux formulations variationnelles associées au pro-
bléme (P) et nous supposons que g € L*(€2) et o une constante strictement positive. Nous
commencons tout d’abord, par préciser les hypothéses que nous faisons sur la viscosité v :

a) v est continue.

b) v est bornée et il existe deux constantes positives v et vy, telles que v satisfait,
pour tout 7 € R :

(1.81) 0<uvy <v(r) <.
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Nous introduisons la premiére et la deuxiéme formulations variationelles suivantes :

(

Chercher (u,p,T) € Hy(div,Q) x L3(Q) x H} () tel que :

Vv e Hy(div, Q), /

QV(T(X))u(x).v(x) dx —/p(x)divv(x) dx =

Q

JAENCES

(V1)
Vqe L3Q), / ¢(x)divu(x)dx =0,
Q
VS e HH Q)N LX(Q), a/ VT(x).VS(x)dx + /(u.VT)(X)S(X) dx =
\ [ o)t ax
et
( Chercher (u,p,T) € L2(2)% x HY(Q) N L(Q) x HL(Q) tel que :
Vv e L}(Q) /QV(T(X))U(X).V(X) dx —|—/QVp(X).V(X) dx =
/Qf(x).v(x) dx,
(V2)

Vqe HY(Q)NL3(Q), /QVq(x).u(x) dx =0,

VS e HJ(Q)NLX(Q), oz/QVT(x).VS(X) dx + /Q(u.VT)(X)S(X) dx =

/Q 9(x)S(x) dx.

\

Proposition 1.1.18. Le probleme (P) est équivalent a la premiére formulation variatio-

nelle (V7).

Démonstration Nous commengons par démontrer que toute solution de (P) est une
solution de (V}).

Soit (u,p,T) € Hy(div,Q) x L3(Q) x H} () une solution de (P) nous avons :
(1.82) v(Thu+ Vp ==
Nous travaillons au sens des distributions, nous avons pour tout v € D(Q)? :

(183) < V(T)ll, v >D’(Q)d,D(Q)d + < Vp,v >D’(Q)d,D(Q)d:< f,V >D’(Q)d,D(Q)d .
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Or,
(184) < Vp,v >p/()d,p)eE= — <P, divv > D/(Q),D(Q)4 -

Alors les trois termes sont maintenant dans L*(Q) et L?(Q)? et donc nous nous ramenons
a des intégrales et nous aurons :

(1.85) /Q V(T(x))u(x) v(x) dx — /

Qp(x).divv(x) dx _/f(x)_v(x) dx .

Q

La densité de D(Q2)¢ dans Hy(div, Q) permet de conclure que :
(1.86)

Vv e Ho(diV,Q), /
Q

v(T(x))u(x).v(x) dx —/p(x)divv(x) dx —/Qf(x).v(x) dx.

Q

Comme (u,p,T) est une solution de (P), nous aurons aussi :
(1.87) divu(x) =0 dans.

Nous multiplions par ¢ € L3(£2), nous intégrons sur ) et nous aurons :

(1.88) Vq € Li(Q), /Qq(x)div u(x)dx = 0.

Finalement, (u,p,T") est une solution de (P), donc nous aurons :
(1.89) —aAT + (0.VT) = g.

Comme g € L*(Q) et AT € H~'(Q), nous obtenons que u.VT € H~(). Dons nous
prenons la dualité avec S € HJ(f2) et nous aurons :

(190) —a < AT, S >H*1(Q),Hé(Q) + < UVT, S >H*1(Q),Hé(ﬂ):< g, S >H*1(Q),Hé(Q) .
Or,
(191) —a < AT, S >H—1(Q),H01(Q): Oé/QVT(X)VS(X) dx .

Par la suite, nous obtenons :
(1.92)

VS e Hy (), a/ VI'(x).VS(x)dx+ <u.VT,S >p-19) ni0)= / 9(x)S(x) dx.
Q Q

En particulier, I'égalité est vrai pour tout S € Hy(2) N L>(Q). D’ou (u,p,T) est une
solution de (V).

Inversement, soit (u,p,7’) une solution de (V}), démontrons que (u,p,7") est une solu-
tion de (P).
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Nous avons :
(1.93)

Vv € Ho(div, ), /
Q

V(T (x))u(x).v(x) dx — /

Qp(X)diVV(X) dx —/f(x).v(x) dx .

Q

Or D(Q)? C Hy(div,Q), donc I'équation (1.93) est vérifiée pour tous les v appartenant a
D(Q)%. Nous obtenons alors

(194) < V(T)u, v >D’(Q)d,D(Q)d — < P, divv >D’(Q)d,D(Q)d:< f, v >D’(Q)d,D(Q)d7

oll < .,. >4 désigne le crochet de dualité entre D(Q)? et son dual.
Par la suite,

(1.95) Vv e DQ)!, <v(T)u+ Vp—£v >paupa=0.
D’out nous obtenons :

(1.96) v(Tyu+ Vp = f dans D'(Q)“.

En utilisant le fait que f € L?(Q)¢ nous déduisons que :

(1.97) v(Tyu+ Vp = f dans L*(Q)“.

De plus, nous avons :

(1.98) Vqe L), /Qq(x)div u(x)dx = 0.

En particulier, pour ¢(x) = divu(x), nous aurons :

(1.99 Jdivulo =0,

et ensuite,

(1.100) divu =0 dans L*(Q).

Enfin, nous avons :

(1.101)

VS € H(Q)NL®(Q), a / VT (x).VS(x) dx + / (VT (x)S(x) dx — / g(x)S (x) dx .
Q Q Q

Or D(Q) C H}(Q)NL>®(R), donc 'équation (1.101) est vérifiée pour tous les S appartenant
a D(2). Nous appliquons la formule de Green et nous obtenons alors

(1.102) VS e D(1), —a/

T(x)AS(x) dx +/

Q

(VT (x)S(x) dx — / (%) S (x) dx.

Q
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Par la suite,

(1.103) VS eDK), <—aAT +u VT —g,S >p),pm=0,

D’ot nous aurons :

(1.104) —aAT +u.VT = g dans D'(Q).

En utilisant le fait que g € L*(2) nous obtenons que :

(1.105) —aAT +u.VT = g dans L*(Q).

D’ou (u,p,T) est une solution de (P). O

Proposition 1.1.19. Le probléme (P) est équivalent a la deuziéme formulation variatio-
nelle (Va).

Démonstration Nous commengons par démontrer que toute solution de (P) est une
solution de (V3).

Soit (u,p, T') € L2(2)? x HY(Q) N L3(2) x H} (L) une solution de (P) nous avons :
(1.106) v(T(x))u(x) + Vp(x) = f(x) dansQ.

Nous multiplions par v € L?(2)¢, nous intégrons sur € et nous obtenons :

(1.107) Vv e L*(Q)4, /

v(T(x))u(x).v(x)dx + / Vp(x).v(x)dx = / f(x).v(x) dx.
Q Q

Comme (u,p,T) est une solution de (P), nous aurons aussi :

(1.108) divu(x) =0 dans.

Nous multiplions par ¢ € H'(2) N L2(€2), nous intégrons sur 2 et nous aurons :

(1.109) Vq e H'(Q) N I2(Q). / ¢(x)divu(x) dx = 0.
Q

Nous appliquons La formule de Green pour obtenir le résultat voulu. Finalement, (u, p, T')
est une solution de (P), donc nous aurons :

(1.110) —aAT + (u.VT) = g.

En appliquant le méme travail déja effectué dans la démonstration de la premiére formu-
lation variationnelle, nous déduisons. D’out (u, p, T') est une solution de (V%).

Inversement, soit (u,p,7T’) une solution de (V3), démontrons que (u,p,T") est une solu-
tion de (P).
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Nous avons :

(1.111) ¥Yv € L*(Q)%, /V(T(X))u(x).v(x) dx —|—/va(X).V(X) dx :/Qf(x).v(x) dx .

Q
Par la suite,
(1.112) Vv e L2(Q), (w(T)u+Vp—f,v), =0.
D’ou nous aurons :
(1.113) v(T)u+ Vp = f dans L*(Q)%.
De plus, nous avons :
(1.114) Va e H'(Q)N L), /qu(x).u(x) dx = 0.

Or, pour ¢ égale a une constante, nous aurons :

(1.115) /QVq(x).u(X) dx = 0.

D’ou Pégalité (1.114) est vérifie pour tout ¢ € H'(Q). Au sens des distributions, nous
aurons :

(1.116) divu =0 dans L*(Q).

Comme, pour tout ¢ € H'(£2), nous avons :

(1.117) /QVq(x).u(x) dx =0 et /Qdiv u(x)q(x)dx =0,

alors nous obtenons en appliquant la formule de Green I’équation suivante :

(1.118) /(u.n)(x)q(x) dx =0
Q
Et par la suite, nous déduisons que u.n = 0 sur I'.

Enfin, nous avons :
(1.119)

VS € Hy(Q)NL>2(Q), a/

VT (x).VS(x)dx +/

[(w9T)(05(00 dx = / 9(x)S (x) dx .

Q

En répétant le méme travail déja effectué dans la démonstration de la premiére formulation
variationnelle, nous déduisons. D’out (u, p,T) est une solution de (P). O
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1.1.6 Existence et unicité de la solution exacte
1.1.6.1 Premiére formulation variationnelle continue

Nous introduisons 'espace suivant :

(1.120) V1 = {v € Hy(div,Q); Yq € L3(), / q(x)divv(x)dx = 0}.

Remarque 1.1.20. V; s’écrit de la maniére suivante :
(1.121) V) = {v € Hy(div,Q); divv = 0}.

La formulation variationnelle (V;) peut étre aussi écrite en fonction de 7'. Effectivement,

en utilisant le théoréme de Lax-Milgram (Théoréme 1.1.8), pour un 7" donné, le systéme
de Darcy admet une solution unique, (u,p), grace a la relation (1.81) et a la condition
inf-sup continue [34] suivante :

/ q(x)div v(x) dx
(1.122) Vqe L3(Q), sup &

veH((div, ) HV”H(dinQ)

> 3llallo.c-

Alors u et p sont des fonctions de T, (u,p) = (u(7),p(T)) et (V1) devient équivalent
a la formulation variationnelle suivante : Chercher T' € HJ () tel que : pour tout S €
Hy () N L>(€),

(1.123) alﬁ”ﬁdvﬂ@dX+lfﬂﬂNUN@S@ﬂk=i/mw5&ﬁh,

ot u(T) est la solution de : Chercher (u(T),p(T)) € Ho(div,Q) x LZ(Q) tel que : pour
tout (v, q) € Ho(div, Q) x L3(Q),
(1.124)

lémﬂ@mawmy@mx—/

Qp(T)(x)diV v(x)dx = / f(x).v(x) dx,

/Qq(x)div u(7)(x)dx = 0.

Nous testons 1’équation (1.124), en prenant v = u(7’) et immédiatement nous dérivons de
(1.81) et la condition inf-sup continue (1.122) les estimations suivantes :

1
(1.125) [(T)los < 7o
1
(1.126) I/ Tya(T) o < \/%llfllo,g
et
1
(1.127) 1T on < = (I floe + ve[a(T)log).

SN

Commencons avec le résultat auxiliaire suivant :
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Lemme 1.1.21. Soit (T},);>1 une suite de fonctions dans L*(Q2) qui converge fortement
vers T dans L*(Q2). Alors, la suite (w(Ty),p(Ty)) converge faiblement vers (u(T),p(T))
dans Hy(div, Q) x LZ(Q) et

(1.128) klim v(T)w(Ty) = /v(T)w(T) fortement dans L*(2)?
et
(1.129) klim p(Ty) = p(T)  fortement dans L*(52).

Démonstration Nous considérons une suite (7} )x>1 de fonctions dans L?(Q) qui converge
fortement vers T dans L?*(2). D’apres (1.125) et (1.127), la norme de (u(7T}), p(Tk))r>1
dans l'espace de Hilbert Hy(div, Q) x L2(Q) est bornée, alors nous pouvons extraire une
sous-suite notée aussi (u(7}), p(Tk))k>1 qui converge faiblement vers un certain couple
(u,p) dans Hy(div, Q) x L3(€2). D’autre part, en raison de la forte convergence de (T}, )x>1,
la suite (v(T}))r>1 converge vers v(T') presque partout dans €2 (comme v est continue).
Comme v(T}) € L>(R), d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théo-
réme 1.1.5), (v(Ty))g>1 converge fortement vers v(7') dans L"(€2) pour r < oo.

Nous mettons T} a la place de T dans I’équation (1.124) et nous passons a la limite
en prenant des fonctions v réguliéres pour obtenir I’équation (1.124) avec T. Ensuite,
nous aurons que (u,p) est la solution de (1.124) et par la suite, nous déduisons que

(w,p) = (u(T),p(T)).

Par la suite, d’aprés 'estimation (1.126), comme la norme de (v/v(T})u(Ty))r>1 est bor-
née dans l'espace de Hilbert L?(2)¢, alors nous pouvons extraire une sous-suite notée
aussi (1/v(T)u(Ty))x>1 qui converge faiblement vers z dans L*(€2)?. Montrons alors que

z =/ v(T)u(T).

Soit ¥ € D(Q)4,
(1.130) /Q\/I/(Tk(x))u(Tk)(x).ﬁ(x) dx = /Qu(Tk)(x).(\/V(Tk(x))ﬁ(x)) dx.

Comme (/v(T},)9)s>1 converge fortement vers \/v(T)9 dans L2(2)? et (u(Ty))s converge

faiblement vers u(7T) dans L?(2)?, alors d’aprés I'unicité de la limite, nous aurons que

z =/ v(T)u(T).

Pour démontrer la forte convergence de la suite (/v(Tx)u(Tx))r>1 vers /v(T)u(T), nous
testons I’équation (1.124), en prenant T' = T}, et v = u(T}) et nous obtenons :

(1.131) IVUUT)u(T) 5.0 = (£ u(Ti))2 = ((T)u(T), u(T}))-.

D’aprés la convergence faible de (u(7%))r>1 vers u(7T') et comme v(T)u(T) € L?(2)4, nous
obtenons la convergence en norme et par la suite la convergence forte. Comme la limite
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est unique, nous aurons la convergence de toute la suite.

Passons maintenant a I’étude de la pression : d’apreés la condition inf-sup (1.122), il existe
une suite (vg), € Ho(div, Q) et telle que :

(1.132) divvi = p(Tk)
et
(1.133) 12T llo.e > BlIVellav.0)-

Comme la norme de la suite (vg)r>; est bornée dans I'espace de Hilbert Hy(div, §2), alors
nous pouvons extraire une sous-suite notée aussi (vy)r>1 qui converge faiblement vers v
dans Hy(div, Q) tel que : divv = p(T). En testant (1.124) en prenant 7' = T} et v = vy,
nous obtenons :

(Tl = —(Evr)2 + ((Tu(Tk), Vi)
(1.134)
= (p(T),divvy)e — (W(T)u(T), vi)2 + (v(Tr)u(Ty), vi)a.
Pour passer la limite dans le terme non linéaire , nous écrivons (v(Ty)u(T),ve) =

(Vv (Tpu(Ty), /v(Ti)vi). D’apres les relations (1.81) et (1.133), le dernier terme est
borné dans L?*(Q)?, donc il esiste une sous suite qui converge faiblement vers w dans

L*(Q)?. Par la méme démonstration que ci-dessus, nous montrons que w = /v(T)v.
Finalement, nous aurons que :

(1.135) lim [p(T) 30 = 1o(T)]30

et la convergence forte de toute la suite (p(7%))r>1- O

Montrons maintenant 'existence de la solution de (V;). Pour cela, nous proposons de
construire une solution de (1.123) en utilisant la méthode de Galerkin. Comme H?((2)
est séparable, il en est de méme pour son sous-espace fermé¢ H?(Q) N H}(Q) qui admet
une base dénombrable (6;);>1. Soit ©,, 'espace engendré par (6;)1<;<n,. Alors le probléme
(1.123) est discrétisé dans ©,, par le systéme carré d’équations non-linéaires :

4
Chercher T,, = > wb; € O, tel que :

1<i<m

(1.136) V1i<i<m, /QaVTm(x).Vé’,-(x) dx + /Q(u(Tm).VTm)(x)Qi(x) dx =

QAM@@@M&

ou le couple (u(7,,),p(T},)) est la solution de I’équation (1.124) avec T' = T,,. Pour un
T, € ©,, nous introduisons la fonction ¢(7},) € ©,, de la maniére suivante :
(1.137)

VSm € Oy, (VO(T0,), V)2 = a(VT,, VSm)Q—l—/Q(u(Tm).VTm)(x)Sm(x) dx — (g, Sm)2.

\
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D’une part, (1.137) définit une application de ©,, dans lui méme et nous pouvons trés
facilement dériver sa continuité grace a la dimension finie et la continuité prouvée dans le
Lemme 1.1.21. D’autre part, la formule de Green (applicable a cause de la régularité des
fonctions de base) nous donne :

(1.138) (VO(Tn), V)2 = a|Tulig = (9:Tn)2 > [Tuh,o(@|Tuli0 — S2llglloq)-

Par conséquent, le théoréme de point fixe de Brouwer nous donne immédiatement le
résultat suivant :

Lemme 1.1.22. Le probléme discret (1.136) admet au moins une solution T,, € O,, et
cette solution vérifie l’estimation suivante :

SO
(1.139) Tl < —llglloo,

ou SY est la constante de la continuité de l'inégalité de Poincaré.

Théoréme 1.1.23. Pour tout (f g) € L*(Q)? x L*(Q), le probleme (1.123) admet au
moins une solution T € Hg () et de plus cette solution vérifie l'estimation (1.139).

Démonstration Pour simplifier la discussion, la démonstration est illustrée pour d = 3,
elle est plus simple pour d = 2. D’aprés I'estimation (1.139), nous pouvons déduire qu’il
existe une sous-suite notée aussi (7}, ),, qui converge faiblement vers T' dans H{} (). Donc,
d’aprés la Proposition 1.1.3, (7},,), converge fortement vers T dans L"(2), r < 6. Par
la, suite, d’aprés le Lemme 1.1.21, nous aurons que (u(7,,),p(7,,)) converge faiblement
vers (w(T),p(T)) dans Hy(div,Q) x L3(Q), (v/v(T,n)u(T,,))m converge fortement vers
v(T)u(T) dans L*(2)? et (p(T;,))m converge fortement vers p(T') dans L?*(£2). Nous
fixons I'indice ¢ dans I’équation (1.136) et faisons tendre m tend vers l'infini.
Comme la suite (T5,),, converge faiblement vers T’ dans H; (2) alors (VT,,),, converge fai-
blement vers VT dans L?(Q)3. Par la suite, le terme a(VT,,, Vb;) tend vers a(VT, V;),.
Pour passer a la limite pour le terme non-linéaire, nous appliquons la formule de Green
(applicable & cause de la régularité des fonctions de base) et nous écrivons :

(1.140) /Q(u(Tm).VTm)(x)Hi(x) dx = —/Q(u(Tm).V 0;)(x)1n(x) dx .

La convergence forte de (T},), dans L*(Q) et le fait que V6; € L*(Q)? implique que
(T,,V0;)m converge fortement vers TV6; dans L*(Q). Et nous avons de plus que (w(7},))m
converge faiblement vers u(7') dans L?(Q)3, ces deux convegences aboutissent a

(1.141) lim [ (u(T},).VT,)(x)6;(x)dx = —/(u(T).V ;) (x)T(x) dx .
Par conséquent la limite des fonctions satisfait pour tout ¢ > 1,
(1.142) a(VT, Vo) — /(u(T).V 0;)(x)T(x)dx = (g,0;)a-

Q
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A partir de ce systéme et de la densité des bases dans H? N H} (), nous obtenons au sens
des distributions :

(1.143) —aAT +u(T).VT =g.
En prenant la dualité avec S € HJ (), nous récupérons :
(1.144)
V.S € Hy(Q), a/ VT'(x).VS(x)dx+ <u(T).VT,S >p-19) u1 )= / g9(x)S(x) dx .
Q Q
En particulier, 'équation (1.144) est vérifiee pour H}(Q) N L>(Q). O

Par la suite, nous démontrons 'unicité globale de la solution du probléme (V;) pour
une certaine régularité et pour des petites données.

Théoréme 1.1.24. Soit d = 3. Nous supposons que v est A-lipschitzienne dans R (Défi-
nition 1.1.7) et que la solution de (Vy), (u,p,T) est telle que T € L>(Q), u(T) € L*(Q)3
et

(1.145) ASg(lulls|I 7o) < avn,

ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de HY(SY) dans L%(Q2) (Proposition
1.1.3). Alors la solution du probléme (V1) est unique.

Démonstration Soit (uy,p1,71) et (ug, pe,Ts) deux solutions de (V;). Nous posons :
u=1u; — Uy, p=p —p et T =T; —T;. La preuve se fait en plusieurs étapes :
a) Pour tout S € H}(2) N L>(Q), nous avons

(1.146) oz/QVTl(x).VS(X) dx —|—/Q(u1.VT1)(X)S(X) dx :/Qg(X)S(X> dx
et
(L147)  « /Q VT (x). VS (x) dx + /Q (1. V) (x)S(x) dx = /Q 0(x)S(x) dx.

Nous ajoutons et nous retranchons us dans le deuxiéme terme du membre de gauche
de légalité (1.146) et nous retranchons (1.146) de (1.147). Ceci nous conduit a
I’équation suivante :

(1.148)

/VT ). VS (x) dx /(u VT)(x)S(x) dx —/Q(uQ.VT)(x)S(x) dx.

Nous appliquons la formule de Green au premier terme du membre de droite de
I’équation (1.148) (applicable comme S € H}(2) N L>(Q)),

(1.149) /Q(u.VTl)(X)S(X) dx = —/Q(U.VS)(X)T1<X) dx
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et nous testons (1.148) avec S = 7,(T). Par la suite, en se référant a la démons-
tration du Théoréme 1.1.14 formules (1.52) et (1.53), nous aurons :

(1.150) /(UQ.VT)(X)Tk(T)(X) dx = 0.
Q

Par conséquent,

(1.151) a|m(T)|1e < [[Th]lollullo-

En raison de la convergence forte de (7,(7))x vers T quand k tend vers l'infini,
nous obtenons :

(1.152) a|T|10 < [|Thlsol[allo.q-

Pour tout v € Hy(div, 2) a divergence nulle, nous avons

(1.153) /Qy(Tl(x))ul(x).v(x) dx :/f(x).v(x) dx

et
(1.154) /Ql/(TQ(X))UQ(X).V(X) dx :/Qf(x).v(x) dx .

Nous prenons v = u, nous retranchons 1'équation (1.154) de (1.153) et nous obte-
nons :

(1.155) /Q V(T4 () (%) u(x) dx = /Q U(Ty(x)) s () 1(x) dx.

Nous ajoutons et nous retranchons v(73) dans le terme du membre de gauche de
'égalité (1.155). Ceci nous conduit a I’équation suivante :

(1.156) /Q (To(x))|u(x)? dx = /Q ((Th) — v(T}))(x)us () u(x) dx.

Comme v est A-lipschitzienne et u € L3(Q)? alors d’aprés (1.81), l'inégalité de
Holder (Proposition 1.1.4) et la Proposition 1.1.3 (pour ¢ = 6), (1.156) entraine
avec (1.152) :

villulloe < [v(Th) — v(To)l[6lluls

IN

Al [T
(1.157)

IN

A Sl 15|71

A\ S9
< 76||u1||3||T1||00||u||079.

Alors I'hypothése (1.145) entraine que ||ul|giv,0) = 0 et par la suite u; = uy et
Tl - Tg.
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c¢) Pour tout v € Hy(div, ), nous avons

(1.158) /Q V(T (x))u(x) v (x) dx — /

Q101(3()divv(x) dx :/f(x).v(x) dx

Q
et

(1.159) /QV(T(X))U(X).V(X) dx —/ng(x)divv(x) dx :/Qf(x).v(x) dx .

Nous retranchons ’équation (1.159) de (1.158) et nous obtenons, pour tout v €

Hy(div, Q) :

(1.160) /Qp(x)divv(x) dx = 0.
Donc

(1.161) Vp = 0 dans D'(Q)°.

Alors p est constant et comme p € L2(€) alors la constante est égale a 0. D’ou
I'unicité. O

Remarque 1.1.25. La condition pour avoir 'unicité de la solution continue est un peu
restrictive.

1.1.6.2 Deuxiéme formulation variationnelle continue
Nous introduisons 'espace suivant :
(1.162) Vo ={veL*(Q)% Vg H(Q)NL(Q), /QVq(x).v(x) dxr = 0}.
Remarque 1.1.26. V), s’écrit de la maniére suivante :
(1.163) Vo = {v € Hy(div,Q); divv = 0}.
En choisissant v = Vq dans L?(2)4, nous établissons La condition inf-sup continue

suivante :

/ Vq(x).v(x) dx
(1.164) Vge HY(Q) NLAQ), sup 22

verL2(Q)d [v]log

> |ql1.0-

Par la suite, en suivant la méme démarche déja effectuée dans la partie 1.1.6.1, nous
déduisons 'existence de la solution de la formulation variationnelle (V3) et I'unicité de la
solution correspondante sous des conditions de régularité sur la solution exacte.
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1.1.7 Reégularité de la solution

Nous supposons que la solution du probléme (P) existe. Nous cherchons a établir une
certaine régularité pour cette solution.

Nous disons que 2 est de classe DI, 2 < ¢ < o0, si I’équation
(1.165) Au = divf

admet une solution unique v dans I/VO1 () pour tout f e L1(NQ) et
(1.166) lully < B4 l[fllg,

ou K, est une constante indépendante de f.

Théoréme 1.1.27. Nous supposons que ) est de classe DI et de classe CT' ou polygonal
ou polyédrique conveze et que f € L®(Q)%. Alors la solution du probléme (P) vérifie la
régularité swivante : (u,p,T) € (L"(Q)4, WL (Q), WL4(Q)), ot r > 2, g < oo sid =2 et
qg<6sid=3.

Démonstration Nous commencons tout d’abord a écrire la premiére équation du pro-

bléme (P) :

Vp f
(1.167) u+ (T = ST

Nous appliquons la divergence a 1’équation précédente et comme divu = 0, nous aurons
alors :

(1.168) div(Ij]f)) = div(

f
D)

1 1 1
De plus, nous avons — < < —. Nous notons g = , donc d’apreés ([8] ou [26]),

b
vo —v(T) — 1y v(T)

il existe un nombre r» > 2 dépendant de v5, de la norme de

(T dans L*>(Q2), du domaine

Q et de la dimension, tel que pour tout g € L"(Q)? nous avons que p € W (Q). Or
fe L>(Q)%, par la suite g € L>°(Q)? en particulier dans L"(2)? et nous aurons alors que
p € WET(Q) et u € L"(Q)4.

2
Comme u € L"(Q)? et VT € L?(€2), nous aurons alors que u.VT € L*(Q) oi1 s = _:2 >
T

1. Nous prenons s = 2, d’aprés le théoréme du laplacien avec conditions aux bords du
type dirichlet et comme € est de classe C'! ou polygonal ou polyédre convexe, alors
nous obtenons que 7' € H?(2). Or d’aprés l'injection continue de H?(£2) dans Wh4(£2) ou
q<oosid=2etq<6sid=3, nous concluons que T € Wh(Q). O
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1.2 Probléme discret

Dans la suite, nous supposons que {2 est polygonal si d = 2 ou polyédrique si d = 3.

1.2.1 Triangulation

Pour la discrétisation, nous découpons €2 en un nombre fini des éléments qui sont des
triangles si d = 2 ou tétraédres si d = 3, notés K fermés et nous notons par 7, = J{ K}
I’ensemble de ces éléments couvrant €2 tel que

(1.169) Q= J K

Nous notons hy le diametre de 'élément K, h. le diametre de e et A le plus grand dia-
métre hyx du maillage (appelé paramétre du maillage).

Nous supposons que (73,), est une famille réguliére de triangulations de Q [17] dans le
sens suivant :

a) L’intersection de deux éléments de 7, distincts est soit une aréte, soit une face (si
d = 3), soit un sommet, soit vide.

b) Soit pg le rayon du cercle inscrit ou de la boule inscrite dans K. Alors, il existe
une constante ¢ indépendante de h telle que
h

(1.170) max— < o.
Ker, pK

Nous notons Ay 'union des éléments de 75, dont l'intersection avec K est non vide, A,
I'union des éléments de 75, intersectent e et wg les éléments partageant au moins une
aréte (ou une face) avec K. Nous notons ', 'ensemble de toutes les arétes e si d = 2
ou faces e si d = 3 du maillage, I} 'ensemble des e qui sont contenues dans 2 mais qui
n’appartiennent pas a I, ' 'ensemble des e qui appartiennent & I" et [.]. le saut sur e
€ ¢ défini de la maniére suivante :

(1.171) [ule = uj, — uj,,,

ou K et K’ sont les deux éléments qui ont e comme aréte (ou face) commune (la précision
de signe n’est pas nécessaire).

1.2.1.1 Premiére formulation variationnelle discréte

Nous considérons la premiére formulation variationnelle continue (V}) et nous proposons
une formulation variationnelle discréte correspondante.
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Nous choisissons de discrétiser la vitesse v avec 1’élément fini de Raviart-Thomas défini
par l'espace discret suivant :

(1.172) Wiy, = {vi € H(div,Q); vi|k(x) = axx+o0x, VK € 74}
et
(1.173) Wh,l = Wh N Ho(div, Q),

ol ax est une constante et ox est un vecteur constant. Les degrés de liberté de 'espace
Wi, 1 sont les flux des composantes normales sur les arétes (ou faces) du maillage notées

Vile = /Vh(x).ne(x) dx et la base de W), 1 est formée des fonctions v, € W), ; avece € I'j,
de la maniére suivante, pour tout f € Ay,

1 sif=e,
(1.174) /Ve(x).nf(x) dx =

f 0  sinon.

Donc tout élément de W), ; s’écrit de la fagon suivante :
(1.175) Vi =) VileVe.
ecAp

Soit Xk la fonction caractéristique de K,

1 six e K,
(1.176) X (x) =

0  sinon.

Nous choisissons de discrétiser p avec 1’élément fini F. Nous notons M, ; I'espace discret
correspondant :

(1.177) My, = {qn € L*(Q); VK € 73,, q|x est constant}
et
(1.178) My, = My, N L3 ().

Les degrés de liberté de 'espace M;,; sont les valeurs moyennes sur les triangles (ou té-
traedres) notées gx et la base de M1 est formée par les X.

Donc tout élément de Mj ;1 s’écrit de la facon suivante :

(1.179) =Y X

Ker,
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Soit S I'ensemble des sommets des éléments de 75, appelés sommets du maillage, S* 1’en-
semble des sommets intérieurs et S I’ensemble des sommets du bord. Nous notons les
sommets du maillage par s;, 1 =1,...,5.

Nous choisissons de discrétiser T' avec 1’élément fini de Lagrange de degré 1. Nous notons
X}, lespace discret correspondant :

(1180) Zy = {Sh < CO(Q), VK € Th, Sh‘K < ]P)l}
et
(1.181) Xy, = Zp N Hy(Q).

Les degrés de liberté de ’espace X}, sont les valeurs aux sommets de S et la base de X, est
formée par les fonctions ¢; € Xj,, associée au sommet s; du maillage défini de la maniére
suivante :

1 X = §;,
(1.182) 6i(x) =
0 x=s;(j#1)

Donc tout élément de X, s’écrit de la fagon suivante :

S

(1.183) Si(x) =Y S(si)ei(x).
i=1

Nous introduisons I'opérateur d’interpolation &} [34], donné par :
(1.184) & HY Q) — W, et & HY(Q)N Hy(div, Q) — Wi,
tel que :
(1.185) divu = 0 = div(&u) =0, Yu € H'(Q)%
Proposition 1.2.1. Nous avons la majoration suivante :
(1.186) Vove HY (D) |lv—&vllox < Crhlv)k
et
(1.187) Vove HY(Q)? avecdivo € H'(Q), ||div(v— & v)|lox < Coh|div vk,

ou C7 et Cy sont deux constantes indépendantes de h.

Nous introduisons l'opérateur p;, donné par :

(1188) J LQ(Q) — Mh et Ph - L(Q)(Q) — ]\4}1717
tel que :

1
(1.189) Prglx = —/ q(x)dx, VK € 1.

K] Jx
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Proposition 1.2.2. Nous avons la majoration suivante :
(1.190) Vge H'(Q), llg— prallox < Chlglx,

ou C' est une constante indépendante de h.

Nous définissons 1'opérateur d’approximation linéaire et continu Ry, (si d = 2, voir [9] ou
[18]; si d = 3, voir [35]), comme étant :

(1191) Rh : Wl’p(Q) — Zh et Rh : Wl’p(Q) N H&(Q) — Xh,
ou p est un nombre supérieur ou égal a 2.

Proposition 1.2.3. Nous avons les majorations suivantes :
(1.192) VS e WHP(Q), |S — RpS|wma) < CRE™ S wirinag),

ou C est une constante indépendante de h avec m = 0,1 et [ =0, 1.

Nous introduisons la premiére formulation variationelle discréte suivante :

;

Chercher (up, pp, Tn) € Wi x My x X, tel que :

Vv, € Wha, /

QV(Th(x))uh(x).vh(x) dx — /Qph(x)div v (x)dx =

/Qf(x).vh(x) dx
(V1)

Va, € M1, /qh(x)div uy(x) dx =0,
Q

VSh EXh, a/S;VTh(X)-VSh(X) dx —i—/Q(uh.VTh)(x)Sh(x) dx =

/Q 9(x)Sh () dix.

\

D’aprés [34], nous rappelons la condition inf-sup discréte pour une constante positive f; :

/ qh(X)diV Vp (X) dx
(1.193) Van € My, sup 22
VAEWna Vil aiv.0)

> Billanllo.0-

1.2.1.2 Deuxiéme et troisiéme formulations variationnelles discrétes

Nous considérons la deuxiéme formulation variationnelle continue (V3) et nous proposons
deux formulations variationnelles discrétes correspondantes.
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1.2. Probleme discret

Nous choisissons de discrétiser la vitesse v avec 1’élément fini "P;+bulle" aussi appelé
¢élément mini et nous introduisons par 1’espace discret suivant :

(1.194) Wh’g = {Vh S CO(Q)d; VK € Th, Vh|K S P(K)d},
avec
(1.195) P(K) =P, & Vect{bk},

ol bk est le produit des \;, pour 7 = 1, ..., d+1 avec \; sont les coordonnées barycentriques
du I'élément K. Les degrés de liberté de I'espace W), o sont les valeurs sur les sommets et
les centres des triangles (ou tétracdres).

Donc tout élément de W), o s’écrit de la fagon suivante :

S
(1.196) vi(x) = th(si)gbi(x) + > frbr(x),

(1.197) fre = 27vi(c) = 9(vi(s1) + Vi(s2) + Vi(ss))

avec ¢ est le milieu de I'élément K et s;, pour ¢ = 1, ..., 3, sont les sommets associés a K.

Nous choisissons de discrétiser p avec 1’élément fini de Lagrange de degré 1. Nous no-
tons M}, o 'espace discret correspondant :

(1.198) th = {qh - CO(Q) N L(Q](Q), VK € Th, qh]K - Pl}.

Les degrés de liberté de 'espace M), sont les valeurs aux sommets des triangles (ou
tétraédres).
Donc tout élément de M, o s’écrit de la fagon suivante :

s
(1.199) qn(x) = ZQh(Si)¢i(X)~

Nous choisissons de discrétiser T" avec le méme élément fini déja défini dans la premiére
discrétisation.
Nous introduisons l'opérateur Fj,, donné par :

(1.200) Fi s L) — W,

ou

(1201) JT"hV = TRV + Z OdeK
Ker,

avec 7, 'opérateur de Scott-Zhang défini dans ([4] ou [5] ou [21] ou [35]),

(1.202) ke = ;/ (v — 1) (x) dx.
/KbK(X) dx 7K
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Proposition 1.2.4. Nous avons la majoration suivante :
(1.203) Voe H(Q), |v— Fuvlmrx < Ch7™ vy,

ou C' est une constante indépendante de h, m et | sont des entiers tel que : m = 0,1 et
0<m<I1<2

Démonstration Nous illustrons la démonstration pour m = 1, elle est plus simple pour
m = 0. Nous avons,

(1.204) V= Fuvlii < v —mvlig + o [brli i

Nous utilisons 1’élément de référence pour calculer |ak| et |bg|;x. Commengons tout
d’abord par calculer |ag] :

(1.205) lak| = |/ v — mpv)(x) dx |.
K] / b

Or,

(1.206) |/K(v—7rhv)(x) dx | < |K|%||V—7ThV||07K.

Par la suite,

IKI’

(1.207) ||JK1|||bK|1K,

ou Jk est la matrice jacobienne associée a K qui vérifie la relation suivante :

_ C
(1.208) 15 < —.
PK

ou C' est une constante indépendante de h. Nous aurons finalement :
Cy
(1.209) |ak|[bx|1x < p—HV — 7V lo,x,
K

ou (] est une constante indépendante de h. Comme la triangulation est réguliére et
en utilisant l'estimation de l'opérateur de Scott-Zhang ([4] ou [5] ou [21] ou [35]), nous
concluons. O

Nous introduisons 'opérateur 7, [1], donné par :

(1.210) T LE(Q) — M5,

38



1.2. Probleme discret

Proposition 1.2.5. Nous avons la majoration suivante, pour tout s nombre compris entre
1let2:

(1.211) Vge H(Q)NLHQ), llg — ragllmx < Ch*"qlsx,

ou C' est une constante indépendante de h et m = 0, 1.

Nous introduisons les deuxiéme et troisiéme formulations variationelles discrétes sui-
vantes :

Chercher (up, py, T) € Wha X Mo x X, tel que :

Vv, € Wha, /S)V(Th(x))uh(x).vh(x) dx —|—/QVph<X).Vh<X) dx =
/Qf(x).vh(x) dx,
(Vi.2)
th € Mh72, / th(x)uh(x) dx = 0,
Q
VS}L € Xh, Oé/ VTh(X)VSh(X) dx + /(uh.VTh)(X)Sh(X) dx =
Q Q
\ /Qg(x)Sh(x) dx
et
( Chercher (up, pn, 1) € Wha X My 2 x X, tel que :
Vvy € Who, /QV(T;Z(X))U;Z(X).V;Z(X) dx +/QVph(x).vh(x) dx =
/Qf(x).vh(x) dx
(Vh.s)

Vaq, € Mo, /th(x)uh(x) dx =0,
Q

VS, e Xy, Oé/QVTh(X).VSh(X) dx —I—/Q(llh.VTh)(X)Sh(X) dx

+1/Qdivuh(x)Th(X)Sh(X) dx —/g(X)Sh(X) dx.

\ 2 Q

Pour pouvoir établir la condition inf-sup discréte, nous utilisons le lemme de Fortin.
Comme la condition inf-sup continue est vérifiée, donc il suffit de trouver un opérateur
linéaire et continu noté A de L?(2)? dans Wy o qui vérifie les deux conditions citées ci-
dessous pour pouvoir appliquer le lemme de Fortin et par la suite obtenir la condition
inf-sup discréte : pour tout v € L*(Q)¢ et g, € My,

(1.212) /Qth(x).(Av —v)(x)dx =0,
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et
(1.213) [Avo.0 < C|v]og;

ou C est une constante indépendante de h. Comme l'opérateur F; vérifie la premiére
condition (d’apreés le choix de a ) donc nous prenons A = Fy, et nous essayons de montrer
maintenant la stabilité. Or,

(1.214) [Frvlloe < IFav = Voo + [[V]oe-

D’apres la Proposition 1.2.4, nous concluons. Nous obtenons ainsi que pour une constante
positive (o, nous avons :

(1.215) Vg € Mps, sup

VhEWh 2

> Balgnlr 0

/ Van(x).vi(x) dx
Q
|

Villo.e

1.2.1.3 Quatriéme formulation variationnelle discréte

Nous introduisons de nouveau pour la premiére formulation variationnelle continue (V;)
une formulation variationnelle discréte.

Nous choisissons de discrétiser la vitesse v avec 1’élément fini " P;+bulle" et nous intro-
duisons l'espace discret suivant :

(1216) Wh74 = Wh’g N Ho(div, Q)

Remarque 1.2.6. Avec ce choix d’espace, la trace normale de la vitesse est nulle au
bord. Ce choix n’est pas bien adapté lorsque le domaine €2 posséde une frontiére courbe
car dans ce cas, 'approximation de cette derniére induit un nombre de coins assez grand
qui tend vers U'infini et & la limite la fonction sera nulle au bord (pas seulement sa trace
normale). Nous supposons que {2 contient un nombre fini de coins. Pour remédier cet in-
convénient, nous pouvons par exemple, prendre la normale moyenne sur chaque coin. Mais
il est possible de modifier la discrétisation pour imposer cette condition (trace normale
nulle) de maniére faible ou d’utiliser la méthode de pénalisation ou de Lagrange. C’est
un travail supplémentaire qui peut étre la suite de mon travail de recherche aprés ma thése.

Nous choisissons de discrétiser p avec le méme élément fini déja défini dans la deuxiéme
et la troisiéme discrétisations.

La température T sera discrétisée avec le méme élément fini déja défini dans la premiére
discrétisation.

Nous considérons 'opérateur d’approximation JFj, déja défini dans la deuxiéme et la troi-
sieme discrétisations pour la vitesse et nous pouvons facilement vérifier que si v.n = 0
alors Fpv.n = 0.
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Nous introduisons la quatriéeme formulation variationelle discréte suivante :

(

Chercher (up, pp, Th) € Wha X Mp 2 x X, tel que :

Vv, € Wh74, /

i v(Th(x))up(x).vi(x) dx + ”y/ div uy, (x)div v (x) dx

Q

_/ﬂph(X)divvh(X) dx :/f(X).Vh(x) dx.

Q

(Vha)

YVan € My, /qh(x)div uy(x) dx =0,
Q

VSh eXh, CK/(;VTh(X).VSh(X) dx —i—/Q(uh.VTh)(x)Sh(x) dx =

/g(x)Sh(X) ax,
Q

\

ol 7 est une constante positive a choisir.

La démarche suivante considére & obtenir la condition inf-sup discréte pour la paire d’es-
paces (Wi, My2). Or, pour tout g, € Mj, 2, nous avons :

/qh(x)divvh(x) dx /qh(x)divvh(x) dx
(1.217) sup & >C sup

VhEWhA ||Vh||H(diV,Q) VhEWhA ||VhH1,Q

Y

ou C' est une constante indépendante de h. En appliquant le lemme de Fortin avec 'opé-
rateur JF},, nous obtenons le résultat voulu. Pour une constante positive 3, nous avons :

/qh(x)divvh(x) dx
(1.218) Vqn, € Myo, sup

> Ballgnllo.o-
VREWh 4 HVhHH(div,Q)

1.2.2 Existence et unicité de la solution discréte de chaque schéma

Nous allons démontrer dans cette partie ’existence des solutions discrétes de la premieére,
la troisiéme et la quatriéme formulations variationnelles. Nous ne pouvons pas démontrer
I’existence globale de la solution discréte de la deuxiéme formulation variationnelle car
nous n’avons pas d’estimations a priori pour la température discréte 7}, mais nous pouvons
démontrer en utilisant le théoréme de Brezzi-Rappaz-Raviart [14], existence et I'unicité
locale de cette solution en restant dans un petit voisinage dont le rayon dépend de h, de
la solution exacte. Nous démontrons par la suite I'unicité des solutions discrétes associées
aux premiére, troisiéme et quatriéme formulations variationnelles sous des conditions sur
les données et en remarquant que les solutions discrétes vérifient la régularité suivante :
(U.h,Th) € LOO<Q)d X WI’OO(Q).
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1.2.2.1 Premiére formulation variationnelle discréte

Nous introduisons 'espace suivant :

(1.219) Vi1 ={vn € Wha1; Van € My, / qn(x)div vy (x) dz = 0}.
Q

Remarque 1.2.7. V), ; s’écrit de la maniére suivante :
(1.220) Vi =A{vn € Wy; divvy, =0},
En effet, pour tout v, € Vj 1 et pour tout K € 7,

(1.221) Vi |k (X) = axXx + ok.

Par la suite,

(1.222) divvy|g(x) = daxg YK € 7.

De plus, comme v, € Hy(div,2), nous aurons :
(1.223) / divvy(x)dx = 0.
Q

Alors, divvy, € My 1 et nous obtenons que div vy, = 0 dans L?*(). O
Nous avons pour tout g, € M :

(1.224) /Qqh(x)div u,(x) dx = 0.

Donc uy, € Vj,1 et par la suite divuy, = 0.

Théoréme 1.2.8. Pour tout (f g) € (L*(Q)? x L*(Q)), la formulation variationnelle
(Vh1) admet au moins une solution (up, pp, Tp) € Wi X My 1 x Xj. Cette solution vérifie
les magorations suivantes :

(1.925) lunllog < Wlog
n
1) 1
(1.226) Ipnlloe < = llunlloe + = [flog
B B
et
S3llgllo.0
(1.227) Thl1o < ——,
(6]

ou By est la condition inf-sup discréte positive et SY est la constante de Poincaré.
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Démonstration En suivant la méme démarche de la Section 1.1.6, nous montrons I’exis-
tence de la solution de (V},1). Tout d’abord, (V},1) devient équivalente a la formulation
variationnelle suivante : Chercher T}, € X}, tel que :

(1228) VSh € Xh, Oé(VTh, VSh)Q + (uh(Th) . VTh, Sh)g = (g, Sh)g,

ot (up(Th), pr(Th)) est la solution de : Chercher (u,(13), pr(Th)) € Wha x My tel que

Vvh € Wh,h (V(Th)uh(Th),Vh>2 — (ph(Th)> le Vh)g = (f, Vh)27
(1.229)

Vg, € My, (gn,divuy(T3))2 = 0.

Pour un 7}, € X}, donné, le probléme (1.229) est un systéme linéaire carré fini. Donc, pour
démontrer 'existence de la solution (uy(73), pr(7h)), il suffit de démontrer I'unicité qu’on
peut la déduire grace a la condition inf-sup discréte (1.193). En prenant v;, = u,(7},), nous
aurons l'estimation de la vitesse. Tandis que pour la pression, nous utilisons le théoréeme
de Babuska-Brezzi (Théoréeme 1.1.2). Comme p;, € My, il existe un vy, € Vh{l unique et
tel que : pour tout ¢, € Mj,

(1.230) (divva, gn)2 = (Ph, qn)2

et

(1.231) Iorlloe = Bill Vil b(div,0)-

D’ou, en prenant ¢, = pp, nous déduisons l’estimation de la pression. En suivant la

méme démarche du Lemme 1.1.22, nous montrons 'existence de la solution 7} qui vérifie
I’estimation suivante :

SO
(1.232) Tile < “lglon:

O

Théoréme 1.2.9. Soit d = 3. Nous supposons que v est A-lipschitzienne dans R et que
la solution de (Vi1), (un, pr, Th) vérifie la condition suivante :

(1.233) A Sg(lunllsl| Thlloo) < cvvn,

ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de HY(SY) dans L%(Q2) (Proposition
1.1.3). Alors la solution du probleme (V},1) est unique.

Démonstration En suivant la méme démarche effectuée au Théoréme 1.1.24, nous dé-

montrons I'unicité de la solution discréte de la premiére formulation variationnelle discréte
sous une condition de petites données (1.233). 0
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1.2.2.2 Troisiéme formulation variationnelle discréte

Nous introduisons ’espace suivant :

(1234) Vh72 = {Vh € Wh,z; th & th, / th(x).vh(x) dx = O}
Q

Théoréme 1.2.10. Pour tout (f g) € (L*(Q)? x L3()), la formulation variationnelle
(Vi) admet au moins une solution (up, pp, Tp) € Wha X My 2 x Xj,. Cette solution vérifie
les magorations suivantes :

(1.235) lunllog < 102
14
1] 1
(1.236) Iprlie < < llunllon + = Iflloq
P2 Do
et
SO
(1.237) |Th1 0 < M7
a

ou 33 est la condition inf-sup discrete positive et S est la constante de Poincaré.
Démonstration Nous suivons la méme démarche du Théoréme 1.2.8. O

Comme la divergence de la solution discréte associée au troisiéme formulation varia-
tionnelle discréte n’est pas nulle alors la condition pour avoir 1'unicité est un peu plus
restrective.

Théoréme 1.2.11. Soit d = 3. Nous supposons que v est A-lipschitzienne dans R et que
la solution de (Vi 3), (un, prn, Th) vérifie la condition suivante :

(1238) >\S§Huh||3(||ThHoo + Sg|Th|W1,3(Q)) < 2a vy,
ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de H} () dans L%(Q2) (Proposition

1.1.3). Alors la solution du probleme (V3 3) est unique.

Démonstration Nous considérons deux solutions (up1,7h1) et (up2, Tho) du probléme
(Vi.3) et nous notons la différence de la vitesse et de la température par uy, et Tj,. D’une
part, comme ’équation de la vitesse est la méme pour les deux discrétisations, uy, satisfait
alors I’équation suivante :

(1.239) nlunlloe < XSglluplls|Thl1e-

D’autre part, en utilisant la formule de Green, la différence de ’équation de la température
avec S;, = T}, est la suivante :

1
(1.240) a|Thli g + 5((uh.VTh71, Ty) — (. VT, Ty1)) = 0.

En utilisant l'estimation de [|up|/oq et la condition (1.238), nous déduisons 'unicité. O
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1.2.2.3 Quatriéme formulation variationnelle discréte

Nous introduisons 'espace suivant :
(1.241) Vis = {Vi € Whsi Vi € My, / an(x)div va(x) dx = 0}.
Q

Théoréme 1.2.12. Pour tout (f g) € (L*()? x L*(Q)), il esiste un nombre hg > 0
qui dépend de vy, tel que pour tout h < hy, la formulation variationnelle (V3 4) admet au
moins une solution (up, pn, Th) € Wha X My 2 x Xj,. Cette solution vérifie les majorations
survantes :

0.0

1.242 Y |
( ) [ un | r(aiv.0) < min(vy, )

1) + Y 1
ot Ipalloe < 3, HuhHH(div,Q) + EHfHO,Q
et

259
(1241 Tl < 22008

(07

ou By est la constante de la condition inf-sup diacréte positive et S est la constante de
Poincaré.

Démonstration Nous divisons la preuve en deux parties :

a) Pour un 7}, donné, les deux premiéres équations du systéme de Darcy de (Vj.4)
constituent un systéme linéaire carré fini qui admet une solution unique (u,(73), pr(7h)).

b) Nous définissons la fonction ¢, de X, dans X de la maniére suivante :
(1.245)

(64(T1). ) = a /Q VT(x).V Sy (x) dx + /Q (1 (T3).V'T3) (x)Sh (x) dx
- [ 9680 ix.
D’aprés [21], nous avons que :
1216 [ dvanTEIT T dx < O (Tl e

ou C' est une constante indépendante de h et r = 1 — Kk, ol K est une constante
1

trés petite positive si d = 2 et r = 3 si d = 3. De plus, en prenant v, = u; dans

I'équation de Darcy de (Vj,4) et en se basant sur le fait que :

I£113.0
4V1

(1.247) Ifllo.llanllon < + VlHuhHg,Qv
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nous obtenons que :

1
1.248 di T, < fl|o.q-
(1.248) [divu,(Th) o0 < QWH o,
D’aprés la propriété d’antisymétrie, nous aurons :
Ch"
(04(Th), Th)2 > (a— 1£l0.0) 7017 o

(1.249) vy

_SSHQHO,Q|Th’1,Qa

2a 77y :
20V gy - OB e

Nous posons hy = (

« .
00 =73 Par la suite, pour

Cltllo.e 4/
h < hy,
a
(1.250) (64(Th), Tn)> = | Tilvo(5|Tale = S2llgllo)-
Nous appliquons le théoréme de point fixe de Brouwer (Théoréme 1.1.1) en consi-
dérant
259
(1.251) u=ITilo ==2|gllo.

V.4 est un espace de Hilbert pour la norme Hy(div, §2). D’aprés le Théoréme 1.1.1,
il existe au moins un 7}, qui satisfait :

(1252) VS, € Xh, (¢4(Th), Sh)g =0
et
(1.253) Thlio <

O

Puisque la divergence de la solution discréte correspondante a la quatriéme formulation
variationnelle n’est pas nulle, pour pouvoir démontrer l'unicité, nous suivons la démarche
du Théoréme 1.1.24, mais en se basant sur l'estimation (1.246). Nous aurons alors le
théoréme suivant :

Théoréme 1.2.13. Soit d = 3. Nous supposons que v est \-lipschitzienne dans R et que
la solution de (Vi,4), (un, pr, Th) vérifie la condition suivante :

a min(vy, )

(1.254) ASg(llwnllall Thll) < ———

ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de H}(Y) dans L%(Q2) (Proposition
1.1.3). Alors la solution du probleme (V},4) est unique.
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1.2.3 Convergence vers la solution continue

Nous allons démontrer dans cette partie que les solutions discrétes de (V41) et (Vi3)
admettent des sous-suites qui convergent vers les solutions continues de (V;) et (V53).

1.2.3.1 Premiére formulation variationnelle discréte

Théoréme 1.2.14. Pour tout (f g) € (L*(Q)? x L?(Q)), il existe une sous-suite de la
solution discréte du probleme (Vy,1) notée aussi (up,pn, ) qui converge faiblement vers
la solution continue du probleme (V7).

Démonstration Soit d = 3, la premiére formulation variationnelle (V}1) admet une
solution (uy, pp, T1,) qui est bornée. Comme la norme de (uy, p), dans Uespace de Hilbert
Hy(div, Q) x L3(Q) est bornée, alors nous pouvons extraire une sous-suite notée aussi
(g, pr)n qui converge faiblement vers une limite (u,p) dans Hy(div, Q) x LZ(€). De plus,
la norme de (7},); dans l'espace de Hilbert H{(€2) est bornée, alors nous pouvons de méme
extraire une sous-suite notée aussi (7}), qui converge faiblement vers une limite 7' dans
H}(Q). Donc, d’apres la Proposition 1.1.3, (T},);, converge fortement vers T dans L™ (1),
r < 0.

Nous effectuons la démonstration en trois étapes :

a) Notre premier but est de démontrer que, pour tout v € Hy(div, ), nous avons :

p(x)divv(x)dx = /Qf(x).v(x) dx .

(1.255) /Q V(T (x))u(x) v(x) dx — /

Q

Comme D(Q)? est dense dans Hy(div, ), alors nous considérons un v € D(Q)3.
Soit v, = & v € W1, alors il vérifie d’apres (V1) 'équation suivante :

(1.256) /QV(T}L(X))U}L(X).V}L(X) dx —/Qph(x)divvh(x) dx :/Qf(x).vh(x) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons le terme v dans le premier terme du membre
de gauche de 'égalité (1.256). Nous posons :

(1.257) L = /Qz/(Th(x))uh(x).(Vh — v)(x) dx
et
(1.258) IQZ/QV(T}L(X))U}L(X).V(X) dx .

D’aprés I'équation (1.81) et comme (uy), est bornée dans Hy(div, ) et (vy)y
converge fortement vers v dans L?(Q2)3, d’aprés I'équation (1.186), alors I; tend
vers 0 quand A tend vers 0.
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Nous savons de plus que (v(T})), converge fortement vers v(T') dans L"(2), pour
r < 00 et que (uy,), converge faiblement vers u dans Hy(div, 2). Finalement, nous
aurons :

(1.259) I, — ) v(T(x))u(x).v(x) dx.

Comme la suite (vy,);, converge fortement vers v dans H (div, €2), d’aprés I’équation
(1.186) et (1.187) et comme (py,);, converge faiblement vers p dans L2(€2) alors les
termes (pp, div vy)s2 et (f,v,)2 tendent vers (p,divv)s et (f,v)s.

D’une part, (uy);, converge faiblement vers u dans Hy(div, 2) donc dans D'(Q)? et
par la suite,

(1.260) divuy, — divu dans D'(2).

De plus, nous avons que (divuy,); converge fortement vers 0 dans L?(2).
Nous déduisons que divu = 0 dans L*(Q) et par la suite pour tout q € L(€2),

(1.261) / divu(x)g(x) = 0.
Q
Notre but est de démontrer que, pour tout S € H{(£2) N L>(Q2), nous avons :
(1.262) a/ VT (x).VS(x)dx —l—/(u.VT)(X)S(X) dx :/g(x)S(x) dx.
Q 0

Q

Nous allons démontrer que cette équation est vérifiée pour tous les S € H} (), donc
en particulier pour les S € Hg(Q2) N L>(Q). Comme D(Q) est dense dans H (),
alors nous considérons un S € D(Q2). Soit S, = RpS € Xj, avec p =4,m =1 et
[ =1, alors il vérifie ’équation suivante :

(1.263) Oé/S;VTh(X).VSh(X) dx —i—/Q(uh.VTh)(x)Sh(x) dx —/g(x)Sh(x) dx .

Q

En suivant la méme démarche du Théoréme 1.1.23, nous aurons le résultat voulu.

Nous déduisons que (u,p,T’) est solution de (V7). O

1.2.3.2 Troisiéme formulation variationnelle discréte

Théoréme 1.2.15. Pour tout (f,g) € (L*(Q)¢ x L*(Q)), il existe une sous-suite de la
solution discrete du probleme (Vi 3) notée aussi (up, pn,Tn) qui converge faiblement vers
la solution continue du probleme (V).

Démonstration Soit d = 3, la troisiéme formulation variationnelle (V},3) admet une
solution (uy, pp, T) qui est bornée. Pour le méme principe de la démonstration du Théo-
réme 1.2.14, nous pouvons extraire une sous-suite notée aussi (up,pp,Ty) qui converge
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faiblement vers (u,p,T) dans L*(Q)% x H'(Q) x H}(Q). De plus, la suite (T},);, converge
fortement vers T' dans L"(€2), r < 6 et (py,); converge fortement vers p dans L?(£2). Comme
(pn)n est une suite dans L3(£2) et L2(©) est un espace fermé, alors p € L2(Q2). Finalement,
La suite (v(T}))n converge fortement vers v(7T') dans LP(§2) pour p < oo et (v/v(Th)un)s
converge fortement vers \/v(T)u dans L*(Q)>.

Nous effectuons la démonstration en trois étapes :

a)

Notre premier but est de démontrer que, pour tout v € L?(Q)3, nous avons :

(1.264) /QI/(T(X))U(X).V(X) dx —|—/QVp(X).V(X) dx :/Qf(x).v(x) dx .

Comme D(9)? est dense dans L*(Q)3, alors nous considérons un élément v €
D(Q)3. Soit vj, = Fpv € W), 9, alors il vérifie d’apres (V},3) U'équation suivante :

(1.265) /Qu(Th(x))uh(x).vh(x) dx —i—/QVph(x).vh(x) dx :/Qf(x).vh(x) dx.

En suivant la méme démarche du Théoréme 1.2.14 et en se référant a ’équation
(1.203), nous aurons le résultat voulu.

Notre second but est de démontrer que, pour tout ¢ € H'(Q) N L3(2), nous avons :

(1.266) /QVq(X).u(X) dx = 0.

Nous considérons ¢ € D(2). Soit q, = Rpq € Zy, alors ce g, vérifie d’aprés (Vi 3)
I’équation suivante :

(1.267) /Qth(x).uh(x) dx = 0.

Comme (gp,);, converge fortement vers ¢ dans H'(Q) et (u,), converge faiblement
vers u dans L*(2)?, nous aurons alors pour tout ¢ € D(Q) :

(1.268) /QVq(X).u(x) dx = 0.

Nous déduisons que divu = 0 dans D’'(Q2) et ensuite u.n = 0 sur I'.

Notre dernier but est de démontrer que, pour tout S € HJ(2) N L>(£2), nous
avons :

(1269)  « /Q VT (x).VS(x) dx + /Q (WVT)(x)S(x) dx = /Q g(x)S(x) dx.

Nous allons démontrer cette équation pour tous les S € H{(£2), en particulier pour
tous les S € H}(Q) N L>®(2). Comme D(2) est dense dans H{ (), alors nous
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considérons S € D(R). Soit S, = RS € X, avec p =4,m =1 et [ = 1, alors il
vérifie ’équation suivante :

Oé/VTh(X).VSh(X) dx —i—/(uh.VTh)(x)Sh(x) dx
(1.270) ¢ °

_ _%/Qdivuh(x)Th(x)Sh(x) dx +/g(X)Sh(X) dx

Q

D’apreés la formule de Green, nous aurons :

/Q(uh.VTh)(x)Sh(x) dx +%/ﬂdivuh(x)Th(x)5’h(x) dx
(1.271)

= %/Q(uh.VTh)(X)Sh(X) dx — %/(uh.VSh)(X)Th(X) dx .

Q

Essayons d’étudier seulement le premier terme du membre de droite de ’égalité
(1.271) car tous les autres termes sont déja traités au Théoréme 1.2.14.
Nous commengons par écrire :

(1.272) (W VT, Sp)a = (/2 (Th)un VT, %Sh)}

Nous regardons un des termes de la somme :

1 (9Th
1.2 Vr(Th) )
( 73) ( h uh KT \/Th aXZ )2

Le premier terme de (1.273) converge fortement dans L?(f2). Le second terme est
bornée de la maniére suivante :

1 oTy,

H\/Th 8X1 HOQ >~ \/_

ou C' est une constante indépendante de h. Comme (

aTy,

(1.274)

Tl 5 llon < €

1 8Th

N

dans l'espace de Hilbert L?(€2) alors nous pouvons extraire une sous-suite notée

) est borné

1 T,
aussi ( Sh, ) qui converge faiblement vers w dans L*(2). Montrons alors
1% (Th) axz
1 or
que w =

—S5—.
Vu(T) 0%

Soit ¢ € D(f), alors nous pouvons écrire I’équation suivante :

(1.275)
oTy,

/ T e

Ol () LS (x)h(x) dx.

i v N A AE)]
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1.2. Probleme discret

o1, T
"), converge faiblement vers dans L?(Q) donc il suffit de montrer
X; X

Comme (

Spib), converge fortement vers ——S% dans L?*(2) pour obtenir

1
que (
v(Th) V(T)
le résultat voulu.
Nous avons de plus I'inégalité suivante :
1216 = — o < IV D) - Vol
: — —|[v/v(T) — /v :
Nz IV R o
Or comme (1/v(T})) converge fortement vers /v(T') dans L?(2), nous aurons que

( V(jh)
fortement vers S dans L*°(£2), nous obtenons le résultat voulu.

), converge fortement vers dans L*(Q). Comme (S},);, converge

Nous déduisons que (u,p,T’) est solution de (V3). O

1.2.3.3 Quatriéme formulation variationnelle discréte

Théor

éme 1.2.16. Pour tout (f, g) € (L*(Q)¢ x L*(Q)), il existe une sous-suite de la

solution discrete du probleme (Vi 4) notée aussi (up, pp, Tn) qui converge faiblement vers
la solution continue du probléeme (V7).

Démonstration Nous répétons la méme démarche de la démonstration du Théoréeme
1.2.14 mais en prenant v;, = F,v € Wi, 4, ot v € D(€)3. Nous remarquons que dans cette
quatriéme formulation variationnelle, le terme divu, n’est pas nulle donc nous devons

traiter
(1.277)

et

(1.278)

en plus les termes suivantes :

L = 7/ div uy(x)div v, (x) dx
Q

h:émmm@nwagmx

En se basant sur la convergence faible de la suite (divuy), vers divu dans L?(), nous

aurons
(1.279)

et

(1.280)

la convergence de ces deux termes :

L — | divu(x)div v(x) dx

I, — [ divu(x)T'(x)S5(x) dx.
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Par la suite, pour montrer que divu = 0, il suffit de démontrer que pour tout ¢ € L3(2),
nous avons :

(1.281) /Qq(x)div u(x)dx =0.

Nous avons déja que pour tout g, € My, 5 :

(1.282) /Qqh(x)div u,(x)dx = 0.

11 suffit alors de prendre g, = 7,¢ et en utilisant le fait que (g5,), converge fortement vers g
dans L?(Q) et que (divuy,);, converge faiblement vers divu dans L?(f2), alors nous aurons
le résultat voulu. Nous déduisons que (u,p,T") est solution de (V7). O

1.3 Estimation d’erreur a priori

Dans cette section, nous établissons des estimations d’erreur a prior: pour des petites
données pour la premiére, la troisiéme et la quatriéme formulations variationnelles. Tandis
que pour la deuxiéme formulation variationnelle nous n’avons pas pu I’établir globalement
mais nous pouvons la démontrer localement en utilisant le théoréme de Brezzi-Rappaz-
Raviart [14].

1.3.1 Premiére formulation variationnelle discréte

Théoréme 1.3.1. Soient d = 3, (u,p,T) et (un, pn,T1) les solutions respectives de (V1)
et (Vi1). Nous supposons que u € L3(Q)3, T € W'3(Q) et v est A-lipschitzienne dans R
tel que :

(1.283) XSO (|uls| T wrsiey) < awm,

ou Sy est la constante de la continuité de l'injection de H} () dans L%(Q2) (Proposition

1.1.3). Nous avons [’estimation d’erreur suivante :
(1.284)

(S
(1- AlSe)” ) = l|3] T lwrs@) T — Thlo < 2|T — RyT |10

SO
+—||fH0Q|T RhT|W13 () =+ —(1 + — )|T|W1 3(Q) mf ||’U, 'wh||0 Q)
wp €

| ASY
(1.285) lu=wloe < (1+22) inf Ju—wpllog+=-0

V1" wp€Vh1

5, 1wl = Thlio
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1.3. Estimation d’erreur a priori

et

1
(1.286) P = prlloe < 2(lp — prplloa + B_(VQHU — wpllo + ASg||ulls| T — Thl10)-
1

Démonstration La preuve se fait en plusieurs étapes. Nous démontrons dans 1’ordre 1’es-
timation d’erreur sur la vitesse, puis celle sur la pression et enfin celle sur la température.

a) Pour tous v € Hy(div,2) et v, € V), 1, nous avons

p(x)div v(x) dx :/Qf(x).v(x) dx

(1.287) /Q V(T(x))u(x).v(x) dx — /

Q

et

(1.288) /Q V(T(%) ) up (%) Va(x) dx = /Q £(x).vi(x) dx.

Soit v = v,. Comme div v, = 0 alors I'équation (1.287) devient :
(1.289) /ﬂ V(T (x))u(x).vi(x) dx = /Q £(x).vi(x) dx .

Nous retranchons I'équation (1.288) de (1.289) et nous obtenons :
(1.200) [ ATt dx = [ o003, ) dx.

Nous ajoutons et nous retranchons wj, un ¢lément arbitraire de V), ; dans le terme
du membre de droite de 1'égalité (1.290). Ceci nous conduit a ’équation suivante :

/ v(Th(x))(ap — wp)(x).vi(x) dx
(1.291) ¢

:/V(T(x))u(x).vh(x) dx —/V(Th(x))wh(x).vh(x) dx .
Q

Q

Par la suite, nous ajoutons et nous retranchons v(7},) dans le premier terme du
membre de droite de 1'égalité (1.291) :

/Q V(T (x))u(x) va(x) dx — / V(T () )W (%) vi (%) dx

Q
(1.292) = /Q(V(T(X)) —v(Th(x)))u(x).vy(x) dx
+/QI/(Th(X))(u — wp)(x).vp(x)dx.

Nous notons I et I; respectivement, le premier et le deuxiéme termes du membre
de droite de I'¢quation (1.292).
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Comme v est A-lipschitzienne et u € L3(Q2)3, alors d’aprés la Proposition 1.1.3
(pour ¢ = 6) et l'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), I; est majoré de la ma-
niere suivante :

L < |

v(T) = v(Th)lellulls([vallo.c
(1.293) < AT = Thllsl[alls]vallos

< ASglulls|T — Thliallvalloe-

D’aprés I'équation (1.81), nous avons :
(1294) IQ S I/Q”u - wh||07QthH0,Q.

Comme uy, et wy, appartiennent a V1 alors nous choisissons v, = u;, —wy,. D’aprés
I'équation (1.81), nous obtenons :

(1.295) villwn — wallog < ASgllulls|T — Thlia + vallu — wiloq-
Or, en utilisant 'inégalité triangulaire suivante
(1.296) [u—unfloe < [lu—willoa+ [Wa — unllog.

Nous aurons finalement :

ASY v )
(1.297)  [[u—wuplfoqn < o llulls|T — Thlro + (1 + V—Q) inf |lu—wllo0-
1

1" WhE€Vh1

Pour tous v € Hy(div, 2) et v, € W), 1, nous avons

(1.298) /QV(T(X))U(X).V(X) dx —/p(x)divv(x) dx :/Qf(x).v(x) dx

Q

et
(1.299) /Qy(Th(x))uh(x).vh(x) dx —/Qph(x)divvh(x) dx :/Qf(x).vh(x) dx .

Nous prenons v = v, et nous retranchons I’équation (1.299) de (1.298) pour obtenir
I’équation :

/Q(ph—p)(x)divvh(x) dx = /QV(Th(x))uh(x).vh(x) dx

(1.300)
—/SZV(T(X))U(X).Vh(X) dx .
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Nous ajoutons et nous retranchons p,p dans le terme du membre de gauche de
I'égalité (1.300). Ceci nous conduit a I’équation suivante :

/Q (pn — prp)(x)div vj(x) dx

(1.301) :/QV(Th(X))uh(X)-Vh(X) dx —/I/(T(X))u(x).vh(x) dx

Q

—I—/Q(p — ppp) (x)div vy (x) dx .

Par la suite, nous ajoutons et nous retranchons v(7}) dans le deuxiéme terme du
membre de droite de 1'égalité (1.301) pour avoir
(1.302)

/Q(ph — prp)(x)div v, (x)dx = /Ql/(Th(x))(uh —u)(x).vy(x) dx
—/(V(T(X)) — v(Th(x)))u(x).vy(x) dx
Q
+/Q(p — ppp) (x)div v (x) dx .

Nous notons I3, I, et I5 respectivement, le premier, le deuxiéme et le troisiéme
termes du membre de droite de I’équation (1.306).

D’aprés I’équation (1.81), I3 sera majoré de la maniére suivante :

(1.303) I3 < woflu — upljo.al|villoo-

La majoration du terme I, est similaire au calcul de I :

(1.304) Ly < ASQ|ulls|T = Thlrallvallogo.

Le terme I est majoré de la maniére suivante :

(1.305) Is < |lp = prplloslvallraiv,0)-
Par la suite, pour tout v, € W, 1, nous obtenons :
(1.306)
(pr — prp)(x)div vy (x) dx
Q

< wllu—wpllon + ASgIulls|T — Thlio
HVhHH(diV,Q)

+lp — prpllo.0-
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Comme l'inégalité (1.306) est vérifice pour tout v, € W, alors elle est vérifice
pour la borne supérieur sur W, ;. En utilisant la condition inf-sup discréte (1.193),
'inégalité (1.306) devient :

Billenp — prlloe < wellu—uplloq + ASlulls|T — Thlia
(1.307)

+lp — prpllo.q-
Or, en utilisant I'inégalité triangulaire suivante :

(1.308) 2 = pulloe < llp — puplloe + lone — prllog-

Nous aurons :

v XS a
Ip-piloe < Zfu—wlog+ 2260 r g
(1.309) b b
+2||p — prplloq-

Pour tous S € H}(Q) N L>®(Q) et Sj, € Xj, nous avons

(1310)  a /Q VT (x).VS(x) dx + /Q (WVT)(x)S(x) dx — / 9(x)S(x) dx

Q
et

(1311) a /Q VT(x).VS) (x) dx + /Q (1. VTh) (x) S (x) dx = /Q g(x) S (x) dx .

Nous prenons S = S, nous retranchons ’équation (1.311) de (1.310) pour obtenir :

a/V(T—Th)(x).VSh(x) dx +/(u.VT)(X)Sh(X) dx
(1.312) ¢ “

= /Q(uh.VTh)(x)Sh(x) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons VR,T, u, et VR,T respectivement dans le
premier, le deuxiéme et le troisieme termes du membre de gauche de 1'égalité
(1.312). Ceci nous conduit a l'équation suivante :

(1.313)

oz/QV(RhT— T3,)(x).VSu(x) dx — /Q(uh.V(Th — Ry T))(x)Sh(x) dx
—a / V(RAT — T)(x).VSh(x) dx + / (up — ). VT)(x)Sh () dx
Q Q
+ /Q(uh.V(RhT —T))(x)Sh(x) dx.
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Nous choisissons S, = R,T — T},. D’aprés la propriété d’antisymétrie, nous obte-
nons :

olTh — RiTl2q = a /Q V(RaT — T)(x).V(RaT — Th)(x) dx
(1.314) + /Q (uy — 1) VT)X) (BT — Th)(x) dx
+ /Q(uh.V(RhT —T))(x)(R,T — Tp)(x) dx .

Nous notons Ig, I7 et Ig respectivement, le premier, le deuxiéme et le troisiéme
termes du membre de droite de 1’équation (1.314).

I est majoré de la maniére suivante :

I < af|V(T = RyT) ool V(Th — BaT)llo.0
(1.315)
S Oz|T — RhT|17Q|Th — RhT|17Q.

Comme VT € L3(f) alors d’aprés la Proposition 1.1.3 (pour ¢ = 6) et d’apreés
I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), nous avons :

I; < |[VT|sl[u—uaploallTh — BT |6
(1.316)

< SQIT|wrslla — unlloe|Th — RiT10-

D’aprés la Proposition 1.1.3 (pour g = 6), I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4)
et I’équation (1.225), nous aurons :
Is < upllool V(T = RaT)|[s)|Th — BT [l

SO
< V—6HfHo,Q|T — Ry Twsy|Th — RiT |10,
1

(1.317)

Or, en utilisant 'inégalité suivante
(1.318) T —Thlio <|T— RiT)10+ |Th — RiT |10
et 'équation (1.297), nous déduisons 'estimation de la température. O

Remarque 1.3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 1.3.1, le schéma (V},;) converge
fortement vers (V1) quand A tend vers 0.
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Théoréme 1.3.3. Nous rappelons que la triangulation est réguliére. Soientd = 3, (u,p, T)
et (un, pn, Th) les solutions respectives de (V1) et (Vi,1). Nous supposons que u € H* ()3,
pe HYQ), T € W*3(Q) et v est A-lipschitzienne dans R tel que :

(1.319) XSSP (|| ulls| Twrsay) < avi,

ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de H(SY) dans L%(Q2) (Proposition
1.1.3). Nous avons l’estimation d’erreur suivante :

(1.320)  |lu— wlloo + [P —prllog + T — Th|io < Ch(|lulio+[p

1o+ |Tlwe2s@),

ou C' est une constante indépendante de h.

Démonstration D’aprés 1'équation (1.185), nous avons que &} u appartient a V1 alors
nous prenons wy, = £iu.

D’aprés le Théoréme 1.3.1, les équations (1.192), pour p = 2,3, m = 1 et [ = 1, (1.186)
et (1.190), nous déduisons l'ordre de convergence. O

1.3.2 Troisiéme formulation variationnelle discréte

Théoréme 1.3.4. Soient d = 3, (u,p,T) et (wn,pn, 1) les solutions respectives de (Va)
et (Vis). Nous supposons que u € L*(Q)?, T € W'3(Q)NL>®(Q) et v est A-lipschitzienne
dans R tel que :

(1.321) ASONulls(1T) oo + S§IT lwrs()) < 2au,

ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de HY(Y) dans L%(Q2) (Proposition
1.1.3). Nous avons l’estimation d’erreur suivante :

(1-

A S0

2av,

lalls (S 1T lwa) + 1T1100) )T = Thlre < 2|7 — RuTha

1
+2—|mym(sg|T — Ry Twra@) + [|T — RiT )
[6 R %1

(1.322) ! .,
o (1+ V—l) | — Frullo(Sg 1T wiz@) + 1 T]|)
1
+m|p — raplio (S5 T wrs@) + 1T ||oo)
v ASY
lu—wlloo < (1+—=2)u— Faulloo + =2 ulls|T — Thlio
(1.323) "1 "1

1
+—Ip —rpli0
n
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et

1
(1.324) [P —phlie < 2[p—riplia + B—(VzHU — wplloe + ASg|ulls| T — Thl1,0)-
2

Démonstration Nous procédons en trois étapes, dans le méme ordre que Théoreme 1.3.1.

a) Pour tous v € L*(Q)? et vy, € V} 9, nous avons

(1.325) /QV(T(X))U(X).V(X) dx —|—/QVp(X).V(X) dx :/Qf(x).v(x) dx
et

(1.326) /Ql/(Th(x))uh(x).vh(x) dx :/f(x).vh(x) dx .

Q

Nous prenons v = vy, et nous retranchons I’équation (1.326) de (1.325) pour avoir :
(1.327)

/ V(T (x))u(x).va(x) dx + / Vp(x).va(x) dx = / V(T () )ap () va () dx .
Q Q Q
Nous ajoutons et nous retranchons Fpu dans le terme du membre de droite et

v(Ty,) dans le premier terme du membre de gauche de I’égalité de 1'égalité (1.327) :
(1.328)

/QV(T;L(X>>(11;L — Fpu)(x).vp(x)dx = /Q(V(T(X)) — v(Th(x)))u(x).vy(x) dx
+ /Q v(Th(x))(u — Fru)(x).vy(x) dx

—i—/ﬂV(p —rpp)(x). vy (x) dx.

Nous notons I;, I, et I3 respectivement, le premier, le deuxiéme et le troisiéme
termes du membre de droite de I'équation (1.328).

La majoration du terme I; est similaire au calcul de I; du Théoréme 1.3.1 :

(1.329) L < ASEullsIT = Thliallvalloo-

D’aprés 1'équation (1.81), nous avons :

(1.330) I < wallu— Frpulloalvaloe:

Le terme I3 est majoré de la maniére suivante :
(1.331) Iy <|p—rpliallvalloe:
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1.3. Estimation d’erreur a priori

Comme u, — Fpu appartiennent a Vj o alors nous choisissons v, = uj, — Fpu.
D’aprés I'équation (1.81), nous obtenons :

(1.332) vi||lup, — Fruljon < )\Sé]Hqu\T — Thl10 + v2llu — Frulloq + |p — maplia-
Or, en utilisant 'inégalité suivante
(1333) ||11 — uhHQQ S Hll — fhu“g@ + ||.7:hu — uhHQQ.

Nous aurons :
0
A S

(1.334) [lu—uplloo < —
V1

v 1
IIUIlslT—Th|1,9+(1+V—Q)IIU—FhUIlo,Q+V—Ip—rhpll,n-
1 1

Pour tous v € L*(Q)3 et v, € Wj,2, nous avons
(1.335) /QV(T(X))U(X).V(X) dx —|—/QVp(X).V(X) dx = /Qf(x).v(x) dx
et

(1.336) /Qy(Th(x))uh(x).vh(x) dx —i—/QVph(X).Vh(X) dx :/Qf(x).vh(x) dx.

Nous répétons la méme démarche effectuée a I’étape (b) du Théoréme 1.3.1, pour
déduire 'estimation suivante :

v A S9la
P —prlio < 6_2||u_uh||0,9+#|T_Th|l,Q
(1.337) 2 2
+2|p — mapli 0

Pour tous S € H} () N L>®(Q) et Sj, € X}, nous avons

(1338)  a /Q VT(x).VS(x) dx + /Q (WVT)(x)S(x) dx — /ﬂ 9(x)S(x) dx
et

a/ VT, (x).VSy(x) dx +/(uh.VTh)(x)Sh(x) dx
(1.339) ¢ ¢

= —%/Qdivuh(X)Th(x)Sh(x) dx —|—/Qg(x)Sh(x) dx .

Nous prenons S = S}, et nous retranchons I’équation (1.339) de (1.338) pour obte-
nir :

a/ V(T — Tp)(x).VSy(x) dx —i—/(u.VT)(x)Sh(x) dx
(1.340) @ X Q
-1 /Q div wy ()T () Si () dx + /Q (1 T} () S (x) dx .
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Nous ajoutons et nous retranchons dans cette derniére équation les termes VR, T,

uy, et RyT, VR,T. Ceci nous conduit a I’équation suivante :
(1.341)

o / V(RAT — Th)(x).V Sn(x) dx — / (W V(Th — RaT))(x)Sh(x) dx
Q Q
1 .
—5 /Q div uh(x)(Th — RhT) (X)Sh<X) dx
= a/ V(R,T — T)(x).VSh(x) dx + /((uh —1u).VT)(x)Sh(x) dx
Q Q
+ /Q (1 V(BaT — T))(x)Sh(x) dx + % /Q div () Ry T (x) S (x) dx .

En utilisant la formule de Green, nous aurons :

/ div uy(x) Ry T(x)Sh(x) dx
(1.342) “

= —/Q(uh.VRhT)(X)Sh(x) dx —/(uh.VSh)(X)RhT(X) dx .

Q

Nous ajoutons et nous retranchons V7', u, 7' dans (1.342) et nous remplagons dans
(1.341) pour obtenir I’équation suivante :

(1.343)
oz/QV(RhT — T1)(x).VSy(x) dx — /Q(uh.V(Th — R, T))(x)Sh(x) dx

1 )
-3 /d w,(3)(Th, = R T)(x)Sh(x) dx

= a/QV(RhT —T)(x).VSy(x)dx + % /Q((uh —u).VT)(x)Sh(x) dx

+3 /Q<uh.v<RhT ~T)()Shx) dx — 3 /Q<uh.vsh><x><RhT ~ D) dx

—%/ﬂ((uh —u).VS,)(x)T(x) dx .

En choisissant S;, = RpT — T}, et en utilisant la propriété d’antisymétrie, nous
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1.3. Estimation d’erreur a priori

obtenons :
a|T, — RaT2q = a/ V(RiT — T)(x).V(RaT — Th)(x) dx
Q
= / ((wn — 0).VT)(x)(RT — T3)(x) dx
(1344) +% /Q(uhV(RhT — T))(X)(RhT — Th)(X) dx
= / (- V(RAT — T3))(x) (ByT — T)(x) dx
1

— /Q (W, — W) V(BT — T3)) ()T (x) dx .

Nous notons Iy, I5, Ig, I7 et Ig respectivement, le premier, le deuxiéme, le troisiéme,
le quatriéme et le cinquiéme termes du membre de droite de I’équation (1.344).

La majoration du terme I, est similaire au calcul de I du Théoréeme 1.3.1 :

(1.345) [4 S Oé’T — RhT’LQ’Th - RhT|17Q.

La majoration du terme [5 est similaire au calcul de I; du Théoréme 1.3.1 :

SO
(1.346) I; < 76|T|W1,3(Q)|yu —willoo|Th — RuT)10-

La majoration du terme I est similaire au calcul de Ig du Théoréme 1.3.1 :

0

(1.347) Is < ﬁnf”mw — RyT|wrs@)|Th — BT 0.
1

D’aprés I'équation (1.235), I7 est majoré de la maniére suivante :

1
(1.348) It < 5 lfllo.ollT = BuTlloo| Th — BaTl10-
14

Comme T € L*({2), nous aurons :

1
(1.349) Is < Slu—wloolTh = BxTliol Tl

Or, en utilisant I'inégalité triangulaire suivante :
(1.350) T —Thlio <|T— RyT|1a0+ |Th — RiT |10

et ’équation (1.334), nous déduisons 'estimation de la température. O
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Remarque 1.3.5. Nous gardons les hypothéses du Théoréme 1.3.4 et de plus, nous
supposons que T € W1#(Q) avec s > 3 car I'espace W1#(Q) s’injecte continument dans
L>(€2). Le schéma (V},3) converge fortement vers (V2) quand h tend vers 0.

Théoréme 1.3.6. Soient d = 3, (u,p,T') et (wn,pn,T1) les solutions respectives de (Va)
et (Viz). Nous supposons que uw € H' ()3, p € H*(Q), T € W*3(Q) N W'>(Q) et v est
A-lipschitzienne dans R tel que :

(1.351) ASONulls(|1 T + SgIT lwrs)) < 2au,

ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de H () dans L°(Q2) (Proposition
1.1.3). Nous avons l’estimation d’erreur suivante :

(1.352) ||'U,—'U/h||()7Q+||p_ph||17Q+‘T—Th|1,Q < Ch(|u|17Q+‘p|2’Q+|T|W2,3(Q)+’T|W1,OO(Q))7

ou C' est une constante indépendante de h.

Démonstration D’aprés le Théoréme 1.3.4, les équations (1.192), pour p = 2,3, m = 1
et [ =1, pour p =00, m =0et !l =0, (1.203) et (1.211), nous déduisons l'ordre de
convergence. O

1.3.3 Quatriéme formulation variationnelle discréte

Théoréme 1.3.7. Soient d = 3, (u,p,T) et (un, pn,I1) les solutions respectives de (Vi)
et (Via). Nous supposons que u € L3(Q)3, T € W'3(Q) et v est A-lipschitzienne dans R
tel que :

a min(vy, )
2 Y
ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de H}(SY) dans L%(Q2) (Proposition

1.1.3). Il existe un nombre hy > 0 qui dépend de , tel que pour tout h < hg, nous avons
l’estimation d’erreur suivante :

(1.354)

(1.353) ASE (| Tlwrsey) <

2 \(S9)?
(1 = 226y Tl T = Thlro < 31T = BaTha
a min(vq, )
2 59 2.5¢

[ fllo.e| T — RaT w3 + ] T lwrs@llp — rrpllo

a min(vy, ) a min(vy,y

2Sg(l+ v + 7y

+ )|T|W1v3(ﬂ) [lu— FhUHH(div,Q),

a min(vy, )
(1.355)
Ve + 7y ASE
— iv < (14+—F— - F iv —_— T -1,
lu = wnlla@ve) < ( +m1n(y1,fy))Hu null 1 a ’Q)erm(yl,y)H"H?’l w10

! | |

—_— —7”

min(vy, ) P rPllo.o
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1.3. Estimation d’erreur a priori

et

1
(1.356) [[p—pnlloe < 2[lp—rapllog + = ((v2 +7) lu— sl maiv.0) + ASe | ulls| T = Thli0).-

Ba

Démonstration La démonstration suit les étapes de celle du Théoréme 1.3.1.

a) Pour tous v € Hy(div, () et v;, € Vj, 4, nous avons

(1.357) /QV(T(X))u(X).V(X) dx —/p(x)divv(x) dx :/f(x).v(x) dx

et
(1.358)
/QI/(Th(X))uh(X).Vh(X) dx —I—v/QdiV uy (x)div vy (x) dx = /Qf(x).vh(x) dx .

Nous prenons v = vy, et nous retranchons I’équation (1.358) de (1.357) pour avoir :

/Ql/(Th(x))uh(x).vh(x) dx +7/Qdivuh(x)divvh(x) dx
(1.359)

_ /Q V(T (x))u(x).vi(x) dx — / p(x)div vy (x) dx.

Q

Nous ajoutons et nous retranchons Fpu et div (F,u) respectivement dans le premier
et le deuxiéme termes du membre de gauche et v(T}) dans le premier terme du
membre de droite de I’égalité (1.359) :

(1.360)

/QV(Th(X))(uh — Fpu)(x).vy(x)dx + 7 /Q div(uy, — Fpu)(x)div vy (x) dx

_ /Q (UT(x)) — V(Th(x))u(x).va(x) dx
+/§21/(Th(x))(u — Fru)(x).vy(x) dx

—|—7/Qdiv(u — Fpu)(x)div vy (x) dx

— /Q(p — rpp)(x)div v, (x) dx .

Nous notons I, I, I3 et I, respectivement, le premier, le deuxiéme, le troisiéme et
le quatriéme termes du membre de droite de ’équation (1.360).

La majoration du terme [; est similaire au calcul de I; du Théoréeme 1.3.1 :

(1.361) L < ASY|l3|T — Thliallvilloo-
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1.3. Estimation d’erreur a priori

D’aprés I'équation (1.81), nous aurons :

(1.362) I, < wllu — Fpul| geaiv.o) || Valloo-

Le terme I3 sera majoré de la maniére suivante :

(1363) Id S ")/Hle(ll — fhu)Ho’QthHH(div’Q).

Nous avons :

(1.364) Iy < |lp = raplloollval v,

Comme u;, — Fpu appartiennent a V4 alors nous choisissons v, = uj, — Fpu.
D’aprés I’équation (1.81), nous obtenons :

min(vy,y) |l un — Frul aaiv,0)
(1.365) < ASYull3|T = Thlra + vellu — Frullon + vl|div(u — Fru)loq
+lp = raplloo-
Or, en utilisant I'inégalité triangulaire suivante
(1.366) u = upl g@ive) < v — Fuullmavo + [[1Fa — sl mvo)-

Nous aurons :

(1.367) 0

lu—upllm@ivo) < #%HUHS‘T — Tl

gy Dl = Fuales + Ip = ripllon
Pour tous v € Hy(div,2) et v, € W), 4, nous avons
(1.368) /Q V(T (x))u(x) v(x) dx — /Q p(x)divv(x) dx — /Q £(x) v (x) dx
et
/V(Th(x))uh(x).vh(x) dx 4+~ [ divu,(x)div v, (x) dx

(1.369) o

f(x). v (x) dx.

S— 55—

—/Qph(x)divvh(x) dx +
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1.3. Estimation d’erreur a priori

Nous prenons v = vy, et nous retranchons 'équation (1.369) de (1.368) pour obte-
nir :

/Q(ph —p)(x)divv,(x)dx = /QV(Th(X))uh(X).Vh(X) dx
(1.370) —/QV(T(X))u(X).Vh(X) dx
—l—v/gdivuh(x)divvh(x) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons r,p dans le terme du membre de gauche de
'égalité et v(T},) dans le deuxiéme terme du membre de droite de I’égalité (1.370)
pour avoir :

/Q(ph —rpp)(x)div vy (x)dx = /QV(Th(X))(uh —u)(x).vp(x) dx
+/(1/(Th) —v(T))(x)u(x).vy(x) dx
(1.371) °
+7 /Q div(up — u)(x)div v, (x) dx

—1—/{2(19 — rpp)(x)div vy (x) dx .

Nous notons I5, Ig, I7 et I respectivement, le premier, le deuxiéme, le troisiéme et
le quatriéme termes du membre de droite de I’équation (1.371).

D’aprés I'équation (1.81), I5 sera majoré de la maniére suivante :

(1.372) I; < woflu—wogllvalloo:

La majoration du terme Ig est similaire au calcul de I; du Théoréme 1.3.1 :

(1.373) Is < ASglhalls|T = Thlvallvalloe
Nous avons :
(1.374) I; < ylldiv(a —uap)|lol| Vel #div.0)-

Le terme Ig est majoré de la maniére suivante :

(1.375) Is < |lp = rwplloll Vel @iv.e)-
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Par la suite, pour tout v, € W}, 5, nous obtenons :

(1.376)

Q(ph — rpp)(x)div v, (x) dx

< (2 + )l — Wl a@ive) + A Sglulls|T — Thlie
||Vh||H(div,Q)

+lp = riplloo-

Comme l'inégalité (1.376) est vérifice pour tout v, € W, 4 alors elle est vérifice
pour la borne supérieur sur W, 4. En utilisant la condition inf-sup discréte (1.218),
l'inégalité (1.376) devient :

Ballrnp — prlloe < (v2 + ) |lu = upl @0 + ASglulls|T — Thlio
(1.377)

+[lp — rapllo.g-
Or, en utilisant I'inégalité triangulaire suivante :
(1.378) 1P = prllog < llp = raplloe + Irnp = prlloo-

Nous aurons :

vy + A S0 |u
o —pulloe < Qﬁ ’}/Hu_uh”H(div,Q)+#|T—Th|l7g
4 4

(1.379)
+2||p — rpllo,0-

Pour tous S € Hj () N L>®(Q) et S, € X}, nous avons

(138%0) /Q VT(x).VS(x) dx + /Q (WYT)(x)S(x) dx — / 4(x)S(x) dx

Q

et

(1381) a /Q VTh(x).V Sy (x) dx + /Q (1. VTh) (%) S (x) dx = /Q 9(x)Sh(x) dx .

Nous prenons S = S, nous retranchons ’équation (1.381) de (1.380) pour obtenir :

a/V(T—Th)(x).VSh(X) dx +/(u.VT)(X)Sh(X) dx
(1.382) ¢ ¢

= /S;(uh.VTh)(X)Sh<X) dx .
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Nous ajoutons et nous retranchons VR, T, u, et VR, T dans cette derniére équation
et nous obtenons 1’équation suivante :

(1.383)
o /Q V(BT — Th)(x).V Sn(x) dx — /Q (. V(T — RyT))(x)Sh(x) dx

— a/QV(RhT —T)(x).VSp(x)dx + /Q((uh —u).VT)(x)S(x) dx
+/(uh’v(RhT —T))(x)Sh(x) dx.
Q

Nous choisissons S, = R,T — Tj. D’aprés les équations (1.246) et (1.248), nous
obtenons :

%\Th ~RiTPq < a/ V(RiT — T)(x).V(R,T — T))(x) dx
(1.384) + /Q (W — w).VT)(x)(R, T — Tp)(x) dx
+ /Q(uhV(RhT — T))(X)(RhT — Th>(X) dx .

Nous répétons la méme démarche déja effectuée a 1'étape (c) du Théoréme 1.3.1.
D’aprés I'équation (1.367), nous concluons. O

Remarque 1.3.8. Sous les hypothéses du Théoréme 1.3.7, le schéma (V}4) converge
fortement vers (V1) quand h tend vers 0.

Théoréme 1.3.9. Soient d = 3, (u,p,T) et (up, pr, Th) les solutions respectives de (V1) et
(Via). Nous supposons que u € H*(Q)%, p € HY(Q), T € W*3(Q) et v est A-lipschitzienne
dans R tel que :

a min(vy, )

2

(1.385) 2SS (lulls| Tlwis@) < — 5

ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de HY(SY) dans L%(Q2) (Proposition
1.1.3). Il existe un nombre hy > 0 qui dépend de , tel que pour tout h < hg, nous avons
l’estimation d’erreur suivante :

(1.386) |lu— upl r(aiv,0) + [P — prlloo + T — Thlio < Ch(||lullzo + [Pl + | Tlw2s@),

ou C est une constante indépendante de h.

Démonstration D’aprés le Théoréme 1.3.7, les équations (1.192), pour p = 2,3, m = 1
et [ =1, (1.203) et (1.211), nous déduisons I'ordre de convergence. O
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1.4. Probléme itératif

1.4 Probléme itératif

Comme le probléme est non linéaire, nous introduisons les quatre problémes itératifs

suivants :

( . . . .
Etant donné T} € X}, chercher (uj™, pit' T/t € W1 x Mj,q x X, tel que :

Vvy € Wi, /V(T}’;(X))uzﬂ(x).vh(x) dx — /Qpﬁl(x)div vi(x)dx =

Q
/f(x).vh(x) dx
Q
(Vi) '
Vaq, € M, / qn(x)divuitt(x) dx =0,
Q
VS € X, a/ VT (x).VSu(x) dx + /(u2+1.VT,i+1)(X)Sh(X) dx =
Q Q
JRCELSES
\ Q
( o ,
Etant donné T} € X}, chercher (uj™, pit', T/t € Who X M, x X, tel que :
Vvy, € Wha, /V(T}i(x))uﬁl“(x).vh(x) dx —i—/VpZ“(X).vh(x) dx =
Q Q
/f(x).vh(x) dx,
0
(Vhiz2)

Vaqy, € Mo, /th(x).ug“l(x) dx =0,
Q

V Sy € Xy, a/ VT (x).VSu(x) dx +/(UZ+I.VT2+1>(X)S}L(X) dx =
Q Q

/Q 9(x)Sh(x) dx.,
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( . . . .
Etant donné T} € X}, chercher (uj™, pitt, Tit) € W0 x M, x X, tel que :

Vv, € Wha, /QV(T,i(x))uﬁl“(x).vh(x) dx +/9Vp2+1(x).vh(x) dx =

/Qf(x).vh(x) dx

(Viiz) 9 |

Va, € Mo, /VQh(X)-uZH(X) dx =0,
Q
V Sy € Xp, a/VT,iH(X).VSh(X) dx +/(u2+1.VTZ+1)(X)Sh(X) dx
Q Q
—i—%/divuﬁfl(x)T,’fl(x)Sh(x) dx :/g(x)Sh(x) dx
\ Q Q
et

( . . . .
Etant donné T} € Xj,, chercher (uj™, pit™', T/ € Wha X My, x X, tel que :

Vv, € Wha, /QV(T;;(X))UZJA(X).V]L(X) dx — /Qpﬁl“(x)div v (x) dx

+’y/§2divu2+1(x)diVVh(X) dx :/Qf(x).vh(x) dX,

(Vh,ia) '
Vaq; € Mo, / gn(x)div ujt(x) dx =0,
Q

V Sy € Xp, a/ VT (x).VSu(x) dx —l—/(u}'jl.VTé“)(x)Sh(x) dx =
Q Q

/g(x)Sh(x) dx .

( Q

Ici T} est une donnée initiale arbitraire. A chaque itération i, pour chaque probléme
(Viin), (Viio), (Viis) et (Viia), connaissant T} € Xj,, nous calculons ui™ avec la pre-
miére équation et nous l'injectons dans la deuxiéme équation pour déduire 7; 2“. Chaque
équation est maintenant linéaire.

1.4.1 Existence et unicité de la solution itérative
Nous allons démontrer I'existence et 1'unicité des solutions des problémes itératives (V},; 1),
(Vhis) et (Viia). Pour le probleme itératif (V},;2), nous n’avons pas réussi a démontrer

I’existence et 'unicité de la solution, faute d’estimations a priori suffisantes et nous nous
contentons seulement a la fin de montrer des résultats de simulations numériques.
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1.4.1.1 Premiére formulation variationnelle itérative

Théoréme 1.4.1. Pour tout (f,g) € (L*(Q)? x L*(Q)), la premicre formulation varia-
tionnelle itérative (Vi ;1) admet une solution unique (w,t', pi™ TitY) € Wiy x My, 1 x X,
Cette solution vérifie les majorations suivantes :

|#llo.c

(1.387) Ju, oo < ,
n
i1 V2 1
(1.388) 1Py Mloe < EHUhHO,Q + EHJ‘HO,Q
et
. S0
(1.389) T3 0 < —2”3‘0’97

ol By est la condition inf-sup discrete positive et SY est la constante de Poincaré.

Démonstration Comme le probléme est un systéme linéaire carré en dimension finie,
il suffit alors de montrer I'unicité. Grace a la condition inf-sup discréte (1.193) et d’aprés
I'équation (1.81) et la propriété d’antisymétrie, nous déduisons 1'unicité d’ou l'existence
de la solution.

Nous obtenons les estimations, en prenant v, = uﬁfl et S, = TZ“ (respectivement dans
la premiére et la deuxiéme équation de (V1)) et en utilisant la condition inf-sup discréte
(1.193). O

1.4.1.2 Troisiéme formulation variationnelle itérative

Théoréme 1.4.2. Pour tout (f, g) € (L*(Q)? x L3(Q)), la troisieme formulation varia-
tionnelle itérative (Vy,;3) admet une solution unique (uﬁj’l,pﬁfl, T,’lﬂ) € Wha X Mo x Xj,.
Cette solution vérifie les majorations suivantes :

(1.390) Hu;leO,Q < ||fHO,Q’
141
(1.391) it < —2HUh||o,Q + Al
2 B2
et
) S9
(1.392) Tt g < 2”?[”079’

ou 33 est la condition inf-sup discréte positive et S est la constante de Poincaré.
Démonstration Nous répétons le méme travail déja effectué au Théoréme 1.4.1. O
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1.4. Probléme itératif

1.4.1.3 Quatriéme formulation variationnelle itérative

Théoréme 1.4.3. Pour tout (f,g) € (L2()? x L*(Q)), il esiste un nombre hg > 0 qui
dépend de vy, tel que pour tout h < hg, la quatrieme formulation variationnelle itérative
(Vhia) admet une solution unique (uﬁl’Ll,pﬁl,Tle) € Wha X My o x X;. Cette solution
vérifie les majorations suivantes :

| llo.c

1.393 it+1 v <
( ) ||Uh ||H(d Q) = min(yl,y)’

i vy + 7y 1
(1.394) 25 oo < 25 | || (aiv.0) + 5[ floo

4 B4
et
; 259
(1.395) T+ 10 < 2”9”0,9'
«

ou (4 est la constante de la condition inf-sup diacréte positive et SY est la constante de
Poincaré.

Démonstration Nous répétons le méme travail déja effectué au Théoréme 1.4.1 mais
en se basant sur les équations (1.246) et (1.248). O

1.4.2 Convergence vers la solution continue

Nous allons démontrer que les solutions des problémes itératifs (Vi 1), (Viis) et (Viia)
convergent vers les solutions exactes, mais sans pouvoir préciser un ordre de convergence
et ceci passe par des formules d’erreur.

1.4.2.1 Premiére formulation variationnelle discréte

Dans cette section, nous adaptons les hypothéses du Théoréeme 1.3.1. En suivant les étapes
de la preuve de ce théoréme, nous déduisons les estimations d’erreur suivantes de la vitesse
et de la pression :

4 Vay . ASY ;
(1.396) la =i oo < (1+ %) inf Ju—wylloa+ =2 ulls| 7~ Tilie

V1" wWp€Vpa 151

et

i 1 i i
(1.397)  lp — 13, o < 21lp — paplloe + E(%Hu —w, oo+ ASgllulls|T — Tilia).
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1.4. Probléme itératif

Tandis que le calcul de I'estimation d’erreur de la température est un peu complexe. Les
arguments de la preuve du Théoréme 1.3.1 nous donnent I’équation suivante :

. SO
T —T e < 2|T— RuTha+ ﬁ||f||0,Q|T — R T
1

SO
(1.398) |T\W13 ((1+ ) inf ||lu—wljoq

141 WhEVhJ

)\SO
WMHT Tilig)-

Nous étudions alors deux cas :

a) S'il existe un i > 0, tel que :
T = Ti'li0 < |T =T o,

alors

sup|T’ — Tjlio = max (|7 —T}°|10, sup [T — Tj|i0)
i>ig i>ig+1

(1.399)

< sup |T —T}|iq-
i>io+1

Nous appliquons ’équation (1.398), pour i > ig et nous aurons :

. SO
’T — T;;rl‘l’ﬂ < 2 |T — RhT|17Q + Oz_EHfHO’Q’T — RhT’WL:s(Q)
1

(1.400) |T|w13 ((1+yl)wig£hl||u—wh||0,ﬂ
/\ 0
+—||u||3 sup |T — T} |10
1>10+1

En prenant le maximum de (1.400) par rapport a iy > 0, nous obtenons :

(1.401)

(1-

A(Sg)? j
. [ulls| Twis)) sup [T — Ty lie < 2|T = RpTig

1>10

S Sy
HfHOQ‘T RhT‘W13 —|——<1—|— )|T|W13(Q) Hlf Hu WhHOQ

b) Si un tel iy n’existe pas alors, pour tout 4

T — Tio > T — T/ q
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1.4. Probléme itératif

Dans ce cas, (|T'— T}|1.0)i>0 est une suite strictement décroissante et minorée par
0 donc elle est convergente et nous aurons :

(1.402)

A(SY | |
(1- i >|| JolTlwroey) lim [T = Tilho < 247 = BTl

SO
||f||0Q|T RhT|W13 —|—_(1+ )|T|W1 3(Q) lH\]; ”u_WhHO,Q‘
h,1

Comme u € LS(Q) et T € W3(Q), les termes du membre de droite des équations (1.401)
et (1.402) tendent vers 0 quand h tends vers 0 et nous déduisons le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.4. Sous les hypotheses du Théoréeme 1.3.1, la suite (T} );>0 ou bien satisfait
(1.401) et dans ce cas nous avons pour un iy > 0,

lim sup |7 — T} |10 = 0,

—0i>ip
ou bien la suite satisfait (1.402) et dans ce cas nous aurons :

lim lim |7 — T}|1.0 = 0.

h—0i—00

1.4.2.2 Troisiéme formulation variationnelle discréte

Nous introduisons les estimations d’erreur pour la vitesse et la pression définis par les
équations suivantes :

= loe < (1+ )Ilu—

Lo

(1.403)
+—|p —rpplie
151
et

1
E(WHU—UZHHOQ+)\50HUH 3IT — Thlig)-

La démonstration est semblable au cas de la premiére formulation variationnelle.

(1.404)  |p—p; e <2[p — raplio +

Théoréme 1.4.5. Sous les hypotheses du Théoreme 1.3.4, la suite (T} );>0 ou bien satisfait
pour un g > 0,

A\ SO 4
(1- P 6 ||u|| (S8 [ Tlwra) + | T]leo)) sup [T — Ti 10 < 2|T — RyT |
1>10
ST — RyT|wrsy + |T — RiT oo
(1.405) 21 ak “ )
+2 (1 + )”U ]:huHOQ(SO ’T|W1 3() + HT”OO)

tolp = b (82 Thsco) + 7))
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1.4. Probléme itératif

et dans ce cas nous avons :
limsup |7 — T} |10 =0,

h—0 i>ig
ou bien satisfait
A SY
(1=5

2a1,

s (S8 Tlwasy + [ Tll)) Jim |7 = T3 | < 2T = RuTlr

1
+——|fllo.a(S§IT — RaT w130y + [|T — RaT o)
(1.406) 2an

1 v
+2—(1 + )|~ Fuullon (ST wrsy + 1 T]l)
« %1

1
+m|p —rpplio (Sg T |30y + HTHoo)

et dans ce cas nous aurons :

lim lim |T — T}]1.0 = 0.

h—0i—o00

1.4.2.3 Quatriéme formulation variationnelle discréte

Nous introduisons les estimations d’erreur pour la vitesse et la pression définis par les
équations suivantes :

(1.407)
. + 7y /\SO
— uit? . < (1 e — F : 6 T T
o= ey < (1 ) o= Pl + oS sl T = Tilue
S |
—F|p—7
min(v1, ) p rPl10,Q

et

) 1
(1.408) [[p—pi oo < 2 Hp—ThPHo,QJFE((V2+’Y)Hu—uhHH(div,9)+)\58H11H3\T—Th\1,9)-

La démonstration est semblable au cas de la premiére formulation variationnelle.

Théoréme 1.4.6. Sous les hypothéses du Théoreme 1.3.7, il existe un nombre hg > 0 qui
dépend de vy, tel que pour tout h < hg, la suite (T,ﬁ)izo ou bien satisfait pour un ig > 0,
(1.409)

2 \(S5)? i
(1 — ——"—|ulls|T|wr2) sup |T — T} |10 < 3|T — Ry |10
a min(vy,7) i>io
250 253

11

250 (1+ v+
a min(vy, )

0.0|T — R T|wrs) + ) Tlwrs@llp — rapllog

a min(vy, ) a min(vy, 7y

_|_

NT lwrsyl|w — Frul| .0
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1.4. Probléme itératif

et dans ce cas nous avons :
lim sup [T — Ti |10 = 0,
h—0 i>ig

ou bien satisfait

(1.410)

2 A\(S8g)? : ;
(1-— lulls| Twis()) lim [T = Thlio < 3T = RpT|i0
a min(vy,7) o0
259 258

1]

2.5y (1+ vy + 7y
« min(vy, y

0.0|T — RyT w0y + T lws@|lp — rrplloo

a min(vy, ) a min(vy, )

+

))'T’WL?’(Q)HU — Frul| maiv,0)

et dans ce cas nous aurons :

lim lim |T — T}|1.0 = 0.

h—0i—00

1.4.3 Convergence vers la solution discréte

Il peut étre intéressant de comparer la solution de I’algorithme (V}, ;), pour j = 1, 3,4, avec
celle du schéma (V},; ;). Comme nous allons le voir plus loin, ceci fait appel a I'inégalité
inverse suivante :

Proposition 1.4.7. Inégalité inverse

Pour tout élément K € 1, pour tout nombre p > 2 et pour tout élément vy, polynomiale
sur K, nous avons la majoration suivante :

2
(1.411) lonll oy < Chie (a2,
ou C' est une constante qui dépend de p et de l’espace de polynomes, mais qui ne dépend

ni de h, ni de K.

Lorsque cette inégalité est appliquée globalement, nous lui associons I’hypothése suivante
de régularité uniforme : il existe une constante b > 0 indépendante de h telle que :

(1.412) bh < hy < h.

1.4.3.1 Premiére formulation variationnelle discréte

Théoréme 1.4.8. Soient d = 3 et (u,p,T) la solution respective de (V). Nous supposons
que u € HY(Q)?, pe HY(Q), T € W?3(Q) et v est X\-lipschitzienne dans R tel que :
(6%}

2
(1.413) AS (lullalTlwrs@) < ==
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1.4. Probléme itératif

ou Sy est la constante de la continuité de l'injection de H(SY) dans L°(Q2) (Proposition
1.1.8). De plus, nous supposons que h est sufisamment petit, ou

; .
ul|3 715150
[Clulia + plig + [Tlwes@)]? [C(lulia + [plia + | Tlwes)]?

(1.414)  h < min (

et C est le produit des constantes de l'inégalité inverse (Proposition 1.4.7) et de l’es-

timation d’erreur a priori de la premiére formulation variationnelle. Alors la solution
i1 il

(w,™, D) ,T,ﬁ“) de (Vii1) converge vers la solution discréte (up, py, 1) de (V).
Démonstration La preuve se fait en trois étapes :

a) Pour tout Sj, € X}, nous avons

(1.415) a/QVTh(x).VSh(X) dx —i—/Q(uh.VTh)(x)Sh(x) dx :/g(X)Sh(x) dx

Q

et
(1.416)

a/QVT;;H(X).VSh(X) dx —i—/Q(uZH.VTéH)(X)Sh(X) dx :/g(x)Sh(x) dx .

Q

Nous retranchons ’équation (1.416) de (1.415) pour avoir :

o / V(T) — T (x). VSh(x) dx + / (10 VT3) (x)Sh (x) dx
(1.417) “ “
= /Q(u’;rl.VT,iH)(x)Sh(x) dx.

Nous ajoutons et nous retranchons V7j, dans le troisiéme terme du membre de
gauche de 1'égalité (1.417). Ceci nous conduit a I’équation suivante :

a/ V(T — T ) (x).VSy(x) dx — /(uﬁ:“l.V(T,?rl — T3))(x)Sh(x) dx
(1.418) ¢ @
= /Q((u;fl —uy,).VT},)(x)Sh(x) dx .

Par la suite, nous ajoutons et nous retranchons V7' dans le terme du membre
de droite de 'égalité (1.418). Comme T}, et T;LH appartiennent a X, alors nous
choisissons S, = T), — T,i“ et d’aprés la propriété d’antisymétrie, nous obtenons :
(1.419)

a/ V(T — T (x). VS (x)dx = /((uﬁfl —u).V(Ty, — T))(x)Sh(x) dx
Q Q

—l—/ﬁ((uﬁjl —u,).VT)(x)Sh(x) dx.
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1.4. Probléme itératif

Nous notons I; et I respectivement, le premier et le deuxiéme termes du membre
de droite de I'équation (1.419).

D’aprés I'inégalité inverse (Proposition 1.4.7) (pour p = 3), la Proposition 1.1.3
(pour ¢ = 6) et linégalité de Holder (Proposition 1.1.4), I; sera majoré de la
maniére suivante :

Lo < Jlw = w s V(T = To)loellShlle

(1.420)
) .
< SRCh7s|luy —u Mool T — ThlelSklie,

ou C' est une constante indépendante de h.

Comme VT € L3(Q) alors d’aprés la Proposition 1.1.3 (pour ¢ = 6) et l'inéga-
lité de Holder (Proposition 1.1.4), nous avons :

L < |[|[VT|lslluy — ui ool Sklls
(1.421)

< ST |wrsllun — i ol Selie-
Nous aurons finalement :

, S0
T — T e < =2
(1.422) a

lan = w, lo.0-

[C h%l |T - Th|1,Q _I' |T|W1’3(Q)}

Pour tout v, € V1, nous avons

(1.423) /Qy(Th(x))uh(x).vh(x) dx :/Qf(x).vh(x) dx
et

(1.424) /QI/(T,’;(X))uﬁl(x).vh(x) dx :/Qf(x).vh(x) dx .

Nous retranchons ’équation (1.424) de (1.423) et nous obtenons :
(1.425) / v(Th(x))up(x).vy(x) dx = / v(T} (x))us (x).vi,(x) dx .
Q Q

Nous ajoutons et nous retranchons u;, dans le terme du membre de droite de
I'égalité (1.425). Ceci nous conduit a I’équation suivante :
(1.426)

/Q V(T () (Ul — g (x).va () dx = / (v(Th) — w(T5)) () un () v (x) dx..

Q
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1.4. Probléme itératif

Par la suite, nous ajoutons et nous retranchons u dans le terme du membre de
droite de I’égalité (1.426) :

/Q (T3 (3)) (0 — ) (30) v () dix

(1.427) - /Q (W(Ty) — (T))(x)(w, — u)(x).vi(x) dx
—I—/Q(V(Th) — V(TZ))(X)U(X).Vh(X) dx.

Nous notons I3 et I, respectivement, le premier et le deuxiéme termes du membre
de droite de I'équation (1.427).

Comme v est A-lipschitzienne, alors d’aprés I'inégalité inverse (Proposition 1.4.7)
(pour p = 3), la Proposition 1.1.3 (pour g = 6) et I'inégalité de Holder (Proposition
1.1.4), nous aurons :

Iy < |lv(Th) — v(T)llsllu — wslloellvalls
(1.428) < Ch AT — Tillslu — unlloelvalloe
< SYChSNT, — Tihallu — uslloclvalloo-

Comme v est A-lipschitzienne et u € L3(Q)3, alors d’aprés la Proposition 1.1.3
(pour g = 6) et I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), nous aurons :

I < |w(Th) — v(T))lellulls][valloeo
(1.429) < MTh = Tillsllallsl[vallog
< ASglulls|Th — Tilvallvalloo-

Comme uy, et uﬁjl appartiennent a Vj,; alors nous choisissons v, = u; — uﬁfl.

L’équation (1.81) nous donne :
(1.430) mlw, =Moo < ASEC AT u—willog + [ulls]|Th = Tili o

Nous concluons par ’équation suivante :
ASY -1
= woe < S=(CAT [u—wlog + [ull)
1
(1.431) S8 (i o
. [E(Ch S |T —Thlio+ |T|W2»3(Q)) + |T|W1’3(Q))]

lan — o
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D’aprés lestimation d’erreur a priori (Théoréme 1.3.3), nous obtenons finalement :
(1.432)

Jup — it floe < - S(C"h3 (Julig + [plie + |Tlweaw) + [lulls)
1

S 2
[;6(0713 (Julie + [plie + [Tlwes@) + |T|W1a3(ﬂ))}

[y — uj o,

ou (" est le produit des constantes de I'inégalité inverse et de I'estimation d’erreur
a priori. Pour h suffisamment petit, nous aurons :

(1.433) Ju, — M loe < Colluy — ujllog,
4\ S9°

ou Cy = S (Jlulls|T|wrs)- Par la suite,

(1.434) lu, =y oo < Ciluy, — ullfog.

Comme (5 < 1 par donné, nous aurons alors la convergence de la solution uﬁfl

vers la solution discréte uy,.

Pour tout v, € Wj, 1, nous avons

(1435) [ 0T )0y dx — [

Qph(x)divvh(x) dx :/f(x).vh(x) dx

Q

et
(1.436)

/QV(TZ(X))U?—I(X).V;I(X) dx —/Qpﬁfl(x)divvh(x) dx :/f(x).vh(x) dx .

Q

Nous retranchons ’équation (1.436) de (1.435) pour obtenir :

/(pffl —pp)(x)divvy(x)dx = —/V(Th(x))uh(x).vh(x) dx
(1.437) “ o

+/52V(Té(x))uﬁl+1(x).vh(x) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons v(7}) dans le premier terme du membre de
droite de ’égalité (1.437). Ceci nous conduit a I’équation suivante :
(1.438)

/Q (5 — po) (x)div va(x) dx = /Q V(T () (W — ) () v (x) dx
+/S;<I/(T}i) —v(Th))(x)up(x).vy(x) dx .
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Par la suite, nous ajoutons et nous retranchons u dans le deuxiéme terme du
membre de droite de I'égalité (1.438) :
(1.439)

/Q (! — pu) (x)div va(x) dx = /Q V(T () (W = 1) (%) v () dx

+ [ 0T3) = T = ) v )
+ [ 0T3) = (D)) vax) dx

Nous notons [I5, I et I; respectivement, le premier, le deuxiéme et le troisiéme
termes du membre de droite de I’équation (1.439).

D’aprés I’équation (1.81), I5 sera majoré de la maniére suivante :

(1.440) Is < wolluy, — wy ool vallog-

La majoration du terme I est similaire au calcul de I3 :

(1.441) Is < SOANCHhT |lu—uy,

o.0/Th — Thliollvalloo-

La majoration du terme [I7 est similaire au calcul de I :

(1.442) I < XSgllulls|Th — Tiluellvallo.o-
Par la suite, pour tout v;, € W}, 1, nous obtenons :
(1.443)
(pit — pp) (x)div vy (x) dx
Q

< wolluy — Moo+ ASIC AT [[u — uylo
||Vh||H(div,Q)

Hlulls)|Zh = Tl

Comme l'inégalité (1.443) est vérifiee pour tout v, € Wi, alors l'inégalité (1.443)
est vérifiée pour la borne supérieur sur Wi, ;. En utilisant la condition inf-sup dis-
créte (1.193) et lestimation d’erreur a priori (Théoréme 1.3.3), 'inégalité (1.443)
devient :

(1.444)
, v - A S9 2
Ipn — Ph o 6—2||11h —u; Moo + =2(C h3 (Julia + [plue + [T]w2s)
1 1
+lalls)|Th — Ty l10-
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1.4. Probléme itératif

Remarque 1.4.9. Si h n’est pas sufisamment petit, nous remplagons la condition du
Théoréme 1.4.8 par la condition suivante :

ASY(C diam(Q)5 (Julya + |pla + [Tlw2s@) + [uls)

(1.445) [Sg(C diam(Q)%(|u|17Q +IplLe + [Tlw2s@)) + |T|W1a3(Q))}

< o,

ou C est le produit de la constante de I'inégalité inverse (Proposition 1.4.7) (pour p = 3)
et de la constante de 'estimation d’erreur a priori (Théoréme 1.3.3).

1.4.3.2 Troisiéme formulation variationnelle discréte

Théoréme 1.4.10. Soient d = 3 et (u,p,T) la solution respective de (V). Nous supposons
que u € HY(Q)3, pe H*(Q), T € W?3(Q) et v est N\-lipschitzienne dans R tel que :

[0 %]
(1.446) 7SSl (1T o + ST ) < 7

ou Sy est la constante de la continuité de l'injection de HY(SY) dans L%(Q2) (Proposition
1.1.3). De plus, nous supposons que h est sufisamment petit, ot

3 3
[[ull3 (SEIT[wra) + 1T lo) 2

(1.447) h < min ( = :
2C(|ul1,0 + [pl2go + [T w2s@)]2

)

[C(|ulia + [pl2g + [Tlw2s @)

et C est le produit des constantes de l'inégalité inverse (Proposition 1.4.7) et de [’es-
timation d’erreur a priori de la troisieme formulation variationnelle. Alors la solution

(wy ™, it T de (Vi) converge vers la solution discréte (un, pn, Ty) de (Vi)

Démonstration Nous procédons en trois étapes :

a) Pour tout S;, € X}, nous avons

Oé/QVTh(X).VSh(X) dx —i—/ﬂ(uh.VTh)(x)Sh(x) dx

(1.448)
_ _% /Q div wy (x) T} () S (x) dx + /Q 9(x)Sh(x) dx.
et
a/ VT (x).VSy(x) dx —l—/(ufl.VTi“)(x)Sh(x) dx
(1.449) “ ¢

- _% /Q div it (x) T3+ (x) S (x) dx + / 9(x)Sh(x) dx.

Q
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1.4. Probléme itératif

Nous retranchons 1'équation (1.449) de (1.448) pour avoir :
(1.450)

/V Tl+1 ( )VSh(X) dx +/<uh.VTh>(X)Sh(X) dx

Q

—/Q(uﬁl.VT}iH)(x)Sh(x) dx

— %/ﬂdivuzﬂ( x) Ty (x) S (x) dx —%/QdiVuh(X)Th(X)Sh(X) dx.

Nous ajoutons et nous retranchons V7Tj, dans le troisiéme terme du membre de
gauche de I'égalité (1.450) et 7}, dans le premier terme du membre de droite de
I'égalité (1.450). Ceci nous conduit a I’équation suivante :
(1.451)

/V — T77)(x).VSi(x) dx — /(u?fl.V(T,j+1 —Th))(x)Sh(x) dx

Q

—§/levu’+1( x) (T — Tp) (%) Sh(x) dx
= /(uﬁl+1 —uy,).VT,(x)Sh(x) dx +;/dlv( ) (%) Th(x) S (x) dx
Q

Par la suite, nous ajoutons et nous retranchons VT dans le premier terme du
membre de droite de 'égalité (1.451). Nous utilisons la formule de Green pour le
deuxiéme terme et nous ajoutons et nous retranchons les termes V71 et T'. Comme
Ty et TZH appartiennent a X} alors nous choisissons S, = Tj, — T,i“ et d’aprés la
propriété d’antisymétrie, nous obtenons :
(1.452)

1

a/ V(T, — T (x).VSh(x)dx = 5 /((u?f1 —uy).V(Ty, — T))(x)Sh(x) dx
Q Q

o5 [ = w). 910800 dx

L[ it
~5 (W = ). 980T - T ax

1

—3 /Q((uﬁjr1 u,).VS,)(x)T(x) dx .

Nous notons I, Iy, I3 et I, respectivement, le premier, le deuxiéme, le troisiéme et
le quatriéme termes du membre de droite de I'équation (1.452).

La majoration du I; est similaire au calcul de I; du Théoréme 1.4.8 :
1 1 .
(1453) ]1 S éSgCh 3||Uh—uh+1||07Q|T—Th|17Q|Sh|17Q,

ou C' est une constante indépendante de h.
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La majoration du terme I est similaire au calcul de I du Théoréme 1.4.8 :

1
(1.454) [2 S §Sg]T|W1,3(Q)Huh — uh Ho Q|Sh’19

D’aprés I'inégalité inverse (Proposition 1.4.7) (pour p = 3), la Proposition 1.1.3
(pour ¢ = 6) et l'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), I3 sera majoré de la
maniére suivante :

1
I; < §Huh—u”1\| [V ShlloollT — Thlls
(1.455) !
< ngChTHuh—quHoMT Thl1,0]Sk]10,

ou C' est une constante indépendante de h.

Comme T € L>(£2) alors nous avons :

1
(1.456) I < §||T||m||uh—u7’+1||oQ|Sh|1Q

Nous aurons finalement :

. S9
|Th_T}i+1|1,Q < [Ch3 |T Th|1Q+_|T’W13
(1.457)
_’_HTHOO} ”uh z+1||0
2 50
Pour tout vy € Vhyg, nous avons

(1.458) /QV(T;L(X))uh(X).Vh(X) dx :/Qf(x).vh(x) dx

et
(1.459) /Q v(T}(x))ui™ (x).vp(x) dx :/Qf(x).vh(x) dx.

Nous retranchons ’équation (1.459) de (1.458) et nous obtenons :

(1.460) /Q V(T () )t () v (x) dx — /Q V(T () i () v (x) dx.

Nous répétons le méme travail déja effectué a I'étape (b) du Théoréme 1.4.8.
D’aprés lestimation d’erreur a priori (Théoréme 1.3.6), nous déduisons ’équation
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suivante :
(1.461)
i ASY
|lay — uh+1||H(div,Q) < » (Olh3(|u|lﬂ + [plo.o + | Tlw2s0) + ||u||3)
1
1 2
[E(C’h§(|u|m + |pl2o + [ T|w2s(q))
S9 T oo ;
+76‘T’W1,3(Q) + %)} Huh — uhHo,Q,

ot C’ est le produit des constantes de 'inégalité inverse et de ’estimation d’erreur
a priori. Pour h suffisamment petit, nous aurons :

(1.462) Jw, —u; Mo < Colluy —uj o,
ou

22 S9||ulls
(1.463) Cy = ——7f;;——(5§VTth%Q>+‘HTﬂLwaD)
Par la suite,
(1.464) lu, —wp oo < Ciluy, — ulfog.

Comme C5 < 1 par donné, nous aurons alors la convergence de la solution uﬁfl

vers la solution discréte uy,.

Pour tout v, € Wj, 2, nous avons

(1.465) /Ql/(Th(x))uh(x).vh(x) dx +/9Vph(x).vh(x) dx :/Qf(x).vh(x) dx
et

(1.466) /Q (T3 () (%) v (%) dx + / Vpit () va(x) dx = / £(x) v (x) dx .

Q
Nous retranchons ’équation (1.467) de (1.465) pour obtenir :

[V = mevieix = [ o003 () dx
- [ AT v .

Nous répétons le méme travail déja effectué a I’étape (c) du Théoréme 1.4.8. En
utilisant la condition inf-sup discréte (1.215), nous aurons :
’ AS§ =
=P e € Sl = oo + 224 RS (Il = oo

(1.468) pr P
+[ul[3)Th — Ti1,0-

(1.467)
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1.4. Probléme itératif

1.4.3.3 Quatriéme formulation variationnelle discréte

Théoréme 1.4.11. Soient d = 3 et (u,p,T) la solution respective de (V7). Nous supposons
que u € H*(Q)?, pe HY(Q), T € W»3(Q) et v est \-lipschitzienne dans R tel que :

2 a min(vy,
(1.469) 7S (el Tlrogy) < A7),

ou Sp est la constante de la continuité de l'injection de HY () dans L%(Q2) (Proposition
1.1.3). 1l existe un nombre hy > 0 qui dépend de 7. De plus, nous supposons que h est
sufisamment petit, ot

:
[k 10

(1.470) h < min ( 5 5
[Cllullz0 + [Pl + [Tlw2s@)]> [Clullze + Plie +[Tlwzs@)]?

Y

et C est le produit des constantes de l'inégalité inverse (Proposition 1.4.7) et de [’esti-
mation d’erreur a priori de la quatrieme formulation variationnelle et nous notons hy
ce minimum. Alors pour tout h < min(hg, h1), la solution (u,t*,pi™ Tith) de (Viia)
converge vers la solution discréte (up, py, 1) de (Via).

Démonstration La preuve est illustrée en plusieurs étapes :

a) Pour tout S), € X}, nous avons

(1.471) oz/QVTh(X).VSh(X) dx +/Q(uh.VTh)(x)Sh(x) dx :/Qg(X)Sh(x) dx

et
(1.472)

Oz/QVT,iH(X).VSh(X) dx +/S)(u2+1.VT,i+l)(x)Sh(x) dx :/g(x)Sh(x) dx .

Q

Nous retranchons 1'équation (1.472) de (1.471) pour avoir :

Oé/ V(Th — T£+1)(X).V5’h(x) dx + /(uh.VTh)(x)Sh(x) dx
(1.473) ¢ ¢
= /Q(uﬁfl.VT,iH)(x)Sh(x) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons VT}, dans le premier terme du membre de droite
de 'égalité (1.417). Ceci nous conduit & I’équation suivante :

a / V(Th = T (x). VS, (x) dx — / (Wi V(T — T3))(x)Sh () dx
(1474) 7% “
_ /Q (W — wy). VT3) (x)Sh(x) dx.
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Par la suite, nous ajoutons et nous retranchons VI’ dans le terme du membre de
droite de I'égalité (1.474). Comme T}, et T;LJrl appartiennent a X, alors nous choi-
sissons S, = T}, — T, et d’aprés les équations (1.246) et (1.248), nous obtenons :

ST =T < [ (= wn) 9T - D)) T - T dx
(1.475) “

n / (i — ). VT (30) (T — T3 () dix.

Nous répétons le méme travail déja effectué a I'étape (a) du Théoréme 1.4.8. Nous
déduisons 'équation suivante :

. 259
T, — Tt < - 2 (ChTIT = Tulha + [ Tlwis@)

(1.476)

lw, — ™ raivo),

ou C' est une constante indépendante de h.

Pour tout v, € V}, 4, nous avons

(1.477)
/Ql/(Th(x))uh(x) x) dx —|—7/levuh x)div vp(x) dx :/Qf(x).vh(x) dx
et
(1.478)
/Q v(T}(x))ust (x).vi,(x) dx —I—W/levu x)div v, (x) dx :/Qf(X)-Vh(X)dX-

Nous retranchons I'équation (1.478) de (1.477) pour obtenir :

/ V(T () ) () v () dx + 7 / div w, (x)div va(x) dx
(1.479) “

/Q V(T (x))up, ™ (x).vi (%) dx +’y/9divu2+1(x)divvh(x) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons u, dans le premier terme du membre de droite
de l'égalité (1.479). Ceci nous conduit a 1’équation suivante :
(1.480)

i V(T (%)) (it — ) (x).vp(x) dx + ’y/ div (uit — ) (x)div vy, (x) dx

= [ ) = T s x)va ) .
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Par la suite, nous ajoutons et nous retranchons u dans le terme du membre de
droite de I’égalité (1.480) :
(1.481)

/ V(T () (W = 1) (). v () dx + / div(ui ™ — up)(x)div va(x) dx
Q Q
= @)~ B - w0
+/Q(V(Th) — v(TY))(x)u(x).vy(x) dx .

Nous notons I et I, respectivement, le premier et le deuxiéme termes du membre
de droite de I'équation (1.481).

La majoration du terme [; est similaire au calcul de I3 du Théoréme 1.4.8 :

(1.482) L <S0ChT Au—wloalTh — T hollviloo.

0,0

La majoration du terme I, est similaire au calcul de I, du Théoréme 1.4.8 :

(1.483) Iy < ASgllulls| T — Ty lallvalloo:
Comme uy, et uﬁ':“l appartiennent & V4 alors nous choisissons v, = uy, — uﬁfl.
D’aprés 1’équation (1.81), nous obtenons :

min (v, y)||u, — 112“ || 7 (aiv,0)
(1.484)

< ASP(C R (Jlu—wnlloo + [[ulls)|Th — Til 1.

D’aprés l'estimation d’erreur a priori (Théoréme 1.3.9), nous déduisons ’équation
suivante :

(1.485)
[, = w3 a0y < m(c’ hs([[ullao + [plho + [Tlw2sw) + [[ulls)
259

[7(0%5(”11”2,9 + pla + [Tlw2a@) + [ Tlws@)]

[uy — UZHH(div,n),

ou C’ est le produit des constantes de I'inégalité inverse et de I'estimation d’erreur
a priori. Pour h suffisamment petit, nous aurons :

(1.486) Jw, — W [ r@ive) < Caollun — ujllbivo),
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1.4. Probléme itératif

8 59°

ou Uy = ————
a min(vq, )

(|lalls]Tlwrs(q))- Par la suite,

(1.487) |y — u;j_lHH(div,Q) < CiMuy, — ) || 1 (div,0)-

Comme C5 < 1 par donné, nous aurons alors la convergence de la solution uﬁfl

vers la solution discréte uy,.

Pour tout v, € W), 4, nous avons

[ @030 dx — [ i v x) dx

(1.488)
= —v/gdivuh(x)divvh(x) dx +/Qf(x).vh(x) dx
et
V(T (x)) ™ (x).vp(x) dx — [ pit(x)div vy (x) dx
(1.489) /“ ' /Q

- —7/Qdivu§l+ (x)div vp,(x) dx —|—/Qf(x).vh(x) dx .

Nous retranchons ’équation (1.489) de (1.488) pour avoir :
(1.490)

/(pﬁfl —pp)(x)divvy(x)dx = —/ v(Th(x))up(x).vy(x) dx

Q Q
+/£2V(T,ﬁ(x))u2+l(x).vh(x) dx
—v/ﬂdiv(uh — M) (x)div v, (x) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons v(7}) dans le troisitme terme du membre de
droite de I’égalité (1.490). Ceci nous conduit a I’équation suivante :
(1.491)

[0 =Gt = [ (1 00) () v
Q Q
. /Q div(w, — ui) (x)div vy (x) dx
_ /Q(”(Th) — (T (x)un (x).vi (x) dx.

Par la suite, nous ajoutons et nous retranchons u dans le troisiéme terme du
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membre de droite de 1'égalité (1.491) pour avoir :
(1.492)

[t = pedivvaodx = [ o0 = ) 60-vi(x) dx
—y /Q div(uy, — uith)(x)div vy, (x) dx
~ [ 0170) = (T = ) v )
— [ @(T) = T 003, ) .

Nous notons I3, 14, I5 et Ig respectivement, le premier, le deuxiéme, le troisiéme et
le quatriéme termes du membre de droite de I'équation (1.492).

D’aprés I'équation (1.81), I3 sera majoré de la maniére suivante :

(1.493) I3 < vollup, — w | aiva) [ Vallog-

Le terme I, est majoré de la maniére suivante :

I < Aldiv(uy = wi™)ogllvalloe
(1.494)

< Alap — W aaiv.e) 1Vall #aivo)-

La majoration du terme [5 est similaire au calcul de I3 du Théoréeme 1.4.8 :

(1.495) I; < S9ChT Au—wloalTh — T hollviloo.

La majoration du terme I est similaire au calcul de I, du Théoréme 1.4.8 :
(1.496) Is < ASgllalls|Th — T hellvall .-
Par la suite, pour tout v;, € W} 4, nous obtenons :

/(p?l — pp) (x)div v(x) dz
Q

HVh H H(div,Q)

(1.497)
< (2 + Nl = w Mz + ASFC AT (Ju—upllog

Hlulls)|Th = Tl
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Comme l'inégalité (1.497) est vérifiée pour tout v, € Wi, 4 alors I'inégalité (1.497)
est vérifiée pour la borne supérieur sur W, 4. En utilisant la condition inf-sup
discréte (1.218), alors 'inégalité (1.497) devient :

(1.498)

. . 1
lpn = 24 Moo < g, - W @) + 5 (ChT (u—uwsfog
4

(v2 +7) A SY

B4
+[al|s)|Th — T} |10

1.5 Simulations numériques

Dans cette section, nous établissons les simulations numériques en utilisant le logiciel
FreeFem-++ [23].

Nous considérons le carré Q =|0,3[* de frontiere I' = 9. Chaque bord est divisé¢ en
N segments égaux et alors  est divisé en 2N? triangles (voir Figure 1.1).

Par la suite, nous considérons les solutions exactes (u,p,T") = (rot,p,T), ot ¢, p et
T sont définis de la maniére suivante :

(1.499)

(1.500)

et
(1.501)

b(x,y) = e BE- D=1,

pla.y) = cos(g) cos(5y)

T(x,y) = 2*(x — 3)*y*(y — 3)°.

Nous implémenterons les quatres schémas itératifs suivants :

(

\

.

\

(V(T;i)ui;“, Vi)2 — (PZH, divvy)e = (£, vp)o,

(qh, div u2+1>2 = O,

(VT VSh)e + /(uZH.VT,i“)(x)Sh(x) dx = (g,Sh)2,

Q
(V(Tii)u;'jl’ Vh)2 + (vp2+17 Vh)Q = (f7 Vh)?a
(VQfM u7];1+1)2 = O;

(VT VS)e + /(uﬁl.VT,i“)(x)Sh(x) dx = (g,Sh)2,
Q
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W(Th)w ™ vi)e + (Vo va)e = (£, va)2,
(VQh, Z+1)2 = O,
(VT VS, +/( LTI (x)Sh(x) dx

Q
1 . .
—|—§/Qdivu;;“l(x)TfLH(x)Sh(x) dx = (g, 5h)2

\

et

(

(v (TZ) i+l , Vi)o + y(div u“rl divvp)s — (p ,divvy)s = (£, vp)a,

(Vqu u’]i1+1)2 = 07

(VT VS)e + /( VTN (x)SK(x) dx = (g, Sh)a-

\ Q

Ou T} est une donnée initiale arbitraire. Nous introduisons les trois erreurs de linérisation
définis par :
a) Pour la premiére et la quatriéme formulation variationnelle :

(1.502)

“uz-i-l i+1

—Dillog oy Ty — Tihe
. |

15 o T,

— | 5 aiv,0) 728
9 LQ -

erry, =

||11;‘:rl ||H(div,sz)

b) Pour la deuxiéme et la troisiéme formulation variationnelle :

(1.503)
ui+1 _ ui i+1 i Ti+1 _ Tz
errr, | h — h O,Q’ erry, = |p Zth|1,ﬂ et errp, = | h h|1,Q
[[u," [|o.0 ph e T

Nous prenons désormais a = 3, f =5, v =1 et N = 100 avec le paramétre du maillage h
qui vaut —. Le but est de valider I’estimation d’erreur a priori. Nous considérons TP = 0.
Nous introduisons le critére d’arrét suivant :

(1.504) erry, +errp, +errp, <e,

ol e = 1075,

Nous présentons dans la Figure 1.2 la comparaison des solutions numériques (pression
et température) avec les solutions exactes (pression et température) pour v(T) =T + 1
pour la premiére formulation variationnelle. Pour les autres formulations variationnelles
et pour les autres v(7T'), nous avons des résultats de comparaison similaires.

Nous présentons dans la Figure 1.3 la comparaison entre les vitesses numériques et exactes
pour v(T) = T + 1. Les comparaisons sont similaires pour les autres formulations varia-
tionnelles et les autres formes de v(T).

Pour le calcul de I'estimation d’erreur, nous définissons ’erreur suivante :
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FIGURE 1.1 — Maillage du domaine

a) Pour la premiére et la quatriéme formulation variationnelle :
(1.505) erry = ||u =l waiv.0) + [P = Palloo + [T = Tilo.

b) Pour la deuxiéme et la troisiéme formulation variationnelle :
(1.506) erry = [[u—uplloo + lp — prllio + T — Thlig-

Nous commencons par traiter la dépendance de la quatriéme formulation variationnelle
en fonction du parameétre v. Nous présentons dans la Figure 1.4 (respectivement le Ta-
bleau 1.2) la comparaison entre les courbes d’erreur en fonction du pas de maillage en
échelle logarithmique (respectivement la pente des courbes d’erreur) pour différents v et
différentes formes de v(7T') pour la quatriéme formulation variationnelle. Nous remarquons
que pour v = 10711072, 1073 présente les meilleurs résultats concernant la pente et le
niveau de la courbe d’erreur. Nous choisissons alors v = 1072 pour la suite.

Nous présentons dans la Figure 1.5 les courbes d’erreur en fonction du pas de maillage
h en échelle logarithmique pour les différentes valeurs de v(7). Nous testons I’algorithme
pour a = 3, = 30 et N allant de 30 a 120, par pas de 30. L’erreur doit étre d’ordre
h et la pente de la ligne droite doit étre d’ordre 1. Nous notons F.V pour désigner les
formulations variationnelles. D’aprés le Tableau 1.1, nous remarquons que la pente des
courbes d’erreur est presque égale a 1, ce qui nous permet de déduire que les résultats
expérimentaux s’accordent avec les résultats théoriques.
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IsoValue

IsoValue

.949687

|

(b) Pression exacte

(a) Pression numérique

IsoValue

IsoValue

(¢) Température numérique

(d) Température exacte

FIGURE 1.2 — Comparaison entre les solutions numériques et exactes pour v(7) =T + 1
pour la premiére formulation variationnelle.
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Vec Value

Vec Value

0.312607

m0.417162
0521452
0625743
m0.730033

0.416809

TY=T+1

La vitesse exacte pour v/(

)

b

(

T)=T+1

(

2

érique pour v

(a) La vitesse num

Vec Value

Vec Value

0.729172

0417162
m0.521452
0625743
m0.730033

+

B_T

T) =

(

2

érique pour v

(c) la vitesse num

)

T

la vitesse exacte pour v/(

(d)

Vec Value

— |

1
= -T —
e "+ 10

Vec Value

871

m0417162
W0521452

(T)

2

érique pour v

(e) la vitesse num

sin(T') + 2

sin(T) + 2

)

ériques et exactes pour différents v(7)

T

) la vitesse exacte pour v/(

(f

FIGURE 1.3 — Comparaison entre les vitesses num
pour la premiére formulation variationnelle.
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1.2 . . . . . . .
1.2 ;
1.1 J
1.1 1
1| 4
1H 1
0.9 B
0.9F B
0.8 B
0.81 4 5
- ® 0.7 B
2 07 B u
w 0.6 [ 4
0.6F B
05f B
05f 1
0.4 B
0.4F J
0.3} 1
0.3 B
0.2 . . . . . . .
0.2 . . . . . . . 17 -16 -15 -14 -13 -12 -11 -1 -0.9
17 -16 -15 -14 -13 -12 -11 -1 -0.9 Pas du maillage
Pas du maillage
_ T 1
(a) (T)=T+1 b) v(T) =e™" + 15
1.2 :
* 10
1.1H * 1 4
0.1
i 0.01 1
0.9 B
0.8 B
5
2 07H B
w
0.6 |
05} |
0.4F B
03f B
0.2 . . . . . . .
‘17 -16 -15 -14 -13 -12  -11 -1 -0.9

Pas du maillage
(¢) v(T) =sin(T) + 2

FIGURE 1.4 — Comparaison des courbes d’erreur en échelle logarithmique pour différents
v et a chaque v(T).
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Erreur
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1.4 : : : : : : :
0.8 g
1.24 ] 0.7 ]
1 ] 0.6 E
£ 05F g
0.8 q 3
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0.6 g
0.3t ) g
04l g 0.2t e ]
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) 01t 7 g
0.2t ¥ 1 'd
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0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -17 -16 -15 -14 -13 -12 -11 -1  -09
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Pas du maillage
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(a) (T) =T +1 b) v(T)=e™" + 15
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* 1y
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0.3 1
0.2 o ]
01} ,
»
o : . . . . . .
-17 -16 -15 -14 -13 -12 -11 -1  -09

(¢) v(T) =sin(T) + 2

Pas du maillage

FIGURE 1.5 — Courbe d’erreur en échelle logarithmique pour différents v/(7').
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Fv VI pr ey % sin(T’) + 2
1 1.0036 | 0.9938 | 0.9956
2 1.0122 | 09995 | 1.0091
3 1.0122 | 0.9994 | 1.0091

TABLE 1.1 — Pente des courbes d’erreur pour différentes formulations variationnelles et

différentes formes de v(7).

y v(T) T+1 e+ 1—10 sin(T") + 2
10 0.8977 | 0.5868 0.7778
1 0.8428 | 0.7355 0.8122
1071 0.9492 | 0.8112 0.8211
1072 1.0545 | 0.8691 0.9586
1073 1.1936 | 0.9276 1.0682
1074 1.2146 | 1.2835 1.1794

TABLE 1.2 — Pente des courbes d’erreur pour différentes « et différentes formes de v(T")
pour la quatriéme formulation variationnelle.

Dans ce qui suit, afin d’étudier la convergence des formulations variationnelles, nous consi-
dérons la solution exacte suivante :

(1.507) (W, p,T) = (puu, p, prT),

ol [, et pr sont des parameétres positives.

Dans la suite, l'algorithme ne converge pas lorsque l’erreur ne décroit pas pour un large
nombre d’itérations. Dans les tableaux suivants, nous notons par c que l'algorithme
converge et par d lorsque il diverge. Nous présentons dans les trois Tableaux 1.3, 1.4
et 1.5, I’étude de la convergence en fonction des paramétres p, et pur, pour N = 100 et
v(T) =T + 1. Dans le Tableau 1.3, nous choisissons p, = p7 = p. Nous remarquons que
pour chaque formulation variationnelle, il existe un seuil au dela duquel I'algorithme ne
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converge pas. Ce résultat est en cohérence avec les formules (1.283), (1.321) et (1.353)
qui correspondent aux petites conditions de convergence. En effet, lorsque la valeur de p
augmente, les normes de u et T augmentent et par conséquent les conditions de petites
données ne seront pas vérifiées. Pour compléter I’étude de la convergence, nous présen-
tons dans le Tableau 1.4 (respectivement le Tableau 1.5) des résultats qui corespondent
a un p, constant par formulation variationnelle (respectivement un pr constant) et nous
varions la valeurs de pr (respectivement p,). Nous constatons que la convergence dépend
des valeurs de pr et py et par la suite de 'amplitude de la solution théorique.

FV K 1012013014050 60|70 8090|100 | 110 | 120 | 130 | 140 | 150
1 C C C c C C C c C d d d d d d
2 C C C C C C C c | d d d d d d d
3 clcl|lclc|lclceclcec|cl|e C C C C C d
4 C C C C C C C C C C C C d d d

TABLE 1.3 — Etude de convergence pour différentes formulations variationnelles et diffé-
rents valeurs de pu.

vV HT 110 120 | 30| 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110 | 120 | 130 | 140 | 150

Lty =100 | ¢ | ¢ | c | c | c|c|c|c|d| d d d d d

200=90 | c | c | c|c|c|c|lclc|d]| d d d d d

Spy=150| ¢ | ¢c | c | c | c|c|c|c]|c c c c c c

(oFp) INC T o T B

4py=130] ¢ | ¢c | c | c|c|c|c|c]|ec ¢ c d d d

TABLE 1.4 — Etude de convergence pour différentes formulations variationnelles et diffé-
rents valeurs de pr.
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PV Fa 190120 (30 [ 40 | 50| 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110 | 120 | 130 | 140 | 150
Lpur=100| ¢ | ¢c | c | c|c|c|c|c]|ec d d d d d d
2ur =90 | ¢c | c|c|c|c|clc|d|d] d d d d d d
3pur=150| c | c | c | c | c|c|c|c]|ec C c c c c d
dpur=130| c | c | c|c | c|c|c|c|c c c d d d d

TABLE 1.5 — Etude de convergence pour différentes formulations variationnelles et diffé-
rents valeurs de fiy.
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

2.1 Estimation d’erreur a posterior:

Nous supposons que v est dans W1H>(R) tout au long de ce chapitre. Par conséquent, v
est A-lipschitzienne dans LP(R) pour tout p > 1, ou A est une constante indépendante de

p.

2.1.1 Majorations d’erreur

Nous établissons des estimations d’erreur a posteriori pour des petites données pour les
premiére, troisiéme et quatriéme problémes itératifs (V3,;1), (Vais) et (Vii4). Pour le
deuxiéme probléme itératif (V};2), en 'absence de l'existence de la solution et des es-
timations d’erreur a priori correspondantes, il est inutile d’effectuer les estimations a
postertort correspondantes.

2.1.1.1 Premiére formulation variationnelle

Dans cette section concernant la premiére formulation variationnelle, nous supposons que
d = 2 et que I' est connexe pour pouvoir obtenir une régularité suffisante.

Nous considérons la formulation variationnelle continue (V;) et la formulation variation-
nelle itérative (V,;1). Nous procédons en plusieurs étapes :

a) Tout d’abord, nous commengons par écrire I’équation du résidu correspondante a
I’équation de la température :

/V — T7)(x).VS(x) dx +/(u.VT)(x)S(x) dx
(2.1) @

— /Q(uﬁl.VT,iH)(X)S(X) dx .

En utilisant la troisiéme équation du probléme (V7), R(S) devient :
(2.2)

R(S) = /Qg(x).S(x) dx —a/QVTZH(X).VS(X) dx —/(uﬁl.VT,iH)(x)S(x) dx .

Q

En ajoutant et en retranchant dans le deuxiéme (respectivement le troisiéme) terme
du membre de droite de I'équation (2.2), le terme V.S) (respectivement Sj) et
d’aprés la troisiéme équation du probléme (V} 1), nous obtenons :

R(S) = /Qg(x).(S— Sp)(x) dx — 04/ VT (x).V(S — Sp)(x) dx

Q

— /Q (W VT (x)(S — Sp)(x) dx
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Nous introduisons une approximation g, de g qui est constante sur chaque élément
K de 7,. Nous aurons :

(2.4)
R(S) = /Q(g —gn)(x).(S = Sp)(x)dx — « Z /KVT,jH(X).V(S — Sp)(x) dx
+ Z /K(gh — WLV (%) (S — Sk)(x) dx.

Kery,

Nous appliquons l'intégration par partie sur I’équation (2.4) pour avoir :
RS = Y1 [ (- 00905 - 500 ax
(2.5) + / (@ATH — wiH VT 4 g,)(x)(S — S)(x) dx
K

—a /BK(VT,fLH.n)(S)(S — Sp)(s)ds].

Remarque 2.1.1. En fait le terme AT}’;+1 est nulle sur chaque K € 7, comme
Tffl € IP; sur K. Mais nous préférons de le garder pour la forme de I'indicateur de
discrétisation.

Nous présentons 1’équation du résidu correspondante a la vitesse :

Ri(v) = v(T(x))u(x).v(x)dx — | v(Ti(x))u,(x).v(x) dx
Y .

- [ 0= e0div () dx.
Q

En utilisant la premiére équation du probléme (V;), Ry(v) devient :
(2.7)
Ry(v) = / f(x).v(x)dx — / v(T}(x))u) ™ (x).v(x) dx + / Pt (x)div v(x) dx .
Q Q Q
En ajoutant et en retranchant dans le deuxiéme (respectivement le troisiéme) terme

du membre de droite de 'équation (2.7), le terme v, (respectivement divvy) et
d’aprés la premiére équation du probléme (V},; 1), nous obtenons :

=
<
I

/Qf(x).(v —vp)(x)dx — /Q V(T (x))u ™ (x).(v — vp,) (%) dx
+ /Qp;:’l(x)div(v —vp)(x)dx.

Nous introduisons une approximation f; de f qui est un polynéme de degré [ avec
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

l 1 sur chaque élément K de 7,. Nous aurons :

Rl(v) = /Q(f_fh>( x).(v—vp)(x dx+2/ H(x)div(v — vi) (%) dx

Kety

+Z/ (£, — (T)Hui ) (x).(v — vi)(x) dx .

Ker,

c¢) Enfin, nous allons présenter la derniére équation du résidu donnée par :

(2.10) Ralg) = /Q ¢(x)div(u — uit)(x) dx.

En utilisant la deuxiéme équation du probléme (V}) et le fait que div u“rl =0,

Ry(q) devient :

(2.11) R(q) = 0.
Les problémes (Vi) et (V},;1) donnet les équations suivantes :
(2.12)
/V — T/ (x).VS(x) dx —l—/(u.VT)(x)S(x) dx
0

—/&](UZ+I.VT£+1)(X)S<X) dx

=Y / (AT =y VT 4 g,) (%) (S — Sp) (x) dx

Kery,

+/K<g—gh><><s S(x)dx —5 3 / VI nle(s)(S = Sh)(s) ds ]

eE@KﬂFl

et
/QV(T(X))u(X).V(x) dx —/Qp(x)divv(x) dx
~ [T 0 w00 dx + [ i e)div vl d
(2.13)
= 3 [ T+ )00 = i) dx

Kery,

+ /K(f— £,)(x).(v —vp)(x)dx + / Py div(v — v ) (x) dx |.

K

Nous gardons la méme notation de R(S) (membre de gauche de I’équation (2.12)), nous
notons R'(S) le membre de droite de I’équation (2.12) et R;(v) (respectivement R} (Vv))
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

le membre de gauche (respectivement droite) de 'équation (2.13). Pour tout élément
K € 13, nous introduisons 'indicateur local de linéarisation et les deux indicateurs locaux
de discrétisation :

77(L,'l) = T/ = T}|1 k.

Meid = hillaATH — H—IVTZ—H—I—thOK‘f‘_ > B2 (VT .l

o an
et
775?@12) = hgl = Vpit = v(THu + |0k + hicllrot(—v(THut + )]0,
1 1
+— Z h2|| n e||o,e+§ > RE(—v(Tup + ) telello.e.

eeaKmFZ e€OKNIY

ou t, est le vecteur tangent unité de 'aréte e.

Remarque 2.1.2. Il est connu qu’en utilisant les éléments finis de Raviart-Thomas, les
estimations a posteriori correspondantes au probléme de Darcy ne sont pas optimales.
Pour cela, nous supposons que f € H(rot, ) et nous aurons :

(2.14) rot(v(t)u) = rot f.

Dans ce cas, nous enrichissons l'indicateur 77&51-’712) avec des termes supplémentaires afin
d’obtenir I'optimalité correspondante.

Dans le théoréme suivant, nous considérons que S € H{(€2) car nous supposons que la
solution (u, T') € L3(Q)?* x W13(Q2) et dans ce cas nous n’avons plus besoin de prendre la

fonction test S € L>()) et 'intégrale /(u.VT)(x)S(X) dx est bien définie.
Q
Théoréme 2.1.3. Soient (u,p,T) et (u,"', pit, T}/*1) les solutions respectives de (V1) et
(Viin). Nous supposons que w € L*()?, T € W'(Q) et fe H(rot, ) tel que :
2
(2.15) 2SS (15| T wrsq)) < avr,

ot SY est la constante de la continuité de linjection de H}(Q) dans L%(Q2) (Proposition
1.1.3). Nous avons l’estimation d’erreur suivante :

lw—u oo+ [lp— 2 oo + 1T — T e

< C(D () + i) + hf = £ull2 k + W lot(F— £,)II3 «

Ker,

+ > helll(f = Fi)-tlells

eG@KﬁF’}L

+C' (3 B2,

Ker,

(2.16) 1
-+ hicllg — gnllo )
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

ot C, C' sont des constantes indépendantes de h et g, (respectivement f,) est une ap-
prozimation de g (respectivement f) qui est constante (respectivement qui est un polyndome
de degré | avec |l > 1) sur chaque élément K de .

Démonstration Nous procédons en deux étapes :

a) Nous considérons I’équation (2.12).

Nous commengons par calculer le terme R(S) :

/ V(T — T ) (x).VS(x) dx + / (u.VT)(x)S(x) dx
(2.17) @

— /Q(uzﬂ.VT,iH)(X)S(X) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons le terme / (W.VT; ) (x)S(x) dx et nous obte-
nons : N
(2 18)

/V — T7)(x).VS(x) dx —|—/Q(11.V(T—T}i+l>)(X>S<X) dx

/Q (0 —ui™). VT ) (x)S(x) dx.

Nous prenons S = T—T,frl et d’aprés la propriété d’antisymétrie, I’équation (2.18)
devient :

(219) a|T— T o = R(T—Ti*) + / (W — ). VT ()T — T () dx.

Nous ajoutons et nous retranchons le terme V7' dans le deuxiéme terme du membre
de droite de 'équation (2.19) et nous obtenons :

/Q (W — ) VT () (T — T3 () dix
(2.20) - / (! — W) V(TP — T)()(T — T (x) dx

+/Q((u§f1 u).VT)(x)(T — T ) (x) dx .

D’apres la propriété d’antisymétrie, nous éliminons le premier terme du membre de
droite de I'équation (2.20) et comme VT € L3(2)? alors d’aprés la Proposition 1.1.3
(pour ¢ = 6) et d’apres l'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), nous majorons
I’équation précédente par les termes suivants :

(2.21)

| (@i =) VT ) (=T34 ) | < S8 fu— i ol T=T5 e
Q
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Par la suite, nous majorons le terme R'(T — T;t) :

R'(S) = Z [/ (AT — P VT + gi) (%) (S — S (x) dx

Kery, K

(2.22) + /K(g = gn)(x).(5 = Sn)(x) dx
S /[ngﬂ.n]e(s)(s — S)(s)ds .

ecdKNIy 7 ¢

Nous avons toujours que pour tout a € R, a < |a| et nous utilisons cette inégalité
tout au long de notre travail ot nous l'avons besoin. Alors R'(.S) devient :
(2.23)

R(S) < 3 [(leAT —wg VT + gullos + [l — gnllo.x) 1S — Shllox

Ker,

1

5 2 NolVTalocllS = Suloe].
e€OKNIY,

Nous choisissons pour S, I'image de S par 'opérateur de Clément ou Scott-Zhang
Ry, dans H} () défini par I’équation (1.191). Par la suite, d’aprés I'équation (1.192),
nous avons :

(2.24)
R(S) < Y [Cihg(aAT =P VT + gullox + g — gnllo.x) 1S]1,a,

C 1 A
5 O helalVT alodlSla.),
e€OKNI},

ou C] et (5 sont des constantes indépendantes de h. Nous utilisons le fait que
|ST1.a, < [S]1,a) et Uinégalité

S = (et + (k) S
V2 (a® +a®): (Y1),

(2.25)

IN

Nous prenons :

. . ) 1 1 .
(2.26) a = hi|aATH —ai VT + gy llox + 5 Z hZ ||a[VT n)loe,
eE@KﬁF%

(2.27) ' = hillg — gnllo.x
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et
(2.28) b= 15018,

et nous aurons :

i D1 1 i
(2.20) BT =T < Co( D" (i) + Wiy = 9nll§.0)) 21T = Ti e,

Kery,

ou (5 est une constante indépendante de h. Nous concluons par I’équation suivante :

i D, 1
AT =T e < C(D (i) + hkllg — ol )
(2.30) Kem,

+Sg|lel3(Q) ||ll — 111;_1”079.

Nous considérons ’équation (2.13). Soit v € Hy(div, ) tel que divv = 0.

Nous traitons le terme R;(Vv) et nous avons :

(2.31) Rl(V):/QI/(T(X))u(X).V(X) dx —/V(TZ(X))U?J(X).V(X) dx .

Q

Nous ajoutons et nous retranchons les termes / V(T (x))u(x).v(x) dx et
Q

/ v(Ti (x))u(x).v(x) dx dans Péquation (2.31) pour obtenir :
Q

Ri(v) = / V(T3(x)) (1 — w1 (x).v(x) dx
(2.32) +/Q(V(T) —v(T7) (x)u(x).v(x) dx

" / (T — (T () u(x).v(x) dx.

L’équation (2.32) s’écrit alors de la forme :
| ATy = i) o))
(2.33) = Ri(v)+ /Q(V(T,iﬂ) —v(T))(x)u(x).v(x) dx

" / W(T}) — V(T (x)u() v(x) dx.

Nous notons I; et I, les deuxiéme et troisiéme termes du membre de droite de
I'équation (2.33). Comme v est A-lipschitzienne et u € L3(2)?, la Proposition 1.1.3
(pour g = 6) et I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4) nous permet d’avoir :

(2.34) Iy < ASglulls|T = T3 el
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Pour les mémes raisons, le terme I5 sera majoré de la maniére suivante :
(2.35) L < ASPluls|T = Tilellviloe-

Comme v est un élément tel que divv =0, v.n = 0 et comme I" est connexe alors
il existe un n € H}(Q) [22], qui satisfait :

(2.36) v = rot .
De plus,
(2.37) 1m0 < IVloq-

Nous définissons :
(238) vy = rot Rh%

avec Ry, est linterpolation de Clément ou Scott-Zhang de 7. Nous majorons le
terme R} (V) :

Ri(v) = > | / (= (Ti)w™ + £) (x).r0t(n — Ryn)(x) dx
(2.39) e

T /K (£~ £)(x).rot (1 — Ru) (x) dx .

Nous appliquons 'intégration par partie et R'(v,q) devient :

(2.40)
Ry(v)
< [(rot(=v(Ti)w + ) llo.x + rot(f = £))llo.xc) 7 = Banllox
Kery,
1 2\ 440+1
+5 > (=T + £) telelloe + 1 (F = £u)-telello.e) [1n — Runllo.e] -
eeaKﬂF}'l

Nous utilisons les propriétés de 'opérateur R, I'équation (1.192), pour obtenir :
(2.41)

Ri(v) < Cyp Y [hic(llvot(=v(Ti)u™ + £0)llo.se + l[rot(f — £4))llo.xc) .ok

Ker,

bo S BRI 6 tdlloe + 1~ )6l I ad.

e€OKNIY,
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ou Cy est une constante indépendante de h. Nous utilisons le fait que |n|;a, <
In|1.a, et 'inégalité (2.25), en prenant :

L 1 1 L
(2.42) a = hK||rot(—1/(T,§)u2+1+fh)||07K+§ Z h2|[(— (T +£,) telello.e,

e€cOKNIY
1
(2.43) d = hillrot(f—fi)loxc + > hZ[[(E—£)-teelloe
e€OKNT
et
(2.44) b= |nliaxk,

pour obtenir la majoration suivante :

Ri(v) < Cs( > (i) + hirot(f — £)]2

Kety

+ Z heH[(f_ fh)'te]eHg,e))

eG@KﬂF’h

(2.45)

D=

1vllo.c;

ou Cj est une constante indépendante de h. Par la suite, nous prenons v =u— uﬁfl

et nous aurons d’aprés 1'équation (1.81) :

(2.46)
nllu—w o < Cs( D (m5H)? + R lrot(f — £,)]12
Kery,
1
+ 3 helll(f—f)tlel2)
eEBKﬁFiL

A SElls|T — T o + A Sl (Y (i) 2.

Ker,
D’ou d’apres I’équation (2.30), nous aurons :
(2.47)
i D,1 D1
milla—wi e < Co( D (s + (nich)? + hicllg — anlls x
Ker,
1
+hilrot(E = E)[8 s+ D hell[(F—fu)-telellf.)) 2
e€cOKNIY,
A qo2 i+1
=55 [ulls|Tlwrso[[u = wi oo

AS2lals (Y (i) 2,

Ker,
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ou Cg est une constante indépendante de h. Sous la condition (2.15) du Théoréme
2.1.3, nous concluons.

Nous considérons 'équation (2.13).

Nous traitons le terme R;(v) par :

Ri(v) = v(T(x))u(x).v(x)dx + [ (Pt — p)(x)div v(x) dx
o l L

_ /Q V(T ()i () v(x) dx.

Nous ajoutons et nous retranchons les termes / V(T (x))u(x).v(x) dx et
Q

/ v(T (x))u(x).v(x) dx dans Péquation (2.48) pour obtenir :
(2.49)
/(PZ+l —p)(X)divv(x)dx = Ri(v) +/Q(V(Tﬁ+1) — v(T))(x)u(x).v(x) dx

Q

+[}wn®—vaﬁﬂxmu@>wam

—Auam&xu—mﬁxmv@wm

Nous traitons les deuxiéme et troisiéme termes du membre de droite de ’équation
(2.49) par le méme démarche déja démontré avant. Puisque (p™' — p) € L3(Q),
alors d’apreés la condition inf-sup usuelle entre Hj(Q)? et L3(Q2) [22], il existe un
v € H}(Q)?, tel que :

(2.50) ((ppt' = p), divv)s = [Ipp™ = pll5 o
et

1 7+1
(2.51) [Vlia < Eth —pllog-

Dans le but de bien choisir vj, nous introduisons 'opérateur de projection II; de
H'(©2)? dans W), ; introduit dans [13] qui vérifie I'estimation suivante :

(252) Vw e HI(Q)Q, HV — HhVHO,K <c hK|V|17K,

ou K est un triangle quelconque de 7, et ¢; est une constante indépendante de h.
Nous avons également besoin de traiter le terme ||[v — II,v]|ge, Ol € est une aréte
de I’élément K € 75,. Pour cela, nous intercalons le terme ppv, ol p, est 'opérateur
défini par (1.188). Comme

1
(2.53) v — pnvloe < c2hé V)1 Kk,
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1
il suffit de démontrer que ||ppv — Iv]oe < c3hé|v]ik, o0 2 et c3 sont des
constantes indépendantes de h. Or,

el

||phv—HhV||ae = EHW—HhVHg,é
el —~ 73
< HHPhV - HhVH?),af{
(2.54) | | o2
< | ‘HPhV—HhVHQK
el
< |K|||PhV v |3 &,

oll ¢4 etes sont des constantes indépendantes de h. Nous intercalons de nouveau le
terme v dans ||p,v — I1,v|jo.x et nous utilisons le fait que |K| > C’p%, ou C est
une constante indépendante de h, pour avoir le résultat voulu.

Nous déduisons alors la majoration suivante :

(2.55) v —pvloe < c6hl|V]ik,

oll ¢g est une constante indépendante de h.

Finalement, nous définissons :
(256) vV, = HhV.

Nous terminons par majorer le terme R} (V) :

R = 3 [ [ omu + 0600 = Tw)x) dx

(2.57) + /K (f— £,)(x).(v — II,v)(x) dx

+/sz+1( x)div(v — I, v)(x) dx |.

Nous appliquons 'intégration par partie sur I’équation (2.57) pour avoir :

) = Y[V rTu + )60 (v ) ()

(2.58) + /K(f— f,)(x).(w — I w)(x) dx
+— Z /[p”l e(s).(v —II,v)(s) ds].
eEBKﬂF}L
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En fait le terme Vp”l est nulle sur chaque K € 7, comme pﬁfl € Py sur K. Mais

nous préférons de le garder pour la forme de 'indicateur de discrétisation.

R} (v) devient :

(2.59)
Riv) < 0 (1= V9 = o(Tus + fullose + 1€ = fullosc) v = Mivlloue
Ker,
1 (3
#30 NE nldloclv = vl
eeﬁKﬁI’;L

Nous utilisons les propriétés de 'opérateur 11, (les équations (2.52) et (2.55)), pour
obtenir :

(2.60)
Ri(v) < O [hc(ll = Vo = w(T)w + fullos + £ = fallo.x) V], x
KGTh
Z hQH i+l HOe }
eeaKﬂI”

ot C7 est une constante indépendante de h. Nous utilisons 'inégalité (2.25), en
prenant :

(261)  a=hgll = Vp" = v(T)w™ + fullo.x + DY B 16} el

eeafmw
(2.62) a’ = hgllf = filo.x
et
(2.63) b=|v|ik,
pour obtenir la majoration suivante :

D1 3
(2.64) Ry(v) < Cs( D (i) + hcllE = £allf ae) * [V
Kery,

ou Cy est une constante indépendante de h. Par la suite,

C 1
lp — vt < g(Z«néﬁé’) F R~ £ k)
Kery,
(2.65) XS ulls|T = T e + ASSlulls (D (nic™)?)?

Kery,

+vallu — uj M o0.

D’ou le résultat.
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2.1.1.2 Troisiéme formulation variationnelle

Nous considérons la formulation variationnelle continue (V3) et la formulation variation-
nelle itérative (V},;3). Nous procédons en plusieurs étapes :

a) Tout d’abord, nous commengons par écrire I’équation du résidu correspondante a
I’équation de la température :
(2. 66)

/V — Ti)(x).VS(x) dx —I—/(u.VT)(x)S(X) dx

Q

~ /Q div i (x) T (x)S(x) dx — / (Wi VT (x)S(x) dx.

Q

En utilisant la troisiéme équation du probléme (V3), R(S) devient :

(2.67)
R(S) = /Qg(x).S(x) dx —oz/QVT,iH(X).VS(X) dx
—%/levu“rl( x)T}H (x)S(x) dx —/Q(uzﬂ.VT}iH)(x)S(x) dx .

En ajoutant et en retranchant dans le deuxiéme (respectivement le troisiéme et le
quatriéme) terme du membre de droite de I’équation (2.67), le terme V.S), (respec-
tivement S;,) et d’aprés la troisiéme équation du probléme (V},;3), nous obtenons :

R(S) = /Q 9(%).(S — S)(x) dx — a /Q VT (x). V(S = Sp)(x) dx
(2.68) — /Q div i (x) T () (S — S) (x) dx

- /Q (WL VT (x)(S — Sp)(x) dx .

Nous introduisons une approximation g, de g qui est constante sur chaque élément
K de 75,. Nous aurons :

(2.69)
RS) = [la-0)005 - $0 dx —a 3 [ VE.9(5 - 5 (x)dx
+) / (gn — Wit VT — %divuﬁngﬂ)(x)(s—sh)(x) dx.

Ker,
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c)

Nous appliquons 'intégration par partie sur I’équation (2.69) pour avoir :

(2.70)
RS) = 1 [ (90005 - Si))

Kery, K

+/ (AT} —uf VT — édiv W T + g,) (%) (S — Sh)(x) dx
K

—a /aK(VT,g'“.n)(s)(s — Sp)(s)ds].

Remarque 2.1.4. En fait le terme AT,?;“ est nulle sur chaque K € 7, comme
T fLH € IP; sur K. Mais nous préférons de le garder pour la forme de I'indicateur de
discrétisation.

Nous présentons 1’équation du résidu correspondante a la vitesse :

Ri(v) = [ v(T(x)u(x).v(x)dx — [ v(T;(x)u" (x).v(x) dx
S

En utilisant la premiére équation du probléme (V3), Ry(v) devient :
(2.72)

Ral) = [ fvix) dx = [ T 00y dx — [ Vi )v(x) .

En ajoutant et en retranchant dans le deuxieme et le troisieme termes du membre
de droite de I'équation (2.72), le terme v, et d’aprés la premiére équation du
probléme (V},;3), nous obtenons :

Ri(v) = f(x).(v —v)(x)dx — [ v(T}(x)) ’H(X).(V — vp)(x) dx
o " Jee

/QVpZH( X).(Vv — vp)(x) dx .

Nous introduisons une approximation f; de f qui est constante sur chaque élément
K de 7,,. Nous aurons :
(2.74)

Ri(v) = ) [/

Kery, K

/K(fh — v(THupth) (x).(v — vi) (x) dx ].

(£ — £) (). (v — va) (x) dx — / Vi (). (v — va) (x) dx

Enfin, nous allons présenter la derniére équation du résidu donnée par :
(2.75) Ry(q) = / Vg(x).(u —uj ) (x) dx.
Q
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En utilisant la deuxiéme équation du probléme (P), R2(q) devient :
(2.76) Ralo) = = Y [ Va0 ) dx.

En ajoutant et en retranchant dans le terme du membre de droite de 1’équation
(2.76), le terme Vgy,, nous obtenons :

(2.77) Z / (g — qn)(x).u} ! (x) dx.
Kery,
Nous appliquons 'intégration par partie,

278) Rolg)= 3 | /

Ker, K

(4 - gn) () divui ™ (x) dx — / (ui ) (s)(g — 1) (s) ds .
0K

Pour chaque aréte e du maillage, nous notons :

1 .
3 W, n]. sie €T,
u"nsie €I?.
Les problémes (V3) et (V},;3) donnent les équations suivantes :
(2.80)

a/QV(T—T;;H)(X).VS(X) dx —l—/(u.VT)(x)S(x) dx

Q

i+1 it 1 il i1
—/Q(uh+ VT (x)S(x) dx — E/de w 't (x) T (x) S (x) dx

, , ) 1 ) )
=y / (aATH — uitt vt — S div w4 gy) (%) (S — ) (x) dx

Ker,

[ o= m@As = s0dx =5 3 [V al)(s - 51)(s) ds),

eE@KﬂF’}L

[ AT ety dx + / Vp(x).v(x) dx

— [ B0 v — [ 9 v
=2 / Pt — v(THuit + £,)(x).(v — va) (x) dx

Ker,

+ /K(f— fi) (). (v — vi) (x) dx |

(2.81)
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et
/ Ve u—uwhmdx = 3 [ /K (4 — ) () div i () dx
(2.82) en
_Z/¢h1 q—Qh)()dS]
ecOK

Nous gardons la méme notation de R(S) (membre de gauche de I’équation (2.80)), nous
notons R'(S) le membre de droite de I’équation (2.80), Ry(v) (respectivement R)(v)) le
membre de gauche (respectivement droite) de 'équation (2.81) et Ra(q) (respectivement
R(q)) le membre de gauche (respectivement droite) de 'équation (2.82). Pour tout élé-
ment K € 73, nous introduisons l'indicateur local de linéarisation et les deux indicateurs
locaux de discrétisation :

77%%3) = T = Thlik,

. ) 1 1 .
ne) = hillaATH —uit VT~ ouvu;flT,%ﬁl+gh||0,K+5 > e[ VT nlo.
e€OKNTY,
et

(D,3 . i N 31l e
nKz2) = || = Vit = v(Ti) it + fllox + hicl|divug™ ok + Z he (| @51 llo.e-
ecOK

De méme, nous considérons la fonction test S dans Hj () comme nous supposons que
(u,T) € L3(Q)? x W'3(Q) dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.5. Soient d =3, (u,p,T) et (u;™,pit, Ty les solutions respectives de
(Va) et (Vii3). Nous supposons que uw € L3(Q)3 et T € W3(Q) tel que :

(2.83) A 89| ull3 (ST oy + [ Toe) < 2ams,

ot S la constante de la continuité de linjection de H}(Q) dans L5(Q) (Proposition 1.1.3).
Nous avons [’estimation d’erreur suivante :

lu—u Moo+ p =0 o+ T —T e

<O D+ 0D+ I = £k + W llg — anll )

=

(2.84) ot
+C' (Y i),
Ker,

ou C, C'" sont des constantes indépendantes de h et g, (respectivement f,) est une ap-
prozimation de g (respectivement f) qui est constante sur chaque élément K de Ty,.

Démonstration La démonstration est illustrée en deux étapes :
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a) Nous considérons 1'équation (2.80).

Nous commengons par calculer le terme R(S) :
(2.85)

R(S) = oz/QV(T—T,,’;“)(x).VS(X) dx +/ﬂ(u.VT)(x)S(x) dx

_% /Qdiv ), (x) T (%) S (x) dx — /Q<u2“-VT,i“><x>S<X> dx.

Nous ajoutons et nous retranchons le terme VT;;H dans le second terme du membre
droite de I’équation (2.85) et nous obtenons :
(2.86)

R(S) = oz/QV(T—TéH)(x).VS(X) dx —l—/Q(u.V(T—T}ﬁ“))(X)S(X) dx

-5 /Q div ;™ (x) T3 (x) S () dx + /Q<<u — ). VT (x)S(x) dx.

Nous prenons S =T — T,ﬁ“, nous ajoutons et nous retranchons les termes divu
et T (respectivement VT') dans le troisiéme (respectivement quatriéme) terme de
I'équation (2.86). Comme divu = 0 et d’aprés la propriété d’antisymétrie, nous
aurons :

(2.87)

oT -TiFR, = R(T—TH) - / (u— wi).VT))(T — TiH) (x) dx

1 , .
-5 / div(u — ™) (x)T(x)(T — T, (x) dx .
0
Nous notons :

= (e )60 - T 0 dx
(2.88) .
-3 /Q div(u — ul™) (x)T(x)(T — T (x) dx .

Nous appliquons la formule de Green et comme VT € L3(Q) et T € L>(12), alors
d’aprés la Proposition 1.1.3 (pour ¢ = 6) et l'inégalité de Holder (Proposition
1.1.4), nous majorons l’équation précédente de la maniére suivante :

S§1T lwrso) + 1Tl
2

(2.89) I<( Ma = ool — T3 1 0.

118



2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Par la suite, nous majorons le terme R/(T — T;t) :

(2.90)
. , 4 L it
R'(S) = Z [/K(OzAT;L+1 —u VT - §d1V W T + gh) (%) (S — ) (x) dx
Ker,
+ [ (o= 96005 = Si)) dx
K
6% .
-5 2. / (VT e (s)(S — Sh)(s) ds].
e€cOKNTY ¢
I1 devient :
(2.91)
, : , L it
R(S) < 3 [(leAT = wif . VT — Sdivwi™ T + gullo + lg = gnlloc)
Ker,
1 A
1S =Sulloxc+5 D N[V nlellocllS = Sulloc]-

ecOKNT,

Nous choisissons Sj, I'image de S par l'opérateur de Clément ou Scott-Zhang R,
dans Hj(2) défini par 'équation (1.191). Par la suite, d’aprés 1’équation (1.192),
nous avons :

(2.92)
. : . 1 L
R(S) < Y [Cihg(llaAT —wH VT — S div wWHTH 4 g llox
Ker,
02 % i+1
+llg = gnllo.x)Slax + 5 > B eVT nlloelShal,

eeaKﬂF’h

ou (] et (5 sont des constantes indépendantes de h. Nous utilisons le fait que
|S]1.ae < |S]1.ak et Uinégalité (2.25), en prenant :

(2.93)
. . ) 1 ) . 1 1 )
a= hK||aAT;L+1_u;L+1.VT;L+1_Ediv u2+1Ti+1+gh||o,K+§ Z he || a[VTE 0], o,
e€OKNTY,
(2.94) a' = hillg — gallo,x
et
(2.95) b= 1510k

et nous aurons :

(2.06) R(T =T < C( Y (i, ) +hiclg = 9nlls ) 21T = Tit e,

Ker,
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ou ('3 est une constante indépendante de h. Nous concluons par I’équation suivante :

N|=

D,3
a|T - (S (S +h3llg — anli2 1))
(2.97) fzem
SOIT|wrs @y + | T loc Z
(o )l = o

Nous considérons I’équation (2.82). Nous traitons le terme Rj(q) en prenant g =
Rpq (équation (1.192) modifié pour qu’elle soit & moyenne nulle) pour obtenir :

(2.08) TBld) < Cs S [huclldivag™ o xlahar + 3 Blld, loclalr ac).

Kery ecOK

ou Cj est une constante indépendante de h. Nous utilisons le fait que |g|;a
lql1.a, et inégalité (2.25), en prenant :

(2.99) 0= hicdivay o+ S b2 65 lo
ecOK

et

(2.100) b= lql1,axk,

pour obtenir la majoration suivante :

@101 @) < G S (B dive

Kety e€cOK

%
]) ‘q,m-

Nous posons z = u — u}jrl et nous avons :

(2.102) (Vq,2)2 = Ry(q).

Nous appliquons la condition inf-sup (1.164), il existe un z, € L*(Q)? tel que, pour
tout ¢ € H(Q)

(2.103) Ry(q) = (Vq,2,)2,
avec
R/
(2.104) 1z [Jo.0 < sup 2(d )
g€EHY(Q)NLE(Q |q

Par la suite, nous aurons :

(2.105) lzllog < C5( Y [Ailldivey ™[5 + Y hellofallf ) >

Kery, e€cOK

N
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¢) Nous considérons I’équation (2.81). Nous prenons v = u — uj"' —

(Vq, Zo)Q =0

z, = Zg, alors

Nous traitons le terme R;(zo) :
(2.106)  Ru(zo) = /Q V(T () )u(x) 270 (x) dx — /Q V(T () i () 70 (x) dx.

Nous ajoutons et nous retranchons les termes / V(T (x))u(x).zo(x) dx et
Q

/ v(Ti (x))u(x).29(x) dx dans I'équation (2.106) pour obtenir :
Q
(2.107)

vilzollfo < R’l(Zo)Jr/Q(V(Tf;“)—V(T))(X)H(X)~Zo(X)dX

—I—/Q(V(T,i) — V(T£+1))(X)U(X).ZO(X) dx — /S)y(Té)(x)zr(x).zo(x) dx .

Nous notons I et I, le deuxiéme et le troisiéme termes du membre de droite de
I'équation (2.107). Pour la majoration de I; et I, nous répétons les mémes dé-
marches effectuées au Théoréme 2.1.3.

Nous terminons par majorer le terme R/ (zo) :

Riz) = 3| / (— Vi — W(TEus™ + £,) (%)-(20 — va) (%) dx
(2.108) Kem

+/ (E— £2)(x).(20 — va)(x) dx],
K
de la maniére suivante :

(2.109) Ri(zo) < D [(= V05" =T +ullo.sc + 1 —Fullo.rc) 10— vallo.xc]-

Ker,

Nous prenons v, égale & 0. Nous utilisons l'inégalité (2.25), en prenant :

(2.110) a=|—Vpitt — v(THu™ + £ l|o.x,
(2.111) a' = |[f = fllo.x
et
(2.112) b= |1zolo,x
et nous aurons :
D3 1
(2.113) Ri(zo) < Co( Y (i) + If=£ill} 1)) * 120l
Ker,
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ou (s est une constante indépendante de h. Par la suite,

1
nlzolloe < Co( D (micsa)> + IE=fullsx))? + vallze o0

Ker,

XS ulls|T = T e + ASSlulls( D (ie)?)?,

Ker,

(2.114)

D’ou d’apres ’équation (2.97), nous aurons :
(2.115)

vi|la — uﬁl !

D D
(D (R + i) + hllg — gnlld e + 11— £4l3 1))

Kery,
2
L,3)\2\ 3
+ASulls (S e 2,

Kery,

+A SSHUHE,(

z+1H

ot C; est une constante indépendante de h. Sous la condition (2.83) du Théoréme
2.1.5, nous concluons.

d) Pour I'estimation de la pression, nous suivons la méme démarche suivi du Théoréme
2.1.3.

O

2.1.1.3 Quatriéme formulation variationnelle

Nous considérons la formulation variationnelle continue (V) et la formulation variation-
nelle itérative (V3 ;4). Nous procédons en plusieurs étapes :

a) Tout d’abord, nous commengons par écrire I’équation du résidu correspondante a
I’équation de la température :

/V — Ti)(x).VS(x) dx —|—/(u.VT)(X)S(x) dx
(2.116) ¢

—/Q( VT (x)S(x) dx .

En utilisant les troisiémes équations des problémes (V}) et (Vj,;4) et en suivant la
méme démarche déja effectuée pour la premiére formulation variationnelle, R(.S)
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devient égale a :

RES) = Y /K (9 — 91)(%).(S — S1)(x) dx

Kety

(2.117) + / (AT —ap ™ VT + g,) (%) (S — Sp)(x) dx
K

—a/ (VT m)(s)(S — Sp)(s) ds],
oK
ou g, est une approximation de g qui est constante sur chaque élément K de 7.

Remarque 2.1.6. En fait le terme AT;;+1 est nulle sur chaque K € 7, comme
T ZLH € P, sur K. Mais nous préférons de le garder pour la forme de 'indicateur de
discrétisation.

Nous présentons 1’équation du résidu correspondante a la vitesse :
(2.118)

Ry(v) = /QV(T(X))U(X).V(X) dx —/U(Té(x))uzﬂ(x).v(x) dx

Q

—v/ﬂdivuifl(x)divv(x) dx — /Q(p—pﬁfl)(x)divv(x) dx .

En utilisant la premiére équation du probléme (V;), Ri(v) devient égale a :

Ry(v) = f(x).v(x)dx — [ v(Ti(x)u ! (x).v(x) dx
(2.119) /Q /Q

—’y/divu’ﬁ“(x)divv(x) dx +/p2+1(x)divv(x) dx.
Q Q

En ajoutant et en retranchant dans le deuxiéme (respectivement le troisiéme et le
quatriéme) terme du membre de droite de I’équation (2.119) le terme v;, (respecti-

vement divvy,) et d’aprés la premiére équation du probléme (V},; 4), nous obtenons :
(2.120)

Ry(v) = /Qf(x).(v —vp)(x)dx — /Q v(T}H(x))u) ! (x).(v — vp,) (x) dx
—'y/Qdiv (%) div(v — v, ) (x) dx + /Qpﬁl(x)div(v —vp)(x) dx.

Nous introduisons une approximation f; de f qui est constante sur chaque élément
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K de 73,. Nous avons :
Ri(v) = /Q(f — 1) (x).(v — vi)(x) dx
(2.121) + Z / L — ydivup ™) (x)div(v — v, ) (x) dx

Kery,

30 [ = T = i) .

Kery,

Nous appliquons 'intégration par partie sur I’équation (2.121) pour avoir :
(2.122)

Ri(v) = Z [/(f—fh)(x).(v—vh)(x)dx

Ker, K

+/K(—V( p = divgt) = v(T)w !+ £)(x). (v — i) (x) dx
+ [ (= diva ). (v v (s) ds).

Enfin, nous allons présenter I’équation du résidu donnée par :

(2.123) Rafa) = | atodiv(n = u)(x) dx.

En utilisant la deuxiéme équation du probléme (P), Rs(q) devient égale a :

(2.124) Ry(q) :—/Q (x)divu; (x) dx .

En ajoutant et en retranchant dans le terme du membre de droite de I'équation
(2.124), le terme g, nous obtenons :

(2.125) Z/ q — qn)(x)div uj (x) dx..

Kery,

Pour chaque aréte (ou face), e du maillage, nous notons :

(2.126)

1 .
5 [(p (P! — ydivul )], sie €T,
he = ‘
(pit — ydivu,™)nsie €Y.
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Les problémes (Vi) et (V},;4) donnent les équations suivantes :
(2.127)

/V — Ty )(x).VS(x) dx —l—/ﬂ(u.VT)(x)S(x) dx

—/Q(uﬁl.VT,ﬁH)(X)S(X) dx

::§:[z3mNQH w VT 4 g)(x)(S — S))(x) dx

Ker,

—i—/K(g—gh)( ) (S Sh dX - = Z / TZ-H S Sh)( )dS]

eEdKﬂFZ
/QV(T(X))U(X).V(X) dx —/Qp(x)divv(x) dx
_ / V(T () (x) v (x) dx — / div uit (x)div v(x) dx
Q Q
oy A GO v(x) dx

=2 [/( Vipy —ydivw™) — v(T)w"™ + £) (x).(v — vi) (x) dx

+ [ (F=1£)(x).(v = va)(x) dx + Ph,2(8)-(V = v)(s) ds
/K h h e;;{/ h h |
et

(2.129) /Qq(x)div( —uy)(x Z/ q— qn)(x)divu,™ (x) dx.

Kery

Nous gardons la méme notation de R(.S) (membre de gauche de I’équation (2.127)), nous
notons R'(S) le membre de droite de I’équation (2.127), Ry (v) (respectivement R (v)) le
membre de gauche (respectivement droite) de ’équation (2.128) et Rs(q) (respectivement
R,(q)) le membre de gauche (respectivement droite) de I’équation (2.129). Pour tout
élément K € 75, nous introduisons I'indicateur local de linéarisation et les deux indicateurs
locaux de discrétisation :

L4 i 3
me = T — T} ks
L) = hic|aATH — w#vrﬂ+mmm+— S° B2 VT n) o
eE@KﬁFl
et
ney = | = Vet = ydivay™) — v(THui + o + [[divugtox
+ 37 1165 ol
ecOK
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Nous prenons la fonction test S seulement dans Hj(£2) comme la solution exacte vérifie
une régularité supplémentaire dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.7. Soient d =3, (u,p,T) et (u,, pit', T/ les solutions respectives de
(V1) et (Viia). Nous supposons que uw € L3(Q)3 et T € W3(Q), tel que :

a
(2.130) XSSP (||alls| T lwrs@y) < 5 min(1,7).
ou SY la constante de la continuité de l'injection de H} () dans L5(Q2) (Proposition 1.1.3).

1l existe un nombre hy > 0 qui dépend de v, tel que pour tout h < hg, nous avons [’esti-
mation d’erreur suivante :

Jw— uy™ | aiv.e) + [lp — pi

D4 DA
<O (MG + 0N + I = Filld s + +3Nlg — anl3 1))

o0+ T — TZ+1|1,Q

NI

(2.131) =
+C’( Z (77%%4))2) %’
Kery,

ot C, C" sont des constantes indépendantes de h et g, (respectivement f;,) est une ap-
prozimation de g (respectivement f) qui est constante sur chaque élément K de T,.

Démonstration La preuve se fait en deux étapes :

a) Nous répétons la méme démarche déja effectué dans la premiére partie du Théoréme
2.1.3 pour avoir I’équation suivante :

N

- i Da
SIT=Tiha < G (i) +hicllg — anll )
(2.132) Kem,

+SeIT oy [[][n —

0,5

ou ('] est une constante indépendante de h.

b) Nous considérons 'équation (2.129). Nous traitons le terme R)(q) en prenant g, = 0
(équation (1.188) pour obtenir :

(2.133) Ry(q) < Gy Z vy, flox lgllo.x.

Ker,

ot Cy est une constante indépendante de h. Nous utilisons 'inégalité (2.25), en
prenant :

(2.134) a = ||divu} o x
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et
(2.135) b= llallo.x,

pour obtenir la majoration suivante :

12\ 3

(2.136) R/2(q> < 02( Z Hdlvuh+ HO,K)QHQHO,Q'
Kery,
Nous posons z = u — u,"" et nous avons :
(2.137) (¢, divz), = Ry(q).
Nous appliquons la condition inf-sup (1.122), il existe un z, € Hy(div, ) tel que :
(2.138) Ry(q) = (q,divz,)s,
avec
R/

(2.139) |2 | aiv.) < sup hla)

gz Blldllog
Par la suite, nous aurons :
. 1
(2.140) 12+ || £ (aiv0) < Ca Z [[divuay ™[5 )2
Kery,
Nous considérons I'équation (2.128). Nous prenons v = u — uj" —
(Q7 div ZO)Z =0

Z, = Zg, alors

Nous traitons le terme R;(zo) :
(2.141) Ry (zo) = /QI/(T(X))U(X).V(X) dx —/QI/(T,f(X))uﬁLH(X).V(X) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons les termes / V(T (x))u(x).v(x) dx et
Q

/S)I/(T}iJrl(X))u(X).V(X) dx pour obtenir :
(2.142)

min(v1, )20l Fgiwgy < R'l(zo)+/Q(V(Ti“)—V(T))(X)U(X)-Zo(x)dx
+ [ 0AT3) = AT ) a0 2a(x) dx
—/ V(T (x)2,(X).20(X) dx
Q
—”y/QdiV z,(x)div zo(x) dx .
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Nous notons I et I, le deuxiéme et le troisiéme termes du membre de droite de
I'équation (2.142). Pour la majoration de I; et I3, nous répétons les mémes dé-
marches effectuées au Théoréme 2.1.3.

us terminons par majorer rm nné par :
Nous te ons par majorer le terme R’ (zp) donné pa

(2.143)
Ry (20)
-y / P adivai ) — (T + £,)(x). (20 — va)(x) dx
Kery,
+/<f—fh>< M=) dx 4 3 [ Ghafs)tan —va)(s) s
K ecOK
R (z¢) sera majoré de la maniére suivante :
(2.144)
Ri(zo) < Y [(I =V —ydivay™) —v(T)u™ + fllos + I~ fullox) x

Ker,

zo — Vallo + Y 1165 allo.cllzo — Valloe]-

e€OK

Nous prenons v, = 0 et nous utilisons 'inégalité (2.25), en prenant :

(2.145)  a=| - V(i —ydivu,™) — v(T)Hu™ + fullox + Z h [6h2ll0.e:
ecOK
(2.146) a’ = [|f = fillox
et
(2.147) b= ||Zo|| tr(aiv.x),
et nous aurons :
D)
(2.148) Ri(zo) < Cs( > (i) + [If = full? 1) * IVl s,
Ker,

ou (3 est une constante indépendante de h. Par la suite,
min(v1, ) ||zo ”H(dz‘v,Q)

1
< C( Y (D + 1= ull2 ) + (v + )20 | mraivs)

Kery,

FASPlulls|T — T o + A S alls (D (mie)?)?.

Ker,

(2.149)
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D’ou d’apres I’équation (2.132), nous aurons :

(2.150)

. i D4 D4
min(vy, V)0 = W g < Ci( Y () + 09)% + hillg — gull? «
Ker,

1 2 2
HIE = £ll3 ) * + =2 S5 [alls] Twrse)

; LAN\2\ 5
xllu =i oo+ ASalla (S ()2,

Ker,

ot Cy est une constante indépendante de h. Sous la condition (2.130) du Théoréme
2.1.7, nous concluons.

d) Pour I'estimation de la pression, nous suivons la méme démarche suivi du Théoréme
2.1.3.

O

Remarque 2.1.8. Nous avons établi des estimations d’erreur a posterior: pour le pro-
bléme de couplage Darcy et température en supposant que la solution exacte vérifie une
certaine régularité et en se restreignant aux petites données. Dans le cadre des équations
aux dérivées partielles non-linéaires, il existe d’autres approches qui nous permettent
d’établir des estimations d’erreur a posteriori dont nous citons le théoréeme de Poussin-
Rappaz [31] et [37]. Dans le cadre de ce dernier théoréme, nous démontrons des estimations
d’erreur a posterior: lorsque la solution approchée est dans un voisinage de la solution
exacte et lorsque cette derniére vérifie des régularités supplémentaires. Pour pouvoir ap-
pliquer ce théoréme, nous citons deux méthodes :

— La premieére consiste a considérer une fonction F' définie sur un espace X & valeur
dans lui-méme et qui s’annule en une solution exacte non-singuliére U = (u,p, T).
Dans le cadre de cette approche, le voisinage dépend en général du pas de maillage
h, ce qui rend I'application pratique difficile lorsque h est trop petit et par suite le
voisinage est trop petit.

— La deuxiéme consiste & considérer une fonction F' définie sur un espace X a valeur
dans un esapce dual Y’ et qui s’annule en la solution exacte U = (u,p, T). Cette
méthode exige aussi que la solution exacte soit réguliére. La difficultée présentée
dans ce cadre est la démonstration de l'isomorphisme de DF(U) qui n’est pas
nécessairement vérifié dans notre cas. Mais I’avantage de cette technique est que le
voisinage autour de la solution exacte est indépendant du pas de maillage h.

2.1.2 Efficacité

Dans cette section, nous majorons les indicateurs ngf;l), 77%327? et n}?i’g, [ =1,3, par I'erreur
local entre la solution exacte et la solution approchée afin de valider I'optimalité de la

majoration d’erreur a posteriori de la premiére et la troisiéme formulation variationnelle.

129



2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Nous n’avons pas pu démontrer 'efficacité de ’estimation d’erreur a posterior: correspon-
dante a la quatriéme formulation variationnelle.

Nous considérons également un opérateur de relévement L. définie sur les polynémes
sur e qui s’annulent sur de en des polynémes sur les deux éléments K et K’ contenant e,
qui s’annule sur O(K U K')\e. Cet opérateur est réalisé par une transformation affine a
partir de 'opérateur fixe sur I’élément de référence. Nous énongons quelques proprositions
qui sont utiles pour la suite de cette section.

Proposition 2.1.9. Nous notons P,.(K) ’ensemble des polynémes de degré plus petit ou
égal que r sur K et nous avons pour tout v € P,.(K)

1
Cllvllox < llvdr2llox < Cllvllox,
(2.151)

vl x < CO"hg H|vl|o.x,

oU Vi = Ai...A\gr1 avec \;, pour i = 1,....d + 1, sont les coordonnées barycentriques de
lélément K et, C, C" et C" sont des constantes.

Proposition 2.1.10. Nous notons P.(e) l’ensemble des polynomes de degré plus petit ou
égal que r sur e et nous avons pour tout v € P.(e)

1
(2.152) Cllvlloe < llvvbe?lloe < Cllvlloe,

oU e = Ai...A\q avec \;, pourt = 1,....d, sont les coordonnées barycentriques de l’élément
K associés aux extrémités de e et, C' et C' sont des constantes. Pour tout polynéme
v € P.(e) qui s’annule sur Oe, si K un élément qui contient e, nous avons

1
(2.153) I Le(V)]lo.x + helLe(v)|1,6 < C"hE||v]|oe,

ot C" est une constante.

2.1.2.1 Premiére formulation variationnelle
Nous rappelons que dans cette formulation variationnelle, nous supposons que d = 2.
De plus, nous supposons que v € W2°(Q) et par la suite sa dérivée est majorée par

vy et est N-lipschitzienne. Dans le but d’obtenir lefficacité pour la premiére formulation
variationnelle, nous approchons la fonction v par v, tel que pour tout ¢t € H'(K) :

(2.154) ()i = % /K V(H(x)) dx + [ﬁ /K Y (H(x))VH(x) dx | (x — ¢),

ol ¢ est le centre de I’élément K donc |x — ¢| < hg. Cet opérateur vy, vérifie les propriétés
suivantes :
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

a) Pour tout ¢t € H'(K), d’aprés l'équation (1.81) et comme la triangulation est
réguliére, nous avons :

(2.155) \n ()| < va + vy o[Vt o.x-
Par la suite, vy(t) est borné dans L>®(K).

b) Pour tous ¢; et t, appartenant a I'espace H'(K'), comme v est A-lipschitzienne et
V' est N-lipschitzienne, nous avons :

(2.156)
v (ty) — va(t2)llox < (A4 o N[[Vtallo.x)[[t1 — tallo.x + C o V4| Vir — Via]lo.x,

ou C' est une constante indépendante de h. En effet :
(2.157)

\un(t1) — vn(te)|k

< 17 [ 1160 = a0l + 2] [ (0T 60) = (1) Vi) .

Nous ajoutons et nous retranchons le terme v/(t2)Vty dans I’équation précédente
et d’aprés l'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), nous aurons :
(2.158)

[va(t1) — va(t2)lx

<

A
K
|K|!/ (12(x)) = ¥/ (t2(x)) Vi1 (x) + v/ (t2(x)) V(11 (%) — t2(x))] dx |

lt1 — t2llo.x

< |K]1 It1 — t2llo.x

h N
A h N
< (@ + |If{(\ IVt o) It — Vial|o,x-

Nous déduisons la norme de ||, (t1) — vi(t2)

Théoréme 2.1.11. Soient (u,p,T) € Ho(div,Q) x L3(Q2) x HI(Q) une solution du pro-
bleme non linéaire (P) et (w,™, pitt i) € Wiy x My,1 x X), une solution du probléme
itératif (Vi,i1). Nous supposons que nous avons les mémes conditions du Théoréme 1.4.8
et nous supposons de plus que f € H(rot, Q) et w € L=(Q)%. Alors il existe un entier ig
dépendant de h tel que pour tout 1 > ig, nous avons l’estimation des indicateurs suivante,

pour tout élément K € 1y, :

(2.159) ne <|T =T g + T = Tiles
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(2.160) et < C (=M owe + 1T = T s + D llg — gnllo)

kCwk
et

5 | | |
ney < C(llu— i ow + 10— B lows + 17— Till

+ 3 [l = Fillow + hullrot(fF = Fi)llow + 12(T) = vu(T)|1.4]

kCwgk

30 RN fu)-tdelloe)

e€OKNTY,

(2.161)

ot C et C'" sont des constantes indépendantes de h.

Démonstration La preuve sera illustrée en trois étapes :

a) La premiére majoration est évidente en ajoutant et en retranchant le terme 7' dans

n%;l) et en utilisant 'inégalité triangulaire.

b) Nous considérons I'équation (2.12). En ajoutant et en retranchant le terme
/(uﬁfl.VT) (x)S(x)dx et en prenant S, = 0, nous obtenons :
Q
(2.162)

Z / (AT — i VT + g,)(x)9(x) dx
K

Ker,

=a /Q V(T — T7)(x).VS(x) dx + /Q((u —u,™).VT)(x)9(x) dx
+ [ @ = 1) 080 dx

DI s ROEBIEES S NPEVASEINES

K€, ecoKNTE ¢ Kery,

Nous prenons S égale a Sk dans I’équation (2.162) avec :
(AT — i VT + g,)Yk sur K,

(2.163) Sk =
0sur Q\ K,
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ou i désigne la fonction bulle sur I'élément K. Nous aurons I’équation suivante :
(2.164)

/K(ozAT,i+1 — uﬁfl.VT,iH + gn)* (X) g (x) dx
= a/K V(T — T (x).VSk(x) dx + /K((u —u,M).VT)(x)Sk(x) dx

n /K (WL V(T — TE1)) () S () dx — /K (9 — 1) (x).55(x) dx..

Nous commengons par le deuxiéme terme : comme VT € L3(Q) alors d’apres la
Proposition 1.1.3 (pour ¢ = 6) et d’aprés 'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4),
nous obtenons :

(2.165) / ((u — uﬁl).VT)(x)(SK)(x) dX S Sg’T’WL:s(Q)Hu — u?—lHO,K’SK’l,K-
K

Passons au troisiéme terme ot nous ajoutons et nous retranchons le terme Rju
pour obtenir :

/K (WL (T — T31)) (x) S () dix
(2.166) = /K (Wi — Rpu). V(T — T7)) (%) S (x) dx

—i—/K(Rhu.V(T — T/ ) (x) Sk (x) dx .

Nous notons I et I, le premier et le deuxiéme termes du membre de droite de
'équation (2.166).

Nous commengons par majorer le terme [, d’aprés 'inégalité inverse (Proposi-
tion 1.4.7) (pour p = 3) et d’aprés 'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), I
devient :

eSO . . .
(2.167) L < =2 lwitt = Ryallo s | T — T3 1w S e
3
K

ol ¢ est une constante indépendante de h. Or,
(2.168)  [lup™ — Ruulflore < [Juy™ — wallox + [[un — ullox + [[u — Ryulfox.

Nous allons étudier ces trois termes :
D’aprés le Théoréme 1.4.8, il existe un hg tel que pour tout A < hgy, nous avons
que :

(2.169) Hllﬁfl — Wllo,x < CﬁHU-;lZ — W0k,
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ol ¢; est une constante strictement plus petit que 1. Nous notons D = |lu}, —uyljo.x
qui dépend de h. D’aprés les formules (1.225) et (1.387), D est bornée.
Nous avons que (¢! D); converge vers 0 quand 7 tend vers Uinfini et alors il existe

un iy dépendant de h, telle que pour tout i > g, |ujt" —w,|| < co b, oil ¢y est une
constante indépendante de h.

D’aprés I'estimation d’erreur a priori, nous avons :

(2.170) o —wsllox < eshllulia + [pho + T w2s@),

ou c3 est une constante indépendante de h.

D’aprés I’équation (1.192), nous avons :

(2.171) |lu— Rpullo.x < cshluliq,

oll ¢4 est une constante indépendante de h. Ensuite (2.167) donne
(2.172) L < C(lulio + pho + T w2s@)|T — T 16| Skl ks

ou C' est une constante indépendante de h.

Nous continuons par majorer le terme Ir. Comme u € L3(Q)? alors d’apres la
Proposition 1.1.3 (pour ¢ = 6), I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4) et la sta-
bilité de Rpu dans L3(Q), I sera majoré de la maniére suivante :

(2.173) I < Cy Sgllulls|T = Ty |1 k[ Skl ke,
ou ('] est une constante indépendante de h. Nous obtenons alors :
. . . 1
(AT = w VT + gn) v |1f «

< a|T = T 1k [Sk |k + SgIT lwra lu — wp ok [Sk |1k
(2.174)

+C(|u

Lo+ [Pl + | Tlwes@) T — T k| Skl x

+C1 Selalls|T = T3 1k |Sk |k + 19 — gnllos || Sk ok

Nous appliquons les inégalités de la Proposition 2.1.9. Il en résulte que :
(2.175)

huc|a AT = w VT + galff

< Co[Cya|T = Ty kl1Sk llox + Cs SgIT lwra lu — it ok | Sk

0,K
+C5 C([ulyo + [plia + [T|wes@o)|T — T 1k 1Sk o,
+C3 Cy SYulls|T — T3 1 k|| Skllo.x + hicllg — gnllox 1Sk lo.x]
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ou (5 et (3 sont des constantes indépendantes de h. D’aprés la premiére inégalité
de la Proposition 2.1.9, nous avons :

1Sk llo.x < Call AT —wp VT + gulo .k,

ou Uy est une constante indépendante de h. Nous aurons alors la majoration du
premier terme du premier indicateur d’erreur de discrétisation :

hicl| AT — WP VT + gallo.x
(2.176)

< C'(lu = Mok + 1T — T3 1k + hillg — gnllok),

ou (' est une constante indépendante de h.

Ensuite, nous bornons le second terme du premier indicateur d’erreur de discrétisa-
tion. En prenant S;, = 0, nous déduisons de ’équation (2.162) la relation suivante :

(2.177)
OV Y [9n s i

Kemp ecoKNIY, “ ©

= Z / (AT — P VT + g,)(x)S(x) dx
K

Kery,

—i—oz/QV(T,i+1 —T)(x).VS(x)dx + /((u}";rl —u).VT)(x)S(x) dx

Q
+ / (WP V(T - T)(x)S(x) dx + > / (9 — gn)(x).5(x) dx .

Q Ker, K

Nous prenons S égale & S, dans I’équation (2.177) avec :
L (a[VT} 0], sur KUK/,
(2.178) Se =
0sur Q\ (KUK,

ol v, désigne la fonction bulle sur 'aréte e, K et K’ sont les éléments de 73, qui
contiennent e et L. est 'opérateur de rélévement défini comme précédemment.

Nous aurons alors ’équation suivante :

(2.179)
a/Wﬁ“nﬁ@%@Ms

e

- / (AT — i VT + g,)(x)Se(x) dx
KUK'

+a /KUK/ V(T = T)(x).VS.(x) dx + /K ((upt —u).VT)(x)S.(x) dx

UK’

i /KUKf(uZH'V(TIiH — T))(x)S.(x) dx + /K (9 — gn)(%).8.(x) dx .

UK’
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En poursuivant la méme démarche utilisée avant, nous obtenons :
(2.180)

VT n]ovd |,
< ||04AT£Jrl - 112+1-VT;§+1 + gh||0,KuK'||Se||o,KuK/
+OK\T;Z;+1 — T1,kur’|Sel1, kUK + Sg\T|WL3(Q)HH — u§L+1H0,KUK’|Se‘l,KUK’
+C(luli,0 + [plio + T w2s@)|T — Ty ko | Selxux
+Cy S§ulls| T = Tl ko |Selvxorr + |9 — gnllo.xure || Sello.xux:-

Nous appliquons les inégalités de la Proposition 2.1.10. Il en résulte que :
(2.181)

B o[V T nl]l2,
< Cy [, CHlOATE — ui# VTE + gl VTt o,
+Cs o] T3 — Ty kore [|[VT3 ] ebeo.e
+Co Sg| T wrs oyl — wy o, xore | [V ] etbefoe
+Cs C(|ula + [pha + [Tlws@) T = Ty xore [V ] e o.e

+Cs C1 S [ull3| T3 — T wure [[[VT e

0,e
+he Csllg — gnllo,xurc | VT n]etbelo.e]

ou (5 et Cg sont des constantes indépendantes de h. D’aprés la premiére inégalité
de la Proposition 2.1.10, nous avons :

HQ[VT}?I'H]E@DEHO,B < C7||(I[VTZ+1.H]€||O7€,

ou C7 est une constante indépendante de h. Nous aurons alors la majoration du
second terme du premier indicateur d’erreur de discrétisation :
(2.182)

he o[V, o,

< C”(Hu —u M oxor + 1T — T 1 kowe + Z hllg — gh“O’k)’
ke KUK’

ou C” est une constante indépendante de h. Nous obtenons finalement le résultat
voulu.
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c¢) Nous considérons ’équation (2.13). En ajoutant et en retranchant le terme
/V(T(x)) u,(x).v(x)dx et /I/h(T}Zl'( )it (x).v(x) dx et en prenant v;, = 0,
Q Q

nous obtenons :

(2.183)
Z /K( Vplﬂ_’/h(Th) ZH‘i‘fh)(x).V(X) dx

= [ ) = T30 o))
+ [ T3) = T () ()
+/V(T(X))(u ) (x).v(x) dx +/Q( P p)(x)div v(x) dx
=Y Z/ Vs)ds = Y [ (1= ) vix) dx.

KeTh ecdKNTY, Kem,

Nous prenons v égal a vi dans I'équation (2.183) avec :

(2.184) (— szﬂ — up(T))ut L Y sur K,
) VK =

0 sur 2\ K.

Nous aurons I'équation suivante :
OB T ) e x)
= [ ((T00) ~ (TG0 v )
(2185) + [ T00) = (T30 0. )
= [ T (0= ) 0)-vi()
+ [ 0 = o) dx — [ (£ 8)00.vi(x) dx.

K

Pour simplifier le calcul, nous notons, pour tout K € 7, :
(2.186) ex = [|(va(Th) — v(T3)) w3 flox

En utilisant I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4) et d’aprés la Proposition 1.1.3
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(pour ¢ = 6) et les inégalités (1.81) et (1.387), nous obtenons :

I(=Vp,™ _Vh(Th) A S LA
1%

HfHo ollT = Th x|Vl g + exllVilox
(2.187)

+vy Syllu— o x|V + Ip — D), LK

£ = fullox Vil
Nous appliquons les inégalités de la Proposition 2.1.9. Il en résulte que :
hicl = V™ — Vh(Th) A

(2.188) Y1

+Cyvs S|lu— u ok [Ivillox + Collp — P ok [V o

HfHo ol T =Ty,

+hgl/f— tho,KHVKHo,K] ;

ou (s et Cy sont des constantes indépendantes de h. D’aprés la premiére inégalité
de la Proposition 2.1.9, nous avons :

Vot — v (THW + £lo.x,

ou (' est une constante indépendante de h. Nous aurons alors la majoration du

terme suivant :
(2.189)

hicll = Vo™ = vn(Ti)w™ + o5
< CO(lla = ok + lIp = P4 ok + 1T = Tillvx + hicllf = fullo.sc + hicex),
ou C est une constante indépendante de h.

Pour majorer le premier terme du second indicateur d’erreur de discrétisation,
nous utilisons I'inégalité triangulaire et nous aurons :

(2.190) || — Vit —v(THu™ + fullox < || — Vo™ — va(T)uit + fillo,x + exc.

Nous ajoutons et nous retranchons a e, les deux termes v(7T} )u et v, (T} )u et nous
obtenons :

ex < w(T) (W —w) — (7)) (" —u)

0K
(2.191)

+H(wn(T,) = v(T3))ullo k-
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Nous ajoutons les termes v, (T)u et v(7T)u au second terme du membre de droite
de l'égalité (2.191) et nous aurons :
(2.192)

1(va(Th) = v(Ti))ullox < (wa(T5) — vn(T)uflox + [(wa(T) = v(T))u

HWAT) = v(Tp)ullox-
Alors, nous aurons :
ex < (T = wllox + [Iv(Th) (W™ = a)llox
(2.193) HIwn(T3) = va(T)ullo.xe + [(va(T) — v(T))ullox
HIWAT) = v(T3))ullox-

Nous notons 17, I3, I}, I} et I respectivement, le premier, le deuxiéme, le troisiéme,
le quatriéme et le cinquiéme termes du membre de droite de I’équation (2.193).

D’aprés I’équation (2.155), I] sera majoré¢ de la maniére suivante :

(2.194) I < (s + vy o|Th k) lu — i oo

D’aprés I’équation (1.81), I} sera majoré de la maniére suivante :

(2.195) I, < vollu — uj o 0.

Comme u € L*(Q)?, d’aprés 'équation (2.156), nous majorons I} et nous aurons :
(2196) [é S C5HuHLoo(K)2HT—TéHLK,

oll ¢5 est une constante indépendante de h.

Comme v est A-lipschitzienne et u € L>(€), I} sera majoré de la maniére sui-
vante :

(2.197) IL < )\SZHUHLOO(K)QHT_TfiHl,K'

D’oti, nous aurons alors la majoration du premier terme du second indicateur
d’erreur de discrétisation :
(2.198)

hic|l = Vot = v(T) e + fullo,x
< C'(la=u;Mox + lp =2 o + 1T = Tillii + hicl|f = llox
+[v(T) = vn(T)lo,xc),
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2.1. FEstimation d’erreur a

ot C’ est une constante indépendante de h.

Bornons le troisiéme terme du second indicateur d’erreur de discrétisation. En
prenant v, = 0, nous déduisons de 'équation (2.183) la relation suivante :

3 X [birnlevs

Kery, eeaKﬂFl

S 3 [V T v

Kery,

+/(V(T(X)) — U(T,(x)))w;," (x).v(x) dx
(2.199) Q

+ / (T (%)) — (T} (%)) )i (x).v(x) dx
—i—/ﬂu(T(x))(u uﬁfl)(x).v(x) dx
+/Q(’+1 p)(x)div v(x dx—Z/f f,)(x).v(x) dx.

Kery

Pour une aréte e intérieur (qui n’appartient pas au bord), nous prenons v égal a
v, dans I’équation (2.199) avec :

L.([piTn],) sur K U K/,
(2.200) v, =
0sur Q\ (KUK'),

ou K et K’ sont les éléments de 73, qui contiennent e. Nous aurons alors 1’équation
suivante :

2201
/ [P nf2(s)ibe(s) ds

= [ = T+ ) ) dx
[ T00) ~ T )-v. ) dx
) = (T ) (0w, )
+ /K TG ) ). 0 dx
S pdvv = [ (=) dx.

KUK’
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

En utilisant I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4) et la Proposition 1.1.3 (pour
q = 6) et les inégalités (1.387) et (1.81), nous obtenons :

I e I

< || = Vot — v (THu™ + fullo.xure [ Ve llo.xur:

RET

€0l T = Thlh,wure|vels,
(2.202)

+erur||Vello, kUK
+v5 S9llu — w0, kuk | Vel 1, kUK

+Ip = pi Ho.xure [ Vel ok + |f = Fulloxur || Velloux-

Nous appliquons les inégalités de la Proposition 2.1.10. Il en résulte que :
(2.203)

AR

< Chy [he Cusll = Vi — v(Th)up™ + £ lo, ko |65 e o,

A S5 S0
1Oy 2258

*(Ifllo.e + llgllo) 1T — Tyl xor [ dhvello.e

+heCraekuk || 5 We |0 e
+C1av2 S9|lu — uit |0, kurc |95 e 0,6

+Chollp = P} o.elldhtello,xurr + e Crallf — fullo.el| &5 Yello,xur]

ou C1q, Cho et (13 sont des constantes indépendantes de h. D’aprés la premiére
inégalité de la Proposition 2.1.10, nous avons :

H[ A ]eweHOe S Cl4”[plf'b+1n]eH0,ea

ou (4 est une constante indépendante de h. Nous aurons alors la majoration du
troisiéme terme du second indicateur d’erreur de discrétisation :

B 16} mlelloe

(2.204) < C(lu—w™Hoxurr + [lp = Py loxure + 1T = Tyl xuke
+ > D) = w(Dllos+ D mellf = fallok),
ke KUK’ ke KUK’

oit C est une constante indépendante de h.
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Par la suite, nous bornons le second terme du secont indicateur d’erreur de discréti-
sation. Nous considérons & nouveau ’équation (2.13) avec v = rot . En ajoutant et

en retranchant le terme / v(T(x))u) (x).rot n(x) dx / vi (T (%))t (x).rot m(x) dx
Q Q

et en prenant v, = 0, nous obtenons :

S [ ot + )0 ot e dx

Ker,

= [ ) = T30 o)rot )
(2.205) + /Q(V(T,’L(x)) - Vh(T,i(x)))uﬁl“(x).rot n(x) dx
+/ v(T(x))(u — ujth)(x).rot n(x) dx

- /K(f— fy,)(x).rot n(x) dx .

Kery

Or, la formule de Green nous donne :

/K(—yh(T,’;)u’,fl + £5,)(x).rot n(x) dx

(2200 ~ [ s T+ )t d
3 2 fieumuit o
et h
()00t () dx
(2.207)

= /Krot(f— ) (x)n(x) dx — % Z /[(f— £).te|(s)n(s) ds.

eeaKﬂI‘z ¢

Nous choisissons 7 égal & nx dans 1'équation (2.205) avec :
rot(—vp (T ut! + £,) 0k sur K,

(2.208) S
0 sur Q\ K,
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

et nous aurons :

[ (ot T+ 6200 ()
= [ (AT ) = (T3 1) 0 ot ()l
(2.200) + [ B0 = (T () ot )
+ [ AT = )60 rot ) dx

—/Krot(f—fh)(x)m((x) dx .

Nous ajoutons et nous retranchons le terme u dans le premier terme du membre
droite de I’équation (2.209) et nous obtenons :

[ 0AT) = T e 0 ot )
(2.210) = [ (AT) = T ) 0 = w)0)-rot ()

+/K(V(T) — v(T}))(x)u(x).rot Nk (x) dx .

Nous notons I3 et Iy, le premier et le deuxiéme termes du membre de droite de
'équation (2.210).

Nous majorons le terme I3. D’aprés I’équation (1.81), nous aurons :

(2.211) I3 < 2vs)lu — u Mo s [Irot nillo k-

Nous terminons par le terme I;. Comme v est A-lipschitzienne et u € L3()? alors
d’aprés la Proposition 1.1.3 (pour ¢ = 6) et I'inégalité de Holder (Proposition
1.1.4), I, sera majoré de la maniére suivante :

(2.212) L < ASs|lulls|T — TE |k l[rot nx o, x-
Par la suite, I’équation (2.209) nous donne :
[rot(—n(Tiul™ + 80 13«
(2.213) < ASel[ulls|| T = T3 |11 relnsc 1,5 + 3vallu = wi o e |1, ¢
+ex il i + [[rot(f — ) ok 17K o, -
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Nous appliquons les inégalités de la Proposition 2.1.9. Il en résulte que :
hie |[rot (=va(Th)w,"™ + £) 15«

< C15[Cre A Ssllalls| T — Tyl i o,
(2.214)

+C16 3vallu — i o xlImx o + Croex |k llo.x

+hi|rot (£ = £,) |o,rc |0, ]+

ou C5 et (4 sont des constantes indépendantes de h. D’aprés la premiére inégalité
de la Proposition 2.1.9, nous avons :

Ink o, < Cuzllrot(—vi (Th) )™ + ) llo.x

ou (7 est une constante indépendante de h. Nous obtenons alors la majoration du
terme suivant :

hic|lrot(—vn (T} ™ + £4) l|o.x
(2:215) < C(JJu—uitox + T = Tk + 1(T) = vn(T) ok
thicl|rot(E — ) o.x0),

oi C est une constante indépendante de h.

Pour majorer le second terme du second indicateur d’erreur de discrétisation, nous
utilisons l'inégalité triangulaire et nous aurons :

[rot(—v(Ti)u™ + ) llox < [frot(—va(TE)ut + £)]o,x

(2.216)
Hrot (va(T}) — v(T)w™) ok
Or,
(2.217)
rot((vn(Ty) — v(T3))w,") = (un(T) — v(Ty)) rot w,"™t — V(ui(T}) — v(T})) x w,™.
Nous remarquons que rot u}fl = 0. Nous ajoutons et nous retranchons au second

terme du membre droite de 'équation (2.217), les termes Vv/(T}) x u, Vv, (T}) x u,
Vi (T) x u et Vv(T') x u et nous obtenons :

vt (va(T3) — v(Ti)u,")llo.x
< IVun(Ty) x (" = w)lox + IVV(T3) x (" —u)lox

(2.218)
HIV(Th) — va(T)) x ullox + [V (n(T) — v(T)) x ul

HIVA(T) = v(T})) x ullox.
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Nous notons I, I7, I, Ig et I}, respectivement, le premier, le deuxiéme, le troisiéme,
le quatriéme et le cinquiéme termes du membre de droite de I’équation (2.218).

Nous ajoutons et nous retranchons le terme Vi, (7T) dans le terme [, et nous
aurons :

(2219)  Ig = [V(un(T;) — va(T)) x (0" =) + Viu(T) x (" —u)lfox-

Or,
(2.220) |V (un(Ty) — wn(T))|x = % /K(V'(Tﬁ(X)WTﬁ(X) —V(T(x))VT(x)) dx

Nous ajoutons et nous retranchons le terme /(T})VT et nous utilisons I'inégalité
de Holder (Proposition 1.1.4). Comme VT € L>()? nous obtenons :
(2.221)

/ /

i v i A i
IV (un(Ty) — vn(T)) |k < —25IV(T = Ty)llo.x + —= VT || o 02 |T — Thllo,x-
| K| |K|2

D’aprés Uestimation d’erreur a priori et comme VT € L*®(Q2)?, nous aurons :

oll cg est une constante indépendante de h.
Comme VT} est constante par triangle donc I7 s’exprime de la maniére suivante

(2.223) Iz <,—[1(, VT, )] dx [[v/(Th) (0 — ") lo.xc-

Nous ajoutons et nous retranchons le terme VT et nous utilisons l’estimation

d’erreur a prior: pour obtenir :
(2.224)

i< ol [ 9@ =)ol + [ 19T01dx T (0 =l
< (er vy + VT || iy [0 — w3 ok,
ol c¢7 est une constante indépendante de h.

D’aprés I’équation (2.221), nous avons :
(2.225) [IV(n(Tp) = vn(T)llosc < BIV(T = T)llo.se + NIV [l ae | T = Tyllo.sc-
Par la suite I§ sera majoré de la maniére suivante :

(2.226) Iy < (s + NI VT || o roy2) 1l o (g2 | T — Tl 1, x¢-
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Nous ajoutons et nous retranchons le terme /(T)VT; dans le terme I}, et nous
aurons :

(2.227) Lo = (/' (T}) = V(T)VTE x u+ V' (T)V(T;, = T) x ullox.

Un calcul similaire a celui de I7 nous donne :

(2.228) Iy < (cs N[uflpoo sy +[[ull zoo ()2 | VT || e g2 + 5 [0l 2o 1002 ) | T =T |1,
ol cg est une constante indépendante de h.

Nous obtenons alors la majoration du second terme du second indicateur d’erreur
de discrétisation :

hi |[rot(—v(THui™ + ) ||o.x
(2.229) < C'(Jlu—w ™Mo + 1T = Tilliwe + |¥(T) — va(T) |1 x

+hK||I‘Ot(f— fh)HO,K)7

ott C" est une constante indépendante de h.

Bornons le quatriéeme terme du second indicateur d’erreur de discrétisation. En
prenant v, = 0, nous déduisons la relation suivante :

Z/K(_Vh(T}i)uﬁjl+fh)(X).rOt77(X)dx

= [ ) = T30 o)rot )
(2.230) + /Q(I/(T;L(X)) — up(TE(x)))us™ (x).rot n(x) dx
+/ v(T(x))(u — ujth)(x).rot n(x) dx

- /K(f— fr,)(x).rot n(x) dx .

Kery,

Pour une aréte e € T du maillage, nous choisissons 7 égal a 7, dans I’équation
(2.230) avec :

Ee([(—Vh(Tﬁ)uZ}:rl + £1,).te)etbe) sur KU K,
(2.231) T =
0sur Q\ (KUK'),
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

ou K et K’ sont les éléments de 75, qui contiennent e. En suivant les mémes étapes
du calcul effectuées avant, nous obtenons :
(2.232)

N (T + ) el 13,
< |rot(—wn(Ti)uwj™ + ) llo,xurc 17 llo, ok
FASsllullsl| T — Ty ll1 xok 71, xure + 3velu — ) o kure [ne]1, kU
+erurt|Nel, ko + |[rot(f— £4)lo,xur [17e o, kuk
+%H[(f— ) telelloe [(=v(Th)w,™ + ) telvrelo,e-

Nous appliquons les inégalités de la Proposition 2.1.10. Il en résulte que :
(2.233)

B (= (T)u + ) £l
< Cig[he Cugllrot (v (Ty)w,™ + £) [lo.xure [I[(=(Th)wy™ + £4)-t]tbe o
+Ch9 A Sel[ulls|| T — T} ||, kurc I[ (= (Ti)ap™ + £) te] el o,
+Chg 3vaflu — W o, urr [[(—v(Th)w™ + £) -t te o
+Chg erurce [[(=v(Th) ™ + fr) teltbe o e

+he Cug[rot (£ — £) o xore | (= (Th)uy ™ + ) -te]telo.e

1

"‘f;_gH[(f— £,).telello.e|[(—(Th)up™ + ) te]tel|o.e] -

ou (g et (g sont des constantes indépendantes de h. D’apreés la premiére inégalité
de la Proposition 2.1.10, nous avons :

IH(=vn(Th)uy™ + ) televvelloe < Coolll(—va(Th)ug"™ + f)-telello.c.

ou Uy est une constante indépendante de h. Nous aurons alors la majoration du
terme suivant :

(2.234)
he [[(=vn(T) " + ) te]ello.e

Qi

< C(la = wMoxox + 1T = Tilliwor + Y II(T) = vn(T) ok
ke KUK’
+ Y hglrot(E—f)llox+ Y BZ[[(E— £1)-telelloe).

ke KUK’ ecOKNTY,
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

oi C est une constante indépendante de h.

Pour majorer le quatriéme terme du second indicateur d’erreur de discrétisation,
nous utilisons I'inégalité triangulaire et nous aurons :

(2.235)
1 . .
heI[(=v(Th)w" + fa) telello.e

1 L 1 . . .
< R [(=vn(Tp)w + ) telelloe + h2II((wn(Th) — v(Ti))w ) telelloe-

Nous ajoutons et nous retranchons les termes v, (T") et v(T') dans le deuxiéme terme
du membre de droite de I’égalité précédente et nous obtenons :
(2.236)

B2 (TE) = (T bl o < B2 (TE) — vn(T)u) o], e

02 [[((vn(T) = (D))t low
+h2[[[((T) = v(TE)upth) te)ello,e-

Nous notons 11, I{, et I} respectivement, le premier, le deuxiéme et le troisiéme
termes du membre de droite de I’équation (2.236).

En passant au triangle de référence et le fait que les normes sont équivalentes
en dimension finie, nous obtenons :

1 . .
Iy < eohe||(wa(T3) — vn(T))ug loe

Cohe N T T
< o 1w (T3) — va(T)wy g ok
(2.237) < crohel|(va(Th) = va(T))w, o 5
he
<

K 1 (T5) = va (T llo.xc

2
< e ol|(va(T}) — vn(T))us ™ o.xc

ol ¢y, c19 et c11 sont des constantes indépendantes de h. Par la suite, nous ajoutons
et nous retranchons le terme u dans ||(v4(T7) —vi(T))u; ™ |0 x . D’aprés estimation
d’erreur a priori, les équations (2.156) et (2.158) et comme u € L*®(Q2)?, nous

aurons .
(2.238) I{l S CIQHT - T]i—‘rl”l,K?

ol ¢ est une constante indépendante de h.

148



2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Comme uﬁfl est constante sur chaque triangle K, alors
’ui-ﬁ—l — L/ ’ui—H(X)‘ dx
" K| Jx "
[y o,

2.239 < ——
(2.259) K|

o ™ —ullox | Juflox

T T

En utilisant 'estimation d’erreur a priori et comme u € L*°(2)?, alors d’apreés le
théoréme de trace, nous aurons :

(2.240) Iy < c3||v(T) = va(T) |1,k

ol c13 est une constante indépendante de h.

Par rapport au troisiéme terme I,, nous suivons la méme démarche effectué¢ dans
le calcul de I}, et nous obtenons :

(2.241) Iy < Xew||T — Ti | k-

Nous aurons alors la majoration du quatriéme terme du second indicateur d’erreur
de discrétisation :
(2.242)

1 . .
R [(=v (T + £1) telello.e

< C"(||u —u!

o.xuk’ + T = Tyl kure + Z [v(T) = va(T)|
ke KUK’

= 3 o= ) lor+ S AZI(E— £t

ke KUK R

1.k

O,e)a

ott C" est une constante indépendante de h. Nous obtenons ainsi le résultat voulu.
(I

2.1.2.2 Troisiéme formulation variationnelle

Dans le but d’obtenir I'efficacité pour la troisiéme formulation variationnelle, nous appro-
chons la fonction v par une constante dans chaque K, tel que pour tout ¢t € LP(K) :

vp(t)|x = %/Kl/(t(x))dx.

Cet opérateur v, vérifie les propriétés suivantes :
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

a) Pour tout ¢t € LP(K), d’aprés I’équation (1.81), nous avons :

(2.244) v < up(t) < .

b) Pour tout t; et t, appartenant a l'espace L'(K), comme v est A-lipschitzienne,
nous avons :

(2245) |l/h(t1) — Up, tg |K |K|/ |t1 —tg )|dX

c) Pour tout t; et ty appartenant a 'espace LP(K), nous avons :

(2.246) lon(t1) = wn(E2) lowiaey < Mlts = ol o
En effet,
K]
(2247) HVh(tl) — Vh<t2)HLP(K) S m)\ |t1(X> - tQ(X)‘ dx .
K

En utilisant I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), nous aurons :

1_ _1
(2.248) lva(t1) = va(t2) | o) < [P At = ol oy | K| 77

Théoréme 2.1.12. Soient d = 3, (u,p,T) € L*(Q)? x HY(Q) N L3(Q) x Hy(Q) une solu-
tion du probléeme non linéaire (P) et ( ’H,p}fl T,ﬁ“) € Wha X My o x X, une solution du
probléme itératif (Vi ;3). Nous supposons que nous avons les mémes conditions du Théo-
reme 1.4.10. Alors il existe un entier iq dépendant de h tel que pour tout i > ig, nous
avons [’estimation des indicateurs suivante :

(2.249) e <IT =T ok + 1T = Thlox,
D i
(2.250) ey < C (=M owe + 1T = T s + > icllg — gnllo)
kCwik
et

ney < C'(lu— ok +1p—pi g + I = Tilhox

(2.251)
Hf = Fulloc + [(T) = vn(T) [ 23(x)) -

ou C' et C' sont des constantes indépendantes de h.

Démonstration Nous procédons en trois étapes :
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

a) La premiére majoration est évidente en ajoutant et en retranchant le terme 7' dans

7]§<L %) ot en utilisant I'inégalité triangulaire.

b) Nous considérons ’équation (2.80). En appliquant la formule de Green sur les trois
termes, en utilisant le fait que divu = 0, en ajoutant et en retranchant le terme u

et en prenant S, = 0, nous obtenons :
(2.252)

Z (AT} — P VT — §div w, T A+ gn) (%) S (x) dx

Kety K

:a/QV(T—TZH)(X).VS(X) dx —l—%/g((uﬁfl u).VS) (%)} (x) dx
+ /Q (W.VS)(x) (Tt — T)(x) dx
+3 (=TS0 dx— 3 [ (om0 dx

Kery

DY / (VT ], (s)S(s) ds.

KGTh eE@KOFZ

Nous prenons S égale a Sk dans I’équation (2.252) avec :

) ) ) 1 ) .
( | (AT — VT — Fdiv W T 4 g )Yk sur K,
2.253) Sk =
0 sur Q\ K.

Nous aurons ainsi I’équation suivante :
(2.254)

/ (AT — ' VT — %divu;‘le,j“+gh)2(x)wK(x) dx
=a / V(T — T (x).V Sk (x) dx +% /K (' — ). VSk)(x) T3 (x) dx
+ /K (W.VSk)(x) (T} = T)(x) dx +% /K ((w—uf™). VT (x) Sk (x) dx
- [ (g )60l .

Nous commencons par majorer le troisieme terme du membre de droite de 1’équa-
tion (2.254). Comme u € L3(2)? alors d’aprés la Proposition 1.1.3 (pour g = 6) et
I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), nous obtenons :

(2.255) / (WVSK)(x) (T, = T)(x) dx < Sllulls| T = Tp" 1.k | Sic.xc-
K
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Passons au quatriéme terme du membre de droite de I’équation (2.254). Nous
ajoutons et nous retranchons le terme V71" dans I’équation (1.267) et nous obtenons :

5 [ (=)L) 008 (x)
(2.256) = %/K((u — WM. V(T — T))(x) Sk (x) dx
% /K((u— W) VT (x) S () dx

Nous effectuons le méme calcul déja effectué dans le Théoréme 2.1.11 pour le
premier teme du membre droite de I’équation (2.256). Par rapport au deuxiéme
terme de la méme équation, comme VT € L3(Q) alors d’aprés la Proposition 1.1.3
(pour ¢ = 6) et I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.4), nous obtenons :

ST lwa

5 u — uy o,k | Sk |1k

(2.257) % /K (0 = wi).VT) (%) Sk (x) dx <

En ce qui concerne le second terme du membre de droite de I’équation (2.254) :

(2.258) % /K (it — ). VSk)(x) T (x) dx,

nous ajoutons et nous retranchons le terme 7' dans 1'équation (2.258) et nous ef-
fectuons le méme calcul déja effectué sur ces termes dans le Théoréme 2.1.11.

Par la suite, nous obtenons la majoration suivante :
41 i+1 1 1 i+ 1 i1 312
7 (2 (2 : (2 7 2
(AT — " VT, — §d1V W, T 4 gn) Vo ke

< a|T — Ty k| Sk |k

1K

(2.259) +C(Julia + [plag + [Tlw2s@)IT — T 1,k | Sk

Se|Twrs) + 1T ]|oo ;
+( 5 )l — o,k [ Sk

LK

+C1 Sel[ulls| T — T 1,k |Sk |k + 1lg — gnllox || Skllo.x s

ou C' et (' sont des constantes indépendantes de h. Nous appliquons les inégalités
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

de la Proposition 2.1.9 et nous aurons :
(2.260)

i 1 : i i
hKHOéAT]erl z+1 VT1+1 §d1V uh+1Th+1 +gh“3,K

< Co[CsalT — Ty 1 k| Sk llo.x

+C3C( T — T 1k 1Sk llo.x
So||T wta) + |1 eo i
+Cg ( 6” H ( ) H H )Hu—uh+1||0’KHSK”O7K

2
+Cs5 C1 Sel[ulls| T — T |1 k| Sk llo,x + Prcllg — gnllo,x ISk llo,x]

ou (5 et (3 sont des constantes indépendantes de h. D’aprés la premiére inégalité
de la Proposition 2.1.9, nous avons :

1Sk llo.x < Cull AT — wi VT — div T

ou C}y est une constante indépendante de h. Nous obtenons alors la majoration du
premier terme du premier indicateur d’erreur de discrétisation :

i 1 : i i
hKHOCAT]erl z+1 VT1+1 2d1V uh+1Th+1 4 thO,K
(2.261)

< C'(Jlu—w;Hox + 1T = Ty i + hillg = gnllox)
ot " est une constante indépendante de h.

Par la suite, nous bornons le second terme du premier indicateur d’erreur de dis-
crétisation. En prenant S, = 0, nous déduisons de I’équation (2.252) 1’équation
suivante :

(2.262)

MDY / (VT 0], (s)S(s) ds

Kery, eG@KﬁF’

Z / (AT} — VT — div w T 4+ g,)(x)9(x) dx

+a /Q V(T — T)(x).VS(x) dx — % /Q (W — ). V) (x) T (x) dx
—/Q(u.VS)(x)(T,i+1 —T)(x)dx
-5 (=T s x5 |- .50 ax.
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Nous prenons S égale a S, dans I’équation (2.262) avec :

L.(a[VTi ™ n]ap,) sur KUK/,
(2.263) S, =

0sur Q\ (KUK'),

ou K et K’ sont les éléments de 73, qui contiennent e. Nous aurons alors 1’équation
suivante :
(2.264)

o / VT 2 (s)ibu(s) ds

= /K B (AT} — P VT — édiv w T + gy)(x)Se(x) dx
U /
+a/ V(T —T)(x).VS,(x) dx

+y /z (0 — ).V S,) ()T () dx

UK’

—|—/KUK,(u.VSe)(X)(T—T,j“)(x) dx

+% /KUK,((uZ;L+1 — ). V) (x)Se(x) dx +/ (9= gn)(%).Se(x) dx.

KUK’

Un calcul similaire au calcul déja effectué avant nous donne :
(2.265)

o[V T nle? 3,
< AT =t VT — %di" w4 gillo.xure[[Sello, ko
+0‘|Tfi+1 — T|1,kuk'|Sel1, kUK
+C(Juli,0 + [pl2o + |T‘W2ﬂ3(ﬂ))‘T]i+1 — T'1,kur|Sel1, kUK

ST w2y + 1Tl |
Ty Yl — i o s [Sel o

+C1 Sel[ulls| T — Ty ok [Sel,xurr + |9 — gnllo,xur || Sello,xuxc-
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

Nous appliquons les inégalités de la Proposition 2.1.10 pour avoir :
(2.266)

1 .
he ||V mllf .
< Cs[he Col|aAT — wpt VT — 5ohv W T + gulloxure [[[VTE ) tbe o
+Cs | T} — T i | [VTE ] etbelo.e

+Cs C(|ul,0 + [ploge + |TIw2e@) | T = Tl ko VT n]etbe] o,

SElIT [[wra2) + 1Tl
2

+Cs C1 Sel[ulls| T = Ty kor | VTR 0] etbefo,e

+Cs (

) = " Hlo.xurer [V T, n]etfe o.e

+he Csllg = gnllo.xur N[VTH ] befo.e]

ou (5 et Cg sont des constantes indépendantes de h. D’aprés la premiére inégalité
de la Proposition 2.1.10, nous avons :

HQ[VT}?I'H]E@DEHO,B < C7||Q[VTZ+1'H]6HO,67

ol C7 est une constante indépendante de h. Nous aurons alors la majoration du

second terme du premier indicateur d’erreur de discrétisation :
(2.267)

he o[V, o,

< C"(Jlu = w M floxox + 1T = T ok + Y hullg — gnllos),
ke KUK’

ou C” est une constante indépendante de h. Nous aurons finalement le résultat
voulu.

c) Dans cette étape, nous majorons le premier terme du second indicateur d’erreur
de discrétisation. Pour cela, nous considérons 1'équation (2.81). En ajoutant et en

retranchant le terme /gzy(T(x))u2+1(x).v(x) dx /Ql/h(T,’;(x))uﬁfl(x).v(x) dx et
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

en prenant v, = 0, nous obtenons :

Z /K(_VPZ}LH — v (Th)uptt + ) (x).v(x) dx

= [ ) = AT 0 o) ()
(2.268) [ (T30 = (T o) ) v()
+ /Q V(T(x))(u — uit) (x).v(x) dx
[ Vo= v dx = Y | (=t v dx,

Kety

Nous prenons v égal & v dans I’équation (2.268) avec :

’ K

Nous aurons I’équation suivante :
/K (Vo — on(Thui + £ ()b (x) dx
_ /K (T (x)) — (T3 ()i (x).vie(x) dx

(2.270) + [ (1)) = va(T(x)))w;," (%) vic (x) dx

J,
n /K U(T(x)) (1 — w1 (x).vie (x) dx
+/KV(p P (x). v (x) dx —/K(f—fh)(x).vK(x)dx.

Nous répétons le méme calcul déja effectué dans la preuve du Théoréme 2.1.11 et
nous obtenons :

[~V — (T + )62 2

< A S| flo,0
141

(2.271) lalls |17 = TallxIvillo.se + valle — w ™ flox Ivicllo.x

+erllVillox + |p — o ok IVllox + 1€ = fallosl[viclos,
D’apres la premiére inégalité de la Proposition 2.1.9, nous avons :

Ivicllox < Csll — Vot — v (Th)up + £ ]lo.x,

156



2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

ou Cg est une constante indépendante de h. Nous aurons alors la majoration du
terme suivant :
(2.272)

| = Vo™ = v (T w™ + fillo,x
< C(lu =i ox +p =i ok + 1T = Tilluk +ex + If = fullox),
ou C est une constante indépendante de h.

Pour majorer le premier terme du second indicateur d’erreur de discrétisation,
nous utilisons I'inégalité triangulaire et nous aurons :

(2.273) || = Vit — (T w4+ fullox < || = Vit — v (Ti)wp™ + fullox + xc.

Nous ajoutons et nous retranchons a ey, les deux termes v(7} )u et v, (T} )u et nous
obtenons :

e < w(T) (W —a) — v(Ti) (w," —u)

0,K
(2.274)

+H wa(T3) — v(T;)ullo.x-

Nous ajoutons les termes v;,(T)u et v(T)u au second terme du membre de droite
de l'égalité (2.274) et nous aurons :
(2.275)

1va(Th) = v(Ti))ullox < (wa(T) = va(T)ullo.x + [(wa(T) = v(T))u

HWA(T) = v(T3))ullo.x.

Comme v et v, sont A-lipschitziennes et u € H'(Q)? alors d’apres (1.81), I'inégalité
de Holder (Proposition 1.1.4) et la Proposition 1.1.3 (pour ¢ = 6), (2.274) nous
donne :

ex < 2uflu—wi Mok + 286 Mull syl T — Thllx
(2.276)

HAT) = vn (T sy [0l o sy

D’oti, nous aurons alors la majoration du premier terme du second indicateur
d’erreur de discrétisation :

(2.277)
| = Vit — v(THuw ™ + £ ]lo,x

< O(lu—uj ok +|p — P} v(T) — vn(T)| L3 (x)
+|f — thO,K)>
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2.1. FEstimation d’erreur a posteriori

oi C est une constante indépendante de h.

De plus, pour majorer le second terme du second indicateur d’erreur de discré-
tisation. Nous considérons I’équation (2.82) et nous prenons ¢, = 0 et ¢ = qx
avec :

(divuj ™)y sur K,

(2.278) K =
0 sur 2\ K.
D’ot, nous aurons :
(2.279) I (div g R] . < i o

Nous appliquons les inégalités de la Proposition 2.1.9 et nous aurons :
(2.280) hiclldiv ™ |15 ¢ < Collasello,xc[u — w,™ o x

ou Cy est une constante indépendante de h. D’aprés la premiére inégalité de la
Proposition 2.1.9, nous avons :

(2.281) i llo,x < Chrolldiv g™ {lo x,

ou (' est une constante indépendante de h. Nous obtenons alors la majoration du
second terme du second indicateur d’erreur de discrétisation :

(2.282) hclldivag ™ lo.x < Cllu— uj™ ok,

ot C' est une constante indépendante de h.

Par la suite, nous bornons le dernier terme du second indicateur d’erreur de discré-
tisation. Soit e une aréte ou une face intérieur, nous considérons ’équation (2.82)
et nous prenons q, = 0 et ¢ = ¢, avec :

Le(f, 1) sur K,

0sur 2\ K,

(2283) Ge =

ou K et K’ sont les éléments de 7, qui contiennent e. En utilisant l'inégalité de
Holder (Proposition 1.1.4), nous obtenons :

1 1 )
(2.284) ||of 11é 5. < 5[||d1VUZ+1||0KuK’||qe||0KuK'+||11 w0, kuk|gel 1, xuke -

Nous appliquons les inégalités de la Proposition 2.1.10 et nous aurons :

Cll

1
he |65, 1115 [h Chal|div uy™[|o.xur |5 1%elo.e

(2.285)

+Cusllu — w o kure 165, 1eloe] -
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2.2. Simulations numériques a posteriori

ou Cq1, (o et (i3 sont des constantes indépendantes de h. D’aprés la premiére
inégalité de la Proposition 2.1.9, nous avons :

(2.286) [Ph1%elloe < CurallPh 1 llo.es

ou (4 est une constante indépendante de h. Nous obtenons alors la majoration du
dernier terme du second indicateur d’erreur de discrétisation :

1 .
(2.287) he 167 1llo.e < Cllu — " lo ko,

ou C' est une constante indépendante de h. Nous répétons la méme démarche pour
e est une aréte ou face du bord.

O

Remarque 2.1.13. Dans la premiére et la troisiéme formulations variationnelles, nous
concluons 'optimalité en ajoutant des régularités supplémentaires sur la solution et en
imposant des conditions appelées des petites données.

2.2 Simulations numériques a posteriori

Dans cette partie, afin d’effectuer des simulations numériques, nous proposons un modéle
particulier de solutions exactes. Dans ce but, nous considérons le domaine rectangulaire
Q =0, 3[? et la solution exacte : (u,p,T) = (rot+,p,T), ot 9, p et T sont définis de la
maniére suivante :

(2.288) D, y) = e PP+,
T T
(2.289) p(z,y) = cos(gx) cos(gy)
et
(2.290) T(z,y) = 2(x — 3)%y2(y — 3)%e P +u-1?),

Nous prenons désormais o = 3, § = 5, v = 1 (pour la quatriéme formulation varia-
tionnelle), N = 30 et v(T)) = T + 1. Nous implémenterons les trois schémas itératifs
suivants

(V(Té)UZ“, Vi)2 — (PZH, divvy)e = (£, vp)o,

(qh, div 112+1>2 = O,

(VT VSy)e + /(uﬁl.VT,i“)(x)Sh(x) dx = (g,Sh)2,

\ Q
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2.2. Simulations numériques a posteriori

(Tt vi)a + (VP i) = (£, Vi),
(VQh, Z+1)2 :O,

(VT VSh)e + / (Wi VT (%) S (x) dx

Q

1 )
+2/Qd1vuz+1( x) T (%) Sh(x) dx = (g, Sh)a

et

;

(v (T’) i+l ,Vi)2 — (pﬁfl,div Vi)2, Vi)e + 7(d1vu ,divvy)e = (£, vy)e,

(qn, div uﬁfl)Q =0,

(VT VSy)e + /( LTI (x)SK(x) dx = (g, Sh)2

\ Q

qui correspondent repsectivement a la premiére, la troisiéme et la quatriéme formulations
variationnelles.

Nous définissons l'indicateur d’erreur de discrétisation global nZ(D) comme suit :
D D D 3
(2.291) n” = (D2 () + (1))
Ker,
(D) (D)

Ou 7y ;1 €t 1,5 sont données de la manieére suivante :

a) Pour la premiére formulation variationnelle :

(2:292) (nc)1)” = Wiclla AT =i VT - gald o+ Y hell[VT nlG,

e€OKNIY

et

(2.293)

(icna)? = Wil = Vit = (T + Bill3 g + B [rot(—o(Tiui™ + )3 «
+ Z hellps lellbe + D2 helll(=w(Tui + )bl
c€OKMTY, c€OKMTY
b) Pour la troisiéme formulation variationnelle :
(iean)? = WillaAT — i VT - —le W, T+ gnllox

(2.294) Z,
+ > h[VT 5,

e€OKNIY,
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2.2. Simulations numériques a posteriori

et
(2 295)

D 7 7 7
e))? = | = Vot = v(Tui™ + 82+ B div e R e+ > kel I3
eeaKﬂFl

c) Pour la quatriéme formulation variationnelle :

(2:296) (nc)1)” = Wiclla AT —wiP VT - guld o+ Y hell[VT nlG

eEBKﬂF”;'l
et
(2.297)
D 7 1 7 I3 I3
M)y)? = || = Vit — ydival™h) — v(Tuit + 412 5 + [|div a2
+ 3 hellgall..
eeaKﬂFz

. e o o L
De méme, nous définissons l'indicateur d’erreur de linéarisation 772-( )

(2.298) i = (3 (E)?)2,

comme suit :

avec

(200 2 = 57~ T
Nous introduisons le critére d’arrét classique suivant :
(2.300) M <1077

Par la suite, nous choisissons une approximation initiale arbitraire (7} = 0), et nous
introduisons l'algorithme itératif suivant : Pour ¢ = 0,

a) Connaissant T}

(a) nous résolvons le probléme pour caleuler (uj™, pitt T/,

(D) et 772 ) définis en (2.291) et (2.298) respectivement.

(b) nous calculons n;
b) Si l'erreur de linéarisation vérifie le critére d’arrét (2.300), nous arrétons la boucle
d’itération en ¢ et nous passons a l'étape (¢), sinon nous recommencons 1'étape (a)

avec 1 =1 + 1.
c) (a) Si r]l(D) est inférieur a une tolérence v fixée, nous arrétons 1’algorithme,
(b) sinon nous effectuons l'adaptation du maillage qui peut étre décrite comme
suit :
Sur un triangle K du maillage,

2 2
— sl 77%?2’1 + 77%322 est trés petite, nous déraffinons le maillage autour de K,

161



2.2. Simulations numériques a posteriori

2 2
— sl 77%,?,1 + 77&3272 est trés grande, nous raffinons le maillage autour de K.

Par la suite, nous repassons a 'étape (a) avec i =i + 1.

Nous nous intéressons a étudier 1’évolution de I'adaptation du maillage pour la premiére
(respectivement troisiéme et quatriéme) formulation variationnelle. Pour cela, nous com-
mengons avec le méme maillage initial (carré dont les arrétes sont divisés en 30 segments).
Dans la Figure 2.1, nous présentons ’évolution du maillage durant les itérations pour la
premiére formulation variationnelle. Nous remarquons que le maillage se concentre de
plus en plus dans la région ou la solution a besoin d’étre bien décrite. Le méme phé-
nomeéne se répéte dans la Figure 2.2 concernant la troisiéme formulation variationnelle.
Pour la quatriéme formulation variationnelle, nous avons la méme évolution du maillage.

Nous présentons dans la Figure 2.3 (respectivement Figure 2.4) une comparaison entre
la vitesse exacte et les vitesses numériques (respectivement la température exacte et les
températures numériques) correspondantes au dernier maillage des algorithmes associés
aux trois formulations variationnelles (dernier maillage des Figures 2.1 et 2.2).

Nous présentons dans la Figure 2.5 la comparaison entre les courbes d’erreur en fonction
du nombre de sommets en échelle logarithmique pour différentes 7. Nous remarquons
que pour n’importe valeur de 7, la courbe décroit et nous choisissons pour toute la suite
~v = 1. Nous présentons dans la Figure 2.6 les courbes d’erreur en fonction du nombre de
sommets en échelle logarithmique pour les différentes formulations variationnelles pour
a = 10, f = 50. Nous remarquons que la courbe associée a la troisiéme formulation va-
riationnelle donne une meilleure précision par rapport aux deux autres.

Nous présentons dans la Figure 2.7 les courbes relatives aux estimations d’erreur en fonc-
tion du nombre de sommets en échelle logarithmique pour les différentes formulations
variationnelles pour oo = 10, 5 = 50. La premiére courbe (rose) correspond a un maillage
uniforme avec N allant de 40 a 200 par pas de 40, alors que la seconde (bleue) correspond
a un maillage adaptatif avec le critére d’arrét classique (2.300). Nous remarquons qu’avec
un maillage adaptatif, 'erreur est beaucoup plus petite que celle avec un maillage uni-
forme d’ou 'efficacité de cette méthode.

Nous présentons dans les Tableaux 2.1 et 2.2 les estimations d’erreur en fonction du
temps pour les différentes formulations variationnelles pour o = 10, f = 50. Nous re-
marquons qu’avec un maillage adaptatif, pour une estimation d’erreur fixée, le temps est
beaucoup plus petit que celle avec un maillage uniforme d’ou 'efficacité de cette méthode.
Par exemple, dans le Tableau 2.2, un maillage uniforme de 139413 sommets donne une
erreur de 0.0405 avec un temps de calcul de 297.6 secondes tandis qu’avec 'algorithme
adaptatif, le maillage de 16345 sommets donne une erreur de 0.0331 avec un temps de
calcul de 36.4 secondes.
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FIGURE 2.1 — Evolution de ’adaptation du maillage pour la premiére formulation varia-
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Vec Value Vec Value

m0.4105

" m102637

(a) La vitesse numérique pour la premiére (b) La vitesse numérique pour la troisiéme
formulation variationnelle formulation variationnelle

Vec Value

Vec Value

(c) La vitesse numérique pour la quatriéme
formulation variationnelle (d) La vitesse exacte

FIGURE 2.3 — Comparaison des vitesses numériques correspondantes aux trois formula-
tions variationnelles avec la vitesse exacte.
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IsoValue IsoValue

W4.76643 W4.76685
W9.09962 m9.10041
9.96626 m9.96712
m10.8329 m10.8338
116995 11.7005
125662 125673
W13:4328 132
W12:2994 W14:3007
m151661 m151674
W16:0327 W16.0341
m16.8994 m16.9008

(a) La température numérique pour la pre- (b) La température numérique pour la troi-
miére formulation variationnelle siéme formulation variationnelle
IsoValue

IsoValue

(c) La température numeérique pour la qua-
triéme formulation variationnelle (d) La température exacte

FIGURE 2.4 — Comparaison des températures numériques correspondantes aux trois for-
mulations variationnelles avec la température exacte.
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FIGURE 2.5 — Comparaison entre les courbes d’erreur en échelle logarithmique des diffé-
rentes 7.
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FIGURE 2.6 — Courbe d’erreur en échelle logarithmique : comparaison entre la premiére,
la troisiéme et la quatriéme formulations variationnelles.
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-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Erreur
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3.2

(a) Premiére formulation variationnelle

T T T T T T T

Adapt

L L L L L L L

Uniform |

3.4 3.6 3.8 4 42 4.4 4.6
Nombre de sommets

-1.8 1 . .
4.8 3.2 3.4 3.6 3.8

4 4.2 4.4 4.6 4.8 5

Nombre de sommets

Erreur

1.4 I 1
3.2 3.4 3.6 3

.
.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5
Nombre de sommets

(¢) Quatriéme formulation variationnelle

(b) Troisiéme formulation variationnelle

FIGURE 2.7 — Courbe d’erreur en échelle logarithmique pour différentes formulations va-
riationnelles en fonction du nombre de sommets.
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Type

Maillage uniforme Maillage adaptive

Erreur | Temps (s) | Erreur | Temps (s)

1681 | 0.650347 | 1.84733 | 0.665495 1.9658
5591 | 0.368663 | 6.89125 | 0.242479 | 7.25125

é 8337 | 0.300814 | 11.0125 | 0.0811673 | 16.7318
g 14470 | 0.22876 22.318 ] 0.0517883 | 30.5471
<= 26480 | 0.169742 | 55.9189 | 0.0375766 | 59.809
jﬂ; 38286 | 0.141107 | 95.587 | 0.0289422 | 109.688
~ 43800 | 0.131679 | 113.015 | 0.0286815 | 166.129
50918 | 0.122336 | 149.778 | 0.0251285 | 236.458
58209 | 0.11423 | 157.845 | 0.0256931 | 298.579

TABLE 2.1 — Comparaison entre l'erreur et le temps de calcul entre le maillage uniforme
et le maillage adaptif pour la premiére formulation variationnelle.

Type

Maillage uniforme Maillage adaptive

Erreur | Temps (s) Erreur Temps (s)

1681 | 0.412416 | 2.51429 0.423838 2.10416
5593 | 0.212989 | 8.65219 0.143551 8.62951

é 8252 0.1752 12.6259 | 0.0526563 19.1315
g 16345 | 0.12086 26.7024 | 0.0331407 | 36.3826
< 32204 | 0.0854256 | 54.9968 | 0.0274092 | 72.6641
i;) 52637 | 0.0664096 | 95.197 0.0212261 132.033
= 82554 | 0.0528107 | 162.512 | 0.0198576 | 232.789
106855 | 0.0462852 | 213.838 | 0.0174972 | 331.263
139413 | 0.0405317 | 297.672 | 0.00749261 | 466.481

TABLE 2.2 — Comparaison entre I'erreur et le temps de calcul entre le maillage uniforme
et le maillage adaptif pour la troisiéme formulation variationnelle.
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Conclusions et perspectives

Au cours de cette thése, nous avons considéré le probléme stationnaire de Darcy couplé
avec 1’équation de la chaleur o la viscosité dépend de la température.

Tout d’abord, nous établissons deux formultions variationnelles continues associées au
probléme de Darcy ot nous les discrétisons en utilisant la méthode des éléments finis :
"Raviart-Thomas" et "mini-élémemts", par quatre formulations variationnelles discrétes.
Nous avons établi des estimations d’erreur a priori et a posteriori efficaces et nous avons
effectué des simulations numériques pour valider les résultats théoriques obtenus.

Par rapport a ’estimation d’erreur a posteriori, nous remarquons que la technique d’adap-
tation est efficace du fait que le maillage poursuit I’évolution de la solution. L’avantage
primordial de cette méthode par rapport a celle de I'estimation d’erreur a priori est le
gain en mémoire et en temps.

Pour la continuité de ce travail, nous pouvons étudier le probléme de Darcy couplé avec
I’équation de la chaleur ou le second membre dépend également de la température. De
méme, nous pouvons discuter le probléme instationnaire de Darcy ou celui de Darcy-Stokes
couplé avec I’équation de la chaleur.
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Résumé

Dans cette thése, nous étudions I’équation de la chaleur couplée avec la loi de Darcy
a travers de la viscosité non-linéaire qui dépend de la température pour les dimensions
d = 2,3 (Hooman et Gurgenci [24] ou Rashad [33]). Nous analysons ce probléme en intro-
duisant la formulation variationnelle équivalente et en la réduisant a une simple équation
de diffusion-convection pour la température ou la vitesse dépend implicitement de la tem-
pérature.

Nous démontrons I'existence de la solution sans la restriction sur les données par la mé-
thode de Galerkin et du point fixe de Brouwer. L’unicité globale est établie une fois la
solution est légerement réguliere et les données se restreignent convenablement. Nous in-
troduisons aussi une formulation variationnelle alternative équivalente. Toutes les deux
formulations variationnelles sont discrétisées par quatre schémas d’éléments finis pour un
domaine polygonal ou polyédrique. Nous dérivons l’existence, 1'unicité conditionnée, la
convergence et I'estimation d’erreur a priori optimale pour les solutions des trois schémas.
Par la suite, ces schémas sont linéarisés par des algorithmes d’approximation successifs et
convergentes. Nous présentons quelques expériences numériques pour un probléme modéle
qui confirme les résultats théoriques de convergence développées dans ce travail. L’estima-
tion d’erreur a posterior: est établie avec deux types d’indicateurs d’erreur de linéarisation
et de discrétisation. Enfin, nous montrons des résultats numériques de validation.

Mots-clés. Equation de Darcy ; Equation de la chaleur ; Probléme non-linéaire ; Méthode

de Stampacchia; Méthode d’éléments finis; "Mini-élément" ; Elémemt fini de Raviart-
Thomas ; Estimation d’erreur a priori; Estimation d’erreur a posteriorsi.
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Abstract

In this thesis, we study the heat equation coupled with Darcy’s law by a nonlinear visco-
sity depending on the temperature in dimension d = 2,3 (Hooman and Gurgenci [24] or
Rashad [33]). We analyse this problem by setting it in an equivalent variational formu-
lation and reducing it to an diffusion-convection equation for the temperature where the
velocity depends implicitly on the temperature.

Existence of a solution is derived without restriction on the data by Galerkin’s method
and Brouwer’s Fixed Point. Global uniqueness is established when the solution is slightly
smoother and the data are suitably restricted. We also introduce an alternative equiva-
lent variational formulation. Both variational formulations are discretized by four finite
element schemes in a polygonal or polyhedral domain. We derive existence, conditional
uniqueness, convergence, and optimal a priori error estimates for the solutions of the three
schemes. Next, these schemes are linearized by suitable convergent successive approxima-
tion algorithms. We present some numerical experiments for a model problem that confirm
the theoretical rates of convergence developed in this work. A posteriori error estimates
are established with two types of errors indicators related to the linearisation and discre-
tization. Finally, we show numerical results of validation.

Keywords. Darcy’s equation; Heat equation; problem ; Stampacchia’s me-
thod ; Finite element method ; "Mini-element" ; Raviart-Thomas finite element ; A prior:
error estimates; A posteriori error estimates.
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