Table des matiéres

1 Définitions et résultats préliminaires
1.1 Interpolation polynomiale . . . .. .. ... ... ... ...
1.1.1 Probleme d’interpolation . . . . . . . ... ... ...
1.1.2 Méthode de Lagrange (1736-1813) . . . . . . . . . ..
1.1.3 Méthode d’Hermite (1822-1901) . . . . . .. ... ..
1.1.4 Méthode de Newton (1642-1727) . . ... ... ...
1.2 Polynomes généralisés de Laguerre . . . . . ... ... ...
1.3 Polynomes généralisés de Jacobi . . . . . . . ... ... ...
1.4 Espaces de Sobolev . . . . . . . ... ... ...
1.5 Meilleure approximation hilbertienne . . . . . . . . ... ..
1.6 Rappels sur quelques matrices . . . . . . . .. ... ... ..
1.6.1 Matrices définies positives symétriques . . . . . . . .
1.6.2 Matrice non-singuliere . . . . . . ... ... ... ..
1.6.3 Mineur d’'une matrice . . . . . ... ... ... ...
1.6.4 Matricede Gram . . . . ... ... ... ... .. ..
1.7 Orthogonalié de Sobolev . . . . . . . ... ... ... ....
1.8 Formes bilinéaires et sésquilinéaires- Produit Hermetien . . .
1.8.1 Orthogonalité . . . . . . ... ... ... ... ....

1.8.2 Théoreme de projection orthogonale . . . . . . . . ..

2 La forme discréte-continue de Sobolev

© oo N o o O

13
15
15
16
17
17
17
17
18
19
21
23
23

29



2.1 Théoreme . . . . . . . . . 30

2.2 Théoreme . . . . . . . ... .. 32
Exemples 34
3.1 CasdelLaguerre . . . . . . ... ... ... ... .. ... 34
3.2 CasdelJacobi . . . ... ... 35
Polynomes orthogonaux de Sobolev et interpolation 37
4.1 Théoreme . . . . . . . . ... 37
4.2 Théoreme . . . . . . . . ... 40
Polynémes orthogonaux de Sobolev et approximation 42
5.1 Théoreme . . . . . . . ... 43
5.2 Théoreme . . . . . . . ... ... 44

Rapport- gratuit.com i‘}%
LE NUMERO 1 MONDIAL DU MEMOIRES



Introduction

Durant quelques années passées, les polynémes orthogonaux par rapport
a un produit scalaire comportant des dérivées (appelés aussi polynomes or-
thogonaux de Sobolev) ont été I'objet de nombreuses intéressantes études.
Relations de récurrence, asymptotiques, algébriques, propriétés de différen-
tiation et zéros de plusieurs familles de polyndémes ont été étudiés. Dans cet
article nous étudions une connéction entre le cas particulier des problémes
de polynomes orthogonaux non standards et des problemes standards dans

la théorie de l'interpolation et de I’approximation.

Dans la deuxiéme section, nous donnons une déscription des polynémes

{Qn}» qui sont orthogonaux par rapport a la forme bilinéaire :

(11) (f> g)S = (f(cl))? f(cl)v aS) f(CN—l))A : + <u7 f(N)g(N)>

g(en-1)
ou u est une fonction linéaire réguliere sur 1’éspace linéaire P des polynomes
réels,cq, 1, ..., cy_1 sont des nombres réels distincts, N est un nombre en-
tier positif et A une matrice carrée d’ordre N, réelle telleque toutes ses
sousmatrices principales sont non singulieres. Soit { P, }, les polynomes or-
thogonaux unitaires. Si n > N, nous avons :Q,(¢;) =0, =0,1,--- /N — 1,
et Q,N) (x) = (n_"iiv)!Pn_N(:v), ot {Q, V=)' sont orthogonaux par rapport a

la partie discrete de la forme bilinéaire (1.1).

Dans la troisieme partie, nous donnons quelques exemples de suites de
polynomes orthogonaux unitaires qui sont orthogonaux par rapport a la
forme bilinéaire(1.1), en utilisant les fonctions linéaires de Laguerre et de

Jacobi.



Dans la quatriéme partie, nous verrons que le MOPS (Monic Orthogo-
nals Polynomials Sequences : suites de polynémes unitaires orthogonaux)
par rapport a (1.1) peut étre exprimé comme 'erreur d’interpolation de la
N—iéme primitive de {P,_n}n>n, ou {P,}, est le MOPS associé avec la

fonction linéaire réguliere u.

La derniere partie de cet article est consacrée pour établir la relation
entre le genre d’orthogonalité discret-continu de Sobolev et un probléme
d’interpolation et d’approximation simultané, dans le cas ou (1.1) est un

produit scalaire.



Chapitre 1

Définitions et résultats

préliminaires

1.1 Interpolation polynémiale

1.1.1 Probléeme d’interpolation

Soit f : [a,b] — R une fonction a valeurs réelles, on considére des points
distints g, x1, ..., 2, de [a,b]. Un polynéme P, de degré < n avec des coef-

ficients réels est appelé polynome d’interpolation de f si
P,(z;) = f(z;) i=0,1,...,n
On pose f(x;) =y;, i =0,1,..,n
Les coefficients a;, ¢ =0, 1, ...,n des polynémes P,(x) vérifient :

Zaixé =y;, 7=0,1,...,n& Pn(xj) =Yj
i=0



Sous forme matricielle :

2
1 zy x5 ... i ag Yo
1 x% ooy ai Y1
= S Ma=y
1 2 n
Ty Ty .. X an Yn
—— ——
M a y

La matrice M est appelée matrice de Vandermonde et on a :

det M = ﬁ ﬁ (i — xj)

i=0 j=i+1

Comme les x; sont distincts, det M # 0

Donc le probleme d’interpolation possede une solution unique. L’inversion
de la matrice de Vandermonde n’est pas pratique. On va utiliser d’autres

méthodes pratiques.

1.1.2 Méthode de Lagrange (1736-1813)

La méthode de Lagrange consiste a trouver des polynomes de base [; de

P, : ev des polyndémes de degré < n, tel que

1 sii=j

! 0 siij

Les polynémes d’interpolation de Lagrange s’écrit sous la forme :

et on aura alors : P(z;) =y,

Sous forme explicite, on trouve




les I;(z) ont les polynémes d’interpolation de Lagrange qui forment un

de 'ev P,,.

Exemple :

n=2,x0:0,x1 = §,$2=1

P(LL’):?)(QS—%) (x —1)yo+ (—%)x(m—l)yl-l—%x

-~

lo I ‘
Remarque : base duale \
Soit V' une ev de dimension (n + 1) et ° n les formes linéaires

indépendantes sur V. Alors il existe une

ase wo, Wi, ..., w, de V dite

base duale des ¢; tel que

a base duale w; = [;.

de d’Hermite (1822-1901)

aniere générale, on parle d’interpolation d’Hermite quand l'in-

ne porte pas seulement qur les valeurs de la fonction mais aussi



sur les valeurs des dérivées. On calcule le polynéme P; de degré 3 tel que

ol Yo, Y1, Yo, ¥ sont donnés

P est défini sur I'intervalle [0, 1].

En suivant le principe de la base duale, on a donc les 4 formes linéaires

définies par

wo(Ps) = P3(0)
eilfy) = B() pour tout P3 € P
wa(P3) = P3(0)
ws(Ps) = P3(1)
On trouve : wp(z) = (1 —x)*(1+ 2x)

wi(z) =23 —2x)

wo(z) = (1—2)%x

wi(r) =2*(1—1x)

wo(x), wq (), we(x), ws(x) sont les polyndmes cubiques dinterpolation d’Her-
mite qui constituent une base de I'ev Ps.

Le polynéme cherché est donc

P3(x) = yowo () 4+ yrwi (z2) + yowa(z) + yjws(x)

1.1.4 Méthode de Newton (1642-1727)

La Méthode de Newton est basée sur la notion de différences divisées
(dd) d’une fonction & une variable réelle . La dd d’ordre 1 de f relativement

a deux abscisses « et [ distincts est donnée par



Si 'on a des abscisses (;),7 =0, 1,...,n toutes distintes, on pourra donc
définir les différences divisées d’ordre 1 suivantes :

fz1) = f(wo)

flwo, 1] =
1 — X

f(xn) - f(xn—l)

Tp — Tp—1

f[l’n,l'nfl] =

On forme ensuite les dd d’ordre 2 basées sur 3 abscisses distinctes de la

forme :
f[xO,Il,IQ] = f[xl,f[‘g] B f[x(),l'l]
To — Xo
f 1, o, 3] _ flza, x3] — flxy, 23]
T3 — I

f[xn—lu In] - f[xn—Qu In—l]

Lp — Tn—2

f [xn727xn717xn] -
Si on remplace les dd d’ordre 1 par leurs expressions, on obtient :

f(xo) n f(x1) n f(x2)

Ty — 901)(% - 1’2) (351 - xo)(xl - 352) (332 - 950)(352 - xl)

f[$0,3317$2] = (

Ainsi la dd d’ordre 2 est une combinaison linéaire des valeurs de f aux 3
abscisses concernées. D’une maniere générale, on passe des dd d’ordre n — 1
basée sur n points aux dd d’ordre n basées sur n + 1 points par la formule

suivante :

Si A représente un ensemble de n— 1 abscisses distinctes et si «, § sont deux
abscisses distinctes non contenues dans A, alors la dd d’ordre n de f basée
sur les n + 1 abscisses A U {a, 3} s’obtient par la formule :

f[Aa a] _f[A>ﬁ]
a—

flA 0] =

10



Dans la pratique, pour calculer les dd, on adopte le schéma suivant :

Yo = f(xo) = flwo]

\
flzo, 1]
/ \
Y1 = f(21) = flzi] flwo, 1, 2]
\ /
flz, 2o
/ N
Yo = f(22) = fl2] flwr, @2, 5
N\ /
flw2, @3]
/

Yy = f(xs) = [flzs]
D’une maniere générale, la dd de f d’ordre n basée sur les points xg, x1, ..., T,

est donnée par

f[x()amlv wxn] =

Cette formule s’appelle identité de Newton.

Dans cette formule, on voit clairement que la dd ne dépend pas de 'ordre
des abscisses mais seulement de I’ensemble des points {xg, z1,...,x,}. Si f
admet une dérivée n-ieme continue alors 3¢ € [a, b] ou [a, b] est le plus petit

intervalle contenant les points xg, z1, ..., x, tels que la dd de f est

f(n)

n!

(&)

f[anxb 73371]

11



Il en résulte que si P € P,_; alors la dd d’ordre n de P est égale a 0 c’est-a

dire : Plxg,x1, ..., T, = 0.

Exemple
Plx)==z
P[xo’ xl’J:Q] - (Jfo—mg)gglo—w) ™ (xl—xog)c(lxl—wz) - (502—960";?502—%) =0

Formule de Newton

a) a Pordre 0

Considérons la dd d’ordre 1 basée sur les points zg,z. On a :

fz) = flxo)

r — X

f[x(b l‘] =

et on peut écrire f(x) = f(zo) = f(xo) + (x — xo) f|x0, 2]

b) a Pordre 1
Considérons la dd d’ordre 2 basée sur zg, x1,x

flz1, 2] = flwo, 7]

r — X9

f[x07x1’x] =

f(x) = f(x0) + (x — x0) f0, 2] + (T — T0) (2 — 21) f[T0, 71]

reste

Remarque

On voit que I'on a exprimé f sous la forme d’une somme d’un polynéme
de degré 1 et d’un reste.
Dans le cas ou f est un polynéme de degré 1, le reste disparait car
flzo, 2] =0
P(x) = P(xo) + (2 — m0) Plao, 1]

12



Supposons que 'on cherche le polynéme de degré 1 qui interpole f en z( et

x1 i.e. P(xg) = f(xo) et P(z1) = f(z1). On aura donc auusi
Plzg, x1] = f[xo, 7]

Par conséquent, P(z) = f(zo) + (z — o) f[zo, z1]. C’est le polynéme dinter-
polation de f d’ordre 1.

Un polynéme P de degré 1 qui interpole f aus points xg, xz; sous forme de

Lagrange est

Ple) = CT i) 4 WD)y

To — X1 1 — Zo

et sous forme de Newton

fz1) = f(wo)

P(z) = P(zo) + (z — x0) p—

En continuant la construction précédente, on obtient la formule de Newton

a l'ordre n

Py(x) = f(xo) + (x — x0) flxo, x1]) + (x — z0)(x — 21) f[20, X1, T2] + ..
+Ha — o)z — 1) (2 — Tp1) flTos ooy T

+(x — xg)...(x — x,) flzo, vy Ty, ]

Donc si f est un polynéome de degré n, on a l'identité :
P,(x) = Py(x0) + (x — xo) Py[xo, x1] + ... + (x — x0)...(x — 1) Pp[0, ..., 1]
Ainsi le polynéme P, qui interpole f aux points g, x1, ..., x, est donné par

P,(x) = f(xo) + (x — x0) f[xo, 1] + (x — zo)(x — 1) flx0, 1, T2] + ...

+Hax — o) (x — 1) (¥ — Tp1) o, s T
1.2 Polynomes généralisés de Laguerre

Pour tout n € N | les polynomes généralisés de Laguerre sont définis

par :

13



L@, ( f:

', n>0
— ]l o
=0 n—j
a
avec désignant le coefficient généralisé
k
a - (a —k —+ 1)k
. k!

et (b)x est le symbole de Pochhammer definie par :
(b)o =1,(0), =b(b+1)...(b6+n—1), beR, n>0.

Dans ce chemin , pour o € R | la famille de polynémes généralisés de
Laguerre est une base pour I’éspace linéaire de polyndémes réels P.

Dans le lemme suivant, on donne quelques propriétés éssentielles des poly-
nomes généralisés de Laguerre. Les trois premieres propriétés sont obtenues

et peuvent étre déduites a partir de I’éxpréssion éxplicite de ces polynomes.

Lemme

Soient « € R, £ > 0 ,n > 1 un nombre entier.Alors

1. (Relation de récurrence )
L @) =0, L (z) =1
L) (@) = Lih(2) + BV L (@) + 9 L ()

o B =2n+a+1,9 =n(n+a)
2. (L (x)) =L (@)

3. L) (x) = LD () + nLi ) (2)
k

1 L@ =Y (- (2 (@)

=0
Pour @ > —1 , ces polynémes sont les polynomes classiques de Laguerre qui

sont associés avec une fonction linéaire définie positive.

14



1.3 Polynémes généralisés de Jacobi

En mathématiques, les polynémes de Jacobi sont une classe de poly-
némes orthoguonaux.

Pour un nombre réel x, les polynémes généralisés de Jacobi sont définis par :

e =3 [T (=) (=) nz0

2 2
m=0 m n—m

Dans le cas particulier ou les quatre quantités n,n + a,n+ et n+a+ (8
sont des nombres entiers positifs , le polynéme de Jacobi peut écrit sous la
forme :

p, (@9 (z) =

() (n+ B S [ml(n + a — m(B + m)!(n — m)!]l( = ) ( sl )

La somme s’étend sur m sur toute les valeurs entieres pour lesquelles les

arguments des factorielles sont positives.

1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des epaces fonctionnels. Plus précisement

, . . .
, ¢’est un espace vectoriel de fonctions muni de la norme obtenue par la
combinaison de la norme LPmuni de la norme de la fonction elle-méme ainsi
que de ses dérivées jusqu'a un certain ordre. Les dérivées sont comprises
dans un sens faible,au sens des distributions afin de rendre ’espace complet.
Les espaces de Sobolev sont donc des espaces de Banach. Intuitivement, un
espace de Banach ou un espace de Hilbert de fonction pouvant étre dérivées
suffisament de fois et muni d’une norme qui mesure a la fois la taille et
la régularité de la fonction. Les espaces de Sobolev doivent leur nom au

mathématicien russe Sergei Lvovich Sobolev.

15



Définition
Soit € C R™ un ouvert quelconque , p un réel et m un entir naturel

positif.On définit I'espace de Sobolev W™P(Q) par :

wmr(Q) ={f € LP(Q); D*f € LP(Q)}

ou « est un multi-indice telque 0 < |a] < m , D* est une dérivée partielle
de f.
Dans le cas p = 2, les espaces de Sobolev ont un intérétparticulier car dans

ce cas ce sont des espaces de Hilbert.

1.5 Meilleure approximation hilbertienne

On cherche un polynome qui est le "plus proche" de f au sens d’'une cer-
taine norme |[.||, , x étant un espace vectoriel normé de fonctions, contenant
les polynoémes. Pour f € x , on appellle meilleure approximation polyno-

miale de f dans P, ,un polynéme p, € P, vérifiant :

1f = pallx = infoer. ||f — allx

La quantité qienpfn ||f — ql]y est appelée erreur de la meilleure approximation
de f dans P, ,au sens de la norme ||.|, .

Soit I =l]a,b[ , x = L*(I) ensemble des fonctions mesurables, définies sur [
et tellesque [, | f(z)|*dx < oo.

L?(I) est muni du produit scalaire et de la norme :

(f.9) =[5 fOg)dt, || £l = \/(f, )

Par transformation affine, on peut toujours ramener l'intervalle I a 'in-
tervalle | — 1,1[. La structure hilbertienne de 'espace xy = L*(I) permet
détendre a cet espace ,de dimension infinie, des concepts habituels en di-

mension finie : base, projection orthogonale,. . ..

16



1.6 Rappels sur quelques matrices

1.6.1 Matrices définies positives symétriques
Définition

Une matrice réelle A n x n est dite définie positive symétrique si :
(1) A est symétrique, c’est-a-dire AT = A

(2) XTAX > 0 pour tout vecteurs X # 0

Propriétés

Soit A une matrice définie positive symétrique. Alors
— toutes ses valeurs propres sont positives
— son déterminant est positive
— elle est non singuliere
Si A et B sont deux matrices définies positives, alors A + B 'est aussi. La

matrice inverse d'une matrice définie positive est aussi définie positive.

1.6.2 Matrice non-singuliere

Une matrice non-singuliere est une matrice carrée qui admet un inverse
c’est-a-dire une matrice carrée est non-singuliere si et seulement si son dé-
terminant est non nul. Une matrice non-singuliere est appelée quelque fois

une matrice réguliere.

1.6.3 Mineur d’une matrice

Dans l'algebre linéaire, un mineur d’une matrice A est le déterminant de
quelque plus petite matrice carrée, couper vers le bas de A en enlevant une
ou plusieurs de ses lignes et colonnes. Les mineurs obtenus juste une ligne

et une colonne de la matrice carrée sont exigés pour calculer les matrices

17



cofacteurs, ce sont les premiers mineurs, lesquels a leur tour sont utiles pour

calculer le déterminant et 'inverse des matrices carrées.

Soit A une matrice m x n et k un entier 0 < k < m, et £k < n. Un
mineur d’ordre k£ x k£ de A est le déterminant d’une matrice k£ X k obtenue

par A par suppression des m — k lignes et n — k colonnes. Le mineur (4, j)

M;; d'une matrice carrée A n x n est définie comme le déterminant de la
matrice (n — 1) x (n — 1) formé en supprimant dans A son i-ieme ligne et

j-ieme colonne.

Un mineur sui est formé en suppression d’une seule ligne et une seule

colonne d’une matrice carrée A est appelé le premier mineur.

Nous allons utiliser la notation suivante pour les mineurs :

Si A est une matrice m x n, I est un sous-ensemble de {1,...,m} avec k
éléments et J est sous-ensemble de {1,...,n} avec k éléments, alors nous
écrivons [A];; pour les mineurs k x k de A qui correspond aux lignes dans
I et colonnes dans J.

— Si I =J, [A];; est appelé "mineur principal"

— Si la matrice qui correspond & un mineur principal est une partie
supérieure a gauche quadratique (2"¢ degré) de la plus grande matrice
(c’est-a~dire, il consiste les éléments de la matrice dans les lignes et
colonnes de 1 a k), alors le mineur principal est appelé un mineur
principal directeur. Pour une matrice carrée n x n, il existe n mineurs

principaux directeurs.

1.6.4 Matrice de Gram

En géométrie euclidienne ou hilbertienne, le déterminant de Gram per-
met de calculer des volumes et de tester I'indépendance linéaire d’une famille
de vecteurs. Il associe des calculs de produits scalaires et d’'un déterminant.

Son nom est un hommage au mathématicien danois Jorgon Pedersen Gram

18



Définition

Soit ' un espace préhilbertien réel. Si zq, ..., x, sont n vecteurs de F,
la matrice de Gram associée est la matrice symétrique de terme générale :
(@i, Tj )1<ij<n

((.,.) est le produit scalaire dans F)

Propriétés

Soit B une base orthonormale de l'espace engendré par les x; : elle
contient d < n vecteurs. Soit X la matrice représentatrice du systeme de
vecteurs z; dans B. C’est une matrice de taille n x d, donc chaque colonne
contient les composantes d'un des vecteurs z;. La matrice de Gram n’est

autre que X7 X.

Etant donné un ensemble V' de n-vecteurs (points dans R"), la matrice
de Gram G est la matrice de tout produit intérieur possible de V', c’est-a-
dire :

G = (9ij)ij = (Vi'V})i

1.7 Orthogonalié de Sobolev

Pour toute forme bilinéaire symétrique ¢(.,.) définie sur P x P, nous
appelons la suite double {¢p, , == ¢(z™,2")} > _ le moment de ¢ et nous

disons que ¢ est quasi-définie(resp.définie positive)si

_ ¢0,0 QbO,l ¢0,n ]
(1) An(e) = det ¢T’“ P Ol e N
L ¢n,0 (bn,l ¢n,n ]

19



(resp.A,(¢) > 0,n € Ny) ou Ny ={0,1,2,...}.

Lemme 1

Une forme bilinéaire symétrique ¢(., .) sur PxP est quasi-définie (resp.définie
positive)si et seulement si il éxiste une suite de polynomes {@,,}5°, et des

constantes réelles K,, # 0 (resp.K,, > 0),n € Ny,telles que :

(2)  O(Qum,Qn) = Knbn, m,n € Ny.

Preuve :
Supposons que ¢(.,.) est quasi-définie.Définissons une suite de polynomes

par :

Qo(fL‘) = 1

(b0,0 (bO,l e (bO,n

(3) Oul) = (Au(6))Mdet | 0 Pt o Fnoi

neN,N={1,2..}

Alors {Q,}52, est une suite de polynémes unitaires et nous avons (2) avec
An

K, = 2219 A (g) = 1.

Inversement,supposons que {Q,}>, vérifie (2),{Q,}5°, est unige si nous

n
supposons que chaque Q,(z) est unitaire. En écrivant Q,(z) = ) _ Crak,
k=0

nous voyons que la condition d’orthogonalité(2) donne pour j = O,_l, 2, ...

(4) ki@,kc" = 3o 1) = B(a, Qula))

k=o0

= 0(Q;(x), Qn(2)) = Kndji

Des que les équations (4) ont une solution unique, non triviale, nous devons

avoir A, (¢) # 0 pour tout n € Ny.Finallement,on a (K, > 0,n € Ny) si et
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seulement si (A, _1(¢) > 0,n € Ny).

Nous appelons une suite de polynémes {Q,, }5°, associée avec la forme bili-
néaire ¢(., .) dans le Lemmel une suite de polynémes de Sobolev-Tchebycheff
relatif & ¢ (STPS).

Si la forme bilinéaire ¢(.,.) est définie-positive,alors nous référons {Q,,}°°,

comme suite de polynémes orthogonaux de Sobolev relatif & ¢ (SOPS).

1.8 Formes bilinéaires et sésquilinéaires- Pro-
duit Hermetien

Dans cette section, E est un K|[zy,...,x,]-espace vectoriel quelconque

de dimension pas nécessairement finie.

Définition
— (Formes sésquilinéaires.) Soit £ un K[z1,...,z,]-ev (K =R ou C).
Une application ¢ : (x,y) — ¢(z,y) de E x E dans K est une forme
sésquilinéaire si :
V(A7 ,LL) € ]K27 ¢(AI1 + Hnra, y) = )\Qb(l’l, y) + N¢(5C2> y)
V(Av M) € ]K2> ¢($ + )\yl + HyZ) = X¢(£L’, yl) + ﬁ¢($, 92)

Cette définition est donnée dans le cas le plus général(K = C).

Lorsque K = R, la deuxieme relation devient :

V(A 1) € K2, b + Ayn + pyz) = Ap(, 1) + p(, yo)
L’application est alors dite "bilinéaire".
— (Produit hermetien.) Soit £ un K’ev (K = R ou C). Une appli-

cation ¢ : (z,y) — ¢(z,y) de E x E dans K définit un produit

hermetien (si K = C) ou produit scalaire (si K = R), si :
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—_

. ¢ est sésquilinéaire

N

¢ est symétrique : ¢(z,y) = o(z,y)
3. ¢ estpositive : ¢(z,y) = 0
4. ¢ est définie : ¢p(z,y) =0=2=0
Ici @ désigne le complexe conjugué de p. Le produit hermetien est

défini par des propriétés algébriques mais on peut donner immédiate-

ment un cadre analytique grace a la proposition suivante :

Proposition

Soit £ un K-ev muni d’un produit hermetien ¢. L’application N :
dx E — R définie par N(z) = \/m est une norme appelée
"'norme hilbertienne" (euclidienne dans le cas ot K = R). Désormais,
on note (x,y)g = ¢(x,y) (ou (z,y) ’il n’y a pas d’ambiguité) et ||z||g

(ou ||z||) la norme qui en est issue.

— (Espace de Hilbert.) Un espace muni d’'un produit hermetien est
préhilbertien. Si de plus, il est complet pour la norme ||z|| = /(z, x),
c’est un espace de Hilbert.

Remarque

On prendra toujours implicitement IK = C. Si E est un R-ev, les définitions

sont les mémes. Il faut seulement prendre en compte le fait que si A € R

alors A = \.
Exemples

1. R est un Hilbert avec (z,y) = zy et ||z|| = |z|

N 2
2. R est un Hilbert avec (x,y) szyl et ||z|| = (Z mf)

1

@

3. CV est un Hilbert avec (z,y) szyl et ||z|| = (Z |xz|2>
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1.8.1 Orthogonalité
Définition

Soit E préhilbertien. On dit que x et y sont orthogonaux (noté x_Ly) si

(z,y) =0.
Soit F' un sous-ensemble de E. L’orthogonal de F' est

F'={y € E/(x,y) =0,Yz € E}
Un ensemble dénombrable B = {¢,,,n € N} est orthogonal si
(¢n, pr) = 0 pour tout n et tout k #n

L’ensemble B est orthonormé si :

1 sik=n
(Sonu @k) = (5n,k == )
0 sinon

1.8.2 Théoreme de projection orthogonale

* Théoréme (Projection orthogonale sur un espace vectoriel fermé)
Soit H un espace de Hilbert (de norme ||.||g), V' un sous-espace fermé de
H et f € H. 1l existe un unique élément f € V appelé projeté de f sur V,
vérifiant :

17 =l = g 17 — gl
De plus, une condition nécessaire et suffisante pour que f soit le projeté de

fsur V est :

Vge V. (g, f—flu=0

ou (.,.)y désigne le produit hermetien de H associé a la norme ||.||g.

Démonstration

Comme ||f — g||g est minoré sur V, I'infinimum existe, on peut trouver une
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suite minimisant f,, € V telle que :
déf .
f = fully — d= it [|f = glln
geVv
Montrons que la suite ( f,,) est de Cauchy : pour cela, on applique le théoréme
de la médiane.
Théoreme de la médiane

Soit E un espace préhilbertien muni du produit (., .) et de la norme associée

||.]|. Si 2,y et z sont des éléments de E, on a I'identité suivante :

v+ y\|?
2 (== 52|+ lle = oil® = 20lle =l + 11z = 9l

Prenons donc z = f,,,y = fyet z = f

(5]

o = Lol B = 2[I1F = Lol By +11F = full]

H
c’est a dire
Jo+ ]
U Sl =2 [11F = £+ 11F = Fully] - Hf— :
H
r fn;—fp € V est par conséquent :

ot ol

< d?
H

et

On obtient

1o = Foll3 < 2[1F = £l +11f = ful 3] — 42

Or lirjp f— follg =det liril |f — fullz = d. Cela permet de conclure
p—T0o0 n—+o00

que la suite (f,,) est de Cauchy.

Car H est un espace de Hilbert, il est complet donc la suite (f,) converge
vers une limite f . L’espace V' étant fermé, cette limite est dans V. Enfin, il

est claire que :

d= tim |If = lla = 1 = Fll
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Nous avons donc I'existence d'un projeté de f sur V. L'unicité provient
encore du théoreme de la médiane : supposons qu’il y ait deux éléments
de V, f et ¢ qui réalise I'infinimum. L’égalité de la médiane appliquée a

z=f,x= f et y = g donne comme précédemment :
1F = gll <2 [IIf = FIl% +11f = §ll] - 4d* <0
On en conclut que f =g.

Montrons maintenant la condition :

VgeV, (g, f—f)=0 (*)

On appelle fle projeté de f sur V.
Soit g € V(g # 0). On peut supposer ||g||z = 1 puisque

« 9 *
glle ) g
Nous avons par définition de f (avec K = R ou C)
v e K, |If = fll < IIf = F = aglly
En développant, on a :
Va € K,0 < |af® — 2Re @(f — f,9)n)
En prenant oo = (f — ﬁ 98

Va € K,0 < |af? — 3|a* = —|af?

Donc a = 0.

Réciproquement : Supposons que (x) a lieu :
1f =gl =11 = T+ =glliy = lf = FIE+ I =gl +2Re (f = F. [~ 9)
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or f—geVdone (x) = Re(f—f,f—g)=0

Finallement, ||f — gll% = |[f = flI% + I1f — gl = |If = fll%
et I'égalité a lieu si g = f
Tout élément f € H admet donc un unique projeté f* € V vérifiant
— ]y = inf || f —
1S = M = mE 1] =gl
Ce projeté est caractérisé par : Vg € V, (f — f*,g) = 0, c’est-a-dire,
f— f* € V2 Cest pour cela qu'on dit que c’est le projeté orthonormal.

L’application II: H —— V est une projection orthogonale.
[ I
* Cas ou V est un espace de dimension finie

Supposons que V' est un sous-espace de dimension finie N de H, de base

(@1, ..., oN). Soit f* le projeté orthogonal de f € H sur V', on peut écrire :
N
fr= Z Aipi
i=1
Comme f — f* € V1, on obtient (f — f*, ;) = 0 Vi, et donc

(f, i) = (" i) Vi
c’est-a-dire
N
Vi=1,..,N (Z >\j§0j) = ([, ¢1)
j=1
On désigne par G la matrice N x N (a coefficients complexes) de terme

général g; ; = (i, ;). Il s’agit de la matrice de Gram.

On peut donc déterminer («;);—;,. n en résolvant le systeme linéaire

)\1 (fvgpl)
GA=F on A=| : F= :

)\N (f7 SON)
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Si la base est orthogonale, G est diagonale.

Théoréme

Si la famille (¢;)1<i<n est libre, la matrice de Gram est hermitienne (c’est-

a-dire G = G') définie positive.
Preuve
La matrice de Gram est hermitienne car le produit hermitien est symétrique

et donc g;; = G ;.

Montrons qu’elle est définie positive.

Soit X = (xy, ... a:n) € CN et calculons (X, GX)gn

(X.GX)ev =3 {@X): sz<N )

i=1 i=1 k=1

. 6Xe zqg%m )

—vaz (Z Prs i) )

2

= Z Z; Z(Tkwk, ©i)H
k=1

=1
N N
= (Z TkPk; Z%%)
k=1 i=1 H

N
Posons xy = Z TPk, on en déduit que
k=1

(X,GX)ev = (X, \)u = |IxI|H

Par conséquent (X,GX)gy = 0 et la matrice G est positive. De plus si
(X,GX)ev = 0 alors ||x||3; = 0 et donc x = 0 car la famille (¢;)1<i<n
est libre. Cela entraine que X = 0 et la matrcie G est définie (et donc en

particulier inversible).
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Dans le cas ou la base (¢;)1<i<n est orthogonale, on obtient

A = (f, i)
(i, i)
donc Y (fo
* ) Pi
= Llee) ®
et Ci(f) = ((Z:ZZ)) est appelé coefficient de Fourier relativement a la base
(i<

Rapport- gratuit.com @

LE NUMERO 1 MONDIAL DU MEMOIRES

28



Chapitre 2

La forme discrete-continue de

Sobolev

Soit P I'éspace linéaire des polyndémes réels,u une fonction linéaire régu-
liere sur P, et A une matrice réelle,symétrique et quasi-définie, c’est une ma-

trice dont touts ses mineurs principaux sont différents de zéro.L’éxpréssion

(21) (f7 g)S = (f(c())? f(cl)7 ) f(CNfl))A . + <u7 f(N)g(N)>

g(en-1)
ou ¢y, €1, ..., cy—1 sont des nombres réels distinctes , définie une forme bili-

néaire sur P.

De Pexpréssion (2.1) on a des dérivées, la forme bilinéaire est non stan-
dard,et par analogie avec la terminologie usuelle nous I'appellons une forme

bilinéaire discrete-continue de Sobolev.

Soit



Dans I’éspace linéaire des polynémes réels,nous pouvons considérer la base

donnée par

B = {{li(f)}izo,l,...,N—la {wN(x)xj}jio}

ou
N-1 o
L) = [ —2, i=0,1,...,N—1.
j=0.#i €

sont les polynémes de Lagrange.

Pour n < N — 1,]la matrice de Gram est donnée par la sous matrice prin-
cipale d’ordre n de la matrice A.Pour n < N,la matrice de Gram associée

est donnée par :

A 0
O anN

G, =

)

ou B,,_n est la matrice de Gram associée avec la fonction linéaire v dans la
base

B = {DWwy(z)27],j > 0}.Dans les deux cas,G,, est quasi-définie et par
conséquent,la forme bilinéaire discrete-continue de Sobolev (2.1) est quasi-
définie.Donc,nous pouvons assurer 1’éxistence d’une suite de polyomes uni-
taires,notée {Q,},,qui est orthogonal par rapport a (2.1).Ces polyndmes

seront appelés polynomes orthogonaux de Sobolev.

2.1 Théoréme

Soit {@Qn}n la MOPS qui suit la forme discrete-continue (2.1) et soit

{P,}» la MOPS associée a la fonction linéaire réguliere u.

i) Les polynomes {Qn}anl sont orthogonaux par rapport a la forme bili-

néaire discrete définie par :
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(2.2)

ii) si n > N Lalors

(2.4) Q™M (@) = 2%
Preuve

=0,1,---

n!

Pn_N(ZL‘).

i) Si 0 <n,m < N,alors Q,(z) = Qn(r) =0, et évidemment

(Qm Qm>S = QTH Qm)D - (Qn(00)7 Qn(cl)7 SRS) Qn(CN—l))A

Qm(co)
Qm(c1)

Qm(CN—1>

ii)Pour n > N, par 'orthogonalité de @,,, nous déduisons

0 = (Qn;li)s = (Qu,li)p = (Qulc),RQnlcr), .., Qnlcy-1))A

= (Qnlc), Qu(cr); -, @nlen-1)) A
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Dong,le vecteur (Q,(co), @n(c1), ..., Qn(cn_1)) est la seule solution d’un sys-
teme linéaire homogene de N équations et N inconnues,et la matrice A est
réguliere. Nous concluons que @, (¢;) = 0,4 =0,1,--- | N—1 c’est-a-dire,Q,
contient le facteur (z — ¢o)(z — ¢1)...(x — en_1).

Dans ce chemin,si n,m > N — 1,

(Qn7 Qm)S = <u, f(N)g(N)> = Ignénma k’n 7& 0.

Donc,les polynomes {QV)},,~ y sont orthogonaux relativement & la fonc-
tion w,et I'égalité (2.4)provient d’une simple inspection des principaux co-

efficients.

Inversement,nous allons montrer qu’un systéme de polynémes unitaires {Q,, }»,
vérifiant les équations (2.3) et (2.4) est orthogonal pour quelque forme
discrete-continue de Sobolev comme (2.1).Ce résultat pourrait étre consi-

déré comme un théoreme de type Favard.

2.2 Théoréme

Soit {P,},, la MOPS associée a la fonction linéaire réguliere u et N > 1
un nombre entier donné.Soit {Q),,},, une suite de polynoémes unitaires satis-

faisant :

i) deg@, =n, n=0,1,...,

i) Qu(c;) =0,0<i<N—-1n>N,
iit) @, (z) = (n%}\,)!Pn_N(x), n> N.

Alors, il existe une matrice réelle A quasi-définie et smmétrique,d’ordre

N, telle que {@Q,}, est la suite de polynoémes orthogonaux unitaires associée
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avec la forme bilinéaire de Sobolev définie par (2.1).

Preuve

Evidemment,le polynéme @,,, avec n > N, est orthogonal a chaque poly-
nomes de degré inférieur ou égale a n—1 respectant la forme bilinéaire (2.1),
contenant ne matrice arbitraire A dans la partie discrete et la fonction u
dans la seconde partie.

Ensuite, nous montrerons que nous pouvons retrouver la matrice A a

partir des N premiers polynémes @,k =0,1,.... N — 1.

Introduisons

Qo(co)  Qolcr) . Qolen—1)
Ql(Co) Q1(Cl) Ql(CN—l)

QN—l(Co) QN—l(Cl) QN—1(CN—1)
La matrice Q est réguliere grace au systeme de polyndémes linéairement

indépendants {Q,}," .
Soit D une matrice diagonale réguliere.Définissons A par :
A=Q'DQH"
Evidemment A est symmétrique et quasi-définie et a partir de I’égalité :
QAQ" =D,

les polynémes Qq, @1, ..., @n_1 sont orthogonaux suivant (2.1), avec la ma-

trice A dans la partie discrete. De plus, les entrées diagonales de D sont

(Qg, Qr)s pour k=0,1,.., N — 1.
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Chapitre 3

Exemples

3.1 Cas de Laguerre

Soit a € R et introduisons les polynomes unitaires généralisés de La-

guerre :

n+ o

L) (z) = (~1)mnl o, E

n J! .
n—Jj

Quand a € {0,1,...} Jles polynémes de Laguerre sont orthogonaux par

rapport & une fonction linéaire réguliere u(® ¢’est-a-dire

avec ¢, € R

Si o> —1 ,ul® est définie positive c’est-a-dire ¢, > 0.
Considérons la suite de polynomes unitaires suivante :
Qu(z) = Le™N(z),n=0,1,....N — 1

LM (@) = X5 L eli(e)n > 0

n

O

By

&
Il
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ou l;(x),i=0,1,..., N — 1 ,sont les polynémes de Lagrange.
On a pour tout a € R | deg (Lﬁ;*)) =n
d’ou deg(Q,,) = deg (Ln(a)) =n,n=0,1,..

Et pour n > N ,on a :

QM(x) = ExLieM(x)

T dxN

Or on sait que les dérivées des polynomes de Laguerre sont encore des po-

lynémes de Laguerre et :

D’ou
LN (z) = n(nl)...(n — N + 1)L () = ~2 L (2)

dzN (n—N)!

Prenons alors P, y = Lq(fi)N .Doc la suite de polyndémes unitaires {Q, },

consiérée précédement vérifie le théorme (2.2) , et est donc par suite ortho-

gonale par rapport a la relation (2.1) avec :

A=Q DT

Q= (L%Q_N)(Ci))izo,...,N—l

3.2 Cas de Jacobi

Pour « et § des nombres réels,les polyndmes de Jacobi généralisés peuvent

étre définie au moyen de leurs représentations éxplicites :
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n n+ o n+ n—m m
PNy = 3 ) () ez
n—m

m=0 m

Quand «, 5 € {0,1,2,...},les polynémes de Jacobi sont orthogonaux par
rapport a une fonction linéaire réguliere u(®? . Cette fonction linéaire est

définie positive pour «, § > —1.

Soient f’r(la’ﬁ) (x),n > 0, les polynémes de Jacobi. On sait que les dérivées

des polyndémes de Jacobi sont ,aussi,toujours des polynémes de Jacobi :
L P (2) =P (@), > 1.

Soit {@Qn}n la suite de polynémes unitaires donnés par :
(3.1) Qn(z) = P NO-N(z), n=0,1,...N —1,
(32)  Qule) = PENSN(z) - SN PeNEN(c)li(x), 0> N,
ou «, feta+ f — 2N € {1,2,...}. Il s’en suit du Théoreme 2.2 que la suite

{Qn}n est orthogonale par rapport a la forme bilinéaire de Sobolev :

g(en-1)
ou ¢y, Cq, ..., cy—1 sont des nombres réels distincts et A une matrice donnée
par :
A=Q'DQ YT,
ou
— ( pla=NB=N) (.
Q (P” (CZ>>i,n:O,,l,...,N71

et D est une matrice diagonale réguliere arbitraire.
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Chapitre 4

Polynomes orthogonaux de

Sobolev et interpolation

Soit {@Qn}n la MOPS qui suit la forme discrete-continue (2.1) et soit
{P,}, la MOPS associée a la fonction linéaire réguliere u. Alors les poly-
nomes {Q,}, peuvent étre éxprimés comme ’érreur d’interpolation d’une

N —ieme primitive de {P,_y}n>n-

4.1 Théoreme

Soient les MOPS {Qn}n et { Py}, définies comme au-dessus,et { Ry, }n>n
une suite des N—iéme primitives des polynomes {Pn_n}n>n.Alors
N-1
Qn(x) = Ry [co, 1y vy N1, ] H (x—¢), n>N

=0

ot R, [co,c1,...,en_1,2],n > N dénote la différence divisée usuelle.

Preuve

On a la relation (2.4)



et en intégrant cette égalité on obtient

_ n!
QWD (z) = mPn_N+1($) + cste

Dot en intégrant 1’ égalité (2.4) N-fois, nous aurrons :
N-1
Qn(z) = Ry(2) + ) a2’ 0, € R

=0

Mais comme {l; }o<i<ny—1 forme une base de P, on peut donc trouver

A, € R,0<i< N —1 tels que

N-1  N-1
Z a;x' = Z Aili(z)
i=0 i=0
D’ou
N—1
Qn(z) = Ry(x) + Z Aili(x)
=0
Or Qu(¢;)=0,i=0,1,.... N—1,n>N
alors
N-1
0=R,(c:)+ > Ajlj(c;),0<i<N-—1
j=0
d’ou

0= Rn(c;) + Aili(ci)

car lj(Ci) = 5]'2‘

Donc R, (¢;) = —A;,i=0,1,.... N —1

Alors Nt
Qu(z) = Ru(z) — ) Rulci)li(x)

=0

N-1 N-1,. .
Qn(z) = Ry(v) — 2 Rn(ci) 2 Z
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On a l'identité de Newton :

Posons = = ¢y, d’ou

i

&

_
\l/ml1wA
— | N—
£
~|" =

&

_

i

&

S~—
I._l

\M\lm

8 &

| =

o
—~ 8
o | ~—
ST
S~—
~| =
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&

S~—

f[xo,.iﬁl, ...,.Z'n] =

(Tn —xp1)
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Donc on a:

N-1
Qn(z) = Ryco, 1y ooy N1, CN] H (x —¢))
j=0
D’ou le résultat
N-1
Qn(z) = Ryco, C1y ooy CN—1, X] H (x —¢))
j=0

Remarque

Dans la troisieme partie nous voyons que @), n > 0, donné par (3.1) et

(a=N)

(3.2), est lerreur d’interpolation des polynomes de Laguerre L, aux

points cg, ¢1, ..., cy—1. D’une maniére analogue @,, n > 0, donné par (3.3)
et (3.4) , est erreur d’interpolation des polynémes de Jacobi P, (a=N.A=N)

aux points cg, €1, ..., CN_1-

4.2 Théoreme

Soit {R,}, la suite de polyndmes unitaires telle que degR,, = n, n =

0,1,..., et soit {Q,}, la suite de polynémes détérminée par :
(4.1) Qn(z) = Rp(x), n=0,1,...,N — 1,

et soit

(4.2) Qu(x) = Ru(z) = T Ralci)li(z), n > N,

ou ¢y, ¢y, ..., cy—1 sont des nombres réels distincts, [; polynomes de Lagrange.
Si {RWM)Y, < est une suite de polyndmes orthogonaux associés a quelques
fonctions linéaires régulieres u, alors il existe une matrice réelle A quasi-
définie et symétrique, d’ordre N, telle que {@,},>n est la MOPS associée

avec la forme bilinéaire de Sobolev définie par (2.1).

Preuve

De (4.1) et (4.2) nous avons deg@,, = degR, =n , et pour n > N on a :
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Qn(cj) = Rn(cj) - ZzN:? RN<Ci)li(Cj) = RTL(Cj) - 25\501 Rn(ci>5ij =0.
De plus,

Q™M (@) = B, () = 255 Paw (@), n 2 N,

ou {P,}, est la MOPS associée avec w.

Il suit du théoreme (2.2) que : {Q, }n est suivant la forme bilinéaire
définie par (2.1), ou

A=R'DRNHT

Ro(Co) Ro(Cl) RO(CN—I)
R1(Co) R1(Cl) Rl(CN—l)

RN—I(CO) RN—1(01) RN—1(CN—1)

QN—1(CO) QN—I(CI) QN—1(CN—1)

et D est une matrice réguliere arbitraire.
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Chapitre 5

Polynomes orthogonaux de

Sobolev et approximation

Le genre d’orthogonalité discrete-continue de Sobolev peut étre relaté
simultanément comme polynome d’interpolation et d’approximation quand
(2.1) est un produit scalaire. Supposons que u est définie positive et que A
est une matrice réelle ,définie positive et symmétrique. Comme u est définie
positive, il éxiste une mesure p définie positive de Borel satisfaisant :
(u, f) = Ju fz)dp(z)
et le produit scalaire dicret-continu de Sobolev (2.1) peut étre écrit comme :
9(co)
5.1 (1.9)s = (Flea). e flen- DA | 7Y e /@) @)t

g(en-1)
Soit I I’envellope convexe de I’ensemble supp(p) U{ci} 5!, et introdui-

sons I’éspace de Sobelev :
WL dp) = {f : I = R; fe OV (I), fN e Li(D)}.

Définissons la norme |f|s = \/(f, f)s dans W¥[I, du] ;done WiV (I, dyl
devient un éspace linéaire normé. Cet éspace est strictement convexe. Par

conséquent le probéme de la meilleure approximation dans WV[I, du] ad-
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met une unique solution.
Nous pouvons calculer la meilleure approximation de f € W[, dy]
projétée sur P, Il est bon de voir quev € P, est la meilleure approximation

de f € WN|I,du) si et seulement si f — v est orthogonal & PP,,.

5.1 Théoréme

Soit f € WN[I,du]. Alors la meilleure approzimation de f € (Py, (.,.)s)
est la N-ieme primitive de f™) dans (P,_n,du) qui interpéle f aux points

Co;C1; .-+, CN—1-

Preuve
Soit w la meilleur approximation de f¥) dans (P,_y, du). Soit v la pri-
mitive d’ordre N de v qui interpdle f aux points ¢, ¢y, ..., cy_1.Par consé-
quent
(f —v.@)s = (f —v,@)p + Jo(fN) —v™)g™) (2)dp
= fp(f" —w)g™M(x)du =0, VqeP,

Donc, v est la meilleure approximation de f dans (P, (.,.)s).

Soit {Qn}n la MOPS suivant le produit intérieur discret-continu de
Sobolev (5.1).Soit v la meilleure approximation de f € WH[I,du] dans

(]P)n? ('7 )S)

On sait que :

_ = (vaz)S )
V=200 @

(f7 Q'L)S
1Qil[%

ou sont les coéfficients de Fourier de v.
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5.2 Théoréme

Soient {Q,}n, et v définies comme précédemment.

i) Sin <N —1, alors

_sxn (£LQip
v =i e, @
i) Sz n > N, alors
(f, Qz ¢ N)! (u, fINIP_y)
Qz+ Qz
S R
Preuve

Soit v la meilleure approximation de f € WJV[I,du] dans (P, (.,.)s).On a

(d’aprés le théréeme précédent) :

(f =v,q)s =0, Vq € P

Comme {Q,}, est la MOPS définie précédement, avec deg@, = n alors

Qn €P,
Prenons donc ¢ =@Q; ,i=0,1,....n
On a:

(f—v,Qi)s =0, pouri=0,1,....n
Comme (., .)s est une forme bilinéaire symmétrique ,on a :
(fa Qz)s - (Ua Ql)S =0 ;

D’ou

(g%))ssQ = (chQ BS Qi , car (@i, Q;i)s # 0

Donc

. . <f7 QZ)S

lz Qz» Qz) i=0 (Qz; QZ)SQZ



— Pourn<N—1,ona

(fv Qi)S = (fv Qi)D

et
(Qi,Qi)s = (@i, Qi)p
EyOﬁ N—-1 N-1 2
f Qz - (fy Qz)D )
= 2 (0.0 T s @

— Pourn> N ,on a
(f,Q))s = (£,Qi)p + (u, fMQM)

(Qi:Qi)s = (@i, Qi)p + (u, [QIV]?)
Or d’apres (2.4) on a :

Drou N-1 2 ( ()
CNE (£.Q)p " (u, fVQNY)
“‘momma@+§wmmﬂ%
et
1
(w [RVP) = (. [y P Pew)
D’ou

avec

a = <U, f(N)Pi*N> et b= <'LL,P127N>



Conclusion

En conclusion, on a vue une description des polynémes unitaires {Q, },
qui sont orthogonaux par rapport a la forme bilinéaire (1.1). Comme exemples
de ces polynomes {Q,},, on a les fonctions linéaires de Laguerre et celles
de Jacobi qui sont des MOPS (Suites de polynomes unitaires orthogonaux)

et qui sont aussi orthogonales par rapport a la forme bilinéaire (1.1).

Ces MOPS sont d'une grande importance dans la théorie de I'interpo-
lation et de l'approximation polynomiale car elles ont permis d’exprimer
I'erreur d’interpolation de la N-iéme primitive de {P,_y}n>ny oU {P,},
est la MOPS associée a une fonction linéaire réguliere u, et aussi de calcu-
ler la meilleure approximation de f € WJ[I, du] relativement sur P,,. Les
polynémesorthogonaux de Sobolev tiennent donc une grande place dans la
théorie de I'interpolation et de 'approximation polynomiale mais aussi dans

d’autres domaines.
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