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Chapitre1
Introduction générale

LE BUT de ce chapitre introductif est de présenter le cadre mathématique dans lequel
s’inscrivent les résultats présentés dans les chapitres suivants. Ce travail se place

à l’interface de l’analyse fonctionnelle, des probabilités et de la statistique. Il traite plus
particulièrement des inégalités fonctionnelles (Poincaré, Sobolev logarithmiques, etc.)
et des estimations spectrales des opérateurs de diffusion, et de l’application de cer-
taines de ces notions à l’analyse de sensibilité. Le but de cette thèse est d’appliquer,
suite à la série de travaux récents de Michel Bonnefont et Aldéric Joulin, des techniques
d’entrelacements à ces différents problèmes, et de fournir un exemple applicatif concret
autour de certains aspects numériques. Nous rappellerons donc dans un premier temps
la définition des opérateurs de diffusion, avant d’introduire les inégalités fonctionnelles
d’intérêt pour la suite du travail et enfin les techniques d’entrelacement telles que pré-
sentées par Bonnefont et Joulin dans leurs articles sur le sujet.

Table des matières
1.1 Opérateurs de diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 Aspects historiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.2 Cadre formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.3 La théorie de Bakry-Émery . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.4 Hypothèses techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Inégalités fonctionnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.1 Inégalité de Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2.2 Inégalité de Sobolev logarithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3 Contexte de la thèse et présentation des résultats . . . . . . . . . . . . 27

1.3.1 Relations d’entrelacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.3.2 Présentation de quelques résultats et plan de la thèse . . . . . . 32

– 1 –



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

1.1 Opérateurs de diffusion

1.1.1 Aspects historiques

Les considérations autour des opérateurs de diffusion prennent leur source, comme
c’est le cas de nombreux opérateurs différentiels, dans la physique. Le point de départ
est l’introduction de l’équation de la chaleur par Joseph Fourier en 1822 [40], suivie de la
mise en évidence du mouvement brownien par Robert Brown en 1827. Le phénomène
de diffusion n’est pas encore compris, mais le formalisme introduit par Fourier incitera
Adolf Fick à présenter sa célèbre loi dès 1855 [37] :

∂C
∂t
−∇ · (ρD∇C) = 0,

pour décrire le mouvement de particules de masse volumique ρ de concentration mo-
laire C avec coefficient de diffusion D. Cette loi sera confirmée et raffinée par James
Clark Maxwell [61] et Jožef Stefan [82], afin de prendre en compte l’effet de gradients
de charge ou de pression.

Il faudra néanmoins attendre le début du vingtième siècle pour que le lien avec le
mouvement brownien soit compris, avec Albert Einstein en 1905 [32], puis Marian Smo-
luchowski en 1906 [85]. Les outils mathématiques manquent encore néanmoins dans le
traitement de ces problèmes, malgré les définitions successives de Louis Bachelier en
1901 [4], Einstein en 1905 [32] ou Paul Langevin en 1908 [57]. Ces premiers tâtonnement
théoriques permettront néanmoins des avancées spectaculaires en physique des parti-
cules, avec notamment Jean Perrin en 1909 [70], qui obtiendra le prix Nobel en 1923
pour sa confirmation empirique de l’hypothèse atomiste de la matière.

Le formalisme mathématique permettant enfin l’étude de tels processus sera intro-
duit par Norbert Wiener en 1923, qui donnera le premier une description de la mesure
du même nom et une définition de l’intégrale brownienne [89]. Son caractère martin-
gale et sa caractérisation en terme de variation quadratique seront établis par Paul Lévy,
à partir de 1933 [60], et l’étude précise des équations différentielles stochastiques sera
enfin rendue possible en 1944 avec l’introduction par Kiyoshi Itō du calcul stochastique.
La théorie a depuis connu de nombreux développements, comme l’intégrale de Strato-
novich, ou le calcul de Malliavin et l’intégrale de Skorokhod (voir par exemple [68] à ce
sujet).

En parallèle des avancées autour des processus de diffusion, les idées de Max Planck
amènent Louis de Broglie à proposer en 1924 les équations qui poseront les fondements
de la dualité onde-corpuscule de la lumière [28]. À sa suite, Erwin Schrödinger établira
en 1926 l’équation qui porte son nom sur la densité de la probabilité de présence de
particules soumises à une force issue d’un potentiel V [78] :

ih̄
∂Ψ
∂t

(t, x) = − h̄2

2m
∆Ψ(t, x) + V(x)Ψ(t, x).
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1.1. OPÉRATEURS DE DIFFUSION

Cette équation ouvre par ailleurs la voie aux interprétations probabilistes de la méca-
nique quantique (popularisées un peu improprement par l’expérience de pensée du
chat de Schrödinger). L’étude de telles équations poussera Richard Feynman et Mark
Kac à proposer leur célèbre formule en 1949 (d’abord proposée de façon formelle par
Feynman dans le cas complexe, puis formulée rigoureusement par Kac dans le cas réel),
qui relie la solution d’équations aux dérivées partielles (incluant celle de Schrödinger)
à l’espérance de fonctionnelles de certains processus de diffusion [53].

Cette thèse ne s’intéresse pas du tout aux tribulations physiciennes autour de ces
théories, mais plutôt à l’étude mathématique des opérateurs de diffusion sous plusieurs
aspects, ainsi qu’à celle des semi-groupes de Feynman-Kac. Le but de cette introduction
est de donner le contexte mathématique et les outils nécessaires à la compréhension du
travail effectué. La présente section se concentre sur les opérateurs, semi-groupes et
processus de diffusion, la deuxième est dédiée aux inégalités fonctionnelles d’intérêt
avant de terminer par les relations d’entrelacement, le point de départ technique des
résultats obtenus.

1.1.2 Cadre formel

Nombres réels et algèbre linéaire Dans toute cette thèse, nous nous focaliserons sur
des espaces vectoriels réels. Le corps des nombres réels sera noté R, et Rd désignera,
pour d un entier positif non nul, le produit cartésien usuel de d copies de R. Les entiers
naturels seront désignés par N, les entiers relatifs par Z. On notera de même Nd et
Zd les multi-indices de taille d à valeurs entières. Si α est un multi-indice, on notera
|α| sa norme 1 (la somme des valeurs absolues de ses composantes). Si K est l’un des
ensembles ci-dessus, K∗, K+ et K− désigneront respectivement les éléments non nuls,
positifs (ou nuls) ou négatifs (ou nuls) de K.

Si E et F sont deux espaces vectoriels réels, L(E, F) désignera l’ensemble des ap-
plications linéaires de E vers F. Si E = F = Rd, cet espace est représenté parMd(R),
l’ensemble des matrices d× d à coefficients réels. On notera GLd(R) le sous-groupe des
matrices inversibles deMd(R).

Si u et M sont respectivement un vecteur de Rd et une matrice deMd(R), on notera
Mu le produit matrice-vecteur classique, uT et MT les transposés de u et M. Pour une
norme ‖ · ‖ sur Rd, on notera de même la norme subordonnée surMd(R). Si N est une
autre matrice de Md(R), on notera 〈M, N〉HS le produit scalaire de Hilbert-Schmidt
entre M et N (la somme des éléments du produit terme à terme de M et N), et ‖ · ‖HS la
norme associée.

Si M ∈ Md(R) est une matrice symétrique, on notera respectivement ρ+(M) et
ρ−(M) sa plus grande et plus petite valeur propre (en valeur absolue). Cette définition
peut s’étendre à des matrices non symétriques dont le spectre est complexe, mais on ne
rencontrera pas cette situation dans la suite.

Enfin, pour M et N deux matrices symétriques, on dira que M ≥ N si M − N est
semi-définie positive. Cet ordre n’est pas total, et n’est valable que pour deux matrices
symétriques. la définition reste valide si M et N sont deux opérateurs auto-adjoints.

– 3 –



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

D’autres structures algébriques pourront être introduites au besoin.

Espaces mesurables Sauf mention contraire, on considérera tout au long de cette
thèse l’espace euclidien (Rd, | · |), d ∈ N∗, où | · | désigne la norme euclidienne stan-
dard.

On notera (e1, . . . , ed) la base canonique de Rd et x · y le produit scalaire euclidien
classique :

x · y = x1y1 + · · ·+ xdyd.

On considérera dans la suite la tribu borélienne de Rd notée B(Rd), et l’on notera dx
la mesure de Lebesgue sur cette tribu. Sauf précision contraire, l’expression "presque
partout" renverra à cette dernière.

Espaces fonctionnels On notera C0(Rd, R) l’espace des fonctions continues de Rd

dans R. Une fonction f ∈ C0(Rd, R) est (L-)lipschitzienne s’il existe L ∈ R+ une constante
telle que :

∀x, y ∈ Rd, | f (x)− f (y)| ≤ L|x− y|.

On notera Ck(Rd, R), k ∈ N∗, l’espace des fonctions k fois continuement différen-
tiables. Si f ∈ C1(Rd, R), on notera ∇ f son gradient : pour x ∈ Rd,

∇ f (x) = (∂1 f (x), . . . , ∂d f (x))T.

Si F : Rd → Rd est un champ de vecteurs de classe C1, on notera JacxF sa matrice
jacobienne au point x ∈ Rd, définie par :

JacxF = (∂iFj(x))i,j=1,...,d.

Cette convention induit, pour F, G deux champs de vecteurs de classe C1, la formule de
composition suivante : pour x ∈ Rd,

Jacx(F ◦ G) = JacxG JacG(x)F.

Si f ∈ C2(Rd, R), on notera respectivement∇2 f et ∆ f sa matrice hessienne et son lapla-
cien, définis pour tout x ∈ Rd par :

∇2 f (x) =
(

∂2
ij f (x)

)
i,j=1,...,d

et ∆ f (x) = tr(∇2 f (x)) =
d

∑
i=1

∂2
ii f (x).

Ces derniers objets pourront être également considérés au sens des distributions le cas
échéant.

On notera enfin C∞(Rd, R) l’espace des fonctions infiniment différentiables dont
les dérivées successives sont toutes continues. On considérera également les espaces
Ck

c (Rd, R) et Ck
+(Rd, R) de fonctions de classe Ck respectivement à support compact et
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1.1. OPÉRATEURS DE DIFFUSION

strictement positives. On considérera sur ces espaces des fonctions bornées au sens de
la norme du sup ‖ · ‖∞, définie pour une fonction f par :

‖ f ‖∞ = sup
x∈Rd
| f (x)|.

Pour terminer, si µ est une mesure sur B(Rd), on définit l’espace Lp(µ), p ∈ [1, ∞),
des fonctions f mesurables (définies presque partout) vérifiant :∫

Rd
| f |p dµ < +∞.

On munit Lp(µ) de la norme ‖ · ‖p définie par :

‖ f ‖p =

(∫
Rd
| f |p dµ

)1/p

.

Dans le cas particulier où p = 2, l’espace L2(µ) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire

〈 f , g〉 =
∫

Rd
f g dµ.

Si f est une fonction de L2(µ) telle que sa différentielle (au sens des distributions) est
elle-même une fonction de carré intégrable, on dira que f est dans l’espace de Sobolev
H1(µ). C’est également un espace de Hilbert muni du produit scalaire

〈 f , g〉H1(µ) = 〈 f , g〉+
∫

Rd
∇ f · ∇g dµ,

et de norme associée ‖ · ‖H1(µ). On notera divµ la divergence dans L2(µ), l’adjoint de
∇ : pour f ∈ H1(µ) et G un champ de vecteurs dont les coordonnées sont dans H1(µ),
on a : ∫

Rd
∇ f · G dµ =

∫
Rd

f divµG dµ.

Enfin, pour p = ∞, on définit L∞(µ) l’espace des fonctions essentiellement bornées,
muni de la norme ‖ · ‖∞ (étendue aux fonctions définies presque partout via le supre-
mum essentiel). On parlera volontiers de bornitude pour désigner le caractère borné
d’une fonction.

Définition des opérateurs

Comme mentionné ci-dessus, les équations de diffusion ont émergé dans le cadre
de la physique des particules, pour décrire l’évolution de la densité de présence de ces
dernières dans un milieu. Le plus souvent, en sus des collisions inter-particulaires, le
système peut être soumis à des forces extérieures (type gravitation, magnétisme, etc.),
traduites par un potentiel extérieur. Les opérateurs que nous introduisons seront tous
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

basés sur ce modèle, et il peut être bon, pour fixer les idées, de garder en tête l’exemple
d’un potentiel gravitationnel attractif.

Considérons donc une fonction V : Rd → R de classe C2. Nous supposerons uni-
quement dans un premier temps que e−V est intégrable sur Rd par rapport à la mesure
de Lebesgue. Des hypothèses additionnelles plus ou moins techniques pourront se ra-
jouter au fur et à mesure.

Définition 1.1.1 (Mesure de Boltzmann-Gibbs). On définit la mesure de Boltzmann asso-
ciée à V (ou mesure de Gibbs) par :

µ(dx) =
e−V(x)

ZV
dx,

où ZV =
∫

Rd
e−V(x)dx.

Le cas particulier de la mesure gaussienne γd, définie pour V(x) = |x|2/2, est de
première importance, pour laquelle toutes les propriétés exposées ultérieurement sont
vérifiées, et avec des constantes explicites. Tout au long de ce chapitre, des apartés "Et
la gaussienne dans tout ça?" signaleront des points d’arrêts où la propriété en cours
sera envisagée du point de vue de la mesure gaussienne.

Par hypothèse sur V, µ est une mesure de probabilité, absolument continue par rap-
port à la mesure de Lebesgue. Par ailleurs, la constante de normalisation ZV est appelée
"fonction de partition", et possède de nombreux liens avec la physique statistique et la
thermodynamique. Le potentiel V joue à ce titre le rôle du hamiltonien de la physique
statistique (consulter à ce sujet le vieux mais non moins pertinent ouvrage de Landau
et Lifschitz [56]).

Les propriétés de cette mesure peuvent être appréhendées selon de nombreux as-
pects différents (existence d’une inégalité de Poincaré, plongements de Sobolev, struc-
ture hilbertienne de L2(µ), etc.) et leur étude a donné lieu au développement de nom-
breux outils. L’un deux, qui nous intéressera plus particulièrement dans cette première
section, est le générateur associé à µ. Cet opérateur apparaît très naturellement dans
les calculs d’intégrales, et porte donc beaucoup des propriétés de µ précitées. Considé-
rons à titre d’exemple la formule d’intégration par parties. Pour f , g ∈ C∞

c (Rd, R), cette
formule s’écrit, pour la mesure de Lebesgue :∫

Rd
∇ f (x) · ∇g(x) dx = −

∫
Rd

f (x)∆g(x) dx

( f et g étant à support compact et l’intégrale sur tout l’espace, les termes de bord n’ap-
paraissent pas). En prenant en compte la densité de µ par rapport à la mesure de Le-
besgue, on obtient la nouvelle formule d’intégration par parties :∫

Rd
∇ f (x) · ∇g(x) dµ(x) = −

∫
Rd

f (x)(∆g(x)−∇V(x) · ∇g(x)) dµ(x).
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1.1. OPÉRATEURS DE DIFFUSION

Ainsi, l’opérateur ∆ −∇V · ∇ joue pour µ le rôle du laplacien pour la mesure de Le-
besgue. Il sera systématiquement noté L (avec de légères variations si plusieurs poten-
tiels différents interviennent). Ces deux opérateurs sont des cas particuliers d’opéra-
teurs de diffusion, au sens suivant.

Définition 1.1.2 (Opérateur de diffusion). Un opérateur différentiel d’ordre deux D est
dit de diffusion s’il existe une application A = (aij)i,j=1,...,d sur Rd à valeurs dans les
matrices symétriques semi-définies positives et un champ de vecteurs b = (bi)i=1,...,d
sur Rd tels que pour f ∈ C∞(Rd, R), x ∈ Rd,

D f (x) =
d

∑
i,j=1

aij(x)∂2
ij f (x) +

d

∑
i=1

bi(x)∂i f (x).

La matrice A est appelée matrice de diffusion, le vecteur b la dérive. Dans le cas du
laplacien, on a A ≡ Id et b = 0, et A ≡ Id, b = −∇V pour L. On peut également réécrire
un opérateur de diffusion D sous la forme condensée :

D = divµ ◦ ∇.

Cette écriture sera plus amplement détaillée dans un chapitre ultérieur. Sauf mention
contraire, les définitions et propriétés présentées dans cette section peuvent être, ainsi
que les preuves afférentes, retrouvées dans la monographie de référence de Dominique
Bakry, Ivan Gentil et Michel Ledoux [8] (chapitre 3).

La définition de L et la formule d’intégration par parties amènent à quelques pro-
priétés immédiates, mais non moins importantes.

Proposition 1.1.3 (Propriétés de L). Considérons l’opérateur L défini sur les fonctions C∞
c (Rd, R).

Alors :

1. L est symétrique ;

2. L est semi-défini négatif, et ne s’annule que pour les fonctions constantes ;

3. L vérifie la propriété de diffusion (ou de changement de variable) : pour ϕ : R→ R une
fonction de classe C2 et f ∈ C∞

c (Rd, R),on a

Lϕ( f ) = ϕ′( f )L f + ϕ′′( f )|∇ f |2.

La deuxième assertion est le point de départ de l’étude spectrale de L. En effet, cette
propriété garantit que σ(−L), le spectre de −L, est contenu dans R+. Une question
importante est de connaître sa structure : admet-il un trou spectral (écart strictement
positif entre les deux premières valeurs propres)? Est-il discret ? continu? Ces considé-
rations seront plus amplement traitées dans les chapitres suivants, et dans la section
dédiée à l’inégalité de Poincaré.

Notons que les fonctions constantes sont (hormis la fonction nulle) exclues a priori
de C∞

c (Rd, R). Nous verrons dans la suite comment étendre le domaine de L de sorte
à inclure ces dernières. On comprend néanmoins schématiquement que, L étant un
opérateur différentiel, il s’annule pour les fonctions constantes.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

La forme quadratique f 7→ −
∫

Rd
f L f dµ sera parfois appelée forme de Dirichlet asso-

ciée à L, et notée E . Notons que la formule d’intégration par parties énoncée ci-dessus
implique que E ne dépend de V qu’à travers µ, et donc plusieurs opérateurs L différents
peuvent admettre la même forme de Dirichlet. C’est pourquoi on considérera en géné-
ral L comme une donnée du problème et E comme un sous-produit de cet opérateur, et
non l’inverse.

Domaines de définition

Comme mentionné précédemment, les constantes ne font pas a priori partie des
fonctions pour lesquelles l’opérateur L a été défini. Néanmoins, dans la mesure où ces
fonctions seraient intégrables contre la mesure µ, on peut leur appliquer l’opérateur
comme à la limite L2 d’une suite de fonctions C∞

c (Rd, R) (et obtenir ainsi, par conti-
nuité, la valeur 0). Les constantes ne sont pas les seules fonctions pour lesquelles un tel
prolongement est permis. Bien que, comme souvent, travailler sur l’espace C∞

c (Rd, R)
s’avère fort commode d’un point de vue calculatoire, il est intéressant de déterminer
le plus grand domaine possible pour les opérateurs. À ce titre, on définit la norme sui-
vante.

Définition 1.1.4. Soit f ∈ C∞
c (Rd, R), on note :

‖ f ‖L :=
(
‖ f ‖2

2 + ‖L f ‖2
2
)1/2

.

Cette norme est bien définie sur C∞
c (Rd, R), et c’est bien une vraie norme. On définit

alors le domaine de L comme suit.

Définition 1.1.5. On définit D(L) comme l’adhérence de C∞
c (Rd, R) dans L2(µ) pour la

norme ‖ · ‖L.

En d’autre termes, toute fonction f ∈ D(L) peut être vue comme la limite au sens
de la norme ‖ · ‖L d’une suite de fonctions de C∞

c (Rd, R). Ce choix de norme assure de
plus que D(L) ⊂ L2(µ), et permet entre autres de prendre en compte les constantes.
L’opérateur L est donc naturellement étendu à ce domaine (et on le notera toujours L).
Si V est assez régulier (ce qui sera le cas dans la suite), alors il n’y est plus symétrique,
mais essentiellement auto-adjoint, la propriété de symétrie étant vérifiée sur C∞

c (Rd, R),
qui est un sous-espace dense de D(L) (en lien avec la notion d’hypo-ellipticité, voir
[8] §1.15.6). La plupart des résultats seront présentés sur D(L), mais les calculs sur
C∞

c (Rd, R), pour alléger les preuves.

On peut également s’intéresser au domaine D(E) de la forme de Dirichlet E . Il
ne coïncide pas avec celui de L, mais peut être de même obtenu par complétion de
C∞

c (Rd, R) pour une certaine norme. La norme naturelle est ici, vue la définition de E ,
la norme de H1(µ) (qui permet d’inclure les fonctions dont le carré du gradient est
intégrable). Finalement, D(E) correspond à l’adhérence de C∞

c (Rd, R) dans H1(µ), et
coïncide donc avec l’espace de Sobolev H1

0(µ).
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1.1. OPÉRATEURS DE DIFFUSION

Semi-groupe et processus de diffusion

L’opérateur L est un opérateur différentiel du second ordre. De plus, la proposition
précédente implique que −L est un opérateur elliptique. Il peut donc être naturel de
s’intéresser à l’équation d’évolution associée (surtout dans la perspective d’un lien avec
la physique), l’équation parabolique suivante :{

∂tu(t, x) = Lu(t, x), t ≥ 0, x ∈ Rd

u(0, ·) = f .
(E)

On peut considérer que la condition initiale est suffisamment régulière (au moins de
classe C2) et bornée. On ne traitera pas (ou peu) des considérations liées à ce type
d’équations aux dérivées partielles, le lecteur intéressé trouvera ces informations dans
la monographie de référence de Lawrence Evans [34] (chapitre 7). De même que l’opé-
rateur L est l’analogue du laplacien pour la mesure µ, cette équation est analogue à
l’équation de la chaleur ∂tu = ∆u (on l’appellera parfois elle-même "équation de la cha-
leur"). En particulier, de nombreuses propriétés de cette équation se transposent à (E).
La plupart d’entre elles s’entendent plus simplement en termes de flot, ou semi-groupe.

Définition 1.1.6. L’application qui à une condition initiale f associe la trajectoire u so-
lution de (E) est appelée flot de l’équation (E).

Le flot peut être perçu comme une action de groupe de (R,+) sur l’espace X des
fonctions de Rd dans R :

ϕ : X× R −→ X
( f , t) 7−→ u(t, ·).

Plus précisément, on considère l’action du semi-groupe (R+,+) sur l’espace X. En par-
ticulier, la propriété d’action de groupe implique la relation de composition de flots
suivante :

ϕ(ϕ( f , t), s) = ϕ( f , t + s),

relation parfois nommée directement propriété de semi-groupe de ϕ. Cela suggère la pré-
sentation usuelle des semi-groupes comme suit.

Définition 1.1.7 (Semi-groupe). On note (Pt)t≥0 la famille d’opérateurs définis, pour f
suffisamment régulière, par :

Pt f (x) = u(t, x), t ≥ 0, x ∈ Rd,

où u est la solution du problème (E). C’est un semi-groupe de Markov au sens suivant :

1. P0 = id (condition initiale),

2. pour tous s, t ∈ R+, Pt ◦ Ps = Pt+s (semi-groupe),

3. si f est positive, Pt f l’est aussi pour tout t (positivité),

4. pour tout t ∈ R+, Pt1 = 1 (conservation de la masse).
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Notons que la mention "de Markov" s’applique uniquement au dernier point. Cette
propriété n’est pas immédiate, et renvoie à la non-explosion des processus de diffusion.
On rencontre parfois la notation Pt = etL, héritée de la théorie de Hille-Yosida. Cette
dernière fait clairement apparaître la propriété de semi-groupe et peut s’avérer fort utile
pour écrire certains résultats, par exemple faisant intervenir la formule de Duhamel.
Néanmoins, l’écriture exponentielle pourrait amener certaines confusions, et nous n’en
ferons que très peu usage par la suite. Elle justifie toutefois la terminologie de générateur
de Markov, qui s’applique à l’opérateur L et que nous utiliserons, elle, beaucoup.

Un tel semi-groupe est parfois appelé semi-groupe de contraction. En effet, s’il peut
être, au contraire du générateur, pertinent de poser la question de la régularité de
l’image par le semi-groupe en fonction de celle de la donnée initiale (plutôt que celle
du domaine de définition), cette information est souvent difficilement accessible. En re-
vanche, on peut facilement voir que pour toute fonction f continue bornée, pour tout
t ≥ 0,

‖Pt f ‖∞ ≤ ‖ f ‖∞.

Ainsi, pour tout t ≥ 0, Pt est une contraction sur L∞(µ). Une façon simple de visuali-
ser cette propriété (et d’autres) est d’introduire le processus de diffusion associé à (Pt)t≥0.
C’est un type de processus stochastiques basés sur le mouvement brownien qui pré-
sente d’étroits liens avec L et (Pt)t≥0. Tous les processus (et variables aléatoires) pré-
sents dans ce manuscrit sont définis sur un espace probabilisé (Ω,A, P).

Définition 1.1.8 (Processus de diffusion). On considère, pour x ∈ Rd, (Xx
t )t≥0 la solu-

tion de l’équation différentielle stochastique suivante :

dXx
t =
√

2dBt −∇V(Xx
t ) dt, Xx

0 = x P-p.s., (EDS)

où (Bt)t≥0 désigne le mouvement brownien standard sur Rd. Un tel processus est ap-
pelé processus de diffusion associé à L.

Ce processus est mesurable pour la filtration brownienne (Ft)t≥0 (la plus petite fil-
tration qui rende mesurable le mouvement brownien). Les considérations d’existence
et d’unicité seront abordées dans un second temps. La proposition suivante, sous ré-
serve de bonne définition des objets impliqués, donne la représentation probabiliste du
semi-groupe.

Proposition 1.1.9. Soit f ∈ C0(Rd, R) une fonction bornée. Alors pour tous t ≥ 0, x ∈ Rd,

Pt f (x) = E[ f (Xx
t )],

où E désigne l’espérance par rapport à P.

La propriété de contraction suit immédiatement de cette représentation (sous ré-
serve qu’elle soit bien définie en tout temps). En effet, si f est une fonction continue
bornée, alors pour tous t ≥ 0, x ∈ Rd,

|Pt f (x)| = |E[ f (Xx
t )]| ≤ E[| f (Xx

t )|] ≤ ‖ f ‖∞,
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d’où la contraction.

Outre ses liens avec le semi-groupe, le processus (Xt)t≥0 (la condition initiale n’ap-
paraîtra que lorsque la situation le nécessitera) possède en soi des propriétés intéres-
santes. La première est que, à l’instar du mouvement brownien, c’est un processus de
Markov homogène : pour tous t > s ≥ 0, pour toute fonction f ∈ C0(Rd, R) bornée,

E[ f (Xt) | Fs] = E[ f (Xt) |Xs],

et pour tout x ∈ Rd,

E[ f (Xt) |Xs = x] = E[ f (Xt−s) |X0 = x].

Cette propriété indique que la loi du processus à l’instant t sachant tout le passé
jusqu’à l’instant s ne dépend que de la valeur du processus à l’instant s. L’homogénéité
assure que cette loi ne dépend en fait que de l’écart temporel t− s et de la valeur initiale
du processus. L’ensemble des processus abordés satisferont à ces deux conditions. En
outre, il peut être intéressant de s’interroger sur le comportement en temps long de
ce type de processus. Cette question donne lieu à la notion de mesure invariante, qui
permet d’établir le lien définitif entre µ, L, (Pt)t≥0 et (Xt)t≥0.

Mesure invariante

La notion de mesure invariante est absolument centrale, tant dans l’étude des pro-
cessus de Markov que celle des opérateurs de diffusion.

Proposition-définition 1.1.10. Soient µ, L, (Pt)t≥0 et (Xt)t≥0 tels que définis ci-dessus.
On dit que µ est invariante pour L, (Pt)t≥0 et (Xt)t≥0 dans la mesure où :

1. pour toute fonction f ∈ D(L),
∫

Rd
L f dµ = 0 ;

2. pour toute fonction f continue bornée,
∫

Rd
Pt f dµ =

∫
Rd

f dµ ;

3. si Xs suit la loi µ pour un certain s ≥ 0, alors Xt suit la loi µ pour tout t ≥ s.

La terminologie "invariance" est héritée du dernier point. Cette acception est d’ailleurs
facile à comprendre : si la loi du processus atteint µ, alors le passage du temps laissera
invariante cette distribution.

Notons que l’existence et l’unicité de la mesure invariante ne vont pas de soi. Dans
le présent contexte, l’existence est assurée par la construction des différents objets, et
l’unicité est obtenue simplement en raisonnant par l’absurde, grâce à la forme des me-
sures de Boltzmann-Gibbs.

On rencontre parfois la terminologie de "mesure stationnaire", avec le même sens
que "mesure invariante". Nous ne l’emploierons pas ici, car il pourrait prêter à confu-
sion avec un autre concept, celui de mesure ergodique, qui elle décrit la convergence du
semi-groupe (ou du processus) en temps long.
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Définition 1.1.11 (Mesure ergodique). Une mesure π sur B(Rd) est dite L2-ergodique
pour (Pt)t≥0 si pour toute fonction f continue bornée,∥∥∥∥Pt f −

∫
Rd

f dπ

∥∥∥∥
L2(π)

−−−→
t→+∞

0.

De même, π est ergodique pour (Xt)t≥0 si pour tout état initial X0 (aléatoire ou non),
toute fonction continue bornée f ,

E[ f (Xt) |X0] −−−→
t→+∞

∫
Rd

f dπ.

La terminologie "ergodique" est héritée de la théorie des systèmes dynamiques.
Dans le présent contexte, l’existence d’une mesure ergodique indique que le processus
parcourt l’espace de sorte que, au bout d’un temps assez long, chaque région de l’es-
pace a été occupée selon un taux correspondant à sa masse pour la mesure ergodique.
Le parcours de l’espace est toujours aléatoire, mais "ordonné" en temps long. Cela peut
être rapproché, dans une certaine mesure, du théorème ergodique de Birkhoff [15].

Les cas les plus intéressants correspondent à une coïncidence entre mesure ergo-
dique et mesure invariante. Une telle coïncidence ne va pas de soi, mais des critères
simples existent et seront abordés, parmi d’autres hypothèses, ci-après.

Avant d’aborder les différentes hypothèses et critères auxquels nous nous référe-
rons dans la suite, nous proposons un autre point de vue sur tous les objet introduits.
Dans une perspective plus descriptive, on peut supposer donné le processus (Xt)t≥0,
par exemple comme réalisation d’un système physique. La connaissance des proprié-
tés du processus est alors de première importance pour l’étude du phénomène afférent.
La plupart du temps, les états du système ne sont connus qu’à travers des observables
(comme la température, le volume, l’entropie, etc.), soit des fonctions f (Xt) du proces-
sus. L’étude du semi-groupe est justifiée dès lors que l’on réalise un grand nombre des
ces observations et que, au lieu de leur valeur précise, on s’intéresse à leur moyenne.
La connaissance des propriétés du semi-groupe permet alors de comprendre (voire
prédire) l’évolution des observables d’intérêt. Finalement, le générateur intervient ici
comme l’opérateur régissant la dynamique du semi-groupe, et donc son évolution d’un
point de vue infinitésimal. De ce point de vue-là, la mesure invariante n’est plus l’ob-
jet d’étude donné a priori, contrairement au contexte de ce travail, mais une propriété
afférente du processus étudié.

Et la gaussienne dans tout ça? Le cas gaussien possède une particularité qui justifie
en partie l’intérêt qui lui est porté : le semi-groupe est explicite.

Proposition 1.1.12 (Mehler). Soit f une fonction continue bornée. Alors pour tout t ≥ 0,
x ∈ Rd,

Pt f (x) =
∫

Rd
f
(

xe−t + y
√

1− e−2t
)

dγd(y).
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On vérifie immédiatement que ∂tPt = LPt. Cette formule permet de plus d’établir
simplement la plupart des propriété de contraction et de continuité du semi-groupe,
sans faire appel au processus de diffusion sous-jacent. La propriété d’ergodicité est
également immédiate, et les hypothèses de régularité sur f apparaissent clairement.
Notons que ce cas est exceptionnel, la plupart des semi-groupes n’admettent pas de
telle représentation explicite. Cela justifie également que ce semi-groupe porte un nom
spécifique : le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. C’est également le nom donné à l’opé-
rateur (noté souvent LOU) et au processus de diffusion associés. À l’instar du semi-
groupe, ce dernier est lui-même explicite. En effet, par variation de la constante, on
montre facilement que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck admet la représentation sui-
vante, pour tous t ≥ 0, x ∈ Rd :

Xx
t = e−tx +

√
2
∫ t

0
e−(t−s)dBs.

Comme cela sera développé dans le chapitre suivant, l’intégrale ci-dessus est une mar-
tingale, et par définition de l’intégrale brownienne, c’est une variable aléatoire de loi
gaussienne. Ses moments se calculent aisément :

E[Xx
t ] = e−tx +

√
2E
[∫ t

0
e−(t−s)dBs

]
= e−tx,

sa matrice de covariance est, comme celle du mouvement brownien, multiple de l’iden-
tité. On a, par exemple pour la première composante :

Var((Xx
t )1) = 2

∫ t

0
e−2(t−s)ds = 1− e−2t.

Ainsi, pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ Rd, Xx
t suit une loi gaussienne Nd(e−tx, (1− e−2t)Id).

De cette formule découlent la plupart des propriétés du processus : la bonne défini-
tion de l’équation, l’ergodicité, la représentation du semi-groupe, etc. Notons que cette
présentation permet la mise en œuvre d’approximations numériques facilitées.

Les points de calcul stochastique nécessaires à la compréhension de ces différents
points seront abordés dans le chapitre suivant. Dans la suite, on s’intéressera à la théorie
de Bakry-Émery, qui a servi de terreau fertile au présent travail et à de nombreux autres.

1.1.3 La théorie de Bakry-Émery

Cette théorie, d’essence géométrique et énoncée originellement dans un cadre rie-
mannien par Dominique Bakry et Michel Émery en 1985 [10], se base sur l’introduction
de deux opérateurs : le carré du champ Γ et le carré du champ itéré Γ2. Ce dernier est si
important dans l’établissement du critère de Bakry-Émery qu’il est parfois appelé "cri-
tère Γ2". Nous introduirons donc dans un premier temps ces deux opérateurs, avant
d’énoncer le critère dans la plus grande généralité. Le cas euclidien avec mesure de
Boltzmann-Gibbs, qui nous intéresse plus particulièrement, sera développé en suivant.
Une présentation générale de la théorie pourra être trouvée dans [8], partie I.
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Présentation générale

Dans cette première section, nous considérons un opérateur de diffusion général
L = div ◦ ∇. Cet opérateur peut être défini sur un espace (topologique) mesuré assez
général, moyennant une structure différentielle. On peut penser à L de la forme de la
Définition 1.1.2 pour fixer les idées, mais cet opérateur peut très bien être défini sur une
variété différentielle assez régulière (comme la sphère) ou même, via des opérateurs
aux différences, sur des espaces discrets.

On considère donc ici un espace topologique mesuré (X,B(X), µ), muni d’une struc-
ture différentielle, dont la différentielle sera toujours notée ∇. La forme de l’opérateur
L implique en particulier qu’il est symétrique sur C∞(X, R).

Définition 1.1.13 (Carré du champ). Soient f , g ∈ C∞(X, R). On définit le carré du champ
associé à L par :

Γ( f , g) =
1
2
[L( f g)− f Lg− gL f ].

De même, le carré du champ itéré est donné par :

Γ2( f , g) =
1
2
[LΓ( f , g)− Γ( f , Lg)− Γ(L f , g)].

Ces deux opérateurs sont obtenus, en quelque sorte, par des identités de polarisa-
tion. On notera souvent dans la suite, pour f ∈ C∞(X, R),

Γ( f ) := Γ( f , f ) =
1
2

L( f 2)− f L f ,

et
Γ2( f ) := Γ2( f , f ) =

1
2

LΓ( f )− Γ( f , L f ).

Le domaine de définition de ces opérateurs peut, à l’instar de celui de L, être étendu
à un sous-domaine de D(L). Cela ne sera pas discuté dans le cas général, mais nous y
reviendrons dans le cas euclidien. Notons également que cette construction peut s’itérer
en définissant une suite d’opérateurs (Γn)n≥0 par récurrence. Certains résultats ont été
obtenus dans cette direction, mais elle ne sera pas développée ici.

Ces deux opérateurs permettent d’écrire finalement la condition de courbure-dimension,
qui donne naissance au critère éponyme.

Définition 1.1.14 (Condition de courbure-dimension). L’opérateur L satisfait la condi-
tion de courbure-dimension CD(ρ, n), pour ρ ∈ R et n ∈ [1, ∞), si pour toute fonction
f ∈ C∞(X, R), on a l’inégalité suivante :

Γ2( f ) ≥ ρΓ( f ) +
1
n
(L f )2.

On dira que L vérifie la condition de courbure CD(ρ, ∞), ρ ∈ R, si pour toute fonction
f ∈ C∞(X, R),

Γ2( f ) ≥ ρΓ( f ).
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La terminologie de "courbure dimension" est héritée du contexte riemannien, où L
est l’opérateur de Laplace-Beltrami. Dans ce cadre, le critère est satisfait dès que le ten-
seur de Ricci est uniformément minoré par ρ et n est supérieur à la dimension de la
variété. On parle alors de variété à courbure minorée, et ce terme a notamment servi
à généraliser le concept à des espaces métriques mesurés, privés de structure différen-
tielle.

Comme il sera développé ultérieurement, cette condition est reliée à de nombreuses
propriétés du générateur L, notamment aux différentes inégalités fonctionnelles qu’il
peut satisfaire. La section suivante traite du cas euclidien, et permettra d’établir les pre-
miers critères intéressants dans notre situation, notamment sur l’existence des solutions
aux équations différentielles stochastiques.

Le cas de l’espace euclidien

Nous revenons à présent au cas X = Rd, dµ(x) ∝ e−V(x)dx et L = ∆−∇V · ∇. Dans
ce cas, les deux opérateurs carrés du champ se réécrivent assez simplement.

Proposition 1.1.15 (Carré du champ euclidien). Soient f , g ∈ C∞(Rd, R). On a alors

Γ( f , g) = ∇ f · ∇g, Γ( f ) = |∇ f |2,

et

Γ2( f , g) = 〈∇2 f ,∇2g〉HS +∇ f · ∇2V∇g, Γ2( f ) = ‖∇2 f ‖2
HS +∇ f · ∇2V∇ f .

Il apparaît que Γ et Γ2 sont des opérateurs d’ordre respectif 1 et 2. En fait, Γ (resp. Γ2)
mesure le défaut de dérivation (le fait de satisfaire la formule de Leibnitz) de L (resp.
de LΓ).

La condition de courbure-dimension CD(ρ, n) se réécrit alors :

‖∇2 f ‖2
HS +∇ f · ∇2V∇ f ≥ ρ|∇ f |2 + 1

n
(L f )2.

Notons que, dans ce contexte, le tenseur de Ricci est constant égal à 0. La condition de
courbure ne peut plus alors s’entendre de ce point de vue-là, mais est à comprendre en
lien avec le potentiel. En effet, la condition CD(ρ, ∞) s’écrit en particulier :

‖∇2 f ‖2
HS +∇ f · ∇2V∇ f ≥ ρ|∇ f |2,

et on établit alors facilement la proposition suivante.

Proposition 1.1.16 (Condition CD(ρ, ∞)). L’opérateur L satisfait CD(ρ, ∞), ρ ∈ R, si et
seulement si ∇2V ≥ ρId.

L’inégalité ∇2V ≥ ρId est à comprendre uniformément sur Rd, soit ∇2V(x) ≥ ρId
pour tout x ∈ Rd.

Dans le cas où ρ est (strictement) positif, cela revient à la convexité (uniforme) du
potentiel. Dans le cas général (ρ ∈ R), le critère indique que le potentiel ne doit pas
être "trop concave". Avant de traiter des inégalités fonctionnelles liées à la courbure-
dimension, la section suivante établit les principales hypothèses techniques qui seront
utilisées dans la suite, en lien avec L, le semi-groupe ou le potentiel.
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Et la gaussienne dans tout ça? Le cas gaussien est souvent considéré comme le cas
"de référence" pour la courbure dimension. En effet, on a ici ∇2V = Id, donc γd satis-
fait la condition CD(1, ∞). Comme cela sera développé ultérieurement, la plupart des
propriétés de γd découleront de ce fait directement et les estimations fournies seront,
exceptionnellement, optimales.

1.1.4 Hypothèses techniques

Consciencieusement éludées tout au long de cette introduction, nous établissons
ci-dessous les hypothèses techniques nécessaires pour la suite du travail.

La première est que la mesure d’intérêt µ est une mesure de probabilité. Cela im-
plique nécessairement que e−V ∈ L1(dx).

Une des propriétés importantes utilisées précédemment est la complétude de l’espace
pour Γ au sens suivant : il existe une suite de fonctions (χn)n≥0 ⊂ C∞

c (Rd, R) telle que
χn −−−−→

n→+∞
1 simplement et Γ(χn) ≤ 1/n pour tout n ∈ N∗. Cette hypothèse est satisfaite

pour Rd, mais nécessite d’être mentionnée pour des espaces moins usuels. C’est elle en
particulier qui permet de compléter le domaine de L et d’inclure les constantes.

Les hypothèses sur le semi-groupe peuvent être reliées à celles sur le processus.
En effet, la Proposition 1.1.9 assure que, pour (Xx

t )t≥0 et (Pt)t≥0 tels que définis précé-
demment, on a Pt f (x) = E[ f (Xx

t )], sous réserve de l’unicité de la solution de (E). On
considérera donc cette hypothèse pour la suite.

Cette écriture n’est néanmoins valide que si le processus lui-même existe en tout
temps. En effet, les processus de diffusion existent a priori uniquement jusqu’à un
temps d’explosion τe, qui a priori n’est pas toujours égal à l’infini. Il en est de même
pour les équations différentielles ordinaires, mais le temps d’explosion est ici une va-
riable aléatoire (c’est même un temps d’arrêt associé à (Ft)t≥0). Cette question est en
général très difficile, mais une réponse simple est apportée par le critère de courbure
dimension. En effet, elle est équivalente à l’hypothèse de préservation de la masse
(Pt1 = 1), et dans ce cadre, Bakry a apporté la réponse suivante en 1986 [5].

Proposition 1.1.17 (Non-explosion). Soient (Pt)t≥0 et (Xx
t )t≥0 définis comme précédem-

ment. S’il existe ρ ∈ R tel que L satisfait CD(ρ, ∞), alors le processus n’explose pas.

Cette propriété remarquablement synthétique permet de passer outre les critères
nécessitant de la régularité sur les coefficients de l’équation (EDS) ou les critères basés
sur des fonctions de Lyapunov.

La dernière propriété à vérifier est l’ergodicité, qui assure la convergence en temps
long du semi-groupe (comme du processus). Elle peut être simplement comprise à par-
tir du générateur, en particulier de sa décomposition spectrale. En effet, de même que
les matrices symétriques peuvent être décomposées en base orthonormée, les opéra-
teurs de diffusion admettent une décomposition par projecteurs spectraux : pour tout
f ∈ D(L), on a :

−L f =
∫ +∞

0
λdPλ f ,
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où l’opposé de L est considéré pour avoir un spectre dans R+ (voir [8], chapitre 3).
L’opérateur Pλ représente la projection orthogonale dans L2(µ) de f sur l’espace ca-
ractéristique associé à λ. Le semi-groupe hérite de cette décomposition, via la formule
suivante :

Pt f =
∫ +∞

0
e−λtdPλ f .

Il est dès lors plus aisé de comprendre le comportement en temps long de (Pt)t≥0. En
effet, passer à la limite dans l’égalité ci-dessus donne :

lim
t→+∞

Pt f = E0( f ),

étant donné que e−λt → 0 dès que λ 6= 0. Toutes ces limites et identités sont à com-
prendre dans L2(µ). Ainsi, Pt f converge vers la projection de f sur le sous-espace des
fonctions qui annulent L. Il a déjà été établi que les fonctions constantes appartiennent
à ce sous-espace. Or, l’intégrale de f contre µ correspond exactement à la projection or-
thogonale de f sur le sous-espace des fonctions constantes. Dès lors on dégage le critère
d’ergodicité suivant : le semi-groupe est ergodique dès que L f = 0 implique que f est
constante. Dans ce cas-là, par unicité, la mesure invariante est également ergodique.

Résumons les hypothèses obtenues :
(H1) e−V ∈ L1(dx) (mesure de probabilité) ;
(H2) complétude pour Γ ;
(H3) unicité de la solution de (E) ;
(H4) CD(ρ, ∞), ρ ∈ R (non-explosion/conservation de la masse) ;
(H5) L f = 0 implique que f est constante (ergodicité).

Sauf mention contraire, toutes ces hypothèses seront considérées implicitement comme
valides dans la suite. Elles pourront être affinées ou renforcées au besoin, auquel cas la
nouvelle hypothèse sera clairement indiquée.

Dans la partie suivante, nous décrivons les principales inégalités fonctionnelles qui
seront étudiées par la suite, et la dernière partie est dédiée à la présentation des relations
d’entrelacement et des résultats principaux de la thèse. Encore une fois, sauf mention
contraire, les objets µ, L, (Pt)t≥0 et (Xt)t≥0 seront toujours ceux introduits au début de
cette partie.

1.2 Inégalités fonctionnelles

Le but premier de cette thèse était l’application des techniques d’entrelacement à
l’étude de certaines inégalités fonctionnelles. Cette étude constitue un large pan de
l’analyse fonctionnelle, et a depuis longtemps été une thématique très forte à Toulouse,
notamment depuis la fin des années 80 autour de Dominique Bakry et Michel Ledoux.
La durée de la thèse ne suffit pas à explorer l’intégralité du domaine, c’est pourquoi
nous nous concentrerons sur deux grandes familles d’inégalités : les inégalités de Poin-
caré et de Sobolev logarithmique. Elles sont présentées dans la suite, puis reliées à la
condition de courbure-dimension introduite ci-dessus. Les travaux originaux de cette
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thèse seront présentés en fin de chapitre, aussi l’ensemble des résultats énoncés ci-après
seront clairement référencés dans la littérature.

1.2.1 Inégalité de Poincaré

Probablement la plus connue des inégalités abordées, l’inégalité de Poincaré a été
introduite par Henri Poincaré en 1890 dans un article dédié aux équations aux déri-
vées partielles de la physique mathématique [72]. Abondamment développée depuis
lors, elle est devenue un outil proéminent en analyse des équations aux dérivées par-
tielles, mais aussi en analyse spectrale. En effet, elle possède un lien très fort avec le
spectre des opérateurs intervenant dans les équations concernées. Généralement for-
mulée dans des espaces de Sobolev sur des domaines de Rd, nous nous concentrerons
sur une version légèrement différente, mais plus adaptée aux problématiques proba-
bilistes. Une présentation détaillée de la question, ainsi que les preuves des résultats
énoncés ci-dessous peuvent être trouvés dans [8], chapitre 4.

Généralités

L’idée générale de cette inégalité est de contrôler la variance d’une fonction par un
terme d’énergie, classiquement la norme L2 de son gradient, à travers une constante qui
dépend uniquement de la mesure. On rappelle donc d’abord la définition de la variance
d’une fonction, avant de présenter l’inégalité.

Définition 1.2.1 (Variance). Soit f ∈ L2(µ). On définit sa variance comme son moment
centré d’ordre deux :

Varµ( f ) =
∫

Rd

(
f −

∫
Rd

f dµ

)2

dµ =
∫

Rd
f 2dµ−

(∫
Rd

f dµ

)2

.

L’inégalité de Poincaré s’énonce comme suit.

Définition 1.2.2 (Inégalité de Poincaré). La mesure µ satisfait une inégalité de Poincaré
de constante c > 0, notée IP(c), si pour toute fonction f ∈ D(E),

Varµ( f ) ≤ c
∫

Rd
|∇ f |2dµ.

La plus petite constante pour laquelle cette inégalité est vérifiée est fréquemment nom-
mée "constante de Poincaré", notée cP(µ).

Notons que l’espace des fonctions test considérées est important. En effet, la valeur
de la constante optimale peut dépendre du choix de cet espace, qu’il est donc bon de
fixer. Il est choisi ici pour donner un sens aux deux termes de l’inégalité, le second
étant égal à la forme de Dirichlet E définie en début de chapitre, et pour permettre les
intégrations par parties.

Comme indiqué ci-dessus, l’inégalité de Poincaré a un lien très fort avec les inéga-
lités de trou spectral. On dit que l’opérateur −L admet un trou spectral s’il existe ε > 0
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tel que pour toute valeur propre λ ∈ σ(−L) non nulle, |λ0 − λ| > ε. La première va-
leur propre λ0 de −L est connue, et vaut toujours 0, les fonctions constantes étant les
fonctions propres associées. Le trou spectral indique donc que 0 n’est pas un point d’ac-
cumulation du spectre.

Proposition 1.2.3 (Trou spectral). L’opérateur−L admet un trou spectral d’ordre 1/c, c > 0,
si et seulement si µ satisfait une IP(c).

La preuve de ce résultat ne présente pas de difficultés particulières, en s’appuyant
sur la décomposition spectrale introduite plus tôt.

Cette équivalence amène à parfois appeler directement l’inégalité de Poincaré "in-
égalité de trou spectral". C’est en particulier un point très important de l’étude spectrale
de L, comme cela sera mis en avant dans les chapitres suivants.

Notons que cette propriété ne dit rien sur le reste du spectre. À ce titre, deux exemples
extrêmes illustrent des situations très différentes :

• le cas gaussien : le spectre de LOU est discret (aucune des valeurs propres n’est
un point d’accumulation, et la décomposition spectrale fournit une "vraie" base
hilbertienne de L2(µ)) ;

• le cas exponentiel : si µ(dx) ∝ e−|x|dx, alors µ satisfait une IP(4), et L possède
donc bien un trou spectral, mais le reste de son spectre est continu (on montre
que σ(−L) = {0} ∪ [1/4,+∞)), toutes les autres valeurs propres sont des points
d’accumulation.

Ces différents comportements seront plus précisément étudiés dans le chapitre dédié
(voir également [8], §4.1 et §4.4).

La seconde propriété en lien fort avec l’inégalité de Poincaré est l’ergodicité. En
effet, l’inégalité de Poincaré assure la décroissance exponentielle de la norme L2 du
semi-groupe.

Proposition 1.2.4. La mesure µ satisfait une IP(c), c > 0, si et seulement si, pour toute
fonction f ∈ L2(µ), pour tout t ≥ 0,∥∥∥∥Pt f −

∫
Rd

f dµ

∥∥∥∥2

2
= Varµ(Pt f ) ≤ e−2t/cVarµ( f ).

Cette preuve repose sur un argument très classique lié à l’utilisation du lemme de
Grönwall.

Au regard des liens étroits entre l’inégalité de Poincaré et les propriétés de L, il est
souvent pertinent de connaître la valeur de la constante optimale cP(µ). Malheureu-
sement, cette dernière est très rarement accessible explicitement. Certaines propriétés
permettent néanmoins d’en faire des estimations, parfois optimales.

Estimation de la constante de Poincaré

Une des propriétés que l’inégalité de Poincaré a le bon goût de satisfaire, et qui faci-
lite grandement l’estimation de la constante éponyme, est la propriété de tensorisation.
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Proposition 1.2.5 (Stabilité par produit). Soient ν1 et ν2 deux mesures de probabilité telles
que ν1 satisfait une IP(c1) et ν2 satisfait une IP(c2). Alors la mesure produit ν = ν1 ⊗ ν2
satisfait une IP(max(c1, c2)).

Cette propriété est rendue possible par la structure de mesure produit, qui permet
l’utilisation du théorème de Fubini.

Cette borne n’est pas optimale en général, mais elle permet de déduire la propriété
de tensorisation : si µ satisfait une IP(c), alors pour tout entier n ∈ N∗, µ⊗n satisfait
une IP(c). Cette propriété n’est peut-être pas souvent applicable, mais a l’intérêt d’ex-
hiber un comportement adimensionnel de la constante de Poincaré. La valeur de cP(µ)
peut en effet, au vu des propriétés énoncées ci-dessus, poser problème si elle venait à
exploser quand la dimension devient trop grande.

La stabilité de l’inégalité est avantageusement utilisée couplée avec des méthodes
d’estimation de la constante de Poincaré en petite dimension (un ou deux). Ces mé-
thodes seront abordées dans le dernier chapitre, consacrée aux aspects numériques de
cette inégalité.

Des critères existent néanmoins en dimension quelconque pour obtenir des estima-
tions sur cP(µ) hors du cadre produit. Nous traiterons ici de deux d’entre eux, parmi
les plus répandus : le critère de courbure-dimension et les fonctions de Lyapunov.

Proposition 1.2.6 (Critère de courbure-dimension I). Si µ satisfait CD(ρ, ∞) pour ρ > 0,
alors elle satisfait aussi une IP(1/ρ).

La preuve de cet énoncé fait intervenir une des conséquences les plus importantes
de la condition CD(ρ, ∞) : la borne exponentielle sur le gradient du semi-groupe.

Lemme 1.2.7. Supposons que µ satisfait CD(ρ, ∞). Alors pour toute fonction f ∈ C∞
c (Rd, R),

pour tout t ≥ 0,
|∇Pt f | ≤ e−ρtPt(|∇ f |).

La preuve de ce résultat est assez technique, et nous renvoyons le lecteur à [8], §3.3.6,
pour une démonstration précise. On utilisera plus souvent le corollaire suivant, qui
résulte de l’application de l’inégalité de Jensen au lemme ci-dessus.

Corollaire 1.2.8. Sous les mêmes hypothèses que le lemme précédent, on a pour tout t ≥ 0,

|∇Pt f |2 ≤ e−2ρtPt(|∇ f |2).

Les estimations sur le gradient du semi-groupe rendues permises par la condition
CD(ρ, ∞) permettent d’obtenir facilement une inégalité de Poincaré, mais elles néces-
sitent l’hypothèse de convexité du potentiel pour être établies (la nécessité de cette hy-
pothèse apparaîtra clairement dans le cadre des relations d’entrelacement). Une des
façons de passer outre cette contrainte est de travailler avec des fonctions de Lyapunov.

Définition 1.2.9 (Fonction de Lyapunov). Une fonction W : Rd → [1,+∞) de classe C2

est une fonction de Lyapunov s’il existe deux constantes θ, b > 0 et un rayon R > 0 tels
que :

LW ≤ −θW + b1B(0,R).
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Proposition 1.2.10 (Bakry, Barthe, Cattiaux, Guillin ’08). S’il existe une fonction de Lyapu-
nov W telle que définie ci-dessus et telle que µ|B(0,R) satisfait une IP(cR), alors µ satisfait une
inégalité de Poincaré de constante 1

θ (1 + bcR).

Nous renvoyons le lecteur à [7] pour la preuve. Notons que l’inégalité de Poin-
caré sur la boule est liée, comme nous le verrons plus tard, à un problème aux valeurs
propres avec conditions aux bords de Neumann. Ce type de résultats est très puissant
pour démontrer qu’une mesure satisfait une inégalité de Poincaré, mais des estimations
quantitatives de la constantes sont parfois difficiles à déduire. Néanmoins, il permet
d’établir des critères simples et qualitatifs reliés directement au potentiel V.

Corollaire 1.2.11. Supposons que V satisfait à l’une de ces deux conditions :

1. il existe α > 0 et R ≥ 0 tels que, pour |x| ≥ R,

〈x,∇V(x)〉 ≥ α|x|;

2. il existe a ∈ (0, 1), c > 0 et R ≥ 0 tels que, pour |x| ≥ R,

a|∇V|2 − ∆V ≥ c.

Alors le résultat précédent s’applique.

Ce type de critère est essentiellement qualitatif, et il est difficile de savoir si les
constantes obtenues sont optimales. Il permet néanmoins d’établir l’existence d’une in-
égalité de Poincaré en s’intéressant uniquement au potentiel et en relâchant l’hypothèse
de convexité de la condition CD(ρ, ∞). À titre indicatif, les fonctions de Lyapunov qui
vérifient les conditions sont (entre autres) de la forme eγ|x| pour la première et eγV+ε

pour la seconde.

Et la gaussienne dans tout ça? Le cas gaussien est particulier à double titre. D’une
part le trou spectral est connu explicitement, avec les fonctions propres, et donc la
constante de Poincaré aussi, et d’autre part l’estimation donnée par Bakry-Émery est
optimale.

En effet, comme il sera développé dans le chapitre dédié à l’analyse spectrale, le
spectre de LOU est discret et connu : σ(−LOU) = N. Le trou spectral est donc égal à 1 et
l’espace propre associé est de dimension d. Il est décrit explicitement, engendré par les
formes coordonnées gi : x 7→ xi, i ∈ J1, dK. Le calcul est direct, pour tout x ∈ Rd :

−LOU gi(x) = −0 + x · ei = xi = gi(x).

Il s’ensuit que cP(γd) = 1. Comme indiqué dans la section précédente, la borne donnée
par le critère de courbure-dimension est égale à 1, ce qui coïncide avec l’optimal. Ce
cas de figure est exceptionnel, et contribue à ce que l’on désigne souvent comme le
"miracle gaussien". Notons que la propriété de tensorisation s’applique également à
cette situation. En effet, la mesure gaussienne γd est le produit de d mesures γ1 pour
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lesquelles on montre de même que cP(γ1) = 1. L’estimation donnée par tensorisation
est ici optimale.

Les estimations du Lemme 1.2.7 se déduisent aussi facilement dans ce cas, elles sont
une conséquence de la formule de Mehler. En effet, pour f ∈ C∞

c (Rd, R), on a :

∇Pt f (x) =
∫

Rd
∇
(

f (xe−t + y
√

1− e−2t)
)

dγd(y)

= e−t
∫

Rd
∇ f (xe−t + y

√
1− e−2t) dγd(y),

et le lemme suit en prenant la norme de chaque terme par inégalité triangulaire. L’éga-
lité ci-dessus peut parfois s’écrire ∇Pt f = e−tPt(∇ f ), ce qui est un évident abus de
notation (à comprendre comme une action coordonnée par coordonnée de Pt sur les
∂i f , voir le chapitre suivant), mais met en évidence une relation de commutation entre
le gradient et le semi-groupe. Ce type de relation est appelée "entrelacement" entre ∇
et Pt, et fera l’objet de la dernière partie de cette introduction.

Outre les techniques précitées ou les cas explicites, comme indiqué plus haut, des
critères spécifiques existent en dimension 1, dus à la structure particulière de la droite
réelle (comme le critère de Muckenhoupt), et seront évoqués dans le dernier chapitre.
Nous terminons cette section sur l’inégalité de Poincaré par une amélioration de celle-
ci : l’inégalité de Brascamp-Lieb [23].

Inégalité de Brascamp-Lieb

Proposition-définition 1.2.12. Si V est strictement convexe (i.e. ∇2V > 0), alors µ sa-
tisfait une inégalité de Brascamp-Lieb : pour tout fonction f ∈ C∞

c (Rd, R),

Varµ( f ) ≤
∫

Rd
∇ f · (∇2V)−1∇ f dµ.

On peut aisément déduire de cette inégalité l’inégalité de Poincaré sous la condition
CD(ρ, ∞).

En effet, si∇V ≥ ρId, ρ > 0, alors (∇2V)−1 est toujours symétrique définie positive
et vérifie, pour toute fonction f ,

∇ f · (∇2V)−1∇ f ≤ 1
ρ
|∇ f |2.

L’inégalité de Brascamp-Lieb devient alors :

Varµ( f ) ≤ 1
ρ

∫
Rd
|∇ f |2dµ,

ce qui est exactement IP(1/ρ). L’établissement de cette inégalité fait appel à des rai-
sonnements que nous ne détaillerons pas ici. Elle donne accès des améliorations des
résultats obtenus à partir de l’inégalité de Poincaré, comme il sera discuté plus tard.
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Notons néanmoins que, dans le cas gaussien, les inégalités de Poincaré et Brascamp-
Lieb coïncident.

De nombreux raffinements de l’inégalité de Poincaré existent (super-Poincaré, Poin-
caré à poids, etc.) mais ne seront pas abordés ici. La suite de cette partie traite d’une
autre propriété, de nature assez différente : l’inégalité de Sobolev logarithmique.

1.2.2 Inégalité de Sobolev logarithmique

D’abord introduites dans le contexte de la théorie de l’information par Adriaan
Stam en 1959 [81] puis conceptualisées par Leonard Gross en 1975 [42], les inégalités de
Sobolev logarithmiques (ISL) ont depuis été abondamment utilisées en analyse infinie-
dimensionnelle. Initialement pensées pour établir des propriétés des semi-groupes (au-
tour notamment des travaux de Nelsen [67], Faris [35] ou Federbush [36]), on a depuis
retrouvé leurs traces dans de nombreux domaines (y compris en topologie algébrique,
pour la preuve de la conjecture de Poincaré [69]). Comme son nom le laisse penser,
elle présente des liens avec les plongements de Sobolev, mais aussi avec l’inégalité de
Poincaré ou la condition de courbure-dimension. Comme pour le paragraphe précé-
dent, nous commencerons par une présentation générale de l’inégalité, avant donner
des critères d’établissement et de discuter enfin des liens entre inégalités de Sobolev
logarithmiques et de Poincaré. Le lecteur avide de science pourra consulter en [8], cha-
pitre 5 pour tout complément d’information et pour les preuves des résultats énoncés
ci-après.

Généralités

Les inégalités de Sobolev classiques font apparaître, à l’instar des inégalités de Höl-
der, des exposants conjugués reliés entre eux par la dimension de l’espace sous-jacent.
Le but des inégalités de Sobolev logarithmiques est de s’affranchir de cette dépendance.
Elles restent de même nature que les inégalités classiques (contrôle d’une fonctionnelle
par une énergie), mais font intervenir une notion d’entropie.

Définition 1.2.13 (Entropie). Soit f : Rd → R∗+ une fonction assez régulière. On définit
son entropie par le "moment centré logarithmique" suivant :

Entµ( f ) =
∫

Rd
f log f dµ−

∫
Rd

f dµ log
(∫

Rd
f dµ

)
.

La régularité minimale pour donner un sens à l’entropie est de supposer que f ∈
L1(µ) et

∫
Rd

f | log f |dµ < +∞. L’espace de telles fonctions est parfois noté L log L(µ).

L’idée de l’inégalité de Sobolev logarithmique est donc de contrôler l’entropie d’une
fonction par la norme L2 de son gradient, via une constante qui ne dépend que de µ.
Elle s’énonce comme suit [42].
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Définition 1.2.14 (Inégalité de Sobolev logarithmique). La mesure µ satisfait une in-
égalité de Sobolev logarithmique de constante c > 0, notée ISL(c), si pour toute fonction
f ∈ D(E),

Entµ( f 2) ≤ c
∫

Rd
|∇ f |2dµ.

La plus petite constante pour laquelle cette inégalité est vérifiée est fréquemment nom-
mée "constante de Sobolev logarithmique", notée cSL(µ).

L’espace de fonctions test est également important. Ici, l’hypothèse f ∈ D(E) assure
que les deux termes à la fois sont bien définis et permet aussi les intégrations par parties.

Si l’inégalité de Poincaré était fortement liée au trou spectral de L, l’inégalité de So-
bolev logarithmique peut se comprendre en termes d’information. En effet, si on sup-
pose que f : Rd → R∗+ est la densité par rapport à µ d’une mesure de probabilité ν,
alors l’entropie devient :

Entµ( f ) =
∫

Rd
f log f dµ = DKL(ν‖µ),

où DKL(ν‖µ) est la divergence de Kullback-Leibler entre µ et ν. De même, si on définit
l’information de Fisher entre µ et ν par :

I(ν‖µ) =
∫

Rd

|∇ f |2
f

dµ,

alors l’inégalité ISL(c) devient :

DKL(ν‖µ) ≤
c
4

I(ν‖µ).

C’est sous cette forme qu’elle est le plus utilisée en théorie de l’information, une des
premières situations où elle est apparue.

De façon analogue à l’inégalité de Poincaré, l’ISL nous renseigne sur l’ergodicité du
semi-groupe.

Proposition 1.2.15. La mesure µ satisfait une ISL(c), c > 0, si et seulement si pour toute
fonction f ∈ L1(µ) d’entropie finie,

Entµ(Pt f ) ≤ e−4t/cEntµ( f ).

La preuve est analogue à celle de la Proposition 1.2.4, elle repose sur la dérivation en
temps du terme de gauche et l’utilisation du lemme de Grönwall. De nature similaire
à son pendant pour l’inégalité de Poincaré, l’une ou l’autre de ces propriété peut être
utilisée en fonction de la régularité de la condition initiale f . Notons que la régularité L2

exigée dans la Proposition 1.2.4 est plus restrictive que celle de la proposition ci-dessus
qui est donc, de fait, plus puissante.

L’entropie est, à l’instar de la divergence de Kullback-Leibler, une mesure de dissi-
milarité entre lois de probabilités, et permet donc via la proposition ci-dessus d’établir
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une vitesse exponentielle dans des convergences en loi. À ce titre, le théorème d’Otto-
Villani décrit une relation entre l’inégalité de Sobolev logarithmique et la distance de
Wasserstein 2. Couplé à la proposition précédente, ce résultat permet d’établir un lien
très fort entre l’ISL et le transport optimal.

Mentionnons enfin que, dans leur contexte d’introduction par Gross, les inégalités
de Sobolev logarithmiques ont été utilisées pour établir l’hypercontractivité du semi-
groupe, qui améliore la contraction décrite plus haut. Cette propriété indique non seule-
ment que (Pt)t≥0 est en fait une contraction sur Lp(µ), p > 1, mais de plus qu’il amé-
liore la régularité de la fonction de départ : si f ∈ Lp(µ), alors dès que t > 0, on peut
trouver q(t) > p tel que Pt f ∈ Lq(t)(µ). Dans le même esprit que la régularisation du
semi-groupe de la chaleur, l’hypercontractivité garantit une régularisation dans Lp de
la condition initiale.

De nombreux autres résultats font appel à l’inégalité de Sobolev logarithmique, il
est impossible de tous les citer ici. Le lecteur intéressé pour consulter avantageusement
[2]. Néanmoins, toutes ces propriétés sont reliées à la constante optimale cSL(µ), qu’il
est important, sinon de connaître explicitement, au moins de savoir estimer.

Estimation de la constante de Sobolev logarithmique

Comme cela a été mentionné, la constante optimale de l’inégalité de Sobolev lo-
garithmique a le bon goût de bien se comporter quand la dimension augmente. Le
théorème de Fubini permet d’établir, comme pour l’inégalité de Poincaré, le résultat
suivant.

Proposition 1.2.16 (Stabilité par produit). Soient ν1 et ν2 deux mesures de probabilité telles
que ν1 satisfait une ISL(c1) et ν2 satisfait une ISL(c2). Alors la mesure produit ν = ν1 ⊗ ν2
satisfait une ISL(max(c1, c2)).

Cette propriété implique donc que si µ satisfait une ISL(c), c > 0, alors pour tout
n ∈ N∗, µ⊗n satisfait également une ISL(c). Bien qu’inapplicable en-dehors du contexte
des mesures produits, ce critère oriente néanmoins les recherches vers une comporte-
ment adimensionnel de la constante optimale. Ce point sera plus amplement discuté
dans le chapitre suivant.

Pour des mesures plus générales, il existe de nombreuses techniques d’estimation
de cSL(µ). Nous allons ici nous concentrer sur deux d’entre elles : le critère de courbure-
dimension et la méthode perturbative de Holley-Stroock.

Proposition 1.2.17 (Critère de courbure-dimension II). Si µ satisfait CD(ρ, ∞) pour ρ >
0, alors elle satisfait aussi une ISL(2/ρ).

La preuve utilise, à l’instar de celle de la Proposition 1.2.6, les estimations sur le
gradient du semi-groupe du Lemme 1.2.7. Sa structure est très similaire à celle que l’on
rencontrera dans le chapitre suivant dans le chapitre suivant, dans le cadre duquel on
pourra d’ailleurs retrouver ce résultat.

Comme précédemment, le critère de courbure-dimension permet d’établir facile-
ment une estimation de la constante optimale, bien que celle-ci ne soit en générale pas
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optimale. Mais encore une fois, l’hypothèse de convexité exigée sur le potentiel est as-
sez restrictive. Elle peut toutefois être relâchée si µ est une perturbation bornée d’une
mesure qui elle-même satisfait une ISL : c’est le critère de Holley-Stroock (dont une
version assez similaire existe pour l’inégalité de Poincaré).

Proposition 1.2.18 (Holley, Stroock [46]). S’il existe Φ : Rd → R une fonction continue
bornée et une mesure de probabilité ν telle que dµ ∝ eΦdν et ν satisfait une ISL(c), c > 0, alors
µ satisfait une ISL de constante ce2(sup(Φ)−inf(Φ)).

Ce critère peut naturellement se combiner au précédent et se comprendre unique-
ment au niveau du potentiel : s’il existe une fonction uniformément convexe U avec
∇2U ≥ ρId, ρ > 0 et une fonction bornée Φ telles que V = U + Φ, alors µ satisfait une
ISL de constante e2(sup(Φ)−inf(Φ))/ρ. Notons que le 2 dans l’expression précédente peut
être omis sous certaines conditions, voir [8] §5.1.2. La valeur de la constante obtenue
dépend en tout cas fortement de Φ, et en fonction du comportement dimensionnel de
cette dernière, la borne exponentielle peut être loin de l’optimal. Le chapitre suivant
sera dédié à une exploration plus profonde de ces considérations.

Et la gaussienne dans tout ça? Comme pour l’inégalité de Poincaré, le miracle gaus-
sien se produit pour l’ISL. En effet, la mesure γd satisfait une ISL(2), et la borne donnée
par le critère de courbure-dimension est donc optimale. Plusieurs approches permettent
d’établir ce résultat, la plus simple étant d’identifier les fonctions extrémales en dimen-
sion 1 (celles qui saturent l’inégalité) et d’utiliser la tensorisation.

Si les fonctions linéaires saturaient l’inégalité de Poincaré, ce sont ici les exponen-
tielles de fonctions linéaires x 7→ eax qui réalisent l’égalité. En effet, pour f (x) = eax, un
calcul direct montre que :

Entγ1( f 2) = 2a2e2a2

et ∫
Rd
( f ′)2dγ1 = a2e2a2

,

ce qui, combiné à l’estimation de Bakry-Émery cSL(γ1) ≤ 2, établit l’égalité. Le résultat
en dimension quelconque suit par tensorisation.

De nombreuses autres techniques d’établissement des ISL existent, et certaines se-
ront développées plus avant dans le chapitre suivant. Un des intérêts de l’inégalité de
Sobolev logarithmique est son lien avec l’inégalité de Poincaré introduite plus tôt.

Lien avec l’inégalité de Poincaré

Il a déjà été mentionné que l’inégalité de Sobolev logarithmique est "plus forte" que
celle de Poincaré. Plus précisément, elle implique cette dernière selon les modalités
suivantes.

Proposition 1.2.19. Si µ satisfait une ISL(c), c > 0, alors µ satisfait également une IP(c/2).
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La démonstration consiste à appliquer l’ISL à la fonction (1 + ε f )2, pour f ∈ D(E),
couplée à un développement limité du logarithme.

L’inégalité de Sobolev logarithmique est en fait "strictement" plus forte que l’inéga-
lité de Poincaré dans le sens où toutes les mesures qui satisfont l’inégalité de Poincaré
ne satisfont pas d’ISL. L’exemple le plus connu est celui de la loi de Laplace (ou double
exponentielle). Sa densité par rapport à la mesure de Lebesgue est égale à e−|x|/2, et
elle satisfait une IP(4). Néanmoins, elle ne satisfait pas d’ISL. Ce point peut être mon-
tré élégamment via la concentration de la mesure, voir par exemple [59].

Notons que ces deux inégalités sont des cas particuliers de Φ-entropies (voir par
exemple [8], §7.6), qui permettent par exemple d’interpoler entre Poincaré et Sobolev
via les inégalités de Latała-Oleszkiewicz [58].

Les inégalités présentées sont également étroitement liées à des propriétés d’inté-
grabilité exponentielle, et sont donc des outils de choix dans l’étude de la concentration
de la mesure. Elles permettent de plus d’établir des plongements des espaces de Sobo-
lev dans certains espaces Lp, ainsi que de préciser la structure des espaces de fonctions
lipschitziennes. Ces propriétés, en lien également avec l’inégalité de Sobolev, sont pré-
sentées en détail dans [8], sections 4.4, 5.4 et 6.6., et méritent le coup d’œil.

Nous terminons cette introduction par un exposé du contexte dans lequel s’inscrit
cette thèse, ainsi qu’une présentation des principaux résultats obtenus.

1.3 Contexte de la thèse et présentation des résultats

Dans cette dernière section, nous introduisons les techniques d’entrelacements dont
le développement fut à l’origine de la présente thèse. Après les considérations générales
sur ces relations, un bref état de l’art est dressé et les résultats originaux sont énoncés,
ainsi que le plan des chapitres à venir.

1.3.1 Relations d’entrelacement

Définition générale

Le nom de "relation d’entrelacement" renvoie à une réalité assez floue et protéi-
forme. L’idée générale est l’étude des relations de commutation entre opérateurs, qui
peuvent être de natures assez différentes.

Définition 1.3.1 (Entrelacement). Deux opérateurs D1, D2 vérifient une relation d’entre-
lacement s’il existe un troisième opérateur Λ tel que pour toute fonction f idoine :

ΛD1 f = D2Λ f .

La nature des opérateurs peut être d’une grande diversité, aucun de ceux-ci n’est
par exemple a priori un opérateur différentiel. En pratique, les opérateurs D1 et D2
peuvent être donnés, et Λ permet d’établir une correspondance entre les deux, ou en-
core D1 et Λ être prescrits et la relation donne alors des informations sur D1 à partir de
D2, si celui-ci présente une forme intéressante.
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Diverses relations de ce genre ont été établies et étudiées au cours du temps, dans de
nombreux domaines, et il n’est ni possible ni pertinent d’en faire la liste, encore moins
de s’intéresser à toutes (995 résultats sur arXiv math pour le mot-clé "intertwining").
Un type particulier a déjà été rencontré dans ces pages : le cas où Λ = ∇, et D1 = Pt, le
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. On a vu dans ce contexte que ∇Pt f = e−tPt(∇ f ),
ce qui, à un abus de notation près, est exactement une relation d’entrelacement entre Pt
et e−tPt via ∇. Cette expression peut également s’entendre au niveau du générateur :
on aura alors ∇LOU f = (LOU − Id)∇ f , moyennant aussi un abus de notations. Ces
deux relations sont équivalentes et leur généralisation donne lieu à la famille d’entrela-
cements qui nous intéressera dans la suite.

Définition 1.3.2 (Entrelacement gradient-générateur). Soit L un générateur markovien.
On dit qu’il existe une relation d’entrelacement gradient-générateur pour L s’il existe un
opérateur L̃ tel que pour toute fonction f assez régulière :

∇L f = L̃(∇ f ).

De même, si (Pt)t≥0 est un semi-groupe markovien, on dit qu’il existe une relation d’en-
trelacement gradient-semi-groupe s’il existe un autre semi-groupe (P̃t)t≥0 tel que pour
toute fonction f assez régulière et pour tout t ≥ 0 :

∇Pt f = P̃t(∇ f ).

C’est à la lumière de cette dernière identité que l’on peut comprendre le mieux la
terminologie d’entrelacement. En effet, cette dernière est héritée de la théorie des re-
présentations, où un opérateur d’entrelacement permet de passer d’une représentation
d’un groupe donné à une autre (et de les conjuguer si l’entrelacement est un isomor-
phisme). Ici, on considère des représentations du semi-groupe (R+,+), d’une part sur
l’espace vectoriel des fonctions continues (t 7→ Pt), d’autre part sur celui des champs
de vecteurs continus (t 7→ P̃t). On passe de l’une à l’autre via ∇, qui est bien linéaire.
Les relations d’entrelacement sont donc, à ce titre, de vraies relations d’entrelacement
de représentation de (semi-)groupes.

En-dehors du cas spécifique de la dimension 1, sur lequel nous reviendrons, les opé-
rateurs P̃ et L̃ agissent en général sur des objets différents des semi-groupe et opérateur
d’origine. À cette fin, on définit les opérateurs et semi-groupes diagonaux, qui agissent
sur les champs de vecteurs, dans un formalisme similaire à celui de [3].

Définition 1.3.3. Soit F ∈ C∞(Rd, Rd) un champ de vecteurs. On définit le générateur
diagonal L par :

LF = (LFi)i∈J1,dK.

De même le semi-groupe diagonal (Pt)t≥0, si F est de surcroît à support compact :

PtF = (PtFi)i∈J1,dK.
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Les domaines de définition de ces opérateurs sont analogues à leurs pendants agis-
sant sur des champs scalaires, de même les normes induites, construites par produit
tensoriel de la norme ‖ · ‖L. Une façon parfois intéressante de voir ces opérateurs est de
les représenter sous forme matricielle :

L =

L 0
. . .

0 L

 ,

auquel cas l’action de L sur les champs de vecteurs peut se voir comme un produit
matriciel (dont la forme implique la terminologie de "diagonal"). Le semi-groupe se
comprend alors comme l’exponentielle Pt = exp(tL), dans un sens analogue à l’expo-
nentielle matricielle classique. Ces notations nous permettent d’écrire l’entrelacement
gaussien sans abus.

Proposition 1.3.4 (Entrelacement gaussien). Pour toute fonction f ∈ D(L),

∇LOU f = (LOU − Id)∇ f ,

et pour tout t ≥ 0, avec Pt le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck,

∇Pt f = e−tPt(∇ f ).

On retrouve immédiatement les estimations du Lemme 1.2.7. L’enjeu est alors de
parvenir à généraliser cette relation à d’autres mesures, y compris quand le semi-groupe
n’est pas explicite. La forme de l’entrelacement n’est alors plus aussi simple, le semi-
groupe d’intérêt est de nature assez différente, et nécessite l’introduction des opérateurs
de Schrödinger Feynman-Kac.

Définition 1.3.5. Soit M : Rd →Md(R) une application mesurable. Pour F ∈ C∞(Rd, Rd),
on définit l’opérateur de Schrödinger associé à L et M par :

LMF = LF−MF,

où MF est le produit matrice-vecteur classique. Le semi-groupe associé (PM
t )t≥0 est

appelé semi-groupe de Feynman-Kac et est défini comme le flot de l’équation ∂tu = LMu.

Il est important de remarquer que, a priori, les opérateurs LM et PM
t ne sont pas

markoviens. En effet, si 1 désigne le champ de vecteurs constant égal à 1, on a LM1 =
−M1 6= 0 (sauf si 1 ∈ ker M(x) pour tout x ∈ Rd, ce qui est faux en général), et donc
a priori PM

t 1 6= 1 pour t ≥ 0. C’est visible dans le cas gaussien : LId
OU1 = −1 6= 0 et

e−tPt1 = e−t1 6= 1. On dit alors que (PM
t )t≥0 est sous-markovien. Les propriété de semi-

groupe et de continuité continuent néanmoins d’être vérifiées. En particulier, ce cadre
permet d’écrire les relations d’entrelacements pour des générateurs non gaussiens.
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Proposition 1.3.6 (Entrelacement général). Soit f ∈ D(L), on a :

∇L f = L∇2V∇ f

et pour tout t ≥ 0 :
∇Pt f = P∇2V

t ∇ f .

Notons que la deuxième égalité est en réalité une conséquence directe de la pre-
mière et de la définition des semi-groupes de Feynman-Kac, et n’apporte en soi aucune
information. Ce type de formule est bien étudié depuis longtemps en géométrie dif-
férentielle et en physique mathématique, et peut être relié au laplacien de Hodge et
à la formule de Bochner-Lichnerowicz-Weitzenböck en géométrie riemannienne (voir
par exemple [21]) ou aux laplaciens de Witten en mécanique statistique (voir [44]). Des
travaux récents d’Elworthy et Li reprennent également ce principe, voir par exemple
[33]. Notons que la "version originale" de l’équation de Schrödinger fait intervenir des
fonctions à valeurs scalaires, pour lesquelles une écriture simple est disponible.

Proposition 1.3.7. Soit m : Rd → R une application mesurable et f ∈ C∞
c (Rd, R). Alors

le flot (Pm
t )t≥0 de l’équation ∂u = Lu− mu pour u(0, ·) = f est donnés pour tous t ≥ 0 et

x ∈ Rd, par la représentation :

Pm
t f (x) = E

[
f (Xx

t )e
−
∫ t

0 m(Xx
s )ds
]

,

où (Xx
t )t≥0 est le processus de diffusion introduit au début.

Un des premiers enjeux des chapitres à venir est de discuter une extension de cette
représentation à des situations plus générales. Un de ses principaux intérêts, couplée
aux relations d’entrelacement, est de fournir une étape intermédiaire dans les estima-
tions du Lemme 1.2.7, pour laisser notamment place à d’éventuelles améliorations. À ce
titre, un dernier outil mérite d’être introduit ici : la h-transformation, ou transformation
de Doob (voir [8], section 1.15).

Définition 1.3.8 (Transformation de Doob). Soit h : Rd → R une fonction assez ré-
gulière. On définit la h-transformée (ou transformée de Doob) de L, pour toute fonction
f ∈ D(L),

Lh f =
1
h

L(h f ).

De même, le semi-groupe associé (Pt,h)t≥0 s’écrit, pour t ≥ 0,

Pt,h f =
1
h

Pt(h f ).

Comme cela sera abordé dans la suite, l’intérêt de cette transformation est double :
d’une part, insérée dans la preuve du Lemme 1.2.7, elle permet d’améliorer la borne
obtenue, et d’autre part elle facilite les changements de mesure qui, au niveau des pro-
cessus, permettent d’obtenir des informations.
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D’une certaine façon, la transformation de Doob peut être vue comme une rela-
tion d’entrelacement : si on note τh l’opérateur de multiplication par h, alors la h-
transformation peut se réécrire :

τhLh = L(τh f ).

En ce sens, Lh peut être considéré comme le conjugué de L par l’action de groupe mul-
tiplicatif de C0

+(Rd, R) : h 7→ τh. Notons que, en général, le générateur obtenu n’est pas
markovien, mais un bon choix de fonction h peut néanmoins amener à des résultats
intéressants.

La section suivante propose un survol des résultats récents impliquant les outils
présentés ci-dessus, avant de clore l’introduction par une présentation des résultats
obtenus lors de la thèse.

État de l’art

Cas discret Des relations d’entrelacements ont été établies dans le cadre des proces-
sus de naissance et de mort discrets. La plupart des définitions se transposent à ce cas
discret, via des opérateurs aux différences.

Dans ce contexte, des relations de commutation ont été démontrées dès 2013 par
D. Chafaï et A. Joulin pour les processus de naissance et de mort, et une condition de
courbure exprimée en terme de distance de Wasserstein a permis d’obtenir une borne
sur la constante optimale de Poincaré et des inégalités de Φ-entropie pour ces proces-
sus. De plus, les semi-groupes de Feynman-Kac ont été définis et utilisés pour obtenir
des propriétés de contraction sur le semi-groupe de Markov associé. Des résultats ont
également été obtenus autour de certaines files d’attente, voir [25].

Dans un cadre analogue, B. Cloez et C. Delplancke ont utilisé ces mêmes outils
appliqués à la méthode de Chen-Stein, pour obtenir des vitesses de convergence en
temps long pour de nombreux processus discrets (files d’attente, Galton-Watson, etc.).
Ces résultats sont basés sur les travaux antérieurs de Chen et Barbour autour de la
méthode de Stein, travaux qui laissent percevoir une ouverture analogue dans le cadre
des diffusions (voir [26]).

Cas des diffusions C’est néanmoins dans le cadre des diffusions que le plus de tra-
vaux ont été menés. Les premiers résultats en dimension 1 par M. Bonnefont et A. Jou-
lin ont pu mettre en évidence le lien entre relation d’entrelacement et transformation de
Doob et ont permis à ce titre de retrouver et d’améliorer certains résultats, notamment
autour du trou spectral ou des inégalités de Sobolev logarithmiques et Brascamp-Lieb
[18]. En particulier, des estimations semblables au Lemme 1.2.7 ont été redémontrées
simplement à partir des semi-groupes de Feynman-Kac, comme il sera développé dans
le chapitre suivant.

Plus récemment, ces résultats ont pu être utilisés, toujours en dimension 1, pour al-
ler au-delà des estimations de trou spectral. En considérant la caractérisation de Courant-
Fisher pour les valeurs propres et des transformations de Doob bien choisies, les au-
teurs ont obtenu des encadrements sur les valeurs propres des opérateurs de diffusions,
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ainsi que des estimations sur les écarts entre deux valeurs propres consécutives [17].
Une généralisation de cette méthode en dimension supérieure est discuté en chapitre
deux.

Notons que ces résultats en dimension 1 peuvent également trouver écho en di-
mension plus grande, par exemple pour des potentiels à symétrie sphériques (tels que
V = Ṽ(| · |)), où l’on peut se ramener à une étude unidimensionnelle [20], ou encore
dans le cas des mesures produits.

L’étude en dimension supérieure de ces relations a également apporté des résultats
variés, tant autour des inégalités de covariance, Poincaré ou Brascamp-Lieb [3], que
de l’étude spectrale des opérateurs de diffusion [19]. Dans ce cas, la transformation
de Doob peut prendre deux aspects différents : une transformation scalaire telle que
présentée dans la Définition 1.3.8, ou une transformation matricielle, donnant lieu à un
gradient à poids. Ces relations de commutation spécifiques ne seront pas traitées ici
mais, à titre indicatif, des résultats semblables au suivant peuvent être obtenus.

Proposition 1.3.9 (Arnaudon, Bonnefont, Joulin [3]). Soit A : Rd → GLd(R) une applica-
tion différentiable telle que LA−1 est symétrique (compris comme L appliqué à A−1 élément par
élément). Si ∇2V − (LA−1)A ≥ ρId, ρ ∈ R, alors il existe un semi-groupe de Feynman-Kac
(Qt,A)t≥0 tel que pour toute fonction f ∈ C∞

c (Rd, R),

A∇Pt f = Qt,A(A∇ f ).

Nous verrons dans le chapitre suivant que de tels résultats sont de nature assez
différente de l’application de la transformation de Doob au semi-groupe de Feynman-
Kac introduit précédemment. En particulier, les propriétés du commutant de A peuvent
avoir une influence sur les théorèmes de représentation disponibles.

Les travaux menés dans le cadre de cette thèse se situent entièrement dans le cadre
des processus de diffusion. Les principaux résultats ainsi qu’un plan d’ensemble de la
thèse sont présentés dans la section suivante, qui clôt cette introduction.

1.3.2 Présentation de quelques résultats et plan de la thèse

Le but de cette thèse est d’appliquer les relations d’entrelacement introduites ci-
dessus aux différents objets mentionnés en introduction, et plus spécifiquement à l’ana-
lyse spectrale et aux inégalités de Sobolev logarithmiques. Les résultats seront présen-
tés en trois chapitres. Le premier traite des inégalités de Sobolev logarithmiques, le
second de l’analyse spectrale, et le dernier s’intéresse spécifiquement aux aspects nu-
mériques du trou spectral en petite dimension.

Inégalités de Sobolev logarithmiques

Ce premier chapitre se base sur [83], article publié en 2021 dans Electronic Journal of
Probability. Le but de ce travail était d’établir un nouveau critère et une nouvelle esti-
mation de la constante optimale des inégalités de Sobolev logarithmiques, dans l’idée
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de dépasser le critère de courbure-dimension de la Proposition 1.2.17. À cette fin, on
introduit dans la formule du semi-groupe un processus perturbé par l’entremise du
théorème de Girsanov, qui permet de compenser le manque de convexité du potentiel.
Le premier résultat obtenu dans ce sens est un théorème de représentation des semi-
groupes de Feynman-Kac qui peut s’énoncer comme suit.

Théorème. Soit a une fonction réelle assez régulière. Il existe deux processus stochastiques
réels (Xt,a)t≥0 et (Rt,a)t≥0 et un processus stochastique à valeurs matricielles (JXa

t )t≥0 (qui
dépendent également tous de (Xt)t≥0) tels que pour toute fonction f régulière, on a pour tout
t ≥ 0 :

P∇2V
t (∇ f ) = E[Rt,a JXa

t ∇ f (Xt,a)],

où (P∇2V
t )t≥0 est le semi-groupe de Feynman-Kac de la Proposition 1.3.6.

Ces processus seront explicités par la suite. Ce résultat (intermédiaire mais déjà
intéressant en soi) permet d’introduire un degré de liberté à travers une fonction de
perturbation. On en déduit une nouvelle borne "perturbée" κa sur∇2V, similaire à celle
présente dans la condition de courbure-dimension, qui donne lieu au nouveau critère
ci-dessous.

Théorème. Soit a une fonction réelle assez régulière telle que κa > 0, alors µ satisfait une
inégalité de Sobolev logarithmique avec cLSI(µ) ≤ Ca/κa, pour une certaine constante Ca > 0
qui ne dépend que de a.

L’introduction de la fonction de perturbation permet de compenser le manque de
convexité du potentiel. Un exemple simple d’application peut être trouvé avec le po-
tentiel quadrique : V = | · |4/4. La hessienne de ce potentiel s’annule en 0, et sort donc
du cadre d’application du critère de Bakry-Émery du fait de ce seul point. Le compor-
tement de la constante optimale n’est à ce jour pas connu, en particulier concernant
sa dépendance en la dimension. Le critère ci-dessus permet néanmoins d’établir une
borne sur cette constante qui ne dépend pas de la dimension.

Un autre exemple est traité, ainsi que la restriction de l’inégalité aux fonctions mo-
notones, cas dans lequel la constante obtenue peut être améliorée.

Analyse spectrale

Le chapitre suivant est basé sur un travail en cours de rédaction, en collaboration
avec M. Bonnefont et A. Joulin, qui a pour but d’établir des estimations fines sur les
valeurs propres des opérateurs de diffusion. Un résultat récent d’Emanuel Milman [63]
établit que la comparaison des hessiennes présente dans le critère de Bakry-Émery in-
duit une comparaison des spectres des opérateurs impliqués. Plus précisément, en uti-
lisant des outils de transport optimal, il montre que les valeurs propres d’un opérateur
qui satisfait une condition CD(ρ, ∞), pour ρ > 0, se comparent à celle d’un générateur
d’Ornstein-Uhlenbeck, qui sont explicites.

L’idée est alors de retrouver ce résultat en travaillant directement sur le générateur.
À cette fin, une structure algébrique est déployée pour définir une nouvelle relation
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d’entrelacement : l’entrelacement de Riesz. De nature légèrement différente de celle
présentée dans cette introduction, elle fait intervenir les transformation de Riesz, qui
sont des isométries de L2. Ces dernières permettent d’estimer les valeurs propre d’un
opérateur de diffusion L tel que défini ci-dessus par dérivations successives. On obtient
ainsi le résultat suivant.

Théorème. Supposons que ∇2V ≥ ρId pour un certain ρ > 0. Il existe une suite croissante
d’entiers (an)n≥0 telle que pour tous k, n ∈ N tels que an < k ≤ an+1,

λk(−L) ≥ (n + 1)ρ.

Ce résultat n’est pas en l’état aussi précis que celui de Milman, mais l’approche
utilisée est plus constructive, et laisse a priori de nombreux degrés d’améliorations.

La dimension des espaces propres associés est également discutée, en relation no-
tamment avec les travaux récents de Bo’az Klartag [54] sur le sujet. On discute dans une
dernière partie de l’optimalité de ce résultat, ainsi que d’éléments sur l’estimation de la
suite d’entiers sus-mentionnée.

Aspects numériques de l’inégalité de Poincaré

Le dernier chapitre est basé sur un travail en cours de rédaction en collaboration
avec Aldéric Joulin et Olivier Roustant. Commencé sous forme d’un projet étudiant
donné à l’INSA Toulouse, il vise à développer des outils d’analyse de sensibilité hors
du contexte classique d’indépendance. Ce domaine des statistique s’intéresse à l’in-
fluence des variables d’entrées sur la sortie d’un système, représenté le plus souvent
par une fonction, ces dernières étant supposées (pour diverses raisons) aléatoires. Cette
influence peut être déterminée par plusieurs indices de sensibilité, dont ceux de Sobol’
et ceux basés sur la dérivée de la fonction du système (DGSM). L’intérêt de ces deux
familles est qu’elles sont liées par la constante de Poincaré des différentes lois en jeu.

Le contexte classique d’étude de ces problèmes est le cas d’entrées mutuellement
indépendantes. Il permet entre autres de se ramener à l’étude de lois (et donc d’inéga-
lités de Poincaré) unidimensionnelles. Les calculs numériques des différents indices
et des constantes de Poincaré sont donc possibles par différences finies. Ce cadre est
néanmoins éloigné (la plupart du temps) de la réalité, et l’objectif de ce travail était de
s’en affranchir. Pour permettre les approximations numériques des inégalités de Poin-
caré, l’hypothèse d’indépendance a été relâchée en supposant que les variables sont
regroupées par paires de variables dépendantes, et que ces paires sont elles-mêmes
mutuellement indépendantes. On se ramène ainsi au calcul de constantes de Poincaré
bidimensionnelles. On discute dans ce contexte de la conjecture suivante, largement
validée par l’expérience.

Conjecture. Soit µ la loi d’un couple de variable aléatoires (X, Y) de covariance Cov(X, Y) =
σ(X,Y) ≥ 0. Alors cP(µ) croît avec σ(X,Y).

Notons que cette conjecture est un théorème dans le cas gaussien, comme il sera
démontré grâce à la théorie de Barky-Émery.
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Ce chapitre présente donc d’abord les bases d’analyse de sensibilité, puis la mé-
thode développée et les outils utilisés (essentiellement la bibliothèque FEniCS pour Py-
thon et le mailleur éléments finis GMSH) pour identifier de telles constantes de Poin-
caré. Cette méthode est ensuite testée sur l’exemple d’un modèle de crue simplifié,
déjà utilisé dans le cas de variables indépendantes. Les performances numériques sont
également discutées, tant d’un point de vue du temps de calcul que dans la perspec-
tive d’un contexte de parcimonie. Les différents aspects de la méthode sont amplement
illustrés, et je me ferai un plaisir de transmettre les codes sur simple demande, dans
l’attente d’une mise à disposition publique en ligne.
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Chapitre2
Représentation des semi-groupes de
Feynman-Kac, application aux
inégalités de Sobolev logarithmiques

DANS CE DEUXIÈME CHAPITRE, nous nous intéressons à la version semi-groupe des
relations d’entrelacement. Bien qu’équivalente à la version générateur, les deux

s’utilisent parfois dans des cadres différents. Le but est ici de les appliquer à des semi-
groupes bien choisis afin d’adapter des estimations similaires à celles du Lemme 1.2.7
ou à la preuve de la Proposition 1.2.17 dans des situations plus complexes.

Le point central dans ces preuves sera l’introduction d’une représentation proba-
biliste des semi-groupes de Feynman-Kac introduits en Définition 1.3.5, couplés avec
une transformation de Doob bien choisie, qui fournissent de nouvelles estimations sur
les gradients des semi-groupes. Ces résultats de portée assez générale sont exposés en
première partie, après quelques rappels de calcul stochastique.

La seconde partie est consacrée à l’application de ces résultats aux inégalités de
Sobolev logarithmiques, introduites dans la Définition 1.2.14. Ce chapitre est largement
basé sur l’article [83].

Sauf mention contraire, les objets V, µ, L, (Pt)t≥0 et (Xx
t )t≥0 seront ceux introduits

dans le chapitre précédent.
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2.1 Représentation des semi-groupes de Feynman-Kac

Le but de l’article [83] était de fournir un nouveau critère pour garantir l’existence
d’une inégalité de Sobolev logarithmique et estimer la constante optimale. L’idée gé-
nérale était alors, en utilisant relations d’entrelacement et transformations de Doob,
de démontrer dans un cadre plus général des estimations sur le gradient des semi-
groupes, de même nature que celles du Lemme 1.2.7, permettant de généraliser le cri-
tère de courbure-dimension (Proposition 1.2.17). Deux éléments sont alors nécessaires à
l’établissement de ces estimations : la représentation probabiliste des semi-groupes de
Feynman-Kac, qui permet l’introduction d’une fonction de perturbation via le théorème
de Girsanov, et une notion adéquate de courbure, qui généralise celle de Bakry-Émery.

Nous commencerons cette section par des rappels de calcul stochastique, suivis
d’une heuristique unidimensionnelle, qui permettra d’établir un lien avec Bakry-Émery
à moindre frais techniques, puis énoncerons et prouverons le théorème de représenta-
tion, avant d’établir les estimations de gradient attendues.

2.1.1 Éléments de calcul stochastique

Le théorème de représentation au cœur de ce chapitre est basé sur le théorème de
Girsanov, qui sera rappelé en temps utile. On notera dans la suite (Bt)t≥0 le mouvement
brownien standard sur Rd, dont on pourra trouver une description par exemple dans
[73] (ainsi que de nombreuses informations complémentaires). Il permet de définir les
équations différentielles stochastiques mentionnées dans l’introduction :

dYt = f (Yt)dt + g(Yt)dBt,

avec f et g des fonctions de classe C1. La notation différentielle ci-dessus ne traduit pas
la dérivation, mais est un raccourci commode pour la formulation intégrale :

Yt = Y0 +
∫ t

0
f (Ys) ds +

∫ t

0
g(Ys) dBs.
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Le principal outil de calcul stochastique nécessaire pour la suite est la formule
d’Itō [50], qui s’énonce dans ce contexte comme suit.

Proposition 2.1.1 (Itō pour les équations différentielles stochastiques). Soient f ∈ C2(Rd, R)
et (Yt)t≥0 la solution de l’équation différentielle stochastique :

dYt = σ(Yt)dBt + b(Yt)dt,

avec σ ∈ C1(Rd, R) et b ∈ C1(Rd, Rd). Alors :

d f (Yt) = σ(Yt)∇ f (Yt) · dBt +

[
1
2

σ(Yt)
2∆ f (Yt) +∇ f (Yt) · b(Yt)

]
dt.

Il existe de nombreux variantes et sous-cas de l’équation ci-dessus. Le plus courant
est de considérer une fonction σ à valeurs dans les matrices symétriques définies po-
sitives. Dans la suite, nous prendrons plutôt, comme décrit au début, σ ≡

√
2 (pour

éviter le 1/2 dans la formule d’Itō) et b = −∇V. On retrouve alors l’équation (EDS) :

dXt =
√

2dBt −∇V(Xt),

et on obtient la formule synthétique suivante :

d f (Xt) =
√

2∇ f (Xt) · dBt + L f (Xt)dt.

Cette dernière formule sera la plus utilisée dans la suite. Rappelons également que
les hypothèses techniques considérées (plus particulièrement (H4)), assurent que le pro-
cessus solution de (EDS) existe en tout temps.

2.1.2 Heuristique scalaire

Cette heuristique correspond en fait au contexte initial dans lequel Mark Kac a établi
sa célèbre formule [53] (inspirée par l’étude des opérateurs de Schrödinger par Richard
Feynman). Parfois énoncée dans le cadre des équations différentielles rétrogrades ("ba-
ckward" en anglais, avec une flèche du temps inversée, cadre qui ne nous intéresse pas
ici), elle s’énonce simplement pour des équations antérogrades ("forward" en anglais).

Proposition 2.1.2 (Formule de Feynman-Kac). On considère l’opérateur de Schrödinger
L̃ = L−U, où U est un potentiel multiplicatif scalaire assez régulier. On définit u comme la
solution de ∂tu = L̃u, avec condition initiale u(0, ·) = f continue bornée. Alors pour tous
t ≥ 0, x ∈ Rd,

u(t, x) = E
[

f (Xx
t )e
−
∫ t

0 U(Xx
s )ds
]

.

Démonstration. La preuve repose sur la formule d’Itō pour les diffusions, couplée à l’in-
tégration par parties pour les processus et aux équations de Kolmogorov pour les semi-
groupes. Plus précisément, si on note

At = exp
(
−
∫ t

0
U(Xx

s ) ds
)

,
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on cherche à montrer que P̃t f := E[ f (Xx
t )At] satisfait ∂tP̃t f = P̃tL̃ f . Cela se fait en

utilisant la formule d’Itō.
En effet, on a d’une part dAt = −U(Xx

t )Atdt, et d’autre part la formule pour les
diffusions :

d f (Xx
t ) =

√
2∇ f (Xx

t ) · dBt + L f (Xx
t )dt.

Comme U est régulier, At est un processus à variations bornées, il s’ensuit :

d( f (Xx
t )At) = d f (Xx

t )At + f (Xx
t )dAt

=
√

2At∇ f (Xx
t ) · dBt + (L f (Xx

t )−U(Xx
t ) f (Xx

t ))Atdt

=
√

2At∇ f (Xx
t ) · dBt + L̃ f (Xx

t )Atdt,

et en prenant l’espérance :

P̃t f = E
[∫ t

0

√
2As∇ f (Xx

s ) · dBs +
∫ t

0
L̃ f (Xx

s )Asds
]
= E

[∫ t

0
L̃ f (Xx

s )Asds
]

,

entendu que l’intégrale brownienne est nulle. Cela donne donc :

∂tP̃t f = E[L̃ f (Xx
t )At] = P̃tL̃ f .

Ainsi, la solution de ∂tu = L̃u est bien donnée, pour t ≥ 0 et x ∈ Rd, par

u(t, x) = E
[

f (Xx
t )e
−
∫ t

0 U(Xx
s )ds
]

.

�

Avec la notation des semi-groupes de Feynman-Kac introduite en Définition 1.3.5,
cela s’écrit pour tout t ≥ 0 :

PU
t f = E

[
f (Xt)e−

∫ t
0 U(Xs)ds

]
,

la notation Pt étant réservée aux semi-groupes à valeurs vectorielles.
Notons que ce semi-groupe admet une interprétation intéressante en termes de pro-

cessus tués (ou absorbés), dans le cas où U est une fonction positive (présentée par
exemple dans [18]). Considérons une variable aléatoire ε de loi exponentielle de para-
mètre 1 indépendante de (Xt)t≥0 et définissons :

ξ = inf
{

t ≥ 0 :
∫ t

0
U(Xs) ds > ε

}
.

On peut définir (X̃t)t≥0 le processus tué au temps ξ, avec cimetière ∂, comme

X̃t = Xt1{t≤ξ} + ∂1{t>ξ}.

Alors pour toute fonction f régulière à support compact et t ≥ 0, on a l’identité

PU
t f = E[ f (X̃t)].
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En effet, f étant à support compact, on a pour tout t ≥ 0,

E[ f (X̃t)] = E[ f (Xt)1{t≤ξ}],

et {t ≤ ξ} =

{∫ t

0
U(Xs) ds ≤ ε

}
, soit en conditionnant par (Ft)t≥0 la filtration natu-

relle de (Xt)t≥0,

E[ f (Xt)1{t≤ξ}] = E
[

f (Xt)1{∫ t
0 U(Xs) ds≤ε}

]
= E

[
f (Xt)P

(
ε >

∫ t

0
U(Xs) ds

∣∣∣Ft

)]
= E

[
f (Xt)e−

∫ t
0 U(Xs)ds

]
= PU

t f .

Une telle interprétation n’est malheureusement pas disponible dans le cadre des rela-
tions d’entrelacement introduites en Proposition 1.3.6. Elle subsiste néanmoins dans le
cas de la dimension 1.

Dans ce cas particulier, les relations d’entrelacement sont explicites.

Proposition 2.1.3 (Entrelacement en dimension 1). Pour toute fonction f ∈ C∞
c (R, R),

pour tout t ≥ 0,
(Pt f )′ = PV′′

t ( f ′).

La preuve est immédiate en calculant la dérivée du générateur. On retrouve dans
ce cas immédiatement les estimations du Lemme 1.2.7. En effet, si V ′′ ≥ ρ > 0, on a∫ t

0
V ′′(Xs) ds ≥ ρt, et donc

|(Pt f )′| ≤ e−ρtPt(| f ′|).

L’étape intermédiaire de l’écriture explicite de (Pt f )′ est néanmoins importante. Comme
cela a été largement discuté dans [18], elle permet d’apporter des améliorations au cri-
tère de courbure-dimension en fournissant des estimations de gradient dans des cas où
l’hypothèse de convexité est relâchée. L’enjeu de la représentation dans le cas général
est alors double : comprendre la structure des semi-groupes de Feynman-Kac généraux
et permettre une amélioration du critère de courbure-dimension, via une approche per-
turbative.

2.1.3 Régularité du processus et flot tangent

L’utilisation de la formule d’Itō dans la preuve du théorème précédent est un outil
fort commode quand la forme de l’intégrande est connue, mais il existe un autre outil,
plus spécifiquement adapté aux entrelacements avec le gradient : le flot tangent.

Définition 2.1.4. On appelle flot tangent à L (ou à (Pt)t≥0) le flot sur R+ de l’équation

∂tu = (L−∇2V)u. (2.1)
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Notons que la solution de cette équation est à valeurs vectorielles. La terminologie
de flot tangent vient de la relation d’entrelacement de la Proposition 1.3.6 :

∇L = L∇2V∇.

Dans un cadre riemannien, cela correspond non plus à une action de R+ sur l’ensemble
des trajectoires sur la variété, mais bien à une action sur les applications du fibré tan-
gent, d’où l’appellation.

Comme nous l’avons vu ci-dessus, le flot tangent s’exprime facilement en dimen-
sion 1, dans la mesure où gradients et fonctions sont essentiellement de la même na-
ture. Ce n’est plus le cas en dimension supérieure, où l’exponentielle de la formule de
Feynman-Kac laisse place à un processus matriciel.

Théorème 2.1.5. Il existe un processus (JX
t )t≥0 continu à valeurs matricielles tel que pour tous

champ de vecteurs F ∈ C∞
c (Rd, Rd), t ≥ 0,

P∇2V
t F = E[JX

t F(Xt)].

Démonstration. On considère la condition initiale x ∈ Rd pour (Xx
t )t≥0. L’idée de preuve

est semblable à la précédente. Il faut néanmoins identifier ici le processus en jeu. Une
approche naïve consiste à dériver l’équation différentielle stochastique satisfaite par
(Xx

t )t≥0, en écrivant

Xx
t = x +

√
2Bt −

∫ t

0
∇V(Xx

s ) ds.

On a donc, pour tout t ≥ 0,

JacxXx
t = Id −

∫ t

0
JacxXx

t∇2V(Xx
t ) ds.

On définit alors (JX
t )t≥0 comme la solution de l’équation différentielle ordinaire :

dJX
t = −JX

t ∇2V(Xt)dt, (2.2)

avec la condition initiale JX
0 = Id (indépendante de (Xx

t )t≥0). On pose alors, pour t ≥ 0,

P̃tF = E[JX
t F(Xt)],

et le but est de montrer que ∂tP̃tF = P̃tL∇
2V F. Pour cela, dans le même esprit que la

preuve précédente, on se ramène à l’utilisation de la formule d’Itō. Elle s’écrit pour le
champ de vecteurs F :

dF(Xt) =
√

2JacXt FdBt + LF(Xt) dt,

où, pour rappel, L désigne le générateur diagonal associé à (Xt)t≥0. De plus, le proces-
sus (JX

t )t≥0 ainsi défini possède des trajectoires continues à variations bornées (d’après
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les hypothèses sur V, voir par exemple [73] V.7). La formule d’Itō donne alors

d(JX
t F(Xt)) = dJX

t F(Xt) + JX
t dF(Xt)

= −JX
t ∇2V(Xt)F(Xt)dt +

√
2JX

t JacXt FdBt + JX
t LF(Xt) dt

=
√

2JX
t JacXt FdBt + JX

t L∇
2V F(Xt) dt.

L’espérance de l’intégrale brownienne ci-dessus est nulle, et on a donc

∂tP̃tF = E[JX
t L∇

2V F(Xt)] = P̃t(L∇
2V F),

Par unicité, il s’ensuit :
P∇2V

t F = P̃tF = E[JX
t F(Xt)].

�

Plusieurs remarques s’imposent à la suite de cette preuve. La première concerne
l’unicité de la solution du flot tangent. Celle-ci est relativement facile à établir : consi-
dérons deux solutions u1 et u2 de (2.1) issues de la même condition initiale. Si on note,
t ≥ 0,

g(t) = ‖u1(t, ·)− u2(t, ·)‖2
2,

alors

g′(t) = 2〈L∇2V(u1(t, ·)− u2(t, ·)), u1(t, ·)− u2(t, ·)〉
= 2〈L(u1(t, ·)− u2(t, ·)), u1(t, ·)− u2(t, ·)〉
− 2〈∇2V(u1(t, ·)− u2(t, ·)), u1(t, ·)− u2(t, ·)〉.

L’opérateurL est, à l’instar de L, semi-défini négatif, donc le premier produit scalaire ci-
dessus est négatif. De même, par hypothèse il existe ρ ∈ R (pas nécessairement positif)
tel que pour tout x ∈ Rd, ∇2V(x) ≥ ρId, on a donc :

g′(t) ≤ 0− 2ρ〈u1(t, ·)− u2(t, ·), u1(t, ·)− u2(t, ·)〉 = −2ρg(t).

Le lemme de Grönwall assure alors que pour tout t ≥ 0,

g(t) ≤ g(0)e−2ρt = 0,

car g(0) = ‖u1(0, ·)− u2(0, ·)‖2
2 = 0 par hypothèse sur la condition initiale. Comme on

le voit, l’hypothèse sur V assure non seulement la non-explosion du processus (Xt)t≥0,
mais ici également l’unicité de la solution à l’équation du flot tangent. C’est un point
technique vite établi, mais qui a le mérite d’apporter une certaine sérénité méthodolo-
gique.

La deuxième remarque est naturellement la comparaison avec le cas unidimension-
nel. Ici, le processus (JX

t )t≥0 joue le rôle de l’exponentielle de la Proposition 2.1.2, l’équa-
tion satisfaite par (At)t≥0 est de même nature que (2.2). Malheureusement, l’écriture
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exponentielle n’est que rarement accessible dans le cas général : elle ne l’est que si pour
tous x, y ∈ Rd, les matrices ∇2V(x) et ∇2V(y) commutent.

Deux cas particuliers qui satisfont cette condition méritent d’être mentionnés : le cas
où ∇2V est constante (le potentiel est polynomial de degré au plus deux) et le cas des
mesures produit. En effet, si µ = µ1 ⊗ · · · ⊗ µd, il existe V1, . . . , Vd d potentiels tels que

V(x) =
d

∑
i=1

Vi(xi), x ∈ Rd,

et la hessienne de V est alors diagonale : pour x ∈ Rd,

∇2V(x) = diag(V ′′(x1), . . . , V ′′(xd)).

Dans ce cas, le flot tangent se réécrit comme une collection de formules de Feynman-
Kac unidimensionnelles : pour i ∈ J1, dK,

(P∇2V
t F)i =

[
e−
∫ t

0 V′′i (Xi
s)dsFi(Xt)

]
.

C’est en particulier de ce cas que relève la gaussienne. Cette écriture permet de retrou-
ver l’entrelacement gaussien : pour toute fonction f assez régulière,

P∇2V
t (∇ f ) = P Id

t (∇ f ) = E
[
e−tId∇ f (Xt)

]
= e−tPt(∇ f ).

Mais il est possible d’aller plus loin, en retrouvant à partir de la condition CD(ρ, ∞) les
estimations du Lemme 1.2.7.

Proposition 2.1.6 (Critère de courbure-dimension III). Supposons que ∇2V ≥ ρId, pour
ρ > 0. Alors pour toute fonction f assez régulière, pour tout t ≥ 0,

|∇Pt f | ≤ e−ρtPt(|∇ f |).

La preuve a le bon goût, une fois les objets proprement introduits, de présenter une
technicité relativement faible. Elle introduit néanmoins un concept fondamental pour
la suite : les estimations spectrales du processus tangent.

Lemme 2.1.7. Supposons que ∇2V ≥ ρId, pour ρ > 0. Alors pour tout t ≥ 0,

‖JX
t ‖2

2 ≤ e−2ρt.

Démonstration. Quitte à transposer, on peut s’intéresser à (JX
t )

T (cela ne change pas les
valeurs propres et facilite les calculs). Il s’agit donc de montrer que, pour tous y ∈ Rd,
t ≥ 0,

yT JX
t (JX

t )
Ty ≤ e−2ρt|y|2.

Une fois encore, hors de Grönwall point de salut. On pose donc :

g(t) = yT JX
t (JX

t )
Ty.
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Alors g est dérivable et on a :

g′(t) = −2yT JX
t ∇2V(Xt)(JX

t )
Ty.

L’hypothèse ∇2V ≥ ρId donne alors :

g′(t) ≤ −2ρyT JX
t (JX

t )
Ty = −2ρg(t),

et du lemme de Grönwall il suit, pour tout t ≥ 0,

g(t) ≤ e−2ρtg(0) = e−2ρt|y|2,

ce qu’il fallait démontrer. �

Ce lemme est la pierre angulaire de la démonstration de la proposition précédente,
et l’esprit de sa preuve sera central dans l’établissement des nouvelles estimations du
gradient des semi-groupes.

Proposition 2.1.6. On commence par écrire la forme explicite du gradient du semi-groupe :
pour t ≥ 0,

∇Pt f = P∇2V
t (∇ f ) = E[JX

t ∇ f (Xt)].

On a, par l’inégalité de Jensen,

|∇Pt f | ≤ E[|JX
t ∇ f (Xt)|] = E

[(
∇ f (Xt)

T(JX
t )

T JX
t ∇ f (Xt)

)1/2
]

.

Les estimations du Lemme 2.1.7 donnent alors :

|∇Pt f | ≤ e−ρtE[|∇ f (Xt)|] = e−ρtPt(|∇ f |),

qui est l’inégalité attendue. �

Notons que l’hypothèse de positivité sur ρ n’est pas utilisée dans les preuves ci-
dessus. On peut effectivement s’en affranchir par ce biais-là, mais ces résultats sont en
pratique utilisés pour décrire la décroissance du gradient du semi-groupe. À cette fin,
l’hypothèse de positivité sur ρ n’est plus superflue.

Cette proposition n’est malheureusement pas applicable en l’état si l’on relâche l’hy-
pothèse de convexité sur V. Un moyen d’y pallier, celui développé dans [83], consiste
à perturber la matrice JX

t de sorte à compenser localement le manque de convexité du
potentiel. Cette méthode est détaillée dans la section suivante, avec quelques points de
calcul stochastique nécessaires.
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2.1.4 Approche perturbative

L’idée de cette dernière section est d’introduire la fonction de perturbation qui per-
mettra de généraliser les estimations spectrales de JX

t (JX
t )

T. L’intérêt de la représen-
tation des semi-groupes de Feynman-Kac est de rendre possible, via le théorème de
Girsanov et les h-transformations, l’introduction de nombreux degrés de libertés dans
l’amélioration des inégalités.

D’un point de vue probabiliste, h-transformation et théorème de Girsanov sont deux
faces d’une même pièce. On parlera d’ailleurs volontiers de "perturbation" dans ces
deux cas. Nous commençons donc par introduire un processus perturbé et les objets
stochastiques afférents.

Définition 2.1.8. Soit a ∈ C∞
+ (Rd, R). On définit (Xt,a)t≥0 comme la solution de l’équa-

tion différentielle stochastique :

dXt,a =
√

2dBt −∇Va(Xt,a) dt,

où Va = V + log(a2).

Ce choix de processus et de potentiel n’est pas arbitraire. Si l’on se souvient de la
Définition 1.3.8, la mesure invariante du générateur transformé Lh est explicite : si h est
positive et µ-intégrable, alors la mesure µh = hµ est invariante : pour f suffisamment
régulière, ∫

Rd
Lh f dµh =

∫
Rd

1
h

L(h f )h dµ =
∫

Rd
L(h f ) dµ = 0.

Le potentiel associé à cette mesure est V − log(h), le choix fait dans la définition précé-
dente correspond donc à h = 1/a2, choix qui sera justifié par les calculs ultérieurs.

On notera dans ce contexte µa la mesure et La le générateur associés à Va. Le calcul
direct donne donc :

La = L− 2
∇a
a
· ∇.

De plus, la plupart des propriétés sympathiques de L se transmettent à La.

Lemme 2.1.9. La mesure µa est invariante pour La. De plus, La est symétrique sur C∞
c (Rd, R)

et semi-défini négatif.

Démonstration. La preuve est directe. Pour l’invariance, considérons f ∈ C∞
c (Rd, R). On

a : ∫
Rd

La f dµa =
∫

Rd

(
L f − 2

∇a
a
· ∇ f

)
1
a2 dµ =

∫
Rd

L f
1
a2 dµ− 2

∫
Rd

∇a
a
· ∇ f dµa.

La formule d’intégration par parties classique donne pour le premier terme :∫
Rd

L f
1
a2 dµ = −

∫
Rd
∇ f · ∇

(
1
a2

)
dµ = 2

∫
Rd
∇ f · ∇a

a3 dµ = 2
∫

Rd
∇ f · ∇a

a
dµa,
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et donc ∫
Rd

La f dµa = 0.

De même, si f , g ∈ C∞
c (Rd, R),∫

Rd
f Lag dµa =

∫
Rd

f Lg dµa − 2
∫

Rd
f
∇a
a
· ∇g dµa.

la formule d’intégration par parties donne alors, pour le premier terme :∫
Rd

f Lg dµa =
∫

Rd
f Lg

1
a2 dµ = −

∫
Rd
∇
(

f /a2) · ∇g dµ

= −
∫

Rd
∇ f · ∇g dµa + 2

∫
Rd

f
∇a
a
· ∇g dµa.

Soit après simplification : ∫
Rd

f Lag dµa = −
∫

Rd
∇ f · ∇g dµa.

Il suit alors que La est symétrique et, prenant f = g, semi-défini négatif. �

La preuve ci-dessus fait apparaître une forme de Dirichlet Eµa tout à fait analogue
à celle du cas classique. On procédera donc, comme précédemment, à la complétion
de C∞

c (Rd, R) en deux domaines D(La) et D(Eµa). Notons néanmoins que la mesure µa
n’est pas supposée, a priori, finie. Pour s’assurer néanmoins de l’existence du processus
(Xt,a)t≥0, on considérera que les hypothèse (H2) à (H5) mentionnées en introduction
sont satisfaites.

Ainsi, on notera (Pt,a)t≥0 le semi-groupe associé à La, également ergodique dans
L2(µa) et invariant pour cette mesure. Ce semi-groupe admet également une représen-
tation probabiliste, à l’instar de (Pt)t≥0 : pour f assez régulière et t ≥ 0,

Pt,a f = E[ f (Xt,a)].

Le lien entre (Pt)t≥0 et (Pt,a)t≥0 est au cœur du théorème de représentation énoncé dans
[83]. L’introduction des processus permet de travailler directement sur ces derniers, et
un résultat important du calcul stochastique porte justement sur les changements de
processus : le théorème de Girsanov.

Proposition 2.1.10 (Girsanov pour le mouvement brownien). Soient (Ht)t≥0 un processus
(Ft)t≥0-adapté à valeurs vectorielles et (Yt)t≥0 défini par :

Yt = Bt −
∫ t

0
Hsds.

Si on définit la mesure de probabilité Q par :

dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

= exp
(∫ t

0
Hs · dBs −

1
2

∫ t

0
|Hs|2ds

)
,

pour tout t ≥ 0, alors l’exponentielle ci-dessus est une (Ft)t≥0-martingale et (Yt)t≥0 est un
mouvement brownien sous la loi Q.
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La preuve de ce résultat peut être trouvée dans [73], chapitre IV. L’hypothèse de
bornitude sur (Ht)t≥0 peut être assouplie avec les critères de Novikov ou Kamazaki
(voir également [73]), mais sera conservée dans la suite.

Le passage du processus (Xt)t≥0 à (Xt,a)t≥0 peut alors s’effectuer par l’entremise du
théorème de Girsanov.

Lemme 2.1.11. Soit a ∈ C∞
+ (Rd, R) telle que |∇a|/a est bornée. Alors pour toute fonction

f ∈ C∞
c (Rd, R), tous t ≥ 0, x ∈ Rd :

Pt f (x) = E[ f (Xx
t )] = E

[
Rx

t,a f (Xx
t,a)
]

,

où (Rx
t,a)t≥0 est une (Ft)t≥0-martingale définie par :

Rx
t,a =

a(Xx
t,a)

a(x)
exp

(
−
∫ t

0

Laa
a

(Xx
s,a) ds

)
, t ≥ 0.

Démonstration. La preuve commence par la définition d’une martingale exponentielle
ad hoc, qui servira ensuite dans l’application du théorème de Girsanov. Pour alléger les
notations, la condition initiale sera omise par la suite.

On commence par appliquer la formule d’Itō à log(a(Xt,a)) :

log a(Xt,a) = log a +
√

2
∫ t

0
∇(log a(Xs,a)) · dBs +

∫ t

0
La(log a)(Xs,a) ds.

Le calcul du terme de droite donne, en passant à l’exponentielle :

a(Xt,a)

a
exp

(
−
∫ t

0

Laa
a

(Xs,a) ds
)

= exp

(
√

2
∫ t

0

∇a
a
(Xs,a) · dBs −

∫ t

0

∣∣∣∣∇a
a

∣∣∣∣2 (Xs,a) ds

)
.

Le terme de gauche est Rt,a défini précédemment, et on pose :

dQa

dP

∣∣∣∣
Ft

= Rt,a.

D’après la proposition précédente, (Rt,a)t≥0 est donc une (Ft)t≥0-martingale et (B̃t)t≥0
défini par :

B̃t = Bt −
√

2
∫ t

0

∇a
a
(Xs,a) ds,

est un mouvement brownien sous la loi Qa. De plus, le processus (Xt,a)t≥0 est solution
de l’équation :

dXt,a =
√

2dB̃t −∇V(Xt,a) dt,

donc la loi de Xt,a sous Qa coïncide avec celle de Xt sous P. En particulier, pour toute
fonction f ∈ C∞

c (Rd, R),

Pt f = E[ f (Xt)] = E[Rt,a f (Xt,a)],

ce qui termine la preuve. �
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Notons que, tel le théorème de Girsanov, ce résultat peut s’appliquer à des fonction-
nelles de la trajectoire. Plus précisément, pour t ≥ 0, si F : C0([0, t], R) → R est une
fonctionnelle assez régulière, alors :

E[F(X[0,t])] = E[Rt,aF(X[0,t],a)],

où X[0,t] = (Xs, 0 ≤ s ≤ t) et X[0,t],a = (Xs,a, 0 ≤ s ≤ t). Cette généralisation reste
valable si F est à valeurs vectorielles, et sera largement utilisée par la suite.

Ce lemme permet d’exprimer les semi-groupes de Feynman-Kac d’intérêt en fonc-
tion du processus perturbé, qui introduira un degré de liberté supplémentaire dans les
estimations nécessaires à l’établissement de l’inégalité de Sobolev logarithmique.

Théorème 2.1.12. Soient f ∈ C∞
c (Rd, R) et a ∈ C∞

+ (Rd, R) telle que |∇a|/a est bornée. Alors
pour tous t ≥ 0, x ∈ Rd,

P∇2V
t (∇ f )(x) = E[Rx

t,a JXx
a

t ∇ f (Xx
t,a)],

où (Rx
t,a)t≥0 est la (Ft)t≥0-martingale définie précédemment et (JXx

a
t )t≥0 est solution de l’équa-

tion : {
dJXx

a
t = −JXx

a
t ∇2V(Xx

t,a)dt, t > 0
JXx

a
0 = Id.

Démonstration. La preuve est presque immédiate. Dans un souci de lisibilité, on ne fera
pas apparaître la condition initiale. On a d’abord, par le Théorème 2.1.5,

P∇2V
t (∇ f ) = E[JX

t ∇ f (Xt)].

De plus, quitte à remplacer (Xt)t≥0 par (Xt,a)t≥0, on définit :

JXa
t = Id −

∫ t

0
JXa
s ∇2V(Xs,a) ds.

Notons que la modification ne porte que sur le processus, le potentiel en jeu ne change
pas. On a alors, par le Lemme 2.1.11,

E[JX
t ∇ f (Xt)] = E[Rt,a JXa

t ∇ f (Xt,a)],

ce qui est le résultat annoncé. �

La section suivante est consacrée à l’application des principes présentés ci-dessus à
l’établissement d’un critère pour l’inégalité de Sobolev logarithmique, telle que présen-
tée dans [83].

2.2 Inégalité de Sobolev logarithmique

Cette section reprend le plan de la deuxième partie de [83] : le critère pour l’inéga-
lité de Sobolev logarithmique est d’abord énoncé et prouvé, assorti d’une brève discus-
sion sur les améliorations possibles et la comparaison avec le critère de Holley-Stroock ;
suivent une restriction de ce critère aux fonctions monotones (inspirée par [62]) et l’ap-
plication à deux exemples.
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2.2.1 Critère général

Ce critère se base d’une part sur la bornitude de la fonction de perturbation, et
d’autre part sur une courbure perturbée, qui généralise la courbure de Bakry-Émery,
induite par la hessienne du potentiel.

L’idée de ce résultat est inspiré par un travail récent de Feng-Yu Wang sur les varié-
tés riemanniennes à bord [87].

Théorème 2.2.1. Soit a ∈ C∞
+ (Rd, R). On définit la courbure perturbée :

κa = inf
x∈Rd

{
2ρ−(∇2V(x))− aL(a−1)(x)

}
.

Si a, a−1 et |∇a| sont bornés et κa > 0, alors pour toute fonction f ∈ C∞
c (Rd, R),

Entµ( f 2) ≤ 4‖a‖∞‖a−1‖∞

κa

∫
Rd
|∇ f |2 dµ.

La terminologie de "courbure perturbée" est héritée du contexte riemannien dans
lequel a été énoncé le critère de Bakry-Émery pour la première fois (en lien avec la
courbure de Ricci). Il s’agit ici d’une borne sur la courbure qui peut, dans le cas de
mesures sur des variétés différentes de Rd, s’exprimer en fonction du tenseur de Ricci
(voir par exemple [10] ou [87]).

Démonstration. Le déroulé de la preuve est très similaire à celui de la Proposition 1.2.17.
On considère dans un premier temps f ∈ C∞

c (Rd, R) une fonction positive. L’ergodicité
et l’invariance pour µ de (Pt)t≥0 donnent :

Entµ( f ) = −
∫

Rd

∫ +∞

0
∂t (Pt f log Pt f ) dt dµ = −

∫
Rd

∫ +∞

0
L[Pt f ] log Pt f dt dµ.

Par intégration par parties suivie de la relation d’entrelacement classique, on a :

Entµ( f ) =
∫

Rd

∫ +∞

0

|∇Pt f |2
Pt f

dµ dt =
∫

Rd

∫ +∞

0

∣∣∣P∇2V
t (∇ f )

∣∣∣2
Pt f

dt dµ.

Le travail d’estimation se concentre sur le numérateur du terme ci-dessus. Plus précisé-
ment, afin de simplifier le terme Pt f au dénominateur, on se repose sur des estimations
spectrales rendues possibles par l’utilisation du théorème de Girsanov. En effet, les hy-
pothèses sur a assurent que le Théorème 2.1.12 s’applique, et on a :

P∇2V
t (∇ f ) = E[Rt,a JXa

t ∇ f (Xt,a)],

ce qui se réécrit

P∇2V
t (∇ f ) = 2E

[
R1/2

t,a JXa
t ∇

√
f (Xt,a)R1/2

t,a

√
f (Xt,a)

]
.
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne donc, avec le Lemme 2.1.11,∣∣∣P∇2V
t (∇ f )

∣∣∣2 ≤ 4E
[∣∣∣R1/2

t,a JXa
t ∇

√
f (Xt,a)

∣∣∣2] E [Rt,a f (Xt,a)]

= 4E
[
∇
√

f (Xt,a)
T JXa

t Rt,a(JXa
t )T∇

√
f (Xt,a)

]
Pt f .

Cela implique, dans l’entropie :

Entµ( f ) ≤ 4
∫

Rd

∫ +∞

0
E
[
∇
√

f (Xt,a)
T(JXa

t )TRt,a JXa
t ∇

√
f (Xt,a)

]
dt dµ.

Pour retrouver le terme d’énergie de l’inégalité, on reprend l’idée de la preuve de la Pro-
position 1.2.17, en s’intéressant à l’analyse spectrale de JXa

t Rt,a(JXa
t )T. On définit donc :

Ja
t = JXa

t exp
(
−1

2

∫ t

0

Laa
a

(Xs,a) ds
)

,

qui est solution de :

dJa
t = −Ja

t

(
∇2V(Xt,a)−

1
2

aL(a−1)(Xt,a)Id

)
dt.

En effet, on a d’une part :
dJXa

t = −JXa
t ∇2V(Xt,a) dt,

et d’autre part :

d
[

exp
(
−1

2

∫ t

0

Laa
a

(Xs,a) ds
)]

= −1
2

Laa
a

(Xt,a) exp
(
−1

2

∫ t

0

Laa
a

(Xs,a) ds
)

dt.

De plus, La(a)/a = −aL(a−1), ce qui donne la formule attendue. Comme

JXa
t Rt,a(JXa

t )T =
a(Xt,a)

a(x)
Ja
t (Ja

t )
T,

on s’intéresse plus particulière aux estimations spectrales pour Ja
t (Ja

t )
T.

Ainsi, on pose ϕ(t) = yT Ja
t (Ja

t )
Ty, pour y ∈ Rd. Par symétrie de ∇2V, on a :

dϕ(t) = yTdJa
t (Ja

t )
Ty + yT Ja

t (dJa
t )

Ty

= −yT Ja
t

(
∇2V(Xt,a)−

1
2

aL(a−1)(Xt,a)Id

)
(Ja

t )
Ty dt

− yT Ja
t

(
∇2V(Xt,a)−

1
2

aL(a−1)(Xt,a)Id

)T

(Ja
t )

Ty dt

= −yT Ja
t

(
2∇2V(Xt,a)− aL(a−1)(Xt,a)Id

)
(Ja

t )
Ty dt

≤ −κayT Ja
t (Ja

t )
Ty dt = −κa ϕ(t) dt,
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par définition de κa. Ainsi, ϕ(t) ≤ e−κat ϕ(0) pour tout t ≥ 0, et donc :

yT Ja
t (Ja

t )
Ty ≤ e−κat|y|2.

On applique alors l’inégalité ci-dessus à y =
√

a(Xt,a)
a(x) ∇

√
f (Xt,a) pour obtenir :

Entµ( f ) ≤ 4
∫

Rd

∫ +∞

0
e−κatE

[
a(Xt,a)

a(x)
|∇
√

f (Xt,a)|2
]

dt dµ,

qui se réécrit :

Entµ( f ) ≤ 4
∫ +∞

0
e−κat

∫
Rd

1
a

Pt,a

(
a|∇

√
f |2
)

dµ dt.

Sachant que dµa/dµ = 1/a2, la bornitude de a entraîne :

Entµ( f ) ≤ 4‖a‖∞

∫ +∞

0
e−κat

∫
Rd

Pt,a

(
a|∇

√
f |2
)

dµa dt.

L’invariance de Pt,a pour µa et l’hypothèse sur κa donnent :

Entµ( f ) ≤ 4‖a‖∞

κa

∫
Rd

a|∇
√

f |2 dµa.

On utilise finalement la bornitude de a−1 :

Entµ( f ) ≤ 4‖a‖∞‖a−1‖∞

κa

∫
Rd
|∇
√

f |2 dµ,

et la preuve se conclut en remplaçant f par f 2. �

Remarque. Dans les termes introduits par les auteurs de [3], la matrice de perturbation
considérée ici est A = aId. Pour prendre en compte au mieux la géométrie de∇2V, une
extension naturelle de ce résultat serait la généralisation aux perturbations non homo-
thétiques, par exemple de la forme A = diag(a1, . . . , ad), où a1, . . . , ad ∈ C∞

+ (Rd, R) sont
des fonctions distinctes. Ce résultat n’est malheureusement pas accessible pour l’ins-
tant avec les techniques développées ici, en raison de problèmes de commutation entre
la matrice résultante Rt,A et le processus tangent, malgré de nombreux efforts poussés
dans cette direction. En particulier, cela nécessiterait une généralisation du théorème
de représentation et des estimations spectrales afférentes.

Remarque (Critère de Holley-Stroock). L’approche perturbative développée ici peut
être comparée à celle de Holley-Stroock (présentée pour la première fois dans [46] au-
tour du modèle d’Ising). Pour rappel, si ν est une mesure de probabilité satisfaisant une
inégalité de Sobolev logarithmique et Φ : Rd → R une fonction continue bornée, alors
dµ ∝ eΦdν satisfait aussi une telle inégalité avec en sus

cLSI(µ) ≤ e2osc(Φ)cLSI(ν),
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où osc(Φ) = sup(Φ) − inf(Φ). Comme cela a déjà été évoqué, le comportement de
osc(Φ) en la dimension de l’espace peut être problématique. Par exemple, pour Φ(x) =
∑d

i=1 ϕ(xi), on a osc(Φ) = d · osc(ϕ). Dans ce cas, la borne donnée par ce critère est d’au-
tant moins intéressante que la dimension grandit ce qui, dans le cadre d’applications à
la physique des particules ou aux statistiques, peut s’avérer fâcheux. En conformation
avec le présent contexte, on choisit ici Φ = log(a2) pour a ∈ C∞

+ (Rd, R) une fonction
bornée. L’inégalité des constantes optimales devient :

cLSI(µ) ≤ ‖a‖4
∞‖a−1‖4

∞cLSI(µa),

de sorte que la méthode de Holley-Stroock se réduit à montrer que µa satisfait une
inégalité de Sobolev logarithmique. Cela est assuré à peu de frais dès que µa vérifie une
inégalité de courbure-dimension, soit ici :

inf
x∈Rd
{ρ−(∇2Va(x))} > 0.

Cette condition peut se réécrire directement en fonction de a et V :

inf
Rd

{
ρ−

(
∇2V +

2
a
∇2a− 2

a2∇a(∇a)T
)}

> 0.

Cela doit être comparé à l’hypothèse sur κa, qui peut être reformulée :

inf
Rd

{
ρ−(∇2V) +

∆a
a
−∇V · ∇a− 2

a2 |∇a|2
}

> 0.

Ces deux expressions ne se comparent pas vraiment, mais la seconde semble plus ac-
cessible, comme nous le verrons dans la section dédiée aux exemples.

Comme cela a déjà été abordé dans l’introduction, l’espace des fonctions test consi-
dérées est important. Les résultats sont ici présentés et prouvés sur C∞

c (Rd, R) en utili-
sant la densité dans D(E). Mais la considération d’un espace différent peut amener à
un raffinement de la constante optimale. C’est l’objet de la section suivante, consacrée
aux fonctions monotones.

2.2.2 Fonctions monotones

Outre le fait qu’il n’existe pas de définition canonique des fonctions monotones en
dimension supérieure à un, le choix de la restriction à ce domaine en particulier peut
sembler incongru. Il est inspiré par l’article de Miclo [62], où il établit en dimension un
que la constante de Sobolev logarithmique est atteinte sur l’espace des fonction mono-
tones (en d’autres termes, il existe des fonctions monotones pour lesquelles l’inégalité
de Sobolev logarithmique est une égalité). Il n’est au demeurant pas possible d’obtenir
un résultat analogue en dimension quelconque (du fait de la multiplicité des notions
de monotonie dans ce cadre), mais l’étude de cette restriction apporte une précision
intéressante au résultat précédent.

Notons que cette définition est de nature différente de celle de fonctions 2-monotones
telle que présentée dans le dernier chapitre.
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Définition 2.2.2. Une fonction mesurable f : Rd → R est monotone (dans toutes les
directions) si pour tout i = 1, . . . , d, et pour tous (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) ∈ Rd−1 fixés,
la fonction partielle fi : xi 7→ f (x1, . . . , xd) est monotone.

En particulier, si f est différentiable, alors elle est monotone si et seulement si ∂i f
est de signe constant sur Rd pour tout i.

On se concentrera dans la suite sur des fonctions f dont toutes les fonctions par-
tielles fi sont croissantes (resp. décroissantes). Dans de tels cas, on dira que f est elle-
même croissante (resp. décroissante).

Les estimations à la base du résultat de cette section viennent (en partie) d’un article
de Bakry et Michel [9], en l’honneur desquels la condition suivante a été nommée.

Définition 2.2.3 (Condition (BM)). Une fonction a ∈ C∞
+ (Rd, R) satisfait la condition de

Bakry-Michel (abrégé (BM)) si :

1. pour tout i, j ∈ J1, dK, i 6= j, ∂2
ijVa ≤ 0 ;

2. pour tout i ∈ J1, dK, ∑d
j=1 ∂2

ijVa est majoré.

La nouvelle estimation de cLSI(µ) pour les fonctions monotones repose en grande
partie sur le résultat suivant, qui établit une relation d’ordre entre (Pt)t≥0 et (Pt,a)t≥0.

Proposition 2.2.4. Soient f ∈ C∞
+ (Rd, R) et a ∈ C∞

+ (Rd, R) deux fonctions croissantes. Si a
satisfait la condition (BM), alors pour tout t ≥ 0 :

Pt,a f ≤ Pt f .

Cette proposition est basée sur un lemme dû à Bakry et Michel dans [9], initialement
utilisé dans le contexte des inégalités FKG sur Rd (voir par exemple [39]).

Lemme 2.2.5. Soit M : Rd →Md(R) une application mesurable telle que Mij ≤ 0 pour tous
i 6= j et ∑d

j=1 Mij est majoré pour tout i. Soit F un champ de vecteurs régulier sur Rd. Alors
toutes les composantes de PM

t F sont positives dès que le sont toutes celles de F.

Le lecteur intéressé par la preuve pourra consulter [9]. Ce résultat nous permet de
prouver la Proposition 2.2.4.

Démonstration. Les techniques développées ici sont très classiques. Soient t ≥ 0 fixé et
f ∈ C∞

+ (Rd, R) une fonction croissante. On définit, pour s ∈ [0, t],

Ψ(s) = Ps(Pt−s,a f ).

On a Ψ(0) = Pt,a f et Ψ(t) = Pt f , donc la preuve se réduit à démontrer que Ψ est
croissante. Pour tout s ∈ [0, t], on a :

Ψ′(s) = Ps[(L− La)Pt−s,a f ],
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qui peut se réécrire :

Ψ′(s) = Ps

[
∇a
a
· ∇Pt−s,a f

]
= Ps

[
∇a
a
· P∇

2Va
t−s,a (∇ f )

]
.

Comme f est croissante, toutes les composantes de ∇ f sont positives, et comme a vé-
rifie la condition (BM), le Lemme 2.2.5 assure que toutes les composantes P∇

2Va
t−s,a (∇ f )

sont également positives. De plus, a est positive et croissante, donc

∇a
a
· P∇

2Va
t−s,a (∇ f ) ≥ 0.

Ainsi, par positivité de Ps (voir la Définition 1.1.7), Ψ′(s) ≥ 0 et la preuve est achevée.
�

Remarque. En dimension d = 1, la forme particulière du semi-groupe de Feynman-
Kac (P∇

2Va
t,a )t≥0 entraîne que la Proposition 2.2.4 reste vraie si l’on suppose uniquement

que a est positive et a et f sont croissantes.

La Proposition 2.2.4 nous permet d’adapter la preuve du Théorème 2.2.1 et d’obtenir
une nouvelle estimation de cLSI(µ). De plus, la preuve permet de prendre en compte
des fonctions de perturbation non bornées.

Théorème 2.2.6. Soit a ∈ C∞
+ (Rd, R) une fonction croissante telle que |∇a|/a est borné. On

définit une nouvelle courbure perturbée :

κ̃a = inf
x∈Rd

{
ρ−(∇2V(x))− aL(a−1)(x)

}
.

Si a satisfait la condition (BM) et κ̃a > 0, alors pour toute fonction f ∈ C∞
+ (Rd, R) croissante,

Entµ( f 2) ≤ 2
κ̃a

∫
Rd
|∇ f |2 dµ.

Démonstration. Soit f ∈ C∞
+ (Rd, R) une fonction croissante. La preuve débute comme

celle de la Proposition 1.2.17 ou du Théorème 2.2.1. L’entropie s’écrit :

Entµ( f ) =
∫

Rd

∫ +∞

0

∣∣∣P∇2V
t (∇ f )

∣∣∣2
Pt f

dt dµ,

avec la représentation :

P∇2V
t (∇ f ) = 2E

[
Rt,a JXa

t ∇
√

f (Xt,a)
√

f (Xt,a)
]

,

car |∇a|/a est borné. Le Théorème 2.1.12 et l’inégalité de Cauchy-Schwartz donnent
ici :

∣∣∣P∇2V
t (∇ f )

∣∣∣2 ≤ 4E
[

R2
t,a|JXa

t ∇
√

f (Xt,a)|2
] Pt,a f︷ ︸︸ ︷

E[ f (Xt,a)]

≤ 4E
[

R2
t,a|JXa

t ∇
√

f (Xt,a)|2
]

Pt f ,
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en utilisant la Proposition 2.2.4. L’entropie vérifie donc :

Entµ( f ) ≤ 4
∫

Rd

∫ +∞

0
E
[
∇
√

f (Xt,a)
T JXa

t R2
t,a(JXa

t )T∇
√

f (Xt,a)
]

dt dµ.

On définit ici

Ja
t = JXa

t exp
(
−
∫ t

0

Laa
a

(Xs,a) ds
)

,

et le raisonnement spectral développé dans la preuve du Théorème 2.2.1 conduit ici à :

Entµ( f ) ≤ 4
∫

Rd

∫ +∞

0
e−2κ̃atE

[
a(Xt,a)2

a(x)2 |∇
√

f (Xt,a)|2
]

dt dµ.

Ainsi, par invariance de (Pt,a)t≥0 pour µa,

Entµ( f ) ≤ 4
∫ +∞

0
e−2κ̃at

∫
Rd

Pt,a

(
a2|∇

√
f |2
)

dµa dt

= 4
∫ +∞

0
e−2κ̃at

∫
Rd
|∇
√

f |2 dµ dt =
2
κ̃a

∫
Rd
|∇
√

f |2 dµ,

et on conclut la preuve en remplaçant f par f 2. �

On remarque que la nouvelle constante ne fait pas intervenir la norme de la fonction
de perturbation, pas plus que la démonstration. À ce titre, ce résultat permet de consi-
dérer des perturbations non bornées ; c’est attendu dans la mesure où les fonctions test
en jeu sont uniquement supposées croissantes (et positives), mais non nécessairement
bornées ou à support compact.

On constate également que la courbure κ̃a diffère de celle présente dans le Théo-
rème 2.2.1 par le facteur 2 devant la hessienne. Cela est dû à la façon dont l’inégalité de
Cauchy-Schwarz est utilisée ici, en tirant parti de la comparaison donnée par la Propo-
sition 2.2.4.

2.2.3 Exemples

Dans cette dernière section, nous illustrons le Théorème 2.2.1 sur deux exemples,
l’idée étant principalement d’obtenir des résultats asymptotiques en la dimension. La
forme particulière des perturbations introduites (scalaires) rend la méthode particu-
lièrement adaptée aux potentiels dont la hessienne admet beaucoup de symétries, par
exemple les potentiels radiaux. Les exemples qui suivent seront donc de ce type, et plus
particulièrement des potentiels de Subbotin ou des doubles puits. Notons que des ré-
sultats analogues ont été récemment obtenus, avec des techniques différentes et pour
des mesures radiales à support compact, par Cattiaux, Guillin et Wu [24].
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Potentiels de Subbotin

La première classe d’exemples d’intérêt est celle des potentiels de Subbotin [84].
Cela correspond ici à V(x) = |x|α/α pour α > 2, condition qui assure que V est au
moins deux fois différentiable, mais que le critère de Bakry-Émery ne s’applique pas
(voir la preuve et remarque subséquentes). La première étape du traitement du pro-
blème consiste à calculer la hessienne du potentiel ainsi que sa plus petite valeur propre.

Lemme 2.2.7. Soit a ∈ C∞
+ (Rd, R). Alors pour tout x ∈ Rd,

ρ−(2∇2V(x)− aL(a−1)(x)Id) = 2|x|α−2 − aL(a−1)(x).

Démonstration. On a d’abord, pour tout x ∈ Rd fixé,

∇2V(x) = (α− 2)|x|α−4xxT + |x|α−2 Id.

Ainsi, Tx := 2∇2V(x)− aL(a−1)(x)Id (vu comme un élément de L(Rd)), s’écrit comme
somme d’un opérateur de rang 1 (projection sur Rx) et d’un opérateur de rang plein
(multiple de l’identité), dont x est vecteur propre. Comme Tx est symétrique, les vec-
teurs propres sont tous orthogonaux, et on peut écrire Rd = Rx⊕ (Rx)⊥. Soient λ une
valeur propre non nulle de Tx et y un vecteur propre associé. Alors :

• soit y ∈ Rx, donc y = βx pour β ∈ R∗, et on a alors :

λy = Txy = 2β(α− 2)|x|α−2x + 2β|x|α−2x− βaL(a−1)(x)x,

ce qui donne :
λ = 2(α− 1)|x|α−2 − aL(a−1)(x);

• soit y ∈ (Rx)⊥, auquel cas :

λy = Txy = 2|x|α−2y− aL(a−1)(x)y,

ce qui donne :
λ = 2|x|α−2 − aL(a−1)(x).

Ainsi, pour tout x ∈ Rd, comme α > 2,

ρ−(2∇2V(x))− aL(a−1)(x) = ρ−(Tx) = 2|x|α−2 − aL(a−1)(x).

�

Dans la suite, le cas particulier α = 4 (potentiel quadrique) est traité. En effet, les
calculs deviennent rapidement inaccessibles pour des valeurs de α générales, d’autant
plus que l’on cherche à déterminer explicitement la dépendance de la constante trouvée
en d et en α. Le critère de Bakry-Émery ne s’applique clairement pas à ce cas-là, étant
donné que ρ−(∇2V(x)) s’annule pour x = 0.
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Théorème 2.2.8. Soit µ(dx) ∝ exp(−|x|4/4)dx. Il existe une constante universelle c > 0
telle que pour toute fonction f ∈ C∞

c (Rd, R), on a :

Entµ( f 2) ≤ c
∫

Rd
|∇ f |2dµ.

En particulier, c ne dépend pas de la dimension d.

On déduit de la preuve que c = 8e
√

3 est une telle constante, dont la valeur dépend
néanmoins grandement de la méthode employée.

Démonstration. La première interrogation quant à l’application du Théorème 2.2.1 porte
sur le choix de la fonction de perturbation a. En pratique, a doit compenser (localement)
le manque de convexité de V (ici aux points où ∇2V(x) ≤ 0, soit x = 0). Un premier
choix se porte sur la fonction

a(x) = exp
( ε

2
arctan(|x|2)

)
, x ∈ Rd.

En effet, l’arc tangente est équivalente à l’identité en 0 (point de non-convexité de V)
et est constante à l’infini (de sorte que a est bien bornée). De plus, la fonction carré
est uniformément convexe sur Rd, ce qui entraîne que la hessienne de a est définie po-
sitive au voisinage de l’origine. Finalement, l’exponentielle assure que a est positive et
facilite quelque peu les calculs. Notons que ce choix de fonction de perturbation est mo-
tivé par des résultats analogues sur le trou spectral, dans les preuves desquels le choix
d’une fonction de perturbation proche de la non-intégrabilité fournit des estimations
intéressantes sur les constantes optimales (voir par exemple [18, 3]).

L’étape suivante consiste à calculer explicitement κa. Avec notre définition de a, il
vient :

−aL(a−1)(x) = ε
d + |x|4(d− 4)
(1 + |x|4)2 − ε

|x|4
1 + |x|4 − ε2 |x|2

(1 + |x|4)2 , x ∈ Rd,

et il faut donc minimiser en x ∈ Rd :

2|x|2 + ε
d + |x|4(d− 4)
(1 + |x|4)2 − ε

|x|4
1 + |x|4 − ε2 |x|2

(1 + |x|4)2 ,

que l’on réécrit, en posant t = |x|2,

κa = inf
t≥0

(
2t + ε

d + t2(d− 4)
(1 + t2)2 − ε

t2

1 + t2 − ε2 t
(1 + t2)2

)
.

L’optimisation des polynômes, et a fortiori des fractions rationnelles, se fait rare-
ment sans douleurs, en particulier quand on cherche à suivre les valeurs des différents
paramètres (ici ε et d). Pour simplifier, on se ramène au cas où le minimum est atteint
en t = 0, ce qui revient à montrer que, pour tout t ≥ 0,

2t4 − ε(d + 1)t3 + 4t2 − ε(d + 5)t + 2− ε2 ≥ 0.
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Notons g la fonction ci-dessus. Il vient immédiatement que ε ≤
√

2 est une condi-
tion nécessaire, mais pas suffisante, pour assurer la positivité de g. Pour simplifier les
choses, on peut supposer que g′′ est positive. C’est vrai dès que

ε <
8√

3(d + 1)
.

Considérons donc ε ≤ 1√
3(d + 1)

. Avec ce choix, sachant que d ≥ 1, on a alors pour

tout t ≥ 0 :

g(t) ≥ 2t4 − 8t3

3
√

3
+ 4t2 − 8t√

3
+ 2− 1

6
.

On vérifie alors aisément que le terme de droite est positif, et donc g également, sur R+.
On prend alors κa = εd, et le Théorème 2.2.1 donne la borne suivante :

cLSI(µ) ≤
4eεπ/4

εd
,

avec ε ≤ 1√
3(d + 1)

(qui implique bien ε ≤
√

2). Finalement, cette borne est minimisée

pour ε ∈
(

0, 1√
3(d+1)

]
pour obtenir :

cLSI(µ) ≤
4
√

3(d + 1)
d

eπ/4
√

3(d+1).

La borne ci-dessus est uniformément majorée pour d ∈ N?, et on choisit alors c = 8e
√

3
comme constante universelle du théorème. �

Remarque. Cette preuve met en lumière les points les plus importants dans l’applica-
tion du Théorème 2.2.1. En effet, le choix de la fonction de perturbation (ou famille de
fonctions) a est central. Mais le point le plus important, et technique, est probablement
le calcul explicite de κa, dans la mesure où tous les paramètres doivent être suivis avec
attention.

À une constante numérique près, la borne sur ε dans la preuve ci-dessus est opti-
male (avec cette méthode d’optimisation). En effet, le problème revient à montrer que
la fonction g définie sur R+ par

g(t) = 2t4 − ε(d + 1)t3 + 4t2 − ε(d + 5)t + 2− ε2, t ≥ 0,

est positive. Si on suppose que ε est d’ordre (d + 1)−r pour un certain r ∈ (0, 1), alors
pour d grand, pour tout t > 0 fixé,

g(t) ∼ 2t4 − d1−rt3 + 4t2 − d1−rt + 2− d−2r.

Si on prend t = 3/d1−r, il vient alors :

g(3/(d + 1)r) ∼ 162
d4(1−r)

+
9

d2(1−r)
− 1

22r − 1 < 0
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quand d croît, suite à quoi le minimum de t 7→ εd + tg(t) ne peut être atteint en t = 0.
Il est difficile de savoir si la borne trouvée est proche de l’optimal (en ce qui concerne

la dépendance en la dimension). On peut néanmoins conjecturer, en se basant sur les
résultats de [20], que cLSI(µ) est d’ordre (au mieux) 1/

√
d. En effet, les auteurs de cet

article montrent que le trou spectral pour la distribution quadrique est d’ordre
√

d, et
donc que la constante de Poincaré pour cette mesure est d’ordre exactement 1/

√
d (et

donc que cLSI(µ) ne peut pas être d’ordre d−r pour r > 1/2, voir la Proposition 1.2.19).
Dès lors il apparaît incertain que la procédure d’optimisation utilisée permette d’at-
teindre l’optimal. De meilleures techniques de minimisation constitueraient une amé-
lioration notable dans le cadre de l’utilisation du Théorème 2.2.1 pour l’obtention de
constantes explicites.

Remarque. La méthode de Holley-Stroock telle que développée dans la section précé-
dente donne ici, après des calculs guère plus plaisants, à une conclusion comparable.
Les constantes en jeu ne sont néanmoins pas explicites et la méthode laisse moins de
degrés liberté que celle présentée dans ce chapitre.

Double puits

L’exemple suivant est une perturbation du précédent, bien connu de nos amis phy-
siciens : le potentiel à double puits. On pose V(x) = |x|4/4− β|x|2/2, où β > 0 décrit la
taille de la région concave. Ce potentiel est convexe à l’infini, mais sa matrice hessienne
est définie négative au voisinage de l’origine, le critère de Bakry-Émery ne s’applique
donc pas. Néanmoins, on pourrait raisonnablement s’attendre à retrouver un compor-
tement similaire à celui observé dans le Théorème 2.2.8 quand β est petit.

La hessienne de V est, comme dans le cas précédent, calculable explicitement, ce
qui conduit au résultat suivant.

Lemme 2.2.9. Soit a ∈ C∞
+ (Rd, R). Alors pour tout x ∈ Rd,

ρ−(2∇2V(x)− aL(a−1)(x)Id) = 2|x|2 − 2β− aL(a−1)(x).

Démonstration. La preuve est identique à celle du Lemme 2.2.7. �

Théorème 2.2.10. Soit µ(dx) ∝ exp(−|x|4/4 + β|x|2/2)dx, β ∈ (0, 1/2). Il existe une
constante universelle cβ > 0 telle que, pour toute fonction f ∈ C∞

c (Rd, R), on a :

Entµ( f 2) ≤ cβ

∫
Rd
|∇ f |2dµ.

Ici aussi, cβ ne dépend pas de la dimension.

De la preuve on déduit que cβ = 4e
1−2β fait l’affaire, et l’explosion quand β→ 1/2 est

un artefact de calcul qui ne porte a priori pas d’information qualitativement pertinente
(lié à la méthode utilisée pour estimer κa du Théorème 2.2.1).
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Démonstration. Cette preuve est très analogue à la précédente. En particulier, on prend
de même pour tout x ∈ Rd :

a(x) = exp
( ε

2
arctan(|x|2)

)
,

ce qui donne, pour t = |x|2,

κa = inf
t≥0

(
2t− 2β + ε

d + t2(d− 4)
(1 + t2)2 − ε(t− β)

t
1 + t2 − ε2 t

(1 + t2)2

)
.

En suivant la même procédure, on cherche à montrer que le minimum vaut εd − 2β,
atteint en t = 0. Cela revient à montrer que, pour tout t ≥ 0,

g(t) := 2t4 − ε(d + 1)t3 + (4 + β)t2 − ε(d + 5)t + 2− ε2 + β ≥ 0,

adjoint de la condition ε > 2β/d, pour assurer la positivité de κa.
La première condition nécessaire à intervenir est ε ≤

√
β + 2. De plus, en regard

de la preuve et de la remarque précédentes, on attend de ε qu’il soit d’ordre 1
d+1 . Pour

simplifier les calculs, on considère ε = 2
d+1 . Avec les conditions ε > 2β/d et ε ≤

√
β + 2,

cela implique que β ne doit pas excéder d/d+ 1 pour tout d, ce qui revient (pour obtenir
une borne uniforme en la dimension) à β < 1/2. Pour résumer, nous avons

ε =
2

d + 1
et 0 ≤ β <

1
2

.

Sous ces hypothèses, la fonction g peut être minorée comme suit :

g(t) ≥ 2t4 − 2t3 + 4t2 − 2t + 1 + β, t ≥ 0.

Le terme de droite est positif sur R+, ce choix de ε entraîne donc :

κa =
2d

d + 1
− 2β.

Ainsi, d’après le Théorème 2.2.1,

cLSI(µ) ≤
4(d + 1)

2d(1− β)− 2β
e

π
2(d+1) .

Cette constante peut être bornée uniformément en d ∈ N?, ce qui donne bien cβ =
4e

1− 2β
comme constante universelle. �

Remarque. On rappelle que la restriction sur β est un artefact de calcul, et que de plus
cβ −−−→

β→ 1
2
−

+∞. Il n’en reste pas moins que le comportement dimensionnel est le même

que celui observé pour la distribution quadrique dans le Théorème 2.2.8. Encore une
fois, les techniques d’optimisation utilisées sont probablement loin de l’optimal, ce qui
illustre le fait qu’une part importante de l’application du Théorème 2.2.1 réside dans
l’identification et la mise en œuvre de méthodes de minimisation adaptées.

Remarque. Comme dans le cas précédent, la méthode de Holley-Stroock conduit à des
résultats analogues, bien que les calculs soient bien plus complexes, en particulier si
l’on souhaite suivre avec précision la dépendance en β.
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2.3 Perspectives

Outre l’aspect optimisation, dont on a déjà mentionné qu’il améliorerait la portée du
résultat s’il était plus développé, les inégalités de Sobolev logarithmiques sont connues
pour leur relation avec les inégalités de concentration. Brièvement, une mesure µ satis-
fait une inégalité de concentration à vitesse α s’il existe une constante c > 0 telle que
pour toute fonction F : Rd → R lipschitzienne, pour toute médiane m de F et pour tout
r ≥ 0,

P(F(X) > m + r) ≤ e−α(r)/c, X ∼ µ.

Cette propriété, de nature en fait très géométrique, décrit la façon dont µ concentre
la masse dans l’espace. Elle a trait en dimension 1 à la queue des distributions. L’en-
jeu des inégalités de concentration est de déterminer la fonction α optimale, celle qui
donnera la meilleure décroissance en r à l’infini. Plusieurs cas particuliers ont été étu-
diés, notamment la concentration exponentielle (α = | · |), mais c’est la concentration
gaussienne (α = | · |2) qui est la plus recherchée. L’argument de Herbst présenté en
introduction indique que toute mesure qui satisfait une inégalité de Sobolev logarith-
mique satisfait également une inégalité de concentration gaussienne. Explorer les liens
entre ce domaine et les résultats présentés ici constituerait alors certainement un travail
intéressant. Pour plus d’informations sur les inégalités de concentration, la monogra-
phie de Michel Ledoux [59] reste une référence, et les liens évoqués sont aussi présentés
dans [8].

Une autre famille d’inégalités présente un fort lien avec les techniques évoquées
ici : les inégalités de covariance. Ce nom assez générique désigne le fait de pouvoir
contrôler la covariance de deux fonctions par deux termes distincts qui les séparent.
Autrement dit, trouver deux fonctionnelles F et G telles que pour toutes fonctions f , g :
Rd → R assez régulières et X ∼ µ, on a

Cov( f (X), g(X)) ≤ F( f )G(g).

Ces fonctionnelles peuvent être de nature assez diverses, voir par exemple [3, 16]. Dans
l’article [3], les auteurs utilisent des techniques de Feynman-Kac pour obtenir de telles
inégalités, techniques qui pourraient être revues à la lumière des présents travaux.
De plus, les inégalités de covariance sont liées à de très nombreuses autres inégalités,
comme la conjecture de corrélation gaussienne [12] ou les inégalités de concentration
[16], et constituent en elles-mêmes un sujet d’étude intéressant.

Enfin, une approche numérique s’inspirant de celle développée en fin de thèse pour-
rait être instructive, bien qu’applicable essentiellement en petite dimension. Cela reste
néanmoins pertinent dans certaines situations, notamment en statistiques, comme le
suggère le dernier chapitre pour les inégalités de Poincaré.
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Chapitre3
Une approche algébrique et
géométrique à l’étude spectrale des
générateurs

DANS CE TROISIÈME CHAPITRE, réalisé en collaboration avec A. Joulin et M. Bonne-
font (et objet d’un travail en cours de rédaction), on approfondit la réflexion sur

l’analyse spectrale de l’opérateur L amorcée dans l’introduction (voir par exemple la
Proposition 1.2.3). Plus précisément, on forme l’observation suivante.

Étant donné un potentiel V, la condition de courbure-dimension revient à compa-
rer la hessienne de V avec la matrice identité. Or, la matrice identité est elle-même la
hessienne du potentiel gaussien (x 7→ |x|2/2), la condition précitée peut donc être vue
comme une comparaison des potentiels via les hessiennes. On sait de plus que le spectre
de l’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck est discret, et on peut montrer que, sous la condi-
tion de courbure dimension, le spectre de L l’est aussi. Partant, il est raisonnable de se
demander si la comparaison des potentiels peut se transposer aux spectres respectifs.

En d’autres termes, si L satisfait CD(ρ, ∞) pour ρ > 0, peut-on obtenir une inégalité
sur les valeurs propres du type :

λk(−L) ≥ ρλk(−LOU),

pour tout k ∈ N ?
La pertinence de cette question tient dans le fait que le terme de droite de l’inégalité

précédente est toujours explicite. En effet, parmi les nombreuses manifestations du mi-
racle gaussien, il apparaît que le spectre de LOU est explicite et peut-être complètement
décrit, multiplicités comprises. Il est alors naturel de se demander si ces informations
peuvent être préservées via la comparaison des potentiels.

Cette question peut être posée dans un contexte plus général, où l’on compare un
opérateur de diffusion sur une variété riemannienne quelconque à la loi gaussienne sur
l’espace euclidien. C’est en ces termes qu’Emanuel Milman a énoncé la question dans
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[63]. A priori fausse en toute généralité (l’auteur donne comme contre-exemple dans ce
sens celui de la d-sphère normalisée), il parvient à y répondre par l’affirmative dans le
cas euclidien. Il obtient le résultat suivant.

Théorème (Milman ’18). Supposons que∇2V ≥ ρId pour un certain ρ > 0. Alors pour tout
k ≥ 1,

λk(−L) ≥ ρλk(−LOU).

Sommairement, sa preuve utilise le théorème de contraction de Caffarelli pour éta-
blir que la condition de courbure-dimension induit une contraction de l’espace sous-
jacent vers l’espace euclidien muni de la mesure gaussienne. Le coefficient de contrac-
tion est donné explicitement en fonction de la courbure et permet de conclure à la
contraction du spectre. Notons que ce résultat ne dit rien sur la multiplicité des valeurs
propres.

Une question analogue, laissée ouverte par le résultat de Milman, porte sur l’estima-
tion de l’écart entre deux valeurs propres successives. Plus précisément, sous la même
hypothèse de convexité uniforme, si λ et λ′ sont deux valeurs propres successives dis-
tinctes, que peut-on dire de la différence |λ− λ′| ? Cette question a été étudiée par Mi-
chel Bonnefont et Aldéric Joulin dans [19] pour les deux premières valeurs propres
(pour lesquelles les espaces propres sont descriptibles explicitement) et dans [17] dans
le cas de la dimension un, en se basant sur un article de Jon Johnsen [52] (qui sert de
base au présent travail).

Ce chapitre a pour but de donner des éléments de réponse aux deux questions pré-
citées par des moyens plus analytiques en travaillant directement sur l’opérateur L (et
sans passer par des considérations de transport optimal). Les principaux outils mis en
place à cette fin sont une structure algébrique en lien avec la dérivée extérieure et la
caractérisation de Courant-Fischer des valeurs propres. Ces outils d’analyse spectrale,
ainsi que le cas gaussien, sont rappelés en première partie de chapitre. La structure algé-
brique est introduite en suivant, avant de clore par les estimations spectrales d’intérêt.

Il est important de mentionner que les résultats obtenus dans ce cadre sont partiels,
et ne permettent pas, en l’état, de retrouver le résultat de Milman. Il est néanmoins
probable que les outils développés permettent d’y arriver par une analyse plus fine.
À titre indicatif, le résultat principal de ce chapitre (qui sera développé et prouvé en
dernière section) peut se présenter comme suit.

Théorème. Supposons que ∇2V ≥ ρId pour un certain ρ > 0. Il existe une suite croissante
d’entiers (an)n≥0 telle que pour tous k, n ∈ N tels que an < k ≤ an+1,

λk(−L) ≥ (n + 1)ρ.

La suite (an)n≥0 décrit la vitesse de croissance à l’infini des valeurs propres, et est
liée à la dimension des espaces propres associés. Plus précisément, les valeurs propres
croissent par paliers (liés à la multiplicité), et la suite (an)n≥0 vise à estimer leur taille.

Comme il sera discuté en fin de chapitre, le point d’achoppement de la méthode
réside dans une estimation fine de cette suite.
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3.1 Éléments d’analyse spectrale

Le but de cette section est double. D’abord rappeler des éléments d’analyse structu-
relle du spectre (définition de valeur propre, spectres discret et essentiel, caractérisation
de Courant-Fischer), ensuite exhiber un cas particulier où tous ces concepts sont illus-
trés explicitement.

Dans toute la suite, on notera 〈·, ·〉 le produit scalaire dans L2 sans préciser la mesure
de référence si cette dernière est clairement identifiée.

3.1.1 Décomposition du spectre

Si la notion de valeur et espace propres est rarement ambiguë en dimension finie,
il en est autrement en dimension infinie. La définition classique du spectre en analyse
fonctionnelle fait intervenir la notion de résolvante, et c’est celle que nous utiliserons
ici. Les définitions seront données pour l’opérateur −L, mais peuvent s’étendre à des
opérateurs sur des espaces de Banach très généraux.

Définition 3.1.1 (Spectre). On appelle ensemble résolvant de −L, noté ρ(−L), l’ensemble
des nombres complexes λ tels que la résolvante

Rλ = (λid + L)−1

est continue. On définit alors le spectre de −L comme le complémentaire du résolvant :
σ(−L) = C\ρ(−L).

Il suit immédiatement du caractère défini positif de −L que σ(−L) ⊂ (R+).
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Cette définition coïncide avec les notions classiques de valeurs propres en dimen-
sion finie, où la résolvante Rλ existe et est continue dès que det(λid + L) 6= 0. Le théo-
rème fondamental de l’algèbre implique alors que le spectre est discret et fini. Une
telle alternative n’est pas vraie en dimension infinie, où toutes les applications linéaires
ne sont pas continues. En particulier, la propriété fondamentale qui définit les valeurs
propres en dimension finie n’est plus satisfaite pour tout le spectre. Il convient donc
d’expliciter la partie du spectre qui correspond aux valeurs propres en dimension infi-
nie, qu’on nomme spectre ponctuel.

Définition 3.1.2 (Spectre ponctuel). On appelle spectre ponctuel de −L, noté σp(−L),
l’ensemble des λ ∈ σ(−L) tels que λid + L n’est pas injectif.

Si λ ∈ σp(−L) est une valeur propre, il suit qu’il existe une fonction f ∈ L2(µ) non
identiquement nulle telle que, µ-presque sûrement,

−L f = λ f .

C’est en ce sens que l’on désigne comme valeurs propres les valeurs du spectre ponctuel.
Une telle fonction f est appelée fonction propre associée à λ. Le sous-espace vectoriel
de L2(µ) engendré par ces fonctions propres est appelé espace propre associé à la valeur
propre λ, que l’on notera Eλ. On désigne par multiplicité de la valeur propre λ la dimen-
sion de cet espace, qui peut être infinie (mais toujours bien définie dans le présent cadre
hilbertien).

Comme l’espace sous-jacent à −L est hilbertien, et si ce dernier est auto-adjoint (ce
qui est le cas ici), ces espaces propres sont de plus orthogonaux. En effet, considérant
λ, λ′ ∈ σp(−L) non nulles et f ∈ Eλ, g ∈ Eλ′ , il vient

〈 f , g〉 = 1
λ
〈−L f , g〉 = 1

λ
〈 f ,−Lg〉 = λ′

λ
〈 f , g〉.

Il suit que soit λ = λ′, soit 〈 f , g〉 = 0, ce qui établit que deux espaces propres distincts
sont orthogonaux.

En dimension finie, l’étude spectrale des opérateurs est souvent motivée par la
réduction des endomorphismes. En effet, l’espace peut être présenté comme somme
directe de sous-espaces propres, ce qui induit une décomposition dans une base de
vecteurs propres adaptée au travail avec cet endomorphisme. Le but en dimension in-
finie est, dans une certaine mesure, assez similaire. Deux différences fondamentales
changent néanmoins radicalement le cadre de cette étude : le nombre a priori infini
d’espaces propres et la dimension infinie de ces derniers. D’aucun arguerait qu’on ne
serait guère avancé d’avoir décomposé un espace de dimension infinie en somme d’es-
paces de dimension encore infinie. D’autant plus si ces espaces sont indexés par une
famille continue d’indices (au sens de la puissance du continu). Cette remarque pousse
à distinguer, parmi les valeurs propres du spectre ponctuel, celles qui sont isolées et de
multiplicité finies. Le sous-ensemble du spectre ainsi défini se nomme, à propos, spectre
discret.
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Définition 3.1.3 (Spectre discret). On appelle spectre discret de −L, noté σdisc(−L), l’en-
semble des valeurs propres λ ∈ σp(−L) qui vérifient les deux propriétés suivantes :

• λ est isolée dans σ(−L) (pour la topologie induite par R),
• l’espace propre Eλ est de dimension finie.

On a donc la chaîne d’inclusions (strictes a priori) suivante :

σdisc(−L) ⊂ σp(−L) ⊂ σ(−L).

Les valeurs propres isolées de multiplicité finie sont a priori les objets les plus proches
des valeurs propres en dimension finie, ce qui justifie en soi leur étude. Étant donné
qu’elles ne constituent a priori pas l’intégralité du spectre, on définit le spectre essentiel
de −L comme le complémentaire de σdisc(−L) dans σ(−L). L’objet d’étude principal
de ce chapitre sera le spectre discret de −L, on s’intéressera donc à la décomposition
suivante :

σ(−L) = σdisc(−L) t σess(−L).

À la lumière de cette décomposition, on peut affiner la décomposition spectrale donnée
en introduction (après la Proposition 1.1.17). Toute fonction f ∈ L2(µ) s’écrit

f = ∑
λ∈σdisc(−L)

Pλ f +
∫

λ∈σess(−L)
dPλ f .

De nombreux autres sous-ensembles du spectre existent, donnant lieu à d’autres
décompositions, en lien avec d’autres propriétés des valeurs propres (spectre résiduel,
spectre continu, etc.). Le choix de cette décomposition n’est néanmoins pas arbitraire,
et est motivé par le cas particulier annoncé en introduction : le générateur d’Ornstein-
Uhlenbeck. Non content d’être relié à la mesure préférée des probabilistes et statisti-
ciens, cet opérateur a le bon goût d’avoir un spectre essentiel vide : son spectre est
uniquement constitué de valeurs propres isolées de multiplicité finie. La question po-
sée en introduction peut alors être complétée : sous l’hypothèse CD(ρ, ∞), le spectre
de −L est-il complètement discret ? Et si oui, les valeurs propres et espaces propres
peuvent-ils être reliés à ceux du générateur d’Ornstein-Uhlenbeck?

Avant de tenter de répondre à cette question, la section suivante s’attelle à une des-
cription exhaustive du spectre de l’opérateur −LOU , avant de présenter quelques tech-
niques d’estimation reliées à la caractérisation de Courant-Fischer des valeurs propres.

3.1.2 Cas du générateur d’Ornstein-Uhlenbeck

La diversité pléthorique des opérateurs de diffusion oblige à envisager de nom-
breuses structures différentes pour le spectre : complètement discret, a contrario com-
plètement essentiel, ou avec une composante discrète et une composante essentielle
toutes deux non vides. Cette section s’intéresse au générateur d’Ornstein-Uhlenbeck,
qui présente un spectre complètement discret. D’autres exemples seront évoqués en fin
de section, pour lesquels le spectre essentiel n’est pas vide.
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On rappelle que le générateur d’Ornstein-Uhlenbeck est défini, pour f ∈ C∞
c (Rd, R),

x ∈ Rd,
LOU f (x) = ∆ f (x)− x · ∇ f (x),

et qu’il admet la mesure gaussienne centrée réduite γd comme unique loi invariante. On
scinde l’étude du spectre de cet opérateur en deux : d’abord une étude en dimension
un, puis la généralisation en dimension quelconque.

Cas de la dimension un

Bien que peu intéressant quant aux propriétés asymptotiques de la grande dimen-
sion, le cas des fonctions d’une variable réelle permet d’établir facilement des résultats
généralisables en dimension supérieure sous une forme simple à écrire et à comprendre.
On rappelle en préambule la définition des polynômes d’Hermite en dimension un.

Définition 3.1.4 (Polynômes d’Hermite). Soit n ∈ N. Le n-ième polynôme d’Hermite
sur R est défini, pour tout x ∈ R, par :

Hn(x) = (−1)nex2/2 dn

dxn e−x2/2.

Ces polynômes ont très tôt présenté un exemple de famille de fonctions orthogo-
nales dans L2(γ1), et on a pour tous m, n ∈ N :

〈Hn, Hm〉 = n!δnm.

On considérera donc préférentiellement dans la suite la famille de polynômes ortho-
normale (hn)n∈N définie, pour tout n ∈ N, par :

hn(x) =
1√
n!

Hn(x).

Outre l’orthonormalité, cette famille possède d’intéressantes propriétés relatives à la
dérivation, qui s’avèrent fort utiles dans l’étude de −LOU . En effet, pour tout n ∈ N et
x ∈ R, on a d’une part :

h′n(x) = xhn(x)−
√

n + 1hn+1(x),

et d’autre part, par la formule de Leibnitz,

hn+1(x) =
x√

n + 1
hn(x)−

√
n

n + 1
hn−1(x),

ce qui donne la seconde formule pour h′n :

h′n(x) =
√

nhn−1(x).

Ces deux formules permettent un premier pas dans la description de σ(−LOU).
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Proposition 3.1.5. Pour tout n ∈ N, le polynôme hn est une fonction propre de−LOU associée
à la valeur propre n.

La preuve de ce résultat est un calcul direct de−LOUhn pour tout n ∈ N, en utilisant
les formules ci-dessus.

La première conséquence à la fois immédiate et importante de ce résultat est l’inclu-
sion N ⊂ σp(−LOU). Mais on peut en réalité aller plus loin. En effet, la famille des poly-
nômes d’Hermite (hn)n∈N forme une base hilbertienne de L2(γ1). Cela peut se montrer,
par exemple, en remarquant qu’une fonction orthogonale à tous les monômes est nulle
presque sûrement. Cela entraîne donc immédiatement que chaque espace propre est de
dimension un, ainsi que la décomposition

L2(γ1) =
⊕
n∈N

Vect(hn).

Il suit également que −LOU n’admet pas d’autre valeur propre que les entiers. Dans
le cas contraire, toute fonction propre associée serait orthogonale à tous les polynômes
d’Hermite (voir la remarque suivant la Définition 3.1.2), et donc serait presque sûre-
ment nulle. On a donc la double inclusion qui assure que σp(−LOU) = N.

Enfin, cette décomposition implique que toute fonction f ∈ L2(γ1) est complète-
ment décrite par les projecteurs sur les espaces engendrés par les polynômes d’Her-
mite :

f = ∑
n∈N
〈 f , hn〉hn,

ce qui induit, en vertu de la décomposition spectrale rappelée ci-dessus, que σess(−LOU) =
∅. Il s’ensuit la description suivante du spectre de −LOU .

Théorème 3.1.6. Le spectre de −LOU est discret et égal à N. Toutes les valeurs propres sont de
multiplicité 1 et une base hilbertienne de vecteurs propres associés est donnée par les polynômes
d’Hermite (hn)n∈N.

Une description aussi exhaustive du spectre est en général inaccessible, en-dehors
de certains cas très spécifiques. Le superlatif "miracle gaussien" n’est pas usurpé pour
qualifier ce résultat, qui justifie les tentatives de comparaison telles que décrites en in-
troduction. De plus, le caractère tensoriel de la mesure gaussienne en dimension quel-
conque permet une transposition aisée de cette structure, qui fait l’objet de la section
suivante.

Dimension quelconque

La plupart des calculs techniques ont été effectués dans la section précédente, celle-
ci consistera essentiellement à exploiter la structure tensorielle de la mesure gaussienne
pour décrire le spectre de −LOU en dimension quelconque. À cette fin, on rappelle les
notations des fonctions partielles introduites dans le chapitre précédent.
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Définition 3.1.7. Soit f ∈ L2(γd). Pour i ∈ J1, dK et (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) ∈ Rd−1

fixé, on définit la fonction partielle fi : R→ R par

fi(xi) = f (x),

pour xi ∈ R.

On notera −LOU,1 l’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck unidimensionnel de la section
précédente. Avec la définition précédente, on a la décomposition suivante de −LOU :
pour toute fonction f ∈ L2(γd) et tout x ∈ Rd,

−LOU f (x) = −
d

∑
i=1

LOU,1 fi(xi).

Elle découle directement de la définition de −LOU :

−LOU f (x) = −
d

∑
i=1

[∂2
ii f (x) + xi∂i f (x)].

Une conséquence de cette écriture est que, multiplicité exceptée, on a l’égalité des spectres
σ(−LOU) = σ(−LOU,1). Plus précisément, on a la description suivante des valeurs
propres.

Proposition 3.1.8. Le spectre de −LOU est discret, et σ(−LOU) = N. De plus, pour tout
n ∈ N,

dim(En) =

(
d− 1 + n

n

)
,

et une base de En est donnée par les polynômes d’Hermite d-dimensionnels de degré n.

La dernière assertion de la proposition ci-dessus nécessite préalablement une des-
cription des polynômes en question. On rappelle qu’un polynôme homogène de degré
n ∈ N à d indéterminées s’écrit comme une somme de monômes de la forme

Mα = Xα1
1 · · ·X

αd
d ,

où α ∈ Nd, avec |α| = n. On peut définir une action de l’ensemble des polynômes
homogènes de degré n à d indéterminées sur la famille h = (hn)n∈N de polynômes
d’Hermite de la façon suivante.

Définition 3.1.9 (Polynômes d’Hermite multidimensionnels). Soient n ∈ N et α ∈ Nd

tel que |α| = n. On définit Mα le monôme homogène de degré n à d indéterminées :

Mα = Xα1
1 · · ·X

αd
d .

Le polynôme d’Hermite de degré n à d variables associé à Mα est donné par l’action des
monômes homogènes sur la familles des polynômes d’Hermite unidimensionnels h =
(hn)n∈N au sens suivant : pour tout x ∈ Rd,

Mα(h)(x) =
d

∏
i=1

hαi(xi).

On notera (h̃n)n≥0 la famille de polynômes ainsi définie.
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Cette structure en variables séparées fait écho à celle de la loi gaussienne elle-même
et du générateur −LOU . En particulier, les polynômes multidimensionnels ainsi définis
sont des fonctions propres pour cet opérateur. De plus, le théorème de Fubini permet,
via les fonctions partielles, de se ramener à la dimension un pour montrer que la famille
(h̃n)n≥0 forme une base hilbertienne de L2(γd).

Proposition 3.1.10. La famille (h̃n)n≥0 forme une base hilbertienne de L2(γd) de vecteurs
propres pour −LOU .

Ce résultat permettra, par un raisonnement similaire à celui de la dimension un, de
prouver la Proposition 3.1.8.

Démonstration. Cette proposition est en deux parties, on commence par montrer que
(h̃n)n≥0 est une famille orthonormale complète de L2(γd). L’orthonormalité est essen-
tiellement un jeu d’écriture utilisant la propriété analogue en dimension un. Soient
α, β ∈ Nd deux multi-indices quelconques. On a avec le théorème de Fubini, par dé-
finition de γd,

〈Mα(h), Mβ(h)〉 =
∫

Rd

d

∏
i=1

hαi(xi)
d

∏
i=1

hβi(xi)dγd(x)

=
d

∏
i=1

∫
Rd

hαi(xi)hβi(xi)dγ1(xi)

=
d

∏
i=1

δαi βi ,

par orthonormalité de hαi et hβi dans L2(γ1). Il s’ensuit donc :

〈Mα(h), Mβ(h)〉 = δαβ,

et donc l’orthonormalité de (h̃n)n≥0. La complétude vient elle aussi de la propriété ana-
logue en dimension un. Soit f ∈ L2(γd) telle que, pour tout α ∈ Nd, 〈Mα(h), f 〉 = 0. La
preuve peut se faire par récurrence descendante. Pour tout α ∈ Nd, on a par le théorème
de Fubini :

0 =
∫

Rd
Mα(h) f dγ =

∫
R

hα1(x1)
∫

Rd−1

d

∏
i=2

hαi(xi) f (x)dγd−1(x2, . . . , xd)dγ1(x1).

Cette égalité est vraie quelle que soit la valeur de α1 ∈ N, donc l’intégrale de droite
(contre γd−1) est nulle pour presque tout x1 ∈ R. On peut réitérer l’opération avec x2,
x3, etc., et il s’ensuit par récurrence que f (x) = 0 presque partout. La famille (h̃n)n≥0
forme donc bien une base hilbertienne de L2(γd).
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Reste à montrer que ce sont des fonctions propres pour−LOU . En utilisant la décom-
position en opérateurs unidimensionnels rappelée ci-dessus, on a pour tout α ∈ Nd :

−LOU Mα(h)(x) =
d

∑
i=1
−LOU,1

(
d

∏
j=1

hαj(xj)

)
i

(xi)

=
d

∑
i=1
−LOU,1(hαi)(xi)

d

∏
j=1
j 6=i

hαj(xj)

=
d

∑
i=1

αihαi(xi)
d

∏
j=1
j 6=i

hαj(xj)

=
d

∑
i=1

αi

d

∏
j=1

hαj(xj) =

(
d

∑
i=1

αi

)
Mα(h)(x).

On en déduit donc que Mα(h) est une fonction propre de −LOU associée à la valeur
propre ∑d

i=1 αi.
�

Ce résultat permet de donner la preuve de la Proposition 3.1.8, qui décrit complète-
ment le spectre de −LOU .

Proposition 3.1.8. Comme dans le cas du Théorème 3.1.6, la décomposition spectrale de
L2(γd) implique que σess(−LOU) = ∅, et donc que σ(−LOU) = N.

La complétude du système (h̃n)n≥0 implique de même que l’espace propre En asso-
cié à la valeur propre n ∈ N est engendré par l’ensemble des polynômes de la forme
Mα(h) où |α| = n. Ainsi, la dimension de En est égale au nombre de polynômes ho-
mogènes de degré n à d indéterminées, ou encore au nombre de multi-indices α ∈ Nd

tels que α1 + · · ·+ αd = n. Un dénombrement élégant de cet ensemble peut être réalisé
avec un codage par étoiles et barres. On représente un tel multi-indice par une suite de
n étoiles et d− 1 barres, toutes indiscernables, où les étoiles sont groupées d paquets,
chacun séparé du suivant et du précédent par une barre, et dont le i-ème comprend αi
étoiles :

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗︸ ︷︷ ︸
α1

| ∗ ∗ ∗∗︸ ︷︷ ︸
α2

| · · · | ∗∗︸︷︷︸
αd

.

Il y a bien bijection entre ces codes et les multi-indices d’intérêt. Ces codes sont faciles à
dénombrer : il y en a autant que de permutations de ces n+ d− 1 éléments ((n+ d− 1)!),
divisé par le nombre de permutations des étoiles (n!) et le nombre de permutations des
barres ((d− 1)!), car les étoiles et les barres sont indiscernables. Il en résulte que

dim(En) =
(d + n− 1)!
n!(d− 1)!

=

(
d + n− 1

n

)
,

ce qui est la formule attendue. �
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Remarque. La technique de dénombrement par les étoiles et les barres valait bien la
démonstration !

Les deux propositions précédentes donnent une description exhaustive de σ(−LOU).
Comme mentionné plus haut, les cas aussi explicites sont très rares, et il est en pra-
tique très difficile d’avoir accès à la description des fonctions propres. Dans ce qui suit,
on se concentrera sur deux points principaux : d’une part une estimation des valeurs
propres et d’autre part une estimation de la dimension des espaces propres. Certains
cas, comme la dimension des premiers espaces propres, sont explicites, bien que les
fonctions propres ne le soient pas. Ces cas font l’objet de techniques particulières, no-
tamment dues à Klartag [54] et reprises dans [14].

Avant de développer les outils spécifiques liés à ce problème, on rappelle deux
points importants qui constituent le point de départ de la réflexion. Dans tout ce qui
suit, on revient à l’opérateur de diffusion L général.

3.1.3 Trou spectral et caractérisation de Courant-Fischer

Les estimations spectrales auxquelles nous nous intéressons ici portent essentielle-
ment sur les valeurs propres isolées de multiplicité finie de −L, soit son spectre discret.
Les questions qui se posent sont, dans l’ordre : l’opérateur −L admet-il des valeurs
propres isolées de multiplicité finie? Le spectre essentiel est-il vide? Peut-on estimer
les valeurs propres? Dans cette section sont explorés trois outils qui répondent chacun
en partie à ces questions et servent de point d’ancrage pour le développement suivant.

Trou spectral

On a déjà vu dans l’introduction un premier résultat d’analyse spectrale. Dans la
Proposition 1.2.3, il a été établi que l’inégalité de Poincaré est équivalente à l’existence
d’un trou spectral. Outre une première description de la structure du spectre, cela in-
dique que 0 est une valeur propre isolée dans le spectre. De plus, les deux hypothèses
(H2) et (H5) assurent que E0(−L) ' R, et donc que 0 est de multiplicité finie.

Il s’ensuit que l’inégalité de Poincaré implique que le spectre discret de −L est non
vide, et que 0 ∈ σdisc(−L). Cela ne préfigure rien sur le reste du spectre, comme il sera
montré dans les deux exemples suivants.

Exemple (Le cas gaussien). Il n’est nul besoin d’aller bien loin pour trouver un pre-
mier exemple simple. Dans le cas de la gaussienne, les résultats vus en introduction
permettent d’établir un trou spectral de taille 1 pour la gaussienne. Cela suffit à affir-
mer que 0 ∈ σdisc(−LOU). Mais comme cela a été vu, on peut obtenir une description
exhaustive du spectre, qui va bien au-delà de la première valeur propre, information
qui n’est pas disponible avec la seule inégalité de Poincaré.

Exemple (Le cas exponentiel unidimensionnel). Bien qu’en-dehors des hypothèses tech-
niques formulées en introduction, le générateur associé à la loi de Laplace µL pré-
sente un cas très particulier de description du spectre. Pour rappel, cette mesure admet
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x 7→ e−|x|/2 comme densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R (dont le poten-
tiel peut être remplacé par une version régulière de la norme à l’origine avec le même
comportement asymptotique), de générateur donné, pour f ∈ L2(µL) et x ∈ R, par :

L f (x) = f ′′(x)− sign(x) f ′(x).

On peut facilement voir que cette mesure satisfait une inégalité de Poincaré IP(4), et
par conséquent admet un trou spectral de largeur 1/4. On a donc bien 0 ∈ σdisc(−L).
Mais λ = 1/4 n’est pas une valeur propre, et constitue la base du spectre essentiel. On
peut le voir en considérant, pour λ ≥ 1/4, une solution sur R+ de l’équation différen-
tielle ordinaire :

f ′′ − f ′ + λ f = 0,

donnée par la forme générale :

f (x) = ex/2
[

A cos
(

x
√

4λ− 1
)
+ B sin

(
x
√

4λ− 1
)]

,

pour tout x ∈ R+, avec A, B ∈ R fixés. Sauf dans le cas particulier A = B = 0, une
fonction de ce type n’est pas de carré intégrable contre la mesure exponentielle. On en
déduit que le problème aux valeurs propres n’admet pas de solution non triviale, et
donc que λ ≥ 1/4 ne peut être valeur propre. Il s’ensuit donc que σdisc(−L) est réduit
à 0.

On remarque de plus que ce phénomène n’est pas lié à la régularité du potentiel en
0, mais bien à sa croissance linéaire à l’infini.

On voit, à la lumière de ces exemples, que l’inégalité de Poincaré permet unique-
ment de montrer que le spectre discret n’est pas vide. Elle ne dit rien sur d’autres éven-
tuelles valeurs propres ou sur le spectre essentiel. Pour décrire ce dernier, de nom-
breuses techniques existent, nous nous concentrerons sur l’une d’entre elles liée à une
condition de Lyapunov.

Spectre essentiel

La caractérisation abordée dans le paragraphe suivant permettra de fournir des es-
timations assez fines des valeurs propres isolées. En revanche, elle ne permet d’accéder
qu’à la base du spectre essentiel. Des caractérisations plus adaptée existent néanmoins,
et on peut citer par exemple le critère de Weyl (voir [76], chapitre XIII), qui s’énonce
comme suit.

Proposition 3.1.11 (Weyl). Un réel λ ∈ R appartient à σess(−L) si et seulement s’il existe
une suite orthonormale non nulle ( fn)n∈N telle que

lim
n→+∞

‖L fn − λ fn‖2 = 0.

Une telle suite est parfois appelée suite singulière.
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Ce résultat peut être utilisé pour montrer que le spectre essentiel de l’opérateur
d’Ornstein-Uhlenbeck est vide. Dans un cadre différent, il permet également de mon-
trer que le spectre discret du laplacien sur L2(dx) est vide.

On ne prouvera pas ce résultat, mentionné à titre indicatif. Dans l’idée de se concen-
trer d’avantage sur le spectre discret, on s’intéressera d’avantage aux critères suivants,
qui permettent d’établir simplement la vacuité du spectre essentiel.

Proposition 3.1.12. Si

lim
|x|→+∞

[
−∆W(x) +

1
2
|∇W(x)|2

]
= +∞,

alors le spectre de −L est discret (i.e. σess(−L) = ∅).

La preuve de ce résultat est un peu trop longue pour être mentionnée ici, mais
pourra être consultée dans [8] (§4.10). L’idée de la preuve est de montrer, en définissant
les opérateurs de Persson, que le bas du spectre essentiel est la limite d’une suite diver-
geant vers l’infini. Une conséquence intéressante de ce critère est qu’il permet d’établir
que, pour V(x) = |x|α, l’opérateur −L admet un spectre discret dès que α > 1 (pour
α = 1, on a déjà vu que le spectre discret est réduit à {0}, résultat qui se transpose à
l’identique en dimension supérieure).

Le second critère permet de mettre en relation l’inégalité de Sobolev logarithmique
vue au chapitre précédent et le spectre essentiel.

Proposition 3.1.13. Supposons que µ satisfait une ISL(c), c > 0. Alors σess(−L) = ∅.

Ce résultat est dû à Wang [86], établi dans le cadre plus général des inégalités de
F-Sobolev. Notons que le premier critère peut être retrouvé comme un corollaire de
ce dernier résultat. Il permet en outre d’établir que, dans notre contexte particulier, la
condition CD(ρ, ∞) implique la vacuité du spectre essentiel. Notons enfin qu’en géné-
ral, cette dernière n’est pas suffisante pour assurer que σess(−L) = ∅, et nécessite en
réalité une condition CD(ρ, n), n < +∞, en lien avec une inégalité de Sobolev.

Nous concluons finalement cette section introductive à l’analyse spectrale par la
caractérisation de Courant-Fischer pour les valeurs propres.

Caractérisation de Courant-Fischer

Ce résultat bien connu d’analyse spectrale se base sur un principe de min-max (ou
max-min) pour les quotients de Rayleigh associés à −L. On rappelle que dans tout ce
qui suit, l’opérateur −L est (essentiellement) auto-adjoint et semi-défini positif.

Définition 3.1.14 (Quotient de Rayleigh). Soit f ∈ L2(µ) non identiquement nulle. On
définit le quotient de Rayleigh associé à f par :

R( f ) =

∫
Rd

f (−L f ) dµ∫
Rd

f 2dµ
.

– 75 –



CHAPITRE 3. UNE APPROCHE ALGÉBRIQUE ET GÉOMÉTRIQUE À L’ÉTUDE SPECTRALE

DES GÉNÉRATEURS

Cette notion, héritée de la physique des systèmes vibratoires [74], est intimement
liée aux valeurs propres de−L. En effet, si f est une fonction propre associée à la valeur
propre λ, il vient immédiatement que R( f ) = λ. Ce quotient mesure, d’une certaine
façon, le "défaut de propreté" d’une fonction donnée.

En général, les fonctions propres ne sont pas connues, d’autant plus dans un contexte
d’estimation du spectre. Le quotient de Rayleigh seul ne permet donc pas d’estimer
efficacement les valeurs propres. À cette fin, on utilise la caractérisation de Courant-
Fischer, qui fournit une approche variationnelle de l’estimation de ces dernières (voir
[38, 27] pour l’aspect historique, et par exemple [76] pour une présentation moderne).

Proposition 3.1.15 (Courant-Fischer). Soit n ∈ N. La n-ième valeur propre de −L, notée
λn(−L), satisfait :

λn(−L) = inf
ψ1,...,ψn∈L2(µ)

sup{R( f ), f ∈ Vect(ψ1, . . . , ψn)}.

Le sup et le inf peuvent être permutés pour obtenir la formulation duale :

λn(−L) = sup
ψ1,...,ψn−1∈L2(µ)

inf{R( f ), f ⊥ ψ1, . . . , ψn−1}.

Notons enfin que si −L n’admet que N valeurs propres, la caractérisation reste vraie pour tout
n ∈ N, avec λn(−L) = inf σess(−L) pour tout n > N.

Dans la suite, nous considérerons uniquement la seconde formulation. En effet, la
condition CD(ρ, ∞) implique que le spectre est discret et donc que la caractérisation de
Courant-Fischer permet une description exhaustive de ce dernier. De plus, la décom-
position spectrale déjà mentionnée rend la seconde écriture d’autant plus pertinente
qu’une structure en sous-espaces orthogonaux est donnée par les espaces propres.

On remarque par ailleurs que cette structure permet de raffiner la caractérisation. En
effet, on peut montrer que le supremum de la seconde écriture est en fait atteint quand
les fonctions ψ1, . . . , ψn−1 sont les n− 1 premières fonctions propres. Cette observation
ne permet en général pas une estimation plus précise des valeurs propres, mais s’avère
très pertinente dans la recherche des multiplicités.

Maintenant les principales base d’analyse spectrales posées, le développement sui-
vant consistera en deux parties : d’abord l’établissement d’une structure algébrique et
l’introduction d’une nouvelle relation d’entrelacement, puis les estimations spectrales
proprement dites.

3.2 Contexte algébrique

L’idée centrale dans l’estimation des valeurs propres à l’aide de la caractérisation
de Courant-Fischer est de faire apparaître une relation d’entrelacement bien choisie en
dérivant de façon adéquate à l’intérieur des quotients de Rayleigh. Un première dériva-
tion fait apparaître le gradient des fonctions, une deuxième la hessienne, mais toute dé-
rivation ultérieure nécessite la définition d’un objet de dimension supérieure. Le cadre
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de vie algébrique naturel de tels objets est l’algèbre tensorielle, dont les principes de
base sont rappelés dans la première partie de la section. Les opérateurs de diffusion sur
cette algèbre sont ensuite décrits, avant l’introduction d’une nouvelle famille d’opéra-
teurs qui permet l’écriture de la relation d’entrelacement précitée.

3.2.1 Algèbre tensorielle

Les définitions de cette partie pourront être trouvées dans tout cours de master
d’algèbre générale, dont de très bons sont disponibles sur internet, tant en anglais qu’en
français. La page Wikipédia sur le sujet pourra être avantageusement consultée sans
vergogne.

Les espaces vectoriels seront tous définis sur R, mais la plupart des notions peuvent
être étendues à des corps variés (y compris de caractéristique non nulle).

Définition 3.2.1. Soit V un R-espace vectoriel. Pour tout n ≥ 0, on note Tn(V) = V⊗n

la n-ième puissance tensorielle de V. L’algèbre tensorielle sur V, notée T•(V), est l’algèbre
graduée définie par :

T•(V) =
⊕
n≥0

Tn(V).

Par convention, T0(V) = R.

Dans la suite, on s’intéressera au cas euclidien V = Rd. Pour une fonction f : Rd →
Tn(Rd), on peut écrire :

f =
d

∑
i1,...,in=1

fi1···in ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ,

où chaque fi1,···in est une fonction à valeurs réelles et (ei)
d
i=1 désigne la base canonique

de Rd. Cette écriture permet de décrire simplement la régularité de telles fonctions.
On dira ainsi qu’une fonction f : Rd → Tn(Rd) définie comme ci-dessus est de classe
Cr, pour r ∈ N, si chacune des fonctions fi1···in est elle-même de classe Cr. Il s’ensuit
naturellement la définition suivante de différentielle, proche dans un certain sens de la
dérivée extérieure.

Définition 3.2.2. Pour tout n ≥ 0 et f ∈ C1(Rd, Tn(Rd)), on définit la dérivée tensorielle
de f par :

d f =
d

∑
i1,...,in,k=1

∂k fi1···in ek ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ ein .

On a alors d f ∈ C0(Rd, Tn+1(Rd)). On définit de même la dérivée r-ième de f , pour
r ∈ N∗, comme d(r) f = d ◦ · · · ◦ d︸ ︷︷ ︸

r

f (sous l’hypothèse que f est de classe Cr).

Pour n = 0, on retrouve le gradient et la hessienne de f respectivement pour r = 1
et r = 2. Pour n = 1 (quand f est un champ de vecteurs), d f peut être identifié à la
jacobienne de f (à transposition près selon la convention choisie pour l’écriture de cette
dernière).
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L’espace des fonctions à valeurs dans Tn(Rd) peut être muni d’un produit scalaire
compatible avec des estimations spectrales. Pour f , g : Rd → Tn(Rd), on définit le
produit scalaire de Hilbert-Schmidt suivant :

〈 f , g〉n =
d

∑
i1,...,in=1

∫
Rd

fi1,···in gi1,···in dµ,

ainsi que L2(Rd, Tn(Rd)) l’espace L2 associé (dans un souci de concision, on ne fera
apparaître la mesure µ que dans L2(µ), pour les fonctions à valeurs réelles). La norme
induite est notée ‖ · ‖n. Pour n = 0, le produit ci-dessus correspond au produit scalaire
classique des fonctions L2.

Dans la suite, on considérera la différentielle de fonctions L2, soit au sens des distri-
butions. De plus, on définit la suite suivante :

L2(Rd, R)
d0−→ L2(Rd, Rd)→ · · · → L2(Rd, Tn(Rd))

dn−→ L2(Rd, Tn+1(Rd))→ · · ·

où dn désigne la dérivée tensorielle (à l’ordre 1) des fonctions à valeurs dans Tn(Rd).

Enfin, on note d?
n l’opérateur de divergence, défini comme l’adjoint de dn dans

L2(Rd, Tn(Rd)) : pour toutes fonctions f ∈ L2(Rd, Tn(Rd)) et g ∈ L2(Rd, Tn+1(Rd)),
on a

〈 f , d?
ng〉n = 〈dn f , g〉n+1.

Cet opérateur est explicite, et un calcul direct donne la formule suivante pour d?
n : pour

toute fonction g ∈ L2(Rd, Tn+1(Rd)),

d?
ng =

d

∑
i1,...,in=1

[
d

∑
k=1

(−∂k + ∂kV)gk,i1,···in

]
ei1 ⊗ · · · ⊗ ein .

Dans le cas n = 0 et V ≡ 0 (cas de la mesure de Lebesgue), on retrouve la définition
classique de la divergence des champs de vecteurs.

Ces définitions ressemblent à celles de l’algèbre extérieure et de la dérivée exté-
rieure. Mais le cadre tensoriel n’admet pas les symétries de cette dernière, et on prendra
garde à ne pas confondre les deux différentielles. De même, la suite introduite ci-dessus
n’est pas une suite exacte, et a fortiori pas un complexe de cochaînes (comme c’est le
cas avec le complexe de De Rham, par exemple). La relative absence de structure per-
met néanmoins d’itérer la différentielle autant de fois que nécessaire sur des espaces
"arbitrairement gros" (alors que toute algèbre extérieure de puissance strictement supé-
rieur à la dimension de l’espace sous-jacent est triviale). Ce point sera particulièrement
important dans la recherche des multiplicités des valeurs propres.
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3.2.2 Opérateurs de diffusion et Schrödinger sur l’algèbre tensorielle et
estimations préliminaires

Le formalisme introduit ci-dessus permet d’étendre la définition de L aux fonctions
à valeurs tensorielles. Cette définition découle de celle de Johnsen dans [52] et d’autres
extensions de ces opérateurs aux champs de vecteurs, voir à ce titre le chapitre précé-
dent et les référence afférentes. Les questions de domaines ayant été amplement discu-
tées en introduction, on se restreindra ici aux fonctions infiniment dérivables.

Définition 3.2.3. Soient n ∈ N et f ∈ C∞(Rd, Tn(Rd)). On définit l’opérateur Ln par :

Ln f =
d

∑
i1,...,in=1

L fi1,...,in ei1 ⊗ · · · ⊗ ein .

En utilisant d0, on peut réécrire L comme suit :

−L f = −∆ f + d0V · d0 f .

L’opérateur L du chapitre précédent correspond ici à L1, et L0 = L.

Remarque. Cette définition rend compte de l’action "diagonale" de Ln telle que décrite
en introduction (voir la Définition 1.3.3) et dans le chapitre précédent. En effet, la suite
d’opérateurs (Ln)n≥0 admet la description récursive suivante : pour tout n ≥ 1, Ln =
Ln−1 ⊗ Id.

Plus généralement, et suivant la démarche de [52], chaque opérateur Ln peut être
exprimé en fonction de dn et d?

n. On retrouve de plus une relation d’entrelacement si-
milaire à celle de la Proposition 1.3.6, pour laquelle un nouvel opérateur multiplicatif
basé sur la hessienne de V est défini.

Proposition 3.2.4. Pour tout n ∈ N,

−Ln = d?
n ◦ dn et (−Ln+1 +∇2

n+1V)|Im(dn) = (dn ◦ d?
n)|Im(dn),

où ∇2
n+1V est un opérateur multiplicatif défini sur les fonctions à valeurs dans Tn+1(Rd) par

∇2
n+1V f =

d

∑
i1,...,in+1=1

(
∇2V f?,i2,...,in+1

)
i1

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein+1 ,

et

f?,i2,...,in+1 :=
d

∑
j=1

f j,i2,...,in+1 ej,

pour tous i2, · · · , in+1 ∈ J1, dK fixés et toute fonction f : Rd → Tn+1(Rd).

Cette écriture peut faire penser aux laplaciens de Witten définis sur les formes diffé-
rentielles, tels que décrits par exemple dans [52]. Les objets sont néanmoins ici de nature
différente, étant définis à partir la dérivée tensorielle et non la dérivée extérieure.
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Démonstration. La preuve consiste en un calcul direct. Pour le premier point, on consi-
dère f ∈ C∞(Rd, Tn(Rd)). Par définition de dn, on a :

d?
n ◦ dn f =

d

∑
i1,...,in=1

[
d

∑
k=1

(−∂k + ∂kV)(dn f )k,i1,...,in

]
ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

=
d

∑
i1,...,in=1

[
d

∑
k=1

(−∂k + ∂kV)∂k fi1,...,in

]
ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

=
d

∑
i1,...,in=1

[−∆ fi1,...,in + d0V · d0 fi1,...,in ] ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

=
d

∑
i1,...,in=1

L fi1,...,in ei1 ⊗ · · · ⊗ ein = −Ln f .

De même pour le second point, on considère F ∈ Im(dn). Il existe alors f ∈ C∞(Rd, Tn(Rd))
telle que F = dn f . Par conséquent, il vient :

dn ◦ d?
nF = dn ◦ d?

n ◦ dn f = −dn ◦ Ln f

= −
d

∑
k,i1,...,in=1

∂k(L fi1,...,in)ek ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

= −
d

∑
k,i1,...,in=1

(L1d0 fi1,...,in −∇2Vd0 fi1,...,in)kek ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ,

en utilisant l’entrelacement général (voir la Proposition 1.3.6). L’argument de la somme
peut être scindé en deux, et on a d’une part, car Ln est diagonal,

−
d

∑
k,i1,...,in=1

(L1d0 fi1,...,in)kek ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

= −
d

∑
k,i1,...,in=1

L (∂k fi1,...,in) ek ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

= −Ln+1(dn f ).

D’autre part, par définition de dn,

d

∑
k,i1,...,in=1

(∇2Vd0 fi1,...,in)kek ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

=
d

∑
k,i1,...,in=1

[∇2V(dn f )?,i1,...,in ]kek ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ ein

= ∇2
n+1V(dn f ).
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Finalement,
dn ◦ d?

nF = −(Ln+1 +∇2
n+1V)F,

ce qui termine la preuve. �

La restriction à Im(dn) dans la deuxième identité met en avant la relation d’entrela-
cement, que cette proposition permet d’écrire de façon synthétique :

dn(−Ln) = dn(d?
n ◦ dn) = (dn ◦ d?

n)dn = (−Ln+1 +∇2
n+1V)dn.

Notons que cette propriété implique directement la symétrie de Ln pour tout n ∈ N.

Maintenant que les opérateurs ont été clairement définis, de premières estimations
spectrales sur −Ln et ∇2

n+1V peuvent être établies. Celles-ci sont principalement des
conséquences des propriétés des opérateurs sous-jacents −L et ∇2V.

Proposition 3.2.5. Soit n ∈ N. Supposons que −L est semi-défini positif et ∇2V ≥ ρId pour
un certain ρ > 0. Alors −Ln est semi-défini positif et∇2

n+1V ≥ ρI⊗n+1
d (avec I⊗n+1

d l’identité
de L(Tn+1(Rd))).

Démonstration. Ces deux points suivent directement de la définition de 〈·, ·〉n. Soit f ∈
C∞(Rd, Tn(Rd)), on a

〈−Ln f , f 〉n = −
d

∑
i1,...,in=1

∫
Rd

L fi1,...,in fi1,...,in dµ =
d

∑
i1,...,in=1

〈−L fi1,...,in , fi1,...,in〉0 ≥ 0,

car −L est semi-défini positif. L’estimation sur∇2
n+1V revient à montrer que, pour tout

F ∈ C∞(Rd, Tn+1(Rd)),
〈∇2

n+1VF, F〉n+1 ≥ ρ‖F‖2
n+1.

Toujours par définition de 〈·, ·〉n+1, on a :

〈∇2
n+1VF, F〉n+1 =

d

∑
i1,...,in+1=1

∫
Rd

(
∇2VF?,i2,...,in+1

)
i1

Fi1,...,in+1 dµ

=
d

∑
i2,...,in+1=1

∫
Rd

d

∑
i1=1

(
∇2VF?,i2,...,in+1

)
i1

Fi1,...,in+1 dµ

=
d

∑
i2,...,in+1=1

∫
Rd
〈∇2VF?,i2,...,in+1 , F?,i2,...,in+1〉1dµ

≥ ρ
d

∑
i2,...,in+1=1

∫
Rd
|F?,i2,...,in+1 |

2dµ,

par hypothèse sur ∇2V. De plus,

|F?,i2,...,in+1 |
2 =

d

∑
i1=1

(Fi1,i2,...,in+1)
2,
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et donc

ρ
d

∑
i2,...,in+1=1

∫
Rd
|F?,i2,...,in+1 |

2dµ = ρ
d

∑
i1,...,in+1=1

∫
Rd
(Fi1,i2,...,in+1)

2dµ = ρ‖F‖2
n+1,

ce qui achève la preuve. �

Pour aller plus loin dans les estimations spectrales, il est nécessaire de revenir aux
quotients de Rayleigh. Les relations d’entrelacement définies plus haut, adjointes de
la propriété précédente, le permettent. Elles nécessitent néanmoins l’introduction de la
différentielle dans le numérateur, ce qui ne peut pas être fait "gratuitement". Pour pal-
lier à cette défaillance, on introduit une nouvelle famille d’opérateurs différentiels qui
ont le bon goût d’être des isométries pour le produit scalaire en jeu : les transformations
de Riesz.

3.2.3 Transformations de Riesz

On supposera dans tout ce qui suit que −L est semi-défini positif et que µ satisfait
CD(ρ, ∞). Sous cette dernière hypothèse, le spectre de −L est discret (voir la Proposi-
tion 3.1.13), et sera noté {λi(−L)}i≥0. De plus, on peut trouver une base hilbertienne de
L2(µ) de vecteurs propre (gi)i≥0 telle que, pour toute fonction f ∈ L2(µ),

f = ∑
i≥0
〈 f , gi〉0gi.

Ainsi, pour f ∈ D(−L),
−L f = ∑

i≥0
λi(−L)〈 f , gi〉0gi.

Notons que les valeurs propres sont comptées avec répétitions (on peut avoir λi(−L) =
λj(−L) pour i 6= j).

Pour α ∈ R, on peut définir les puissances −L comme suit :

(−L)α f = ∑
i≥0

λi(−L)α〈 f , hi〉0hi,

sous l’hypothèse que ∑i≥0 λi(−L)2α〈 f , hi〉20 converge. En particulier, comme −L est
semi-défini négatif, cette formule permet de définir (−L)1/2 et (−L)−1/2 sur les fonc-
tions centrées. Ces définitions se transposent naturellement à l’opérateur tensoriel−Ln
pour tout n ≥ 1.

Ces puissances d’opérateur permettent de définir les transformations de Riesz men-
tionnées plus haut. Cette définition est inspirée des travaux de Bakry sur la question
(voir [6] et ses précédents articles sur le sujet), bien que le contexte euclidien tensoriel ici
présent soit assez différent (en particulier, on ne parlera pas de formes différentielles).

Dans tout ce qui suit, on désignera par "centrée" toute fonction f : Rd → Tn(Rd)
telle que ∫

Rd
f dµ = 0Tn(Rd),

où 0Tn(Rd) est le tenseur nul.
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Définition 3.2.6. Soient n ∈ N et f ∈ C∞(Rd, Tn(Rd)) centrée. On définit la transformée
de Riesz de f par :

Un f = dn(−Ln)
−1/2 f .

Comme cela apparaîtra clairement dans la suite, ces transformations apparaissent
assez naturellement dans le calcul de certains quotients de Rayleigh. Comme annoncé,
ces transformations sont des isométries.

Proposition 3.2.7. Pour tout n ∈ N, Un : L2(Rd, Tn(Rd)) → L2(Rd, Tn+1(Rd)) est une
isométrie.

Démonstration. Soient f , g ∈ L2(Rd, Tn(Rd)) deux fonctions centrées. On prouve que

〈Un f ,Ung〉n+1 = 〈 f , g〉n.

Les propriétés de dn et d?
n donnent :

〈Un f ,Ung〉n+1 = 〈dn(−Ln)
−1/2 f , dn(−Ln)

−1/2g〉n+1

= 〈(−Ln)
−1/2 f , d?

ndn︸ ︷︷ ︸
−Ln

(−Ln)
−1/2g〉n

= 〈(−Ln)
−1/2 f , (−Ln)

1/2g〉n
= 〈 f , g〉n,

par symétrie −Ln (et donc de (−Ln)1/2). �

La définition des transformations de Riesz et la relation d’entrelacement de la Pro-
position 3.2.4 laissent attendre l’existence d’une relation similaire pour ces dernières.
Elle est établie par la proposition suivante, qui servira de pierre angulaire à la prochaine
section.

Proposition 3.2.8. Pour tout n ∈ N, on a la relation d’entrelacement suivante :

Un(−Ln) = (−Ln+1 +∇2
n+1V)Un,

attendu que toutes les compositions sont bien définies.

Démonstration. Soit n ∈ N fixé. Par définition de la mesure invariante, toute fonction
de l’image de−Ln est centrée, le terme de gauche est donc bien défini sur toutD(−Ln)
(qui est isomorphe à D(−L)⊗n). Le terme de droite, en revanche, n’existe que pour les
fonctions centrées de ce dernier domaine. Ainsi, sous l’hypothèse que ces restrictions
sont respectées, on a :

Un(−Ln) = dn(−Ln)
−1/2(−Ln)

= dn(−Ln)(−Ln)
−1/2

= (−Ln+1 +∇2
n+1V)dn(−Ln)

−1/2 = (−Ln+1 +∇2
n+1V)Un,

en utilisant l’entrelacement de la Proposition 3.2.4. �
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Comme nous le verrons dans la partie suivante, le fait que les transformations de
Riesz sont des isométries permet de faire apparaître "gratuitement" les relations d’en-
trelacement dans les quotients de Rayleigh (ce qui est impossible avec la seule différen-
tielle). Cette propriété justifie l’intérêt de la précédente relation d’entrelacement et rend
possible les estimations spectrales annoncées en introduction.

3.3 Estimations spectrales pour −L

Peut-être encore plus que le résultat en lui-même, la technique mise en œuvre pré-
sente un fort intérêt. De nature assez générale, elle permet, moyennant de fines esti-
mations sur la dimension de certains noyaux, d’obtenir des bornes optimales sur les
valeurs propres de −L. On illustre en particulier cette optimalité dans le cas gaussien,
où l’on retrouve les résultats présentés en première partie du chapitre.

Dans toute cette section, on suppose que −L est semi-défini positif et ∇2V ≥ ρId
pour un certain ρ > 0. Cela implique que le spectre de −L est discret et positif, et sera
toujours noté {λi(−L)}i≥0 (avec répétitions). On notera enfin, pour tout n ∈ N∗,

kn := dim ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0).

Au besoin, on pourra également noter k0 = dim ker(−L) (égal à 1 dans notre contexte).

3.3.1 Résultat principal

Sans plus attendre, le résultat obtenu s’énonce comme suit.

Théorème 3.3.1. Sous l’hypothèse ∇2V ≥ ρId pour ρ > 0, on a pour tout r ∈ N∗,

λr(−L) ≥ (n + 1)ρ,

où n ∈ N vérifie ∑n
i=1 ki < r ≤ ∑n+1

i=1 ki.

Sa preuve nécessite l’utilisation de la quasi-totalité des résultats avancés dans la
section précédente. En particulier, la Proposition 3.2.4 y joue un rôle prépondérant. Il
faut donc vérifier que les restrictions décrites dans la preuve de cette dernière sont
respectées, ce qui est l’objet du lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Soient n ∈ N∗ et h ∈ L2(µ). Alors h ∈ ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0)⊥ si et

seulement si
∫

Rd
Un−1 ◦ · · · ◦ U0h dµ = 0.

Démonstration. Soit h ∈ L2(µ).
• Supposons d’abord que h ∈ ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0)⊥. Notons d’abord que∫

Rd
Un−1 ◦ · · · ◦ U0h dµ = 0 équivaut à :

〈Un−1 ◦ · · · ◦ U0h, C〉n = 0
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pour tout tenseur constant C ∈ Tn(Rd). De plus, si C ∈ Tn(Rd), alors U ?
0 ◦ · · · ◦

U ?
n−1C ∈ ker(−Ln ◦Un−1 ◦ · · · ◦ U0). En effet, comme chaque Ui est une isométrie,
U ?

i = U−1
i et donc

−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0 ◦ U ?
0 ◦ · · · ◦ U ?

n−1C = −LnC = 0.

Finalement, comme h ∈ ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0)⊥,

0 = 〈h,U ?
0 ◦ · · · ◦ U ?

n−1C〉0 = 〈Un−1 ◦ · · · ◦ U0h, C〉n,

soit
∫

Rd
Un−1 ◦ · · · ◦ U0h dµ = 0.

• Supposons à présent que
∫

Rd
Un−1 ◦ · · · ◦ U0h dµ = 0. Soit g ∈ ker(−Ln ◦ Un−1 ◦

· · · ◦ U0). L’hypothèse sur h assure que (−Ln)−1(Un−1 ◦ · · · ◦ U0h) est bien défini.
Comme chaque Ui est une isométrie,

〈h, g〉0 = 〈Un−1 ◦ · · · ◦ U0h,Un−1 ◦ · · · ◦ U0g〉n
= 〈−Ln ◦ (−Ln)

−1 ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0h,Un−1 ◦ · · · ◦ U0g〉n
= 〈(−Ln)

−1 ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0h,−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0g︸ ︷︷ ︸
=0

〉n

= 0,

par symétrie de Ln. La fonction g est quelconque, donc h ∈ ker(−Ln ◦ Un−1 ◦
· · · ◦ U0)⊥.

�

Ce résultat technique nous permet de passer à la preuve du Théorème 3.3.1.

Théorème 3.3.1. On montre en fait le résultat suivant, dont le théorème qui nous inté-
resse découle immédiatement :

∀n ∈ N, λ∑n
i=1 ki+1(−L) ≥ (n + 1)ρ. (?)

Tout d’abord, pour n = 0, l’hypothèse ∇2V ≥ ρId, implique via le critère de Bakry-
Émery (voir la Proposition 1.2.6) que−L satisfait une IP(1/ρ), et donc que λ1(−L) ≥ ρ
(voir la Proposition 1.2.3).

Soit donc n ∈ N∗. Pour rappel, on s’intéresse à des quotients de Rayleigh de la
forme

R(h) =

∫
Rd

h(−L)h dµ∫
Rd

h2dµ
, h ∈ D(−L).
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Soit h ∈ D(−L) une fonction centrée telle que h ∈ ⋂n
k=1 ker(−Lk ◦ Uk−1 ◦ · · · ◦ U0)⊥. On

souhaite montrer dans un premier temps que :

∫
Rd

h(−L)h dµ = 〈Un ◦ · · · ◦ U0h, (−Ln+1)Un ◦ · · · ◦ U0h〉n+1 +
n+1

∑
k=1

Rk, (??)

avec
Rk = 〈Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h,∇2

kVUk−1 ◦ · · · ◦ U0h〉k.

Le problème d’estimation sera alors séparé en deux, et on pourra utiliser la Proposi-
tion 3.2.5 pour éliminer le premier terme et estimer la somme des restes. On procède
par récurrence sur k ≤ n.

Initialisation : Comme h est centrée, U0h existe et, d’après la Proposition 3.2.8,∫
Rd

h(−L)h dµ = 〈h,−Lh〉0 = 〈U0h,U0(−Lh)〉1

= 〈U0h, (−L1 +∇2
1V)U0h〉1 = 〈U0h, (−L1)U0h〉1 + R1.

Hérédité : Supposons que, pour un certain k ∈ J1, nK,

∫
Rd

h(−L)h dµ = 〈Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h, (−Lk)Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h〉k +
k

∑
j=1

Rj.

Comme 1 ≤ k ≤ n, le Lemme 3.3.2 implique que
∫

Rd
Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h dµ = 0. On en

déduit que Uk(Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h) est bien défini et la relation d’entrelacement de la Pro-
position 3.2.8 pour Uk donne, par isométrie :

〈Uk−1 ◦ · · · ◦U0h, (−Lk)Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h〉k +
k

∑
j=1

Rj

= 〈Uk ◦ Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h,Uk ◦ (−Lk)Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h〉k+1 +
k

∑
j=1

Rj

= 〈Uk ◦ · · · ◦ U0h, (−Lk+1 +∇2
k+1V)Uk ◦ · · · ◦ U0h〉k+1 +

k

∑
j=1

Rj

= 〈Uk ◦ · · · ◦ U0h, (−Lk+1)Uk ◦ · · · ◦ U0h〉k+1 +
k+1

∑
j=1

Rj,

ce qui établit (??). Les propositions 3.2.5 et 3.2.7 impliquent alors, pour k ∈ J1, n + 1K,

Rk = 〈Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h,∇2
kVUk−1 ◦ · · · ◦ U0h〉k

≥ ρ‖Uk−1 ◦ · · · ◦ U0h‖2
k = ρ

∫
Rd

h2 dµ.
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La positivité de −Ln+1 et (??) induisent donc :

∫
Rd

h(−L)h dµ = 〈Un ◦ · · · ◦ U0h, (−Ln+1)Un ◦ · · · ◦ U0h〉n+1 +
n+1

∑
k=1

Rk

≥ 0 +
n+1

∑
k=1

Rk ≥
n+1

∑
k=1

ρ
∫

Rd
h2 dµ = (n + 1)ρ

∫
Rd

h2 dµ.

Finalement, on obtient la borne inférieure pour le quotient de Rayleigh R(h) :

R(h) ≥ (n + 1)ρ,

uniformément en h.
Pour relier cette borne à la caractérisation de Courant-Fischer, il faut identifier un

ensemble de fonctions auquel la fonction h est orthogonale. Cela donnera l’indice de la
valeur propre associée et renseignera sur sa multiplicité. On rappelle que h ∈ ⋂n

k=1 ker(−Lk ◦
Uk−1 ◦ · · · ◦ U0)⊥ et est centrée (et donc orthogonale aux fonctions constantes). Si on

pose Bn =
⋃n

j=1

(
{ f j

i }
k j
i=1

)
∪ {1}, où { f j

i }
k j
i=1 est une base orthonormée de ker(−Lj ◦

Uj−1 ◦ · · · ◦ U0) et 1 désigne la fonction constante réelle égale à 1, alors Bn constitue une
telle famille. Le théorème de Courant-Fischer donne alors :

λ|Bn|(−L) ≥ inf
h⊥ f
f∈Bn

R( f ) ≥ (n + 1)ρ,

et comme |Bn| = ∑n
i=1 ki + 1, l’inégalité (?) est prouvée.

L’assertion du théorème suit aisément. Rappelons que les valeurs propres de −L
sont classées par ordre croissant. Soit r ∈ N∗, il existe n ∈ N tel que :

n

∑
i=1

ki + 1 ≤ r <
n+1

∑
i=1

ki + 1

(avec ∑0
i=1 ki = 0). Ainsi, (?) implique que λr(−L) ≥ λ∑n

i=1 ki+1(−L) ≥ (n + 1)ρ, et la
condition sur r se réécrit ∑n

i=1 ki < r ≤ ∑n+1
i=1 ki, ce qui clôt la démonstration. �

Afin de retrouver précisément le résultat de Milman, il est nécessaire d’estimer la
valeur des ki. La principale difficulté réside dans le fait que les transformations de Riesz
ne sont "pas assez explicites" pour permettre une détermination aisée des images réci-
proques en jeu. Il est néanmoins possible d’effectuer des estimations dans le cas général
pour les premières itérations de la méthode.

Proposition 3.3.3. On a, en toute généralité, k0 = 1 et k1 = d.

Démonstration. La valeur de k0 vient des hypothèses techniques formulées sur−L, sous
lesquelles le noyau de −L est réduit aux seules fonctions constantes (hypothèse (H5)).
Il s’ensuit que ker(−L) ' R, et donc que k0 = 1.

– 87 –



CHAPITRE 3. UNE APPROCHE ALGÉBRIQUE ET GÉOMÉTRIQUE À L’ÉTUDE SPECTRALE

DES GÉNÉRATEURS

L’estimation de k1 est moins directe. Considérons f ∈ ker(−L1 ◦ U0). Alors f est
centrée (pour être dans le domaine de U0) et

L1U0 f = 0.

L’hypothèse (H5) assure alors que U0 f = C ∈ Rd. Comme les transformation de Riesz
sont des isométries, elles sont en particulier inversibles, et on a alors f = U ?

0 C (l’absence
de terme constant étant dû au caractère centré de f ). Ainsi, la fonction f est complète-
ment donnée par le vecteur C ∈ Rd. Plus précisément, on a

d0(−L)−1/2 f = C,

soit pour tout x ∈ Rd,
(−L)−1/2 f (x) = 〈C, x〉0 + b,

avec b ∈ R. Or, par définition de (−L)α, on a (−L)1/2b = 0, et donc, pour tout x ∈ Rd,

f (x) = (−L)1/2(〈C, x〉0) + c′,

avec c′ ∈ R le centrage de f . Cette constante est complètement déterminée également
par la donnée de C, de sorte que ker(−L1 ◦ U0) ' Rd. Il vient donc que k1 = d. �

Dans le Théorème 3.3.1, cela donne :
• λn(−L) = 0 pour n = 0,
• λn(−L) ≥ ρ pour tout n ∈ J1, dK,
• λn(−L) ≥ 2ρ pour tout n ≥ d + 1.

Cette conclusion est en accord avec d’autres résultats sur le sujet, par exemple le
travail Klartag [54], où l’auteur établit que la dimension de l’espace propre associé à la
première valeur propre non nulle (ici Eλ1) est de dimension égale au plus à celle de l’es-
pace sous-jacent (ici Rd). Son cadre de travail est l’opérateur de Laplace avec conditions
de Neumann en lien avec la mesure uniforme sur des corps convexes, transposable à
l’opérateur −L traité ici pour une mesure de Boltzmann-Gibbs sur l’espace tout entier
(tel que décrit par exemple dans [14]). Sa preuve, très élégante, permet d’estimer par
en-dessous cette dimension en étudiant l’injectivité d’applications linéaires bien choi-
sies. Un théorème de structure de cet espace peut en être déduis dans certains cas, que
le Théorème 3.3.1 ne permet pas de retrouver. Ce résultat ne s’applique néanmoins qu’à
ce dernier espace propre, l’article précité traitant principalement de l’inégalité de Poin-
caré (et donc de la première valeur propre non nulle).

On conclue ce chapitre sur un retour au cas gaussien. Comme cela a été amplement
détaillé plus haut, ce cas est complètement explicite, et l’on connaît à la fois les valeurs
propres et la structure (et dimension) des espaces propres. Le miracle gaussien va jus-
qu’à permettre le calcul explicite des noyaux en jeu et de leur dimension, ce qui montre
au passage le caractère optimal du Théorème 3.3.1.
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3.3.2 Optimalité dans le cas gaussien

Pour alléger l’écriture, on notera encore L le générateur du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck (en dimension d), invariant par rapport à la mesure gaussienne γd. De même
ses versions tensorielles seront toujours notées Ln, pour n ∈ N. On sait de la première
partie que σ(−L) = N, et que pour tout n ∈ N, l’espace propre En(−L) associé à la
valeur propre n est de dimension (d−1+n

n ), engendré par les polynômes d’Hermite :

En(−L) = Vect
(

Mα(h), α ∈ Nd, |α| = n
)

.

Cette description explicite donne accès à la décomposition spectrale de −L abordée
plus tôt, qui permet de démontrer le résultat suivant.

Théorème 3.3.4. Pour tout n ∈ N, ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0) = En(−L). Ainsi

kn = dimEn(−L) =
(

d− 1 + n
n

)
.

Démonstration. La preuve est en deux étapes, qui visent à l’identification de ker(−Ln ◦
Un−1 ◦ · · · ◦ U0). On montre d’abord que les seuls polynômes de degré k ≤ n dans ce
noyau sont les (combinaisons linéaires des) polynômes d’Hermite de degré n, et ensuite
que les seules fonctions de ce noyau sont des polynômes.

Étape 1. Remarquons d’abord que si F ∈ Eλ(−Ln), alors dnF ∈ Eλ−1(−Ln+1). C’est
une conséquence directe de la Proposition 3.2.4 : avec ∇2

n+1V = I⊗n+1
d , on a

λdnF = dn(−Ln)F = −Ln+1(dnF) + dnF,

ce qui se réécrit :
−Ln+1(dnF) = (λ− 1)dnF.

De plus, d’après la Proposition 3.2.8, cette assertion reste vraie en remplaçant dn par Un.
Rappelons enfin que UnF n’est bien défini que pour F centrée. Cette dernière condition
implique qu’il n’y a pas de polynôme non trivial de degré strictement inférieur à n dans
ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0).

En effet, soit f une fonction polynomiale de degré k, avec k < n. Par définition de
L, L f est une fonction polynomiale de degré k, de même que (−L)−1/2 f , sous l’hy-
pothèse que f est centrée. Ainsi, U0 f est une fonction polynomiale de degré k − 1 à
valeurs vectorielles, dont les coefficients dominants ne dépendent que de ceux de f .
Dans l’hypothèse où toutes les conditions de centrage sont vérifiées, Uk−1 ◦ · · · ◦ U0 f
est de même un tenseur constant dont les coefficients non triviaux ne dépendent que
des coefficients dominants de f . La condition

∫
Rd Uk−1 ◦ · · · ◦ U0 f dµ = 0 implique donc

que Uk−1 ◦ · · · ◦ U0 f est le tenseur nul. Ainsi, tous les coefficients dominants de f sont
nuls, et f est donc en fait une fonction polynomiale de degré k− 1. Un récurrence des-
cendante directe implique alors que f est en fait constante, et la condition de centrage∫

Rd f dµ = 0 permet de conclure que f est nulle. Ainsi, il n’y a pas de polynôme non
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trivial de degré strictement inférieur à n dans le domaine de Un−1 ◦ · · · ◦ U0 (et a fortiori
dans le noyau d’intérêt).

Soit maintenant Mα(h) un polynôme d’Hermite de degré n. Étant une fonction
propre, toutes les conditions de centrage précédentes sont satisfaites (en vertu de l’ob-
servation faite en tout début de preuve). De plus, étant donné que Mα(h) est une fonc-
tion polynomiale de degré n, il suit que Un−1 ◦ · · · ◦ U0h est une fonction polynomiale
constante (non triviale), et donc que−LnUn−1 ◦ · · · ◦ U0h est le tenseur nul. Ainsi, on en
déduit que Mα(h) ∈ ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0). De même, si f est une combinaison li-
néaire de polynômes d’Hermite de degré n, on a encore f ∈ ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0).
Cela établit le premier point.

Étape 2. Soit maintenant f ∈ L2(µ) une fonction non triviale. La décomposition spec-
trale donne :

f =
+∞

∑
k=0

∑
α∈Nd

|α|=k

fα Mα(h),

où la seconde somme porte sur tous les polynômes d’Hermite de degré fixé, et fα =
〈 f , Mα(h)〉0. Ainsi,

−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0 f =
+∞

∑
k=0

∑
α∈Nd

|α|=k

fα(−Ln) ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0Mα(h).

D’après l’étape 1, cette somme n’est bien définie que si fα = 0 pour tout α ∈ Nd tel
que |α| < n (on retrouve les conditions d’orthogonalité successives pour f ). De plus,
f ∈ ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0) si et seulement si :

+∞

∑
k=n+1

∑
α∈Nd

|α|=k

|α|−1/2 . . . (|α| − n + 1)−1/2(|α| − n) fαdn−1 . . . d0Mα(h) = 0.

Or, toujours d’après l’observation préliminaire, la famille (dn−1 . . . d0Mα(h))α∈Nd

|α|=k
est

orthogonale. L’identité précédente implique donc que fα = 0 pour tout α ∈ Nd tel que
|α| ≥ n+ 1. Comme f est non triviale, elle s’écrit donc comme une combinaison linéaire
de polynômes d’Hermite de degré n.

On en déduit donc que ker(−Ln ◦ Un−1 ◦ · · · ◦ U0) = En(−L). L’égalité des dimen-
sions suit directement. �

Il vient alors que l’inégalité dans le Théorème 3.3.1 est en fait une égalité, ce qui per-
met d’avancer que ce résultat est optimal. Cette affirmation est néanmoins à nuancer.
En effet, le caractère complètement explicite des objets dans le cadre gaussien permet
de retrouver exactement les bonnes dimensions d’espaces propres et les estimations op-
timales sur les valeurs propres, mais reste spécifique à ce cadre précis. Dans la plupart
des cas, les fonctions propres ne sont pas connues et une observation telle que celle faite
en ouverture de la preuve précédente n’est pas accessible.
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3.3.3 Perspectives

En pratique, l’utilisation du Théorème 3.3.1 est couplée à l’estimation de la suite
(ki)i≥0. La difficulté réside dans la compréhension de l’action des transformations de
Riesz, en particulier dans leur action sur la structure hilbertienne héritée de la décom-
position spectrale. Ces estimations dépassent le cadre de ce chapitre, et les tentatives
dans cette direction (dans le cas général) n’ont pour l’instant malheureusement pas
donné de résultats concluants.

Une suite enrichissante de ce travail serait donc par exemple d’aller plus loin dans la
description des espaces propres, la connaissance de leur structure permettant d’avancer
dans l’estimation de la suite (ki)i≥0, ainsi que dans celle des multiplicités et des valeurs
propres elles-mêmes.

Bien que peu explicites au regard du cas gaussien, d’autres exemples pourraient être
traités (dans l’esprit de la fin du chapitre précédent), pour essayer de décrire l’action des
transformations de Riesz dans certains cas. La recherche de situations dans lesquelles
ces dernières sont plus explicites pourrait également constituer un pas intéressant dans
cette direction.

Enfin, Milman propose un grand nombre de conjectures dans sont article initial,
dont plusieurs sont encore ouvertes. En particulier quand l’espace sous-jacent n’est
plus l’espace euclidien Rd. Une extension du présent travail consisterait à une traduc-
tion des résultats dans un cadre plus général, par exemple le cadre riemannien, dans
lequel la structure algébrique introduite serait un atout indéniable. Notons que les re-
lations d’entrelacement classiques décrites dans les chapitres précédent ont déjà fait
l’objet d’une telle généralisation, voir par exemple le travail de Baptiste Huguet sur la
question [47], et que les transformations de Riesz avaient déjà été étudiées par Bakry
dans ce contexte.
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Chapitre4
Aspects numériques des inégalités de
Poincaré et application à l’analyse de
sensibilité

CE DERNIER CHAPITRE revient sur l’inégalité de Poincaré en tant que telle. Son but
est d’explorer les liens entre cette dernière et l’analyse de sensibilité, dans le cadre

d’une application à l’hydrographie (en petite dimension). Une méthode de calcul nu-
mérique de la constante de Poincaré est également développée et implémentée.

Ce travail (aujourd’hui en cours de rédaction) a été effectué en collaboration avec
Aldéric Joulin et Olivier Roustant, sur la base d’un projet étudiant donné à l’INSA Tou-
louse. Il fait suite à l’article de Barthe, Iooss et Roustant [13] qui traitait de ce problème
en dimension un. Le présent chapitre aborde la question de la dimension deux, qui
avait été explorée dans le cadre de ce projet par deux étudiants de mathématiques ap-
pliquées de l’INSA, Jérôme Deveaux et Landry Duguet [31]. Les constantes de Poincaré
sont obtenues via la résolution par éléments finis d’un problème aux valeurs propres
faisant intervenir le trou spectral. Il n’est pas discuté d’extensions de cette technique
aux dimensions supérieures, les éléments finis étant intrinsèquement liés à la petite
dimension. On peut néanmoins mentionner un travail récent de Pillaud-Vivien, Bach,
Lelièvre, Rudi et Stolz [71], qui estime par Monte-Carlo cette constante en dimension
quelconque. Cette approche statistique est cependant un peu moins pertinente en petite
dimension, où les éléments finis permettent une meilleure précision.

Le chapitre sera découpé comme suit. Le problème physique est présenté dans une
première partie introductive, suivie d’un rappel sur l’analyse de sensibilité et les liens
avec l’inégalité de Poincaré. Les aspects numériques liés et les résultats obtenus font
l’objet de la dernière section.
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4.1 Contexte général

4.1.1 Modèle physique

Le problème d’origine est proposé par Rocquigny [29], repris par Iooss [48], et enfin
par Iooss et Lemaître dans [49]. Il consiste à modéliser le coût d’entretien d’une digue au
bord d’une rivière, dont le cours peut varier et dont les crues occasionnent un surcoût
d’entretien. Le flot de la rivière est modélisé par une simplification des équations de
Barré de Saint-Venant 1D [11]. La hauteur h de l’eau est donnée par ces équations, en
fonction de la vitesse d’écoulement q, par l’équation :

∂t(hq) + ∂x(hq2) + gh∂xh =
gq2

K2
s h1/3 , (SV)

où g représente l’intensité de la pesanteur (supposée constante en temps et en espace) et
Ks est le coefficient de Strickler, qui permet d’exprimer la quantité de mouvement trans-
mise par le fluide à la paroi de la rivière. Ce dernier dépend de nombreux paramètres,
comme le matériau de la paroi, sa rugosité, la végétation, etc. Il est en général évalué
empiriquement.

Le domaine de résolution fait intervenir divers paramètres, dont les longueur et
largeur du tronçon de rivière étudié, ainsi que les côtes amont et aval du tronçon (qui
donnent le dénivelé parcouru et donc l’inclination). Ces paramètres se retrouvent dans
la formulation simplifiée ci-dessous.

La principale grandeur d’intérêt dérivée de cette équation est la hauteur maximale
de l’eau sur une période de temps donnée (ici une année), notée H, qui s’exprime ainsi
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en fonction de la vitesse d’écoulement maximale Q :

H =

 Q

BKs

√
Zm−Zv

L

0.6

,

où B désigne la largeur de la rivière (supposée elle aussi constante), L la longueur du
tronçon de rivière (et donc aussi la longueur de la digue), supposé rectiligne, et Zm et
Zv les cotes (altitudes par rapport à un niveau de référence, souvent la mer) respective-
ment en amont et aval du tronçon de rivière (la différence Zm − Zv est donc le dénivelé
parcouru par la rivière). La hauteur de crue maximale S sur une année est donc égale
au niveau maximal de la rivière additionné de la côte aval, auquel sont soustraits la
hauteur de la berge Cb et la hauteur de la digue Hd, soit :

S = H + Zv − Hd − Cb.

Dans le cadre d’applications industrielles, en plus de la hauteur de crue maximale, on
s’intéresse au coût annuel de la digue. Celui-ci peut s’exprimer par :

C = 1S>0 +
[
0.2 + 0.8

(
1− e−1000/S4

)]
1S≤0 +

1
20

max(Hd, 8).

Ce coût (exprimé en millions d’euros) comporte trois termes. Le premier correspond au
coût de remise en état de la digue suivant une crue, le second à la maintenance annuelle
de la digue en l’absence de crue, et le dernier au coût initial de construction de la digue.

Les trois grandeurs d’intérêt (H, S et C) peuvent être obtenues directement à partir
des mesures des différents paramètres du modèle. Malheureusement, la plupart de ces
observables ne peuvent être connues avec précision, et présentent souvent des fluctua-
tions. Pour cette raison, il est commode de les modéliser par des variables aléatoires,
dont les différentes lois sont présentées ci-dessous.

Variable Grandeur mesurée Loi
Q vitesse d’écoulement maximale Gum(1013, 558) (restreinte à [500, 3000])
Ks coefficient de Strickler N (30, 64) (restreinte à [15,+∞[)
Zm cote amont T (49, 50, 51)
Zv cote aval T (49, 50, 51)
L longueur du tronçon T (4990, 5000, 5010)
B largeur du tronçon T (295, 300, 305)

Hd hauteur de la digue U (7, 9)
Cb hauteur de la berge T (55, 55.5, 56)

TABLE 4.1 – Variables du problème
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La notation Gum(a, b), pour a ∈ R, b ∈ R∗+, désigne la loi de Gumbel de paramètres
a et b, dont la densité est donnée, pour tout x ∈ R, par :

f (x) =
1
β

exp
[
−
(

x− a
b

+ e−
x−a

b

)]
,

et de fonction de répartition :

F(x) = exp
(
−e−

x−a
b

)
.

De même que pour la gaussienne, le paramètre a est un paramètre de localisation, et
b un paramètre d’échelle. De même également, on appellera loi de Gumbel standard la
loi Gum(0, 1). Notons néanmoins qu’il n’est pas possible d’obtenir une loi de Gumbel
standard par centrage/réduction comme on le ferait pour la gaussienne. Ce choix est
classique dans la modélisation des valeurs extrêmes d’une série statistique, voir par
exemple l’article initial de Gumbel [43].

La notation T (a, c, b), avec a < c < b, désigne la loi triangulaire sur l’intervalle [a, b]
de mode c, dont la densité est donnée, pour tout x ∈ R, par :

f (x) =
2(x− a)

(b− a)(c− a)
1[a,c](x) +

2(b− x)
(b− a)(b− v)

1]c,b](x).

Son nom vient du graphe de cette densité, qui représente un triangle dont la base est le
segment [a, b] et dont le sommet est situé au-dessus de c. On considère en général la loi
T (0, 1/2, 1) comme la loi triangulaire standard.

Les paramètres présentés rendent compte des ordres de grandeur rencontrés dans
les applications : une altitude de 50m environ par rapport au niveau de la mer (ce qui
correspond assez bien à l’altitude à laquelle les cours d’eau présentent une typologie
en accord avec les hypothèses), un tronçon de 5km de long pour 300m de large et une
digue de 8m de hauteur. À titre indicatif, cela correspond à la typologie de la Garonne
un peu avant Bordeaux.

En pratique, la dépendance de S et C en tous les paramètres du modèle est, bien
qu’explicite, difficile à appréhender. Les entrées étant aléatoires, on cherche en pratique
à identifier dans un premier temps les plus influentes d’entre elles. En d’autres termes,
on souhaite estimer comment l’incertitude sur une entrée donnée se traduit sur la sor-
tie. C’est l’objet d’étude de l’analyse de sensibilité, qui permet de définir cette notion
d’influence et de la quantifier via des indices de sensibilité. Ces techniques seront plus
amplement détaillées dans la section suivante.

Mentionnons enfin que, dans la plupart des travaux cités précédemment, les diffé-
rentes grandeurs en jeu dans le modèle sont considérées indépendantes. Cela simplifie
radicalement l’analyse de sensibilité, et permet de se ramener à des composantes unidi-
mensionnelles, qui ont fait l’objet de l’étude dans [13]. Cette hypothèse peut néanmoins
sembler particulièrement forte dans le contexte d’un problème concret. Un des buts de
cette partie est d’étudier le cas où les variables ne sont plus supposées indépendantes,
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mais corrélées deux à deux (selon des couplages qui seront précisés ultérieurement).
La section suivante s’intéresse à une façon de modéliser la dépendance d’un couple de
variable aléatoire : la copule.

4.1.2 Modélisation probabiliste

Formalisme fonctionnel

Il existe plusieurs façons de décrire la loi d’un couple de variables aléatoires dé-
pendantes. La copule, introduite par Sklar en 1959 [79], permet de séparer l’étude de
la structure de dépendance entre les variables de celle des marges. Les définitions qui
suivent pourront être retrouvées dans l’ouvrage de référence de Nelsen [66].

Les copules se définissent au niveau des fonctions de répartition, et nécessitent donc
une définition de ces fonctions en dimension deux. Plusieurs approches existent pour
étendre le concept (intrinsèquement unidimensionnel) de fonction de répartition à la
dimension supérieure, mais un cadre adapté ici pour les décrire est celui des fonctions
2-croissantes.

Définition 4.1.1 (Fonction 2-croissante). Soient I1 et I2 deux intervalles de R. Une fonc-
tion H : I1 × I2 → R est dite 2-croissante si pour tous (x1, x2), (y1, y2) ∈ I1 × I2 avec
x1 ≤ x2 et y1 ≤ y2, on a :

H(x1, y1) + H(x2, y2)− H(x1, y2)− H(x2, y1) ≥ 0.

Notons que cette définition diffère par nature de celle des fonctions croissantes
adoptée dans le chapitre 1. Il existe en particulier des fonctions 2-croissantes qui ne
sont pas croissantes dans toutes les directions, et réciproquement (voir [66] §2.1). Les
fonctions de répartition bivariées sont des cas particuliers de fonctions 2-croissantes. En
effet, cette notion de croissance est plus adaptée à la définition probabiliste d’une fonc-
tion de répartition, qui calcule la masse de certains ensemble sous une loi de probabilité
donnée.

Définition 4.1.2 (Fonction de répartition jointe). Une fonction de répartition jointe H
est une fonction 2-croissante définie sur R2 telle que pour tout (x1, y1) ∈ R2 fixé :

lim
y→−∞

H(x1, y) = lim
x→−∞

H(x, y1) = 0,

et
lim

x,y→+∞
H(x, y) = 1.

Les marges de H, notées F et G, s’obtiennent par passage à la limite : pour (x, y) ∈ R2,
on pose :

F(x) = lim
z→+∞

H(x, z) et G(y) = lim
z→+∞

G(z, y).
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On retrouve comme conséquence immédiate de la définition qu’une fonction de
répartition jointe est monotone en chacune des variables, ce qui entraîne la continuité
presque partout de telles fonctions, et à valeurs dans [0, 1]. De plus, les marges ainsi
définies sont bien des fonctions de répartition.

Une copule est un cas particulier de fonction de répartition jointe où le domaine
considéré est le carré unité [0, 1]2.

Définition 4.1.3 (Copule). Une fonction C : [0, 1]2 → [0, 1] est une copule si elle vérifie
les trois conditions suivantes :

1. C est 2-croissante,

2. C est enracinée : pour tous x, y ∈ [0, 1] :

C(x, 0) = C(0, y) = 0,

3. pour tous x, y ∈ [0, 1] :

C(x, 1) = x et C(1, y) = y.

Comme nous le verrons tout à l’heure avec le théorème de Sklar, une copule décrit
la structure de dépendance entre deux variables aléatoires de loi uniforme sur [0, 1].
De plus, la propriété de 2-croissance implique, à l’instar de la monotonie sur R, une
certaine régularité sur les copules. En particulier, les copules sont dérivables presque
partout parallèlement aux axes (voir [66] Théorème 2.2.7).

L’analogie avec les fonctions de répartition jointes se comprend à la lumière du
théorème de Sklar [79], qui permet de faire le lien entre copule et lois marginales.

Théorème 4.1.4 (Sklar). Soit H : R2 → [0, 1] une fonction de répartition jointe avec marges
F et G. Alors il existe une copule C telle que pour tout (x, y) ∈ R2 :

H(x, y) = C(F(x), G(y)).

De plus, C est unique si F et G sont continues.
Réciproquement, si F et G sont deux fonctions de répartition et C une copule, alors H définie

pour (x, y) ∈ R2 par
H(x, y) = C(F(x), G(y))

est une fonction de répartition jointe.

On renvoie à [66], Théorème 2.3.3, pour la preuve. Ce résultat établit une correspon-
dance bijective entre les structures de dépendance et les copules : à marges prescrites,
toute loi jointe peut être exprimée en fonction d’une unique copule. Notons que dans
le cas où les marges ne sont pas continues, la copule est déterminée de façon univoque
uniquement sur Im(F)× Im(G).

Cette bijectivité permet de considérer le cas inverse : si la loi jointe et les marges
sont prescrites, comment peut-on retrouver la copule en jeu? Cela peut se comprendre
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simplement en terme d’inverse généralisé des fonctions de répartition. Si F : R→ [0, 1]
est une fonction de répartition, on définit son inverse généralisé F−1 sur [0, 1] par :

F−1(u) = inf{x ∈ R : F(x) ≥ u}.

Si F est obtenue par intégration d’une densité de probabilité, l’inverse généralisé coïn-
cide avec le "vrai" inverse sur le support de cette densité. Pour la copule, cela se traduit
par le résultat suivant.

Proposition 4.1.5. Soit H une fonction de répartition jointe de marges F et G. On pose, pour
(u, v) ∈ [0, 1],

C(u, v) = H(F−1(u), G−1(v)).

Alors on a, pour tout (x, y) ∈ R2,

H(x, y) = C(F(x), G(y)).

Cette proposition énonce que les copules sont compatibles avec les changements de
variables qui interviennent lors des changements de loi. Notons que C ainsi posée n’est
pas toujours une copule : elle peut n’être pas définie sur tout le carré [0, 1]2 (certains au-
teurs parlent alors de sous-copule). C’est néanmoins le cas dès que F et G sont continues,
ce qui sera le cas dans les applications qui vont suivre.

Cas des variables aléatoires

Les définitions ci-dessus sont posées en-dehors d’un véritable contexte probabiliste.
Ces concepts coïncident néanmoins avec les définitions usuelles des fonctions de répar-
tition. En particulier, la fonction de répartition jointe d’un couple de variables aléatoires
réelles (X, Y), notée F(X,Y), peut être définie, pour tout (x, y) ∈ R2, par :

F(X,Y)(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y).

Cette fonction est bien 2-croissante, et on a en fait par calcul direct, pour tous x1 ≤ x2
et y1 ≤ y2,

F(X,Y)(x1, y1) + F(X,Y)(x2, y2)− F(X,Y)(x1, y2)− F(X,Y)(x2, y1)

= P(X ∈ [x1, x2], Y ∈ [y1, y2]) ≥ 0.

On comprend dès lors pourquoi la notion de 2-croissance est plus adaptée que la crois-
sance directionnelle à la définition des fonctions de répartition bidimensionnelles. On
retrouve également la loi des marges par passage à la limite. Par exemple pour X, on a
pour tout x ∈ R :

lim
y→+∞

F(X,Y)(x, y) = lim
y→+∞

P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x, Y ∈ R) = P(X ≤ x) = FX(x).
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Enfin, dans le cas où X et Y sont deux lois à densité par rapport à la mesure de Lebesgue,
dériver la fonction de répartition jointe permet de retrouver la densité du couple. En
effet, on a pour tout (x, y) ∈ R2, par le théorème de Fubini-Tonelli,

F(X,Y)(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) =
∫ y

−∞

∫ x

−∞
f(X,Y)(s, t)dsdt,

et donc d’une part :

∂xF(X,Y)(x, y) =
∫ y

−∞
∂x

(∫ x

−∞
f(X,Y)(s, t)ds

)
dt =

∫ y

−∞
f(X,Y)(x, t)dt,

et d’autre part :

∂2
x,yF(X,Y)(x, y) = ∂y

(∫ y

−∞
f(X,Y)(x, t)dt

)
= f(X,Y)(x, y).

Cette dernière observation permet d’exprimer aisément la densité jointe en fonction
de la copule obtenue via le théorème de Sklar.

Proposition 4.1.6. Soit H une fonction de répartition jointe de marges continues F et G et de
copule C. Soit (X, Y) le vecteur aléatoire de fonction de répartition jointe H. Sa densité f(X,Y)

est donnée, pour tout (x, y) ∈ R2, par :

f(X,Y)(x, y) = ∂2
xyC(F(x), G(y)) fX(x) fY(y).

Démonstration. Ce résultat s’obtient directement en calculant la dérivée croisée dans
l’expression du Théorème 4.1.4. �

C’est cette dernière forme qui sera la plus utile pour travailler avec les densités
jointes. À ce titre, la copule permet de séparer au sein de la densité la partie liée pure-
ment aux marges (produit des densités) de la partie liée à la structure de dépendance.
Dans cette optique, il peut être intéressant d’écrire ce résultat dans le cas où les deux
marges suivent la loi uniforme [0, 1]. On a, pour tout (x, y) ∈ [0, 1]2,

f(X,Y)(x, y) = ∂2
xyC(x, y).

Cette expression est parfois elle-même appelée densité de la copule C. Ainsi, la structure
de dépendance peut être complètement comprise dans le cas où les marges suivent
des lois uniformes. Le passage à des marges générales peut se faire simplement par
inversion de la fonction de répartition (qui permet le passage de toute mesure à densité
par rapport à la mesure de Lebesgue à la mesure uniforme sur [0, 1]). De ce point de
vue, on a bien séparé les problèmes relevant de la dépendance de ceux liés aux marges.

Avant de pousser plus loin l’étude de ces objets et leur lien avec le problème initial,
on présente quelques exemples de copules classiques, dont celle qui sera utilisée dans
la suite du développement : la copule gaussienne.
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Exemples de copules

Copule produit Le premier exemple dont on pourrait légitimement se préoccuper est
celui de la copule produit, qui correspond au cas d’une loi produit. En effet, si H est
une fonction de répartition jointe dont les marges F et G sont indépendantes, on a :

C(F(x), G(y)) = H(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x)P(Y ≤ y) = F(x)F(y).

La copule est donc définie ici, pour tout (u, v) ∈ [0, 1]2, par :

C(u, v) = uv.

Copule de Gumbel Un autre exemple (moins trivial, mais non moins utilisé) de co-
pule classique est la copule de Gumbel (à ne pas confondre avec la loi du même nom).
Elle est donnée, pour (u, v) ∈ [0, 1]2 et θ ∈ [0, 1], par :

Cθ(u, v) = u + v− 1 + (1− u)(1− v)e−θ log(1−u) log(1−v).

Elle est souvent associée à la loi exponentielle bivariée de Gumbel (toujours à ne pas
confondre avec la loi de Gumbel tout court), qui correspond à deux marges exponen-
tielles et dont la copule est celle donnée ci-dessus, et dont la fonction de répartition
jointe peut s’écrire comme suit, pour (x, y)R2 :

Hθ(x, y) =
(

1− e−x − e−y + e−(x+y+θxy)
)

1R+(x)1R+(y).

Copules archimédiennes Il est important de noter que la copule de Gumbel est une
variation d’un cas particulier d’une famille de copules très utilisées : les copules archi-
médiennes. Une telle copule est définie, pour (u, v) ∈ [0, 1]2, par :

C(u, v) = ϕ[−1](ϕ(u, θ) + ϕ(v, θ), θ),

où θ ∈ Θ est un paramètre, et ϕ : [0, 1]×Θ→ R+ est une fonction continue, strictement
décroissante et convexe en sa première variable telle que φ(1, ·) = 0, pour laquelle on
définit :

ϕ[−1](t, θ) = ϕ−1(t, θ)1[0,ϕ(0,θ)](t).

On obtient une variante de la copule de Gumbel, dite "copule de survie", basée non
sur une fonction de répartition F mais sur une fonction de survie 1− F, avec ϕ(t, θ) =
log(1− θ log t).

L’intérêt de ces copules réside dans le paramètre θ, qui décrit l’intensité de la cor-
rélation entre les variables. C’est également le cas pour la copule classique de Gumbel
ci-dessus, où l’on retrouve par exemple la copule produit pour θ = 0.

La dernière copule de ces exemples présente aussi ce type de paramètres : la copule
gaussienne.
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Copule gaussienne Le principal exemple qui servira dans la suite du travail est la
copule gaussienne. Elle n’est néanmoins pas complètement explicite, et nécessite un
peu de mise en place préalable. On rappelle qu’un vecteur aléatoire (X, Y) est gaussien
si pour tout (α, β) ∈ R2, la variable réelle αX + βY est gaussienne.

Un vecteur gaussien est, à l’instar de la variable homonyme, caractérisé par ses deux
premiers moments. Si (X, Y) est un vecteurs gaussien, son espérance est définie comme
le vecteur µ = (E[X], E[Y]), et sa covariance comme la matrice :

Γ =

(
Var(X) Cov(X, Y)

Cov(X, Y) Var(Y)

)
.

On note alors (X, Y) ∼ N2(µ, Γ). L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique qu’une ma-
trice de covariance est toujours symétrique semi-définie positive. Quitte à renormaliser
chaque marge par son écart-type respectif, on peut toujours se ramener à un vecteur
dont la matrice de covariance s’écrit :

Γρ =

(
1 ρ
ρ 1

)
,

où ρ ∈ [−1, 1] est le coefficient de corrélation entre X et Y. Pour des raisons de symétrie,
on considérera dans la suite des vecteurs dont la corrélation est positive. Un vecteur
gaussien de loi N2(µ, Γ) admet pour densité, pour tout x ∈ R2,

f (x) =
1

2π
√

det Γ
exp

[
−1

2
(x− µ)TΓ−1(x− µ)

]
,

si Γ est inversible (soit ρ 6= 1). On parlera de vecteur centré si µ = 0, et réduit si Γ = I2.
Dans ce cas, la densité est le produit de deux densités gaussiennes centrées réduites uni-
dimensionnelles. On s’intéressera plus spécifiquement au cas où µ = 0 et Γ = Γρ pour
un certain ρ ∈ [0, 1[, car c’est dans ce cadre que sont définies les copules gaussiennes.
On a donc, dans ce cas-là, pour tout (x, y) ∈ R2,

fρ(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

[
− 1

2(1− ρ2)
(x2 + y2 − 2ρxy)

]
.

On notera dans la suite Φρ la fonction de répartition jointe associée à cette dernière den-
sité, et Φ la fonction de répartition de la loiN (0, 1). Ces deux fonctions nous permettent
de définir la copule gaussienne, qui ne s’exprime pas explicitement.

Définition 4.1.7 (Copule gaussienne). La copule gaussienne est définie, pour ρ ∈ [0, 1[
et tout (u, v) ∈ [0, 1]2, par :

Cρ(u, v) = Φρ(Φ−1(u), Φ−1(v)).

La densité d’un vecteur aléatoire (X, Y) de copule C et de marges F et G continues
peut s’écrire semi-explicitement : pour tout (x, y) ∈ R,

f(X,Y)(x, y) =
1√

1− ρ2
exp

[
− 1

2(1− ρ2)

(
ρ2[Φ−1(F(x))2 + Φ−1(G(y))2]

− 2ρΦ−1(F(x))Φ−1(G(y))
)]

fX(x) fY(y).
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On retrouve bien l’expression de la densité d’un vecteur gaussien centré de covariance
Γρ si les marges sont deux gaussiennes centrées réduites.

On comprend de même l’influence du paramètre ρ, qui mesure le "degré de dépen-
dance" des marges. En particulier, on obtient de nouveau la copule produit pour ρ = 0.
Le cas ρ = 1 est intéressant. En effet, la matrice Γ1 est singulière et aucune des fonctions
ci-dessus n’est donc bien définie. On peut néanmoins donner un sens au vecteur aléa-
toire (X, Y) dans ce cas, si les marges sont toutes deux gaussiennes centrées réduites.
En effet, le coefficient de corrélation s’exprime directement comme :

ρ = Cov(X, Y).

Le cas ρ = 1 correspond donc au cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz :

Cov(X, Y) = 1 = σXσY,

ce qui implique que X et Y sont colinéaires. Comme ces deux variables sont centrées
réduites, on a en fait X = Y. Dans le cas où les marges sont gaussiennes, le vecteur
"dégénère" en une unique variable aléatoire gaussienne portée par la diagonale x = y
du plan. Ce cas limite se comprend également au vu des lignes de niveau de la densité
pour différentes valeurs de ρ, comme il sera indiqué dans la dernière section. Notons
enfin que cette analyse ne tient plus si une des marges n’est pas gaussienne.

Tous les outils ont été introduits pour permettre la suite du travail. Avant de pro-
céder à des rappels sur l’analyse de sensibilité, revenons à la description du problème
physique de départ.

Retour au problème physique

La première direction prise pour s’affranchir de l’hypothèse d’indépendance pré-
sente dans les précédents travaux consiste à supposer que les variables sont dépen-
dantes par paires. Si l’on reprend les grandeurs présentées dans le tableau en première
partie, il est raisonnable d’apparier certaines variables entre elles. Ainsi, on considère
les distributions suivantes :

Couple Paramètre ρ

(Q, Ks) 0.5
(Zm, Zv) 0.3
(L, B) 0.3

TABLE 4.2 – Couples du problème

(tous les couples ci-contre sont liés par des copules gaussiennes Cρ dont le paramètre
est précisé, avec les marges indiquées précédemment). À titre indicatif, on donne le
graphe de deux densités proches de celles impliquées dans le modèle.
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(a) marges Gum(0, 1) et N (0, 1), ρ = 0.5 (b) marges T (0, 1/2, 1), ρ = 0.3

FIGURE 4.1 – Deux copules gaussiennes, marges prescrites et ρ fixé

Le but de la suite de ce travail est de déterminer lesquels de ces trois couples sont les
plus influents dans les sorties du modèle (ici S et C). La définition même de "influent"
recouvre plusieurs réalités, et nécessite a fortiori des outils précis pour être mesurée.
C’est l’objet de l’analyse de sensibilité, dont la section suivante rappelle les principes
de base et les outils nécessaires dans la présente situation.

Notons que les variables Hd et Cb n’apparaissent pas ici et sont considérées comme
indépendantes des autres (l’incertitude sur la hauteur de la digue étant un paramètre
d’ordre industriel indépendant de l’environnement, et la hauteur de la berge étant
supposée indépendante du niveau de la rivière). Nous éluderons donc ces grandeurs
dans l’analyse, pour lesquelles les techniques unidimensionnelles développées dans
[13] s’appliquent directement.

4.2 Analyse de sensibilité

4.2.1 Principes de base

L’idée de départ de l’analyse de sensibilité est la suivante. Étant donnée une entrée
d-dimensionnelle X = (X1, . . . , Xd), on cherche à décrire une sortie Y = f (X) donnée
par une fonction f : Rd → R assez régulière (parfois désignée comme modèle, ou code de
calcul). En pratique, plusieurs obstacles s’opposent à cette description, par exemple la
complexité de la fonction (qui peut n’être que partiellement, voire pas du tout, explicite,
ou dont l’évaluation peut être coûteuse) ou le nombre de variables (qui peut atteindre
plusieurs milliers, voire plus, dans des systèmes complexes). Il peut être donc commode
de considérer les variables d’entrée comme aléatoires et d’étudier d’un point de vue
statistique leur influence sur la sortie.

De nombreux indicateurs existent pour quantifier cette influence, dont Iooss fait
par exemple une revue dans [48]. Nous nous concentrerons ici sur deux d’entre eux :
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les indices de Sobol’ (basés sur la décomposition de la variance), et les indices DGSM
(Derivative-based Global Sensitivity Measures). Ce sont toutes deux des familles d’in-
dices globaux, qui font intervenir des grandeurs globales pour f (la variance dans un
cas, l’intégrale du gradient sur tout l’espace dans l’autre).

Ces deux indices seront détaillés en suivant, mais on rappelle au préalable la décom-
position de Hoeffding-Sobol’, qui permet de d’écrire de façon plus simple le problème
de sensibilité. Cette formule, au cœur de l’ANOVA (ANalysis Of VAriance), permet de
décomposer la variance de la sortie en regroupant les entrées de façon à segmenter le
problème. Initialement introduite par Hoeffding dans [45], elle est reformulée par So-
bol’ en 1990 (en russe) et présentée dans l’article en anglais de Saltelli et Sobol’ [77] en
1995.

Dans un souci de simplicité, cette décomposition est énoncée dans le cadre de va-
riables mutuellement indépendantes. Elle se généralise à notre contexte en considérant
que chaque variable Xi est à valeurs dans R2, et représente un couple de variables dé-
pendantes.

Proposition 4.2.1 (Décomposition de Hoeffding-Sobol’). La sortie f (X) admet la décom-
position suivante :

f (X) = f0 +
d

∑
i=1

fi(Xi) + ∑
1≤i<j≤d

fi,j(Xi, Xj) + · · ·+ f1,...,d(X1, . . . , Xd),

où f0 est une constante E[ f I(XI)|XJ ] = 0 pour tous I ⊂ J1, dK et J ( I.

Pour I = {i1, . . . , in} ⊂ J1, dK, on a noté XI = (Xi1 , . . . , Xin) et f I = fi1,...,in . La condi-
tion de centrage de l’espérance conditionnelle correspond à une condition d’orthogo-
nalité dans L2(µ) (avec µ la loi de X) sur les termes successifs de la décomposition. Elle
permet d’en déduire une décomposition de la variance :

Var( f (X)) = ∑
I⊂J1,dK

Var( f I(XI)),

qui sera fondamentale dans l’établissement de la première famille d’indices de sensibi-
lité abordée dans la section suivante. Remarquons néanmoins que la somme ci-dessus
comprend 2d termes distincts, ce que peut s’avérer problématique lorsque le nombre de
variables d’entrée augmente.

Notons enfin que cette décomposition peut s’écrire par récurrence en termes d’es-
pérances conditionnelles, suivant un principe d’inclusion-exclusion :

• on pose f0 = E[ f (X)],
• pour i ∈ J1, dK,

fi(Xi) = E[ f (X)|Xi]− f0,

• pour tout I ⊂ J1, dK,

f I(XI) = E[ f (X)|XI ]−∑
J(I

f J(XJ).
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Cette dernière écriture fait clairement l’orthogonalité décrite précédemment. Les fonc-
tions partielles f I peuvent également être définies de cette façon dans le cas de variables
dépendantes, ce que nous ferons pour la suite. Notons que ces fonctions dépendent à
la fois du modèle de départ f et de la loi de X.

La décomposition de la variance obtenue est au cœur de la construction des indices
de Sobol’, qui sont décrits dans la section suivante. Les indices DGSM sont abordés
ensuite, et leur lien avec les précédents est discuté en fin de section.

4.2.2 Indices globaux et liens avec l’inégalité de Poincaré

On s’intéresse dans cette section à deux grandes catégories d’indices de sensibilité
globaux : les indices de Sobol’ et les indices DGSM. Leur présentation est faite de façon
claire et succinte dans [55], où de nombreuses références additionnelles pourront être
trouvées.

La première famille d’indices a été introduite par Sobol’ dans l’article en russe sus-
mentionné puis présentée dans [77]. Ils reposent sur la décomposition de la variance
donnée précédemment.

Définition 4.2.2 (Indices de Sobol’). On pose D = Var( f (X)) la variance totale du mo-
dèle. Pour tout I ⊂ J1, dK, on définit la variance partielle DI = Var( f I(XI)). L’indice de
Sobol’ associé à l’ensemble d’indices I est défini par :

SI =
DI

D
.

L’indice de Sobol’ représente la part de variance expliquée part les variables de I
dans la variance totale. Cette famille d’indices est exhaustive, dans le sens où

∑
I⊂J1,dK

SI = 1.

Définition 4.2.3 (Indices de Sobol’ totaux). Pour tout I ⊂ J1, dK, on définit la variance
totale d’interaction DT

I = ∑
J⊃I

DJ . L’indice de Sobol’ total associé à I est défini par :

ST
I =

DT
I

D
.

Cette famille représente représente la part de variance expliquée par un ensemble
d’indices en prenant en compte toutes les interaction avec les autres indices. C’est cette
dernière que nous utiliserons dans notre contexte de variables dépendantes. Plusieurs
techniques existent pour calculer empiriquement ces indices, notamment des estima-
tions par Monte-Carlo. Nous reviendrons sur ces dernières en fin de chapitre, en appli-
cation au problème introduit précédemment.

Remarque. Les définitions données ci-dessus sont évidemment valables dans le cas où
I = i est un singleton, auquel cas on notera Si := S{i} et ST

i := ST
{i}. Notons que, dans ce
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cas-là, on peut définir la fonction d’interaction totale de la variable Xi, pour i ∈ J1, dK,
par :

f T
i (X) = ∑

I3i
f I(XI),

qui permet d’exprimer l’indice ST
i comme

ST
i =

Var( f T
i (X))

D
.

Ces indices sont néanmoins moins adaptés au contexte de variables dépendantes, et ne
seront donc pas utilisés par la suite.

Ces indices sont bien globaux, et sont établis dans l’idée que plus une variable est in-
fluente, plus elle contribuera à la variance totale du modèle (dans le sens où de grandes
variations sur cette grandeur conduiront à de grandes variations sur la sortie). On peut
alors définir un seuil sur les indices de Sobol’ au-delà duquel un ensemble de variables
est considéré comme influent, où en-deçà duquel on le considérera comme négligeable.
Comme il sera détaillé en fin de chapitre, ces indices peuvent s’approcher par Monte-
Carlo, via notamment la technique de "pick-and-freeze".

Une autre approche, dans le cas où f est différentiable, consiste à observer que si
la dérivée partielle du modèle par rapport à une variable donnée admet des valeurs
élevées, on peut attendre que de grandes variations de cette variable conduise à de
grandes variations sur la sortie. Proposés par Sobol’ et Gershman [80], ils ont été large-
ment étudiés depuis (voir [55]), et présentent des liens intéressants avec l’inégalité de
Poincaré.

Définition 4.2.4 (Indices DGSM). Supposons que f est différentiable et que pour tout
i ∈ J1, dK, ∂i f (X) ∈ L2(Ω). On définit alors l’indice DGSM associé à i ∈ J1, dK par :

νi = E
[
(∂i f (X))2] .

À l’instar des indices de Sobol’, ces derniers peuvent également être calculés par
Monte-Carlo. Dans les cas où la fonction f n’est pas (ou pas assez) explicite, et où le
gradient n’est pas directement accessible, il peut être nécessaire de passer d’abord par
une approximation de ce dernier. Ces points seront également discutés à la fin du cha-
pitre, ainsi qu’une comparaison qualitative entre les deux familles d’indices.

Dans la plupart des cas, les liens entre ces différents indices sont présentés dans le
cas de variables indépendantes. Mais, dans le modèle présenté ci-dessus, les variables
sont deux à deux dépendantes (selon la structure de dépendance présentée dans la sec-
tion précédente). Les définitions données nécessitent donc une adaptation pour être uti-
lisables dans cette situation. Essentiellement, pour I ⊂ J1, dK, on définit l’indice DGSM
suivant :

νI = E

[
∑
i∈I

∂i f (X)2

]
.
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Cette transposition est une extension des indices totaux (comme présentés pour les
indices de Sobol) aux indices DGSM. De même on étend la définition de fonction d’in-
teraction totale à une classe d’indices I ⊂ J1, dK :

f T
I (X) = ∑

J⊃I
f J(XJ).

On a alors DT
I = Var( f T

I (X)), par orthogonalité des fonctions de la décomposition.
Notons que, par définition des fonctions partielles, on a également

DT
I = D−Var (E[ f (X)|X−I ]) ,

où −I désigne le complémentaire de I dans J1, dK. Dans la suite, on considérera des
ensembles d’indices I à deux éléments, qui représentent les paires de variables dépen-
dantes.

Si l’on compare les grandeurs en jeu dans les différentes familles d’indices, on ne
manquera pas d’observer qu’ils correspondent aux deux membres d’une inégalité de
Poincaré. Cette inégalité permet en effet de les relier entre elles, selon les modalités de
la proposition suivante. Dans tout ce qui suit, on notera µ la loi de X et µI la loi de XI
pour I ⊂ J1, dK.

Proposition 4.2.5. Soit I ⊂ J1, dK tel que, pour tout J ⊂ J1, dK avec I ∩ J = ∅, XI est
indépendant de XJ . Supposons que f ∈ H1(µ) et que µI satisfait une IP(cI). On a alors

DT
I ≤ cIνI .

Démonstration. L’hypothèse sur I signifie que les variables de XI sont indépendantes de
toutes les autres. Ainsi, si on note µ−I la loi jointe de toutes ces autres variables, notées
X−I , on a µ = µI ⊗ µ−I . On a donc, par orthogonalité des fonctions partielles, et d’après
le théorème de Fubini-Tonelli, pour toute fonction g ∈ H1(µ) centrée :

Var(g(X)) =
∫

Rd
g(x)2dµ(x)

=
∫

Rd−|I|

(∫
R|I|

g(x)2dµI(xI)

)
dµ−I(x−I).

Par hypothèse sur µI , si on note ∇I = (∂i)i∈I , on a :∫
R|I|

g2dµI(xI) ≤ cI

∫
R|I|
|∇I g(x)|2dµI(xI),

et donc

Var(g(X)) ≤
∫

Rd−|I|

(
cI

∫
R|I|
|∇I g(x)|2dµI(xI)

)
dµ−I(x−I)

= cI

∫
Rd
|∇I g(x)|2dµ(x).
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Enfin, par construction de f T
I , on a ∇I f = ∇I f T

I . En effet, f (x) ne dépend de xI qu’à
travers f T

I (x), et on a donc, pour g = f T
I ,

DT
I = Var( f T

I (X)) ≤ cI

∫
Rd
|∇I f T

I (x)|2dµ(x) = cI

∫
Rd
|∇I f (x)|2dµ(x) = cIνI .

�

Ce dernier résultat permet de proposer une méthode de majoration des indices de
Sobol’ par les DGSM, via la constante de Poincaré des composantes indépendantes des
marges. Il n’est néanmoins pas possible de déterminer l’optimalité de la borne obte-
nue en général, mais elle permet tout de même de détecter les variables les moins in-
fluentes, comme cela sera illustré en fin de chapitre. Malheureusement, comme cela a
déjà été mentionné, les constantes de Poincaré ne sont en pratique pas connues explici-
tement. Dans le cadre du modèle décrit ci-dessus, on ne peut pas non plus utiliser les
estimations asymptotiques en la dimension de l’espace. On peut néanmoins réduire la
complexité en se ramenant à des lois standard, via un changement d’échelle.

Proposition 4.2.6 (Changement d’échelle). Soit I ⊂ J1, dK telle que la loi de XI est para-
métrée par deux grandeurs mI et sI , notée µI = L(mI , sI). Supposons également que sI est
inversible et que s−1

I (XI − mI) suit la loi standard µ̃I = L(0, 1). Supposons enfin que µ̃I
satisfait une IP(c̃I). Alors il existe une constante C = C(mI , sI) telle que :

DT
I ≤ Cc̃IνI .

Démonstration. Notons X̃I = s−1
I (XI − mI). Par commodité, on notera X = (XI , X−I),

bien que les indices de I ne soient pas toujours successifs. Les transformations affines
ne changent pas structure de dépendance de XI . En effet, la composition d’une fonction
de répartition par ces transformations reste une fonction de répartition, donc quitte à
remplacer les fonctions de répartition des marges de départ par les versions changées
d’échelle, l’expression de la corrélation ne change pas. On a donc, pour toute fonction
g ∈ H1(µ) :

E[g(X)] = E
[
g(mI + sI X̃I , X−I)

]
.

Ainsi, si on note pour toute fonction g ∈ H1(µ) la translatée g̃(xI , x−I) := g(mI +
sI xI , x−I), on a bien :

Var[g(X)] = Var[g̃(X̃I , X−I)].

Pour g = f T
I , on a donc :

Var[ f T
I (X)] = Var[ f̃ T

I (X̃I , X−I)].

L’inégalité de Poincaré appliquée à la nouvelle mesure µ̃ donne alors la relation :

DT
I = Var[ f̃ T

I (X̃I , X−I)]

≤
∫

Rd−|I|

(
c̃I

∫
R|I|
|∇I f̃ T

I (x̃I , x−I)|2dµ̃I(x̃I)

)
dµ−I(x−I)

= c̃I

∫
Rd−|I|

(∫
R|I|
|∇I f̃ I(x̃I , x−I)|2dµ̃I(x̃I)

)
dµ−I(x−I).
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Finalement, en appliquant le changement de variable inverse, on a :∫
R|I|
|∇I f̃ I(x̃I , x−I)|2dµ̃I(x̃I) =

∫
R|I|
∇I f I(xI , x−I)

TsT
I sI∇I f I(xI , x−I)dµI(xI)

≤ ρ+(sI)
2
∫

R|I|
|∇I f I(xI , x−I)|2dµI(xI),

où ρ+(sI) désigne la plus grande valeur propre (en module) de sI . On a donc l’estima-
tion :

DT
I ≤ c̃Iρ+(sI)

2
∫

Rd−|I|

(∫
R|I|
|∇I f I(xI , x−I)|2dµI(xI)

)
dµ−I(x−I) = c̃Iρ+(sI)

2νI ,

et on peut prendre C = ρ+(sI). �

En pratique, sI est une matrice diagonale dont les coefficients correspondent aux
changements d’échelle nécessaires à appliquer à chaque marge pour obtenir la version
"réduite". Notons cependant que cette quantité ne correspond pas toujours à la variance
de la loi (c’est le cas par exemple de la loi de Gumbel, dont les paramètres ne corres-
pondent respectivement ni à l’espérance ni à la variance). Comme nous le verrons dans
la partie suivante, ce résultat est néanmoins très utile pour réduire la complexité du
problème.

Remarque. Dans le cas des lois restreintes à un intervalle, le changement d’échelle s’ap-
plique également aux bornes de l’intervalle. Ainsi, à la loi unidimensionnelle L(m, s)
restreinte à l’intervalle I = [a, b] on fera correspondre la loi L(0, 1) restreinte à l’inter-
valle

Ĩ =

[
a−m

s
,

b−m
s

]
.

Dans le cas d’une loi multidimensionnelle restreinte à un pavé de Rd, on appliquera
ce changement à chaque intervalle coordonnée par coordonnée en fonction des para-
mètres des marges.

Notons que la preuve précédente peut être légèrement modifiée dans le cas où sI =
diag(si, i ∈ I), pour obtenir le résultat plus fin suivant.

Corollaire 4.2.7. Sous les hypothèses de la proposition précédente, s’il existe (si)i∈I ⊂ R tels
que sI = diag(si, i ∈ I), alors :

DT
I ≤ c̃I ∑

i∈I
s2

i νi.

Démonstration. La modification intervient au moment de majorer sT
I sI par ρ+(sI)

2 I|I|,
où l’on remarque que pour tout xI ∈ R|I| :

∇I f I(xI , x−I)
TsT

I sI∇I f I(xI , x−I) = ∑
i∈I

s2
i ∂i f (xI , x−I)

2.

La fin de la preuve est inchangée. �
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Notons que, dans le cas où les coefficients de normalisation sont très grands, cette
borne peut être très loin de l’optimal. L’utilisation de ce changement d’échelle se justifie
néanmoins dans un cadre numérique : le calcul de la constante de Poincaré avant nor-
malisation s’avère très difficile, notamment en raison de la taille des domaines d’étude.
Il est donc en pratique plus intéressant de procéder à la renormalisation, qui donne par
ailleurs des résultats proches de l’optimal dans certains cas (voir la fin du chapitre).

On termine cette introduction à l’analyse de sensibilité par l’énoncé d’une formule
de calcul des variances totales présentée par M. Jansen dans [51], bien utile dans les
applications numériques. Elle est connue en anglais sous le nom de "pick-and-freeze",
que l’on pourrait malhabilement traduire en français par "fixer et regénérer".

Proposition 4.2.8 (Pick-and-freeze). Soient I ⊂ J1, dK et ZI une copie indépendante de XI .
On a alors :

DT
I =

1
2

Var ( f (XI , X−I)− f (ZI , X−I)) .

Démonstration. La preuve est un calcul direct. On a, par définition de la covariance,

Var ( f (XI , X−I)− f (ZI , X−I)) = Var( f (XI , X−I)) + Var( f (ZI , X−I))

− 2Cov( f (XI , X−I), f (ZI , X−I)).

Les deux termes de variance ci-dessus sont égaux (car XI et ZI ont la même loi) à la
variance totale D. Le terme de covariance s’écrit :

Cov( f (XI , X−I), f (ZI , X−I)) = E[ f (XI , X−I) f (ZI , X−I)]− E[ f (XI , X−I)]E[ f (ZI , X−I)].

De même, le produit des deux termes de droite est égal à E[ f (X)]2. Pour utiliser l’indé-
pendance de XI et ZI , on peut conditionner par X−I dans l’espérance du produit :

E[ f (XI , X−I) f (ZI , X−I)] = E
[
E[ f (XI , X−I) f (ZI , X−I)|X−I ]

]
= E

[
E[ f (XI , X−I)|X−I ]E[ f (ZI , X−I)|X−I ]

]
.

Le deux espérances conditionnelles sont égales, toujours car XI et ZI ont même loi.
Ainsi, si on note Y = E[ f (X)|X−I ], on a :

E[Y] = E[E[ f (X)|X−I ]] = E[ f (X)],

et
E[ f (XI , X−I) f (ZI , X−I)] = E[Y2].

Ainsi,
Cov( f (XI , X−I), f (ZI , X−I)) = E[Y2]− E[Y]2 = Var(Y).

Finalement,

Var ( f (XI , X−I)− f (ZI , X−I)) = 2D− 2Var(Y) = 2DT
I ,

ce qui termine la preuve. �
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On comprend bien alors, à la lumière de la preuve, l’expression "pick-and-freeze" :
un sous-ensemble de variables est choisi ("pick") et regénéré indépendamment, les
autres sont fixées ("freeze"), et sont utilisées pour conditionner. Le principal atout de
cette formule est de permettre d’exprimer les indices de Sobol’ non en termes de va-
riances conditionnelles, mais en termes de variances classiques, faciles à estimer par
Monte-Carlo.

Cette facilité d’estimation peut sembler invalider la méthode d’estimation via les
indices DGSM et l’inégalité de Poincaré. Mais les estimateurs en jeu dans la méthode
pick-and-freeze nécessitent deux échantillons indépendants de la loi de X, alors que
l’estimation des DGSM par Monte-Carlo n’en nécessite qu’un seul (voir la définition
des estimateurs en toute fin de chapitre). Les deux estimateurs demandent le même
nombre d’appels à la fonction f , ce qui rend les indices DGSM préférables en situation
de parcimonie, par exemple quand les échantillons sont obtenus suite à une expérience
physique ou numérique coûteuse.

Dans la partie suivante, on présente une méthode numérique de calcul de ces constantes
en petite dimension, basée sur des techniques d’éléments finis. La méthode est dans la
droite ligne de l’article de Barthe, Iooss et Roustant en dimension 1 [13], qui sert d’in-
troduction à ces techniques.

4.3 Aspects numériques de l’inégalité de Poincaré

4.3.1 Principe général

On rappelle la définition de l’inégalité de Poincaré (cf Définition 1.2.2). On consi-
dère ici µ une mesure de Boltzmann-Gibbs sur Rd associée à un potentiel V et à un
générateur L. L’inégalité s’énonce comme suit.

Définition 4.3.1 (Inégalité de Poincaré). La mesure µ satisfait une inégalité de Poincaré
de constante c > 0, notée IP(c), si pour toute fonction f assez régulière,

Varµ( f ) ≤ c
∫

Rd
|∇ f |2dµ.

Dans tout ce qui suit, on considérera des fonctions de régularité au moins H1. Cet
espace permet de définir correctement les problèmes variationnels sans restreindre trop
l’espace des fonctions test (par rapport à L2(µ)).

On rappelle que cette inégalité est, via sa constante optimale, reliée à un problème
aux valeurs propres. Dans toute la suite, on supposera que l’opérateur L est semi-défini
négatif. Si µ satisfait une inégalité de Poincaré, elle admet un trou spectral (Proposi-
tion 1.2.3), on peut donc chercher alors le plus petit λ ∈ R∗+ tel que :

∃ f ∈ H1(µ), −L f = λ f .

Notons que l’hypothèse de trou spectral n’est pas suffisante pour garantir l’existence de
fonctions propres (voir le Chapitre 3). Nous supposerons donc dans la suite que cette
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condition est satisfaite (c’est par exemple le cas quand le spectre de −L est discret),
ce qui sera vérifié dans les applications ultérieures. Ce problème peut alors se réécrire
sous la forme :

∃u ∈ H1(µ) : ∀v ∈ H1(µ), 〈∇u,∇v〉 = λ〈u, v〉.

En effet, supposons que u ∈ H1(µ) est solution du problème précédent. Alors une
intégration par parties dans le terme de gauche donne

∀v ∈ H1(µ), 〈−Lu, v〉 = 〈λu, v〉,

soit
∀v ∈ H1(µ), 〈−Lu− λu, v〉 = 0,

et donc
−Lu− λu = 0 µ-p.s.,

ce qui équivaut bien au problème de départ. Il est commode dans ce cadre de définir
les opérateurs (bi-)linéaires en jeu.

Définition 4.3.2 (Formulation faible). On définit les formes bilinéaires a : H1(µ) ×
H1(µ)→ R et l : H1(µ)× H1(µ)→ R, pour tous u, v ∈ H1(µ), par

a(u, v) = 〈∇u,∇v〉+ 〈u, v〉, et l(u, v) = 〈u, v〉.

On s’intéresse alors au problème suivant :

∃u ∈ H1(µ) : ∀v ∈ H1(µ), a(u, v) = (λ + 1)l(u, v).

Notons que, dans le cas où µ est supportée sur un domaine borné Ω (assez régulier),
on supposera des conditions de Neumann sur le bord du domaine : pour tout x ∈ ∂Ω,

∇ f (x) ·~n(x) = 0,

où ~n(x) représente la normale au bord au point x. Cette hypothèse permet d’éliminer
les termes de bord dans l’intégration par parties précédente. Cette équivalence est alors
analogue à celle présentée dans [13] en dimension 1. Mentionnons enfin que d’autres
conditions aux bords (Dirichlet, Robin, etc.) ne garantissent pas que λ0(−L) = 0, et ne
correspondent donc pas en ce sens au présent contexte.

Cette formulation possède alors un avantage majeur : elle permet de résoudre le
problème aux valeurs propres par des méthodes d’éléments finis. Cette méthode se
base sur le principe suivant :

1. mailler le domaine Ω par un nombre fini d’éléments eux-mêmes finis,

2. construire un espace de fonctions test v et un espace de fonctions candidates u,
tous deux de dimension finie,

3. calculer a et l sur ces espaces,

4. résoudre le problème aux valeurs propres.
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Le gain réside ici dans le fait de se ramener à un problème en dimension finie, qui
peut être traité matriciellement, comme il sera détaillé dans la section suivante. Il est
néanmoins à noter que chacune de ces étapes est non-triviale. L’outil utilisé pour cette
résolution est FEniCS 1, une interface regroupant des outils de résolution numérique
des EDP, du maillage à la résolution. Nous reviendrons en détails dessus dans la suite.
Avant cela, présentons rapidement les résultats obtenus précédemment en dimension
1.

A parte I : sur dimension 1

L’étude en dimension 1 fait l’objet du travail de Barthe, Iooss et Roustant [13], dont
ce travail est la continuation. Leur article s’intéresse aux inégalités de Poincaré sur des
intervalles (et donc sous des conditions au bord de Neumann). Une des premières ap-
plications de leurs résultat réside dans l’étude des lois présentées plus tôt dans le pro-
blème de sensibilité. En effet, les lois de Gumbel et la loi gaussienne sont tronquées, et
il est alors pertinent d’essayer d’estimer la constante de Poincaré de ces nouvelles me-
sures. Notons que l’étude unidimensionnelle est pertinente dès que les variables sont
supposées indépendantes.

Certains résultats exacts sont obtenus, notamment pour la gaussienne, en restriction
à certains intervalles. À titre d’exemple, la valeur de la constante de Poincaré est retrou-
vée explicitement en restriction à des intervalles de la forme [r(n)i , r(n)i+1], où r(n)i désigne
la i-ième racine du polynôme d’Hermite de degré n sur R (voir le chapitre précédent).
La restriction à un intervalle [a, b] générale est discutée, mais la valeur n’est pas expli-
cite. Notons enfin que les fonctions qui saturent cette inégalité (qui réalisent l’égalité)
sont également identifiées.

Afin d’obtenir des résultats explicites sur les constantes du problème (lorsqu’elles
ne sont pas connues analytiquement), une méthode par éléments finis est proposée. Le
principe en est assez simple : réduire un problème de dimension infinie (sur H1(µ))
à un problème de dimension finie. Pour cela, l’intervalle d’intérêt I est découpé en N
sous-intervalles disjoints de même taille (In)N

n=1 (avec un pas h = |I|/N), sur chacun
desquels on définit une fonction gn. Sur l’intervalle I = [0, 1], ces fonctions sont définies
par :

gn(x) =
( x

h
+ 1− n

)
1In−1(x) +

(
− x

h
+ 1 + n

)
1In(x).

Chaque gn est une fonction "chapeau" continue, croissante sur In−1 et décroissante sur
In, nulle partout ailleurs et égale à 1 en nh. Cette définition s’adapte par translation à
tout intervalle compact. On note :

Gh = Vect(gn, n = 1, . . . , N),

qui est un espace de dimension finie. On peut alors résoudre numériquement le pro-
blème aux valeurs propres sur cet espace, dont la solution converge quand h → 0 vers
la solution du problème initial. Tous les détails de cette démarche sont donnés dans la

1. https ://fenicsproject.org/
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section suivante. Cette méthode permet alors aux auteurs d’obtenir de nouvelles esti-
mations de la constante de Poincaré, à savoir :

• loi T (−1, 1/2, 1) : cP(µ) ' 0.173,
• loi N (0, 1) sur [−1.87,+∞[ : cP(µ) ' 0.892,
• loi Gum(0, 1) sur [−0.92, 3.56] : cP(µ) ' 1.021.

Ces grandeurs ont été calculées pour des loi standards sur des intervalles renormalisés,
en utilisant l’analogue de la Proposition 4.2.6 en dimension 1.

Le but de la suite de cette section est de présenter la version 2D de cette approche,
en rentrant un peu plus dans le détail des méthodes numériques.

4.3.2 Généralités sur les éléments finis en dimension deux

Les définitions et propriétés générales de cette section peuvent être retrouvées dans
l’ouvrage de référence d’Allaire [1], §6.3. La première porte sur le domaine d’étude la
définition de maillage. On considérera ici des maillages triangulaires, de loin les plus
classiques.

La plupart des concepts sont présentés sur des ouverts polyédriques. Ce sont des
ouverts bornés dont le bord est constitué d’un nombre fini de segments tels que l’in-
tersection deux segments distincts est soit l’ensemble vide soit réduit à une extrémité
commune.

Définition 4.3.3 (Maillage). Soit Ω un ouvert connexe polyédrique de R2. Un maillage
triangulaire de Ω est un ensemble Th de triangles non plats (appelés cellules) du plan
(Ki)

n
i=1 tels que :

1. pour tout i ∈ J1, nK, Ki ⊂ Ω et Ω =
⋃n

i=1 Ki,

2. si i 6= j, Ki ∩ Kj est soit vide, soit réduit à un sommet commun, soit à une arête
commune entière.

On appelle finesse du maillage le réel h = maxi=1,...,n diam(Ki) et taille du maillage l’entier
|Th| := n.

Pour mailler des domaines non polyédriques du plan, on commence par construire
une approximation affine par morceaux du bord telle que le nouveau domaine ainsi
délimité est un ouvert polyédrique. Cette approximation du bord est possible dès que
ce dernier est assez régulier. On parlera alors par abus de langage de maillage triangulaire
de Ω.

Une fois le maillage défini, il est nécessaire de définir l’espace des fonctions test en
relation à ce dernier. On utilise ici la méthode des éléments finis de Lagrange d’ordre 1.
Comme son nom le laisse penser, elle repose sur des polynômes de degré 1. On notera
donc dans la suite R1[x1, x2] l’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au
plus un à deux variables.

Définition 4.3.4. Soit Ω un ouvert borné de R2 et Th un maillage triangulaire de Ω. On
définit l’espace des fonctions test de Lagrange d’ordre 1 comme

Vh = {v ∈ C0(Ω) : ∀K ∈ Th, v|K ∈ R1[x1, x2]}.
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On appelle nombre de degrés de liberté de la méthode le nombre de sommets (ou nœuds)
de Th, noté ndl .
On appelle enfin degrés de liberté d’une fonction v ∈ Vh l’ensemble des valeurs possibles
pour v aux nœuds du maillage.

Pour une triangulation donnée Th, il n’est pas difficile de voir que l’espace Vh est
toujours de dimension finie. En effet, chaque fonction est complètement décrite par au
plus 3|Th| monômes (3 par cellule, car dim(R1[x1, x2]) = 3). Ainsi, il existe une base
(ϕi)

ndl
i=1 de V telle que pour tous i, j ∈ J1, ndlK,

ϕi(tj) = δij,

où (ti)
d
i=1 désigne l’ensemble des sommets de Th. Toute fonction v ∈ Vh se décompose

alors comme :

v =
ndl

∑
i=1

v(ti)ϕi.

Il s’ensuit alors que Vh est un sous-espace de dimension finie de H1(Ω) (voir [1] Lemme 6.3.3
et Proposition 6.3.7 pour plus de détails). En pratique, les fonctions (ϕi)

ndl
i=1 sont l’équi-

valent bidimensionnel des fonctions chapeaux évoquées précédemment. Ici, chaque
fonction ϕi est une petite pyramide dont le sommet est ti, les arêtes les côtés des tri-
angles dont ti est un sommet et dont la base est constituée de la troisième arête des
triangles précités (et qui est nulle partout ailleurs, voir [1] p.181).

On peut alors réécrire le problème variationnel tel que présenté dans la Défini-
tion 4.3.2. On cherche alors uh ∈ Vh de la forme

uh =
ndl

∑
i=1

uh(ti)ϕi,

et le test contre toute fonction vh ∈ Vh se réduit à un test contre toutes les fonctions de
base. On a alors la formulation suivante :

∀i ∈ J1, ndlK,
ndl

∑
j=1

uh(tj)a(ϕj, ϕi) = (λ + 1)
ndl

∑
j=1

uh(tj)l(ϕj, ϕi).

Pour faire bien voir l’aspect fini-dimensionnel du nouveau problème, on définit la
matrice de rigidité Kh comme :

Kh =
(
a(ϕi, ϕj)

)ndl
i,j=1 ,

et la matrice de masse Mh par :

Mh =
(
l(ϕi, ϕj)

)ndl
i,j=1 ,

toutes deux symétriques (et dont les noms viennent de la mécanique des structures).
Si on note enfin Uh = (uh(tj))

ndl
j=1 le vecteur des degrés de liberté de uh, le problème se

réécrit :
KhUh = (λ + 1)MhUh.
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On est donc ramené à un problème aux valeurs propres dit généralisé (de par la pré-
sence de Mh) qui porte sur des matrices en dimension ndl . Notons que cette mise en
œuvre peut être appliquée à des formes bilinéaires a et l tout à fait générales.

En pratique, un tel problème n’est pas résolu directement. Néanmoins, dans le cas
où la matrice de masse est définie positive, on peut calculer sa décomposition de Cho-
lesky Mh = LhLT

h , et en posant K̃h = L−1
h KhL−T

h et Ũh = LT
h Uh, on se ramène au

problème aux valeurs propres classique :

K̃hŨh = (λ + 1)Ũh.

La matrice K̃h est toujours symétrique, on peut donc calculer sa décomposition en base
orthonormée, ce qui donne λ et le Ũh correspondant. La solution au problème de départ
est alors retrouvée en inversant le changement de variable. Les preuves de convergence
lorsque h devient petit font appel à de nombreuses notions annexes qui ne seront pas
traitées ici, mais pourront être trouvées en détails dans [1], §6.3.2.

Avant de poursuivre l’étude, plusieurs remarques peuvent être soulevées. D’une
part, les fonctions de base ont un support petit devant la taille du domaine dès que le
maillage est assez fin. Il en résulte que, en pratique, les matrices Kh et Mh sont creuses.
Des techniques numériques spécifiques existent pour traiter ces cas, ce qui peut parfois
accélérer la résolution (voir [1], §13.1). Les erreurs numériques peuvent néanmoins po-
ser problème lors du calcul de la décomposition de Cholesky de Mh (non définie pour
une matrice singulière). Cela peut être corrigé au besoin par l’adjonction d’un petite
perturbation dans Mh qui l’empêche d’être singulière.

Le maillage lui-même peut poser des problèmes de régularité. En effet, les éléments
de base de la décomposition en éléments finis dégénèrent si un triangle du maillage
est plat (cas où un sommet se situe au milieu d’une arête). Bien que ce cas soit exclu
de fait de la définition de maillage, la déformation d’un maillage déjà existant peut
amener à de telles situations. Plus précisément, on peut définir les fonctions de Vh sur
des éléments triangulaires de référence, puis les transporter sur le maillage réel via un
difféomorphisme. Un triangle plat dans le maillage réel se traduit alors par un chan-
gement de variable non inversible, et donc une dégénérescence de la fonction de base
associée à cet élément. Il faut donc s’assurer de la régularité du maillage, comme cela
sera développé dans la suite.

Enfin, le choix du domaine à mailler est sujet à discussions. La deuxième loi indi-
quée en Table 4.1 n’est pas à support compact, et il faut alors décider d’un moyen de
tronquer son domaine, de sorte à rendre possible la résolution par éléments finis. En
lien avec le caractère creux des matrices de rigidité et de masse, une méthode est pro-
posée qui permet également de traiter des problèmes de régularité rencontrés quand
les densités s’annulent sur le bord du domaine.

Dans les sections suivantes, nous présentons l’application de tous ces principes au
problème de départ. La résolution est séparée en trois parties : d’abord une présentation
du choix du domaine et du maillage, ensuite une validation de la méthode sur un cas
explicite, enfin l’implémentation.
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4.3.3 Domaine et maillage

Régions de prédiction

Pour illustrer le raisonnement, les concepts seront d’abord exprimés pour le cas
d’un vecteur (X1, X2) gaussien centré réduit de matrice de covariance Γρ, pour ρ ∈
[0, 1[. Une première approche pour réduire le domaine d’analyse à un ouvert borné est
de tronquer à une valeur fixée arbitrairement, et ce coordonnée par coordonnée.

Définition 4.3.5. On appelle troncature locale de niveau a de la loi µ la restriction de µ au
carré [−a, a]2.

Pour la loi gaussienne par exemple, dans le cas indépendant, on obtient les histo-
grammes de densité ci-après.

(a) a = 2 (b) a = 1

FIGURE 4.2 – Densité d’un vecteur gaussien indépendant centré réduit restreint à
[−a, a]2

Une couleur plus claire indique une plus haute valeur de la densité.
On observe alors que la densité est nulle (ou presque) sur une partie importante du

domaine dans le premier cas. Cela s’explique par la concentration de la loi gaussienne
autour de l’origine. La valeur de la densité intervenant dans le calcul de Kh et Mh, des
valeurs trop faibles risqueraient d’aggraver les problèmes liés à la dégénérescence des
ces matrices. Une solution serait alors de restreindre à un carré plus petit, comme dans
le second cas. Si cette solution peut sembler pertinente dans ce cas précis (vis-à-vis de
la valeur de la densité), elle n’est malheureusement pas très robuste. Par exemple pour
deux variables corrélées, on obtient pour les mêmes valeurs de a :
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(a) a = 2 (b) a = 1

FIGURE 4.3 – Densité d’un vecteur gaussien de covariance 0.5 centré réduit restreint à
[−a, a]2

Le phénomène précédemment décrit s’est aggravé, et la seconde restriction est in-
suffisante pour y pallier complètement. Ce problème devient de plus en plus important
quand ρ se rapproche de 1, quand la masse se concentre sur la diagonale du plan. Il
est donc préférable de trouver une méthode de restriction qui s’adapte à la forme de
la densité et donne un degré de liberté moins arbitraire qu’une simple troncature par
coordonnées. On introduit à cette fin les régions de prédiction.

Définition 4.3.6 (Région de prédiction). Une région de prédiction de niveau α ∈]0, 1[ pour
le vecteur aléatoire (X1, X2) est une région du plan Dα telle que :

P((X1, X2) ∈ Dα) = α.

Notons que cette définition diffère de celle d’une région de confiance, qui serait basée
sur un échantillon du vecteur aléatoire et non sur la densité a priori. Peu d’hypothèses
géométriques sont requises dans la précédente définition, bien qu’il existe certaines
régions de prédiction particulières : celles données par les lignes de niveau de la densité
jointe. S’il existe, pour une région de prédiction Dα donnée pour le vecteur aléatoire
(X1, X2), une ligne de niveau { f(X1,X2) = c} telle que ∂Dα = { f(X1,X2) = c}, on appellera
cette dernière une ligne de prédiction de niveau α.

Ces lignes sont bien connues pour la loi gaussienne, elles sont données par des
ellipses.

Proposition 4.3.7. Soit X = (X1, X2) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

Γρ =

(
1 ρ
ρ 1

)
, ρ ∈ [0, 1[. Soit α ∈]0, 1[ un niveau de prédiction fixé et q(α) le quantile de la

loi χ2(2) associé. On définit la région de prédiction Dα dont le bord est donné par l’ellipse :

Eα = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 − 2ρxy = (1− ρ2)q(α)}.

Alors on a bien P(X ∈ Dα) = α.
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Démonstration. Comme X est un vecteurN2(0, Γ), le vecteur Γ−1/2
ρ X suit la loiN2(0, I2),

donc d’après le théorème de Cochran |Γ−1/2
ρ X|2 ∼ χ2(2). Ainsi, si on note q(α) le quan-

tile du chi-deux à deux degrés de libertés de niveau α, on a :

P(XTΓ−1
ρ X ≤ q(α)) = α.

L’inverse de Γρ est donnée par :

Γ−1
ρ =

1
1− ρ2

(
1 −ρ
−ρ 1

)
,

et l’équation XTΓ−1
ρ X ≤ q(α) se réécrit alors :

XT
(

1 −ρ
−ρ 1

)
X− q(α)(1− ρ2) ≤ 0.

La matrice Γ−1
ρ est symétrique définie positive, l’équation ci-dessus définit donc un

domaine Dα fermé dont le bord est une ellipse d’équation :

x2 + y2 − 2ρxy = (1− ρ2)q(α).

Les directions propres de Γ−1
ρ sont les droites d’équation x = y et x = −y, qui portent

donc les demi-axes de l’ellipse. En prenant x = y dans l’équation ci-dessus, on obtient

x = ±
√

1+ρ
2 q(α), ce qui donne une longueur pour le demi grand axe de

√
(1 + ρ)q(α).

De même, pour x = −y, on obtient une longueur du demi petit axe égale à
√
(1− ρ)q(α).

L’ensemble Eα est donc bien une ellipse caractérisée ci-dessus délimitant une région Dα

telle que

P(X ∈ Dα) = α.

�

Toujours dans le cas gaussien, ces ellipses peuvent être paramétrées assez simple-
ment :  x(t) =

√
q(α)

2

(√
1 + ρ cos t−

√
1− ρ sin t

)
y(t) =

√
q(α)

2

(√
1 + ρ cos t +

√
1− ρ sin t

) , t ∈ [0, 2π[.

On représente ci-dessous deux de ces ellipses au niveau α = 0.9 pour deux valeurs de
ρ différentes.
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(a) ρ = 0.5 (b) ρ = 0.9

FIGURE 4.4 – Lignes de prédiction de niveau 0.9

On observe bien la concentration autour de la diagonale pour de grandes valeurs
de ρ, ce qui encourage l’utilisation de telles régions de prédiction en lieu et place des
troncatures. Notons que les limites en ρ→ 0 et ρ→ 1 permettent de retrouver dans un
premier cas l’expression d’un disque (la densité d’un vecteur gaussien centré indépen-
dant étant invariante par rotation) et dans un second cas l’équation de la droite y = x,
correspondant au cas dégénéré évoqué plus tôt.

Afin de généraliser ces régions de prédiction, il est nécessaire de pouvoir passez du
vecteur gaussien précédent à un vecteur aux marges prescrites et de copule gaussienne.
Considérons le cas d’un vecteur X = (X1, X2) de copule gaussienne de covariance ρ et
de marges données par les fonctions de répartitions F1 et F2 (de dérivée respective f1 et
f2). On rappelle que la densité jointe de X s’écrit :

fX(x1, x2) =
1√

1− ρ2
exp

[
− 1

2(1− ρ2)

(
ρ2[Φ−1(F1(x1))

2 + Φ−1(F2(x2))
2]

− 2ρΦ−1(F1(x1))Φ−1(F2(x2))
)]

f1(x1) f2(x2),

où Φ désigne la fonction de répartition de la loiN (0, 1). Pour une telle loi de X donnée,
on connaît toujours une transformation qui permet de se ramener à un vecteur gaussien
(et donc en préservant la copule). C’est l’objet du lemme suivant.

Lemme 4.3.8. Soit X le vecteur défini précédemment et Y = (Y1, Y2) un vecteur gaussien
centré de covariance ρ. On définit la transformation :

Ψ : R2 → R2

(x, y) 7→ (F−1
1 ◦Φ(x), F−1

2 ◦Φ(y))
.

Alors X et Ψ(Y) ont la même loi.
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Cette transformation se rencontre parfois dans la littérature sous le nom de transfor-
mation de Nataf [65], et constitue un outil classique de changement de variable marginal
entre deux lois de probabilité.

Démonstration. La preuve est directe. Considérons g : R2 → R une fonction continue
bornée. Pour alléger les calculs, on notera :

c(x, y) =
1√

1− ρ2
exp

[
− 1

2(1− ρ2)
(ρ2(x2 + y2)− 2ρxy)

]
,

et fG la densité de la loi N (0, 1). La densité de Y est donc donnée, pour tout (y1, y2) ∈
R2, par :

fY(y1, y2) = c(y1, y2) fG(y1) fG(y2).

On calcule alors E[g(Ψ(Y))] :

E[g(Ψ(Y))] =
∫

R2
g(Ψ(y1, y2))c(y1, y2) fG(y1) fG(y2)dy1dy2

On effectue alors le changement de variable (x1, x2) = Ψ(y1, y2). Les hypothèses sur les
lois en jeu assurent que Ψ est un C1 difféomorphisme de l’intérieur du support de la loi
de X dans R2 d’inverse donné par :

Ψ−1(x1, x2) =
(

Φ−1(F1(x1)), Φ−1(F2(x2))
)

et de jacobien :
F′1(x1)

Φ′ ◦Φ−1(F1(x1))
0

0
F′2(x2)

Φ′ ◦Φ−1(F2(x2))

 =


f1(x1)

fG ◦Φ−1(F1(x1))
0

0
f2(x2)

fG ◦Φ−1(F2(x2))


Le changement de variable donne donc :

E[g(Ψ(Y))] =
∫

R2
g(x1, x2)c(Ψ−1(x1, x2)) fG(Φ−1(F1(x1))) fG(Φ−1(F2(x2)))×

× f1(x1) f2(x2)

fG(Φ−1(F1(x1))) fG(Φ−1(F2(x2)))
dx1dx2

=
∫

R2
g(x1, x2)c(Ψ−1(x1, x2)) f1(x1) f2(x2)dx1dx2

=
∫

R2
g(x1, x2) fX(x1, x2)dx1dx2,

d’après la formule de fX rappelée ci-dessus. On a donc bien l’égalité en loi entre X et
Φ(Y). �

Un corollaire direct de cette proposition est un résultat de transport, qui permet
de déformer une région de prédiction gaussienne vers une région de prédiction pour
n’importe quel couple de variables aléatoires à copule gaussienne.
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Corollaire 4.3.9. Soit X un vecteur aléatoire de copule gaussienne de covariance ρ et Y le
vecteur gaussien défini précédemment. Soit α ∈]0, 1[ et Dα une région de prédiction de niveau
α pour Y (telle que définie dans la Proposition 4.3.7). Alors Ψ(Dα) est une région de prédiction
de niveau α pour X.

Démonstration. D’après le lemme précédent, X et Ψ(Y) ont même loi et Ψ est un difféo-
morphisme, donc

α = P(Y ∈ Dα) = P(Ψ(Y) ∈ Ψ(Dα)) = P(X ∈ Ψ(Dα)),

ce qui clôt la preuve. �

À titre d’exemple, on compare les régions de prédiction à niveau fixé obtenues
pour la loi N2(0, Γρ) et le couple X = (X1, X2) de mêmes copule et covariance, où
X1 ∼ N (0, 1) et X2 ∼ Gum(0, 1). La fonction de répartition de la loi de Gumbel centrée
réduite est donnée par x 7→ exp(−e−x). La fonction Ψ dans ce cas-là est donc donnée
par :

Ψ(x1, x2) = (x1,− log(− log(Φ(x2))).

On obtient, pour un niveau 0.9 fixé et deux covariances différentes, les régions sui-
vantes.

(a) ρ = 0.5 (b) ρ = 0.9

FIGURE 4.5 – Régions de prédiction de niveau α = 0.9

Avant de détailler les points relatifs au maillage, notons que cette approche par
régions de prédiction est également valable pour les lois à support compact. En effet,
le calcul numérique de la densité jointe peut poser problème au voisinage du bord du
domaine. Si X1 est à support dans un intervalle [a, b], alors on a exactement F1(a) =
0 et F1(b) = 1, ce qui entraîne que Φ ◦ F1 n’est pas définie en ces points (sauf à lui
donner une valeur infinie). Afin de pallier à ce problème, il peut être nécessaire de
laisser une marge entre le bord du domaine réel et le bord du domaine de travail. La
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méthode par région de prédiction a l’avantage de proposer un nouveau domaine qui
prend en compte la corrélation des marges et dont le bord est assez régulier (car image
d’une ellipse par un C1-difféomorphisme). À titre d’exemple, le régions de prédiction
de niveau α = 0.95 pour un couple de lois triangulaires standard de copule gaussienne
pour différentes valeurs de ρ sont présentées ci-dessous.

FIGURE 4.6 – Régions de prédiction de niveau 0.95 pour différentes valeurs de ρ (lois
triangulaires)

La forme des régions de prédiction ci-dessus diffère beaucoup de celle du support
de la loi, qui reste le carré [0, 1]2. La méthode proposée permet donc même dans le cas
de lois à support compact de réduire drastiquement la taille du domaine étudié, et donc
une concentration efficace dans les régions du plan où la densité charge le plus.

Maintenant que les domaines d’étude ont été définis, il est nécessaire de mailler ces
derniers pour continuer.

Maillage

Dans toute cette partie, les concepts seront illustrés sur un vecteur de marges gaus-
sienne et Gumbel standards, de copule gaussienne avec covariance ρ = 0.5, sans res-
triction a priori de la loi à un domaine compact particulier.

FEniCS comprend la plupart des outils permettant de résoudre un problème par
éléments finis du début à la fin. Malheureusement, le mailleur qu’il propose n’est pas
très performant lorsque les domaines de travail ont des formes complexes. La première
approche développée pour traiter la région de prédiction d’un vecteur non gaussien fut
de mailler une ellipse (donnée comme région de prédiction d’un vecteur gaussien), puis
de déformer le maillage obtenu via le difféomorphisme Ψ introduit précédemment. Il
en résulte alors un maillage le la région de prédiction d’intérêt. À titre d’illustration,
voilà le résultat obtenu pour le couple gaussien/Gumbel illustré précédemment.
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(a) Vecteur gaussien (b) Vecteur gaussien/Gumbel

FIGURE 4.7 – Maillage des régions de prédiction de niveau α = 0.9, ρ = 0.5

Si le premier maillage semble correct, on observe de fortes déformations dans le
second. Comme cela a déjà été abordé, les éléments résultants peuvent poser des pro-
blèmes de définition des fonctions de base des éléments finis et donc de résolution
numérique sur ce domaine.

Choix a donc été fait de se tourner vers un autre mailleur, bien connu des mécani-
ciens 2 : GMSH. Logiciel libre de maillage par éléments finis, GMSH s’intègre très bien
dans un environnement FEniCS pour mailler des domaines complexes. L’algorithme
utilisé est dit "Frontal-Delaunay", basé sur la triangulation de Delaunay [30] et l’algo-
rithme de Bowyer-Watson [22, 88], tel qu’introduit par Rebay dans [75].

Ce mailleur peut prendre en entrée l’équation paramétrée du bord et une grandeur
représentant la taille des éléments. Il procède ensuite d’abord à un maillage 1D du bord,
avant de mailler l’intérieur. La taille des éléments est choisie en étudiant la stabilité du
résultat obtenu en fonction de ce paramètre, comme cela sera abordé plus tard.

Nous ne rentrerons pas plus dans le détail des algorithmes de triangulation, et don-
nerons seulement, toujours à titre d’illustration, les deux maillages des domaines pré-
cédents avec le nouveau mailleur. La taille des éléments est prise à 0.1, pour α = 0.9 et
ρ = 0.1.

2. un grand merci à Morgane et Robin !
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(a) Vecteur gaussien (b) Vecteur gaussien/Gumbel

FIGURE 4.8 – Maillage GMSH des régions de prédiction

Dans les deux cas, le maillage obtenu est bien plus régulier. Cette régularité peut
s’observer de façon plus précise sur le conditionnement des matrices, et plus particu-
lièrement celui de la matrice de rigidité. À cette fin, on trace ci-dessous le conditionne-
ment de cette dernière, pour α = 0.9 et ρ = 0.5 fixés, en fonction du nombre de sommets
du maillage (en échelle semi-logarithmique).

FIGURE 4.9 – Conditionnement de la matrice de rigidité en fonction des éléments

On observe dans les deux cas que plus le nombre d’éléments est grand, plus le
conditionnement est élevé. C’est un résultat attendu, car un domaine maillé finement
donnera une matrice de rigidité plus grande, et donc potentiellement plus creuse que
pour un maillage plus grossier. Néanmoins, le conditionnement est bien plus important
pour le maillage FEniCS que pour le maillage GMSH, et de plusieurs ordres de gran-
deurs. L’intuition visuelle est donc confirmée par l’expérience, ce qui valide l’utilisation
de ce dernier.
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On ne peut malheureusement pas se contenter d’un maillage grossier, le condition-
nement de la matrice de rigidité n’étant pas un objectif en soi. En effet, on attend comme
cela a déjà été mentionné que le résultat obtenu par éléments finis converge quand la
finesse du maillage tend vers 0. Il est donc a priori nécessaire de trouver un équilibre
entre la taille du maillage et la précision attendue. Mais si l’augmentation du nombre
de sommets complexifie la résolution, il en va de même avec le paramètre α. En effet, ce
dernier détermine la taille de la région d’intérêt, et l’approximation tendra à être d’au-
tant meilleure que α est proche de 1. Les expériences numériques montrent que, dans
le présent contexte, la valeur seuil α = 0.75 ne semble pas pouvoir être dépassée sans
entraîner un défaut de l’algorithme de résolution. On trace ci-dessous, pour différentes
valeurs de α et ρ = 0.5, la valeur calculée du trou spectral en fonction de la taille du
maillage.

(a) α = 0.65 (b) α = 0.75 (c) α = 0.8

FIGURE 4.10 – Valeur du trou spectral en fonction de la taille du maillage

On observe bien dans les deux premiers cas une décroissance qui semble se stabi-
liser. Ce n’est pas le cas pour α = 0.8, où la taille du domaine empêche de mettre en
œuvre un maillage trop fin et d’observer une convergence. La valeur α = 0.75 semble
représenter le meilleur compromis entre la taille du domaine et la finesse permise
pour le maillage. Pour le confirmer, on peut tracer une courbe similaire en poussant
le maillage plus loin.

FIGURE 4.11 – Valeur du trou spectral en fonction de la taille du maillage, α = 0.75

Ce second graphe conforte la convergence observée précédemment. Ce type de
graphe permet d’établir un seuil au-delà duquel la valeur calculée de la constante de
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Poincaré n’évolue pratiquement plus, seuil qui pourra être utilisé dans les calculs pra-
tiques.

Cette démarche, opérée ici sur le cas du couple gaussien/Gumbel standard (non res-
treint a priori) peut être répétée pour tous les cas à traiter selon cette méthode. Notons
que des cas différents peuvent donner un niveau α maximal et un seuil de convergence
très différents. À titre de comparaison, on donne ci-dessous trois graphes de conver-
gence pour trois valeurs de α différentes dans le cadre du couple gaussien/Gumbel
évoqué en 4.3.5.

(a) α = 0.8 (b) α = 0.9 (c) α = 0.99

FIGURE 4.12 – Valeur du trou spectral en fonction de la taille du maillage

On observe dans les trois cas une stabilisation autour de 2500 sommets, pour des
valeurs de α proches de 1. La troncature sur la loi borne le domaine de travail et rend
possible les calculs pour des valeurs élevées de α. Le dernier graphique montre une
certaine instabilité pour les maillages les plus grossiers, qui se corrige quand le nombre
de mailles est assez important.

Notons ici une double décroissance du trou spectral calculé : en α à taille du maillage
fixée et en la taille du maillage à α fixé. Les deux sont attendues, du fait de la formu-
lation de Courant-Fischer des valeurs propres : augmenter α ou la taille du maillage
revient à calculer un infimum sur un espace plus gros, ce qui résulte en une moindre
valeur du trou spectral.

Avant de la mettre en œuvre sur les données du problème de sensibilité, il faut
néanmoins valider les résultats obtenus par l’algorithme. Pour ce faire, on se base sur
un cas explicite : le vecteur gaussien.

4.3.4 Validation de la méthode

La valeur théorique des constantes de Poincaré recherchées est la plupart du temps
inconnue. Il est donc difficile de savoir si la valeur vers laquelle converge l’algorithme
est proche de la réalité. Il existe néanmoins une famille de lois pour lesquelles la valeur
optimale de cette constante est connue, qui vont nous permettre de vérifier les résultats :
les vecteurs gaussiens.

Proposition 4.3.10. Soit γρ = N2(0, Γρ) pour un certain ρ ∈ [0, 1[. Alors λ1(γρ) =
1

1 + ρ
.
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Démonstration. Ce résultat repose sur la théorie de Bakry-Émery telle que présentée
dans les chapitres précédents. On rappelle que la densité de γρ est donnée par :

fρ(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

[
− 1

2(1− ρ2)
(x2 + y2 − 2ρxy)

]
,

soit fρ(x, y) ∝ e−Vρ(x,y), avec Vρ(x, y) =
1

2(1− ρ2)
(x2 + y2 − 2ρxy). La hessienne de

Vρ est donnée par Γ−1
ρ , et ses valeurs propres sont

1
1 + ρ

et
1

1− ρ
. D’après la Proposi-

tion 1.2.6, on a donc λ1(γρ) ≥
1

1 + ρ
. Pour avoir l’égalité, il suffit d’exhiber une fonction

propre du générateur −Lρ associé. Ce générateur est défini, pour une fonction f assez
régulière, par :

−Lρ f = −∆ f +∇Vρ · ∇ f ,

soit, en remplaçant Vρ par son expression,

−Lρ f (x, y) = −∆ f (x, y) +
1

1− ρ2

(
x− ρy
y− ρx

)
· ∇ f (x, y), (x, y) ∈ R2.

Dans le cas indépendant, les fonctions propres associées à λ1 sont les polynômes de
degré 1, et vues les directions propres de la matrice de covariance, la fonction (x, y) 7→
x + y est un bon candidat. En effet, on a

−Lρ(x + y) = −∆(x + y) +
1

1− ρ2

(
x− ρy
y− ρx

)
· ∇(x + y)

=
1

1− ρ2 (x− ρy + y− ρx)

= (x + y)
1− ρ

1− ρ2 =
1

1 + ρ
(x + y).

Ainsi, l’inégalité ci-dessus est saturée pour cette fonction, ce qui implique que le trou

spectral est exactement égal à
1

1 + ρ
. �

Le principal intérêt de cet exemple est qu’il fournit une infinité de cas pour valider le
résultat sur différentes valeurs de ρ. On représente ci-dessous deux graphes en fonction
de ρ, le premier de l’erreur relatif sur la méthode, le second du nombre de degrés de
liberté du maillage (à titre indicatif). On a pris α = 0.95.
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FIGURE 4.13 – Erreur relative de la méthode

La taille des éléments et le niveau de prédiction étant fixés pour tous les calculs, on
observe une diminution du nombre de degrés de liberté lorsque ρ augmente. Cela se
traduit par une augmentation de l’erreur relative, sans que l’on puisse dire si celle-ci est
imputable à la valeur de la corrélation ou uniquement à la diminution du nombre de
sommets du maillage. Pour séparer ces deux problèmes, il peu paraître plus judicieux
de se concentrer sur une ou deux valeurs de ρ (par exemple 0.3 et 0.5, celles présentes
dans le modèle), et d’observer l’erreur obtenue en fonction de α et du nombre de degrés
de liberté. Les résultats sont donnés dans les deux tableaux suivants.

α
ndl 500 1700 6600 18000

0.9 29.8% 29.7% 29.6% 29.6%
0.95 16.3% 16.3% 16.2% 16.2%
0.99 4.36% 4.34% 4.33% 4.33%

(a) ρ = 0.3

α
ndl 500 1700 6600 18000

0.9 30.1% 30.0% 29.9% 29.9%
0.95 16.5% 16.4% 16.4% 16.4%
0.99 4.40% 4.37% 4.37% 4.36%

(b) ρ = 0.5

TABLE 4.3 – Erreur relative de la méthode pour le vecteur gaussien en fonction des
paramètres du modèle

On observe d’abord que, toutes choses égales par ailleurs, l’erreur relative est très
légèrement plus importante dans le cas ρ = 0.5. Ces différences se retrouvent pour
toutes les valeurs de α et ndl . Elles sont néanmoins relativement faibles en regard de
la valeur de l’erreur. On observe également que, dans les deux cas, l’erreur diminue
sensiblement lorsque ndl augmente (bien que la différence soit, encore une fois, assez
minime). Ainsi, la valeur de la corrélation et le nombre de degrés de liberté du maillage
participent conjointement, mais dans une faible mesure, à la variation de l’erreur nu-
mérique.

Les différences les plus notables dans la valeur de l’erreur sont néanmoins celles
observées pour différentes valeurs de α. Ainsi, une augmentation de l’ordre de 10% sur
α entraîne une division de l’erreur par un facteur au mois 6. On veillera ainsi, dans la
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mise en œuvre de la méthode, à privilégier les valeurs de α les plus faibles, quitte à
opter pour des maillages un peu plus grossiers.

A parte II : approche analytique de la constante de Poincaré

Avant d’appliquer la méthode d’éléments finis développée ci-dessus au problème
d’analyse de sensibilité, on présente un résultat intermédiaire qui vise à établir une
estimation analytique de la constante de Poincaré d’un couple de variables aléatoires
en fonction de leur corrélation. On se place dans le cadre de la section précédente, avec
X un vecteur aléatoire de copule gaussienne de covariance ρ de marges F1 et F2, et Y un
vecteur gaussien centré de covariance Γρ. On note SX le support de la loi de X et S̊X son
intérieur.

On définit alors deux fonctions G1 et G2 : pour tout t ∈ R,

G1(t) = Φ−1 ◦ F1(t) et G2(t) = Φ−1 ◦ F2(t).

Ces deux fonctions interviennent dans le changement de marges tel que décrit dans le
Lemme 4.3.8. Plus précisément, la fonction de transport inverse Ψ−1 s’exprime, pour
tout (x1, x2) ∈ S̊X, par :

Ψ−1(x1, x2) = (G1(x1), G2(x2)).

La précision de l’intérieur du support assure que la fonction Ψ définie plus haut est
bien un difféomorphisme. Sous ces hypothèses, entendu que toutes les fonctions de
répartition en jeu sont continues, Ψ induit en fait un C1-difféomorphisme global de R2

dans S̊X. On obtient alors le résultat suivant.

Théorème 4.3.11. Sous les hypothèses ci-dessus, on a pour tout ρ ∈ [0, 1[ :

cP(X) ≤ (1 + ρ) sup
R2
{max(I, I I)},

où I et I I sont deux fonctions réelles données, pour tout (x, y) ∈ R2, par :

I(x) =
fG (G1(x))2

f1(x)2 1S̊X
(x, y), I I(y) =

fG (G2(y))
2

f2(y)2 1S̊X
(x, y).

Notons que I et I I ne dépendent pas de ρ. De plus, la définition de I et I I est don-
née à l’intérieur du support de la loi de X, et arbitrairement fixée à 0 en-dehors (où le
numérateur et le dénominateur sont tous deux nuls).

Démonstration. Ce résultat repose essentiellement sur l’application du Lemme 4.3.8 : les
couples X et Ψ(Y) ont même loi. Il s’ensuit que pour toute fonction f : R2 → R assez
régulière, on a :

Var( f (X)) = Var( f ◦Ψ(Y)).

Ainsi, l’inégalité de Poincaré pour la gaussienne (qui découle de la Proposition 4.3.10)
donne :

Var( f (X)) ≤ (1 + ρ)E[|∇( f ◦Ψ)(Y)|2].
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Le gradient de la fonction ci-dessus est donné par :

∇( f ◦Ψ) = Jac(Ψ)∇ f ◦Ψ,

dont il suit :
E[|∇( f ◦Ψ)(Y)|2] = E[|Jac(Ψ)(Y)∇ f (Ψ(Y))|2].

Pour se ramener à une inégalité de Poincaré pour X, on doit le faire apparaître dans le
membre de droite ci-dessus. En utilisant le Lemme 4.3.8 de nouveau, on a :

E[|Jac(Ψ)(Y)∇ f (Ψ(Y))|2] = E[|Jac(Ψ)(Ψ−1(X))∇ f (X)|2]
= E[∇ f (X)TJac(Ψ)(Ψ−1(X))TJac(Ψ)(Ψ−1(X))∇ f (X)].

Comme vu dans la preuve du lemme sus-mentionné, le jacobien de Ψ est diagonal, et
on a alors :

Jac(Ψ)TJac(Ψ) = Jac(Ψ)2 = diag

(
f 2
G

( f1 ◦ G−1
1 )2

,
f 2
G

( f2 ◦ G−1
2 )2

)
,

et donc par définition de Ψ−1 :

Jac(Ψ)2 ◦Ψ−1 = diag
(
( fG ◦ G1)

2

f 2
1

,
( fG ◦ G2)2

f 2
2

)
.

On a ainsi pour presque tout X :

Jac(Ψ)2(Ψ−1(X)) =
(

I(X1) 0
0 I I(X2)

)
,

et conséquemment :

∇ f (X)TJac(Ψ)2(Ψ−1(X))∇ f (X) ≤ max(I(X1), I I(X2))|∇ f (X)|2

≤ sup
R2

max(I, I I)|∇ f (X)|2.

Cela donne pour la variance :

Var( f (X)) ≤ (1 + ρ) sup
R2

max(I, I I)E[|∇ f (X)|2],

et on a ainsi l’estimation annoncée :

cP(X) ≤ (1 + ρ) sup
R2

max(I, I I).

�
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Le comportement en ρ de la borne obtenue dépend uniquement du choix de la co-
pule. Notons néanmoins que les fonctions I et I I dépendent également de ce choix,
mais pas de la valeur de la corrélation. On a alors pour le trou spectral :

λ1(X) ≥
C(X)
1 + ρ

,

où λ1(X) désigne par abus de notation la première valeur propre non nulle de l’opé-
rateur de diffusion associé à la loi de X et C(X) = supR2 max(I, I I)−1. La dépendance
en ρ semble alors complètement encodée par la copule, indépendamment du choix des
marges, et la décroissance en ce paramètre est cohérente avec les expériences numé-
riques. Notons enfin que cette borne est optimale : si les deux marges sont gaussiennes,
les deux fonctions I et I I sont constantes égales à 1, et on retrouve la valeur du trou
spectral indiquée dans la Proposition 4.3.10.

On peut également revenir sur la conjecture énoncée à la fin de l’introduction. Si on
pose g(y1, y2) = y1 + y2 pour (y1, y2) ∈ R2, on a d’une part :

Var(g(Y)) = Var(Y1) + Var(Y2) + 2Cov(Y1, Y2) = 2(1 + ρ),

et d’autre part :
E[|∇g(Y)|2] = E[2] = 2.

Le trou spectral gaussien implique que cP(Y) ≤ (1 + ρ), et le calcul précédent donne :

Var(g(Y)) = 2(1 + ρ) = (1 + ρ)E[|∇g(Y)|2].

L’inégalité IP(1 + ρ) est donc saturée par g, et on en déduit donc que cP(Y) = 1 + ρ.
Notons que l’on peut retrouver ce résultat par tensorisation dans le cas indépendant
(voir la Proposition 1.2.5).

On ne peut malheureusement pas être aussi affirmatif dans le cas général, bien que
la décroissance de la borne du Théorème 4.3.11 et le comportement en ρ observé numé-
riquement dans la partie précédente soient en faveur de la conjecture.

Le principal écueil de ce résultat est la valeur de la constante C(X). Elle n’est bien-
sûr pas explicite, et son estimation est difficile à obtenir. Dans le cas d’un couple gaus-
sien/Gumbel, les expériences numériques sont en accord avec la borne résultante, bien
que cette dernière (obtenue également numériquement et de façon assez sommaire) soit
loin de l’optimal. C’est d’autant plus vrai dans le cas particulier ρ = 0 (marges indé-
pendantes), où l’on sait déjà par tensorisation (voir la Proposition 1.2.5) que λ1(X) ≥ 1.
La borne donnée dans ce cas-là par le théorème précédent est malheureusement bien
plus faible (de l’ordre de 10−2), de sorte que l’estimation n’apporte ici pas d’information
supplémentaire.

Dans le cas de marges à support compact (par exemple pour les couples de lois
triangulaires), il n’est pas évident que les fonctions I et I I soient bornées. Si elles ne le
sont pas, la constante C(X) est nulle, et la borne obtenue sur le trou spectral est alors
triviale. Une façon d’assurer la bornitude de I et I I est de demander que la densité
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de chaque marge soit uniformément minorée par une constante strictement positive
sur SX (ce qui est par exemple le cas pour les lois uniformes, mais pas pour les lois
triangulaires).

On peut discuter à ce titre du cas de deux marges uniformes sur [0, 1]. Les deux
fonctions I et I I coïncident, et on a pour tout x ∈ [0, 1] :

I(x) = fG(Φ−1(x))2.

et donc
sup

R2
max(I, I I) = sup

x∈[0,1]
fG(Φ−1(x))2.

Ce supremum est atteint pour Φ−1(x) = 0 (soit x = 1/2) et vaut 1/2π. On a ainsi
C(X) = 2π, et la borne du théorème devient, pour tout ρ ∈ [0, 1[ :

λ1(X) ≥
2π

1 + ρ
.

Pour ρ = 0, on sait par tensorisation que λ1(X) ≥ π2 (voir par exemple [31] ou [8]
§4.5.2). La borne obtenue par le Théorème 4.3.11 est donc plus proche de l’optimal que
dans le cas de la loi de Gumbel, mais n’apporte malheureusement pas d’information
nouvelle. Ce cas est jusqu’à maintenant le seul, avec celui des marges gaussiennes, pour
lequel toutes les grandeurs en jeu sont connues et peuvent être comparées avec préci-
sion.

Comprendre le comportement de I et I I de façon fine serait d’un grand intérêt dans
l’utilisation du Théorème 4.3.11, notamment pour fournir des estimations utiles dans la
validation de la méthode présentée dans ce chapitre.

4.3.5 Implémentation

La méthode développée ci-dessus permet d’effectuer le réglage de l’algorithme pour
les couples présents dans le problème de sensibilité. Les résultats de trou spectral obte-
nus sont présentés dans le tableau ci-dessous, avec la valeur de chaque paramètre. Les
marges sont ramenées à leurs paramètres standards.

Marges Covariance ρ Niveau α Degrés de liberté Trou spectral
Gumbel/Gaussienne 0.5 0.995 4829 0.67

Triangulaires 0.3 0.995 10178 18.1

TABLE 4.4 – Valeur approchée du trou spectral pour les couples du modèle

Le premier couple est restreint a priori au domaine
[
−15

8
,+∞

[
×
[
−513

558
,

1987
558

]
, et

le second au carré [0, 1]2. Le temps d’exécution est de 139.5s pour le premier couple et
de 181.0s pour le second.
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Il reste maintenant à calculer la constante de normalisation présente dans la Pro-
position 4.2.6. Pour cela, il faut identifier les transformations en jeu qui permettent de
ramener chacun des cas au cas standard.

Dans la suite, on notera X = (X1, X2, X3, X4, X5, X6) = (Q, Ks, Zm, Zv, L, B). Les
hypothèses formulée précédemment indiquent que, pour I = {1, 2}, I′ = {3, 4} et
I′′ = {5, 6}, les couples XI , XI′ et XI′′ sont mutuellement indépendants. On est donc
bien dans le cadre d’application des Propositions 4.2.5 et 4.2.6.

Couple (Q, Ks)

Les marges initiales de XI = (Q, Ks) sont respectivement Gum(1013, 558) etN (30, 64).
La transformation de changement d’échelle se fait donc via les grandeurs :

mI =

(
1013
30

)
et sI =

(
558 0
0 8

)
,

avec le changement de domaine évoqué plus haut. Ainsi, dans ce cas comme dans les
suivants, la matrice sI entre dans le cadre d’application du Corollaire 4.2.7. De plus, la
Proposition 1.2.3 permet d’estimer la constante de Poincaré c Ĩ du couple standard en
fonction du trou spectral approché. On en déduit donc :

DT
I ≤

1
0.67

(5582ν1 + 82ν2).

Couple (Zm, Zv)

Les marges initiales de XI′ = (Zm, Zv) sont toutes deux T (49, 50, 51). La fonction de
répartition Fa,c,b de la loi triangulaire T (a, c, b) est de plus donnée par l’expression :

Fa,c,b(x) =



0 si x ≤ a
(x− a)2

(b− a)(c− a)
si a < x ≤ c

1− (b− x)2

(b− a)(b− c)
si c < x ≤ b

1 si x > b.

Si c = (a + b)/2, on en déduit que
X− a
b− a

∼ T (0, 1/2, 1). La transformation de change-

ment d’échelle se fait donc via les grandeurs :

mI′ =

(
49
49

)
et sI′ =

(
2 0
0 2

)
.

Ainsi, on a ρ+(sI′) = 2 (ici, il n’y a pas de différence entre la Proposition 4.2.6 et le
Corollaire 4.2.7). On en déduit donc d’après le trou spectral ci-dessus :

DT
I′ ≤

22

18.1
νI′ .
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Couple (L, B)

Ce cas est très similaire au précédent, bien que les deux marges de XI′′ = (L, B) ne
présentent pas les mêmes paramètres. La première suit la loi T (4990, 5000, 5010), et la
seconde la loi T (295, 300, 305). La transformation de changement d’échelle se fait donc
via les grandeurs :

mI′ =

(
4990
295

)
et sI′ =

(
20 0
0 5

)
.

On en déduit donc, d’après le Corollaire 4.2.6 et le trou spectral ci-dessus :

DT
I′′ ≤

202

18.1
ν5 +

52

18.1
ν6.

Calcul des indices

La dernière étape de l’implémentation consiste à calculer les indices DGSM et la
variance totale afin d’obtenir des bornes explicites. Dans le cadre de ce modèle sim-
plifié, il est également possible de calculer les indices de Sobol’ totaux. Les deux cas
s’obtiennent par Monte-Carlo, avec des techniques néanmoins légèrement différentes.

Les indices DGSM nécessitent le calcul du carré des dérivées partielles de la fonction
d’intérêt, puis une estimation de l’intégrale de ces derniers. Cette estimation peut se
faire par Monte-Carlo, et le calcul des dérivées partielles par différences finies selon la
procédure ci-dessous. Par exemple pour l’indice ν1 associé à X1 pour une fonction f :

1. on génère un échantillon X(1), . . . , X(n) de copies indépendantes de X ;
2. en chaque point X(i), on calcule le quotient :

∆ε
1,i f =

f (X(i)
1 + ε, X(i)

2 , . . . , X(i)
d )− f (X)

ε
,

où ε est choisi assez petit. Si f est dérivable, on a ∆ε
1,i f −−→

ε→0
∂1 f (X) ;

3. on considère alors l’estimateur de Monte-Carlo :

ν̂1 =
1
n

n

∑
i=1

(∆ε
1,i f )2.

Pour ε assez petit, c’est un estimateur consistant sans biais de ν1.
Cette procédure doit être répétée pour chacun des indices à calculer. Chaque réalisation
de ν̂1 nécessite 2n appels de la fonction f (pour le calcul de chaque ∆ε

1,i f ). Dans un cadre
où la fonction est coûteuse, ou résulte d’une expérience physique, ces appels peuvent
être limités en nombre. Pour cela, on considérera des valeurs relativement faibles de n,
pour observer la performance de la borne obtenue en contexte de parcimonie.

Le calcul des indices de Sobol’ fait appel à des variance partielles. Ces dernières
sont obtenues empiriquement à partir de l’estimateur de Sobol’-Jansen [51], tel que
présenté par exemple dans [41], qui se base sur la formule "pick-and-freeze" (voir la
Proposition 4.2.8). La procédure est alors la suivante, pour une fonction f et un sous-
ensemble d’indices I ⊂ J1, dK :
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1. on génère un échantillon X(1), . . . , X(n) de copies indépendantes du vecteur aléa-
toire d’intérêt ;

2. on génère indépendamment Z(1)
I , . . . , Z(n)

I des copies indépendantes de XI ;

3. on considère l’estimateur de Monte-Carlo :

D̂T
I =

1
n

n

∑
i=1

(
f
(

X(i)
I , X(i)

−I

)
− f

(
Z(i)

I , X(i)
−I

))2
.

C’est un estimateur consistant sans biais de DT
I : on a, par définition de ZI , E[ f (XI , X−I)−

f (ZI , X−I)] = 0. Cet estimateur est de plus asymptotiquement efficace (au sens des esti-
mateurs sans biais : sa variance est asymptotiquement minimale parmi les estimateurs
sans biais de la même quantité). On observe enfin la propriété remarquable que D̂T

I = 0
presque sûrement dès que DT

I = 0 (autrement dit, l’estimateur est exact dès que les
variables ne sont pas influentes). Ces propriétés peuvent être retrouvées, entre autres,
dans [41].

Le calcul de cet estimateur demande également 2n appels à la fonction f , ce qui peut
poser les mêmes questions de parcimonie que pour l’estimateur des indices DGSM.
Notons néanmoins que le calcul de ν̂i n’utilise qu’un seul échantillon de X, quand ce-
lui de D̂I nécessite de regénérer une copie indépendante d’une partie de l’échantillon.
Cela peut poser problème dans certaines situations (par exemple quand les variables
sont issues d’un système physique), où l’on pourra préférer l’estimation via les indices
DGSM (bien que ces derniers soient en eux-mêmes plus difficiles à interpréter que les
indices de Sobol’). En effet, dans les situations pratiques, l’échantillon est obtenu avant
le calcul des estimateur et indépendamment de ceux-ci. Avec les méthodes décrites
ci-dessus, on disposera donc de moitié moins de variables pour l’estimation des in-
dices de Sobol’ que pour celle des indices DGSM ce qui, si l’échantillon de départ n’est
pas assez grand, peut poser des problèmes de stabilité des estimateurs (une taille trop
faible d’échantillon ne garantit par exemple pas la normalité asymptotique du TCL ou
la convergence presque sûre de la loi des grands nombres).

Afin d’évaluer uniquement la performance de ces derniers, on estimera les indices
de Sobol’ avec de grands échantillons, de sorte à pouvoir considérer la valeur obtenue
comme une valeur exacte. De même pour le calcul de la variance totale D, qui se fait
via l’estimateur sans biais classique.

Le graphe ci-dessous représente les bornes obtenues via les indices DGSM, en re-
gard des indices de Sobol’ pour la fonction C du modèle. Les bornes pour Hd et Cb
sont obtenues par le même procédé, mais via des constantes de Poincaré unidimen-
sionnelles. Les tailles d’échantillons sont précisées dans chaque cas.
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FIGURE 4.14 – Bornes sur les indices de Sobol’ pour la fonction C

Les résultats sont bons pour les couples de lois triangulaires ((Zm, Zv) et (L, B)) ainsi
que pour Cb : la borne obtenue est proche de la valeur réelle des indices, surtout pour
Cb et (L, B). En particulier, l’estimation via DGSM permet de retrouver les variables peu
influentes Cb et (L, B) mises en évidence par le calcul des indices de Sobol’. Les résultats
pour (Q, Ks) et Hd donnent des bornes supérieures à 1, qui sont donc inexploitables
pour des indices de sensibilité (qui sont par construction inférieurs à 1). Ce défaut est
lié à la régularité de la fonction C, et en particulier au caractère hautement non linéaire
en les différentes variables, particulièrement marqué sur la variable Hd.

Dans le cas de la fonction S, les résultats sont toujours bons pour les lois triangu-
laires, et meilleurs pour la variable Hb. On observe en réalité que, sur les plages de
valeurs concernées, la fonction S est, du fait de certaines des valeurs extrêmes en jeu,
presque linéaire en chacune des variables (sauf Ks et, dans une moindre mesure, Q).
Par ailleurs, les résultats observés en lien avec Q peuvent également être expliqués en
partie par le caractère "extrême" de la loi de Gumbel. Cette dernière est en effet utilisée
ici pour décrire les valeurs extrêmes d’un phénomène (le débit de la rivière), et la plage
de valeurs considérée peut expliquer la valeur de la borne obtenue après normalisation.
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Q−Ks Zv−Zm Hd Cb L−B
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FIGURE 4.15 – Bornes sur les indices de Sobol’ pour la fonction S

On peut également souligner que, couple (Q, Ks) excepté, la borne obtenue rend
compte du même ordre d’importance des couples de variables que les indices de Sobol’
(Hd, puis (Zv, Zm), Cb et (L, B)).

4.3.6 Conclusion et perspectives

La méthode proposée a permis, moyennant certains réglages, d’obtenir de nouvelles
bornes sur les indices de Sobol’ via les indices DGSM. Des estimations avec de petites
tailles d’échantillons ont montré des conclusions pertinentes et exploitables, dans les li-
mites permises par le modèle. Si les techniques utilisées peuvent difficilement s’étendre
en dimension supérieure (même avec des moyens matériels plus importants), elles per-
mettent de dépasser le cadre des variables indépendantes en considérant des couples de
variables liées, tout en proposant une implémentation assez simple et facile à paramé-
trer. À cette fin, les codes R et Python peuvent être obtenus sur demande, en attendant
la publication sur une plateforme idoine. Les temps de calcul sont également très rai-
sonnables, y compris pour un ordinateur peu puissant, à l’instar de celui sur lequel ces
lignes sont écrites.

Le comportement de l’algorithme dans le cas du couple (Q, Ks) pourrait néanmoins
être questionnés dans de futurs développements. Le lien entre le caractère "extrême" de
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la loi de Gumbel et les valeurs obtenues semble lié ici aux constantes de normalisation
et ne renseigne pas beaucoup sur la stabilité de l’algorithme dans ces cas précis. Notons
cependant que le calcul direct (sans normalisation préalable) a été essayé pour (Q, Ks),
sans résultats probants (les valeurs extrêmes des marges semblant en effet affecter for-
tement la performance de l’algorithme).

D’autres pistes de maillage pour la résolution par éléments finis pourraient égale-
ment être explorées, notamment en prenant en compte les valeurs mêmes de la densité.
En effet, la valeur de la densité est rarement homogène, même sur une région de prédic-
tion fixée, et il pourrait être alors pertinent de s’intéresser à des maillages qui rendent
compte de cette hétérogénéité. De tels maillages pourraient par exemple reposer sur la
génération d’un échantillon de la loi d’intérêt, dans la mesure où cette opération n’est
pas elle-même trop coûteuse. Un réflexion pourrait aussi être conduite autour des va-
leurs de conditionnement obtenues pour les matrices de rigidité.

Un approfondissement des résultats théoriques pourrait renforcer la méthode utili-
sée ici, par exemple une compréhension plus fine des grandeurs en jeu dans le Théo-
rème 4.3.11. S’il semble que les constantes obtenues sont loin de l’optimal dans le cas
de variables indépendantes (le seul où des valeurs suffisamment précises, voire exactes,
sont connues), la question reste ouverte pour des couples non indépendants. On pour-
rait également s’intéresser à la méthode de preuve en elle-même, au sein de laquelle la

borne uniforme utilisée sur la matrice
(

I(X1) 0
0 I I(X2)

)
pourrait être discutée. Enfin, il

serait intéressant de réussir à élargir la palette d’exemples d’applications, par exemple
en incluant un algorithme d’approximation de la constante C(X).

Pour conclure, la méthode présentée ici peut être appliquée à d’autres choix de fonc-
tions (un peu dans l’esprit de [55]), par exemple les fonctions de Morris [64], qui pour-
raient mettre en lumière l’influence de la fonction sur les bornes obtenues de façon
peut-être plus claire que le modèle de crue.
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RÉSUMÉ

Cette thèse s’inscrit dans une série de travaux menés par Aldéric Joulin, Michel Bon-
nefont et leurs collaborateurs, dont le but est d’appliquer des relations d’entrelacement
pour obtenir des informations sur certains générateurs de Markov. Le présent travail
traite de trois propriétés plus spécifiquement : les inégalités de Poincaré, de Sobolev lo-
garithmiques et les estimations spectrales. Les deux inégalités ci-dessus sont des outils
classiques d’analyse infini-dimensionnelle, qui présentent des liens intéressants avec
les générateurs sus-mentionnés et les propriétés de la mesure de Boltzmann-Gibbs as-
sociée.

Le premier chapitre propose une approche basée sur les semi-groupes de Feynman-
Kac pour déduire de nouvelles estimations en relation avec l’inégalité de Sobolev loga-
rithmique. Les résultats sont obtenus en utilisant le lien entre générateurs et processus
stochastiques, via les semi-groupes de Feynman-Kac.

Le deuxième chapitre pousse la réflexion amorcée par l’inégalité de Poincaré sur
l’estimation des valeurs propres desdits générateurs en proposant une vision algé-
brique pour l’estimation de ces dernières. Ce travail fait écho à un article récent d’Ema-
nuel Milman sur le sujet, où une approche par transport optimal était privilégiée. Les
multiplicités associées sont également discutées, en lien notamment avec de récents
travaux de Franck Barthe et Boaz Klartag.

Enfin, le dernier chapitre traite d’une application des inégalités de Poincaré à l’ana-
lyse de sensibilité, où ces dernières sont utilisées pour faire un lien entre deux familles
d’indices de sensibilité. Une méthode d’estimation en lien avec cette inégalité en di-
mension deux est proposée, basée sur des techniques d’éléments finis.

ABSTRACT

This thesis is part of a series of works carried out by Aldéric Joulin, Michel Bon-
nefont et alius, which aims at using intertwining relations to infer properties of some
Markov generators. The present work deals specifically with three properties : Poin-
caré inequalities, logarithmic Sobolev inequalities and spectral estimates. Both above
inequalities are widely use tools in infinite-dimensional analysis, that relate to the latter
generators and underlying Boltzmann-Gibbs invariant distribution. In the first chapter,
a method based on Feynman-Kac semigroups is proposed to infer new estimates, in
relation to the logarithmic Sobolev inequality. The connexion between generators and
stochastic processes is explored via a representation theorem for Feynman-Kac semi-
groups.

In the second chapter, an algebraic approach to the estimation of eigenvalues of
the aforementioned generators is discussed. This work echoes a related recent article
by Emanuel Milman, in which he used optimal transport results in this very purpose.
Multiplicities are addressed as well, in relation to the recent work of Franck Barthe and
Boaz Klartag.

In the last chapter, the relation between Poincaré inequalities and sensitivity ana-
lysis is investigated, particularly in order to compare two types of sensitivity indices.
An estimation method related to this inequality is developed in dimension two, using
finite elements methods.
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