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NOTATIONS

e Minuscules latines
e(t) : Vecteur de commande
f : Fonction a valeur vectorielle non linéaire
fen @ Coefficient de frottement fluide (visqueux) de la charge
fr : Coefficient de frottement fluide (visqueux) du rotor
g : Fonction a valeur vectorielle non linéaire
[ : Longueur d’un tuyau
In : Logarithme népérien
n : Nombre ou ordre d’état du systéme
m : Nombre ou ordre de commandes
m : masse de sciure de bois
My - Masse de sortie
n : Rapport de réduction
p : Variable de Laplace
r : Nombre ou ordre de sorties
s(t) : Vecteur de sorties (ou d’observation)
t: Temps
x(t) : Variables d’état
v : Variation de volume de sciure dans le réservoir

w : Entrée de la perturbation

e Majuscules latines
A, A; : Matrice dynamique (ou d’état) du systeme

B, B; : Matrice d’application de la commande du systéme
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C, C; : Matrice d’observation

C.(t) Couple de force €lectromécanique

C, : Couple de charge totale sur le moteur ou I’ensemble de toutes les perturbations
D, D; : Matrice d’application directe de la commande
E : force électromotrice

G : Fonction de transfert ou processus

I, : Courant de I’induit

Im : Imaginaire

I, : Matrice unitaire a n X n dimensions

Jcn : Moment d’inertie de la charge

J»- : Moment d’inertie du rotor

K : Constante quelconque

K : Constante de la vis

L, : Inductance de 1’induit

P : Matrice définie positive, solution de I’équation de Lyapunov, satisfaisant 1’AR/ et la LMI
Q : Débit de I’eau

R : Rayon d’un tuyau

T, : Température désirée

T(t) : Température

V, : tension d’induite

R, : Résistance de I’induit

Z : Variable de Fourier

e Minuscules grecs

y : gain ou atténuation

X



U : Viscosité du liquide
¢ : Condition initiale fonctionnelle
¢, : Etat d’équilibre
0 : Variable
7 : Retard de temps
A; : Valeur propre
T4 : Constante de temps €lectrique
Tmec - Constante de temps mécanique
T, - temps de montée
e Majuscules grecs
V: Opérateur de décalage a retard
A : Déterminant ou erreur de perturbation
@ : Flux utile
Q) : vitesse angulaire
e Notations spéciales
A : Opérateur de retard
col{. } : Matrice colonne
det][.] : Déterminant
diag(.) : Diagonale
H,, : Norme H infini
L : Transformée de Laplace
L,[0, +oo[ : Ensemble des fonctions carrées intégrables sur [0, +oo[

¢(t) € C[—Tyax 0] : Fonction initiale continue a valeur vectorielle appartenant a la courbe

de [_TmaxJ 0]
N : Ensembles des nombres entiers

R : Tous les réels positifs



R"™ : Espace euclidienne
R™ ™ : Ensembles des réelles a des dimensions n X n

R™ X L,([—1,0], R™): Ensemble de fonctions carrées intégrables sur [—t, 0] de la famille de

fonctions continues [—1, 0] vers R".

Re(.) : Partie réelle de (.)

Im(.) : Partie imaginaire de (.)

|| || : Norme d’une matrice

Amax(A) : La plus grande valeur des valeurs propres de la matrice A € R™™"
Amin : La plus petite valeur des valeurs propres d’une matrice

o : Norme spectrale ou la plus grande valeur des valeurs singuliére

UA : Mesure de la matrice p(A),

p : Rayon spectral

V(x) : Fonction de Lyapunov

e Abréviations
AFDE : Advanced functional differential equations
DDE': Differential Differences Equation
EDFR : Equations différentielles Fonctionnelles Retardées
FDE': Functional Differential Equation
LTI: Linear Time Invariant
MIMO: Multi-Input/Multi-Output
MCC: Moteur a courant continu
SISO: Single-Input/Single-Output
NFDE : Neutral Functional Differential Equation
RFDE : Retarded functional differential equations
TDS: Time delay system
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INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME

Ce mémoire d’initiation en recherche contribue a la compréhension et a la modélisation des
systémes linéaires monovariables a retard a temps continu. Ces domaines d’existence, sa
commandabilité et sa stabilité, ainsi qu’une simulation de modéle seront donc les contenus

essentiels de ce travail.
Problématiques :

e La présence de retards rend l'analyse fonctionnelle et la conception de la commande
beaucoup plus complexe. Ce qui est plus mauvais et que quelques retards sont trop
longs a percevoir et le systéme est per¢u en tant que sans retard.

e [’existence du retard peut entrainer ou produire un effet indésirable sur la stabilité¢ du

systeme.
Objectifs du mémoire d’initiation en recherche :

e Comprendre le retard, ses effets et aussi ses domaines d’existence
e Mod¢éliser le systéme a retard
e Faire la synthése de commande des systémes a retard

e Simuler un systéme linéaire a retard

Dans les débuts de la premiére décennie du XX¢ siécle, diverses théories de I'automatique et
de ses évolutions ont été longuement testées et appliquées. Dans ces deux domaines, la
nécessité¢ d'un raisonnement analytique explicite est apparue rapidement. Et puis, la
description mathématique de certains processus au sein de ces sujets a conduit a une étude des

systémes avec des retards.

Rivalisant avec la commande classique, la théorie de commande multivariable est un outil
puissant a traiter les issues de stabilité des systemes a retard. Cependant, il reste beaucoup de

difficultés en appliquant ces théories de commande aux processus industriels.

En effet, non seulement beaucoup de systeémes physiques incluent des retards dans leur
mécanisme, mais signalent également la transmission ou le transport des retards dans les
processus. L’existence des systémes d'applications ayant des retards de temps peuvent étre
trouvées dans le réseau neurologique, dans la commande des dispositifs des satellites, dans

des réacteurs chimiques, dans les systémes technologiques de communications, dans les



systémes de distributions de réseaux des puissances électriques, dans la suivie de la direction
automatique des avions a de vitesse treés élevées, ou encore les systémes de stabilisation dans

des bateaux et sous-marin.

Motivé alors par le besoin d'améliorer la compréhension et la conception de controle des
systémes a retard de temps, on va se concentrer sur la modélisation, 1'analyse de stabilité et la
synthése des systémes lin€aires, et pour bien assimiler les théories, une application sur le

retard de commande dans les moteurs a courants continus est modélisée et simulée.

Pour commencer, on va essayer de décrire et de représenter le systéme a retard, et de le
modéliser afin d’avoir une notion et maitrise de base dans le premier chapitre. Et dans le
second chapitre, on abordera les outils mathématiques essentiels et fondamentaux, ainsi que le
domaine ou I’on retrouve les systémes a retard et ses applications. Dans le troisiéme chapitre,
la question de commandabilité, observabilité et la stabilit¢ d’un systeme a retard seront
discutés. Le dernier chapitre qui est le quatrieme consiste sur 1’étude d’un modele des

systémes a retard a temps continu.
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CHAPITRE1. MODELISATIONS ET REPRESENTATION D’ETAT
DES SYSTEMES LINEAIRES AVEC RETARD A TEMPS CONTINU

1.1. Introduction

La premicre étape en étudiant un systéme physique est de le traduire par des équations
mathématiques qui le décrivent et qui devraient convenir aussi informatiquement et, en méme
temps, de représenter adéquatement le systéme, d’ou la mod¢lisation. La maitrise de la notion
fondamentale de 1’automatique, de 1’analyse numérique, plus précisément sur les différentes
méthodes de la résolution analytique et numérique d’une équation différentielle et

modé¢lisation sont indispensable pour ce chapitre.

1.2. Notions fondamentales sur les systémes linéaires avec retard a

temps continu

1.2.1. Modélisation d’un systéme
Définition 1-1

La modélisation est la représentation d'un systéme par un autre, plus facile a appréhender. 1l
peut s'agir d'un systétme mathématique ou physique. Le modéle sera alors analogique ou

numérique.

La modé¢lisation analogique consiste a construire un systeme physique qui reproduit plus ou
moins un phénomeéne que 1'on souhaite étudier. L'observation du comportement du modele
permet de tirer des enseignements sur son intérét. Tandis que la modélisation numérique
consiste a construire un ensemble de fonctions mathématiques décrivant un phénomene. En
modifiant les variables de départ, on peut ainsi prédire les comportements dans le temps d’un

systéme physique.

1.2.2. Les systemes
Définition 1-2

Un systéme est une modélisation d’un procédé, possédant une ou plusieurs entrées, et une ou

plusieurs sorties. Les entrées du systeéme rassemblent les perturbations et les variables


http://www.futura-sciences.com/sciences/definitions/physique-analogique-396/
http://www.futura-sciences.com/tech/definitions/informatique-numerique-584/

manipulées, commandes ou grandeurs de réglage. Elles sont reliées au procédé en tant que tel
par un actionneur. Les sorties du systéme sont appelées variables controlées, mesures ou

grandeurs réglées. Le procédé est relié a la sortie du systéme par un capteur.
Définition 1-3

Le mot systeme fait référence étymologiquement a un ensemble organisé. En Automatique, on
désigne par systeme un procédé de nature quelconque qui évolue sous I’action de son entrée e
et dont I’évolution est caractérisée par sa sortie s. Si ces deux grandeurs sont des fonctions

d’une variable continue t, on parle de systeme a temps continu, d’entrée e(t) et de sortie
s(t).

Dans le cas d’un systeme échantillonné, les entrées et sorties sont a temps discret, mais le
systtme en lui-méme demeure a temps continu. Le systéme inclut donc un convertisseur
numérique-analogique en entrée, un convertisseur analogique-numérique en sortie et une
horloge permettant de fixer la fréquence d'échantillonnage. Il existe une infinité d’exemples
de systémes : les systémes mécaniques, les systemes électriques ou les systémes de procédés
chimiques, les systémes de télécommunications. La représentation du systéme ne pourra alors

se faire qu’avec de bonnes connaissances dans le domaine physique correspondant.

1.2.3. Différents types de systéemes
Les systemes peuvent €tre classés en plusieurs catégories.
Propriéteé 1.1

% Systéme a temps continus: on parle d'automatique. Il s'agit d'asservir, de

commander des grandeurs physiques de facon précise. Ce sont des systeémes qui

existent naturellement. Pour ces systémes, le temps t décrit la droite réelle.

K/

» Systémes a temps discret : ce sont des systemes pour lequel le temps k est une

variable discréte (on se ramene généralement au cas ou k décrit I’ensemble des
nombres entiers). Ces systemes n’existent pas a 1’état naturel (la majorité des
systémes physiques naturels sont a temps continu), mais étant donné que la plupart
des controleurs utilisés en automatique sont calculés par des processeurs
numeériques, il est parfois aussi intéressant de modéliser le systétme commandé

comme un systeéme a temps discret.



s Systémes a événements discrets : On parle d'automatisme (séquence d’actions dans

le temps), systémes dont le fonctionnement peut étre modélisé par des événements
discrets. Généralement, ces systemes sont modélisés par des réseaux de Pétri, des
grafcet (qui en sont des cas particuliers trés répandus, notamment dans I'industrie).
Exemple : chaine de montage, les distributeurs automatiques, les ascenseurs, les

automates dans le milieu industriel, les feux de croisement, les passages a niveaux.

*» Systémes hybrides : systémes dont la modélisation nécessite 1'utilisation des

techniques liées aux systémes continus et aux systémes a évenements discrets, par

exemple : une boite de vitesse électronique d’une voiture.

¢ Systéme invariant (ou stationnaire) : Ce sont des systémes dont les paramétres du

mod¢le mathématique ne varient pas au cours du temps.

¢ Systémes linéaires ou non linéaires : on dit qu’un systéme est linéaire s'il est régi

par un systeme d'équations différentielles linéaires. En pratique, aucun systéme
n’est linéaire, ne serait-ce que par les saturations. Toutefois, un systetme non

linéaire peut étre considéré comme linéaire dans une certaine plage d’utilisation.

1.2.4. Equation différentielle et fonction de transfert

Un systeme physique se décrit généralement avec des équations différentielles (par exemple
le principe fondamental de la dynamique, caractéristique d’un condensateur ou d’une
bobine...). La transformation de Laplace permet alors de passer de 1’équation différentielle
temporelle a une fonction de transfert, I'inverse n'étant exact que sous certaines hypotheses,

car l'obtention d'une fonction de transfert suppose qu'on travaille a conditions initiales nulles.

Pour un systeme a temps discret on utilise la transformation en Z. Ces transformations
permettent d’étudier le comportement entrée-sortie du systéme, mais risquent de faire

apparaitre des modes cachés, du fait de I’impasse faite sur les conditions initiales.

Ces différentes notions sont essentielles pour 1’étude d’un systéme, et qui sera utile pour
I’¢laboration d’un développement de telles descriptions mathématiques ainsi que leurs

applications sur les systémes a retard de temps continu dans la section suivante.



1.2.5. Retard de temps

Définition 1-4

Le retard de temps est la propriété d'un systéme physique par laquelle la réponse a une action

appliquée est retardée dans son effet [23], c’est-a-dire, on définit ainsi qu’un retard est le fait

d'arriver, de se produire plus tard que prévu. Toutes fois le matériel, I'information ou I'énergie

est physiquement transmis d'un endroit a 'autre, il y a un retard li¢ a la transmission.

Module du retard

e(t—1)

s(t)

——————>»

On a la définition générale du retard selon I’équation

s(t) = f()e(t — 1)

Tandis que celui du systéme sans retard est défini

s(t) = f(e(t)

(1-1)

(1-2)

Ces équations sont définies graphiquement sur la figure suivante comme

Définition du retard

Armplitude
(=
1%

0.3

0.2k

0.1

L

4

—

5

Time (seconds)

sit-tau)
=(t) .

Figure 1-1: Modéle du retard pur

La valeur du retard est déterminée par la distance et la vitesse de transmission. Quelques

retards sont courts, certains sont treés longs.



1.3. Modélisation et représentation des systémes a retard

Un modele est donc un outil essentiel pour 1’idéalisation d'un systéme physique. Il est
employé pour organiser et/ou réduire 1'effort de calcul nécessaire a l'analyse et a la conception
des systémes qui exigent la capacité de déterminer quelles sont les variables physiques ou les
relations qui sont cruciales pour la précision du mod¢le et celles qui peuvent étre négligées.
Ceci implique que d’apreés I’infinité de la représentation d’état, un systeme physique peut
alors avoir différents modéles selon les questions d'intérét a son sujet. Dans notre cas, les
descriptions mathématiques des systemes linéaires a retard, ses comportements et ses
applications, ainsi que ses stabilités vont étre le sujet essentiel de cette initiation a la

recherche.

L’état d'un systéme est une collecte d'informations qui contient l'histoire du systeme (son
passé, ses comportements et la prédiction de son comportement a 1’avenir) ; c'est-a-dire que la
connaissance de I'état et les entrées d'un systéme seront suffisants pour calculer ses sorties.

Plus précisément, on a la définition suivante [1].

1.3.1. Définition et représentation dans le domaine de l'espace d’état

Les criteres pour les systémes a retards de temps constants impliquent habituellement un
certain type de la méthode de représentation et 1’ordre du retard. Pour les retards constants a
temps continu, on va donner quelques ordres de retard de temps pour les études des systémes
multivariables qui utilisent généralement un modele fixe dans le domaine du temps (domaine

temporel).
Définition 1-5

L’¢état d'un systeme au temps t, est une collecte d'informations qui ainsi que la connaissance

des entrées pour t > t, est suffisant pour déterminer uniquement les sorties du systéme.

Pour les systémes a retard, 1'état au temps t est défini sur l'intervalle [t',t] ou t' dépend des
retards présents dans le systéme. Une valeur réelle de dimension n du vecteur d’état x(t) sera
employé pour exprimer I'état du systeme au temps t. Si T,,4, €st le plus grand retard de temps

dans le systéme, alors la connaissance de x(t) sur [ty — Tymax to] @insi que la connaissance du
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vecteur de commande e(t) pendant [t,, t;] sont nécessaire et suffisante pour déterminer 1'état
x(t) ou la sortie s(t) pour tout t; = t,. Ainsi pour les systemes a retard, 1'état initial ou la
fonction initiale ¢(t) doit étre donné pour t € [ty — Tinax, to] OU ty est la période initiale de
'observation du systeme [9]. Notons toujours que 1'état du systéme n'est pas nécessairement

unique.

L’utilisation de 1’espace d’état permet de décrire tout systéme de retard par un différentiel de
vecteur et/ou une équation a différences, c’est-a-dire la maniére la plus commune pour

représenter les systémes a retard est au moyen d'équations différentielles fonctionnelles [3].

Pour les systémes linéaires a retard, 1'équation d'état dans le cas le plus général a la forme

suivante :

x(t), x(t — Ti):t> (1-3)

x(t) =

© f(e(t),e(t—Ti).t
Ou f est une fonction a valeur vectorielle non linéaire et 7; > 0, i = 1,2, ..., n, représente
généralement tout le retard, c’est-a-dire le retard dans 1'état et le retard de commande du

systeme. L'équation de sortie exprime le vecteur de sortie s(t) en fonction des vecteurs d'état

et de commande :

x(t), x(t — Ti).t> (1-4)

s(t) = g(e(t),e(t — )t

Ou g, en général, est une fonction a valeur vectorielle non linéaire aussi. Ainsi le systéme est
invariant dans le temps (ou stationnaire), alors les fonctions f et g ne dépendra pas

explicitement du temps t.
Définition 1-6

La définition, pour les systémes linéaires a retard, avec les équations d'état et de sortie est de

la forme
x(t) = A®)x(t) + X, A;(®) x(t — ;) + B(t)e(t) + XL, Bi(t) e(t — ;) (1-5)
s() = C(®O)x() + XL, Ci(O) x(t — 1) + D(t)e(t) + X, D;i(t) e(t — 77) (1-6)

Puisque, le systéme est invariant dans le temps, les matrices d'état retardé A, B, C,D; A;, B;,

C;, D;, i =1,...,n seront donc constante.

e x :vecteur d’état (variables d’état ou encore variables internes)

e ¢ :vecteur des entrées (ou de commande)
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s : vecteur de sorties (ou d’observation)

e A, A; € R™™: matrice dynamique (ou d’état) du systéme

e t:estle variable temps

e 17,7;:leretard de temps

e B,B; € R™™: matrice d’application de la commande du systéme
e (,C; € R™™: matrice d’observation

e D,D; € R™™: matrice d’application directe de la commande

e n:nombre ou ordre d’état du systéme

e m:nombre ou ordre de commandes

e 1 :nombre ou ordre de sorties

1.3.2. Représentation par la fonction de transfert

L'une des méthodes de décrire un systéme linéaire a temps invariant (L77: Linear Time
Invariant) dans le formulaire monovariable utilise la fonction de transfert. La fonction de
transfert rapporte la transformée de Laplace ou la transformée en Z de la sortie a la
transformée de Laplace ou la transformée en Z de l'entrée. Pour les systemes linéaires a
retard, c’est la transformée de Laplace de la sortie a la transformée de Laplace de ’entrée
lorsque toutes les conditions initiales sont nulles. La fonction de transfert peut étre exprimée

en termes de matrices dans les équations d'état et de sortie du systeme.
Considérons un systeme a retard stationnaire ayant un seul retard dans 1'état. C'est,
x(t) = Ax(t) + Ayx(t — 1) + Be(t) t=>t (1-7)
s(t) = Cx(t) + De(t) (1-8)
Démonstration :
»
En prenant la transformée de Laplace des équations ci-dessus,
pX(p) — X(to) = AX(p) + A1 X(p)e™™ + BE(p) (1-9)
S(p) = CX(p) + DE(p) (1-10)

Considérons I’état initial nul. On a S(p) = G(p)E(p) ou



G(p) = C(pl, —A—A,e"™®) B+ D (1-11)
2

G(p) est une fonction a valeur scalaire connue sous le nom de fonction de transfert du
systeme. On note que G(p) dans (1.11) a la différence de cas de systémes non retarder, n'est
pas une fonction rationnelle de p. Les poles du systéme sont les valeurs (complexe) de p pour
lesquelles G(p) tend a l'infini. Pour les systémes non retarder, c’est-a-dire, ils seront les
racines du det(pl — A) = 0. Pour les systtmes a retard de temps (TDSs: Time Delay
Systems) cependant, les pdles seront les valeurs complexes de p qui satisfera I’équation

caractéristique
det(pl — Al —A,e™™P) =0 (1-12)

Pour 7 # 0, cette équation (1-12) a une infinité de nombre de racines. Ceux-ci s’appellent le
spectre du systéme a retard de temps. Cette observation est compatible au fait que l'espace

d'état du systéme a retard a temps continu est a dimension infini.

1.3.3. Systeme linéaire a retard du premier ordre

Considérons un systeme a retard de temps du premier ordre décrit par

x(t) = —Kx(t—1) +e(t) (1-13)

s(t) = Kx(t) (1-14)
Démonstration :
&

pX(p) — X(to) = —KX(p)e™™ + E(p)
(p +Ke™™)X(p) = E(p)
X() = (p+Ke ™) E(p) (1-15)

Ou K est une constante positive. Les équations x(t) = —Kx(t — 1) + e(t) et s(t) = Kx(t)
sont 1'équation d’état et I’équation de sortie d'un systéme avec intégrateur a gain K dans le
chemin vers l'avant, et un retard de temps 7 dans le chemin du boucle de retour, dont le

schéma fonctionnel est montré sur la figure 1-2. La fonction de transfert de ce systeme est
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S _ K ;
G(p) =30 = sixe (1-16)

E(p) K S(p) 5

+
< |

Retard T

Figure 1-2: Diagramme bloc du systéme a retard

Les poles du systéme sont les racines de

p+Ke ™ =0 (1-17)
p=0+jw=pel® oﬁp=m,¢=tan_1% (1-18)

En utilisant p + Ke™™ = 0 (1-17),on a
pelPe@+io)t — _ g = Keim(42K) | = +1, 42,43, ... (1-19)
Vo? + w2e’" =K (1-20)

tan™' =+ wt = w(1 +2k), k = 0,£1,+2, 13, ..
=0 m(1+ 2k) - Arctan (2)] (1-21)

¢

Les valeurs de p = 0 + jw qui satisfera (1-17) peuvent étre trouvées par (1-20). Notons qu’il
existe une infinité de nombre pour chaque valeur qui existe. La fonction de transfert pour les
systemes a retard monovariable peut étre prolongée pour le cas de systemes a multivariables
(MIMO: Multiple Input/Multiple Output) avec retard multiple dans 1’état et le contréle ou
la commande. Notons que pour les systémes multivariables avec r entrées et m sorties, la

fonction de transfert G (p) est une matrice m X r, appelée matrice de la fonction de transfert.

1.3.4. Systeme linéaire a retard du second ordre

Soit I’équation du second ordre d’un systéme a retard d’état :
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%(t) = Ax(D) + A;x(t — 1) (1-22)

Le dérivé de x en t est noté comme x’ ou %, le second dérivé comme x'’ ou X, et ainsi x (t) a
les éléments x;,x, comme composante. On doit ramener les dérivés second du systeme a

I’ordre 1, d’ou I’équation du systéme transformé est définie par
x'(t) = f(t,x) (1-23)
Démonstration :
*
En effectuant un changement de variable, on a
X1 =X, X, = x'

Le résultat est un systéme équivalent d’équation différentielle du premier ordre.

x1 =X
{x2 =x'
dx,
—_— =X
dt ~ 2
dxq _

En arrangeant 1’écriture, I’équation devient, apres substitution :

{x{ = X2

x5 (t) = Ax,(t) + Ayxq (t — 1) (1-24)

1.3.5. Systeme linéaire a retard d’ordre 3 ou d’ordre supérieur

Une équation différentielle ordinaire (ODE : Ordinary Differential Equation) contient un ou
plusieurs dérivés d'une variable dépendante x, la variable indépendante simple ¢,
habituellement désigne le temps. Souvent x(t) est un vecteur, ayant les ¢éléments
X1, X3, ..., Xn. Pour faciliter le calcul, on doit ramener les dérivés d’ordre n, c’est-a-dire xM 3

des équations du premier ordre. Et on réécrit[l’équation |comme systeme équivalent des

équations du premier ordre de la forme de x'(t) = f (¢, x).
Démonstration :

L
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On peut écrire n'importe quelle équation différentielle ordinaire d’ordre n

x®™ = f(t,x,x',x", .. x"D)

(1-25)

comme n systéme des équations du premier ordre en effectuant un changement de variable

X, = X, X, = X, e x, = xD

Le résultat est un systéme €quivalent de n équation différentielle du premier ordre.

dx;
dr 2
dx,
I

dxy,_
d—ntl = f(t, X1, X2, v, Xp)

Soit I’équation d’ordre n d’un systéme a retard d’état :
xM(t) = AxD(@) + ¥, Aix(t — 1)

X1 =X X1 =x' X; = Xy Xn—1 = Xn
{ — = { o A = !
xz_x XZ—X

xy =x" xy, = xM™
D’ou, apres substitutions

X1 = Xz

x‘;l—l = Xn
xp(t) = Axp(t) + X1, Aix;i(t — 1)

(1-26)

(1-27)

(1-28)

(1-29)

L4

On revient a une équation de la forme d’ordre 1, ¢’est qui conduit a résoudre le systéme a n

équations différentielles ordinaire du premier ordre.

1.4. Les différents types de systéemes a retard

Il existe des différents types de systemes a retard et différents types de retards qui peuvent

étre distingués, d’apres la dénomination généralement admise et présentée par Kolmanovskii

[4], quatre types de systemes a retard peuvent étre définis, qui sont les systémes avec retard

discret, avec retard distribué, retard neutre et retard mixte. On va donner
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représentations générales de ces types de systémes, et aussi les familles de retard, sans oublier
que notre étude concernera uniquement les systémes linéaires invariants avec retard a temps
continu (TDS), qui font partie des équations différentielles fonctionnelles retardées. Trois
représentations différentes sont utilisées généralement pour modeler les systémes a retard de

temps :

e Equation différentielle avec coefficients dans un anneau d’opérateurs ;
e Equation différentiel sur un espace linéaire abstrait a dimension infini ;

o Equation différentielle fonctionnelle

Il est important de définir les différentes catégories ou familles de retards, c¢’est-a-dire que le
temps peut étre constant ou variable dans le temps, proportionnel ou non proportionnel,

distribué, et enfin en fonction de 1'état [ Verriest, 2002].

1.4.1. Equation différentielles fonctionnelles pour la représentation des

systémes a retard

Une représentation mathématique d'un systéme physique est les dérivées en décrivant
mathématiquement les interactions et les phénoménes entre les différents composants du
systeme. Ceci est fait par l'application des lois physiques régissant ces interactions aux
modeles des composants du systeme. Il existe différents types d’équations différentielles
fonctionnelles (FDE : Functional Differential Equation) qui découlent d’applications
importantes : les équations différentielles a différences (DDE :Differential Differences
Equations)  (également appelée équation  différentielle  fonctionnelle  retardée
(IRFDE] :Retarded functional Differential FEquation), les équations différentielles
fonctionnelles neutres (NFDE : Neutral Functional Differential Equation) et les équations
différentielles fonctionnelles mixtes (MFDE : Mixt Functional Differential Equation). La
classification dépend de la fagon dont le taux de changement actuel de I'état du systeme
dépend de I'historique (historique de I'état seulement ou du taux de changement historique) ou

si le taux de changement actuel de 1'état du systeme dépend de I'attente future du systéme [5].
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Equations différentielles

fonctionnelles neutres

(Neutral differential

equations

(NFDE)
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fonctionnelles avancées

(Advanced functional

differential equations

(AFDE)

¢

Equations différentielles avec

des retards groupés

(Differential Equations with
lumped delays)

v

Equations différentielles avec

des retards distribués

(Differential Equations with
distributed delays)

\4

v

Equations différentielles avec

des retards non proportionnés

(Differential equations with

no commensurate delays)

Equations différentielles avec

des retards proportionnés

(Differential equations with

commensurate delays)

Figure 1-3: Classification des équations différentielle fonctionnelles

1.4.2. Equations différentielles fonctionnelles

temps est alors au moyen d'équations différentielles fonctionnelles.

De fagon général, le systeme linéaire a retard est donné dans ce cas par
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x(t) = Ax(t) + Apx(t — T) (1-30)

x(t) = ¢(t),t € [-7, 0] (1-31)

ou x est I'état du systéme, T > 0 est le retard constant et ¢ € C([—1,0], R™) est la condition
fonctionnelle initiale. La solution d'un systéme a retard n'est pas uniquement défini par la
seule connaissance de la condition initiale x, a t = 0 mais par une fonction ¢(t) de condition

fonctionnelle initiale définie dans l'intervalle [—1, 0].

Cette différence indique que les systémes a retard ne sont pas des systémes a dimension fini,
mais de dimension infini et que leur état, c’est-a-dire 1l'information minimale requise pour
définir correctement la notion des solutions, n'est pas un unique point x (t) dans R™, mais la

fonction x; définie comme

xX: () =x(t+5s),s €[—1,0] (1-32)

1.4.3. Equation avec des coefficients dans un anneau d’opérateurs

Ce cadre a été développé tout a fait tot et a mené a plusieurs résultats algébriques importants
sur l'analyse, la stabilité, la contrdlabilité, 1'observabilité, la commandabilité et I'observation
des systémes. Les contreparties de (1-30) dans ce cas est données par I'équation suivante avec

des coefficients dans un anneau

x(t) = A(Mx(t) (1-33)
ou A(V) = A+ Ap(V) et V est l'opérateur de décalage défini comme

(Vx)(t) = x(t — 7). (1-34)

Il est important de mentionner ici que le fait que 'opérateur V appartient & un anneau est
primordial d'une perspective de technologie. L'inverse de V, dénoté par V1, est I'opérateur

anticipé

(V=1x)(t) = x(t + ) (1-35)
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1.4.4. Représentation abstraite au-dessus d'un espace linéaire de
dimension infini
Le cas est typiquement de cadre général des systemes a dimensionnels infinis appliqués au cas

spéciale des systémes a retard.

Dans ce cas, I'espace d'état est défini comme, R™ X L,([—t, 0], R™) et s’écrit Erreur ! Source

du renvoi introuvable.:

= ol =40 (36

Ou I'opérateur A est défini comme

x(t)] [Ax(t)‘l'Ahxt( T)l (1-37)

dx¢(0
xt( ) x¢(6)

L'opératrice A est les contreparties dimensionnelles infinies de 1'opérateur dimensionnel fini
A décrivant les systemes dynamiques de la transformation linéaire invariant (LTI : Linear
Time Invariant) de la forme x = Ax. Beaucoup d'outils ont été développés pour traiter de tels
systémes abstraits, un bon nombre d’eux se fondent sur l'analyse fonctionnelle et théorie

d'opérateur.

1.5. La solution, la méthode d'étape, la matrice fondamentale des

systemes linéaires a retard

Dans cette section on va considérer la solution, et la méthode d’étape ainsi que la matrice
fondamentale pour un systeme a retard, pour qu’on puisse les utiliser pour des études de

stabilité.

1.5.1. Solution de I'équation différentielle du 1¢" ordre
Démonstration :
&
On considére 1'équation de retard :

x(t) =—-x(t—1), x(t)€ER, >0, t=>0 (1-38)
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Afin de définir sa solution pour t € [0, 7], on doit définir x(t — t), quels résultats dans la
valeur de la fonction initiale :
x(t) = ¢(t), t €[-7,0] (1-39)

au lieu de la valeur initiale x(0) pour 1’équation différentielle ordinaire avec T = 0. Afin de

trouver une solution a ce probléme, on va utiliser la méthode d'étape (Bellman [11]. D’abord,
trouvons une solution pour résoudre :

Continuons ce procédé pour t € [t, 27], t € [21, 37],.... Pour la constante ¢ = ¢, la méthode

d'étape donne le polyndome a t solutions.

Les solutions résultants pour T = 1 et pour les fonctions initiales ¢ = 1 et ¢ = 0.5t sont
donnés dans la figure ci-aprés. Comme on le voit de la figure 1-3, plusieurs solutions qui
réalisent la méme valeur x(t*) a quelques instants t*. Ceci est différent des équations
différentielles ordinaires, par exemple x(t) = —x(t) ou chaque x(t*) a une seule solution de

passages. Par conséquent, dans les systémes a retard de temps, un état approprié¢ est une

fonction
x:[-7,0] > R: x(0) =x(t+6), 06€][-1,0] (1-41)
D’ou la représentation sur graphe de la solution de 1’équation différentielle a retard avec
T =1et¢p = 1 (bleue plaine) ou ¢p = 0. 5t (rouge pointillé):
x(t) =—x(t—1)

Salutiens de 1"bguation diffdrantiells & diferance: dx{i)fdi =={i-1)
V
nall 1)
st

15

il

Figure 1-4 : Solutions de I’équation différentielle avec retard
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La correspondance a l'intervalle de temps passé [t — 7,t]ou il y a seulement une solution
passant a travers x; pour tout t* = 0. C'est un syst¢tme a dimension infini, ou x; est /a

solution au temps t.

Différemment des équations différentielles fonctionnelles ordinaires, les solutions des

systémes linéaires a retard peuvent disparaitre dans un temps fini. On considére le systéme :
x1(t) = x,(t — 1), X, (6) =0 (1-42)

avec une fonction initiale continue x, = ¢ = [¢1, p,] qui satisfait les relations suivantes :

0
$1 =0, ¢, =0, J_, ¢2(p)dp =0 (1-43)
En appliquant la méthode d'étape, on a [6] :
t € [OFT] = xl(t) = ¢2(t - T)’ xZ(t) = 0,

t €lr,2t] = x%,(t) =0,x,(t) =0, x,(t) =0,

On a vu que x4 (t) = x,(t) = 0, pour t = 7, c’est-a-dire, différentes fonctions initiales ¢ €
[—7, 0] se transforment en le méme état x, = 0 pour t > 7. Par conséquent, la suite en arricre
des solutions aux systemes a retard de temps n'est en général pas possible. Considérons

I’équation différentielle scalaire retardée,
x(t) =—x(t—1), x(t) ER, >0,t=0 (1-44)
Considérons d’abord la premiere version non-retardée de cette équation :
x(t) = —x(t) (1-45)

On va essayer de trouver les solutions graphiques de x(t) = — x(t — 1), pour 7 =0 et

x(0)=0
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Approximation discrole des solutions de la darivée dx/di=-x(t}
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\'\ === X1}
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Figure 1-5: Approximation discrete des solutions de 1’équation différentielle

En utilisant la méthode des pas, qu’on a déja auparavant trouvons la solutionx(t) =
—x(t—1), x(t) ER, >0,t=0 (1-44) avec T =1 et la fonction
initiale ¢ = 0.5.

1.5.2. Matrice de transfert des systéemes a retard

On peut donc avoir la forme générale d’un systeme a retard, ainsi que ses équations

caractéristiques selon les formules suivantes en considérant le systeme [2] :
x(t) = Xizo Aix(t — 1) + iz Bie(t — 1y) (1-46)
s(t) = Xito Cix(t — 1) + Xito Dix(t — 1) (1-47)

Avec matrices constantes, ou 0 =15 <17 < -+ <71, = 7. En appliquant la transformée de
Laplace a ce systéme d’équation ci-dessus, on aura S(p) = G(p)E(p), d’ou la matrice de la

fonction de transfert G est donnée par
G(p) = Xiso Cie P [XiLo(pl; — Ae "P] T XLy Bie TP + XLy DiePH (1-48)
Ainsi I’équation caractéristique est de la forme :

det[pl —A—- Y-, A;e "P] =0 (1-49)
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1.5.3. La formule de variation de constantes des systéemes linéaires a retard
L’équation différentielle linéaire retardée avec un retard T > 0 a la forme
x(t) = Ax(t) + Ayx(t — 1) + f(t) t=0 (1-50)

Ou x(t) ER™, A et A; sont des matrices constantes, f:[0,+o0] - R™ est une fonction
intégrale localement donnée (c’est-a-dire intégrable dans un intervalle fini [0, T] pour tout

T > 0). La condition initiale qui est définie par

x(6) = ¢(0), 0 €[-1,0], ¢ €C[-1,0]. (1-51)
Démonstration :
&

La solution de x(t) = Ax(t) + A x(t — 1) + f(t) avec A; = 0 est donnée par

x(8) = e (0) + [ e f(p)dp (1-52)
Afin de prolonger x(t) = Ax(t) + Ayx(t — 1) + f(t) pour A; # 0. On définit x(t) la
matrice fondamentale n X n qui satisfait I’équation homogene
x(t) = Ax(t) + Ayx(t — 1) (1-53)
Avec les conditions initiales suivantes :

xo={Y =7 (1-54)

J

Et la solution de x(t) = Ax(t) + A;x(t — 1) + f(t) et x(6) = ¢p(0) est donnée par

x(8) = X 0) + [ X(t — 6 — 1) A,p(0)d6 + [, X(t — p)f (p)dp (1-55)

Cette équation peut tre présentée comme :

t
x(t) = x(t,¢) + [, X(t —p)f (p)dp (1-56)
D’ou x(t, ¢) est la solution de 1’équation homogene avec x, = ¢. La représentation x(t) =

x(t, p) + fot X(t—p)f(p)dp désigne la formule de variation de constantes. On peut la

prouver en utilisant la transformée de Laplace :

o

F(p) = L(F)(p) = j e PLf(E)dt

0
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Ou fest supposée étre exponentiellement liée avec |f(t)| < Ke®* pour tout K > 0, ¢ > 0.
Notons que cette formule peut étre dérivée en utilisant I’équation adjointe ou par la méthode

de pas. On a
L(x(t-1)p) = fooo e Plx(t —7)dt = e P L(x)(p) + f_ore‘p(g’rh)d)(é))de (1-57)

En appliquant la transformée de Laplace a det[pl — A — Y7, A;e "P] =0

0

pL(x)(p) — ¢p(0) = AL(x)(p) + Ay |e P L(x)(p) + ] e PO $(0)do | + F(p)
-h

= L) = A7) [$(0) + [°, e PO M 4, (6)d6 + F(p) | (1-58)
Ou
A(s) =pl —A—Ae”™™ (1-59)

On peut voir & partir de 1’équation L(x(t —1))(p) que X(t) = L71(A™Y) car L71(A7Y)
correspond a la solution de x(t) = Ax(t) + A;x(t — 1) + f(t) avec f =0 et ¢ donné par

X(t) = {(I)' ; : 8 Pour L(x(t - T))(p), ona

LX(t-6-1)(p) =ePEILX)(p) = e sEMA L (p) (1-60)

En appliquant la transformée de Laplace inverse pour L(x)(p) et en utilisant le théoréme de

convolution

L7N(ATF) = [ X(t - p)f (p)dp (1-61)

On revient a x(t). Les équations différentielles linéaires a retard non homogéne avec n retards

discrets et avec un retard distribué ont la forme:
2(8) = Thoo Anx(t — To) + [ AB)x(t + 6)d6 + f(©) (1-62)

Oul=15<1q..<ty x(t) € R, A, sont des matrices constantes et A(0) est intégrable

sur [—7, 0], et f est une fonction localement intégrable.
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1.6. Conclusion

Ce chapitre fournit la connaissance de base fondamentale et des concepts sur la
transformation de Laplace des systémes a retard de temps. On peut voir a travers toute ces
théories que le systeme a retard est un peu différent des systémes sans retard avec 1’existence
de la fonction de retard, qui est traduite par la fonction e™*P. Cette fonction caractérise le
retard, c’est-a-dire, on peut caractériser un systéme a retard par ’existence de cette fonction

dans un modéle.
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CHAPITRE 2. LES OUTILS MATHEMATIQUES FONDAMENTAUX
POUR LES SYSTEMES A RETARD

2.1 Introduction

La commande des processus avec des retards implique des périodes de retard, référé
¢galement a de retard de transport ou des délais. Le controle de tels processus est difficile car
les retards causent des déphasages linéaires qui limitent la largeur de bande de commande et
affectent la stabilit¢ en boucle fermée. En utilisant la représentation sous forme d’espace
d’état, ou de fonction de transfert, on peut créer des modeles précis de systeme de controle
avec des retards et analyser leur stabilité et 1’exécuter sans approximation via son équation

caractéristique.

2.2 Equations caractéristiques, fonction de transfert et transformations
des systémes a retard
2.2.1 Fonctions de transfert et détermination des racines caractéristiques
On considére une équation différentielle matricielle linéaire retardée [29]
x(t) = Ax(t) + Ay x(t — 1) 2-1)
Avec des coefficients réels et retard constant T > 0.

En appliquant la transformée de Laplace, on peut dire que ceci satisfait 1’équation (2-1) si p

est la racine de 1’équation caractéristique
A(p) =pl — Al — AjIpe™™ =0 (2-2)

Comparer a un systéme sans retards, 1’équation transcendantale A(p) = 0 a généralement une
infinit¢ de nombre de solutions. Ceci refléte également la nature a dimension infini du
systéme a retard. Cependant, puisque A(p) est une fonction entiére (la fonction analytique
déterminée pour tout complexe p), pour comprendre la localisation des racines

caractéristiques, c’est-a-dire, les solutions de 1'équation caractéristique, on a
pI| < |AI| + |AI|e™™Re® (2-3)

Ou [pI| = oo, ¢’est-a-dire |l}m Re(p) = —o
plooo
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Deémonstration :
&

La fonction de Lambert W est appliquée pour résoudre A(p) = 0, 1'équation caractéristique

transcendantale de A(p), peut étre écrite comme :

(pl — ADe™™ = Ayl (2-4)
En multipliant membre 4 membre par Te "™, cette équation dévient
(pl — ADe™®=4D = A, [re~™4! (2-5)
¢

Basée sur la définition de la fonction de Lambert W qui est :
Définition 2-1
La fonction de Lambert W (x) est un ensemble de solutions de I'équation
x= W (x)e"® (2-6)
Démonstration :

L

Alors I’équation t(pl — ADe™ 4D = A, Ite ™! a cette forme

x = Alte™™
W (Aylte ™)V (Aalre™) = 4, jre=ral 2-7)
Par identification :
t(pl — AI) =W (A Ite ™) (2-8)

¢

La solution de 1’équation caractéristique A(p) = 0 peut étre exprimée en fonction de la

fonction de Lambert :
p =-W(Alte ™) + Al (2-9)

Le spectre infini du 1’équation différenticlle scalaire x(t) = Ax(t) + A;x(t — 1) est ainsi

obtenu par les branches infinies de la fonction de Lambert W , et est donné explicitement en
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termes de parametres A, A; et du retard T du systéme. Les racines de 1'équation caractéristique

pourk = +1,+2,--+, +0o0, sont

1 —
Les spectres du systéme a retard simple
“30 T T T T T T
20 4
[w]
GOD
10 o4 .
o
Q
2 o]
o
o
= e o &
""—E' 0 ™ O o -
o
o]
o
00
o
10F o .
e
I
a0k . . . J
30 1 L 1 1 1 L
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Re(p,)
Figure 2-1: Localisation des racines de I'équation caractéristique des systémes a retard

Il existe un nombre infini de racines caractéristiques (voir la figure 2-1), il existe un nombre

infini de racines dans les domaines complexes et il existe une seule réelle positive.

2.2.2 Les équations différentielles fonctionnelles a retard mixte et détermination

de ses racines caractéristiques
Définition 2-2
Si on considere, I’équation différentielle fonctionnelle neutre :
x(t) —dx(t —1) = Ax(t) + A;x(t — 1) (2-11)
Démonstration :

L)

Avec coefficients a matrices constantes réelles et un retard constant 7 > 0. Son polynome

caractéristique est donné par la transformée de Laplace :
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pX(p) — dpX(p)e ™ = AX(p) + A1 X(p)e™™" (2-12)
A(p) =p(1—de ™) —A—Ae™™

Pour comprendre la localisation des solutions de 1’équation caractéristique :

Alp)=p(1—de ™P)—A—Ae ™ =0 (2-13)
A Aje”
=>A(p)=1—-de P -———"1_ =0
p p
—1-_4_ - A1) _ -
Ap)=1-2—e (d+p) 0 (2-14)
D’ou I’équation caractéristique a considérer est
1—de ™™ =0 (2-15)
Qui correspond a 1’équation de différence
x(t) —dx(t—1)=0 (2-16)

Il existe @ € R, tels que toutes les solutions de x(t) —dx(t —t) = Ax(t) + A1x(t — 1)
satisfaisaient Re(p) < a. Si d # 0, puis toute ces solutions se trouvent dans une bande
verticale fRe(p) < a. Et il y a une séquence p; des racines de 1’équation caractéristique
A(p) =p(1—de ™) —A— Ae ™ = 0 que |p;| = o0 quand i — oo, puis il y aura alors une
ordre de séquence p; des racines de 1 — de™ ", que p; —p; = 0 quand i — 0. Pour d # 0,

les racines de 1 — de™*P = 0 sont données par

?HZ"_’T k=0,+1,42,.. sid=0

T (2-17)

p =
midl | @kDT 0 +1,42,.. sid<0

¢

Par I’utilisation de la fonction de Lambert pour avoir les spectres du systéme a retard mixte,

on a la figure ci-apres :
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Les spectes du syteme a retard neutre of mixte

imip, )
(=]
*
-

= 4 £ 2 D ;
Ralp,)
Figure 2-2: Localisation des racines de 1'équation caractéristique des systémes a retard

de temps de type neutre ou mixte

2.3 Retard de transport d’eau chaude et réglage d’état pour une personne

désirant une certaine température T ;(t) dans une douche

Une situation simple du systéme a retard a temps continu (TDS) est décrite comme suit [12].
Soit une personne dans une douche souhaitant réaliser la valeur désirée T, de la température
de l'eau en appuyant sur la mitigeur. La plupart des personnes ont eu des difficultés a
déterminer le réglage optimal de la température de 1'eau : elles n’obtiennent pas la température
désirée instantanément, mais avec un certain retard instable. Ce temps de retard dépend de la
pression d'eau et de la longueur du tuyau de conduite. On suppose que l'eau est un fluide

incompressible et a un écoulement stationnaire.

Une deuxiéme cause de retard correspondant au refroidissement de l'eau chaude dii aux
¢changes thermiques avec les tuyauteries froides : ce refroidissement d'abord important
diminue progressivement jusqu'au moment ou les tuyauteries se sont réchauffées et ou
s'établit un équilibre thermique. On met donc ici en évidence la notion de constante de temps

et de temps de réponse du systeme.
Définition 2-3

Selon la loi de Poiseuille, le débit de I'eau est
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__ mR*
Q= ol (2-18)

ou pu = 0.01 est la viscosité cinématique de I'eau, R est le rayon du tuyau de longueur [, Ap
est la différence de pression entre les deux extrémités du tuyau de conduite. Le retard de

temps T peut alors étre obtenu :

_ mR?L _ 8u ()2
r=to= (R) (2-19)

On va noter T (t) la température de 1'eau et soit T le temps constant requis par l'eau pour sortir
du mitigeur jusqu’a la téte de la personne (voir la figure 2-3). On suppose que la variation de
température est proportionnelle a l'angle de la rotation de la vanne de commande, tandis que
le taux de rotation de celui-ci est proportionnel a T(t) — T;. Au temps t la personne observe
que la température de 1'eau a changé et est parti du mixeur au temps t — 7, qui a comme

conséquence 1'équation suivante avec le retard de temps constant t:

T(t) = —k[T(t—1)—T4], kER (2-20)

T(t—r1)

Eau chaude ===

Eau froide ===

Mitigeur

Figure 2-3: une personne dans une douche
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Un schéma fonctionnel du systéme est illustré a la figure 2-5. La personne qui prend une
douche détecte la température et le débit (signaux de mesure) et régle la poignée de douche
(signal de commande) pour obtenir la température T,; et le débit souhaités. Le retour
d’information est primordialement utile a raison des perturbations qui peuvent étre des

variations de la pression de I'eau et de la température dans les conduites d'eau.

Eau chaude
Température Ty
> Une personne > Systéme
dans de
Débit une douche Commande
Eau froide

Figure 2-4: Schéma bloc de la commande de température de 1’eau pour une personne dans

une douche

2.3.1 Fonction de transfert et localisation des racines de I'équation caractéristique

du modéle
Définition 2-4

L’¢équation d’état et I’équation d’observation du systeme sont définies ci-dessous

{Z((;)) - ;5)7’(t — 1) + KT, (t) (2-21)
Démonstration :
»
Par transformation, on a :
pT(p) — T(to) = —KT(p)e™™ + KTy(p)
(p + Ke )T (p) = Ta(p)
T(p) = (p+ Ke ™) 'Ty(p) (2-22)
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Ou K est une constante positive. L’équation qui exprime 1'équation d’état et 1’équation de
sortie d'un systéme avec intégrateur a gain K dans le chemin vers l'avant et un retard de temps
T dans le chemin du boucle de retour dont le schéma fonctionnel est montré sur la figure 2-6.

La fonction de transfert de ce systéme est

_ S _ Sp) _ KTap) _
() = E(p) Tqlp) p+Ke ™ (2-23)
.
E(p) + K S(p
N 3
p
Delay T

Figure 2-5: Diagramme bloc du systéme
Proprieté 2.1
Les podles du systéme sont les racines de
p+Ke =0 (2-24)

Les racines caractéristiques sont déterminées par la fonction de Lambert W, qu’on a déja
utilisée précédemment pour avoir les spectres du systeme ci-dessus dans MATLAB, et sont

tracés sur la figure 2-7.

Le spectre du modéle pour une personne dans une douche
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Figure 2-6: Localisation des spectres du systeme
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2.3.2 Comportement de la réponse de la commande T ;(t)

La réponse exacte et la réponse avec retard est représentée selon la figure ci-dessous. La
température réelle dépasse souvent la température désirée et, parfois, cela prend un moment

pour obtenir la droite de la température.

Variation de la température
T T T

w0 T T T T T T

——— Réponss du sysbéme aves reland
——— Riponsa GU ayshime sams ratand

4 B B D 12 4 16 18 20
Time {seconds)

Figure 2-7: Variation de la température T (t) [°C] avec un retard unitaire

Le changement de la position de la vanne de commande est presque immédiat, cependant, le
changement de la température de 1'eau doit attendre jusqu'a ce que le retard se soit écoulé. Si
la position de la vanne de commande est constamment ajustée selon la température
actuellement pergue, alors il est trés probable que la température oscille avant d’avoir la

stabilité c’est-a-dire la température désirée T, (t).
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2.4 Modele mathématique et utilisation d’'un systeme a retard pour le

remplissage d’'un réservoir a sciure de bois a partir d’'une vis sans fin

2.4.1 Modélisation mathématique du systeme

La figure 2-9 montre un réservoir a sciure de bois avec une vis d'alimentation et une bande
transporteuse (la courroie a une vitesse constante). Il y a une sortie de sciure via une sortie au
fond du réservoir. Le débit massique m; de la vis d'alimentation a la courroie est

proportionnel au signal de commande de vis e:

my = Ksu (2-25)

Constante de la vis

K [kg/ min/ A]

Convoyeur

Débit de masse

Alimentation de la vis

Signal de commande Retard de temps

e [A] 7 [min]
v [m3]
Sciure de bois avec masse
Réservoir de
lumi kg / ]
volumique ) m3 sciure de bois
1 1
1 1
A [m?]
>

Mout [kg/min]

Figure 2-8 : Utilisation d’un systéme a retard
Définition 2-5
Le débit de masse m;,, dans le réservoir est égal a mg mais avec un retard de temps 7 :

mi(t) = me(t — 1)
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La figure 2-10 montre le diagramme général des blocs des entrées et de sortie global du
systéme. e et mg sont les variables d’entrée, v est la variable de sortie c’est-a-dire le volume

de sciure dans le réservoir et ce qui nous intéresse particuli¢rement.

e : signal de commande du vis [A]

mg : masse de sciure de bois [kg / min]

m, : débit de masse dans le réservoir [kg/ min]

T : est toujours le retard de temps [min]

\ 4

Réservoir et bande de

\ 4

> convoveur

Figure 2-9 : Diagramme de blocs d'entrée et de sortie global du systéme

Comme il y a un retard dans le systtme (en raison du retard de transport de la bande
transporteuse), pour ¢laborer un modele mathématique décrivant le comportement du volume

de sciure v, il est donc important d'inclure I'argument de temps dans les équations.
Définition 2-6

Le bilan de masse si le contenu de sciure du réservoir est

d

at [pAv(t)] = pAD(t) = M (1) — My (E)

=m(t - 1) — Mgy (£) (2-26)
= Ksu(t - 7) — Moy (0) (2-27)

¥ : Variation de volume de sciure dans le réservoir [m3]

K : Constante de la vis
: . [k
p : Masse volumique [ /m3]

My - Masse de sortie [kg]
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Un schéma des diagrammes en bloc mathématiques détaillés dérivés a partir du modele
mathématique, en supposant que toutes les variables et parametres indépendants sont des

variables d'entrée, peut étre présenté de plusieurs autres maniéres.

Moyt
v(t=0)
e >
—> (t-17) MULTI * v | v vy
Retard de temps > i’ f
Ks
A—>
MULTI
p—>

Figure 2-10 : diagrammes en bloc mathématiques détaillés

2.4.2 Equation caractéristique et fonction de transfert du modele

Démonstration :
&

Le modele mathématique d'un réservoir de sciure de bois a été dérivé de 1’équation :
PAV (t) = Kse(t - ) — Mgy (1) (2-28)
La transformée de Laplace de cette €quationpAv (t) = Kse(t — 1) — My, ()
(2-28) est
PA[pv(p) — vo] = Kse TP E(p) — Moy (p) (2-29)

Les calculs de la fonction de transfert G, (s) du signal de commande de vis u au volume v et
la fonction de transfert G,(s) de la sortie m,,; dépasse le volume v. La solution pour la

variable de sortie v donne :

Ks

e e”™PE(p) + (— p%p) Mot (D) (2-30)

V(p) = %Vo +

Pour condition initiale nulle :
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V(p) =7 [Ke™ — Moy (D)) (2-31)
Ou,
K=— (2-32)
qui est la transformé de Laplace de u(t)
V(p) = G)E(p)

G(p) = [Kse™ = Moy (1)] (2-33)

Proprieteé 2.2
Et I’équation caractéristique transcendantale du systéme, est :
A(p) =p

Ou p = x + iy, qui a une infinité de solution dans le corps des nombres complexes, telle que

selon la figure 2-12, qui montre les spectres du sytéme a retard.

Le spectre du modéle

100

100 -i00 Im(p, )

Figure 2-11: Les racines de I'équation caractéristique
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2.5 Conclusion

On peut dire que I’analyse du spectre des systémes a retard et son applications sont tres
différentes des systémes sans retard. Mais ils ont quand méme des points communs comme
si seul le comportement terminal du systéme est intéressant, une description par 1’équation
différentielle ou une fonction de transfert suffira pour représenter le systéme. Mais si le
comportement interne des systémes est également intéressant, alors une représentation de
l'espace d'état du systéme est trés utile comme celui des systémes sans retard. Donc, comparer
a un systéme sans retards, 1’équation transcendantale A(p) = 0 a généralement une infinité de
nombre de solutions, ce qui lui permet d’étre un systéme a dimension infini. Cependant,

I’analyse et synthese des systémes linéaires a retard seront discutées dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 3. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES A RETARD

3.1 Introduction

Une partie intégrale de la science et de la technologie de controle de systémes dépendront
toujours de celle de la modélisation. L'ingénierie de controle peut étre cruciale pour chacune
de ses applications, comme par exemple dans 1’¢lectricité, les procédés industriels, la qualité,
I’économie, la sécurité, le soin de 'environnement, le confort, la faisabilité, ou encore d’autres
domaines. Pourtant, il faut chercher a appliquer la théorie de commande des systémes pour
pouvoir observer les phénomenes autour du systeme afin d’interconnecter certains
composants pour effectuer certaines taches et rapporter une réponse désirée, c’est-a-dire pour
produire le signal désiré ou réglé qui est la sortie, on doit savoir si le systéme est accessible,
commandable, observable, et stable quand il est sous la manipulation du signal de l'entrée ou

de commande.

Des applications treés concrétes sont par exemple, le pilotage automatique d'un avion qui
peut étre crucial pour la sécurité, la position et la vitesse de 1'avion doivent étre contrdlées ; la
commande ou réglage d’état de la puissance motrice générer par le moteur d’un véhicule,
pour déterminer sa position, sa vitesse, son accélération, ou encore la commande d’un moteur
a courant continu. Tout d’abord, il faut donc une connaissance de ce qu’est la commandabilité

et I’observabilité ainsi que la stabilité pour le systeme linéaire a retard a temps invariant.

3.2 Commandabilité et observabilité d’'un systéeme a retard
Définition 3-1

La commandabilité est une caractéristique d’une représentation d’état d’un systéme, ou un
attribut structural fondamental de n'importe quel systeme de contrdle, traitant le rapport entre
l'entrée et 1'é¢tat du systeme, c’est-a-dire qu’elle nous indique si une ou plusieurs de ces
dynamiques peuvent étre modifiées par les entrées. Elle est une notion importante puisqu’elle
établit le fait que I’on puisse commander le systéme afin de modifier son comportement
(stabilisation d’un systéme instable, modification des dynamiques propres). Cette notion joue

un role trés important dans la théorie de commande des systémes dans 1’espace d’état.
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Plus spécifiquement, la controlabilité de systéme aborde s’il existe toujours une commande e
qui peut transférer 1'état initial du systéme a n'importe quel état désiré du systétme dans un

temps fini.

Dans la théorie de commande a temps-optimale, on suppose qu'a partir d'un certain état initial
le point cible peut étre atteint dans un temps fini en employant une certaine commande
admissible. On considére comme étant une cible un point dans l'espace euclidien R™. La
commandabilité¢ des systémes a retard est un peu plus difficile que leurs contreparties a
dimensionnelles finies : plusieurs propriétés de la commandabilité peuvent étre définies et

dépende du type de représentation employé pour modeler les systémes a retard [14].

On note que la commandabilité d’un systéme de matrices caractéristiques (A, B) sera appelée

commandabilité de la paire (A, B).
Soit le systéme a retard sous sa forme générale :

{k@):: PoAix(t —1) + Xy Bie(t — ;) (3-1)
s(t) =Xy Cix(t — 1) + Xio Dix(t — 77) )

ou x(t) € R™ est le vecteur d'état, e(t) est le vecteur d'entrée connu, y(t) est le vecteur de
sortie, n représente le retard maximal dans la variable d'état, d'entrée, de sortie, ainsi que dans
I’observation directe si elle existe. Les matrices A;, B;, C;, D; sont de matrices a des
dimensions appropriées. x(t) = ¢(t), t € [—T,, 0] est 'état initial fonctionnel du systéme

retardé. Cela peut €tre écrit comme dans des modeles d'anneaux d’opérateurs :

{X(t) = A(V)x(t) + B(V)x(t)
s(t) = C(V)x(t)

(3-2)
3.2.1 Systeme commandable
Propriété 3.1

Le systéme peut étre commandable au-dessus d’un espace d’anneaux d’opérateur R(V) si,

Morse [1976], Sontag [1976] :
Im < A(V)/B(V) >= R"(V) (3-3)
Ou la matrice de commandabilité est

<A(W)/B(V)>=[B(V) A()B(N) ..  AY(WM)BW)] (3-4)
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La possibilité pour rechercher tout x, € R"™(V), tout élément du module d'état R™(V) utilisant

une « loi de commande polyndmiale ».
D’ou, avec n étant le rang de la matrice de commandabilité¢ < A(V)/B(V) > du systéme

rang < A(V)/B(V) >=n (3-5)

3.2.2 Commandabilité spectrale
Définition 3-2

La commandabilité spectrale est une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité d'un
systéme a retard. Cependant la loi de commande a employer pour la stabilisation doit inclure
le retard. Le systeme a retard est spectralement commandable s'il satisfait la caractérisation

suivante avec V= e~ :
rang|pl, — A(V) B(V)]=n,vpeC (3-6)
Proprieté 3.2

On rappelle que le rang d'une matrice M est le nombre maximal de vecteurs lignes (ou

colonnes) linéairement indépendants, et peut se calculer par la taille du plus grand mineur non

nul de M.

3.2.3 Observabilité du systeme a retard

Définition 3-3

L’observabilité est une caractéristique structurelle complémentaire d’une représentation d’état
d’un systeme, ou d’un systéme en soi méme, qui indique la capacité pour un systeme a

déterminer 1’historique d’un état a partir de la seule connaissance des variables de sortie

mesurées.

Propriété 3.1

Un systéme linéaire (x = Ax + Be; s = Cx) est complétement observable si, une
commande donnée et une sortie sur I’intervalle t, < T < ¢, on peut déterminer n'importe quel

état initial x(t,), qui est I’équivalent de la reconstruction de I’état x(T').
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Proprieté 3.2

e Pour un systéme a retard de temps, le prolongement de la base est I'observabilité
initiale, c’est-a-dire, tout état initial (x(0),¢p(t),t € [—7,,0]) est observable si le
systéme autonome n’est pas identiquement nulle sur [0, +oco[. De sorte que, connaitre
I'état initial n'est pas nécessaire pour le but de commande : ce qui est important est de
pouvoir reconstruire x(t) a tout moment ¢t.

e Par opposition aux systémes linéaires sans retard, la notion de 1'observabilité initiale
n'est pas €quivalente a la reconstruction des variables d'état, en effet le retard doit

avoir un comportement passager de durée finie.

o e x(t) =Yr Aix(t—1) + X~ Bie(t —1;)
Ainsi I’observabilité du systéme { =071 ! 1=0"1 : 3-1
y s(6) = STy Cox(t — 1) + XTg Dix(t — 1) (3-1)
se défini comme
c(V)
rang < C/A >=rang C(V):A(V) (3-7)
C(MA™1(V)
D’une fagon sous forme spectrale, on a
C(e™™)
., —yn (e~ TiP
Tang C(pll l=:0 Al(e )) =n (3-8)

Cpl; = Xizo Ai(e7"P))" 1

3.3 Stabilité du systéeme a retard

L'analyse de stabilité¢ des systemes a retard est un probleme tres étudié et a mené a un bon
nombre d'approches qui peuvent étre classifiées en deux cas : le domaine fréquentiel et
I’analyse dans le domaine de temps, Niculescu [2001], Gu et al. [2003] [8], [18]. Tandis que
le premier traite la caractéristique polynomiale du systéme, le second considere directement le

domaine de I’espace d’état et les matrices.
Définition 3-4

En général, la stabilité d'un systeme est sa capacité de résister a toutes les petites influences

inconnues. Puisqu'en réalité des perturbations sont toujours produites, la stabilité est une
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propriété importante de n'importe quel systéme de contrdle, retardé ou non retardé. On

considere le probléme a condition initiale de Cauchy :

x(t) = f(t,x(t)) t 2t (3-9)
x(t) = x, t=0 (3-10)
x(t) = ¢(t) to — Tmax St =t (3-11)

Définition 3-5

Une fonction constante ¢, s'appelle un état d'équilibre si f(t, ¢.) = 0 pour tout t > t,.
Méme dans le cas linéaire de x(t) = f(t,x(t)), le systéme peut avoir plus d'un état
d'équilibre en général. Mais l'analyse de stabilité¢ de n'importe quelle fonction d'équilibre ¢,

peut étre réduite a l'analyse de I'équilibre nul par la substitution :

xX(t) = e, Y(0) = ¢(0) - de (3-12)
Pour z, on obtient
Z(t) = f(t, ze + ¢Pe)) t=ty (3-13)
2o(t) =0 t=0 (3-14)
z(t) = Y(b) to — Tmax < t < to (3-15)

Par conséquent, ce n'est aucune restriction si on pose a la suite que f(t,0) = 0.

Propriété 3.3

L'état d'équilibre ¢, = 0 est stable dans le sens de Lyapunov, si pour n'importe quels nombres
positifs t, et € ou il existe 5 (g, ty) > 0 tels que chaque solution continue de x(t) = f(t, x(t))

qui satisferaient
max|x(t)| < 6(¢, tp) to <t <ty + Tpaw (3-16)
et satisfera également
max|x(t)| < ¢ tg <t <400 (3-17)
Propriété 3.3

L'état d'équilibre stable ¢, = 0 est asymptotiquement stable si chaque solution continue de

x(t) = f(t,x(t)) satisfait également tlifl x(t) - 0.
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3.3.1 Stabilité via I'équation caractéristique
Propriété 3.4

L’équation différentielle fonctionnelle retardée est exponentiellement stable si toutes les

racines de 1’équation caractéristique polynomiale sont a partie réelle négative.
Re(p) <0 (3-18)
det(A(p)) = [pI — Al = X, Ajle™™P] =0 (3-19)

Pour tout p € C satisfaisant ’équation det(A(p)) = 0.

3.3.2 Tests de stabilité et quelques normes
Propriété 3.5

On dit qu’un critére de stabilité est a retard indépendant ou indépendant de retard si, pour un
systtme avec des retards constants multiples, le rapport des retards ne doit pas étre connu

pour que ce critére soit applicable. On distingue les types d'essais de stabilité suivants :

» Retard indépendant ou indépendant du retard des critéres de stabilité de
retard (les retards peuvent €tre constants ou variables)

» Criteres de stabilité¢ dépendants de retard.
Avant d’entamer les sous-sections suivantes, une certaine notation est présentée :
A;(A) : Valeur propre de la matrice A € R™™"
Amax(A) : La plus grande valeur de la partie réelle des valeurs propres de la matrice A € R™™"
Amin(4) : La plus petite valeur de la partie réelle des valeurs propres de la matrice A
Re(.) : Partie réelle de (.)
Im(.) : Partie imaginaire de (.)
|x| : Norme du vecteur |x|; = X7t |x;]

Ixl2 = VEL Il (3-20)

x| = max|x;| (3-21)
l
||A]| : Norme de la matrice : ||A]|; = mjaxZ?zl|aij| (3-22)
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Définition 3-6
La norme spectrale ou la plus grande valeur des valeurs singuliére de A se définie :

”AHZ = Amax(ATA) =0 (3-23)

La norme de Frobenius et la norme H,, est

|Allp = +/trace(AT A) (3-24)

|4l = max 5[] (3-25)

UA : Mesure de la matrice u(A); = max Re(ajj) + Z?=1|aij|
J i#j

1(A)z = 0.5Amqx (AT A)

Re(a;;) + Z?=1|aij|]

i#j

1(A) o = max
l

p : désigne le rayon spectral, et A; qui est le spectre d’'une matrice A, on note que ceci n’est

pas unc norme

p = max A; (3-26)
4

3.3.3 La méthode directe de Lyapunov

De la stabilité¢ des équations différentielles ordinaires, l'efficacité de la méthode directe de
Lyapunov (ou la deuxiéme méthode) pour analyser des probléemes de stabilité est bien connue.
(La premiere méthode de Lyapunov fournit qu’une solution explicite de 1'équation considérée
soit connue). Krasovskii [5] était le premier qui a généralisé cette méthode pour les équations
différentielles fonctionnelles retardées (EDFR ou RDFEs). Puis a chaque solution d'une
EDFR, il y a une courbe intégrale dans l'espace R™ X C, c'est une généralisation normale pour
utiliser les fonctionnelles de Lyapunov. Ces fonctionnelles s'appellent souvent les

fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii.
Propriété 3.6
Il existe une fonction de Lyapunov V(x) : R" — R, telle que :

Il existe Vy, V,, V5 : R, = R, non décroissante ou
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Vi(llxl) <V (x) <Vl
EtV; > 0,0 < x, alors,

V() < =Vs(|lxID) (3-27)
Alors la solution triviale de x(t) est uniformément asymptotiquement stable.

Pour cette premiere condition [27], le systéme est entiérement indépendant du temps.

Généralement, la fonction de Lyapunov posséde la forme quadratique en x :
V(x) = xTPx, ou P est définie positive, P = PT > 0 (3-28)
Pour un systéme linéaire de la forme x = Ax. Le théoréme de Lyapunov est le suivant :
Proprieté 3.7
VP =PT >0 (3-29)
ATP+PA+Q=00uQ =Q7T >0 (3-30)

On résout a chercher la matrice P solution de cette équation, et le systéme est alors
asymptotiquement stable (on rappelle que la stabilité asymptotique est la convergence du

systeme vers le point d’équilibre).
Propriété 3.8

e Une fonction de Lyapunov est une fonction continue telle que

V(x)>0,Vx #0etV(x)=0,pourx =0 (3-31)

Et
Vx) <0Vx#0etV(x)=0pourx =0 (3-32)

e Si
llx|l € R™ > o0, V(x) — o (3-33)

‘oA D av
e V/ décroit le long de toute sa trajectoire, telle que TS 0

En résumant, si une fonction de Lyapunov existe pour un systeme donné, alors ce systéme est
stable. Si la fonction de Lyapunov est strictement décroissante, ¢’est-a-dire que V(x) < 0, la

stabilité asymptotique du systéme est assuré [7] ,[15].
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3.3.4 La méthode de Razumikhin [13]

L'idée du type du théoréme de Razumikhin est de traiter le probléme de stabilité avec des
fonctions plutdt qu'avec des fonctionnelles. Dans le commencement de sa recherche,
Razumikhin (1958) [13] a considéré le systeme de retard x(t) = f(x(t),x(t - 7)) et étudia
le probleme de stabilité sur la base des premicres approximations. Il a démontré que la
solution zéro de ce systéme est asymptotiquement stable si une fonction définie positive
V(t,x) a un dérivé défini négatif de la solution de V(x) =0 avec I'état additionnel
V(t- 1,x(t- 1)) <V(t,x(t)). Vers la fin des années 70, Hale [15] a présenté une version
plus forte du type de théoréme de Razumikhin. Selon lui, « Quelques moments de réflexion
dans la direction appropriée indiquent qu'il est inutile d'exiger que V soit non positif pour
toutes les données initiales afin d'avoir la stabilité¢ ». En fait, si une solution d'une équation
différentielle fonctionnelle retardée commence dans une boule et est de laisser cette boule a
un moment donné t, puis |x;| = [x(t)], c’est |x + 8] = |x(t)| pour tout 6 € [—Tpax, 0]. En
conséquence, on doit seulement considérer des données initiales satisfaisant cette derniére
propriété.

Proprieté 3.9

On considére qu’il existe une fonction continue V (¢, x), tel que

wi(lx]) < V(t, x) < wp(lx]) (3-34)

Et
V(t,x) < —ws(lxl) (3-35)

Si
V(t+0,x(t+0)) <w,(V(t,x(t))) (3-36)

Pour tout p € [—Tpmax, 0] et lim w;(p) - oo, alors la solution triviale de V(x) =0 est
p—o©

uniformément asymptotiquement stable.

3.3.5 Essais de stabilité indépendante des retards
Propriété 3.4

Pour le systéme x(t) = Ax(t) + Ayx(t — 1) ; A,A; € R™", avec retard constant T, Mori et
al. (1981) a présenté le critére de stabilité bien connu pA + [|A4||. < 0. Cheres et al. (1989)
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Erreur ! Source du renvoi introuvable.[24] a indiqué que cette condition de stabilité est
¢galement valide si le retard est dépendant du temps. Wang et al. [17] ont montré ce type de
crittre peuvent également étre formulés pour des systémes avec des retards constants

multiples.
En effet, on peut avoir une généralisation du systeme sous la forme

{J'c(t) = Ax(t) + XL Ax(t — 1) tost (3-37)

x(t) = ¢(t) Tmax St =t

On suppose que le retard est continu et satisfait I’inégalité suivante : 0 < 7; < Tjqx. Le
premier ¢tat de stabilité est établi en utilisant des techniques de comparaison, alors que les

autres critéres de stabilité sont dérivés de celui du concept de Razumikhin.
Propriété 3.10

Le systéme ci-dessus est asymptotiquement stable indépendant des retards si l'inégalité, valide

pour tout.= 1,2, ..., 00
pA + A4l <0 (3-38)

Démonstration :
*
La solution de ce systéme peut étre représentée par

x(t) = etxo + f; AP [T, Ax(p — 7)]dp ty <t (3-39)
Ou x, = ¢(0). L’utilisation de la norme des deux cotés de I'équation donne

lx()] < lle**lllxo] + fttolleA(t‘p)H[ i=1ll4;illlx(p — 7)1ldp (3-40)
Maintenant, I’inégalité: ||e“t|| < e#4t pour t > t, et on définie

v(t) = |x(@©)] et vo = |x(to)]

{v(t) < ety + [} DT AV ~tdp  to< ¢t (41)
v(t) = [¢(0) | to = Tmax St =t
Correspondant a 1'inégalité ci-dessus, I'équation intégrale suivante est considérée
{z(t) = ety + [ DB Az —wlldp to <t (342)
z(t) = |¢p(t) | to — Tmax ST =t
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Le variable z(t) est la solution de I'équation a différences différentielle scalaire suivante

{z‘(t) = etiz(t) + [ et DT Az - ) ldp o<t 543
z(t) = |p(@) | to —Tmax St =1
En utilisant le théoréme de comparaison, on obtient
X(©)]. = v(©) < 2(t) (3-44)
¢

On peut écrire selon [14] que la solution de 1'équation a différences différentielle scalaire de la

forme
x(t) = ax(t) + X ax(t — 1)) (3-45)
Est asymptotiquement stable si I’inégalité
a+Yrla;l <0 (3-46)
Propriété 3.11
Le systéme x(t) = ax(t) + Y=, a;x(t — 1;) est stable indépendante du retard si

- Aeststable ;
- A+ A; eststable ;

plwl —A) 141 < 1 0<w (3-47)
Ou p désigne le rayon spectral, et A; qui est le spectre, de la matrice
(Gl — A71ALT] p= miaX/ll-
Définition 3-7
En considérant ’opérateur de retard V = e~P* comme incertitude, cela méne au résultat :
I(pl = A7 Alle < 1 (3-48)
Propriété 3.12

Le systeme (3-37) est asymptotiquement stable si ’inégalité
Amax p
u(PAY, + [ 1P A, < 0 (3-49)

Amin (P)

prises pour une certaine matrice symétrique définie positive P € R™"
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Démonstration :
»
La fonction de Lyapunov-Razumikhin est choisie pour étre 1'équation quadratique
V(x) = x(t)TPx(t) (3-50)

Ou P est la matrice symétrique définie positive.

Le systeme (3-37) est asymptotiquement stable indépendant du retard si I'inégalité

)Lmax(P)
u(PA) + [T T4l < 0 (3-51)

Propriété 3.13

Le systeme (3-37) est asymptotiquement stable s’ils existent des matrices symétriques

définies positives P, P; € R™™ tel que
ATP+PA+ Y, P+ PAPT'P <0 (3-52)

On suppose que A < 0. Si la matrice définie positive, symétrique, P et Q associés a 1’équation

de Lyapunov
ATP+PA=—-(n+1)Q (3-53)
Qui satisfait I’inégalité
—Q+Yk,PAQ7ATP <0 (3-54)
x(t) = Ax(t) + Xi, Aix(t — 17) ty <t
alors le systéme { =170 L
y X(t) = ¢(t) Tmax S t S tO

(3-37) est asymptotiquement stable.
On suppose que n(A) < 0, puis le systeme (3-37) est asymptotiquement stable si 1'inégalité

AnaxA+ AT —4an Y™ A;(A+ AT)1AT] <0 (3-55)

3.3.6 Essai de stabilité dépendante du retard

Définition 3-8
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Le systéme a retard de temps considéré est décrit par 1'équation a différences différentielle

suivante
x(t) = Ax(t) + Ay x(t — (1)) (3-56)

Ou 0 < 7(t) < Tppax est continu. De Sugujama (1961), on peut savoir que si le systéme
x(t) = (A+ A)x(t) est asymptotiquement stable, alors le systéme 1’est aussi bien pour des
valeurs suffisamment petites de 7,,4,. Su et Huang (1992) pouvaient donner a une évaluation

de 7,4, de valeurs tel que ce systéme est asymptotiquement stable.
Propriété 3.14

Supposons que A + A; est asymptotiquement stable. Alors le systéme est asymptotiquement

stable, s’il existe une matrice symétrique définie positive P tel que l'inégalité

. -u(P(A+41)),  [ApinP
max = a1 (A+ADNz "\ BnaxP

(3-57)

Le critére de stabilité est moins conservateur que le critére de stabilité a retard indépendant

quand le retard est petit.

3.3.7 Essais de stabilité du systeme a retard selon la théorie de Lyapunov-

Razumikhin
On consideére un systéme linéaire a retard de temps de la forme

{a'c(t) =Ax(t) + XL Aix(t — 1)) to <t

x(6) = $(0) Tmax < < o (3-58)

D’apres la théorie de Lyapunov-Razumikhin sur la fonction quadratique, on a une stabilité
pour toute condition initiale s’il existe une fonction V(x) telle que pour x =0 V(x) >0 et

V(x)<0 . Une telle fonction V(x) est dite fonction d’énergie du systéme.
D’ou

ATP + PA

{V(x(t)) >0 {P >0 s [ ;

7 WUTP+PA<0

0
V(x(©) <0~ Ol<o 9

Définition 3-9

La stabilité indépendante du retard est alors définie comme la fonction de Lyapunov :
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V(x() = x(®)TPx(t) (3-60)

Le dérivé de V par rapport au temps t le long des solutions de la trajectoire du systéme est

donné par

x(t)T)] [ATP +PA+Q PA1] [ x(t) (3-61)

Application du théoréme de Lyapunov-Razumikhin :

Proprieteé 3.15

Le systéme (3-58) est asymptotiquement stable indépendant du retard s’il existe P = PT > 0

et un scalaire T > 0 tels que

T
[A P+ PA+1tP PA, <0 (3-62)

AT —1P

On note que cette équation n'est pas une inégalité linéaire matricielle (LMI) di au terme
bilinéaire tP. Néanmoins, le probléme est quasi-convexe quand t est fixe, alors

ATP + PA+1P PA,

AT P <0 (3-62) devienne une inégalité¢ linéaire
T —

matricielle (LM I : Linear Matrix Inequality). En réécrivant cette condition comme suit

ATP + PA+ 1P + v 'PA,PT1A{TP <0 (3-63)

3.3.8 Essai de stabilité du systeme a retard par les méthodes de Lyapunov-

Krasovskii

On considere la fonctionelle de Lyapunov-Krasovskii suivante
V(x) = x(®)TPx(t) + [, x(6)TQx(8) db (3-64)
Ou P, Q sont des matrices constantes, définie positive.

Le calcul de la dérivé de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii V(x;) sur toute les

solutions de la trajectoire du systéme est

Démonstration :

»

V(x,) = x(©)TPx(t) + x(®)"Px(t) + x(O)TQx(t) — x(t — )T Qx(t — 1)
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V(x,) = [Ax(t) + A;x(t — D)]"Px(t) + x(£)TP[Ax(t) + Ayx(t — T)] + x()TQx(¢t)
—x(t—1)T0x(t — 1)

V(x(0) = [ x(t)T)] [ATP+PA+Q PA1” x(t) (3-65)

x(t—1)

Propriété 3.16

Le systeme a retard de temps ou 0 < 7 est un retard constant inconnu est globalement
asymptotiquement stable, s’ils existent des matrices P = PT > 0 et Q = Q7 > 0 qui satisfait
1’ARI (Algebraic Riccati Inequality), telle que

ATP + PA+ Q + PAQ71ATTP <0 (3-66)
Le systeme a retard est asymptotiquement stable pour n'importe quel retard s’il existe une
inégalité matricielle linéaire, pour P = PT > 0 et Q = QT > 0 tels que

ATP + PA+1tQ PA,

<0 (3-67)
ATP —7Q

Ce qui signifie que toutes les valeurs propres A; (réelles) de la matrice symétrique ci-dessus
sont strictement négatives (4; < 0). La stabilité quadratique peut ainsi se caractériser par un

systeme de LMI dont I’inconnue est la matrice symétrique P.

3.4 Exemple fondamentale

Les fonctionnelles de Lyapunov sont employées pour traiter le probleme de stabilité pour les
systemes a retard. Le principe de Lyapunov rapporterait les criteres de stabilité qui exigerait

dont la connaissance compléte du retard t.

Avec des applications numériques, pour un systéme quelconque, le systéme a retard de temps
de la forme général x(t) = ax(t) + X7, a;x(t — ;) n’est pas stable aprés avoir appliqué
une de ces propriétés, comme par exemple celui de I’équation de Lyapunov et ou selon

I’inégalité matricielle linéaire. Pour i = 1 ; retard unitaire t

5c(t)=(_01 _11)x(t)+(_02 _12)x(t—r) (3-68)
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0.25

. =05
A P+AP+P—[0.5 ey

-0.5 0.25
Les valeur propres de 05  —0.25 sont

2= (_0675 8)

L’autre valeur étant nulle, le systéme n’est pas stable la stabilit¢ via 1’inégalité matricielle
linéaire
ATP + PA+ 1P+t 'PAP71ATTP <0 (3-69)

—0.05]

T -1 —14-Tp _ [3.1
ATP 4+ PA+ TP + 1 'PA,P~1A] P_[O_z 04

3.0963 0

0 0 4037] > 0, qui affirme ’instabilité

Dont les valeurs propres sont [

Ce systéme n’a pas de stabilité donc, il faut passer dans ce cas-la a une transformation de la
représentation d’état, en procédant par le changement de variable d’état ou un changement de
base. Alors une écriture du probléme sous forme LMI est possible et une loi de commande

u(t) = Kx(t) stabilisant le systeme peut étre effectué.
Démonstration :
*

Pour faciliter la compréhension du comportement de la stabilité d’un systtme dynamique a
retard, on va établir une autre équation d’état du systéme a retard, supposé stable, mais qu’on

va prouver et rechercher ces stabilités.
Soit le systéme

5c(t)=(_05 _15)x(t)+(_02 _12)x(t—r) (3-70)

On va appliquer quelques-uns de ces théorémes et corollaires pour voir la stabilit¢ de ce

systéme a retard,

n
a+2|ai| <0
i=1

= a+|a;| <0

53



=y Z)+IT Hl<o

= (_13 _13) < 0 car le diagonale des valeurs propres de cette

matrice sont tous a valeurs réelles négatives :

-8 0

diag(1;) = ( 0 —6) <0

Par considération d’autre théoréme avec supposition de la connaissance de la fonction de

Lyapunov, on peut avoir la stabilité. Tout d’abord, il faut chercher P, tel que
n
ATP + PA + ZPL- +PAP7'P <0
i=1
Amax[A + AT —4n Y A;(A+ AT)TAT]1 < 0
D’ou

1= (—5.2626 + 0.9275i 0 )
L 0 —5.2626 — 0.9275i

On voit bien que
Amax <0
¢

On peut en déduire que tout cela revient au méme cas que celui du systéme sans retard, qu’un
systeme décrit par son équation d’état est asymptotiquement stable si les valeurs propres de la

matrice d’état du systéme sont a partie réelle négative.
ATP + PA+tP + v 'PA,PT1ATTP <0 (3-71)
On continuera toujours comme application numérique, 1’équation d’état a retard (3-70), ou
A= (_05 _15) Ay = (_()2 —12)
La résolution de I’inégalité matricielle linéaire pour ce systéme, pour T = 1, nous donne P,
telle que
ATP+ PA+1P <0

—p= (0.1020 0.0100)

0.0100 0.1000
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—0.9258 —-0.0580

Ainsi, Péquation AP + PA + TP + 1 PA P ATTP = (T 20 T

)<0
Qui est équivalent a :

ATP 4+ PA PA
[ + + 10 1l <o

ATp —1Q
Ce qui signifie que toutes les valeurs propres A; (réelles) de la matrice symétrique sont
strictement négatives (4; < 0). La stabilit¢ quadratique peut ainsi se caractériser par un

systeme de LMI dont I’inconnue est la matrice symétrique P.

3.5 Conclusion

On peut dire que la commandabilité et 1’observabilité sont des concepts développés
pour la représentation d’état des systemes qui permettent de caractériser respectivement la
possibilité que la commande exerce une influence sur un des états et la possibilité d’obtenir
une certaine information d’un des états. Cependant leur concept peut étre utilisé dans d’autres
représentations. Le théoréme de Lyapunov permet de conclure sur la stabilité d'un systéme
dynamique grace a une équation algébrique. Toute la difficulté est de trouver une fonction
donc, la fonction de Lyapunov V(x(t)) dans le cas général ou la matrice P dans le cas
linéaire. C'est a partir de ce théoréme qu’on peut formuler les inégalités matricielles linéaires
et les inégalités algébriques de Riccati permettant de trouver les matrices adéquates en

utilisant des méthodes d'optimisation pour conclure sur la stabilité.
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CHAPITRE 4. APPLICATIONS DE LA SYNTHESE DES SYSTEMES
MULTIVARIABLES A RETARD SUR LE RETARD DE DEMARRAGE
D’UN MOTEUR A COURANT CONTINU

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est alors de montrer une application réelle de ces théories du systéme
linéaire a retard pour la modélisation du phénomeéne de retard de démarrage dans la
commande d’un moteur a courant continu. On s’intéresse a la vitesse de rotation de son rotor

(sortie du systéme) ou de la position de I’axe du rotor.

Dans le domaine des puissances supérieures de I’ordre de mégawatt, les sous-marins sont les
seuls utilisateurs de machines a courant continu pour assurer leur propulsion. En effet, pour
éviter de ‘‘rayonner”’, la fréquence de 50 ou 60 [Hz] les rendraient facilement détectables, les

sous-marins utilisent des systémes de distribution de 1’énergie €lectrique a tensions continues.

Ces moteurs sont donc trés utilisés aussi dans le domaine de 1’asservissement. Ils assurent en
particuliers des démarrages et arréts fréquents, comme dans les automobiles, dans

I’¢lectroménager et de 1’outillage.

On va illustrer ’application de commandes des systemes a retard dans le modele de la

commande de vitesse ou il y a la présence du retard. Le moteur étant accouplé a une charge.

4.2 Modélisation et fonction de transfert du moteur a courant continu non
retardé et sans charge
On doit donc prendre connaissance du probléme et ces diverses spécifications. Définir

clairement le systéme (avec ses entrées et ses sorties) et de le décrire grace aux lois de la

physique et obtenir un ensemble d’équations algébriques et différentielles.
On a deux types de commande pour ces types de moteur :

e Commande a flux constant par la tension d’induite variable (dit simplement,
commande par 1’induit),
e Commande a courant d’induit constant par le flux d’induit variable (ou commande par

I’inducteur)
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4.2.1 Modeéle sans charge

Pour le moteur a courant continu sans charge, les équations régissant son fonctionnement sont

les suivantes [30] :

La force ¢électromotrice E, qui est proportionnelle a la vitesse de rotation Q de I’arbre du

moteur:
E = ZnNCD (4-1)

p : Nombre de paires de poles
2a : Nombre
n : Nombre de brins actifs
N : vitesse de rotation [17/]
@ : Flux utile [Wb]
Avec

N== >  E=In—o (4-2)

k = %5 = constante (4-3)

Ou k dépend de la machine a considérée
A partir de la vitesse de rotation, on a la relation électromécanique
E=k®dQ (4-4)

En régime permanent, I’induit est modélisé de maniere telle que (pas d’effet de I’inductance) :

E =l

Figure 4-1: Induit d'un moteur a courant continu
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On a donc
Vo = Ralq + k®Q + L = (4-5)
Démonstration :

L

En multipliant par I,
) dl,
Vol, = Ryl; + k®PQI, + LaEIa

L dl . . .
I, est constant en régime permanent, alors L, d—:‘ = 0, I’inductance n’intervienne pas, alors,

on a le schéma équivalent

E =l

Figure 4-2: Schéma équivalent de I’induit du moteur a courant continu en régime permanent

Or, on a P, =V, I, la puissance absorbée par I’induit et R,I2, la puissance dissipée par effet

Joule dans I’induit.

La puissance ¢€lectrique susceptible d’étre transformée en puissance mécanique est
B =Volg — Ralg = (Va = Ral)l, = Elg (4-6)

P, est appelée puissance ¢électromagnétique qui fournit le couple électromagnétique.

P. _ kdQI,

P=CQ - (== = k®I,

D’ou le couple utile

C, = k@I,
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4.2.2 Commande par la variation de la tension d’induite

Un moteur a courant continu command¢ par la variation de la tension d’induite v, et parcouru
par un courant d’induit i,, I’inducteur est alimenté par une tension constante V,, parcouru par

un courant inducteur /.. Le schéma équivalent du systéme est :

O

> ]
H =
&

Figure 4-3: Commande du moteur par 1'induit

0,, étant la position angulaire maximale de I’arbre de rotor du moteur par rapport a la position
d’équilibre, proportionnelle au couple résistant. On régle le flux a sa valeur maximale,
I’intensité absorbé par 1’induit pour un couple résistant donné est donc minimum, alors, le

courant d’induit est obtenu par

— Ce—Cr _
Ia N kq)max (4 7)
Les deux équations ¢électromécaniques fondamentales s’écrivent
E = KjugxQ
{ MAX"" avee Kpgy = k® = constante (4-8)
Ce = Kmaxla

L’application de la Transformée de Laplace a ce systetme d’équation (4-8) et a V, de

I"équation V, = Rgl, + k®Q + L, (4-5), en
considérant la variation du courant % car I, n’est plus constante.
Démonstration :
&
E(p) = kmaxQ2(p)
Ce(p) = kmaxla(p) (4-9)

Va(p) = Rala(p) + Lapla(p) + E(p)
= (Rg + Lap)1a(p) + E(p)

59



De cette derniere équation du systéme d’équation, on tire

Va(p)—E(p)
(@) =i

Va()—E(p)

D’ou, le couple électromagnétique

kmax k%nax
C.(p) = —V,(p) ——

Rg+Lgp Ra+Lgp

(4-10)

Q(p) (4-11)

D’apres cette relation, on montre qu’une machine commandée par la variation de la tension

d’induite est équivalente a une machine idéale produisant le couple

Co(p) = —m2_y, (p)

Rq+Lgp

(4-12)

Indépendant de la vitesse de rotation de la machine et d’un défaut (frottement fluide)

stabilisant la vitesse (le terme négatif). Le schéma fonctionnel du moteur a courant continu

commandé¢ par la tension d’induite est alors la suivante

+
V. (p) R N\ Komax . C.(p)
T Ry + Lap ¢
Kmax |« Q(p)

Figure 4-4: Schéma fonctionnel d’un moteur a courant continu commandé¢ par la tension

. . A
d’induite
C

Q

»

0

»

Q

Figure 4-5: Caractéristiques mécaniques de la commande par la tension d'induite
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4.2.3 Commande par la variation du flux inducteur ou commande par l'inducteur

Soit un moteur a courant continu, dont le mode¢le est sur la figure ci-dessous, commandé par
I’inducteur

Vo

Figure 4-6: Modé¢le de commande par l'inducteur

Les équations différentielles qui régit le mouvement du systéme électromécanique sont

Vo = Ralo + Lo 5
20 (4-13)
Ce =]eqﬁ"’f-Q

On maintient le courant d’induit constant. Le flux va donc varier puisqu’il est proportionnel

au courant inducteur. On peut constater que pour des valeurs élevées de ce courant, la
machine va étre saturée. On a alors comme solutions pour son utilisation :
[ ]

On I'utilise a des valeurs faibles du courant, mais cela va limiter ces domaines
d’utilisations.

On utilise des circuits magnétiques ayant de forte section ce qui permet de reculer le

coude de saturation mais augmente la taille des moteurs.
A

/
;
O f

0

v

Figure 4-7: Variation du flux inducteur
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Dans la zone lin€aire, la courbe est une droite linéaire de pente tan 6.
O =tanbl,
Co = ki ®l, = kgl tan o1,
Définition 4-1
D’ou par définition
Ce = kinal,

Avec King = Kmaxl, tan @ est une constante.

Figure 4-8: Modele de l'inducteur d'un moteur a courant continu

La loi de maille au niveau de I’inducteur permet d’écrire

dl,
€ dt

V,=R.I,+ L
Démonstration :
&
Et par la transformée de Laplace de cette équation, on a

Ve(p) = (Re + Lep)I.(p)

Le couple est donc

Ce = kinale (p)

On définit ainsi le couple électromagnétique par la commande de 1’inducteur

_ _king
Co=ripVe®
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Les caractéristiques mécaniques de la commande sont les suivantes

A
Ce
I,
I,
I, R
0 Q

Figure 4-9: Caractéristiques mécaniques de la

commande du moteur a courant continu par l'inducteur

La caractéristique mécanique ne comporte de frottement visqueux. Il sera donc nécessaire de
stabiliser la vitesse sinon la machine risque de s’emballer. Ce type de commande est peu

utilisable en automatique.

Le schéma fonctionnel est réduit selon le suivant

Ve(p) Ce(p)

kind
R, + L.p

Figure 4-10: Schéma fonctionnel du moteur a courant continu commandé¢ par le courant de

I'inducteur

4.3 Modélisation et fonction de transfert du moteur a courant continu

sans retard en charge

4.3.1 Commande de la vitesse de la machine par la variation de la tension d’induite

Un moteur a courant continu commandé par I’induit, entraine par I’intermédiaire d’un
réducteur une charge. Notons que le réducteur permet de réduire la vitesse de rotation et
d’augmenter le couple au niveau de la charge. Il est généralement placé entre le moteur et la

charge.
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Rotor

Jos £ £

= n Charge

]cha fch

Figure 4-11: Moteur a courant continu entrainant une charge
n : Rapport de réduction
Jen : Moment d’inertie de la charge
J- : Moment d’inertie du rotor
fen : Coefficient de frottement fluide (visqueux) de la charge
fr : Coefficient de frottement fluide (visqueux) du rotor
Définition 4-2

On a par définition le rapport de réduction

R, O,

n= =
Ry

R étant le nombre de dents d’un pignon.

(4-17)

Si on suppose que les frottements et les jeux sont nuls dans le réducteur, alors toute la

puissance mécanique instantanée appliquée a I’arbre d’entrée du réducteur se retrouve sur

I’arbre de sortie

C1Q; = (58,

(4-18)

C; est le couple du moteur C,, C, est le couple disponible sur 1’arbre de sortie pour entrainer

la charge.

Le couple moteur C, doit équilibrer I’ensemble des couples résistants :

aQ

Ce — > Cresistant =/ dar
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Avec
2 Cresistane = fQ + G, (4-20)
fQ : Frottements fluides
C, : Frottements secs
f : Coefticient de frottements fluides de I’ensemble moteur + charge
J : Moment d’inertie de I’ensemble moteur + charge
Afin d’obtenir J et f, on raméne d’abord la charge sur I’arbre moteur.
Démonstration :

-

Q4
6191 - CZQZ - Cch - Cch.ramenée Q_z =n. Cch.ramenée

aQ aQ 1dQ
Or Cep, = Jen dtz + fchQZ et d_tz = ;d_tl
]ch dQl fch

n.c o = — +—Q
ch. ramenée n dt n 1

- . :]Lhd_gl+fﬂgl

ch. ramenée nz dt n2
aQ
En remplagant C, — Y Cresistant = J a ona
dQ,

Ce - f;‘Ql - Cch ramenée ]r dt
fch Jch Q1 dQq
BRIt Rt e
fch _ ]ch dQl
Ce = fr =57 1 =G ]r dt T ar

—>C—C—(]r ]nch)dle (fr fch)Ql

Ja=(h+22) e fo= (-2 21)
> Co = Cr = Jog 2 + fog (4-22)
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Par la transformée de Laplace et en arrangeant 1’écriture de cette équation, on aura comme
sortie la vitesse de rotation de I’arbre du moteur Q,(p) = Q(p) et I’entrée sera le couple

moteur C,(p).

Q(p) _ 1 -
Ce(p)-Cr(p) - Pleqtfeq (4 23)
D’ou le schéma fonctionnel suivant
R o[ ) > _ >
Ce (p) - p]eq + feq Q(p)

Cr-(p)

Figure 4-12: Schéma fonctionnel de 'ensemble mécanique (rotor + charge)

Le schéma fonctionnel pour la commande de vitesse d’un moteur a courant continu par le

réglage de la tension d’induite est alors

¢ (p)
) + . Q(p)
aQ—PO* kmax ;O_y ; P >
_3 Ry + Lgp Pleq + feq
kimax <

Figure 4-13: Schéma fonctionnel d'un moteur a courant continu en charge commandé par la

tension d’induite
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D’une fagon un peu plus détaillée cette représentation sera comme la suivante

Cr-(p)

Va(®) + K I.(p) Ce(p) TY -
max > k IR
kmax <

1 Qp)
p]eq + feq g

Figure 4-14: Schéma fonctionnel de la commande d'un moteur a courant continu avec ses

parameétres

Un moteur commandé par la tension d’induite posséde une contre-réaction interne. Il ne

risque pas de s’emballer.

4.3.2 Calcul de la fonction de transfert du moteur a courant continu

L’¢laboration du schéma fonctionnel s’obtient donc a partir des équations physiques du

systtme. On obtient alors le modele de connaissance. Pour avoir la fonction de transfert de

I’ensemble, on supposera que le couple résistant étant nul. C’est-a-dire, C, = 0,

Démonstration :

L

kmax krznax
Ona, C,(p) = "V, (p) — —=Q(p)

Rga+Lgp Rg+Lgp
D’apres 1’équation (4-23),

Q) 1
Ce (p) - Cr (P) p]eq + ﬁeq

2
kmax max

Vo) —5—/7—=
Pleq + feq (Ra +Lgp ¢ Rq+ Lop

Q(p) =
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Ainsi, la vitesse de rotation d’un moteur a courant continu accouplé a une charge, commandée
par la tension d’induite est définie et peut étre déduite selon le modele général ayant la

fonction de transfert de la forme :

Q(p) _ Kmax
Va(p) N (p]eq"'feq)(Ra"'Lap)"'krznax (4-24)

4.4 Analyse temporelle du comportement d’'un moteur a courant continu

4.4.1 Réponse impulsionnelle du premier ordre
Définition 4-3

C’est la réponse a une impulsion de Dirac 6(t). On aura u(t) = 6(t). Alors la fonction de

transfert de la vitesse est ainsi

k

Qp) = —F— (4-25)
Tméc(p"'.rméc)
D’ou la réponse impulsionnelle sur la commande de vitesse est
_t
Q(t) = e Tméc (4-26)

Tméc
4.4.2 Réponse indicielle du premier ordre
Définition 4-4

La réponse indicielle est la réponse d’un échelon u(t) = 1 appliqué a I’entrée, telle que la

fonction de transfert du moteur est généralement la suivante [31]

k
1+TmecP

Q(p) = Va(p) (4-27)

Deémonstration :
&

La fonction de transfert du systéme pour un échelon unité est

k
P(1+Tmech)

Q(p) = (4-28)

En décomposant en éléments simple :
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Q(p) =k(3— = ) (4-29)

P p+

D’ou la sortie est

Q) =k (1 — e_ﬁ) (4-30)

a. Temps de réponse

;- ; s 2
La valeur finale (régime permanent) étant k, au bout d’une constante de temps, on est au 3

environ de celle-ci (63%). On peut avoir tout de suite que le temps de réponse (5 % de la

valeur finale) est :
tT‘ = 3Tméc (4_31)

b. Temps de montée

La courbe de la réponse est monotone croissante, on définit le temps de montée comme le

temps pour que celui-ci atteigne 90 [%] de la valeur finale, on 1’écrit sous la forme : (0.9k)

tm
09k =k <1 - e_Tméc>

tm
eTméc = (0,1

tm = 2,3Tmec (4-32)

4.4.3 Applications numériques

Si on suppose que la constante de temps du circuit €lectrique du systéme est largement tres
petite que la constante de temps mécanique de la dynamique des charges, la fonction de

transfert de I'équation (4-24) peut étre réduite a une fonction de transfert du premier ordre

telle que
) kmax
Q) _ JeqRa ]
Va(p) o +feqRa+k$nax (4 33)
JeqRa
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. . R . Rg+k . . k
Ainsi, on peut avoir le pole du systéme p = — feqa—max, et le gain statique k = ]m%, avec la

JeqRa eqita

JeqRa

constante de temps mécanique 7, = —————.
feqRa+kmax

Numériquement, pour la simulation, on a les parametres du moteur

L~0;R=06[Q];kps = 6 (sic’estune constante de temps mécanique, alors I’unité de kest
[N.m/A]’ si la constante est électrique, k sera [V.s] ;] = 2[kg.m?] ; u(t) = 30[V]

D’ou

Qp) _ 05 )
Va®)  p+3 (4-34)

La constante de temps est T = 1.5;k =12 ;p = —0.6667;
Démonstration :
&

En valeurs numériques

3

L{v, (t) = 30u(t) } = V,(p) = ?0

15

@)= p(p +3)

o =15(t-4)

Q(t) = 15(1 — e~3)

a. Placement de pole

Tout d’abord, on peut dire que le systéme de premier ordre est stable, carona:p = —3

b. Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle du systeme sera selon la figure :
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Reponse impusionnsls d un MCC
T T

L L L] L

i T T T

500

=
=
=

\Flesanﬂargubku r:ni"érbra du moteur jradis]
= =)

=
=3
=

o i 1 'l | [l 1 ! I
o 02 04 08 08 1 12 14 18 1B 2

Timwn (senonds)

Figure 4-15: Réponse impulsionnelle de la commande de vitesse du moteur

L’impulsion permet de connaitre la stabilit¢é d’un systeme. On peut dire que la réponse
impulsionnelle d’un premier ordre est donc stable car il revient a sa position d’équilibre au

bout d’un certain temps.

c. Temps de réponse

Alors pour la commande d’une machine a courant continu ayant les parametres ci-dessus.

d. Tracé de la réponse indicielle

Par le tracé de 1’évolution de la réponse dans le temps, on caractérise le régime transitoire par

le temps de réponse.
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o Reponse Indicielle de la commande de vitesse d"un MCC sans retard de démarrage
T T T T T T T T

520

& E =] = =
2 2 = =) =

Vitesse angulalre de MFarbre du motaur [rad/s)
-9
=

380

360

Figure 4-16: Asservissement de vitesse d'un moteur a courant continu sans retard

e. Temps de monté

Pour notre application, le temps de monté t,, = 0.767]s]

4.5 Modele de connaissance d’'un systéme de second ordre
Un systeme du second ordre est décrit par 1I’équation différentielle ci-dessous [32]
d?s

d
a5 +a; d—i + ays = bye(t) (4-35)

Avec des conditions initiales nulles, la transformée de Laplace de cette équation différentielle

est
s(p) bo
= 4-36
E(p) azp?+aiptag ( )
Cette équation peut étre écrite comme
) b _ L (4-37)

- a1,,92,2
E() a0 1+ p+oip
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Ces parameétres peuvent étre identifiés de la fagon suivante

by . " . .
o k= a—° ou on peut reconnaitre le gain statique
0

° w, = /Z—Z est la pulsation propre non amortie, exprimé en [rad/ s]

1 . . .
&= = qui est le coefficient d’amortissement

2 ./ ao—az’
La forme canonique de 1’équation de transfert du second ordre s’écrit ainsi
S@) k
= 4-38
E(p) 1+2_€p+ﬁ ( )
wn w%

En d’autre terme aussi, la forme normalisée de la fonction de transfert du deuxiéme ordre qui

est

S(p) _ kwi
E(p)  pZ+2iwpp+w?

(4-39)
Afin de déterminer la nature des pdles associés a ce systéeme du second ordre, on étudie
I’équation caractéristique.

- p? + 28wyp + w2 (4-40)
On a comme discriminant réduit

A= wi(¢®-1) (4-41)
& est un coefficient sans dimension, on aura trois forme de réponse distincte selon sa valeur.

e ¢ >1,lesysteme a deux racines réelles distinctes et un comportement exponentiel.
e ¢ =1, le systéme a un multiple de racine réelle, de comportement exponentiel.

e ¢ <1, lesysteme a deux racines complexes, ayant un comportement oscillatoire.

§i =

2h0| = (4-42)

,Af+w%i
Pour p; = 4; + jwp,

Propriétés 4.1

Amortissement £ > 1 : on a un systeme hyper-amorti, telle que

b = wn(— + =T
P2 = n(—E =)

(4-43)
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Amortissement £ = 1 : systémes a amortissement critique

Le polyndme caractéristique a une racine réelle double,

1
p = —Swp, = —wp =—— (4-44)

71

La fonction de transfert s’écrit alors,

K

G) =y (4-45)
Amortissement 0 < & < 1 :systémes sous-amortis
Les racines du polynome caractéristique sont complexes conjuguées,
= wp(—¢ +jy1— &2
P1 n( $+j ¢ ) (4-46)

p; = w,(—§ —jy/1 - ¢&2)

et

Wy = Wpy/1—&2 (4-47)

r ] ’ . . e 2 .
La réponse transitoire est alors donnée par I’oscillation de pseudo-période T, = —— amortie
14

par une exponentielle de constante de temps :

T=—> (4-48)

_fwn

4.5.1 Etude de la réponse indicielle

La courbe de la réponse indicielle d’un systéme du second ordre possede un certain

nombre de caractéristiques remarquables.
Propriété 4.1

% Amortissement & > 1, systéme hyper-amorti :

La réponse indicielle du systeme est donnée par :

t t

s(t) =K(1— Lo n——¢ fz) (4-49)

71— 12 71— T2

L’allure des réponses des systémes hyper-amortis pour différentes valeurs des poles est

représentée selon la figure :
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Réponse indicielle

Amplitude

a 2 4 6 8 10 12
Temps [s]

Figure 4-17: Réponses des systémes hyper-amortis

Propriété 4.2

% Amortissement & = 1, systémes a amortissement critique

Dans le cas critique (¢ = 1) la réponse indicielle est :
o b
s@=k(1-(1+L)e7) (4-50)

Propriété 4.3

< Amortissement < & < 1, systémes sous-amortis

Ona:

kw? [1 p+ 28w, ]

S = = _—
2 p(p? + 2§ wyp + w?) p p?+2lw,p + w?

La réponse indicielle du systéme sous-amorti est :

s(t) =k [1 - %cos((um/ 1-é&2t+ (p)] (4-51)

e
1
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_ ¢
@ = —Arctan ( @)

L’allure de telles réponses est représentée sur les figures pour w,, = 1

Amplitude

1.8

=}
@

n.E

0.4

0.2

Réponse indicielle

JE=01]

(4-52)

S [E=o2
E=03
2% E=04

w
-
o
o
e
o
¥

Temps [s]

Figure 4-18: Systémes du second ordre sous-amortis

30

Et puis, on peut avoir aussi d’autres formes de la réponse selon les différentes propriétés

présentées sur la figure suivante pour & = 0.1;

— &
Bt
1.8

Réponse indicielle

; T T T [] [] L] T
IVAY il
156 AT
P q
S = |
o / \) £
= ™ Q N
b \\ Ir_;"' \\__r/
h ,’r T
N
5‘0 E:] 7;} ElEI lBIEI 100
Temps [s]

Figure 4-19: Systemes du second ordre sous-amortis
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La réponse indicielle est alors oscillatoire amortie, on définit ensuite :
Définition 4-5

a. Temps de montée

C’est le temps mis pour que s(t) atteigne la valeur k, soit

_ 1 T '3 ~
tm = —nJ1—_¢’2 (—2 + Arctan i 1_52) (4-53)
Cette relation est approximée par la relation :

tm = == (4-54)

b. Temps de créte t,, ou temps du premier maximum :

Les valeurs de t qui annuleront la dérivée s'(t), correspondent aux temps des minima et

maxima de la réponse s(t).
Démonstration :
L)

Ona

-Swnt
s'(t) = djl—(tt) = ka)nelﬁ [€ cos(wpy/1 — €2t + @) + /1 — £2 cos(wpy/1 — E2 + ¢)]
Cette dérivée s’annule pour

{cos(wm/l—fzt+g0)+ 1—€2cos(wm/1—€2t+q0) =0

En d’autre terme :

tan(a)n\/l — &%t + <p) = _JlL—fz =tan¢
Alors
w1 —=E*t+@=¢+nn
¢

Définition 4-6

On définit ainsi le temps du premier maximum :

nm
tp - wn /1_{?2 (4-55)
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Propriété 4.4

- Sin est pair, t,correspond au temps de premier minimum

- Sin est impair, le premier maximum a donc lieu pour n = 1

c. Calcul du dépassement D

De facon générale, il est possible de calculer la hauteur des minima et maxima, en remplagant

t par t,, dans ’expression de s(t).

Démonstration :
L J

e—fa)ntp

Ji-¢&
M
e n(l)n\( 1—52

nm
=1 s (o T o)

spzk 1-—

cos (a)m/ 1-¢&2%t, + (p)l

_E nm
e V1-¢§?
S, = k|1 — —=rcos(nm + ¢)

La hauteur de (n pair) est donc donné pour cos @ = /1 — &2, ona

nm

_f -
Sp =k|{1—e 7F (4-56)
Et la hauteur des minima (n impair) est
sp.=k[1+e 7% (4-57)

Le premier dépassement aura lieu pour n = 1, donc

_f nm

D= Spmax —k= spmin = ke 1-¢2
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¢

, . D s . .
Le dépassement relatif est = que I’on exprime en pourcentage par rapport a la valeur finale,

telle que
—E nm =
D[%] = 100e ** (4-58)
Proprieté 4.5
5[%] §=07
D =4{16[%] §=0.5 (4-59)
35[%)] §=0.3

d. Calcul de la pseudo-période
Définition 4-7

C’est le temps qui s’écoule entre deux minima successifs, soit Ty, = tzp41 — tzp—1. Mesurée

entre les deux premiers, ayant I’expression

21
L= s (4-60)

e. Temps d’établissement

Généralement, on choisit pour le temps d’"établissement ¢:

3
(4-61)
4,6

Propriété 4.6

On spécifie temporellement un systeme du second ordre, en supposant que le systeme est
sous-amorti et caractérisé par la paire (§w,). La réponse temporelle a I’allure de la figure

suivante, [32] :
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s(t)

______________________

0 - t':l’?'[

Figure 4-20: Spécifications temporelles d'un second ordre

& est généralement fixée en corrélation avec D alors que t, est principalement déterminé par

wy,. De plus, pour des réponses rapides, w,, doit étre grand.

4.5.2 Etude harmonique

C’est la représentation par le diagramme de Bode. Afin de représenter |G(j.w)| et
arg[G(j. w)], on utilise principalement les représentations de Bode, qui est la représentation
graphique de deux courbes :

e G = 20loglog|G(j.w)| (le gain, en deciBel [dB]),

e ¢ = (le déphasage, en degrés [ °]).

en fonction de w, sur une échelle logarithmique.

Le déphasage est un angle modulo 2.7. Il est cependant considéré comme un "retard de

phase" pour le bon respect du principe de causalité, ce qui conduit a le tracer sur [—2. 7, 0].

La fonction de transfert harmonique d’un systéme du second ordre s’écrit [33]

k

1+2§jw%1+(jwin)2

G(jw) = (4-62)

Le module et I’argument de ce nombre complexe sont données par :
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|6Gw)| = -
- ey
Arg [M] = —Arc tang—“’i“2

1-(0)

(4-63)

a. Etude du gain

Deémonstration :

L J

Le calcul de la dérivée du gain par rapport a wi donne

% -y e e [i- ()] +ae (]

y oy w
La dérivée s’annule pour les valeurs de — annulant
n

|w

4(0)%)3 —40% (1 - 2¢2)

_>4(win)3—4win (1-2¢2) =§n<4(§n)2—4(1—252)>

e On obtient une seule racine wi =0sié>0,7
n

i L2 _ - _ 0824 & ~
. Onadeuxracmes,tellesque.wn—Oetwn—w/l 284s51¢& = 0,7

b. Pulsation de résonance

Démonstration :

L J

1

. <
On démontre que, pour & < Nex

Y _ 1 _9z2 _ %R
_)wn_ 1 Zf_w

La pulsation de résonance est alors

WR = Wy 1 — 282 (4-64)
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4.5.3 Commande de la vitesse de la machine par la variation de la tension d’induite
avec considération de l'inductance

On considére le moteur a courant continu a excitation indépendante selon la figure 4-21 ci-
dessous.

R, L.
i C. LY
J1r:r.':
T A N\
/ T 7
O

Figure 4-21: Moteur a courant continu a excitation indépendante
On va voir le comportement de la réponse pour :

e ¢ > 1, afin de simplifier les calculs

On a le schéma fonctionnel pour la commande de vitesse d’un moteur a courant continu par le
réglage de la tension d’induite précédemment

Ql(p) _ Kinax
Va(p) (p]eq + feq)(Ra + Lap) + krznax

Cr(p)
@ + " + Y- 1 Q(p)
—»( — max ——( —> >
_i R, + L,p Pleq + feq
kmax <

Figure 4-22: Schéma fonctionnel d'un moteur a courant continu en charge command¢ par la

tension d’induite
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4.5.4 Réponse du modele pour la commande de la vitesse et de la position

angulaire de rotor du moteur

La fonction de transfert reliant ’entrée u = v,(t) = 1 et la sortie Q(t) du moteur a courant

continu
) Kmax
Q(p 1 LaJeq
0 _ 1 4-65
G (p) Va(p) D 5 Lafeqt/eqRa_ | Rafeq+Kinax ( )
P24 {
Laleq LaJeq

Cette forme de fonction de transfert peut &tre réécrite et peut se présenter comme

Kmax
1 LaJeq
G(p) T X LafeqtieqRa_ Laleq 2 (4_66)
Rafeq+K#ax Rafeq+Kiax

En modifiant cette écriture de la fonction de transfert, on obtient :

Kmax
1 Laleq
G(p) = x 4-67
(p) p 14(La Rafeq ) JeqRa ) Lg __ JeqRa 2 ( )
Ra Rafeq+K#ax RafeqtKax Ra Rafeq+Kim

Cette €quation de transfert est de la forme

K

G(p) = % X 1+ (Tem+UTel)P+TeiTemP? (4-68)
Définition 4-8
On définit le gain statique
« _ Knax
LaJeq
La constante de temps électrique du moteur a courant continu est
Ty =<2 (4-69)
Rq
Et ou
H= Raff:f;?rznax (4-70)
Et la constante de temps €lectromécanique
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Qui est trés petit par rapport au terme de frottement. On peut arranger de telle sorte que
Tel 1G4 Tem -
Tem T UTer = Tem T Tey (4-72)

Cela permet d’écrire finalement la fonction de transfert sous la forme :

G(p) =22 K (4-73)

N Va(p) B (1+7ep)(1+TemDp)

On peut avoir clairement les poles du systéme sans retard par

1 1
Pr=—— P2 = —

Tel Tem

(4-74)

Définition 4-9

K
p(A+71eip) A +Temp)’

Pour V,(p) = %, Q(p) est de la forme Q(p) = sa transformée de Laplace

t t

(e Tel — e Tem), on aura 1’équation de la vitesse angulaire

inverse est K +
Tem—Tel

Tem—Tel

Q@) =K (1 +— <e'f_:z - e‘ﬁ>> (4-75)

D’ou le modele pour la position angulaire de I’axe du moteur se déduisant de sa vitesse par
intégration de la fonction de transfert reliant la tension de commande du moteur V,(p) et la

position de son rotor @(p) = L{6(t)}, d’aprés les démonstrations précédentes

_ 6@ _ K
G(p) = UP)  p2(1+7ep)A+Temp) (4-76)

1

o \ \ A 1 . .
Ainsi, le systéme possede trois poles p; = 0 p, = — —P3 = et de gain statique K.
el

9
Tem

t
(e Tel — e Tem>’ d’ou I’équation de la

La transformée de Laplace inverse est t +
Tem—Tel

position angulaire du rotor, donnée par

() = K (t (T — Top) + — (e‘f_; - e‘ﬁ>> (4-77)

Tem—Tel

Ter €t Tom, que on ne peut faire apparaitre que lorsque les pdles sont réels, sont donc la
constante de temps électrique et la constante de temps électromécanique du systéme,

respectivement, avec le gain statique K.
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4.5.5 Applications numériques
On procedera toujours avec les valeurs numériques suivantes pour faciliter I’application

L~0;R=06[Q];kpns = 2 (sic’estune constante de temps mécanique, alors I’unité de kest
[N' m/A], si la constante est électrique, k sera [V.s] ;] = 1[kg.m?]; u(t) = 30

60

Le mode¢le de connaissance étant G = ——
p2+6p+4

e Le gain statique K = 15;

e Lapulsation w, = 2

e Le facteur d’amortissement ¢ = 1,5

e On ales poles du systeme, telle que p; = —5.2361 ; p, = —0.7639

e Les constantes de temps ,,, = 1.309; 7,; = 0.191

Avec les placements de poles dans le plan complexe, on a la figure

Pole-Zero Map

0.987 0,852 0.925 0.88 072 045
08¢
0.892
06 91
— 4 Fp oo T ‘ ]
_% :
go2r .
(=)
-, . .
£ I'F- wl 4 4 3 £ 1 o i
E o
E‘ .
go2f .
g
E ;4| 0998 _
06 .
082
0.8 .
og8a 0.962 0.9258 0.86 072 045
1 < | L i
-6 -5 -] -3 -2 -1 a

Reeal Axis (seconds’™)
Figure 4-23: Placement des poles du systéme sur le plan complexe

Les différentes réponses sont présentées selon les figures suivantes, toujours avec les valeurs

numeériques ci-dessus :

La réponse impulsionnelle est
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_t __t
Qt) = (e Tel — e Tem) (4-78)
Tem~Tel
Q(t) = 13.4160(e™>2361t — 07639 (4-79)
" Réponse impulsionnelle d"un second ordre pour MC
] vitesse de rotation
P e
B -
7k -4
I
il -
=
£
° h
B4t -
3 X
8 \
=3 -
N
",
%
2 K‘“m\\ 4
1 M‘E‘“ﬂ-—______ 1
_\_\-‘_\_\_\_\_\___‘_—‘—-—\_
|:| i i Il i | i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
Temps [s]

Figure 4-24: Réponse impulsionnelle d'un moteur a courant continu sous forme d'équation de

second ordre

Tandis que, les constantes de temps mécanique et €lectrique sont respectivement T, et T,

Tem = 1.309
T = 0.191
Q(t) = 15(1 + 0.8944(e 52361t — g=0.76391)) (4-80)

Ayant comme réponse indicielle de la forme :
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Réponsea indicielle d"un MCC sous forme d"équation de second ordre

15 T T
=0 - =
=
£
g
=
2
o
=]
:
o 5
o i ] i i ]
o 2 4 =] a 10 12

Time (seconds)
Figure 4-25: Réponse indicielle d'un MCC sous forme d'équation de second ordre

La réponse harmonique du systéme est présentée sur la figure suivante :

Systéme sans retard

40 T T T
20 F
g
& T
=
2
= 20 -
=
-40
&0 | | i
(K] T T T
45 |
=
i 80
g
ke
o
135 -
I_ —— Comportement de la vitesse du MCC sans rotard de délmnn'a;:‘
180 s L L | i L
107 107! 107 o’ 10

Frequency {rad/s)
Figure 4-26: Diagramme de Bode de la commande d'un moteur a courant continu
pour & > 0,7
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on a un diagramme de Bode d'un systéme d'ordre deux avec un amortissement égal a 1,5 et

w, = 2 . Le systéme se décompose alors sous la forme d'un produit de systémes du premier

ordre.

4.6 Analyse d’état du moteur sans retard

La commande par le réglage d’état, permet aussi de :

e Commander le moteur par I’inducteur : ce mode correspond évidemment au cas d’un
inducteur bobiné dans lequel le courant pourra varier, entrainant un flux variable. Le
courant d’induit est maintenu constant a I’aide d’une source extérieure que 1’on peut
représenter par une source de courant.

e Commander le systéme par I’induit : Dans ce cas le flux inducteur est maintenu
constant, par 1’utilisation soit d’un aimant permanent pour la création directe du flux,

soit d’une source de courant réglable

Dans notre application, on va utiliser la commande du moteur par I’induit avec une tension

d’excitation constante.

4.6.1 Représentation d’état du systéme sans retard

Mais pour une facilitation de la formation du systéme, on va revenir a I’équation électrique et

mécanique, pour avoir la vitesse de rotation du moteur et le courant de démarrage

TP = T — QM) + S u®) (4-81)
et
- "]m—q i(t) — %Q(t) — JeqCr (4-82)
([2i® _Ra _ Kmax
a |_| L Lo |[i(F) [u(t)

[ s=0m=0 1 [5(?)

Le schéma fonctionnel du systeme est présenté selon la figure suivante avec ses différents

parametres :
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di(t)

£(0) = | 4 x(t) = [ gi)((tt)) e(t) = [uc(:)
dt

s(t)‘

B(t) |—> C(t) T

\ 4

e(t) £(0) f x(6)

A(t)

D(t)

Figure 4-27: Schéma fonctionnel de la représentation d'état du moteur a courant continu

4.6.2 Commandabilité du modéle sans retard
Un systeme linéaire représenté par 1’équation dynamique d’état,
x(t) = Ax(t) + Be(t) (4-84)

ou A € R™" B € R™™ est commandable si et seulement si la matrice de commandabilité, C

est de rang n,

rang(C) = rangl[A B .. A" 1B]=n (4-85)
_Ra kmax 1 0
Ao Lo | g |k
| kmax _fe_q > B 0 - L
Jeq Jeq Jeq

4.6.3 Observabilité du systeme sans retard
La notion d’observabilité fait intervenir la matrice dynamique A et la matrice de sortie C.
Un systéme linéaire représenté par 1’équation dynamique, d’état et de sortie

{J'c(t) = Ax(t) + Be(t)

s(0) = Cx(b) (4-86)
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ou A € R™" B € R™™ est observable si et seulement si la matrice d’observabilité O est de

rang n,

C
rang(0) = rang C:A =n (4-87)
CA-n—l

4.6.4 Applications numériques

Les valeurs des paramétres sont toujours les mémes calculs (mais peu réalistes) suivants :

a=[3 o) =l S
a. Commandabilité
On a
[AB]:[_26 _02 é —01]

C=ranglA B]=2
La représentation d’état du systeme est commandable.

b. Observabilité

Avec,
cal =12 ¢
CA 2 0
O = rang [Cil] =2
Le systéme est observable, avec la matrice d’observabilit¢ 0 = [(2) (1)

c. Stabilité nominale

On a la fonction de transfert du systeme

2
Gp) ="
®) p?+6p+4

L’équation caractéristique du systéme est

Alp) =p?>+6p+4
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Les pdles du systéme p; = —5.2361 ; p, = —0.7639 ; sont tous a parties réelles négatives,

on peut déja alors conclure sur la stabilité du systéme.

- Dr’apres le calcul des valeurs propres de A, A; = [_5%361 ~0 3639]’ qui sont tous

a valeurs réelles négatives, un systéme décrit par son €quation d’état est stable si les

valeurs propre de la matrice A sont a partie réel négative.

—4 00

t
- Le systtme est stable, car lim s(t) = lim Q(t) = lim ( K (e Tel —
t—+00 t—>+00 t Tem~Tel

t

e Tem)) = 0, c’est-a-dire qu’on définit que la stabilité est la capacité du systeme a

converger vers la valeur nulle lorsque t — +co.

4.7 Analyse et représentation d’état du moteur a courant continu avec

retard de démarrage

Les propriétés qui sont pour les systemes a non retard sont aussi applicables au modele des
systemes avec de retard. Le théoréme du retard permet de calculer la transformée de Laplace
d’une fonction retardée d’un temps 7 si I’on connait la transformée de Laplace de la fonction

non retardée. Ainsi, on peut procéder aux propriétés des systémes non retards, telles que :

4.7.1 Représentation par la fonction de transfert du modéle avec retard sous forme

de premier ordre

a. Réponse impulsionnelle

C’est la réponse a une impulsion de Dirac §(t). On aura u(t — ) = §(t). Alors la fonction

de transfert de la vitesse est ainsi

ke™™P

Qp) =—F——— 4-88
() Tméc<p+.r L ) ( )
D’ou la réponse impulsionnelle sur la commande vitesse est
ku(t-7) —;,
Q(t) = Te Tméc (4-89)
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La réponse impulsionnelle d’un systéme est donc I’original de sa fonction de transfert. Cette
propriété (bien que dans la réalité, il soit impossible de construire une impulsion de Dirac

parfaite), joue un role important dans I’identification des systémes.
On peut avoir la position angulaire de I’axe du rotor de la méme manicre que précédemment
en utilisant le terme de retard, qui est obtenue en intégrant la vitesse

ke™™P
1+TmecP

0(p) =~ x AQ) (4-90)

b. Réponse indicielle

La réponse indicielle est la réponse d’un échelon v,(t —1) =u(t—1) =1 appliqué a
I’entrée ayant le terme du retard, telle que la fonction de transfert du moteur est généralement

la suivante

Qp) = Va(ple™™ (4-91)

1+TmecP

On définit la fonction de transfert du systéme ayant un retard pour un échelon

ke™™P

Q(p) N P(1+Timecp) (4_92)
La décomposition en éléments simple permet d’avoir 1I’équation suivante

Q(p) = ke™™ (1 -— ) (4-93)

P p+Tméc
D’ou la sortie est
t
Q) = ku(t — 1) (1 —e fmée> (4-94)

c. Temps de réponse

La valeur finale (régime permanent) est toujours k, au bout d’une constante de temps, mais

présentant un retard t.
tr = 3Tmec + T (4-95)

d. Temps de montée
Définition 4-10

On définit le temps de montée comme celui d’un systéme non retard mais en ajoutant le temps

de retard
tm = 23T e+ 7T (4-96)
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4.7.2 Applications numériques pour la commande de vitesse

Démonstration :
&

En valeurs numériques, avec un retard de 0.5 [s], v,(t — 1) = u(t — t) = 30;

L{vg(t) = 30u(t — 1) } > V,(p) = 22

P
Q) = 157"
P +3)
- Q(p) =157 (% — p%)
Q) = 15u(t — 1)(1 — e™3Y) (4-97)

a. Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle du systeme avec retard est :

Reganss Impabicnnads $un MCC fc AT da Gemamags
EDO T T T T

————— Compebema e 1o wWizsss du MCC sard meiasd da of marrga
————— Comportemand o Ly vissss duy WGE svos relacd de dhmarmgo

-
]
T

]

"-'bﬂ:m:garg.tnlm de I'Ebm du moleer jadis]
T T
] 1

2
T

Timn (seconds)

Figure 4-28 : Réponse impulsionnelle de la commande de vitesse du moteur
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L’impulsion permet de connaitre la stabilit¢ d’un systéme. On peut dire que la réponse

impulsionnelle d’un premier ordre est donc stable car :
-t _t
))=o0

Tel — e Tem

lim s(t) = lim Q(t) = lim —(e
t—+oo t—+oo =+ \ Tom — Tey

D’apres la figure ci-dessus figure 4-27. Le retard n’influence pas le comportement du

systeme.

b. Temps de réponse
Alors pour la commande d’une machine a courant continu ayant de retard, le systéme ne

répond qu’apres un temps de
t, = 1.5[s]

c. Réponse indicielle
Le tracé de la réponse indicielle retardée d’un temps 7 est

_ Réponse indicielle de la Commande de la vitesse du MCC avec retard de demarrage
B00 ¢ I T T I T
500 e T ]
f_,.-f--' -~
il /
i
.-'/ -"'z
Pl 1) /
@2 i
& /
- J."
2 !
5] f
[ / |
gl:-tl_ ,."'
=
] !
8 /
E | .n. Illr||II I|II .
[ 1
100 f {
| )
| -'
f Comportemant de |a wiesse du MGG sans retard de damarnrag
{ f Comportament de la vilesse du MCC avac retard de damar.
o / 0 1
0.5 1 1.5 2 25 3
Tirme (seconds)

Figure 4-29: Réponse indicielle de la Commande de vitesse d’'un MCC avec retard de

démarrage

Sur ce figure, on voit bien que la commande représente un retard de temps de T = 0.5 par

rapport a ceux du sans retard.
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d. Temps de montée

Le temps de montée t,,, = 1.267[s]

4.7.3 Fonction de transfert du moteur a courant continu avec retard sous forme de

second ordre

Puisqu’il s’agit d’un retard pur, on va prendre la fonction de transfert du systéme sans retard.
Et on peut avoir le systéme en insérant le facteur e *Pqui est le modele du retard. On a

I’équation de la fonction de transfert du systéme sous forme du second degré, avec un retard

a. Réponse impulsionnelle

La transformée de Laplace correspond trés exactement a la fonction de transfert du systéme ce
qui est la particularité essentielle de la réponse impulsionnelle. Ainsi, la fonction de transfert

de la vitesse répondant a une impulsion est

Q) _ K
Va(p) (1 + Telp)(l + Temp)

G(p) =

OuV,(p)=e7"
On peut définir ainsi G, telle que

Ke™™
(A+7ep)(1+Temp)

Q) =Gp) = (4-98)

Donc

Tem—Tel

Q) = Ku(t — 1) < : (e‘f_; - e‘$>> (4-99)

b. Réponse indicielle

La fonction de transfert de la vitesse du moteur a retard de démarrage et pour v,(t — 1) =

Ke™™P

u(t—1) =1, Q(p) est de la forme Q(p) = T r——

sa transformée de Laplace

_t _t
inverse est Ku(t — 1) + fu(t_:) (e Tel — @ rem>, I’équation de la vitesse angulaire est
em~ lel
1 ot
Q) = Ku(t - 1) 1+ —— <e ol — e rem) (4-100)
em~ ltel
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c. Réponse harmonique du systéme a retard

La fonction de transfert harmonique d’un systéme du second ordre s’écrit

G(jw) =— 2 (4-101)
1+28 jw_n+( jw_n)
Le module et I’argument de ce nombre complexe sont données par :
‘L'(l)z
(|GUQO|= ke
| [T ez
{ “n “n (4-102)
LArg [G (ia))] = —Arc tan%
bl el 1 (@

4.7.4 Applications numériques

D’apres les calculs numériques de la fonction de transfert pour le modéle du second ordre
dans le sous-section 4.5.5, on la fonction de transfert sans retard :

60
p?+6p+4

En insérant le facteur de retard, on a la définition de G :

__ 60e77P
p2+6p+4

(4-103)

Les propriétés de la forme d’un second ordre pour le systéme resteront toujours les mémes, on

a les différentes réponses :

a. Réponse impulsionnelle

L’équation de la vitesse pour une réponse impulsionnelle est

Q(t) = 13.416u(t — T)(e—5.2361t _ 6—0.7639t) (4-104)
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D’ou sa figure :

Yilnssa ca malalion adis]
[E]

b

Répanse impulsonnede o un second ordre pour a commanda dun MCC
T T T

Comporinenm ca in visses da BEE sans reinnd da démasmgs
Comporinmon o o vizsee du BCO avoc netarnd da dit maemage

e ——

Temps [s] {seconds)

12

Figure 4-30: Réponse impulsionnelle de la commande de vitesse d'un MCC sous forme de

second ordre

On peut tirer une conclusion a partir de ce graphe de la réponse impulsionnelle que quand :

lim Q(t) = [Jim (13.416u(t — 1) (52361t — ¢=076391)) = ¢

t—>+o00

Le systéme est toujours stable méme s’il y a la présence du terme de retard. Le retard n’a pas

d’influence sur le systeme de second ordre.

b. Réponse indicielle

La figure de la réponse indicielle répondant a 1’équation de la vitesse :

Q(t) = 15u(t — 7)(1 + 0.8944 (e 52361t — ¢=076391))

Est
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Réponse indicielle de la commande de vitesse avec retard de demarmage
T T 1. T T

=

el

Vitesse angulaire [rad/s]
o=

{51]

Comporiement de ks vibesses do MCC sans retard de démarrags
Comporiemen de la vilesse du MOD avec relard de démarmagol

4 g B 10 12
Temps (seconds)

Figure 4-31: Réponse indicielle de la commande de vitesse d'un MCC sous forme de second

ordre avec retard de démarrage

Le facteur du retard n’a pas d’effet sur le comportement en gain du systéme de second ordre,

on obtient le méme gain statique K mais en présence d’un retard de temps 7.

c. Réponse harmonique du systéme avec retard

La réponse harmonique de la commande avec retard de démarrage est

Sysbtme aveo retard

T
In] 2
E \‘
g I
= g
= w2
=
T
<6y L L
o T T
T \
=
2
I 148 o
=
o
160 - -1
Comporiemaent da la vithase du MOD avec retard da -ﬂ.nnlarﬁgo:{
2BH0 L + !

o= i 109 ! i
Frequancy (rad'a)

Figure 4-32: Diagramme de Bode du systéme avec retard de démarrage
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Les courbes d’amplitude et de phase de la fonction de transfert du systéme a retard sont

identiques a ceux du systéme sans retard. On constate un écart faible sur la phase.

4.7.5 Représentation sous forme d’espace d’état

Les descriptions de variable d'état permettent une conception de réglage du systéme et
I’intérét de son comportement dans le domaine temporel, a partir des équations différentielles

ordinaires linéaires a coefficients constants.

Les modé¢les mathématiques qui régissent les comportements dynamiques du moteur a courant
continu sont donc les variations du courant d’induite et la variation de la vitesse utilisant des

lois physiques telles que la deuxi¢me loi de Newton et la loi de Kirchhoff.

L’équation de I’évolution de 1’état du systéme électromécanique avec retard d’état (variation

du courant et variation de vitesse ayant respectivement du retard) est

( di(t) _Rg kmax
[[at | _| ‘La Lg |[i(t) } [u(t —17)
aQ | = |kmax  _Jea [[Q(¢ _Lle(t-
{ at Jeq Jeq ( ) ( (4-106)
I i(t)
Le schéma fonctionnel du systéme est généralisé selon la figure suivante avec :
di(t) © _Ra _ Kmax )
i(t Lq Lq _ Lq
x(t) = [ x(t) = a(t) A—kml feq B = 0 _L
]eq ]eq ]EEI
_Ju(t—1) _ _
e(t) = C.(t — 1) C=1[0 1] D=0
e(t) x(t) x(t) s(t)
o > B(t—1) —>O—> [ > C(t) —>Q—>
+ X+ T 4
+
A(t)
D(t)

Figure 4-33: Schéma fonctionnel du systéme stable avec un retard de la commande
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4.7.6 Commandabilité spectrale du modele avec retard

On va appliquer directement la théorie sur le modele ci-dessus qui est la commande de vitesse

d’un moteur a courant continu
<AW)/B(V) >=[B(V) A(V)B(V)]

Ainsi, la matrice de commandabilité, pour les mémes valeurs de matrices, telle que

1= ) Bl D)

— — -0.5
6 e 00) (4-107)

[l — A Ble™™)] = (7 0 0 —e-05p

rang[pl, — A(e™"P) B(e™™)] =2

4.7.7 Observabilité du systeme avec retard

Le systéme est observable si est seulement si le rang de la matrice < C/A > est égale a

I’ordre du systéme,

A=(_26 ‘02) c=(0 1)

rang < C/A >= rang [g 1 =2
Ce qui est du rang 2,V p € C, excepté p = 0. Le systétme de commande de la vitesse de
moteur a courant continu est dans notre cas spéctralement observable.
Démonstration :
»

Par contre, il existe aussi de systeme qui n’est pas observable, si on lui applique le critére

d’observabilité, tel que
A=0 C=1—¢e7" (4-108)
<C/A>=1-V

Ce genre de systéme n’est pas observable.
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4.7.8 Stabilité
On considére un systéme linéaire a temps invariant de dimension n, telle que

x(t) = Ax(t) t=0

%(0) = 0 (4-109)
Les termes de stabilité suivants sont équivalent :
1. Le systéeme est globalement asymptotiquement stable.
2. Le systéeme est globalement exponentiellement stable.
3. Lamatrice A est Hurwitz, ¢’est-a-dire A4 c C
4. lls éxistent des matrices P > 0, telle que I’équation de Lyapunov
ATP+PA+Q =0 (4-110)

5. 1l existe une matrice P > 0 tel que I'inégalité de Lyapunov ou I’inégalité linéaire

matricielle (LMI)
ATP+ PA<O0 (4-111)
On définie P, comme
_[P1 D2
P=lp i @112
On peut écrire la LMI de la sorte

* —2ps3

Ces conditions de LMI sont équivalentes aux inégalités suivantes

P>0<—>{p1>0 4-114

T pipz —p3 >0 (4-114)

ATP+PA<0<=>{ P2P3 ~ Pz > 0 (4-115)
—4p3(p; — 1) — (p3 — 2p2)* <0

Remarque

P peut étre définie negative ou positive si est seulement si tout ces principales mineurs sont

négatives ou positives respectivement.

Alors, le moteur a courant continu ayant un retard de de demarrage 0 < 7, est stable
asymptotiquement s’ils existent des matrices P = PT >0 et Q = QT > 0, c’est-a-dire la
stabilit¢ quadratique au sens de Lyapunov qui est équivalente a la stabilité classique au sens

101



des systémes linéaires (valeurs propres a parties réelles négatives) est assurée, si et seulement
si:
- P vérifiant le systéme a LM] suivant :
ATP+AP+Q =0, ouQ =1,

—6 -2

Ona:AvecA=(2 0

) et le retard est toujours supposé a T = 0.5 et

0.1667 0.2500

P =
[0.2500 0.9167

Propriété 4.7

On peut vérifier aussi la stabilité du systeme via 1’équation de 1’énergie totale du systeme ou
aussi bien via la forme quadratique de la fonction de Lyapunov en connaissant la matrice P,

telle que P = PT > 0.

Théoréme de la stabilité de Lyapunov :

Soit V(x) une fonction définie positive dans son domaine de définition,

Si le dérivé V(x) de V(x) le long de la trajectoire du systéme est :
a) définie semi-négative, I’état d’équilibre est stable au sens de Lyapunov
b) définie négative, 1’état d’équilibre est dit asymptotiquement stable au sens de
Lyapunov

c) définie positive, 1’état d’équilibre est instable

Remarques :

Le théoréme de Lyapunov est une condition suffisante pour la condition de stabilité ou

d’instabilité d’un systéme.

Analyse de stabilité par la fonction de Lyapunov

1) 11 faut trouver une fonction V(x), pour utiliser la stabilité, la fonction de Lyapunov

candidate

2) Evaluer le dérivé V(x) le long de la trajectoire du systéme
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3) Appliquer le théoréme pour conclure sur sa stabilité
Soit
V(x) = xTPx (4-116)
V(x) =[x1 %]TP[x1 X3]
X1, X, étant I’intensité du courant d’induit i(t) et Q(t) respectivement.
Démonstration :
LJ

Il faut d’abord calculer cette fonction V (x), pour pouvoir calculer son dérivé, on a

0.1667 0.2500
=[x; x,]7 X1 X 4-11
Ve = %" |35600 00167/ ¥ @-117)
En effectuant le calcul, on trouve :
1 1 11
V(x) = gxf +2x120 + Ex% (4-118)

On rappelle que V(x), la fonction de Lyapunov candidate est une fonction composée a

plusieurs variables, selon notre cas, on a seulement deux variables, telle que

av(x) _ ov(x) %

a T ox (4-119)
Ou
% _ [—26 —02] X1 %7 (4-120)
Et
V(x) 5 13
ox 616
D’ou le dérivé de V(x) est
s
Finalement,
V(x) = —§(10xf +13x2 + 31x,%,) < 0 (4-121)
24
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On peut dire que V(x) est décroissant le long de son trajectoire, car V(x) < 0. La stabilité
quadratique du systéme est assurée, et on peut dire que le systéme est alors asymptotiquement

stable.

On peut en déduire que tout cela revient au méme cas que celui du systéme sans retard, qu’un
systeme décrit par son équation d’état est asymptotiquement stable si les parties réelles des

poles du systeme sont a valeurs négatives, méme s’il y a I’existence du terme de retard.

4.8 Conclusions

On a pu constater a travers les résultats de la simulation, que malgré I’existence du retard,
I’état du systéme est toujours stable. Le retard n’influence pas alors 1’état du systeme, mais
agit sur la commande, Donc, dans ce cas il faut passer a une solution utilisant des synthéses de

loi de commande et penser a la synthése de commande robuste pour compenser ce retard.

Afin d’assurer la commande multivariable d’un systéme linéaire a retard, il faut d’abord que
le systéme ait les caractéristiques de la stabilité¢ selon 1’équation de Lyapunov ou selon les
inégalités matricielles linéaires ou encore par les inégalités algébriques de Riccati. On peut
résumer alors que des connaissances de base en algebre lin€aires sont trés essentielles pour

pouvoir effectuer la synthése de commande.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Ce mémoire d’initiation en recherche est construite sur la contribution a la modélisation des
systémes linéaires multivariables a retard a temps continu. On peut voir a travers toute ces
théories que le systeéme a retard est un peu différent des systémes sans retard avec 1’existence
de la fonction de retard, la transformation de Laplace est toujours aussi essentielle. On peut

caractériser alors un systéme a retard par I’existence de la fonction e "*P dans un modéle.

Les systémes qu’on a étudiés possedent des caractéristiques intrins€ques que nous ne pouvons
changer. Leur étude a nécessité donc des outils spécifiques, I’analyse du spectre des systémes
a retard et son applications aussi sont trés différentes des systemes sans retard. Mais ils ont
quand méme des points communs comme si seul le comportement terminal du systéme est
intéressant, une description monovariable ou une fonction de transfert suffira pour représenter
le systéme. Mais si le comportement interne des systeémes est également intéressant, alors une
représentation de l'espace d'état du systéme est trés utile comme celui des systemes sans
retard. La description mathématique des systémes linéaires a retard de temps, comparer a un
systéme sans retards, 1’équation transcendantale A(p) = 0 a généralement une infinité de

nombre de solutions.

Les concepts de commandabilité et d’observabilité qui ont été développés pour la
représentation d’état des systémes permettent de caractériser respectivement la possibilité que
la commande exerce une influence sur un des ¢€tats et la possibilité d’obtenir une certaine
information d’un des états. Le théoréme de Lyapunov-Krasovski et de Lyapunov-Razumikhin
permet de conclure sur la stabilité d'un systéme dynamique grace a des équations algébriques.
La difficulté réside sur le calcul de la fonction de Lyapunov V(x(t)) dans le cas général ou la
matrice P dans le cas linéaire, ce qui permet de formuler les équations algébriques qui sont les
inégalités matricielles linéaires et les inégalités algébriques de Riccati afin de pouvoir

conclure et d’optimiser la stabilité d’un systéme.

Donc, on résume ainsi, malgré 1’existence du retard le systéme est toujours stable. Le retard
n’agit pas sur la stabilité de 1’état du systeme mais sur la commande, alors afin d’assurer la
commande multivariable d’un systéme linéaire a retard, il faut d’abord que le systéme ait les
caractéristiques de la stabilit¢ selon 1’équation de Lyapunov ou selon les inégalités

matricielles linéaires ou encore par les inégalités algébriques de Riccati. Les connaissances de
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base en algébre linéaires sont donc essentielles pour pouvoir effectuer des synthéses de

commandes.

On rappelle a la fois qu’il faut toujours tenir compte que le systéme sur lequel on peut
travailler n’est qu’un modele mathématique de la réalité, et que par conséquent il y a des
perturbations, de retard ou de perte d’information lors du passage au mode¢le. Bien sir, il

incombe a I’ingénieur de juger la pertinence de son modele vis-a-vis des objectifs

Applications :

Le systéeme a retard existe presque dans plusieurs domaines, que ce soit dans les commandes
ou dans les transports des signaux ou encore dans les différents systémes de transmissions.

Leur niveau étant industriel ou autre.
Perspectives

L’initiation en recherche effectuée, nous a conduits a soulever des perspectives qui sont

encore trés vaste et qui ne sont pas encore vraiment appliquées :

e [l serait intéressant, par exemple, de considérer des chaines d’intégrateurs a retard pur
et de trouver une loi de commande compensant le retard dans la chaine de commande
du systeme.

e Il est aussi intéressant d’effectuer une synthese des systemes linéaires a retard a temps
discret et d’appliquer les propriétés des commandes en temps discret.

e FEt on peut aussi faire une comparaison sur les systemes a retard a temps continu et
ceux des systémes a retard a temps discret.

e Est-ce toutes ces théories sont tous valables si on a un systéme lin€aire a retard varié.

e Peut-on dire qu’un systéme a retard est stable si, et seulement si, il est stable selon les
théorémes de Lyapunov.

e FEtudier les questions de la stabilité robuste, la performance robuste du systéme de
controle d’un systéme linéaire a retard a temps invariant qui est encore un probléme

majeur pour les systémes ayant des retards.
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ANNEXES

A. Quelques notions utiles sur I'automatique

1. Automatique
Définition A-1

C’est la discipline scientifique traitant de la caractérisation des systémes automatisés et du

choix, de la conception, de la réalisation du systeme de commande.

L’automatique fait partie des sciences de I’ingénieur. Il s’agit de la science des systémes. Plus
précisément, cette discipline traite de la modélisation, de 1’analyse, de 1’identification et de la
commande des systemes dynamiques. Elle inclut donc la cybernétique au sens étymologique
du terme, et a pour fondements théoriques les mathématiques, la théorie du signal et
I’informatique. L’automatique permet de contréler un systéme en respectant un cahier des

charges (rapidité, dépassement, stabilité ...).
Buts de I’automatique :
- Réaliser des taches trop complexes ;

- Accomplir des taches trop répétitives ou trop dures physiquement ;

- Accroitre la précision.

Un exemple simple est celui du régulateur de vitesse d’une automobile, il permet de maintenir
le véhicule a une vitesse constante prédéterminée par le conducteur, indépendamment des

perturbations (pente de la route, résistance du vent...).

L’automatique est une science de 1’ingénieur, et n’est pas a confondre avec les automatismes,
qui sont les objets que 1’automatique permet de concevoir pour procéder a l'automatisation

d'un systéme (automates, régulateurs, etc.).

2. La stabilité au sens de Lyapunov

En mathématique et en automatique, la notion de stabilité de Lyapunov apparait dans 1'étude
des systemes dynamiques. L'idée de Aleksandr Mikhailovitch Lyapunov consiste a dire que si

tous les points d'un systéeme démarrent autour d'un point x et que tous ces points restent
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autour de ce point x, alors x est stable au sens de Lyapunov. De plus, si tous ces points

convergent vers x, alors x est stable.

La stabilit¢ au sens de Lyapunov est une traduction mathématique d’une constatation
¢lémentaire : si I’énergie totale d’un systeme dissipe continliment (c’est a dire décroit avec le
temps) alors ce systeme qu’il soit linéaire ou non, stationnaire ou non tend a se ramener a un
¢tat d’équilibre (il est stable). La méthode cherche donc a générer une fonction scalaire de

type énergétique qui admet une dérivée temporelle négative.

Avant d’¢énoncer le théoréme de Lyapunov concernant la stabilité locale d’un point

d’équilibre, nous allons tout d’abord donner quelques définitions.

Fonction de Lyvapunov

Soit f € CY(U), x* € U tel que F(x*) =0

Alors, la fonction V : R* - R € C*(U), U ouvert dans R"

Telle que :

V(ix*)=0etV(x) >0, Vx € U|x # x™ est appelée fonction de Lyapunov de F en x.
Propriété A.1

Soit U un ouvert de R™ contenant x* supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov

V(x*) de F en x*, alors

- SiV(x)<0,vx €U x* est stable
- SiV(x)<0,vx €U x* est asymptotiquement stable
- SiV(x)>0,vx €U x* est instable

Ce théoréme est une condition suffisante de stabilité.

Une fonction de Lyapunov candidate est une fonction définie positive dont on teste la

décroissance autour de point d’équilibre.

Les fonctions quadratiques sont souvent utilisées dans 1’analyse des systémes dynamiques
(fonction de Lyapunov). Notamment : 1’énergie cinétique, 1’énergie potentielle €lastique ou de
gravité et 1’énergie totale sont des fonctions quadratiques de I’état pour les systemes

mécaniques et les énergies €lectriques pour ceux des systemes électriques.
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Stabilité des systémes linéaires

Si le systéme est linéaire :
x = Ax, x € R" (A-1)

Alors le systetme est globalement asymptotiquement stable (le point d’équilibre étant a

’origine) si toutes les valeurs propres A; de A sont a partie réelle strictement négative ,soit :

Re(/li) <0 (A'z)

Rappel sur les fonctions définies positives ou négatives

Propriété A.2

On a les propriétés des fonctions définies positive ou négative :

- V() =0

-V est définie positive, si V(x) > 0, Vx > 0, Vx € D — {0}
-V est définie négative si V(x) < 0, Vx € D — {0}

-V est définie semi-positive si V(x) = 0, Vx € D — {0}
-V est définie semi-négative si V(x) < 0, Vx € D — {0}

Propriétés des formes quadratiques

Ona:

Tla 0

x [0 ME: (A-3)
Propriété A.3

e a,b > 0, la forme quadratique est définie positive
e a,b <0, laforme quadratique est définie négative
e a>0,b=00oua=0,b>0,lafonction quadratique est définie semi-positive

e a<0,b=00oua=0,b <0, lafonction quadratique est définie semi-négative

La fonction quadratique définie V(x) = x” Px, ou P une matrice n X n réelle symétrique, est
dite définie selon ses propriétés, avec PT = P. Si P n’est pas symétrique, on procéde a la

forme symétrique.
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On note que
(xTPx)T = xTPTx = xTPx = xPxT (A-4)

Forme symétrique de la forme quadratique :

1 1
xTPx = ExTPx + ExTPx

1 1
= ExTPTx + ExTPTx

(A-5)

p+pPT
X
2

V(x) =xT (

On note que :

() =) *o

Tests de positivité ou de négativité :

e V(x) =xTPx, P =PT, est définie positive si est seulement si tous les valeurs propres
de P sont positives. On doit symétriser P dans le cas ou les valeurs propres de P sont
non négative.

e D’autres tests comme le critere de Sylvester, impliquent le signe de la principale
mineure de P.

e V(x) =x"Px, P = PT, est définie négative si est seulement si :
—xTPx = xT(=P)x

Est définie positive.

Dérivé de la fonction de Lyapunov pour le systéme % = Ax
Ona:
V(x(@®) = x(£)TPx(t)
En dérivant cette fonction,
V(x(t)) = x"Px + xTPx
= xTATPx + xTPAx et xT = xTAT

V(x()) = xT(ATP + PA)x

110



Equation matricielle de Lyapunov

On note que :
ATP + PA = -Q
Et le dérivé de la fonction de Lyapunov est

V(x@®) = w = —x(t)TQx(¢t)

Propriétés de la fonction de Lyvapunov

Propriété A.4

e La fonction de Lyapunov V(x) > 0,x #0;V(0) =0
e V(x) décroit le long de la trajectoire du systéme.

e La dérivée de VV(x) est négative (ou semi-négative)

av(x(®) _ av(x(t)) dx

dt ox ar o 0 (A-7)

Théoréme de la stabilité de Lyapunov :

Soit V(x) une fonction définie positive dans D € R,
Si le dérivé de V (x) le long de la trajectoire du systéme est :
a) définie semi-négative I’état d’équilibre est stable au sens de Lyapunov
b) définie négative 1’état d’équilibre est dite asymptotiquement stable au sens de
Lyapunov
c) définie positive, I’état d’équilibre est instable
Remarques :

Le théoréme de Lyapunov est une condition suffisante pour la condition de stabilité ou

d’instabilité d’un systéme.

Analvse de stabilité de Lyapunov

1) 11 faut trouver une fonction V(x), pour utiliser la stabilité, la fonction de Lyapunov

candidate
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2) Evaluer le dérivé V(x) le long de la trajectoire du systéme

3) Appliquer le théoréme pour conclure sur sa stabilité

3. Exemple d’application

1) Systéme scalaire

x = —c(x)
A-
xcx >0 x#0 (A-8)

On va montrer que le systéme est asymptotiquement stable

La fonction de Lyapunov est supposée égale a

x2

V(X) = 7
dV(x) B aV(x) dx
dt ~ 9x dt
Ou
aV(x) _
ox *
dV(x)
T —xc(x) <0
2) Mouvement d’un pendule
On a I’équation du systeme :
J6 +mglsin =0 ] =ml?
X1 = 9 Xy = 0
X, =0 x; =6

Le systéme est en équilibre si : x, = 0

A partir de I’énergie totale du systéme, on peut avoir V (x), telle que
Vix)=K+P= %m(él)z + mgl(1 —cosx;) >0 Vx; € [—m, 7]
Analyse de stabilité :
Vix) =K+ P = %m(le)2 + mgl(1 — cos x;)
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aV(x)

= mx, 1% + mgl sin x; x = [%1
. dV(x) _ , X2
V= i [mglsinx; mx,l°] [—%sinxl

L’¢état d’équilibre est vérifié.

3) Pendule avec frottement

On a I’équation du systéme :
ml?6 + f16 + mglsin@ = 0

x1=9 x2=9

A I’équilibre : x, = 0, et
1
V(x) = Em(le)2 + mgl(1 — cos x;)

Analyse de stabilité du systeme

dv(x) _ ov(x) dx

dt ox dt
0 X
av(x) _ ; 2 i
= [mglsmx1 mx,l ] —%sinxl —%xz
d!;(tx) = mglx, sinx; — mx,lsinx; — flx2
avVv (x

Le systéme est stable.
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B. Rappel sur la parité de la transformée de Laplace

Soit la transformée de Laplace, F(s), on définit f(t) = e™* dans l'intégrale qui définit la

transformée de Laplace:

L{e Tt} = foooe_“e_t dt (B-1)

— f e—(S+1)t dt
0

1 - t=c0
- —(s+1) [e (s+1)t]t—0

1

- —(s+1) [0 - 1]
Lie™t}=— (B-2)

Le propre transformé de Laplace paire est:

-t
k ke T —t

> =
Ts+1 T

(B-3)
Dans notre cas, on va supposer que T = 1 et k = 1. Ainsi, la méme réponse (F(s)) en
utilisant une transformée de Laplace appropriée pair devient

1

F(s) =—=L{e™"} (B-4)

s+1 -

Qui est le méme que celui décrit plus haut en utilisant la définition de la transformée de

Laplace.
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C. Représentation d’état des systemes multivariables a temps

continu

Lorsqu’on a acceés aux équations d’évolution physique d’un systéme, on peut décrire son
comportement par la dynamique de ses variables, qui est une approche caractérisant son état.
La formulation par variables d’état est une approche directe dans le domaine du temps qui
s’exprime par une équation différentielle matricielle du premier ordre. L’équation
différentielle est de la forme matricielle pour bien représenter les informations a 1’ordre et les

différentes valeurs des entrées/sorties.

Les systémes qui peuvent étre représentés par des variables d’état sont régis par des équations
différentielles et pourraient étre multivariables (plusieurs entrées et plusieurs sorties, connus
sous le nom de MIMO (Multiple Input/Multiple Output)). On dit qu’ils sont monovariable
(mono-entrée et mono-sortic ou SISO (Single Input/Single Output)), s’il n’a qu'une seule

entrée et une seule sortie.

La représentation générale pour les équations d'état employé dans toute la dynamique d’un

systéme multivariable est la description mathématique du systéme selon 1’équation :

{a'c(t) = A(t)x(t) + B(t)e(t)

s(t) = C(O)x(t) + D(t)e(t) (C-1)

La premicre équation s’appelle I’équation de commande tandis que la seconde équation est

I’équation d’observation. Ou :

e x :vecteur d’état (variables d’état ou encore variables internes)

e : vecteur des entrées (ou de commande)

e s :vecteur des sorties (ou d’observation)

e A€ R™™: matrice dynamique (ou d’état) du systéme

e t:estletemps

e B € R™™: matrice d’application de la commande du systéme
e ( € R™™: matrice d’observation

e D € R™™: matrice d’application directe de la commande

e 1 :nombre ou ordre d’état du systéme

e m : nombre ou ordre de commandes
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e 71 :nombre ou ordre de sorties

e(t)

B(t)

A(t)

x(t) x(t)
> f >

¢(®)

Le vecteur d’état x(t) est formé par les variables d’état x;(t) avec i = 1,2, ...,n, n définie
I’ordre du systéme, qui représentent un ensemble de variables réelles nécessaires pour décrire
le systéme. Le vecteur e(t) est I’entrée du systéme et s(t) sa sortie. Supposons que x(t,) et
I’instant t, sont connus, telles que, leur connaissance ainsi que celle du signal d’entrée

permettent de calculer le signal de sortie pour tout t > t, ou x(t,) décrit 1’état du systéme a

D(t)

Figure C-1: Schéma bloc de la représentation d’état d’un systéme

s(t)

I'instant t = t, et e[, ) désigne les valeurs prises par ’entrée e(t) entre les instants ¢, et t.

La représentation d’état est trés adaptable au cas multivariable et donne une description des

variables internes (d’ou le nom aussi de représentation interne). Les variables d’état, ici, sont

donc toutes des fonctions continues du temps.

e1(t)
ez (t)

Figure C-2 : Systéme multivariable a n états, a r entrées et m sorties

SYSTEME FORMES PAR
DES VARIABLES
D’ETAT

x(t) = {x1,x2 ..., X}
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re1(6) 1 (2] rs1(8) ]

ex(t) x2(t) s2(t)
e(t) = ° x(t) = ° s =1 °

e, (6)] PO 5.0 (8)]

Dans le cas r = m = 1, le systéme est monovariable (SISO) ou un systéme scalaire, c’est-a-
dire e et s sont des scalaires. Pour r >1 et/ou m > 1, ¢’est-a-dire si 1’un d’eux est un vecteur,
le systéme est multivariable (MIMO). Si on suppose que les matrices 4, B, C, D ne dépendent
pas du temps t, on dit que le systéme est invariant, et on aura les équations suivantes :

{x(t) = Ax(t) + Be(t)

s(£) = Cx(t) + De(t) (C-2)

Le passage d'une description interne du systéme (représentation d'état) a une description

externe (fonction de transfert), si les conditions initiales sont nulles, est décrit par :

(= Cxioe (©3)
Démonstration :
&
En appliquant la transformée de Laplace au systéme ci-dessus :
p-X(p) —x(0) = AX(p) + Be(p)
= (p.1 = A)X(p) = x(0) + Be(p)
= X(p) = (p.1 — A)~'x(0) + (p.I — A)T'BE(p) (C-4)
s(p) = CX(p) + De(p)
= s(p) = C(pI — A)"'BE(p) + DE(p) (C-5)
¢
D’ou la fonction de transfert :
G(p) _ @ — C(p[ . A)_lB +D = C.Adj(p.I-A)B+det(p.I-A)D (C-6)

~e(p) det(p.I—A)
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1. Infinité de la représentation d’état
I1 y a une infinité de représentation d’état, si on veut changer de base, on pose X = PZ :

{X=AX+Be :>{X=APZ+Be
s =CX + De s = CPZ + De

{Z(t) = P~1APZ(t) + P~'Be(t) (C-7)

S(t) = CPZ(t) + De(t)

2. Exemples de systeme de base

Un systéme a temps continu fonctionne sur l'entrée pour produire une sortie et peut opérer

dans différents opérateurs de base :

e Moindre carrée s(t) = [x(D)]?

e A retard de temps s(t) =x(t—1)

e Différentiateur s(t) = dz—(tt)

e Intégrateur s(t) = f_toox(‘c)d‘c

e A temps inversé s(t) = x(—t)

e Amplitude gradué s(t) = Bx(t)

e Addition s(t) = x1(6) + x2(6)

e Multiplication s(t) = x(t) X x,(t)
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e Temps gradué s(t) = x(at)

Dans tous les cas ci-dessus, on peut calculer la sortie en fonction de l'entrée et de la définition

de l'opérateur du systeme.

3. Résolution des équations d’état

Résoudre les équations d’état consiste a déterminer 1’expression du vecteur d’état x(t) en
fonction du temps, autrement dit a déterminer les expressions temporelles des n variables

d’état, connaissant le systéme (c’est-a-dire connaissant [A],[B] et [C]) et connaissant 1’entrée

e(t) qui lui est appliquée. [Erreur ! Source du renvoi fintrouvable]] p. (300)

Si on avait affaire a un systeme décrit par une simple équation différentielle et non par un

systeme différentiel, I’équation d’état se résumerait a :
x(t) = ax(t) + be(t) (C-8)

1. Le cas scalaire

Avec condition initiale x(¢,),
Résolution du probleme homogéne :

x(t) = ax(t), x(t) = x(ty)etto) (C-9)

Résolution du probléme avec second membre :

En utilisant la variation de la constante, c’est-a-dire qu’on cherche une solution pour (C-8)

sous la forme
x(t) = e¥t=to)z(t) (C-10)
Forme générale de x(t)

On en déduit la forme générale de x(t). D’ou la solution d’une telle équation différentielle est

connue et a pour expression si £, = 0:
x(t) = e*x(0) + fote“(t‘o) Be(t)dt (C-11)
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Dans cette écriture, e représente une matrice exponentielle que I’on note en général @ (t) et
que I’on appelle matrice de transition du systéme. Si on connait I’état du systéme a un instant

to différent de 0, on peut calculer son état a un instant t quelconque :
x(t) = e®x(to) + [, e~ Be(r)dr (C-12)

Ce résultat peut également étre obtenu en appliquant la transformation de Laplace a (C-8). En

effet

pX(p) —x(0) = aX(p) + bE(p)

Ou X (p) et E(p) représentent respectivement les transformées de Laplace de x(t) et e(t). De

la relation précédente, on en déduit alors
X(p) = 522%0 + G(PIERP) (C-13)
OuG(s) = ﬁ. Par application de la transformation de Laplace inverse, on a
x(t) = e?t=to) 4 ftto gt —De(r)dr = ety + f:o e®t-t)Be(r)dr (C-14)

2. Le cas vectoriel

Par analogie au cas scalaire, on définit I’exponentielle d’une matrice carrée A € R™" de la
g

facon suivante

A2 A3 Ak 0
exp(A) =In+A+;+§+--- =ZRZOF, avec A” = I, (C-15)

I, : représente la matrice identité de dimension n X n.
x(t) = Ax(t), x(ty) = x (C-16)
Et on démontre que
x(t) = eAlt—to)y, (C-17)
Définition C-1

La matrice e4(t=%) est désignée sous le nom de matrice de transition car elle établit la
correspondance entre 1’état du systéme a un instant t et 1’état initial a I’instant t,. On a alors

comme notation souvent utilisée

B(t, to) = Pp(t — ty) = eAlt7to) (C-18)
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Cette matrice joue un role trés important dans la théorie des systémes dynamiques linéaires.
Dans ce qui suit, on va établir le calcul de la matrice de transition et donner ses principales

propriétés.

3. Calcul de la matrice de transition

L’opération la plus délicate, dans la résolution des équations d’état, consiste a calculer la
matrice de transition. De nombreuses méthodes existent, mais on va rester a présenter ici les

plus classiques.

a) Utilisation de la transformation de Laplace

En appliquant la transformation de Laplace au systéme d’équations différentielles de la

représentation d’état :
x(t) = [A]x(8) + (B)e(t) = pX(p) —x(0) = [A]X(p) + (B)E(D)

(pl, — [ADX(p) = x(0) + (B)E(p)

D’ou:
X(p) = (ply — [AD 7 x(0) + (pl, — [AD ™" (B)E(p) (C-19)

Il apparait clairement, en confrontant cette expression a la solution générale déterminée dans
le paragraphe précédent, soit :

x(8) = el4ix(0) + [ el (Be() dr

que la matrice de transition el4lt

(pln - [A])_l .

possede pour transformée de Laplace la matrice

Transformons I’expression de (pI,, — [A]) 1

-1 2 n
(pl,, — [A])? :1<In_@) :(I_n+[i;]+@+...+[lﬂ_l+...>
p p bp D p p

2
et = (I + [Alt+ 102 4 B4 ) (C-20)

n
2! n!
Propriété C.1

4. Propriétés de la matrice de transition

vt :
- @(t) satisfait I’équation linéaire homogene
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2O — 4¢p(t) = p(D)A, (C-21)

a

- Pty — t)p(ty — to) = P(t2 — to)
- ¢ est toujours inversible, d’inverse ¢ ~1(t) = p(—t)

On va maintenant essayer de résoudre le probléme non homogene
X = Ax + Be, x(0) = xq (C-22)

Comme pour le cas scalaire on cherche une solution de la forme (méthode de la variation de la

constante) :
x(t) = elAlt=to) 7 (1) (C-23)

En remplacant x(t) dans (C-22) on obtient immédiatement que

z(t) = e~4ltBe(t) (C-24)
Ainsi
z(t) = 2(0) + [, e" W Bu(1)dr (C-25)
Soit finalement
x(t) = elltx(ty) + fot elAlt-DBe(1)dr (C-26)

Dans le cas ou le systéme est initialisé en x(ty) au lieu de x(0), on démontre que :

Forme générale de x(t)
x(t) = elAt=to)x (o) + ftz eE=DBe(r)dr (C-27)

Un résultat équivalent peut étre obtenu en utilisant la transformée de Laplace. Pour ce faire

appliquons la transformée de Laplace a la relation (C-22)
pX(p) — x(0) = AX(p) + BE(p)
= X(@) = @l —A)7'x(0) + (pI —A)"'Be(p)  (C-28)

Or —aqgit) = A¢(t), soit par transformation de Laplace, ®(s) = (pI, — A)~1, @(p) resprésente

la transformée de Laplace de ¢(t). On en déduit que

X(p) = ©(p)x(0) + (p)BE(p) (C-29)
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En appliquant maintenant la transformation de Laplace inverse, on obtient immédiatement

que
x() = p(O)x(0) + f 6(t — O)Be(r)dr
0

= 4% (0) + [, eA¢~?Be(r)dr (C-30)

b) Application au calcul direct de la matrice de transition

On peut utiliser directement I’expression du développement de Taylor a condition que la

matrice de commande soit nilpotente.

Remarque : Une matrice carrée est dite nilpotente si il existe un entier k positif tel que
[A]™ = [0] pour tout n > k. Bien évidemment, plus k est petit, plus le calcul direct est

simple et rapide.

Considérons par exemple la matrice de commande : [A] = [8 g
Ona:
2 _ [0 2
=1y =[o o

En conséquence : A™ = 8 ol vn =2

2 n
On aura alors d’apres eAt @ = (In + [A]t +%t2 + .- +%+ )
(C-20):
Al* A" | 1 0 2t]_q1 2t
[Alt — [ 2 4.
¢ (I”+[A]t+ TR [o ] [ ] [0 ]

c) Meéthode de diagonalisation de la matrice de transition

On remarque que le calcul de la matrice de transition est trés simple a effectuer si celle-ci est

diagonale.
Soit :
Al 0 0 ell 0 W 0
2
[A] _ O 3.2 20 — e[A]t — O Oe 2..‘ 0 (C-31)
0 0 A, 0 0 e’n
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Cette constatation nous conduit naturellement a imaginer une méthode relativement facile
pour calculer et : il suffit de diagonaliser la matrice [A]. Considérons une matrice de

commande quelconque :

all alz e aln
a a . a
[ar= 7" L (C-32)
Apn1 Qpz - Qpp
Les vecteurs propres et les valeurs propres de cette matrice sont définis par :
[A]v; = 4 v; (C-33)

Les vecteurs non nuls v; sont les vecteurs propres de [A], les A; sont ses valeurs propres. Pour
déterminer ces granduers, étant donné que les A; sont les racines de 1’équation caractéristique

de la matrice [A] définie par :
det(Al, — [A]) = 0 (C-34)

Si on appelle A la matrice diagonale formée des valeurs propres de la matrice [A] et [T] la

matrice modale formée de ses vecteurs propres, on a :

A0 L0
a=7 oz Qe =(w) @) . o) (€39)
0 0 4y
Dans ces conditions :
[4] = [T][8]T] (€36)

On peut alors vérifier que :

[A]" = (ATHAITI™Y x (ATIANTT™Y x ... x (ATHANTI™ = ATHAITI™) (C-37)

2 n
Comme elAlt = (In + [A]t +%t2 + ...+%+ )
2 n
Donc, on a
et 0 0
elalt — [T] 0 Oe)‘zf 0 [T]-1 (C-39)
0 0 e’nt



Alt Azt
5

Les fonctions e efet . et qui constituent la base de fonctions ¢lémentaires du vecteur

d’état, donc des signaux internes du systéme, sont appelées les modes du systeme.

d) Meéthode de Cayley-Hamilton

Cette méthode, qui repose sur la propriété d’une matrice d’étre toujours solution de son
€quation caractéristique, présente 1’avantage d’étre relativement rapide pour des matrices
d’ordres peu élevés et de mettre en ceuvre des calculs moins complexes, donc moins

générateurs d’erreurs de calcul.
Considérons une matrice [A] et son équation caractéristique :
det(Al, — [A) ="+ ap_ A" 1+ +a;l+a;=0 (C-40)
[A]" + ap_1[A]" 1 + -+ [A]1A + agl = 0 (C-41)

Cette équation permet d’affirmer que pour toute matrice carrée d’ordre n possédant n valeurs
propres distinctes, toute puissance de [A] supérieure ou égale a n peut s’exprimer en fonction

d’une combinaison des puissances de [A] strictement inférieures a n.
On peut donc écrire :

et = £ 1O + fua DA+ + LO[A] + fo(OI - (C42)

La recherche des fonctions f;(t) ne pose aucune difficulté : les valeurs propres de la matrice

[A] vérifiant obligatoirement cette équation, on construit un systéme de n équations ou les n

fonctions f;(t) sont le inconnues et la résolution de ce systéme permet de déterminer el41t .

Soit

et = fo (OI L+ oo (DR + ot (O + fo(D)
e = oy (DX + fuaON2 o+ (D, + fo() (Cc-43)

Lt = £ (DA + fo o (OXF + -+ (D2 + foD)
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