Introduction

Les bases de données statatistiques manipulent des objets conventionnels
décrits par des variables monovaluées ( la valeur prise par une variable pour
un objet est une valeur unique). Les évolutions récentes dans les systémes de
base de données permettent de stocker de nouveaux types de données (in-
tervalles, ensembles, ...) introduisant de I'imprécision ou de la variation. Des
contraintes de domaines peuvent étre exprimées et des liens de hiérarchie et
de composition peuvent étre stockés.

Ces évolutions dans les systémes de base de données ont donné lieu & de
nombreuses applications manipulant des objets décrits de facon plus proches
de la réalité et donc plus complexes qui ceux habituellement traités.

En gestion des stocks, par exemple, on décrit une situation de rupture de
stock comme suit "Niveau - de - stock = [100, 150] , quantité - en - cours de
- commande = [50,100] , Durée - de - livraison = [30,45] , Etat - fournis-
seur {Critique, Mauvais}, Etat - écoulement - produit { Moyen, Rapide}”.
On peut décrire des contraintes entre des variables, par exemple, si "Etat -
fournisseur ) {critique}” alors "Durée - de - livraison > 0 (On peut avoir
des taxinomies, par exemple, dans la variable couleur les modalités blanc et
jaune sont remplacables par la modalité claire.

Des objets incluant dans leurs descriptions de telles informations sont dits
symboliques (Diday, 1987, 1995)) car dans chaque case du tableau de don-
nées peuvent apparaitre des valeurs multiples, parfois pondérées et liées entre
elles par des régles). L'extension des méthodes d’analyse des données a de
tels objets est appelé "Analyse de données symboliques". Plusieurs auteurs
se sont intéressés a 'extension des méthodes de réduction de dimension et
de transformation de variables a des données complexes. Nagabushan (1988)
a présenté une méthode de réduction a deux dimensions s’appliquant & des
objets décrits par des variables a valeurs intervalles ; cette méthode est basée
sur le développement en séries de Taylor. Ichino (1994) s’est également inté-
ressé aux problémes de réduction de dimension ; il propose une extension de
la méthode d’Analyse en composantes principales "ACP" a des objets décrits
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par des variables de type intervalle, de type ensemble et méme structurées.
Ichino se base, pour étendre la méthode d’ACP classique & des données com-
plexes sur la généralisation de la distance Minkowsky.

On présentera dans ce mémoire trois chapitres :

- Dans le premier chapitre, on présente ’ACP classique, en indiquant son
domaine d’application, son cadre et son but.Puis nous passons a la résolu-
tion du probléme, en définissant les axes factoriels ainsi que leurs facteurs
associés, et les composantes principales. Nous décrivons la représentation des
individus et celle des variables ainsi que la qualité de ces représentations.

- Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les données symboliques en
rappelant leur définition. Nous indiquons leurs différentes descriptions, puis
le modéle de base et enfin nous définissons les objets symboliques et leurs
différents types.

Ce chapitre se termine par la notion de I'analyse des données symboliques.
- Dans le troisiéme chapitre, on présente I’ACP des données de type intervalle.
Deux méthodes sont présentées : L'une dite méthode des sommets et
I'autre dite la méthode des centres qui est plus adaptée a premiére vue,
aux données décrites par un nombre élevé de variables et une comparaison
de ces deux méthodes est présentée ainsi qu'un exemple d’application.



Chapitre 1

[ANALYSE EN
COMPOSANTES PRINCIPALES
(ACP) " CLASSIQUE "

1.1. Domaine d’application

L’ACP permet d’analyser tout tableau de données statistiques X (n,p) (n
lignes, p colonnes) représentant n individus décrits par p variables quantita-
tives. Son domaine d’application est donc trés vaste. Ainsi si ’ensembe des
individus doit étre homogeéne (ensemble d’entreprises ou ensemble de per-
sonnes par exemple), 'ensemble des variables peut étre hétérogéne (chiffre
d’affaire, nombre d’employés pour une entreprise ou taille, poids d’un indi-
vidu par exemple).

1.2. Cadre de ’ACP

1.2.a) Nuages de points associés au tableau des données
Soit X = {z],i=1,...,n;j =1,...,p} le tableau des données, I'individu i est
décrit par le vecteur de R? X; = (27,5 = 1,...,p). De plus, chaque individu

7 est muni d'un poids p; : Vi =1,...n p; >0 ; Z pi = 1 (en général, on a
i=1

P = %, pour i =1,...n).

La variable j est décrite par le vecteur de R" : X7 = (xf,z =1,..,n).

au tableau des données X sont donc associés deux nuages de points

- Le nuage de points pesants N(I) = {(X;,p;),7 = 1,...,n} C RP dit nuage

des individus.

- Le nuage N(J) = {X7,j = 1,...,p} C R" dit nuage des variables.
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Avant de préciser le but de ’'ACP, nous présentons maintenant les notions
qu’elle utilise et quelques résultats préliminaires.

1.2. b) Centre de gravité du nuage N(I)
C’est un vecteur de R? que 'on notera g qui s’écrit :

=1

Dans la suite, on supposera pour simplifier les calculs que g = 0, on peut
toujours se ramener a ce cas en centrant les p variables. Matriciellement,
I'égalité g = 0 s’écrit : "X D,I = 0. ou ‘X est la matrice transposée de X.

1
1 pl O

et avec I = | .Dp= matrice des poids des individus.
1 0 Pn

Afin de définir des distances entre individus et des distances entre variables,
on munit les espace R? et R™ de métriques euclidiennes (c’est a dire associées
a des matrices symétriques définies positives).

1.2.c) Métrique D, sur l’espace des variables R"
La métrique dont on munit R" est la métrique Dp dite métrique des poids.
Le choix de cette métrique est naturel. En effet :

(X9, X7, = XD X =} sl af = COV(XI, XT)
i=1

car les variables sont centrées. De maniére analogue :
n .
1X7][3, = X7 Dy X7 =" pi(a])® = Var(X’)
i=1

1.2. d) Métrique M sur ’espace des individus R?
Le choix de la matrice M dépend des caractéristiques des données. Rappelons
que les plus usuelles sont la matrice identité et la matrice diagonale D, 42,
dont le terme général de la diagonale est I'inverse de la variance des variables.
Nous reviendrons sur ce choix important au paragraphe 1) 11)

1.2. e) Matrice variance - covariance du nuage N(/)



Le terme général de la matrice variance V() du nuage N([I) s’écrit

Vi, =1, ..p COV(XI X7 =" p; ol 2l = 'X'D, X7

%
i=1

Matriciellement, on a donc : V = Z pi X;'X;, dou V="'XD,X.
i—1

1.3. Inerties

1.3.a) Inertie par rapport a un point
On rappelle que l'inertie du nuage N(I) C R? muni de la métrique M, par
rapport & un point a de RP s’écrit :

L=Y pidy(Xi,a)=> pi'(Xi—a) M(X; - a)
i=1 i=1
L’inertie par rapport au centr de gravité O de N([I) s’écrit :
Io = Z pi [1Xill3, = Z pi ' Xi MX;.

i=1 i=1

D’aprés le théoréme de Huygens, 'inertie de N(I) par rapport & son centre
de gravité est minimum. Cette quantité est désignée comme l'inertie totale
du nuage N (), on notera désormais Ip = Ir.
Théoréme de Huygens [1]

n

Sig= Z pi X; est le centre de gravité du nuage N(/) on a :
i=1

Va €R?, I, =1,+d3,(a,g)

Démonstration
n

Va eRP, I, = pi (X —a) M(X; - a)
=1
L=) p'(Xi—g+g—a) M(X;—g+g—a)
=1
L= 5 (X g) M(Xi—g)+2 3 pi (g — a) M(X, — g)
=1 =1
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+Z pi (9 —a) M(g—a) (car M est symétrique)

I, = I, + d};(g,a) +2'(g — a) MZIM (Xi —g) (car Zpizl)

i=1
Z pi (X; —g) =0 par définition de g, d’ou le résultat annoncé.

Remarques

- Le centre de gravité g est le point par rapport auquel I'inertie du nuage est

minimum.
- I, est I'inertie totale du nuage N(€2) et sera souvent notée I ou 7.

1.3.b) Inertie par rapport 4 un sous - espace affine

Soit E; un sous - espace vectoriel de £ = RP. Considérons la décomposition
en somme directe de F : E = B, @ E{, Ei étant le sous - espace vectoriel
orthogonal & F; pour la métrique M ;V X; € £, ona X, =ao; +0;, o; €
E\, B; € Ef ; cette décompositioni étant unique.

Soient F) et Fi- les sous - espaces affines associés a E; et E{- passant par un
point a de F, dont la décomposition suivant F; et Ell s’écrit : a = ay + as.
On appelle inertie du nuage N(I) par rapport a Fi la quantité :

sz ﬁua2 sz XzaFl)

De méme on définit I'inertie N(I) par rappport a it
Ipe = pi diglas,a) = pi dig(Xi, Fi)
i=1 i=1
Par le théoréeme de Pythagore, on a :
diy(Xi, a) = diy(ai, ar) + dif (B as).

Puisque (o; — a;) € E) est orthogonal a (3; — az) € Ef, on peut donc en
déduire I, = Ip, + Ip.. En particulier, si a = 0, on a It = I, + Ips
Par le théoréeme de Huygens, on a :

Va € R, Ip = Ig, + d3;(as,0).
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Autrement dit, le sous - espace affine associé a E; minimisant I, est celui
qui contient le centre de gravité de N(I).

Remarque

Les relations précédentes permettent de voir que 1 pi peut aussi s’interpréter
comme l'inertie de la projection du nuage N(I) sur F;. On désignera [ Bt
comme l'inertie portée par Fj.

1.4 But de ’ACP

Le but de I'analyse en composantes principales est d’obtenir une réprésen-
tation du nuage N (/) de R? dans un espace de dimension réduirte de telle
maniére que 'inertie portée par cet espace soit la plus grande possible.

La principale opération de I’ACP est de déterminer les axes principaux d’iner-
tie du nuage autour de son centre de gravité. Ce sont les axes qui prennent
le mieux en compte la dispersion du nuage au sens de la distance d,; définie
sur RP. Ces axes principaux d’inertie appelés axes factoriels permettent de
représenter les points du nuage sur des espaces de dimension réduite. Par
exemple, on obtiendra une représentation plane du nuage en projetant or-
thogonalement au sens de la métrique M tous les points sur le plan principal
d’inertie, c’est-a-dire sur ’espace de dimension 2 qui porte le plus d’inertie.

1.5. Formulation du probléme de ’ACP
Mathématiquement, le probléme s’énonce ainsi : Trouver le sous - espace af-
fine ), de dimension k (k < p) tel que l'inertie du nuage N(I) par rapport

aEy:Ig = Z pi d3;(X;, Ep) soit minimum.

Epest! espace tel que l'inertie [ Bt du nuage projeté sur Ej soit maximum.

D’aprés le théoréme de Huygens E}. contient nécessairement le centre de
gravité O du nuage.

Nous donnons maintenant deux théorémes qui vont permettre de traiter le
probléme en plusieurs étapes.

Théoréme 1 d’inclusion

Si Fj_1 est un sous - espace vectoriel optimal de dimension k — 1, alors la
recherche d’un sous - espace vectoriel optimal de dimension k peut se faire
parmi ’ensemble des sous - espaces vectoriels de dimension k contenant Fj_.

Démonstration
Soit Fy un sous - espace vectoriel de dimension k et H = F}, + Ej- ;.
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F. N E | ne peut étre réduit au vecteur nul. Sinon on aurait
H=FoE:-, et dmH)=k+(p—(k—1))=p+1.

Ce qui est absurde puisque H C RP. 1l existe donc v # 0 € F}, N Ej- ;. Soit
Av 'axe engendré par v.

Soit GG I'espace supplémentaire M- orthogonal & Av dans F, : F, = G AV
et soit By = Ey_1 ® Av. On a Ip, = Ig + Ia, car G est orthogonal & Av,
mais par hypothése Ej_; est optimal, donc I,_; < I d’ou Ip, < Ip,.

On peut donc restreindre la recherche d’un sous - espace optimal aux sous -
espaces contenant Fj_;.

Théoréme 2

La recherche d’un sous - espace vectoriel F de dimension k contenant un
espace vectoriel F' de dimension k£ — 1 minimisant [g est équivalente a la
recherche d’'un axe Av , M - orthogonal a F' et mnimisant Ia,

Démonstration

Quel que soit 'espace E contenant F, on a une décomposition £ = F & Av
avec Av L F donc Igp = Ir + Ia, : Ir étant constant, minimiser /g revient
& minimiser Ia,.

A partir de ces théorémes, on raméne donc le probléme de I’ACP au probléme
suivant :

1. Rechercher un axe F; = Awu; a inertie minimum, u; étant le vecteur
unitaire engendrant .

2. Rechercher un axe Auy, M - orthogonal & Au; et & inertie minimum.
Soit Fy = Auq b Ausy ; Fs est un sous - espace optimal de dimension 2.

3. Rechercher un axe Aug, M - orthogonal & Fj_1 et & inertie minimum.
Soit E), = E,_1 ® Auy, Ej est alors une solution du probléme.
On a E;, = Auy ® Auy & ... ® Auy. Les axes Auq, Auo, ..., Auy sont
appelés les axes factoriels.

Remarque
On a du méme coup obtenu toutes les solutions pour h < k.

1.6. Résolution du probléme
1.6. a) Résultats Préliminaires
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e Expression de I'Inertie totale I

IT:zn:pi 'X; M X;.

i=1
Notons tr(A) la trace d’'une matrice A. Comme 'expression *X; M X; est un
réel, on a . tXZ' MXl = tT(tXi MXz) = tT(XZ tXZ' M) car

tr(AB) = tr(BA). d’ou :

i=1

Onadonc: Iy =tr VM

e Expression de l'inertie portée par un axe
Soit Au I’axe engendré par le vecteur unitaire v : on a VX, € E, X, = a;+[;,
avec o; € Au et f3; € Aut. Or oy s’écrit a; = oyu, a; € R.

Donc Ip,:r = Z p; dis(;,0).

i=1
«; est la projection orthogonale de X; sur Au, donc a; = (u, X;) = 'u M X;
et d*(a;,0) =lla; ul=a? = 'u M X;'X; Mu d’ou

Ingr = ‘uM [Z i X tXZ-] Mu

i=1

Soit  Iaur = 'uMV Mu.
On en déduit que In, = tr(VM) — "uMV Mu

e Etude de VM :

Rappelons tout d’abord que M est symétrique définie positive et que V' est sy-
métrique positive. Par ailleurs, VM est M symétrique : “(VM)M = M(VM).
On en déduit les propriétés suivantes :

- Les valeurs propres de V M sont réelles, positives ou nulles.

Il existe une base M - orthonormée de E = RP constituée de vecteurs propres
de VM.

1.6. b) Détermination des axes factoriels
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On commence par chercher le premier axe factoriel Auy.
Le probléme s’écrit maintenant :

Probléme 1 :

Maximiser ‘uMV Mu sous la contrainte ‘uMu = 1.

Munissons E de la base M - orthonormée constituée des vecteurs propres
e, ...,ep, de V.M associés aux valeurs propres Ay, ..., A, les valeurs propres
étant rangées par ordre décroissant (A > Ay > ... > A, > 0).

Dans cette base, le vecteur u; cherché s’écrit :

p p
_ 2 _
Uy = aj e; avec a; = 1
i=1 i=j

et on a :

p p p p
tul MVMUI = <VM (Z Q; €j>, Z Oéj/@j/> = <Z )\jOéj €, Z aj/ej/>
j=1 j'=1 j=1 j'=1

p
dott MV Muy =Y\ ol
j=1

p p

On doit donc maximiser E Aj 045- sous [la contrainte E a?- =1.

i=j j=1
Or
P P
> el < 3 el
=1 =1

Il suffit donc de prendre a; =1 et a; =0, pour j > 1.

Finalement :

uy est le vecteur propre de VM associé a la plus grande valeur propre A;.
A = In,+ représente l'inertie du nuage N(I) projeté sur le premier axe
factoriel Au;.

€St la par mertie du nuage porte par le premier axe ractoriel.

Le deuxiéme axe factoriel Auy est engendré par le vecteur us , qui est solu-
tion du probléme.

Probléme 2 :
Maximiser ‘us MV Musy sous les contraintes : ‘us Muy =1 et tusMu; = 0.

15


http://www.rapport-gratuit.com/

p p
Partant de 'écriture wus = Z a; ej avec Z oz? =1 dans la base des vec-
=1 =1
teurs propres de VM. On montre de maniéjre analogue a l’étape précédente
que uqy est le vecteur propre de V' M associé a la deuxiéme plus grande valeur
propre Ay qui est l'inertie portée par 'axe Auso.
Mt A est la part d'inertie du nuage N (I) porté par le premier plan facto-
tr(V M) p g P p p P
riel engendré par (uq, us).
La recherche du k¢ axe factoriel Auy, engendré par u;, se méne de maniére
analogue.
uy, est le vecteur propre unitaire de V.M associé a la k™ plus grande valeur
propre A\ qui est l'inertie portée par 'axe uy.
A+ Ao+ A
tr(V M)
factoriel E) de dimension k, avec :

est la part d’inertie du nuage N(I) portée par 'espace

B = Aup @ Augy @ Aus O ... D Auy,

1.7. Facteurs associés aux axes factoriels
A tout vecteur unitaire u de £ = RP est canoniquement associé la forme
linéaire b sur R? définie par 'opérateur de la projection sur I'axe Au. On a
donc b(X) = X Mu que l'on notera *X.b en identifiant le vecteur Mu a la
forme linéaire b,

EXMu = "Xb=b(X)

Ainsi aux axes factoriels de vecteurs unitaires uy, us, ..., u, (r étant le rang de
X)) sont associées les formes linéaires by, by, ..., b, appelées facteurs de 1’ana-
lyse en composantes principales.

I1 est facile de voir que le premier facteur by est vecteur propre de MV associé
a la valeur propre Aq, que le deuxiéme facteur by est vecteur propre de MV
associé a la valeur propre As. etc...

Les facteurs caractérisent les axes factoriels aussi bien que les valeurs uy, ..., u,.
Ainsi, on montre de mnaiére immeédiate que la recherche du premier axe fac-
toriel qui est de maximiser ‘uMV Mu sous la contrainte ‘uMu = 1 revient a
la recherche de la forme linéaire b = Mwu qui maximise ‘bV'b sous la contrainte
tM~'h =1 ; by = Mu, est la solution de ce probléme. Plus généralement
la recherche du k¢ axe factoriel Auy revient a rechercher la forme linéaire
b = Mu qui maximise 'bVb sous les contraintes ‘bM b =1 et 'b,M~1b=0
pour £ =1,....k — 1; b, = Muy est solution de ce probléme.
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1.8. Composantes principales

1.8.a) Définition

Pour tout ¢ = 1,..,n la projection de X; sur le premier axe factoriel Auy
s’écrit : C’{ul avec Oi = <XZ‘7U1> = tXiMul = tXibl.

Le vecteur C; = (C%,i = 1,...,n) de R" s’appelle la premiére composante
principale et s’écrit : Ch = X Mu; = Xb;.

On définit de maniére analogue les autres composantes principales. On no-
tera C}, la k'™ composante principale.

1.8.b) Propriétés des composantes principales

Proposition 1
Les composantes principales C} sont centrées, de variance Ay et non corrélées
deux a deux.

Démonstration
La moyenne de la k"¢ composante C}, s’écrit :

szck sz wp, MX; = Ty (ZpiXi>:
=

Calculons la covariance de C}, et Cjr.

COV(Ck,Ck/) = tCk Dp Ck/ = tbk tX Dp ka’ - tkabk’ = tukMVMuk/
COV (Cy, Cr) = Ae{up, ups)

D’ou COV(Ck, Ck/ = 0, Sik 7& k' et on obtient Var(C’k) = /\k
proposition 2

Les composantes principales C}, sont vecteurs propres de X M'X D,, associées
aux valeurs propres Ag.

Démonstration
De MVb, = A b ontire XMVb, = A\ Xby, Ce qui implique X M'X D, Xby, =
M X by d’out le résultat puisque Cjy = Xby.

1.9. Représentation des individus
La projection du nuage N(I) dans les sous - espace vectoriel, de dimension
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k, Ei en donne une image approximative. La qualité globale de cette repré-
sentation est mesurée par le pourcentage d’inertie pris en compte par Ej :

A+ A

100.
tr(VM) .

Il est important de pouvoir juger de la qualité de représentation de chaque
point X; sur les axes factoriels. Les vecteurs unitaires uq, ..., u, des axes fac-
toriels constituent une base M - orthonormée de RP et on a :

p
X, = E LUk, = (¢ 1=1,...,n)
k=1

étant la k"™ composante principale. D’oi

p p

n P n
Xl =3 (G2 et B =37 mllXillhy = 30 - milc)* =3- M

k=1 =1 k=1 i=1 k=1

On en déduit les indices de qualité de représentation d’un point X;.

o (C})? / est la contribution relative du k¢ axe factoriel a I'iner-
11113

tie de X; : c’est la part d’inertie de X; prise en compte par cet axe. Cette
quantité est le cosinus carré de Pangle 6 formé par X; et uy.

k k
e De plus, Z (C))? / = Z cos® 0, est la contribution relative de
1115,

=1 =1
I’espace factoriel Ej engendré par les k premiers axes factoriels a I'inertie de

X;.

pi (C}h)?
k

e Par ailleurs, est la contribution relative de X; a l'inertie du

kiéme axe.
C’est la part d’inertie de cet axe prise en compte ( "expliquée") par le point
X;.

1.10. Représentation des variables

A chaque vecteur propre unitaire u, de VM correspond une composante
principale Cy € R" : Cp = (Ch = 'wMX;, i =1,..n).

R™ étant muni de la métrique D,, on a vu au paragraphe 1) 8) que les p
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Ck
—, k=1,.., forment un systéme D, -
\/)\_k p) y p

orthonormé de R™. (Si X est de rang r < p, on se restreint aux r compo-
santes principales associées aux valeurs propres non nulles, on suppose ici

que 7 =p).
On peut donc représenter les variables X7 dans la base constituée par les vec-

composantes principales (

Ch ) :
teurs [ ——= ,k =1, ...,p | du nuage formé par les p points (X!, X2 ... XP)
TR (v)\k;
e R™.

La k'™ coordonnée de X7 dans cette base s’écrit :
p
o,

df = —= D, X' et X3 = a2,
j \/)\— et on a || HD ;(J)

d? est la covariance entre la variable X7 et la composante principale normée

Ci
VAL .
La qualité de représentation d’une variable X7 sur I'axe engendré par i

VA,

se mesure, comme pour les individus, par le Cosinus carré de l'angle formé
par X7 et C}, :

dr)? est le carré du coefficient de corrélation entre X7 et Cj.
J
1913,

De méme, la qualité de représentation d’une variable X7 sur I'espace engendré

sera

& G

par les k£ premiéres composantes principales normées (

mesurée par :

qui est le carré du coefficient de corrélation multiple de X7 avec (C4, ..., Cy) :
une variable sera d’autant mieux représentée que cette quantité sera proche
de un.

Par ailleurs, dans le cas trés général ou la métrique M est diagonale et si
on note M; le terme diagonal générique de M, on montre [Cazes, 1985] que
I'inertie totale peut s’écrire :

p p p
Iy = Z Z M; (alé?)2 avec Z M; (alf)2 = g

k=1 j=1 j=1
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M; (d)?

J

k .
I'inertie portée par le k¢ axe factoriel.

Le rapport est alors la contribution relative de la variable X7 &

1.11. Choix de la Métrique M

L’analyse en composantes principales impose au départ la définition d’une
métrique euclidienne M sur RP. Le choix de cette métrique est trés impor-
tant car il influe beaucoup sur les résultats de ’analyse. On a vu que les deux
métriques les plus usitées sont les suivantes :

M = I, : Cette métrique s’emploie lorsque les variables sont mesurées dans
des unités identiques et ont des variances de méme ordre.

La matrice a diagonaliser VM = VI, = V est alors la matrice de variance -
covariance des variables.

M = D;;s> : Cette matrice s’emploie lorsque les variables sont mesurées
dans des unités différentes et plus généralement lorsqu’elles ont des variance
notablement différentes.

L’emploie de cette métrique revient & analyser le nuage centré réduit avec
la métrique I,. Le choix de cette métrique rend les résultats de ’analyse in-
dépendants des unités de mesure choisies pour les variables. Par ailleurs, il
permet de rédurie considérablement l'effet taille de I’analyse en composantes
principales sur les variables.

1.12. Les éléments illustratifs

Dans toute analyse factorielle, il est possible de projeter dans le systéme
d’axes trouvé des individus ou des variables n’ayant pas participé en analyse.
On parlera d’éléments illustratifs ou supplémentaires. Les formules de pro-
jection de ces points sur un axe factoriel sont les suivantes :

e Pour un individu illustratif X, 'abscisse de sa projection sur le
Auy, est ‘X Muy, = ' Xby.

e Pour une variable illustrative X*, I'abscisse de sa projection sur le £ axe

Ac, est Y(X®) D, f—)\k_
k

k"¢ axe

k
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Chapitre 2

DONNEES SYMBOLIQUES

2.1 Définition de Données symboliques

Nous allons traiter dans cette partie les données symboliques et les va-
riables symboliques.

On rappelle dans un premier temps la définition méme de données dites
"symboliques" qui prennent en compte la variation interne aux individus et
leur complexité.

Grossiérement les données "symboliques" sont aux antipodes des données
"purement numériques".

Ainsi, un tableau de données symboliques autorise plusieurs valeurs par
case. Ces valeurs étant parfois pondérées et liées entre elles par des régles et
des taxinomies.

Les variables d’un tableau de données sont dites "symboliques” quand les
données le sont.

Quatre notions fondamentales caractérisent les données symboliques
a) La variation :

Dans le tableau 1 ci- dessous, elle est caractérisée par des variables telles que
Y3 pouvant prendre un intervalle

b) Les pondérations :

Y5 constitue une belle illustration de pondération qui permet dans ce cas de
donner la fréquence d’apparition d’'une maladie

c) Les régles

Par soucis de conserver une information, on peut utiliser des régles telles que
"SiY; >4 alors Y; = diabéte".

d) Les taxinomies

C’est le cas ou l'ensemble d’observations des individus est ordonné (total ou
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partiel)

Par définition, une variable Y est une fonction Y : @ — O ou 2 est
I’ensemble des individus et O est I'ensemble des observations. Le type de
variable dépend de la structure algébrique de O.

Si O est un intervalle, nous dirons que Y est quantitative

Si O est fini ou dénombrable alors Y est qualitative

Y est qualitative ordinal ou nominale suivant que O est ordonné ou non.
Exemple

Soit Q = {wq, wq, w3, wy, w5} cing individus sur lesquels on observe les va-
riables classe d’age, taille, poids, nationalité et la maladie atteinte par w; ¢ =
1,...,5 respectivement notées Y7, Y5, Ys, Yy, Y5 définissent le tableau suivant

Yi| Y, Y3 Y, Ys
wy | 1 ]1,65 [50, 58] Francaise {0,7 cancer ; 0,3 diabéte}
we | 3 | 1,80 [70, 90] Sénégalaise {0,9 cancer ; 0,1 tuberculose}
ws | 2 11,29 (60, 70] Sénégalaise {0,7 paludisme ; 0,3 cancer}
wyg | 1| 1,30 | {40,41,42} U.S.A {0, 8 paludisme; 0,2 cancer}
ws | 4 1,58 [60, 65] Frangaise | {0,8 diabéte; 0,1 cancer; 0,lautres }

Tableau 1 : Exemple de tableau de données symboliques

Y1 : variable qualitative ordinale

Y5 : wvariable nominale

Y3 : variable quantitative

Y, : wvariable pouvant prendre des intervalles et des valeurs multiples
Y5 : variable prenant des valeurs pondérées

2.2. Description de données symboliques

Dans un tableau de données, les descriptions des individus représentent les
lignes.

Elles expriment les propriétés des individus lesquelles sont exprimées a 1’aide
des variables.

A titre d’exemple, dans le tableau 1

- On peut décrire I'individu w, en disant qu’il est de classe d’age 1, de natio-
nalité américaine, mesure 1, 30 ; de poids variant entre les valeurs 40, 41 et 42
et a le paludisme avec 80% de possibilité et le cancer avec 20%

De méme pour wy, il est de classe d’age 1; de nationalité francaise ; mesure
1,65 ; de poids borné par 50 et 58 et a le cancer avec 70% de possibilité et
diabete avec 30%.

La description d’un individu peut se faire de deux maniéres.

1 - A l'aide de deux opérateurs

a) Celui lié a la description des valeurs qui se trouvent dans chacune des
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cases du tableau.

Il est considéré comme une disjonction (V).

b) La conjonction (A) liant sur une méme ligne les différentes colonnes.
La description notée dy de w4 du tableau 1 s’écrira :

dy = [V; = 1A[Yz = 1,30]A[{Y5 = 40}v{Y; = 41}v{Y; = 42}]A[Ys = U.S.A]

A[Ys = {0, 8 paludisme ; 0,2 cancer}].
2 - Sous forme de produit cartésien d’ensembles
Pour illustrer cela mettons ds description de ws, sous cette forme
ds = D1 X Dy x D3 x Dy x Dy
= {4} x {158} x [60, 65] x {francaise} x {0, 8 diabéte ;0,1 cancer ;0, 1 autres}

2.3. Modéle de base

2.3.a) Remarque

Nous allons utiliser les symboles suivants et donc afin de se comprendre. On
préfére donner une définition concise de ces derniers. Soit :

—() un ensemble dénombrable d’individus

—D un ensemble de descriptions

—Y une application de 2 dans D qui a chaque élément de €2 associe une
description

—T une application, dite de "généralisation " ou de "fusion" de D x D dans
un ensemble de généralisation des descriptions noté G contenant D et per-
mettant d’associer une description & un couple de descriptions.

—R une relation de D dans G. Elle est définie par la donnée d’une partie
de I’ensemble produit D x (. d’une partie de ’ensemble produit D x G.

Si (z,y) € D x G, on dit que x et y sont connectés par R noté zRy. On peut
alors définir la fonction caractéristique de la relation R

Hr .- DxG — L

L peut étre L = {vrai, faux} ou [0, 1].

Hp est dite de " comparaison " ou d’ "apperiement" car elle permet de
comparer la description d’un individu & celle d’une classe.
Si L = {vrai, faux}, il y a une connection (interprétée comme une adéqua-

tion) par R entre x et y si et seulement si [yRx] = vrai.
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Si L = [0, 1], le résultat de la comparaison est imprécis alors [yRz| exprime
le degré de la connection de x & y par R.
Relation de comparaison R induite par un ordre sur D.

Définition 1

On dit qu’une relation de comparaison R est induite par un ordre r, si r est
un ordre sur D tel que [yRx] = vrai et si et seulement si yrz.

e Exemple

Supposons que x € D décrive le poids et la taille et compare y et x unique-
ment par la taille de fagon que [yRx] = vrai si et seulement si la taille de
I'individu décrite par y est inférieur a celle décrite par z, alors R est induite
par un ordre r.

L’application Y permet de décrire un "seul" individu.

Par contre la description d’une classe d’individus nécessite 'utilisation de T
T peut étre une ¢ - norme ou une ¢ - conorme.

Définition 2

Une t - norme est une application 7" : [0, 1] — [0, 1] satisfaisant & :

i) T(u,1)=u

1) st uy < ug alors T'(uy,v) < T(uz,v)

iii) T(u,v)=T(v,u)

i) T(u,T(v,w))=T(T(u,v),w)

Une t - conorme a les propriétés qu’'une ¢ - norme avec la modification sui-
vante de la premiére condition

T(u,0) = u.

e Conséquence
Les propriétés iii) (commutativité) et iv) (associativité) permettent de dé-
finir application

T°:P(2) — D

tel que pour tout A = {ay, ag, ...,a,} de P(Q) on ait T*(A) = T(a, , T (apn—1,T(...(T(az ,a1)...).
Ainsi pour Y(A) = {Y(w)/w € A} ona T*(Y(A)) = Twea(Y(w)).

C’est sous cette forme que T sera appelé opérateur de génératlisation.

e Remarque

On peut définir une t -norme sur un espace de description en considérant que

D est muni d’une relation d’ordre et posséde un plus grand et un plus petit

élément respectivement notés 1p et Op.

Dans ce cas pour une t - norme, 1 sera remplacé par 1p et 0 par Op pour une

t - conorme.
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e Exemple

Si D est 'ensemble des intervalles contenus dans [a, b] et 'ordre est I'inclu-
sion C alors 1p = [a,b] et Op = @.

Dans ce cas, on peut donner comme exemple d’opérateur de généralisation
I'intersection N.

On vérifie aisément que l'intersection est une ¢-norme.

Puisqu’un individu peut étre considéré comme une classe d’individus ayant
un seul élément.

On considérera dans toute la suite que D et G sont confondus en un seul
ensemble que nous noterons D et appelé espace des descriptions.

2.3. b) Concepts

Les concepts entités de " second espéce " sont décrits par les variables dont
les valeurs pouvant étre histogrammes, des intervalles, des valeurs multiples...
Un concept se définit par son intension et son extension,

- L’intension ou " définition en compréhension " est un ensemble de proprié-
tés caractéristiques du concept.

- L’extension est la classe des individus qui satisfont ces propriétés.
Exemple de concepts : taille, régions, poids, etc..

Contrairement aux individus ( entités de premiére espéce), les concepts consi-
dérés comme une entité de niveau supérieur n’entre pas dans la formulation
mathématique.

A sa place, viendra ce que nous appelerons objet symbolique qui est sa mo-
délisation mathématique.

2.4. - Objets Symboliques

2.4. a) Commentaire

Les objets symboliques peuvent étre vus comme des sortes d’atomes de
connaissances aptes a propager des concepts donnés ou découverts dune
base de données a l'autre.

En effet, les objets symboliques fournissent un résumé explicatif de la classe
d’individus qu’ils représentent et permettent de les connaitre sans les conser-
ver en mémoire.

2.4. b) Définition d’un objet symbolique

Un objet symbolique S = (a, R, d) est défini par :

- Une description notée d.

- Une relation binaire R sur D permettant de comparer d a une autre des-
cription d’ de D.

- Une fonction
a:Q — L ou L=10,1]
w — a(w) = [Y(w)Rd]

n n

ou {vrai, faux}
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a : permet d’évaluer le résultat de la comparaison (a I'aide de R) de la des-
cription Y (w) d’un individu w de €2 par rapport a la description notée d'.

a : est également dite fonction de reconnaissance car elle exprime un degré
d’adéquation d’un individu w a la description d.

2.4. c) Extension d’un objet symbolique

Un objet symbolique est la modélisation mathématique d’un concept. Comme
les concepts, il admet une extension. Son extension se définit comme étant
I’ensemble des individus satisfaisant aux propriétés du concept suivant les
valeurs de L, on obtient deux types d’objets symboliques dont leur extension
sont définies comme suit :

Si L = {vrai, faux} alors 'objet symbolique S est dit booléen et a pour
extension :

Ezt(S) ={w € Q/a(w) = vrai}

Si L =[0,1] alors S est appelé objet symbolique modal I’extension se calcule
a partir d’un seuil a.

Ext(S) = {w € Q/a(w) > a}.

Dans ce cas les données sont souvent de type plusieurs valeurs avec pondé-
rations.
2.4. d) Objet symbolique booléen
e Assertions booléennes
Les assertions booléennes constituent un cas particulier d’objets symboliques
booléens.

D=DyxDyx..xD, , Y=(¥,Y,..Y,)

Dans le cas standard, c’est & dire ou la seule donnée de R et d permet de
définir la fonction de reconnaissance, une assertion booléenne est définie par
S = (a,R,d),

-d=(dy ,dy ,..., d))
-R=(Ry, Ry, ..., R,) est définie par [d'Rd] = /\ [} R;d;]
1=1,...,p
Calw) = [V(w) Rl = N\ [diRd]
Son extension est
Ext(S) ={w € Q /a(w) = vrai}
={w e Q / a;(w) =vrai,i = 1,...,p}
={weQ/ [Yi(w) R; d;],i=1,...,p}

e Objet assertion simplifié

Si seulement quelques [Y;(w) R; d;] suffisent pour calculer I'extension, on
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peut utiliser la regle syntaxique suivante :

aw)= N [NYi(w) Rid] J\ [Yi(w)R; dj]

i+1,...k j=k+1,..p

en mettant en exergue les éléments qui permettent de calculer a(w).
En supposant que ce sont les k premiers, on a

a(w)= N [Yi(w) R; d]

i=1,...k

L’objet défini par a(w) = /\ [Yi(w) R; d;] est appelé objet simplifié.
i=1,....k

Exemple
Exemple tiré (1) :
Supposons que {2 soit un ensemble de champignons décrits par des variables :
Y] : exprime la taille du pied
Y5 : exprime la couleur du chapeau.
Un objet tel que Y7 = 1 et Y; = blanc peut s’exprimer sous la forme de
lassertion a(w) = [Y; = 1] A [Yo = blanc].
Supposons que Y, ne puisse prendre que les valeurs blanc et noir. Alors
l'assertion booléenne a(w) = [Y1 = 1] A [Ya = {blanc, noir}| se simplifie en
a(w) = [Y7 =1].

Les deux objets définis respectivement par a(w) = [Y1 = 1] et a(w) =
[Y7 = 1] A [Ya = {blanc, noir}] ont la méme extension.

Cependant, il pourra se produire dans certains contextes que ce type de
simplification ne soit pas possible.

Dans le tableau 1 de données symboliques. Considérons 'objet défini par :

a(w) = [Y1 = [1, 3]]A[Ys = {sénégalaise, frangaise, U.S.A}A[Y; = sénégalaise]
qui sera simplifié en S(w) = [V = [2,3]] A [Y1 = sénégalaise].
Par contre S(w) ne sera pas simplifié bien que logiquement équivalent a
b(w) = [Y1 = 1] puisque FEzt(S) = Ext(b) = {wy, wa}.

Ces deux objets ont méme extension mais sémantiquement différents.

2.4. e) Objet symbolique individuel et objet symbolique de classe

e Définition
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Un objet symbolique S = (a, R,d) est dit individuel si d est 'image par Y
d’un individu (c’est a dire si d est description individuelle) et si R est 1'égaliteé.

Il est dit de classe si d est la description d’une classe non réduite et un
seul élément (individu) de .

e Objet assertion individuel
Un objet assertion individuel S = (a, R,d) ot R = (Ry, Rs, ..., R)) tel que
tous les R; sont 1’égalité alors R aussi est 1'égalité.

Ainsi un objet assertion booléen individuel s’écrit S = (a,=,d) ou
a(w)= N\ [¥ilw) = d).
i=1,...,p

e Proposition
L’ensemble des descriptions des individus est en bijection avec I’ensemble des
objets symboliques individuels ot R est 'égalité et ces deux ensembles sont
en bijection avec I’ensemble des individus si et seulement si les individus ont
tous des descriptions différentes.

2.4. f) Objets symboliques de différents types

e Objet histogramme
Les objets histogramme constituent un cas particulier de ce qu’on appelle
les objets symboliques modaux et qui sont décrits par des variables a valeurs
multiples pondérées.

Pour ces premiers les valeurs multiples sont des intervalles. Autrement,
dans un tableau de données histogrammes se trouve dans chaque case des
valeurs multiples de type intervalle pondérées.

La description de tels objets peut s’exprimer a l’aide d’un produit ou
d’une union de produits cartésiens de fonctions.

Notons ¢;,, la fonction qui associe un poids a chaque valeur prise par la
variable Y; pour 'individu w.

La description d'un individu w peut s’écrire sous la forme :

Y(w) = g X oo X Qpuo-

L’objet symbolique individuel S = (a,=,Y(w)) aura pour fonction de re-
connaissance a(w) = /\ Y (w) = gju)-
j:17"'7p
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L’extension d’un objet histogramme se définit comme en 2.4. d. i).
2.5. Notion de I’Analyse de Données symboliques

Le but majeur de I'analyse de données symboliques est d’étendre 1’ana-
lyse de données traditionnel aux tableaux de données symboliques pour en
extraire des objets symboliques.

Toute analyse de données symboliques porte sur un ensemble d’individus
qu’il faut se donner au départ.

L’analyse de données symboliques accroit encore 'importance des indi-
vidus, par rapport a l'analyse de données traditionnelle. Car elle fournit un
cadre ou ils peuvent étre représentés, puis analysés, en prenant en compte de
fagon plus proche de la réalité, leur variation interne et leur complexité.

On peut ensuite associer une description cohérente a une classe d’indivi-
dus représentatifs d’un concept pour obtenir un " objet " dit "intensionnel".

Un objet, ainsi défini, constitue la modélisation mathématique et statis-
tique d’un tel individu.

En munissant un objet d’'un opérateur de comparaison a la description
de tout individu on obtient un " objet symbolique ".

29



Chapitre 3

L’ACP DE DONNEES DE TYPE
INTERVALLE

3.1 Introduction

L’ACP classique traite des tableaux de données de la forme I x J ou [
représente 'ensemble des objets et J celui des variables. La case du tableau,
croisement de la ieme ligne et de la jéeme colonne, contient la valeur observée
x;; supposée unique, de la jéme variable quantitative pour le ieme objet.

Dans ce chapitre, nous étendons ’ACP & des tableaux des données ol z;;
est un intervalle de valeurs introduisant la variation ou I'imprécision :x;; =
[gij, T;;] ou Z;;, Tij sont respectivement, la plus petite et la pluls grande valeur
observée, de la jéme variable pour le iéme objet.

3.2 Données du Probléme et Objectif :

Soient S7, 59, ..., S, m objets décrits par n variables Xi,..., X, de type
intervalle

S LSy -+ LSy, [Ellv jll] SR [zlna jln]
= : : = : : (1)
S TS, - TSpn Ty Tl -+ Typms Tmm
ol zg,; = [x,;, 45| est la valeur de la variable X pour 'objet S;.
n
A chaque objet S; on associe un poids p; > 0, avec Zpi = 1.

=1
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Classiquement, étant donné un ensemble d’objets décrits chacun par un vec-
teur (1, ..., Tin), objectif de toute méthode de réduction de dimension en
particulier, ’ACP es de réduire le nombre de variables descriptives, tout en
préservant la "structure de distribution" des objets [chapitre 1].

Soient Yi,...,Y, (p < n) les nouvelles variables descriptives obtenues
aprés réduction : chaque objet S; sera décrit par un vecteur (y;1, ..., ¥i,) dans
un espace de dimension plus faible.

De facon similaire, partant d’un ensemble d’objets S; caractérisés chacun
par un n-uple ([z;,Zi], .., [Z;n, Tin]), I'objectif est de pouvoir décrire ces
objets par un nombre restreint de variables nouvelles. Ces variables nouvelles
devront non seulement préserver la structure de distribution des objets mais
également conserver l'information de variation ou d’imprécision apportée par
les variables de départ. Il sagit en fait de décrire la structure de distribution
des S; dans un espace de dimension faible défini par des variables de type
intervalle Y3, ..., Y, (p <n); chaque objet S; sera alors décrit par un p-uple
([gil’ g’il]’ sy [Qw gzp])

On présente ici deux méthodes :

- La méthode des sommets

- La méthode des centres

3.3. Méthodes des Sommets
3.3 a) Introduction

Soit un objet S décrit par le n-uple ([z, Z1], ..., [z,,, Tn]), cet objet peut-
étre visualisé dans l'espace de description, par un hypercube a 2" sommets.
La longueur des cotés de 'hypercube est donnée par I’étendue des intervalles
associés a chaque variable de description.

Exemple 1

Pour n = 2 l'objet S décrit par

S = ([@17*%1]7‘”7[&275:2]) (2)

et il est représenté par le rectangle ci-dessous

Représentation de 'objet S dans un espace a 2 dimensions.
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Exemple 2
Pour n = 3 l'objet S décrit par

S = ([£17 fil]a [@273?2]7 [&37'@3]) (3)

et il est représenté par Uhypercube a (23 = 8) sommets suivant

Représentation de ’objet S
Un hypercube dans un espace de

dans un espace a 3 dimensions.
dimension n sera décrit par une matrice

a 2" lignes et n colonnes ou la iéme ligne correspond aux coordonnées du

iéme sommet. Ainsi,

- L’objet S défni en (2) sera décrit par la matrice suivante

£y
£
T1
1

- L’objet S défini en (3) sera décrit

Ly
HA]
Ly
Ly
Z1
Z1
Z
xy

Lo
)
Lo
)

(4)

par la matrice suivante :

Ly Xg
Ty T3
Ty Zg
Ty T3
Ly I3

(5)

Ly T3
To T3
To X3
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Notons qu’'un objet peut-étre caractérisé soit par un vecteur de composantes
de type intervalle (2), (3); soit par une matrice réelle (ou a éléments réels)
(4), (5).

3.3. b) Algorithme de la méthode des sommets [2]

1 - Chaque objet S; est décrit par une matrice de données numériques
M; a 2" lignes et n colonnes dont les éléments sont les n coordonnées des 2™
sommets des hypercubes associés.

2 - Puis on construit une nouvelle matrice M a 2" x m lignes et n colonnes
en concatenant les m matrices M; précédentes. Ainsi au tableau (m x n)
sulvant :

S [Z11,Z11] .. [Ty, T1n)
S=| : |= : : (6)
Sm Lin1s j‘ml s [gmnv i.mn]

ou chaque élément est un intervalle, on fait correspondre la matrice a
2™ x m lignes et n colonnes suivantes :

Ly - Lap
M1 j11 cee j‘ln
M = : = : (7)
Mm L1 oo Ln
Tl - T

De plus, a chacune des lignes de M (i.e & chaque sommet), on attribue un
poids, a savoir p;/2"; §'il s’agit d’une ligne de la sous matrice M; de M, on
donne ainsi la méme importance a chacun des 2" sommets associés a S;.

3 - Ensuite on applique ’'ACP classique a la matrice M de données nu-
meériques définie en (7).

Soient Y3,Y5,...,Y, (p < n) les p premiéres composantes principales (a
valeurs numeériques) issues de cette ACP et Ay, ..., \, les valeurs propres as-
sociées.

4 - Enfin on détermine les composantes principales & valeurs intervalles
Y, ..., ]Z{ a partir des composantes numériques Y7, ..., Y.

Soit Lg, I'ensemble des numéros de lignes dans la matrice M associés
a l'objet S; et yx; k € Lg,, la valeur de la jéme composante principale
numérique Y; associée au somme de 'objet \S; correspondant a la keme ligne
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de M. La valeur de la jéme composante principale de type intervalle le pour
l'objet S; est alors yé] = [gij,y’ij] (8) avec, Y, = krgin (yrj) et
Yij = ]?El%x(ykj)
e Explication des étapes de 1’algorithme précédent
1 - Chaque objet S; = ([z;1, Ti1], -, [Tjs -, Tin]) €st décrit par une matrice
de données numériques M; a 2" lignes et n colonnes
L1
2" /2 =271 fois

VZ:LQ,’m, M; = (Xl,XZ,--.,Xn) ou X; = %11

T11
2"~ fois
11
Lij
et Vi=1,2,...n; X; = : Z;; apparait 271 fois et T;; apparait
271 fois.
2 - On a fait correspondre au tableau
S1 _ _
S, [y, Zu] o (B, T
S L Tm1 - [gmm Emn]
m
Ly o Ly
M1 jll cee i'ln
la matrice M = : =
Mm L1 - Lmn
Tl - Tom
1 1
Xy .o X,
M a m x 2" lignes et n colonnes, si on pose M = oo on
m m
X0 X
Lij
aura : V(i,j) € R™ x R", X? = : ot chacune des z,; et T;; apparait
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271 fois.
3 - La matrice qu’on diagonalise est la matrice variance Vs a n lignes et
n colonnes dont le terme général (v;);; est la covariance entre X; et X (ot

X = : . x., et T;; apparaitrons chacune 2" ! fois et X.j' = : :
J . ] J J . ’
i‘ij ‘fij’
Z; et T;; apparaitrons chacune 271 fois et chacun des X et X a 2"
coordonnées).

Proposition :
pz .. .. .
Z (i + Ty @y + i) sij# '
Vs = ()] 1<) jrcn O (05)r = (9)
== pz Ly
Z &zg + $ st] =)
Démonstration

(Vs)jj/COU(Xj,Xj/ = E(Xij/—E(Xj)E(Xj/>, mais VJ = ]., N E(Xj> =

0 car les variables X, 7 = 1,...,n sont centrées par hypothése.
Dou (Vs);5 = B(X; X = sz (24 + Tij) (2 + Tijr) x 272, Puisque le

produit des coordonnées de chacun des quatre sommets du rectangle défini
par (z,;, Zi;) et (z;;, Toyr) apparait 2" fois.
P; étant le poids de l'individu; ¢ ¢ =1,...,m et chaque sommet muni du
L Pi
oids —.
p on i
Si j = j on aura (V,);; = Var(X;) = E(X}) = Z
i=1

v 2n— [ .
2"z = Zp &] + $ Zp zw + $ ) (Puisque chacune des

Z]

Py

22n12+

=13

z}; et Ty apparalt 271 fois dans le Vecteur X;).

Apreés avoir appliqué ’ACP classique a la matrice M on note Y7,Y5, ..., Y,
(p < n) les p premiéres composantes principales issues de cette ACP et
A1, A2, ..., A, les valeurs propres associées Ay > Ay > ... > A\, > 0.
Chaque composante principale Yj;j = 1,...,p a m2" coordonnées. En effet,
si on pose :
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HAT “Lip X!
T ... T, X2
M, : :
: Ty ...y, Y (i-1)2"+1
M = M; = : : = :
J_Zil e .7_)2'” Xi'2n
M,, :
T, ...T, X (m—1)2"+1
Tl - Tnm Xm2"
Ls, =11,...,2"}
Ls,={(i—1)2"+1,...,i.2"}
Ls, ={(m—1)2"+1,...,m.2"}
<X17 uj>
On aura Y; = (XF uy) ou u; est le vecteur propre de V; associé
<Xm'2nv uj>
a ;.
Yij
4) Maintenant on pose Y; = Yk oy = (X% uy); k€ {1,..,m.2"}.
Ym.2nj

La jéme composante principale & valeurs intervalles le ouj € {l,..p}

s’obtient a partir de Y; comme suit :
Soient k € Lg, ={(i —1)2" +1,...,i.2"},
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y. . = min (yx,)

e S
. — . Sig — ;50 Jigle
Uig = e (ye) J
yélj [glj’ 371_]]
Dans ce cas-ci on a Y} = : = : .10
Y$,., Y, o i

¢ Qualité de Représentation des individus
Comme nous l’avons vu au ler chapitre. La représentation du nuage N(I) =
{(X* pp);ik = 1,...,m.2"} C R" dans le sous-espace factoriel, de dimen-
sion p, I/, en donne une image approximative. La qualité globale de cette

représentation est mesurée par le pourcentage d’inertie pris en compte par

MFX+ . A
O P % 100.
P tr(Vs) %

Il est important de pouvoir juger de la qualité de représentation de chaque
point X* sur les axes factoriels. Les vecteurs unitaires ug,...,u, des axes
n

factoriels constituent une base M-orthonormée de R” et on a : X*¥ = Zykjuj

ouY; = (ykj, k = 1,...,m.2") étant la jéme composante principale. D’oil
n m.2" n m.2™ n

1X¥ 0 =D (yw)* et Ir = ZpknxkuM =33 o) = YN
Jj=1 j=1 k=1 j=1

On en déduit les mdlces de qualité de représentation d’un point X* :
y,%j / Xk |2 est la contribution relative du jéme axe factoriel a I'inertie de X*
M

c’est la part d’inertie de X* prise en compte par cet axe. Cette quantité est

le cosinus carré de ’angle 9;2“ formé par X* et u;.
p

De plus g Yo / k2, = E cos’0F est la contribution relative de I’espace
M
/=1 (=1

factoriel £, engendré par les p premiers axes factoriels a l'inertie de X*. Par
ailleurs, Pkyij / ,. est la contribution relative de X k& I'inertie du jéme axe.
J

C’est la part d’inertie de cet axe prise en compte par le point X*.

e Paramétres d’aide a l'interprétation
Avant de préciser ces paramétres, nous présentons maintenant les notions
qu’ils utilisent :

- Centre de gravité pour 'objet

Si = ([z1, Til, s [Zin, Tin)) est le point de R™ défini par G <£ﬂ —12-961n’ ooy Il ;—xm) (11).
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- Centre de gravité pour le systéme constitué par les objets S;,e =1, ....m
est le point de R définie par

G = ZGi = (%Z@u + Zi1), -, %Z@m + CITm)) (12)

i=1 =1

- d(k, G) est la distance entre le sommet & et G.

Maintenant, les parameétrs d’interprétation se généralisent trés naturelle-
ment : Pour mesurer la qualité de la représentation de 'objet S; sur 'axe
factoriel Au; de direction u;, on peut proposer :

- la formule qui est le rapport entre la contribution de Lg, a l'inertie \;
de I'axe factoriel j et la contribution de Lg, a l'inertie totale comme suit :

Di ;
Z Pryi; on Yk e Z Ui
k€Lg. k€Lg, k€Lg,
COR}(S;,u;) = - = i = :
> md(kG) Y L EkG) 5y ERG)
keLs, keLs, keLg,
Z Vij
. k‘ELSl.
> &k, G)
ke€Ls,

D’ou

Z Vij

kELsi

> & (kG

k‘ELSi

- ou bien la formule qui correspond a la moyenne des cosinus carrés des
angles entre chacun des 2" sommets k de Lg, et I'axe factoriel j. Comme
suit :
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COR2(S;,u;) = 7 Z i ykﬂ (14)

On mesure de méme la contribution de Si
- a 'inertie A; du jéme axe factoriel par :

CTR[ SZ,U] Z pkyk]/ )‘ = on k]/ J = )\ 2n Zyk]

kGLS kELS kGLS
D’ou

CTR; (S, u;) = “n > wy o (15)

kGLS

- & 'inertie totale I+ du nuage des m.2" sommets associés aux m objets

par :

INRi(S;) = Y pr d®(k,G)/Ir = %dz(k,G)/Z)\j S Y A (X)
keLs, keLs, j=1 an/\j keLs,

D’ou

n

Pi 5

INR/(S) =) 27 E(k,G))> N (16)

keLs, j=1

Les deux contributions précédentes reviennent a sommer les contributions
correspondantes des 2" sommets associés a ’'objet 5.

3.4. Méthode des centres

3.4. a) Introduction

La méthode des sommets risque de devenir cotiteuse quand le nombre de
variables descriptives est élevé. Nous proposons une nouvelle approche qui
se base pour la détermination des axes factoriels sur I'information apportée
par les centres d’hypercubes. Les intervalles de variation des composantes
principales seront déterminés a partir des variations des variables de départ.
On considére ici la matrice des centres d’hypercubes donnée en (17)

39



(17)

avec
e TiJ+ Ty
i T 9
3.4.b) Algorithme de la méthode des centres [2]

1 - Transformer la matrice donnée en (6) en la matrice donnée en (17).

Soient X7, ..., X les nouvelles variables numériques ainsi obtenues.
2 - Appliquer I’ACP classique sur la matrice des centres obtenue a I’étape

(18)

8

1.

3 - Déduire pour chaque objet les intervalles de variation sur les axes fac-
toriels. Soit y§, la coordonnée (numérique) sur le kiéme axe principal du point
C; (centre de I'hypercube associé a l'objet S;) de coordonnées (x5, ..., z5,).
Cette valeur est obtenue a l'aide de la formule donnée en (19), ott X¢ est la

moyenne de la variable X et u;y la jéme composante du kéme vecteur axial
n

factoriel, y§, = Z(gfj — X]c) “Uji,
j=1
e Explication des étapes de 1I’Algorithme précédent :
1 - On transforme la matrice
S1 [Z11,Zu] o [Z4n, T1n] 1
S = : = : en la matrice S¢ =

Sm Lim1s jml e T jmn L1

ou af; = BT (G, 5) € R™ x R™.

Les nouvelles variables sont X7 = : j=1,..n.
(&
C C
xll . .. l‘ln
2 - On applique ’ACP classique sur la matrice S¢ =
Cc Cc
e /.
On diagonalise la matrice variance V. = [(v.)jj]li<jj<n OU (Ve)jy =
c C
c XG) avec X¢§ = : e = : en supposans
COV (X7, X5 X : t X5 :
(& c
T Ty it
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que chaque variable X, j € {1,...,n} est centrée c’est-a-dire

X¢=E(X;) =) pa§; =0
j=1

Proposition :

D b ay si j# T
Le terme général de V, est (v.);; = ¢ 52
> pila5)? sioj=7
i=1
Preuve :
COV (X5, X5) = (ve)j = B(X¢X5)—B(X$)BE(X§5) = B(X5X5) sz Tl
et Var(X5) = (v);; = B(XS" — BX(XS) = sz z5y)

3 - Le centre C; de I’hypercube associé a 1'objet S es défini par :
G = (*Tglv 7Ifn) €R"

En utilisant la formule (19) on obtient que les coordonnées du point C; (centre
de I’hypercube associé a I'objet S;) dans l'espace constitué par les axes fac-

toriels obtenu aprés avoir appliqué ’ACP classique sur la matrice S€¢, sont
n n

o) = (30005~ X Dy — X ). Pour précises pous

J=1 j=1
chaque objet S; les intervalles de variation sur les axes factoriels. On utilise

la régle suivante :

régle [2]

Soit un point quelconque 2" = (zf,,...,x},) variant a U'intérieur de I'hyper-
cube S;.
L’objectif est de déterminer la plus petite valeur y,, et la plus grande valeur
Uir prise par yf, (coordonnée du point x". Sur 'axe factoriel k) quand les
variables x7; variant dans Uintervalle [z,;, Z;;] pour j = 1,...,n.

Comme y5, est une fonction linéaire des n variables z7,, .., 21, , varient
indépendamment dans [z,;, 7;] pour j = 1,...,n les valeurs extrémes de yj,
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sont données par les formules (20) et (21).

b =Y min (@ = X5) w (20)
:1 =9, 2
Yk = max  (zj; — X5) ujp (21)

=1 Zij lej <Z;j;

Soit encore :

Yy — Z (@5 — X5) ujn + Z ) wik  (22)

j,uj'k<0 ]qu>0
Yik = § (—z 7) i + E : Tij — X7) ujp (23)
Jyujk <0 JiUjk

X 5 et ujp désignant respectivement la moyenne de la variable X7 et la jéme
composante du kéme vecteur axial factoriel.

e Représentation des individus

C C
x$, ... 7y,
Si on considére la matrice S¢ = : : ou chacun de ses
C C
o ... To
éléments est une valeur numérique, on peut refaire sur S¢ les mémes étapes
1 p
zl o .. xl
qu’on a fait sur la matrice X = : au ler chapitre.
1 P
T, ... b

3.5 - Comparaison des deux méthodes [2]
Nous allons voir que les matrices de variance vg et v, que 'on diagonalise
dans la méthode des sommets et celle des centres respectivement ne différent
que par leurs termes diagonaux.

Plagons nous d’abord dans la méthode des centres, et supposons, ce qui
ne restreint pas la généralité que les variables sont centrées, soit :

Vi=1..n:X{=) pa5=0 (24)

p; étant le poids de l'individu ¢
alors le terme général (v.);; de la matrice variance dans la méthode des
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centres s’écrit :
m
(V) = Y pi ;x5 (25)
i=1

Dans la méthode des sommets, chacun des 2" sommets associés a l'in-
dividu ¢ est affecté de la masse p;/2". Si l'on considére la variable X |
les valeurs x;; et Z;; apparaitront chacune 2"~1 fois. La moyenne X ; de X;
s’écrira donc :

m

ijzz 2" @y + 2" Ey) =Y pa;= XS=0  (26)
=1

=1

On obtient donc la méme moyenne que dans la méthode des centres, soit
0 puisqu’on a centré les variables.
De méme la variance (vy);; de X; s’écrit :

m

(vs)jj = 2n(2n Hay)? + 27 Hzy)?)  (27)

- Z —’Lj 2 xlj)2] (28)

puisque (a? +0?)/2 = [(a + b)* + (a — b)?] /4"

Soit encore "

= Zpi [(25)? + (T35 — ;)% /4] (29)
= Zpi(i’ij - gij)2/4 (30)

On obtient donc la variance calculée dans la méthode des centres (va-
riance interclasses) augmentée d'un terme traduisant I'imprécision (variance
intracalsses) puisque :

1

. 1
(&z] xw) /4 - 2(—1] xij)z +

- 2
Sy =25 (31)

Dans le calcul de la covariance entre Xj et X dans la méthode des
sommets, vu que le produit des coordonnées de chacun des quatre sommets

du rectangle défini par (z;;,7;; et (z ; apparait 2" 2 fois, on a, aprés

7,]7 Z_]’
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mise en facteurs :
T Di _ i
(vs)jyr = 2272 2y + Tig) (@ + Tiyr) (32)
i=1
= Zpi xfj xfj/ = (Uc)jj’ (33)
i=1

On obtient bien, comme annoncé, la méme covariance que dans la mé-
thode des centres. Il résulte des résultats précédents que si dans la méthode
des sommets, on n’effectue pas les calculs de contribution donnés au para-
graphe 3.1. b. iv) et si l'on se contente sur chaque axe factoriel de calculer
pour un individu ¢ la projection des sommets extrémes (ce qui revient a dé-
terminer les composantes principales a valeurs intervalles) la complexité dans
la méthode des sommets est en O(n) et est identique & celle de la méthode
des centres. En effet, pour un individu 7 , sur I'axe factoriel k£ , les valeurs
extrémes y. et i des projections des 2™ sommets associés a l'individu ¢
sont données par les mémes formules que dans la méthode des centres (i.e.
par les formules (22) et (23) , on X’j = 0 par hypothése, et ot ujj, est la jéme
composante du kéme vecteur propre normé de la matrice vy).

e Exemple des Huiles - Description des données

Afin d’illustrer les méthodes proposées, nous utilisons les données d’Ichino
(1994) de la table 1.

Chaque ligne du tableau représente une classe d’huile décrite par 4 va-
riables quantitatives : "Specific gravity", "Freezing point", "lodine value",
"Saponification". L’intervalle [gij, Z;j], croisement de la iéme ligne et de la

jéme colonne signifie que la valeur de la jéme variable pour toute huile ap-
partenant a la iéme classe d’huile, appartient a 'intervalle [gij, Zij]
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Tableau 1

La description des 8 classes d’huiles par 4 variables de type intervalle

Nom Label GRA FRE 10D SAP
Linsead L [0,93; 0,94] | [-27,00; 18,00] | [170,00; 204,00] | [118,00; 196,00]
Perilla P [0,93; 0,94] | [-5,00; -4,00] | [192,00; 208,00] | [188,00; 197,00]
Cotton Co 10,92;0,92] | [-6,00; -1,00] [99,00; 113,00] | [189,00; 198,00]
Sesame S [0,92; 0,93] | [-6,00; -4,00] | [104,00; 116,00] | [187,00; 193,00]

Cameltia | Ca | [0,92; 0,92 | [-21,00; -15,00] | [80,00; 82,00] | [189,00; 193,00]

Olive O [0,91; 0,92] [0,00; 6,00] [79,00; 90,00] | [187,00; 196,00|

Beef B [0,86; 0,87] | [30,00; 38,00] [40,00; 48,00] | [190,00; 199,00]

Hog H [0,86; 0,86] | [22,00; 32,00] [53,00; 77,00] | [190,00; 202,00|

Afin de réduire 'espace de description des 8 classes d’huile on utilise la mé-
thode des sommets puis celle des centres.

Pour chacune des méthodes (sommets, puis centres) utilisées, on a effectué
une ACP normeée, puisque les variables sont hétérogénes.

1 - Méthode des sommets

D’abord on fait la description de chaque classe d’huile S;
"objet S;" i = 1,...,8 par une matrice de données numériques M; a 2* lignes
et 4 colonnes dont les éléments sont les 4 coordonnées des 2* sommets des

hypercubes associés comme suit :

0,93 —27,00 170,00
0,93 —27,00 170,00
0,93 —27,00 204,00
0,93 —27,00 204,00
0,93 —18,00 170,00
0,93 —18,00 170,00
0,93 —18,00 204,00
M, — | 093 —18,00 204,00
0,94 —27,00 170,00
0,94 —27,00 170,00
0,94 —27,00 204,00
0,94 —27,00 204,00
0,94 —18,00 170,00
0,94 —18,00 170,00
0,94 —18,00 204,00
0,94 —18,00 204,00

118,00
196, 00
118,00
196, 00
118,00
196,00
118,00
196, 00
118,00
196,00
118,00
196, 00
118,00
196, 00
118,00
196,00

s My
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0,93 —5,00
0,93 —5,00
0,93 —5,00
0,93 —5,00
0,93 —4,00
0,93 —4,00
0,93 —4,00
0,93 —4,00
0,94 —5,00
0,94 —5,00
0,94 —5,00
0,94 —5,00
0,94 —4,00
0,94 —4,00
0,94 —4,00
0,94 —4,00
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192, 00
192, 00
208, 00
208, 00
192,00
192,00
208, 00
208, 00
192,00
192, 00
208, 00
208, 00
192, 00
192, 00
208, 00
208, 00

188,00
197,00
188,00
197,00
188,00
197,00
188,00
197,00
188,00
197,00
188,00
197,00
188,00
197,00
188,00
197,00




Pour les classes S3, Sy, S5, Sg, S7, €tSg qui sont respectivement : CO, S, Ca, O, BetH
on construit leurs matrices M3, My, M5, Mg, M7et Mg de la méme maniére que
celles des S; = L dont la matrice est M; et Sy = P dont la matrice est Ms.

Puis on construit une nouvelle matrice M a 2% x 8 = 128 lignes et 4
colonnes en concatenant les 8 matrices précédentes comme suit :

My
M,
M;
M,y

De plus, a chacune des lignes de M (i.e a chaque sommet), on attribue
un poids, a savoir p;/s1 = p;/16 OU p; = %,z’ =,...,8 c’est-a-dire &t = ﬁ.
Ensuite on applique ’ACP classique a la matrice de données numériques M.

On aura, les valeurs propres et les pourcentages d’inerties comme ceux
qui figurent dans la table 2, tandis que les deux premiéres composantes prin-
cipales de type intervalle sont données dans la table 3.

Chaque classe d’huile caractérisée par les deux composantes principales
de type intervalle es visualisée dans le plans factoriel a 2 dimensions par un
rectangle (figure 1).

Les corrélations entre les variables initiales et les composantes principales

sont données dan la table 4, et visualisées sur la figure 2.
Tableau 2

Valeurs propres et % d’inertie

Numéro | Valeurs propres | % d’inertie | cumul
1 2,7316 68,29 68,29
2 0,8093 20,23 88,52
3 0,3801 9,50 98,02
4 0,0790 1,98 100
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Les deux premiéres composantes principales de type intervalle des

Tableau 3

8 classes d’huile

Méthode des sommets

Label CP CPh
L [-3,58 ,-1,43] | [-3,04 , 1,10]
P [-1,76 , -1,22] | [0,36 , 0,95]
Co |[-0,45,-0,01] | 0,16, 0,67]
S [-0,71; -0,23] | 10,09 , 0,53]
Ca | [-0,58,-0,32] | 0,27, 0,53]
O [-0,09 , 0,56] | [-0,14 , 0,49]
B [2,26 , 2,93] | [-0,87 , -0,23]
H [1,95 , 2,68] | [-0,80 ,-0,07]
Tableau 4

Corrélation entre variables descriptives et composantes
principales

Méthode des Sommets

CpP1 | CP2 | CP3 | CP4
GRA | -0.93 | 0.27 | -0.11 | 0.21
FRE | 092 |-0.16 | 0.33 | 0.17
IOD | -0.86 | 0.06 | 0.51 | -0.06
SAP | 0.54 | 0.84 | 0.06 |-0.03
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Figure 2 : Cercle des corrélations (méthodes des Sommets)

2 - Méthode des centres
D’abord on construit la matrice M’ a 8 lignes et 4 colonnes a valeurs numé-
riques sont précisément les centres d’intervalles du tableau 1 :

X XS Xe Xe

0,935 —22,50 187,00 157,00 1y
0,935 —4,50 200,00 192,50 T2j
0,920 —3,50 106,00 193,50 T3j
M'=1] 0,925 —5,00 110,00 190,00 |; on poseX{ = % j=1,...,4
0,920 —18,00 81,00 191,00 5]
0,915 3,00 84,50 191,50 6)
0,865 34,00 44,00 194,50 75
0,860 27,00 65,00 196,00 8j

Puis on applique 'ACP classique sur la matrice M’.
On centre les 4 variables X7, X5, X§ et X{ sachant que :

X¢= BE(X{) = (0,935 + 0,935 4 0,92 + 0,925 + 0,92 + 0,915 + 0,865 + 0,86) = 0, 909375

Xs= B(X$) =1(-22,5-4,5-35-5-18+3+34+27) =1,3125

ool

X{= E(X§) = %(187 + 200 + 106 + 110 4 81 + 84,5 + 44 + 65) = 109, 6875

X¢= BE(X§) = 1157 +192,5 + 193,5 + 190 + 191 + 191,5 + 194, 5 + 196) = 188, 25

) X5 — BE(X5) "
On calcule la matrice M” dont les colonnes sont T; j=1,.,4"B(X;—
o C
j
E(X5)) = 0;5 = 1,..,4" et on construit la matrice variance-covariance
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8

1 _ . -/

3 g L3450 = (Us)jj’ JF]J

_ \ _ =1

Ve = [(ve)jjlisjgrca ot (ve)jyr = ¢ 75

1 2 .

3 E Lij J=1
i=1

et on diagonalise V.

On aura les valeurs propres et les pourcentages d’inerties comme ce qui indi-

qué dans la table 5, le sdeux premiéres composantes principales des 8 classes

d’huile dans la table 6 tandis que les rectangles associés sont visualisés sur
la figure 3.

Les corrélations entre les variables descriptives et les composantes princi-
pales figurent dans la table 7 et sont représentées sur la figure 4.

Tableau 5
Valeurs propres et % d’inertie

Meéthode des centres

Numéros | Valeurs propres | d’inertie | cumul
1 3,0094 75,24 75,24
2 0,6037 15,09 90,33
3 0,3483 8,71 99,04
4 0,0386 0,96 100
Tableau 6

Les deux premiéres composantes principales de type intervalle des
8 classes d’huile :

Label ch CP,
L | [4,80, -1,25] | [-4,64, 1,40]
P | [1,72-1,03] | [0,32, 1,15]
Co | [-0,42, 0,18 | [0,26, 0,98
S [ [-0,70,-0,13] | [0,15, 0,78
Ca | [-0,55, -0,21] | [0,48, 0,85]
0 | [0,09,-0,69] | [-0,13, 0,77]
B | [2,23,3,04] | [-1,15, -0,23]
H | [1,01, 2,85] | |-1,09, -0,07]
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Tableau 7

Meéthode des centres

orrélation entre variables descriptives et composantes

principales

CP,|CP, | CP; | CP,
GRA |-0,92 ] 0,35 | -0,05 | 0,14
FRE | 0,92 | 0,2 | 0,3 | 0,12
10D | 0,87 | -0,03 | 0,49 | -0,05
SAP | 0,74 | 0,66 | 0,14 | -0,04
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Figure 3
Projection des 8 rectangles associés aux 8 classes d’huile

(méthode des Centres) :

Figure 4

Cercle des corrélations (méthode des Centres) :
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Conclusion

Les mesures caractérisent les objets traités par les méthodes de I'analyse

des données et de la statistique ne sont pas toujours le résultat direct d’une
observation unique et précise. Souvent, le résultat d’une observation est un
exemple de valeurs ou un intervalle de valeurs. Les méthodes d’ACP étendues
aux intervalles trouvent leur intérét quand ’expert est confronté a ’analyse
d’objets caractérisés par des variables multivaluées de type intervalle.
L’expert peut alors, selon I'objectif a atteindre, procéder de deux maniéres.
Si l'objectif de 1'analyse est d’estimer et de connaitre la tendance globale
de la dispersion des objets, il peut alors quantifier chaque intervalle par son
centre puis appliquer une ACP classique aux centres des intervalles. Si, par
contre, I'objectif de ’analyse consiste, d'une part, a étudier la dispersion glo-
bale des objets et d’autre part a savoir comment évolue la position la position
(la dispersion) de chaque objet quand les valeurs des variables observées de
départ varient dans leurs intervalles respectifs, il est alors nécessaire de tenir
compte des valeurs de type intevalle de départ.
Les méthodes d’ACP étendues aux intervalles répondent a un tel objectif. La
visualisation a 'aide de rectangles permet d’une part, de localiser le champ
de dispersion de chaque objet quand les valeurs observées varient dans leurs
intervalles respectifs et d’autre part, de comparer 'amplitude de la dispersion
des différents objets traités.

Perspectives

D’autres types d’analyse factorielle actuellement en cours d’étude peuvent
étre envisagés pour traiter les données de type intervalles, ensemblistes, do-
tées de structure taxinomique & priori, etc. Dans le cas de ’ACP, on peut
rapporter les problémes de dispersion non sur les individus mais sur les va-
riables, en remplacant chaque variable X par deux variables X,,;, et X0z
respectivement associés a la valeur minimale et a la valeur maximale de I’ein-
tervalle caractérisant chaque individu pour la variable X.

On peut aussi envisager I'application de AFC a des données symboliques,
plus précisément du type intervalle.

D’autres études sont menées pour appliquer 'analyse factorielle a des don-
nées qui sont des lois de probabilités ou des histogrammes. (voir Pierre Cazes
[Ceremade - UMR 7534 - Université Paris Dauphine - Cahier n° 0114 du 4 -
Juillet 2001].
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