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Introduction

La définition des mathématiques par leur méthodes est tres stable et n’a pas varié des
Grecs a nos jours: les mathématiques développent a partir de notions de base, des théories
ne faisant appel qu’au raisonnement logique. Le degré de lucidité de cette démarche a pu
varier au cours des temps ou selon les individus, mais elle n’a pas changé de nature. L’objet
sur lequel porte le raisonnement mathématique est en lui-méme arbitraire. Il suffit qu'un
sujet donne prise au raisonnement et intéresse un mathématicien ou ceux au profit desquels
il travaille, pour que naisse un nouveau chapitre des mathématiques. Un mathématicien est
par conséquent un homme qui, par gott ou profession, développe des théories a partir de
notions de base posées a priori en s’appuyant uniquement sur le raisonnement.

Le point exprimé précédemment explique aussi I'introduction et 'utilisation accrue des
mathématiques dans les autres sciences a cause de la soif de ces dernieres a 'exactitude,
a la rigueur, et a la construction de théories bien fondées. De nos jours, on imagine tres
difficilement les théories de la mécanique quantique, ou la théorie des champs loin de leurs
bains mathématiques naturels.

On a aussi vécu, dans le XX*™€ siecle, la mathématisation de beaucoup de sciences
comme la chimie, la biologie, 1’économie, et les sciences sociales. La valeur des sciences

mathématiques n’est plus discutable.



Dans ce livre, nous nous proposons d’introduire I’étudiant aux mathématiques comme
modes de raisonnement en choisissant des sujets simples sans difficultés théoriques et tenant
compte du fait que I'enseignement se déroule en langue francaise.

Décrivons le contenu de ce livre. Le premier chapitre présente des exercices per-
mettant de développer l'aptitude au raisonnement logique. Le deuxieme chapitre décrit
deux problemes récurrents qui constituent des modeles de raisonnement mathématique. Le
troisieme chapitre introduit les techniques simples de manipulation de sommes. Le qua-
trieme chapitre étudie la fonction partie entiere et les propriétés simples dont elle jouit. Le
cinquieme chapitre est plus riche en connaissances, on y trouve beaucoup de problemes de
dénombrement. Le sixieme chapitre étudie la divisibilité dans I’ensemble des entiers relat-
ifs. Enfin dans le septieme chapitre on présente les congruences dans ’ensemble des entiers
relatifs.

Je voudrais & la fin de cette introduction exprimer ma gratitude & H. HACHEM et
K. HALAWEH pour les remarques qu’ils ont formulées sur le contenu de ce livre, et pour
les exercices qu’ils ont apportés. Je voudrais aussi remercier ma femme Y. ATASSI pour sa

patience, ses encouragements et aussi pour avoir lu et corrigé beaucoup de fautes de frappe.

MRAN
OUBA
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La théorie élémentaire des nombres est la
discipline la mieuzr adaptée a un enseignement
primaire des mathématiques. Elle ne demande
que tres peu de connaissances antérieures, et
le sujet de son étude est concret et fami-
lier ; les méthodes de raisonnement employées
sont simples, générales et peu nombreuses; et
elle est unique parmi les diverses branches
des mathématiques pour la curiosité humaine

qu’elle requiert.
Godfrey Harold HARDY



CHAPITRE PREMIER

LOGIQUE ET RAISONNEMENT

Comme toute autre science, les mathématiques sont exprimées, décrites et formulées
avec des mots du langage courant. Il est donc indispensable et impératif d’utiliser les mots
dans leur sens qui leur correspond en mathématiques, et qui peut étre différent de leur sens
dans la langue d’usage.

D’autre part, l'organisation d’un texte mathématiques n’est pas celle d'un discours
ordinaire ; les appréciation vagues, qualitatives, suggestives, en sont exclues. Dans la langue
mathématique, tout usage un peu abusif, toute phrase floue ou approximative, conduisent
immédiatement a des erreurs énormes, bien au-dela de la faute de logique.

Tout ce qui ressemble a la vérité, mais n’est pas vérifié dans ses moindres détails, est
fauzx.

L’étudiant qui souhaite aborder les études scientifiques dans de bonnes conditions, doit
se préparer a un changement radical dans ses méthodes de pensé et de reflexion.

L’essentiel du travail mathématique porte sur la manipulation de propositions. Par
proposition on entend une affirmation — portant sur des objets mathématiques: points,
nombres, etc.— a laquelle on peut attribuer clairement la valeur vraie ou bien la valeur fausse,
par exemple “7 est un nombre premier” est une proposition vraie. Souvent les propositions
contiennent des variables: nombre z, entier naturel n, .... Nous noterons alors une telle
proposition P(x), P(n), ... pour marquer la dépendance de sa valeur de vérité vis-a-vis de
la variable. Par exemple “n est un multiple de 7” peut étre vraie ou fausse suivant la valeur

de n.
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Si P et @ sont deux propositions, alors on peut construire de nouvelles propositions a

partir de ces deux la, en utilisant des opérations logiques:

e “P ET ()7 est la proposition qui est vraie si, seulement si, les deux propositions P et
() sont vraies.

“P OU @7 est la proposition qui est vraie si, seulement si, une des deux propositions
P ou @ est vraie.

“NON P7” est la proposition qui est vraie si, seulement si, P est fausse. Cette proposition
s’appelle la négation de P.

“P = (@Q” c’est la proposition d’implication, elle coincide avec la proposition *
(NON P) OU @7, donc “P = (Q” est vraie si et seulement si, P est fausse ou @
est vraie.

“P <= Q7 c’est la proposition d’équivalence, elle est vraie si, seulement si, la
proposition “P — @Q ET Q = P” est vraie.

Démontrer la vérité d’une proposition P consiste a effectuer une suite d’opérations

logiques portant sur des propositions vraies ou des faits connus pour arriver a prouver la

vérité de P. Cette démarche s’appelle raisonnement.

Nous allons, en traitant des exemples, apprendre a répondre a faire des raisonnements.

1. L’ile de la sagesse!

Les habitants de cette ile sont soit sages, soit fous. Sachant qu’il y a cent habitants sur

I'ile et que:

— Il y a au moins un sage parmi eux.
— Il y a au moins un fou parmi chaque couple d’habitants.

Combien de sages et de fous y a -t- il sur I'lle 7

Discussion:

S’il y a au moins deux sages dans 1'lle, alors on y trouve un couple ne contenant pas

de fous, ce qui contredit la deuxieme assertion. En utilisant la premiere assertion on déduit

alors qu’il y a un sage et quatre-vingt-dixneuf fous sur I'ile. Ils doivent s’amuser bien.
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2. Moi, je n’aime pas les chapeaux

Messieurs Dupont,Durand et Dubois sont réputés pour leur intelligence. Le Maire de la

ville, Monsieur Charpentier, décide alors, de les mettre a I’épreuve:

1°.

Il envoie son assistant chercher cinq chapeaux, trois rouges et deux bleus, puis il met un
chapeau sur la téte de chacun des trois messieurs et cache les chapeaux restant. Chacun

des trois messieurs pouvait voir les chapeaux des autres mais pas le sien.

Le Maire leur pose la question: “Est-ce que quelqu’un parmi vous connait la couleur

de son chapeau ?”. Une minute de silence est passée avant que Monsieur Dubois (le plus

intelligent) trouve la couleur de son chapeau.

2°.

Quelle est la couleur du chapeau de Monsieur Dubois ?

Le Maire décide, alors, de les soumettre a une deuxieme épreuve, mais cette fois avec
sept chapeaux ; deux rouges, deux jaunes et trois bleus. Il procede comme avant, et il leur
pose la question suivante: “Est-ce que I'un de vous peut indiquer de fagon certaine une
couleur (parmi les trois: rouge, jaune ou bleu), qui ne soit pas celle de son chapeau ?”.
Monsieur Dupont répond “Non”. Tout de suite apres, Monsieur Durand répond “Moi,
non plus”.

De quelle couleur est le chapeau de Monsieur Dubois ?

Discussion:

1°.

2°.

Le fait qu’il y ait eu un certain temps d’attente montre qu’il n’y avait pas deux chapeaux
bleus sur les tétes des amis. S’il y avait seulement un chapeau bleu alors les deux amis
qui le voyaient auraient donc découvert la couleur rouge de leurs chapeaux. Monsieur
Dubois, ayant fait ce raisonnement assez vite, a découvert par conséquent que les trois
chapeaux étaient rouges.

Si le chapeau de Dubois était rouge ou jaune, alors Durand aurait di savoir que le sien
n’a pas la méme couleur de celui de Dubois (Sinon Dupont aurait répondu “Oui”). Par

conséquent le chapeau de Dubois était bleu.
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3. Au village de Karo

Il était une fois un village qui s’appelait Karo. Karo n’était habité que par deux familles ;
les Durand et les Dupont. Les Durand disaient toujours la vérité, les Dupont mentaient
toujours.
1°. Un jour, deux habitants de Karo, A et B, se sont rencontrés. A a dit “Au moins I'un

de nous est Dupont ”. De quelles familles étaient A et B 7
2°. Le jour d’aprés, deux autres villageois, C' et D discutaient en sortant d’un Bistro, et

on a entendu C dire “Soit je suis un Dupont, soit D est Durand ”. De quelles familles

étaient C' et D7
3°. Trois habitants F, F' et G de Karo, se sont rencontrés, et E et F' ont affirmé:
FE: “Nous sommes tous des Dupont ”.
F: “Il y a exactement un parmi nous qui soit Durand ”.

De quelles familles étaient E, F et G 7
4°. Un jour de printemps, un voyageur a rencontré quatre villageois et il a demandé au

premier “Etes vous des Durand ou des Dupont ? 7. “Nous sommes tous des Dupont”

affirma le villageois. Le second déclara aussitot: “Non, un seul d’entre nous est Dupont

7. Le troisieme a dit alors “Ne les croyez pas, il y a exactement deux Dupont parmi

nous 7. Quant au quatrieme, il affirma “Je suis un Durand ”. A-t-il dit la vérité ?
5°. Deux pas plus loin le méme voyageur rencontra K, L et M. K lui a dit “L et M sont

de la méme famille”, alors le voyageur posa a M la question: “Est-ce que K et L sont

de la méme famille 7. Quelle réponse a-t-il obtenu ?

Discussion:

1°. Si A était Dupont alors il aurait menti et par conséquent aucun des deux ne serait

Dupont ce qui est absurde. Donc A est Durand et comme il ne ment pas B est Dupont.

2°. Si C était Dupont alors il aurait menti et par conséquent il ne serait pas Dupont et D
ne serait pas Durand ce qui est absurde. Donc C' est Durand et comme il ne ment pas

D est aussi Durand.
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3°. Comme les Durand ne disent que la vérité, E ne peut étre un Durand, il est, alors,
Dupont. Par conséquent il y a au moins un Durand parmi F' et G. Si F' était Dupont,
il y aurait exactement un Durand parmi les trois et F' n’aurait pas menti ce qui est
absurde. F' est alors un Durand et comme il ne ment pas G doit étre Dupont.
4°. Le premier villageois est forcément un Dupont, donc il y a au moins un Durand parmi
les trois autres. Les paroles du deuxieme et du troisieme villageois sont contradictoires
donc il y a un autre Dupont parmi ces deux villageois ce qui met en défaut la parole du
deuxieme il est donc un Dupont. On distingue alors deux cas:- Soit le troisieme est un
Durand, alors les deux Dupont dont il a parlé sont les deux premiers et le quatrieme a
dit la vérité.- Soit le troisieme est un Dupont, et alors le quatrieme est le seul Durand
parmi les quatre villageois et il a dit la vérité.
5°. Distinguons deux cas:
1. K est Durand, alors il aurait dit la vérité et on peut envisager deux cas:
1.1 L et M sont Durand, M aurait dit la vérité et répondu “QOui ”.
1.2 L et M sont Dupont, M aurait menti et répondu “Oui ”.
2. K est Dupont, alors il aurait menti, donc il y a deux cas:
2.1 L est Dupont et M est Durand, M aurait dit la vérité et répondu “Oui”.
2.2 L est Durand et M est Dupont, M aurait menti et répondu “Oui ”.

Dans tous les cas M aurait répondu “Oui”.

4. A la station de Transylvanie

A la station de transylvanie il y a quatre types de travailleurs:
— Les humains sains d’esprit.

— Les humains fous.

Les vampires sains d’esprit.
— Les vampires fous.
Tout ce qu’un humain sain d’esprit dit est vrai. Tout ce qu’un humain fou dit est faux.
Tout ce qu’un vampire sain d’esprit dit est faux. Tout ce qu’un vampire fou dit est vrai.
1°. Une fois j’ai rencontré un transylvanien. Il a dit “Je suis un humain ou je suis sain

d’esprit”. De quel type il était 7.
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2°. Un autre travailleur a dit “Je ne suis pas un humain sain d’esprit ”. De quel type il
était 7.

3°. Un autre travailleur a dit “Je suis un humain fou ”. Est-ce qu’il est du méme type que
le précédent ?.

Discussion:

1°. Si ce travailleur a menti, il doit étre un vampire fou or ceux-la ne disent que la vérité
ce qui est absurde. Dong, le travailleur a dit la vérité, par conséquent il ne peut pas étre
un vampire fou, alors il est un humain sain d’esprit.

2°. Si ce travailleur a menti, il doit étre un humain sain d’esprit or ceux-la ne disent que
la vérité ce qui est absurde. Donc, le travailleur a dit la vérité, comme il ne peut pas
étre un humain sain d’esprit, alors il est un vampire fou.

3°. Si ce travailleur a dit la vérité, il doit étre un humain fou or ceux-la mentent toujours

ce qui est absurde. Donc, le travailleur a menti, il n’est pas un humain fou, alors il est

un vampire sain d’esprit, et il n’est pas du méme type que le précédent.

5. Une princesse ou un tigre ?

Un roi a eu 'idée de donner a ses prisonniers une chance de retrouver la liberté. Un

prisonier doit choisir entre deux cellules dont chacune peut cacher une princesse ou un tigre.

S’il en choisit une cachant une princesse, il doit 1’épouser, mais s’il tombe sur une cachant

un tigre, il est dévoré (ou il dévorera le tigre!). Toutes les combinaisons étaient possibles;

Il pouvait y avoir deux tigres, deux princesses, ou un tigre et une princesse.

1°.

Le roi entraina le premier prisonnier et lui montra les affiches qu’il avait lui-méme collées

sur les portes des cellules:

11— _9_

1l y a une princesse dans 1l y a une princesse dans
cette cellule et une cellule et il y a

un tigre dans ['autre un tigre dans une cellule

Le roi promit au prisonnier: “Une des affiches dit la vérité et 'autre ment”. Quelle

cellule devrait choisir le prisonnier ?
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2°.

3°.

4°.

Le deuxieme prisonnier s’était trouvé en face des deux affiches suivantes, collées sur les

portes des cellules:

11— 9
Il y a un tigre dans 1l y a une princesse dans
cette cellule ou il y a

une princesse dans l’autre lautre cellule

Le roi affirma: “Les deux affiches sont, soit toutes les deux sincéres, soit toutes les deux
fausses”.

Que contenait la premiere cellule ? Et la seconde ?

Le roi décida de changer les regles de jeu comme 'expliqua lui méme aux prisonniers:
“L’affiche que je collerai sur la cellule 1 dira la vérité quand il y aura une princesse dans
cette cellule et mentira quand ce sera un tigre. Pour la cellule 2 ce sera exactement le
contraire ; quand il y aura une princesse ’affiche mentira et quand ce sera un tigre elle
dira la vérité. Une fois encore chaque cellule pourra cacher indifféremment un tigre ou

une princesse” .

Le roi emmena le troisieme prisonnier voir les affiches:

—1— —9_
Choisis n'importe quelle Il y a une princesse dans
cellule, ¢ca n’a pas
d’importance ! lautre cellule

Que devait faire le prisonnier ?

Avec les mémes regles du jeu qu’au 3° on montra au quatrieme prisonnier les affiches

suivantes:
11— 9
Choisis bien ta cellule, Tu ferais mieuzr de choisir
ca a de l'importance ! lautre cellule !

Que devait faire le prisonnier ?
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5°.

Enfin, (avec les mémes regles qu’au 3°.) on donna au prisonnier les deux affiches

suivantes:

Y Y

Les deux cellules contiennent Cette cellule contient
des tigres un tigre

mais on ne lui dit pas laquelle des deux affiches appartient a la premiere cellule, et
laquelle appartient a la seconde.

Que feriez-vous si vous étiez a la place du prisonnier ?

Discussion:

1°.

2°.

3°.

4°.

5°.

Si laffiche de la premiere cellule dit la vérité, alors ’affiche de la deuxieme cellule sera
aussi vrai, ce qui contredit la parole du roi. On en déduit que l'affiche 1 ment et la
princesse est dans la deuxieme cellule.

Le prisonnier devrait choisir celle-1a.

Si les deux affiches étaient fausses alors, de ’affiche 2, on déduit qu’il y avait un tigre
dans la premiere cellule et 'affiche 1 serait vraie: une contradiction. Par conséquent, les
deux affiches étaient sinceres, et les deux cellules cachaient des princesses.

Le prisonnier pouvait choisir n’importe quelle cellule.

Supposons qu’il y avait une princesse dans la premiere cellule, alors ’affiche 1 serait
sincere, et la deuxieme cellule cacherait aussi une princesse, donc son affiche ne devrait
pas dire la vérité ce qui est absurde. Par conséquent la premiere cellule cachait un tigre.
L’affiche 2 mentait donc il y avait une princesse dans la deuxieme cellule.

Le prisonnier devrait choisir la deuxieme cellule.

Supposons que la premiere cellule cachait un tigre, alors son affiche est fausse ce qui
veut dire que la deuxieme cellule cachait aussi un tigre, et son affiche disait la vérité ce
qui est absurde. Par conséquent la premiere cellule cachait une princesse, et la sincérité
de son affiche montre que la deuxieme cellule contenait un tigre.

Le prisonier devrait choisir la premiere cellule.

Supposons que 'affiche sur laquelle est écrit { Cette cellule contient un tigre} apparte-

nait a la premiere cellule. Dans ce cas, soit la premiere cellule cachait un tigre, et ’affiche

dit la vérité ce qui est contre la regle du jeu, soit elle cachait une princesse, et I'affiche
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mentait ce qui est aussi contre la regle du jeu. Par conséquent cette affiche appartient
a la deuxieme cellule.

L’affiche de la premiere cellule: {Les deux cellules contiennent des tigres}, devrait donc
étre fausse, (car si elle était vrai, il y aurait une princesse et un tigre dans la premiere
cellule, ce qui est absurde). Par conséquent il y avait un tigre dans la premieére cellule,
et une princesse dans la seconde.

Le prisonnier devrait choisir la deuxieme cellule.

6. Y a-t-il un crime parfait ?

Rapport du Commissariat de Police concernant le meurtre de Jacques D.

Lieu: Allée du Roi, Paris.

Date: Le 17 Mars a trois heures trente du matin.

Circonstances: Un homme inconnu attaque M. Jacques D. et le tue.

Une semaine plus tard, la Police interpelle cinqg hommes Jean, Philippe, Yves, Gilles et
Patrick au sujet du meurtre. Chacun a donné quatre affirmations dont trois étaient vraies
et une était fausse:

Jean : (Jy) J'étais a Lyon au moment du meurtre. (J2) Je n’ai jamais tué quelqu’un.
(J3) Patrick est le meurtrier. (J4) Gilles et moi sommes amis.
Philippe : (Phy) Je n’ai pas tué Jacques. (Phsy) Je n’ai jamais eu de revolver. (Phs)
Patrick me connait. (Phy) J'était a Toulouse la nuit du 17 Mars.
Yves : (Y1) Philippe a menti lorsqu’il a dit qu’il n’avait jamais eu de revolver. (Y3) Le
crime a été commis le 17 Mars. (Y3) Jean était & Lyon au moment du meurtre.
(Yy) L’un de nous est le meurtrier.
Gilles : (G1) Je n’ai pas tué Jacques. (Ga) Patrick n’était jamais a Paris. (G3) Je n’ai
jamais rencontré Jean avant. (G4) Philippe et moi étions a Toulouse la nuit du
17 Mars.

Patrick : (Py) Je n’ai pas tué Jacques. (P2) Je n’étais jamais a Paris. (P3) Je n’ai pas

rencontré Philippe avant. (Py) Jean a menti en disant que j’ai tué Jacques.

Est-ce que I'un de ces hommes a tué Jacques? Si oui, lequel ?
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Discussion:

— Comme (P;) ou (Py) est vraie, alors
(J1,J2, J3, Jy) = (Vraie, Vraie, Fausse, Vraie)
— Comme (J4) est vraie, alors
(G1,G2,G3,Gy) = (Vraie, Vraie, Fausse, Vraie)
— Comme (G2) est vraie, et (J3) est fausse, alors
(P1, Py, P3, Py) = (Vraie, Vraie, Fausse, Vraie)

— On a aussi (Phs), (Phy), (Y2) et (Y3) sont vraies.

— Comme (Phy) est vraie, alors (Phq) est aussi vraie, et donc
(Phy, Phy, Phs, Phy) = (Vraie, Fausse, Vraie, Vraie).

— Par conséquent, (Y1), (Y2), (Y3) sont vraies, et (Yy) est fausse.

Conclusion: Prenez garde! le tueur est toujours en libérté.

7. L’histoire des douze boules

On dispose douze boules identiques en apparence. Onze de ces boules ont le méme poids
P et la douzieme a un poids différent ?, qui peut étre plus grand ou plus petit que P. On
dispose aussi d’une balance qui permet de faire des comparaisons.

On demande d’identifier la boule différente et de préciser si elle est plus lourde ou plus
légere, en utilisant la balance n fois seulement. Expliquer comment procéder lorsque n = 4.
Pouvez vous le faire lorsque n = 37

Discussion:

Nous allons traiter le cas n = 3 qui demande un raisonnement logique assez complexe.

Commencons par grouper les boules en trois sous-ensembles, chacun formé de quatre

boules: G, G5 et Gjs.
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Comparons les poids des deux sous-ensembles (G; et GGo. Deux cas sont possibles:

Cas 1. Les deux sous-ensembles G et G sont de méme poids:

Gy = Gy
—~— ~~

J/

g

Cas 2. Les deux sous-ensembles GG1 et G5 sont de poids différents. On peut supposer que le

poids de GG est inférieur a celui de Gs:

Gy < Go
~—~ ~~

J/

g

Etudions le premier cas :

1. Dans ce cas la boule différente se trouve parmi les quatre boules restantes que nous

allons les noter : G3 = {® 1,®2,®3,®4}. Les boules de G U G5 sont toutes

normales de poids P.

Choisissons trois boules normales {@ 1,@2,63}, et comparons ces trois boules

avec {@ 1, ® 2, ® 3}. Trois cas sont possibles:

1.1.

1.2,

1.3.

®:®:Q1 - (O:0=0n

-~

C’est alors la boule ® 4 qui est différente, on la compare avec une boule normale

pour décider si elle est plus lourde ou plus légere qu’une boule normale.

®:®:Q1 > (1000

La boule différente est parmi {® 1, ®2, ®3}, et elle est plus lourde que les

boules normales: P > P. Il suffit alors de comparer deux de ces boules. Si elles sont

égales c’est la troisieme qui est la boule différente, et si elles ne le sont pas alors la

plus lourde est la boule différente.

®-8:@1 < ©:0:04

La boule différente est parmi {® 1,®2,®3}, et elle est plus légere que les

boules normales: P < P. 11 suffit alors de comparer deux de ces boules. Si elles sont

égales c’est la troisieme qui est la boule différente, et si elles ne le sont pas alors la

plus légere est la boule différente. Ceci acheve ’étude du Cas 1.
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Venons au deuxieéme cas:

2. Ce cas est plus délicat a traiter. Notons G = {® 1,®2,®3,®4} et Gy =
{@ 1,@2,@3,@4}. La boule différente est parmi G; U G5. Soit @ une boule

normale prise dans G.

On compare {® 1s ® 2, @ o} avec {@ 1, ® 3, @}, la aussi il y a trois cas possibles:
2.1.
{Q1.Q2»D2} < D1&sO}

~"

Dans ce cas, on compare ®1 et ®2. S’il y a égalité alors @1 est la boule
différente et elle est plus lourde qu’une boule normale: P> P, et sl n’y a pas
d’égalité alors la plus légere des boules ® 1 et ® 2 est la boule différente (et elle

est, donc, plus légere qu'une boule normale: P< P).

2.2.
(®:®:D = D1®sO)

g

Dans ce cas, on compare @3 et @4. S’il y a égalité alors ®4 est la boule
différente et elle est plus légere qu'une boule normale: P < P, et s’il n’y a pas
d’égalité alors la plus lourde des boules GB 3 et @ 4 est la boule différente (et elle

est, donc, plus lourde qu’une boule normale: P > P).

2.3.
®: D2 > D@0}

'

Dans ce cas, on compare ® 3 et @ Si ® 3 est plus 1égere alors elle est la boule
différente (et elle est plus légere qu'une boule normale: P < P), et s’il y a égalité
alors @2 est la boule différente (et elle est plus lourde qu'une boule normale:
P> P).

On a, donc, réussi a déterminer la boule différente et a déterminer si elle est plus lourde

qu’une boule normale ou plus légere, et cela en utilisant la balance trois fois seulement.
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PROBLEMES RECURRENTS

Nous allons dans ce chapitre traiter deux problemes qui ont en commun la particularité

que leurs solutions utilisent 1'idée de récurrence, c’est a dire que la solution de chaque

probleme dépend des solutions d’exemples plus petits du méme probleme.

1. La tour de Hanoi

C’est un jeu inventé par le mathématicien francais Edouard Lucas en 1883. On se donne
trois chevilles et une tour de huit disques, initialement empilés dans 1’ordre décroissant de

la taille, sur I’'une des chevilles.

L’objectif est de déplacer la tour en entier a I'une des autres chevilles, en déplacant
seulement un disque a chaque fois, et en ne mettant jamais un disque grand sur un autre
plus petit.

Il n’est pas tout a fait évident qu’il y a une solution a ce probleme, mais avec un peu
de réflexion, nous arrivons a nous en convaincre. La question qui surgit tout de suite est:

“Quel est le mieux qu’on peut faire 7, c’est a dire “Quel est le nombre de déplacements

13
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nécessaires et suffisants pour effectuer la tache 7.

La meilleure fagon d’attaquer une question comme celle-la est de la généraliser un peu.
La tour de Hanol contenait 8 disques, voyons ce qui se passe si 'on suppose que la tour
contient n disques.

Un avantage de cette généralisation est qu’elle nous permet de considérer le probleme
dans une petite échelle, c’est a dire de regarder les cas correspondant a un ou deux disques.
Une petite expérimentation nous montre aussi comment transférer une tour de trois disques.

11 est toujours avantageux de considérer les cas particuliers simples.

L’étape suivante dans la résolution du probleme réside dans l'introduction d’une
notation appropriée. Notons T, le plus petit nombre de déplacements pour transférer une
tour de n disques d’une cheville & une autre en respectant les regles de Lucas. Il est alors
clair que T7 vaut 1 et 1o = 3.

1I est toujours important d’introduire des notations convenables.

On peut aussi voir que Ty = 0, car pour transférer une tour ne contenant pas de disques !
0 déplacement suffit ! !.

Changeons de point de vu, et considérons le cas général ; comment peut-on transférer
une grande tour ? L’expérience avec trois disques montre que I'idée gagnante est de transférer
d’abord les deux disques du haut, a la cheville du milieu B, de déplacer, ensuite, le plus
grand disque a la troisieme cheville C, et enfin, de transférer les deux autres au dessus. Ceci
nous donne une idée pour le cas général: D’abord, on transfere les n — 1 disques du haut,
a la cheville du milieu B (ce qui demande T,,_; déplacements), ensuite, on déplace le plus
grand disque a la troisieme cheville (ce qui demande 1 déplacement), et enfin, on transfere
les n — 1 disques au dessus de ce dérnier (ce qui demande aussi T,_; déplacements). Par

conséquent, on peut transférer une tour de n disques en au plus 1 + 27, déplacements:

T, <21,_14+1, pour tout n > 0.

13 2

La formule précédente contient “<” au lieu de “=" car notre construction montre

que 27, 1 + 1 déplacements suffisent, mais nous n’avons pas démontré que 27, 1 + 1
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déplacements sont nécessaires. Est-ce qu’on peut faire mieux ? En fait on ne peut pas. A un
certain moment on doit déplacer le plus grand disque, les autres n — 1 disques doivent se
trouver sur une méme cheville et ils ont nécessité au moins 7),,_; déplacements pour y étre
transférés. On peut déplacer le plus grand disque plusieurs fois, mais apres I'avoir fait pour
la derniere fois, on doit transférer les autres n — 1 disques (qui se trouvent forcement sur

une seule cheville) au dessus du plus grand ( encore au moins T;,_; déplacements). Alors
T, >2T,_1+1, pour tout n > 0.

Ces deux inégalités, avec le cas trivial pour n = 0, impliquent

(1)

T, =21T,_14+1, pour n > 0

Remarquons que ces formules sont en accord avec les valeurs connues 77 = 1 et T = 3.
Calculons successivement: T35 =2-34+1=7, T, =2-7+1=15,T5 =2-15+1 =31,

Ts = 2-31+ 1 =63. Cela ressemble a

c’est au moins vrai si n < 6.
La relation (2) peut étre démontrée a partir de (1) par récurrence. Supposons que, pour

un certain n > 0, on a Tj,_1; = 2"~ ! — 1 alors, en utilisant (1), on a
T,=2T, 1 +1=22""1'-1)4+1=2"—1.

La formule (2) est donc vraie, et on arrive a la conclusion suivante:
Le plus petit nombre de déplacements nécessaires pour transférer une tour de n disques

d’une cheville 4 une autre en respectant les regles de Lucas est T,, = 2™ — 1.
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2. Droites dans le plan

Notre deuxieme exemple est un peu géométrique: “Combien de morceaux de pizza peut-
on obtenir en effectuant n coupes droites de la pizza par un couteau ? ”. D’une fagon plus
académique: “quel est le plus grand nombre L, de régions définies par n droites dans le
plan 77 Ce probleme a été résolu pour la premiere fois par le mathématicien suisse Jacob
Steiner en 1826.

Encore une fois nous allons commencer par traiter les cas simples correspondant aux
petites valeurs de n. Le plan sans aucune droite est formé d’une seule région (Lo = 1), avec
une seule droite le plan contient deux régions (L = 2), et avec deux droites (non paralleles)
il contient quatre régions (Lg = 4).

Bien stir, on peut penser que L,, = 2" ; ajouter une droite dédouble le nombre de régions.
Malheureusement c’est faux. Ce serait vrai si la n'®™° droite coupe toutes les anciennes
régions en deux. Mais si l’on rajoute une troisieme droite, on se rend compte rapidement

qu’elle ne peut couper qu’au plus trois des quatre régions déterminées par deux droites.

\Lzlb

A?)b

Donc L3 =4+ 3 = 7 est ce qu’on peut faire de mieux.

Avec un peu de réflexion on arrive & la généralisation appropriée. La n'*™® droite (n > 0)
augmente le nombre de régions par k si, et seulement si, elle rencontre k des anciennes
régions ou, d'une fagon équivalente, si elle rencontre k£ — 1 des anciennes droites en k — 1
points différents. Mais la ni®™® droite rencontre au plus les n — 1 anciennes droites en n — 1

points différents donc elle augmente le nombre de régions d’au plus n. Nous avons alors
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prouvé que:

L,<L, 1+n, pour n > 0.

D’autre part, il est facile de voir, par récurrence, que l'on a égalité dans cette formule. Si
I’on a une disposition de n — 1 droites dans le plan, découpant ce plan en L, régions, alors
il suffit de positionner la n'®™® droite de telle maniere qu’elle ne soit paralléle & aucune des
anciennes droites, et qu’elle ne passe par aucun point d’intersection déja existant.

La relation de récurrence qui détermine L,, est alors,

L,=L,_1+n, pour tout n > 0

Les valeurs de L,, pour n € {1,2,3} vérifient cette relation.

Cherchons a résoudre cette récurrence. Pour cela nous utilisons 1’idée suivante:
Ly —Lo= (Ln—Ln-1)+ (Ln-1—Lp-2)+-+ (L2~ L1)+ (L1 — Lo)
=n+n—-1)+---4+2+1
=S,
Pour calculer la somme S,,, on peut utiliser une astuce, (qu’on rapporte qu’elle est due

a Gauss en 1786 lorsqu’il avait neuf ans):

Sp = 1 + 2 + 3 + - + (n—-1) + n
+S, = n + (n—-1) + n—-2) + -+ + 2 + 1
28, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + -+ + (n+1) + (n+1)
1
D’ou en simplifiant: S,, = M pour tout n > 0, et la solution de notre probleme
est
1
L, = M +1, pour tout n > 0.

2
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CHAPITRE TROISIEME

MANIPULATION DE SOMMES

Nous allons commencer par introduire quelques notations.
Dans le chapitre précédent, nous avons rencontré la somme des n premiers entiers

...7 dans la formule

naturels non nuls, et nous avons écrit 1 +2 4+ --- + (n — 1) + n. Les
précédente nous disent de compléter cette somme par les termes manquant que nous devons
connaitre en regardant les termes apparaissant dans la formule. Cette notation est un peu

ambigue, si, par exemple, l'on écrit
1+2+4--- 42771

alors cela peut désigner, soit la somme des entiers naturels non nuls entre 1 et 27! qui
comporte 2"~ ! termes, soit, en notant que 2° = 1, la somme des puissances de 2 qui sont
inférieures ou égales & 2”1 qui comporte n termes seulement.

C’est pour cela qu’on a recours a d’autres notations ; par exemple, la notation Y ’; on

écrit, alors

Zak (1)
k=1

pour désigner la somme des termes de la suite finie (ag)i1<k<n. C'est Joseph Fourier qui a
introduit cette notation en 1820 et elle a, tout de suite, eu un succes tres grand dans le
monde des Mathématiques.

La variable k dans (1), (appelée aussi indice), est dite muette, car on peut la remplacer
par n’importe quelle autre variable sans changer la valeur de la somme.

On peut aussi utiliser la notation )’ généralisée qui consiste a écrire sous le signe
‘"7 une ou plusieurs conditions pour préciser ’ensemble des indices sur lesquels s’étend la
somme. La somme (1) s’écrit, alors

Z ag (2)

1<k<n

dans cet exemple il n’y a pas de grande différence entre la nouvelle forme et (1), mais la

nouvelle forme nous permet de prendre des sommes sur des ensembles d’indices qui ne sont

19
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pas des entiers naturels consécutifs. Par exemple, on peut exprimer la somme des carrés

d’entiers naturels impairs et inférieurs a 50, en écrivant: E k2,

1<k<50
k impair

24
ceci est équivalent a I’écriture plus compliquée suivante: Z(?k +1)2.
k=0
Un autre exemple est la somme des inverses de tous les nombres premiers entre 1 et N:

Y

2

pP<N
p premier

1
p

si l'on veut écrire cette somme en utilisant la notation ‘) ’, on doit écrire:

ou py désigne le k™€ nombre premier et 7m(N) est le nombre des nombres premiers < N.

Nous savons maintenant exprimer une somme, mais comment peut-on trouver la valeur

d’une somme ? Nous allons présenter différentes téchniques sur quelques exemples.

1. La famille Z k“, pour o € IN.
k=1

n
Notons ST(LO‘) = Zk“. Il est immédiat que 57(10) = n pour tout n > 1, et on a trouvé
k=1
n(n+1)

5 . Considérons alors le cas o = 2, Nous allons

au chapitre précédent que S,gl) =
n

présenter trois méthodes pour calculer 57(12) = Z k2.
k=1

— Premiére Méthode : l'idée clé de cette méthode réside dans l’observation: k =

S,(cl) — S,(cl_)l. Si I'on suppose, par convention, que Sél) = 0 alors pour tout £ > 1 on a

k2= k(S — 5. Don
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S® =3 k(s — 5

k=1
1 1
:st,y_zks,gjl
n—1
_stm STk +1)SY
k=1
= Z kS =S (k+1)85 + (n+1)S(
k=1
_Z (k+ 1)) + (n+ 1)

n

1
=+ 1S =38

ET‘

=(n+1)8WM — Z K+ k

—(n+ 1)) — (5P + 50)
1

-8

1
— 2y

2 1
Par conséquent, 52 = g(n + 5)57(11), d’ont

nn+1/2)(n+1)
3 :

Cette méthode est a rapprocher de l'intégration par parties.

52 —

(3)

— Deuxiéme Méthode : Cette méthode suppose que ’on connaisse le résultat (2) et alors
on démontre la validité de (2) par récurrence sur n. On vérifie que (2) est valable pour n = 1,
et si (2) est valable pour n — 1, alors

57(12) 252221 +n”
1
zé(n — 1)n(2n — 1) + n?
:% (2n2 —3n+1+ 6n)
n(n+1)(2n + 1)
5 .

Donc (2) est aussi valable pour n.
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— Troisieme Méthode : Cette méthode est basée sur la remarque suivante:

1
((l{:—|—1)3—k3):kz2+k+§, pour k > 1.

Wl

Alors, en prenant la somme de ces égalités pour k entre 1 et n, on trouve:

n

1 3 1 3 3
5 (n+1)*=1) _gg((/ﬁﬂ) —k*)
= 1
3
k=1
_g@ 4 g 4 Lgo
n n 3 n
Par conséquent,
52 n3 +3n% 4+ 3n B n?+n n
"o 3 2 3
_n(n+1)(2n+1)
B 6

Passons au cas @ = 3. Les trois méthodes présentées donnent le résultat voulu, nous
laissons au lecteur le soin de faire les calculs nécessaires. Mais voici une approche différente
qui nous permet de manipuler des “sommes doubles”:

Notons

D’une part, on peut écrire
n

S:iizj:Zi jilj

i=1 j=1 i=1
=Y s
=1
=(SM)?.

D’autre part, en notant que les ensembles: {(i,7) : 1 <i < n}, {(i,j) : 1 <i<j <n},
et {(i,7) : 1 <j < i <n} forment une partition de ’ensemble des indices, on peut écrire
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SZZ+ZZ]+Z

1<i<j<n 1<g<z<n

>er Y

1<1<]<n

:iz‘%QZ;‘ (Z_:z)

i=1

_Zz +ZZ] (‘7‘7_1 )
:Zi2+2(j3—

i=1 j=1
:if:S,(f’).

=1

On conclut que S5 = (S{)2, soit

n?(n+1)>2

(3) —
Sy 1

Quelles observations peut-on faire ? Pour o € {0, 1,2, 3}, la quantité (a + 1)57(10‘) est
égale & P,11(n) ou P,+1(X) est une fonction polynémiale de degré o + 1, qui s’annule
en 0, dont le terme du plus haut degré est X*t! et qui vérifie, pour tout n > 1,
Pati1(n) = Pagi(n—1) = (a + 1)n®

La remarque précédente ne serait-elle pas vraie pour tout a € IN? Si, et nous allons
voir cela par récurrence sur «.

Nous allons utiliser la troisieme méthode, d’apres le développement du binome de
Newton, on a:

(k+ 1)t — gt = Z o kP

D’ou, en prenant la somme de ces égalités pour k variant entre 1 et n, on trouve
(n+41)o+t 1—2 S,

ou bien
a—1

(% 1 «
(n+1)* —1="" mcﬁﬂPﬁH(n) +(a+1)S(.
B=0
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Cette égalité nous permet de calculer (o + 1)5’7([1) a partir de Py (n),...,Py(n):

a—1
(6% (6% 1
(a+ DS =(n+ 1) 1= 37 Ol Pava(n)
B=0
:(n+1)a+1 a+2 an P/B-H
=(n+ 1) 1 Z CllyPs(n).
B=1

1
Ck: — CkJrl
I
Si l’on définit la fonction polynomiale P, 41 (X ) a partir des fonctions Py (X),...,et Py (X)

ou pour 'avant derniere égalité on a utilisé le fait simple suivant

par

Z C§+2Pﬁ(X)-

P, X)=(X+1H —1—
X)) =(X+1) “*2521

Alors P, est bien une fonction polynémiale de degré o + 1, de terme du plus haut degré
égal & X1 g’annulant en 0, et Pyy1(n) = (a + l)ST(La).
Récapitulons, si 'on définit par récurrence la suite de fonctions polynémiales (Py)a>1

par
P (X)=X;

Pa(X) =(X + 1)° 4)

a+1

Alors, pour tout n > 1 et tout « > 0 on a P,41(n) = (a+ I)S,(la). De plus pour chaque «, la
fonction polynomiale P, est de degré «, de terme de plus haut degré égal a X et s’annule
en 0.

Etudions les fonctions polynomiales (P,)a>1-
Si I'on pose, pour a > 1, Qu(x) = Py(z) — Py(z — 1) — az® ! alors c’est une fonction
polynomiale qui vérifie

Qa(n) = (S — S,gofll) —n® 1 =0, pourn>1.

Donc c’est une fonction polynomiale qui admet une infinité de zéros, elle est, par conséquent,

tres malhonnéte pour ne pas étre identiquement nulle. d’ou

{VxelR P.(z) — Py(z —1) = ax™™ 1 )

P.(0) = 0.
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Les conditions précédentes déterminent uniquement la fonction polynomiale P,. En
effet, si @ est une fonction polynémiale vérifiant les conditions de (5) alors

VeeR, Q(z)—Qxr—1)=Py(x)— Py(x—1).
On en déduit que
VneIN', Q(n) — Pa(n) =Q(n—1) = Pa(n—1) =---=Q(0) — P, (0) = 0.

Par conséquent, la fonction polynomiale () — P, admet une infinité de zéros, elle est donc
identiquement nulle et QQ = P,.

L’idée gagnante a ce stade est de dériver les deux membres de la premiere égalité de
(5) : Pyy1(x) — Pag1(z — 1) = (a + 1)z® lorsque o > 1. On obtient

1 o
Vz e R, OC—H(P&_H(.CE)—Pé_i_l(:C—l)):CHC !

1
Par conséquent si Q,(z) = P (P41 (z) — P,1(0)), alors

{VxeR,QJ@—QAw—UzaW*;
Qa(0) =0.

L’unicité de la fonction polynomiale P, vérifiant (5) montre que @, = P,, Alors

1

Pal@) = — 5 (Paa(@) = Py (0)

En intégrant les deux membres de cette formule entre 0 et x, on trouve
u+ax/za@dﬁzﬂwg@—Jgﬂmy—ﬂﬁﬂmy
0

En remplagant x = —1, et en remarquant d’apres (5) que P,4+1(0) — Pyy1(—1) = 0, on

trouve
-1
(1+ a)/0 P, (t)dt = P, (0).

ce qui donne la nouvelle formule suivante

VxeR,}@H@%:G+®<xAAFM®ﬁ+Kf&@MQ. (5)
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Inversement, si P, vérifie (5), et si P,41 est définie par la relation (5) alors P, vérifie
aussi (5). En effet, clairement P,1(0) =0, et

Poit(2) — Pasa(z—1) =(a+ 1) (/0_1 Pa(t) dt + /:1 Pa(t) dt)

=(a+1)< Pa(t)dt—l-/ozPa(t)dt—/Ox_lPa(t)dt>

=(a+1)

S— S—

" Pt di — / e dt)

—1

(
(ot 1) </OIPa(t)dt—/0xPa(t—1)dt>

xT

(Poz(t) - Pa(t - 1)) dt

xT

at* tdt = (a +1)z*.

~a+1) |
0

~a+1) |
0
En guise de conclusion, si 'on définit la suite de fonctions polyndmiales (Py)a>1 par

VeeR, P(x)=x;

Poir(z) =(1+ @) (x/()_lpa(t) dt+/0w Pa(t) dt), (a>1)

Alors, pour tout @ > 0 et tout n > 1 on a
zn: Lo — Pa-&—l(n)'
— a+1
De plus P, est une fonction polynomiale de degré «, de terme de plus haut degré égal a
X, et telle que z(x + 1) divise P, pour tout o > 2. (C’est parce que P, (0) = P,(—1) =0).
Il est a ce stade important de retrouver nos résultats en déterminant les P, pour les

premieres valeurs de a. Une tache que nous laissons au lecteur.

2. Les nombres harmoniques

Il s’agit des nombres, que nous allons noter H,,, définis par
=y
! k=1 k
Cette fois nous n’avons pas la possibilité d’exprimer plus facilement H,, comme fonction de
n, et ce n’est pas notre but. Nous nous proposons d’abord de simplifier des sommes faisant

intervenir les nombres harmoniques, et ensuite d’étudier ces nombres pour les grandes valeurs

de n. Par commodité nous posons par convention Hy = 0.
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.
k=1

Pour simplifier cette somme nous allons utiliser une méthode qui ressemble a la premiere

méthode exposée dans 1’étude précédente. On remarque que 1 =k — (k — 1), d’ow:

ZHk :Z(k: — (k= 1))Hy,
k=1 k=1
=Y kHy— Y (k—1)Hy
k=1 k=1
n n—1
= kHy— Y kHip
k=1 k=1
=Y kHy— Y kHpy1 +nHypy
k=1 k=1

et en combinant de nouveau les deux sommes:

ZHk =nHp41 — Zk(Hk—H — Hy)

k=1 k=1
n
k
=nHpue1 — Y
Lkt 1
n n 1
=nHun =y 14+ g
k=1 k=1

:an+1 —-n—+ Hn—l—l -1
—(n+1)(Hys1 — 1)
=(n+1)H, —n

Alors,

> Hi=(n+1)(Hpyr —1) = (n+1)H, —n. (6)
k=1

2°. > (2k + 1)Hy.
k=1
Nous allons utiliser la méme méthode. On remarque que (2k +1) = (k+1)? — k?, d’ol:
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n n

> (2k+1)H, =) ((k+1)> - k*)H
k=1 k=1
_Z (k+1)2H, —Zk:QHk
k=1
n+1

—ZkQHk 1—Zk2Hk;
=(n+1)%H —1+Zka1—Zk:Hk

=(n+1)%H, — 1 - Zk2(Hk — Hi1)

k=2
=(n+1)2 Zk:
=(n+1)%H, — w
Alors,
Z(?k +1)H = (n+1)*H,, — n(nT—I—l) (7)

k=1

Les deux calculs précédents nous permettent de trouver

kz::lka _ w (Hn—|—1 B %) _ n(n2+ 1)Hn B n(n4— 1). (8)

On remarque que dans les deux cas nous avons utilisé presque les mémes transformations,

ce qu'on peut formuler de la maniere suivante: Si (Ag)r>1 est une suite de réels alors

n

> (Apyr — Ap)Hp =Y ApHy — Y AgHy,
k=1 k=1 k=1
n+1

—ZAka 1— ZAka;

=A, 1 H, — A + ZAka—1 = Z A Hy,
=2 =2

=A,1H, — A — ZAk(Hk — Hi_1)
k=2

" A
:AnJrlHn - Z ?k
k=1
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Soit, en récapitulant,

Z (Ap41 — Ap)Hy = A1 Hy, Z (9)
k=1

Cette transformation qui ressemble a l'intégration par parties pour les intégrales
s’appelle Transformation d’Abel.
n

> H.
k=1

k—1
Nous allons utiliser la transformation d’Abel, En prenant pour Ay la somme Z Hj qui
j=1
est égale d’apres (6) a k(Hy — 1). On trouve
Y HY =AniHn =) (Hp—1)
k=1 k=1
=(n+1)H? —nH, — ((n+1)H, —n) +n
=(n+1)H? — (2n + 1)H,, + 2n.
D’ou .
> Hi=(n+1)H. - (2n+1)H, + 2n. (10)

n H,
4°. .

N )

Cet exemple n’est pas plus difficile que le précédent, il suffit de trouver le bon (Ag)x>1,
. Alors sil’on pose Ay, =1/(k+1)

Or il est facile de voi - -
ril est facile de voir que s—— — -—— (k+1)(k+2)

dans la formule (9) on trouve

n

H
Z_(/@H)(kkm n+ _ZkkJrl

k=1

D’ou

3

k:1<k+1)(k3+2):1_n+2_n+1' (11)
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5°.

1<i,j<n

Nous allons traiter cette somme de deux manieres. Premierement, on peut écrire:

D’ou

Deuxiemement, notons d’abord que i+ j parcourt I’ensemble {2, 3,

Z z—f—j _Z Zz+j

< n )
1=1 k= Z-‘rl

= Z n+i —
= Z Hyi — Z Hi,
=1 k=1

2n n
= Z Hk_ZHk:
k=n+1 k=1

2n n
=) H,-2) Hy
k=1 k=1

1
—— =(2n+ 1)Hsy, — 2n —2((n+ 1)H,
> g =n )i, ((n+1)

=2n+ 1)Hs, — 2(n+ 1)H,.

= o Dt 2 D
1<i,5<n

—n)

(12)

., 2n} lorsque (i, j)

parcourt ’ensemble A = {1,...,n}x{1,...,n}. D’autre part, pour chaque k € {2,3,...,2n}

I’ensemble Ay, des couples (i, j) € A qui vérifient i+j = k contient k—1 éléments si k < n+1,

et 2n — k + 1 éléments si n + 1 < k < 2n, ce qu’on peut résumer en écrivant

k—1 si E<n+1
Card (Ax) =

2n+l1—k si n+l1<k<2n
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Les ensembles (Aj)2<k<2, forment une partition de A. Alors

2n
3 %:Z% Card (Ay)

1<4,j<n
_% QZn 2n+1-—k
k
k=n-+2
n+1 1 2n 1
=n — % —(n—1)+(2n+1) Z A
k=2 k=n-+2

=1— (Hpt1— 1) + 2n+1)(Hzn — Hnt1)
=2n+ 1)Ha, —2(n+ 1)H,,.

Et on retrouve le résultat.
Voici une variante du calcul précédent.

1
6°. Z — . Nous allons ramener ce calcul au cas précédent.
— i+j5-1
1<4,5<n
D O z
1<ij<n ' +i-1 2<i<n +j i+j—1
1<j<n
1 "1
= 2 it ) S
1<i<n—1 j=1
1<5<n
1 LI e |
- ¥ e,
1<i<n—1 Lty =) =t n
1<j<n—1
2n— 1
1<i,j<n— 11'%J p k
:(Zn - I)Hgn_Q — 2TLHn_1 + H2n—1
:2n(H2n - Hn)
D’ou .
S Lo, m) (13
1igen P TI T

7°. Les nombres harmoniques pour les grandes valeurs de n.

Nous allons maintenant étudier le comportement de H, lorsque n est au voisinage
de l'infini. Ceci va nous permettre d’introduire une nouvelle technique; 'utilisation des
intégrales.
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1
k+1

, donc en intégrant cette

T

SN

Notons que pour tout = € [k,k + 1] on a < -<

inégalité sur l'intervalle [k, k + 1] on trouve

1 Ly FHL iy AR 1
— = < < &
k+1 /k k+1_/k z —/k k&

Comme cette inégalité est valable pour tout & € IN® alors en prenant la somme de ces

inégalités pour k entre 1 et m on trouve
(asgy] /”*1 dr =1
SEEY A o
k 1 i k
=2 k=1

ce qui s’ecrit
H,11 —1<Log(n+1) < H,.

ou bien
VneIN*, Log(n+1)<H, <1+ Logn. (14)

Le résultat précédent nous dit que H,, diverge vers I'infini lorsque n croit indéfiniment,
et nous donne une idée de l'ordre de grandeur de H,,, Par exemple, Higppoo0 € [13.81, 14.82].
Peut-on faire mieux ? Les formules de (14) nous suggerent d’étudier les différences A, =
H, —Logn et B,, = H,, — Log (n + 1). Clairement, pour tout n > 1, on a 0 < B,, < A,,.
Voyons si les suites (4,,), et (By), sont monotones.

1 1
B, — B,_1 =— — Log (1 + —) .

n n

1 1 (1)
A, —A,_1=—+Log (1 — —) )

n n

Il est maintenant clair que la fonction f(z) = x—Log (14 ) joue un role dans I’histoire,

alors ouvrons une paranthese et étudions cette fonction:

{

f est définie sur | — 1, +o00[. La dérivée de f est donnée par f'(z) = . f_ , ce qui donne
x
le tableau de variation suivant:
T -1 0 400
f(z) - 0+

flx) [+oo N\ 0 /' +oo

On en déduit que
Vz €]0,1[, x+ Log(l—x) < 0;

z —Log(1+z) > 0. (16)



MANIPULATION DE SOMMES 33

L’étude précédente montre, avec (15) que
Vn>1, B, 1<B,<A,<A,_1 (17)

D’autre part, il est clair que A,, — B,, = Log (1 + 1/n) tend vers 0 lorsque n tend vers
I'infini. Les deux suites (A, ), et (By), sont alors dites adjacentes, et elles sont convergentes

vers une limite commune que nous allons noter ~. v s’appelle la constante d’Euler.
VneIN*, B, <vy<A,. (18)

En particulier si 'on met n = 3 on obtient ’encadrement ~ € [0.45,0.74].
On peut écrire (18) sous la forme

0<Hn—Logn—7<Log(1+%)<%. (19)
Voici une valeur approchée, & 10740 pres, de ~:
v = 0.57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10422.. !
On ne sait pas si ce nombre mystérieux est rationnel ou irrationnel.

En utilisant la valeur approchée de v et la formule (19), on peut trouver Hygooooo &
10=6 pres: Hipooo00 = 14.392726.
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EXERCICES

n

Exercice .1 Pour n € IN*| calculer Z(n — k)2 (=1)*.
k=0

n

ExercicE .2 Pour n € IN*, calculer Z(% +1).
k=0

Exercice .3  Pour n € IN*, calculer S =) 1<i<p min(i, 7).
1<j<n

Exercice .4 Pour n € IN*, calculer S =Y 1<i<y, 2 + 15 + 52
1<j<n

Exercice .5  En étudiant, S = Z ij%, et S = Z i?52. Montrer les relations:

1<i<n 1<i<n
1<j<n 1<j<n
1 1
g4 — g2 (gg) _ 1) gBG) — = (3 G(2))2 _ 5<3>> _
n 5 n ( n )7 n 2 ( n ) n
2n (_1)k
Exercice .6 Exprimer U,, = Z ’ en utilisant les nombres harmoniques. En déduire
k=1

la limite de (U, ), lorsque n tend vers l'infini.

Exercice .7 Etudier la suite récurrente:

To =5, et 2T, =nT,_1+3n!, pour n > 0.

ExeErcice .8 Etudier la suite récurrente:

9 n—1
Vo =0, et Vn:n+1+—ZVk, pour n > 0.
n
k=0
Exercice .9  Pour tout entier n € IN*, appelons F,, 'ensemble des points M (z,y) du plan,
de coordonnées (z,y) € IN,, x IN,,. Quel est le nombre de segments MM’ qui sont paralleles
a la droite d’équation y = x et qui joignent deux points M et M’ de E,, ?

Exgercice .10 Quel est le nombre maximum de régions dans 1’espace que 1’on peut obtenir
en effectuant n coupes planes ?

Exgercice .11 Quel est le nombre maximum de régions dans le plan que ’on peut obtenir
en y dessinant n cercles ?
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PARTIE ENTIERE

Soit z un nombre réel. On définit la partie entiere de x comme le plus grand entier
relatif E(z) inférieur ou égal a x.

E(z)=max{keZ: k <z} (1)
Par exemple E(1.25) = 1, E(r) = 3, et E(—/2) = —2. Il y a d’autres notations

utilisées pour noter la partie entiere de z, ce sont [x] et |z]. Voici le graphe de la fonction
E:R—R:z— Ex).

3 —————
2 —————
1 —_—
-3 —2 —1 0
1 2 3 4
—_—q —1
L — —2
O — 4 _3

Pour un réel z, on utilise la notation {x} pour désigner = — E(z), qu’on appelle la partie
fractionnaire de z.
Nous allons nous familiariser avec la fonction partie entiere en traitant des exemples
variés. Notons d’abord quelques propriétés simples:
a. Pour tout x € R, —F(—z) = min{k € Z : x < k}. Dans certains livres on note
[z] = —E(—z). On a E(z) = [z] si, et seulement si, x est un entier relatif.

35
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b. Pour tout z € IR et tout m € Z, on a E(m + x) = m + E(z).
c. Pour tout (z,y) € IR?, on a E(z +y) — E(x) — E(y) € {0,1}.

En effet,
E(z)<z< E(x)+1,
E(y) <y<E(y)+1
donc
Ex)+E(y) <z+y<E(x)+ E(y) + 2.
alors

d’ou le résultat.
Exemples:

1°. Soient z € IR et n € IN*. On se propose de simplifier la somme

Reprenons nos vieilles habitudes, et regardons d’abord les cas correspondants a des
petites valeurs de n. Si n =1 on a clairement S;(z) = E(z). Passons au cas n = 2.

1
So(x) = E(z) + E(x + 5)
On voit que si {z} < 1/2 alors E(z + 3) = E(x) e 2E(x) = E(2z). D’autre
part si {x} > 1/2 alors E(z + 1) = 1+ E(z) et So(z) = 2E(z) + 1 = E(2z). Dans tous les
cas Sa(z) = E(2z).
Voyons si 'on peut généraliser I’approche précédente pour montrer que S, (x) = E(nx).

=+
N

N

&
I

Soit © € IR, {x} est un élément de [0, 1] donc appartient a un, et un seul, intervalle parmi

kE+1 1
[E, i [, (0 <k <mn). Disons {z} € [g, e+ [, alors
n’n n’ n
I E(x) si 0<k<n-—gq
E ($+ ﬁ) -

Ex)+1 si n—g¢g<k<n

1
Et S, (z) = nE(x)+q. D’autre part,g <z-—FE) < g+
n

Par conséquent S,,(z) = E(nz).

, ce qui donne E(nz) = nE(x)+q.
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2°. Etudions les sommes

2
n 1 k n 1
ser(ea) mox(e(Ee)
k>1 k>1
Remarquons que les sommes s’étendent sur un nombre fini de termes; a partir d’un
certain kq(n) la fraction n/2F est strictement inférieure & 1/2 et les termes dans les sommes
deviennent nuls.

Donnons les premieres valeurs de S, et de T,.

n 1 2 3 4 )
Sn 1 2 3 4 5)
T, 2 6 12 20 30

Ce tableau suggere les réponses suivantes: S,, = n et T,, = n(n + 1). Essayons de

les prouver, pour cela nous allons, pour n fixé, étudier S,, — S,_1 et T,, — T;,_1, ces deux
différences font intervenir le terme

n 1 n—1 1
Ay =F | -+ | —F —].
g (zk + 2) ( ot 2)
Ay, est de la forme E(z) — E(y) avec 0 < x —y < 1. Alors Ay vaut 0 ou 1. Cherchons les

1
2% + 5) L’égalité A, = 1 équivaut a

n+1 >p> n—1+1
ok T3 ) =P ok o)

n+ 281 > pok s 42kt g,

valeurs de k pour lesquelles A, = 1. Notons p = F (

ou bien

qui est équivalent & n + 28=1 = 2%y ou bien n = 2¥71(2p — 1). Conclusion: A}, = 1 si, et
seulement si, k — 1 est la plus grande puissance de 2 qui divise n.

Tout entier naturel n s’écrit d’'une maniere unique n = 2"~%(2m — 1) avec (r,m) €
IN* x IN*. La discussion précédente montre que Ay = 0si k # r et Ay = 1si k = r. Par

conséquent
Sn_SnflzzAk:Ar:L
k>1
« 1 1 1
n n—
Ty Ty 1= 2°A (E |+ | +E -
ta(E () o ()

k>1

2m—1 1 2m—2 1
=2" (E ) +E =
(= (M5 va) 2 (57 3))

=2"(2m — 1) = 2n.
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On a donc prouvé que, pour tout n > 1,
ce qui permet aussitot de voir que S, =n et T, = n(n + 1).

3°. Etudions cette fois la somme

Uy, = > E(m-F%).

1<k<m(m+1)/2

Pour traiter cette somme nous utiliserons ce qu’on peut appeler “sommation par
tranches”.

Soit p € IN, on pose B, ’ensemble des entiers k tels que p = E(V2k 4+ 1/2). On note
b, = Card (B,) le nombre des éléments de B,,.

1 1
=E(WV2k+1/2) <= V2 —5< \/2k;—|—§
S 1 2<2k:< +1 2
p=35) < Pt
plp—1) 1 pip+1) 1
< i
— 5 TgSsk<To—*3
— 1
p(p2 )<k<p(p2+)

La derniere équivalence vient du fait que p(p —1)/2 et p(p+ 1)/2 sont des entiers. Par
conséquent

1 +1
Bp:}p(p2 )7p(p2 )}H]N’ et by =p.

Si f est une fonction de IN dans IR on a

> HEW2k+1/2)) = f(p)Card (B,).

1<k<m(m+1)/2

ou bien

S HENZE1/2) =Y pfp)

1<k<m(m+1)/2

Dans le cas particulier f(k) = k pour tout k£ € IN on trouve

f: m+1)(2m+1)'
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4°. Voici un autre exemple ou 'on utilise la méme technique. On se propose de calculer

V. => E(gk).
k=1

ou lg désign le logarithm en base 2.

Notons que
(=E(gk) <= (<Ilgk</(l+1

— 22 <k< 2t
—  ke[252T NN

Alors, si I'on note pour simplifier m = E(lgn)

Vn—ZElgk > tCard ({k<n: (=E(gk) })

= 0<t<m

= > L@ =2+ n-2"+1)m
0<t<m—1

= > 02— N 2 (m-2"+1)m
0<t<m—1 0<t<m—1

= > (=12= > 2+ (n-2"+1)m
1<0<m 1<0<m—1

=m2™ — Y 24 (n-2"+1)m

1<t<m

=(n+1)m—2mT 2,

Alors .
> E(gk) = (n+1) E(lgn) — 2'*F0en) 4 9,
k=1

5°. Le spectre d’un nombre réel.

Soit « un nombre réel donné, on définit le spectre de «, comme étant la suite
(E(an)),>1 ; on note cette suite Spec (a).

Il est facile de voir que si a # 3 alors Spec () # Spec (). En effet, sans perdre la
généralité on peut supposer que o < 3, alors il exite un entier positif m tel que m(G—a) > 1.
Alors, mf > 1 + ma ce qui implique que E(m(3) > E(ma) d’ou le résultat.

Les spectres ont quelques belles propriétés. Par exemple, considérons les deux spectres:

Spec (V2) =(1,2,4,5,7,8,9,11,12, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 24, . ...),
Spec (2 + v/2) =(3,6, 10, 13,17, 20, 23, 27, 30, 34, 37, 40, 44, 47,51, .. ).
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Le calcul de Spec (v/2) est facile en utilisant une calculatrice de poche (mais pour n
n’est pas tres grand), et le Spec (2 + v/2) s’en déduit en remarquant que E((2 +v/2)n) =
2n + F (ﬂn) Mais un regard plus approfondi sur les deux spectres nous montre que ces
deux spectres sont liés d’une fagon surprenante: Il semble que tout nombre manquant dans
I'un des deux spectres apparait dans ’autre, mais aucun nombre n’apparait dans les deux!
En effet, si 'on pose S (a) = {E(ka) : k € IN"}, c’est & dire ensemble des valeurs prises
par le spectre de a, alors les deux ensembles S (v/2) et S (2 + 1/2) forment une partition de
IN*™.

Pour montrer cette propriété, nous allons compter combien d’éléments de S (v/2) sont
dans [1,n] et combien d’éléments de S (2 + v/2) sont dans [1,n]. Si, pour tout n, le total
vaut n, alors les deux ensembles partitionnent effectivement les entiers strictement positifs.

Soit a €]1, +o0o[. Notons N(a,n) le nombre d’eléments de S (a)) N [1, ).

S(a)N[l,n] ={E(ka):1 <k, et E(ka) <n}
={E(ka):1<k, et E(ka) <n+1}
={E(ka): 1<k, et ka <n+1}

={E(ka):0<k<(n+1)/a}.

comme « > 1 le spectre est une suite strictement croissante et par conséquent,

N(a,n) = Card (]0,(n+1)/a[NIN¥).

Alors,
1 1
E(n—i— ) 4 "t ¢ IN:
o} o
N(a,n) = 1 1
E(" )—1 si 2Tl e
1o} «

. P n+1
(Remarquons que nous aurions pu écrire N(a,n) = [ —‘ - 1.)
Q

Maintenant, que nous avons N («,n) nous pouvons écrire (tenant compte du fait que
V2 et 2+ /2 sont irrationnels),

N(V2,n) + N2+ V2,n) =E (n_\jil) +E<%)

n-+1 n-+1 n-+1 n-+1
:W‘{ NG) }+2+ﬁ‘{z+¢§}
e (25}

1

=1

1
V2 2442

Tout se simplifie parce que
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La fin de I'histoire vient du fait suivant:
Siz e R\ Z et siy € R tels que x +y € Z alors {x} + {y} = 1.
En effet, on a E(z) <z < E(x)+1let E(y) <y < E(y)+1 dou

Ex)+ E(ly) <z+y< E(zx)+ E(y) +2

mais = +y est un entier relatif donc z +y = F(z)+ E(y)+1 ou bien z — E(z)+y— E(y) = 1.

On arrive, alors, a la conclusion suivante:
N(V2,n) + N(2+V2,n) =n. pour tout n > 1.

Ceci démontre que S (v/2) et S (2 + v/2) forment une partition de IN*.
La démarche suivie dans cet exemple est assez générale et permet de démontrer la

proposition suivante,
1
Soient o« > 1 et 3 > 1 deux nombres irrationnels liés par la relation — + — = 1. Alors

a f
S (a) et S (B) forment une partition de IN*.
6°. La représentation p-adique des nombres entiers naturels.

Lorsqu’on écrit 1994 alors cela représente I’entier naturel n = 44+9x104+9x102+1x 103,
on dit que 1994 ou (1994); est la représentation décimale de l’entier n. Plus généralement

tout entier naturel n admet une écriture byby_1...by ol les (b;)o<;j<i sont des symboles
k

pris dans 0,1,2,...,9, et tels que n = ij 107. Les (bj)o<j<k s’appellent des chiffres, et
j=0
10 s’appelle la base. Depuis plusieurs millénaires les Babiloniens ont utilisé un systeme

de représentation des entiers a base de 60 que nous continuons a utiliser pour la mesure
des angles. Par contre, 'utilisation des composants électroniques ayant deux états 0 et 1
pour construire des machines, permettant d’effectuer des calculs numériques, a favorisé la
représentation des entiers dans la base 2 (on dit représentation binaire). Notre but ici est
d’étudier la représentation des entiers naturels dans une base p,(p > 1 et p € IN).

Dans la suite p > 1 est un entier fixé. si n est un nombre naturel, on définit la suite

(#5")o<; par

2™
xén) =n, a:g-n) =F (j—l) , pour j > 1.
p

E
Remarquons que E( ](f) =F (%) Car x = pE(z/p) + r avec r € [0,p[, d’ou
E(x) = pE(x/p) + E(r) avec E(r) € {0,1,...,p — 1} et par conséquent E(E(z)/p) =

E(z/p) + E(E(r)/p) = E(x/p).
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Ceci montre que 935-”) =F (%) On en déduit que si j > £,(n) = E(log,(n)) alors

p
:1:5-") = 0.
On pose ensuite bg-n) = l‘g-n) — pxyjr)l pour tout 7 > 0. bgn) est un entier appartenant a
Iensemble {0,1,2,...,p — 1}, et de plus n = Zb§")pj. En effet
j=0
Sy = (s )
j=0 j=0
N W
j j+1P
j=0 j=0
WL WL
j=0 jz1
:x(()") =n.

D’autre part, cette écriture est unique (nous laissons la vérification de 1'unicité comme

exercice au lecteur).
¢

Habituellement, on utilise la notation (beby_; . .. bo), pour désigner I'entier n = Z bjpj .

5=0
Voici un exemple, (15)19 = (1111)2 = (33)4 = (23)s.

Les bases les plus utilisées (autre que 10 bien entendu) sont 2, 8, et 16, et pour la

derniere les chiffres sont: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F. Donc (15)10 = (F)16.
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EXERCICES

Exercice .1 Montrer que pour tout (z,y) € IR? on a

B(x) + E(x +y) + Ey) < E(2x) + E(2y).

n
Exercice .2  Exprimer plus simplement la somme Z E (\/E)
k=0

Exercice .3 Un entier naturel n est dit honnéte si ’on peut trouver (a,b) € IN x IN tels

que n = E(ay/2 + by/3). Combien d’entiers honnétes y a-t-il entre 0 et 20 ? Généraliser.

Exercice .4 Est-ce qu’on peut trouver des couples de fonctions strictement croissantes

f et g de IN* dans IN* telles que Im f et Img forment une partition de IN* et Vn €

N, g(n) =1+ f(f(n))?

ExERCICE .5 Soit p un entier naturel plus grand ou égal a 2.
1°. Exprimer la somme

m
< k — pE(k/p)

Am(p) = k(k+ 1)

k=1

en utilisant les nombres harmoniques. Quelle est la limite de A, (p) lorsque m tend vers
I'infini ?
2°. Pour un entier naturel k on note S,(k) la somme des chiffres de 1’écriture de k en base

p.( Par exemple S5(15) =4, S19(15) = 6...). Montrer que

N
. S, (k) D
1 AU/ Log p.
Nﬂo;k(kﬂ) p—1 8P

ExercicE .6 Etudier la fonction f:IN* — IR définie par les relations

f@2n) = f(n)
fA)=1, fB)=3, Vn=1, o fUn+1) = 2f2n+1)— f(n)
fAn+3) = 3f(2n+1)—2f(n)

(On comparera ’écriture binaire de n et de f(n) pour quelques valeurs de n).
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Exercice .7 Soit f : IN* — 1IN telle que, pour tout (x,y) € IN* x IN*, on a

flx+y)— f(z) — f(y) € {0,1}. Montrer qu’il existe o € IR tel que

(VneIN*, f(n)=FE(an)) ou (YneIN*, f(n)=lan|—-1).
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CHAPITRE CINQUIEME

PRINCIPES DE DENOMBREMENT

Beaucoup de problemes en mathématiques, et dans d’autres branches de la science, se
ramenent a un calcul du nombre d’éléments d’un ensemble fini, c’est ce qu’on appelle
dénombrement.

Nous allons, en traitant des exemples, exhiber quelques principes de dénombrement ou
d’analyse combinatoire. Introduisons d’abord quelques notations.

Pour n € IN, on notera IN,, ’ensemble des nombres entiers naturels k qui vérifient les
inégalités 1 < k < n, en particulier INg = .

Un ensemble non vide A est dit fini si, et seulement s’il existe n € IN* et une bijection
¢ : IN,, — A, (un tel n est nécessairement unique!), et dans ce cas on dit que le cardinal
de A est n et on écrit Card (A) = n. Si A est vide on convient que Card (A) = 0, i.e. un
ensemble vide contient 0 élément. Si A n’est pas fini on convient de noter Card (A4) = +oo.

Les deux propriétés suivantes sont alors immédiates:

n Si A est un ensemble fini et si B est un ensemble en bijection avec
1 -

A, alors B est aussi fini et Card (A) = Card (B).

Si A et B sont deux parties finies et disjointes d’un ensemble, alors
DQ .

AU B est finie et Card (AU B) = Card (A) 4+ Card (B).

45
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1. L’ensemble des parties d’un ensemble fini

1°. L’ensemble P ("),

Si E est un ensemble, on note P(FE) I'ensemble des parties de F, et on note plus simplement
P au lieu de P(IN,,). Combien d’éléments y a-t-il dans P™) ?
Clairement, P(*) = {0}, PV = {{1},0}, et PP = {{1,2},{2},{1},D} donc

Card <P<0>) —1, Card (79“)) — 92 et Card (P<2>) — 4

Venons au cas général, supposons n > 1 et notons P™) Pensemble des parties de IN,, ne
contenant pas ’élément n et P Pensemble des parties de IN,, contenant 1’élément n.

Comme toute partie de IN,, soit elle contient n soit elle ne contient pas n alors

BB — g, B LB — Pl W
D’autre part, il est évident que les éléments de P(™) sont les parties de IN,_; d’ou
P = P(=1) et finalement, il y a une bijection simple entre P(»~1 et 2l qui est
donnée par

@:PPD P A AU {n}).
On en déduit, d’apres D;, que si P~ est fini alors il en est de méme pour P ot P et
Card (P") = Card (P) = Card (P™),

par conséquent, d’apres (1) et Dy, P™) est aussi fini et

Card (P(n)) = Card (75(”)) + Card (73(”)> = 2Card <77("_1)> .

Résumons ce que nous avons démontré:
P est fini,
PO gt fini =
Card (P(™) = 2Card (P("~V).

Ce qui démontre par récurrence sur n que Card (P(”)) =2m

Conclusion:
L’ensemble des parties d’un ensemble fini A est fini et de cardinal

Ds : QCard(A).
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2° L’ensemble P,in) .

Notons, pour k£ € IN, P,gn) I’ensemble des parties de IN,, qui sont de cardinal k.

P = {ACN,: Card (A) =k}
On pose par définition C* = Card (P,gn))
Il y a une seule partie de IN,, qui a 0 élément, et une seule ayant n éléments, d’otu
C"=C%=1, pour toutn>0.
Comme il n’y a pas de parties ayant strictement plus de n éléments dans IN,,, alors
Cﬁ =0, pour tout k >n >0.

Notons, pour £ > 0 et n > 0, Agﬁ:{l) I’ensemble des parties de IN, ;1 qui sont de cardinal

k + 1 et qui contiennent ’élément n + 1, et B,(:r;l) I’ensemble des parties de IN,, 1 qui sont

de cardinal £ + 1 et qui ne contiennent pas ’élément n + 1. Il est clair que

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1) _ p(n+1)

ce qui démontre que

Cptl = Card (A,(Jrgl)> + Card (B,Sf[”) : (2)

Mais Agf:il) est en bijection avec Plin), la bijection étant donnée par:

gp:Pén) —>A,(::;1) A= AU{n+ 1},

et B,E::l) est égal a 73,&1)1, la relation (2) est, par conséquent, équivalente a
Citl =CE+ O, pour tout (n, k) € IN?, (3)

Cette formule permet par récurrence de calculer les valeurs non nulles des nombres C¥:
k= 0 1 2 3 4 5
ck + Ok

 —

[

k+1
C1n—l—1

n =
n =
n =
n=3
n —=
n=>5

D W
=

e e
[S—y

(@)

—_

@)

QU =

[S—y

U W N~
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Nous allons utiliser une nouvelle technique pour expliciter C*, qui s’appelle la technique des
fonctions génératrices.

Posons, pour chaque n € IN,

P,(x) = Z Ck ¥

k>0
(la somme s’étend sur un nombre fini d’indices car C¥ = 0 si k > n). Par exemple Py(x) = 1
et Pi(x) =1+ z.

k

Maintenant, en multipliant les deux membres de la relation (3) par z**! et en faisant la

somme pour k > 0 on trouve

k+1 k41 ko k+1 k+1, k+1
EC’niler:gCner—FECnerJr,

k>0 k>0 k>0
ce qui s’écrit

Ppia(z) — CO—H = 2P (z) + Po(z) = Cyy

n

ou bien P,;1(x) = (14 x)P,(x). Ceci permet de déduire une nouvelle expression de P, (z),
a savoir P, (z) = (1 + z)", et démontre 'identité

(14+2)" = Z CFz¥,  pour tout n > 0. (4)
k=0

Soit p un entier naturel tel que 0 < p < n. En dérivant p fois les deux membres de 1’égalité

(4) et en substituant 0 & x, on trouve
nxn—1)x---xn—-p+1)=px(p—1)x---x2x1.CE

ou bien
nx(n—1)x--x(n—p+1)

Cr =
px(p—1)x--+x2x1

n

, 0<p<mn,

cette écriture suggere d’introduire la notation suivante, pour p € IN*,

pl=1x2x---x(p—1)xp (5)
n!
et p! est lu “ factoriel p 7. Avec cette notation on a C? = ﬁ, pour 0 < p < n. On
pl(n — p)!
pose par convention 0! = 1 pour que la formule précédente soit aussi vraie pour p = 0 et

p=n.
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Conclusion:
Soit Pi(A) l'ensemble des parties ayant k éléments d’un ensemble A
de cardinal n, (avec (k,n) € IN?). Alors le cardinal C* de Py(A) est
donné par
D, : 0 i) n<k
Cfli = n!

si 0<k<n

pl(n —p)!

De plus les (C¥),,  vérifient, pour (k,n) € IN? les relations

n+1
Chit=Cp+CitY,  Cril=

ntl = L 1 057 Z—i—k = CS—H@' (6)

La vérification des deux dernieres égalités est laissée au lecteur.
Les nombres (C¥),, , sont appelés les coefficients binomiaux. On dit aussi que CF est le
nombre des combinaisons de n éléments pris k£ a k.

3°. Les partitions.

Soit A un ensemble non vide, on dit que (A;)1<i<r est une partition de A si, pour tout i
I'ensemble A; n’est pas vide, pour tout couple (4, j) avec i # j l'intersection A; N A; est vide,
etenfin A=A, UAU...UA,.

Si A est un ensemble non vide, on note At} I’enesmble des partitions de A en k parties. Si

Card (A) = n, on note {Z} le cardinal de AF}, ou bien

{Z} — Card (]N;{f}) . (7)

Il est immédiat que IN,, admet une seule partition en une partie, et une seule partition en n

parties, et enfin n’admet aucune partition en strictement plus de n parties. D’ou

{T}:l, {Z}:l, {Z}zO, pour k > n. (8)

Soit (n,k) € IN x IN et considérons H\Ti’fﬂl}. Cet ensemble est la réunion de deux ensembles
disjoints =; et =9, ou Z; est I’ensemble des partitions de IN,,;; en k + 1 parties dont une
partie est {n+ 1}, et Eo est 'ensemble des partitions de IN,, 1 en k+ 1 parties dont {n+1}

n’et pas une partie.
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Clairement Z; est en bijection avec INI¥} Donce Card (21) = Card (]I\T;{Lk}>.

D’autre part, a chaque partition (4;)1<i<k+1 de IN,, qui est élément de ]N;{Ik“} on peut
associer k + 1 partitions qui sont éléments de Z5 (en mettant I’élément n + 1 dans I'une des
parties Ay, ..., Ag+1). Donc Card (Z3) = (k + 1)Card <]N7{1k+1}>.

Comme Card (]l\I{k+1}> = Card (E1)+Card (E2), on déduit la relation importante suivante

n+1
n+1 n n 9
=(k+1 k) € IN“.
Gt =eand,n b (0} pow i e )
Cette formule permet par récurrence de calculer les valeurs non nulles des nombres {Z}
k= 1 2 3 4 5 n n
{{} +G&+ {k+1}
n=1 1 —
n=2 11 : l I
n = 1 3 1
n=4 1 7 6 1 n+1
n=>5 1 15 25 10 1 k+1

D’ou
Soit AUk} Densemble des partitions d’un ensemble A de cardinal n
en k parties, (avec (n,k) € IN* x IN*). Alors le cardinal de AR} est
n
donné par { ' }.
onné par q

n
ot les { } sont définis par les relations

Ds - k

{?}:L {kil}za {Zii}:%+lﬁkil}+{z}

qui sont valables pour (n, k) € IN* x IN*.

Les nombres {Z} s’appellent les nombres de Stirling de seconde espéce. Nous allons donner
la propriété dont s’est servie le mathématicien anglais James Stirling (1692-1770) pour définir
ses nombres.

Considérons, pour commencer, la suite de fonctions polynomiales définie par

k—1
Wo(x) =1, Wi(z)=z(xz—-1)---(z—k+1)= H(a: —7j), pourk>1. (10)
j=0
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n

Soit, pour n > 1, la fonction P,(z) = Z { i

k>1

}Wk(x) C’est une fonction polynomiale de

Z}:0$k>n

En utilisant (9) on a

degré n car {

E>1
:a:+l§2{nzl}:c(a:—1) (x —k+1)
n+1

—x+Z;{kil}ﬂx—D (2 — k)
:m+é;0k+n{kil}+{2})W%H@)
o S 0{ e +  { a)

k>1 k>1
e+ (o

k>2 k>1

= {n}(ka(x) + Wit1(z))

soit

Comme P;(x) = x, on en déduit par récurrence que, pour tout n € IN*, P, (z) = z™. Alors

on a l'identité suivante
n
" = { }:1::1:—1-~-x—k+1. our n > 1 11
Y {ifete -0 ) p (1)

Voici maintenat une propriété importante des fonctions polynomiales (Wy)g>o:
Wiz +1) = Wi () =(z+Dz(z—1)---(z+1—-k)—xz(x—1)--- (x — k)
=zx(z—1)---(z—k+1)((z+1)— (z—k))

=(k + 1)Wg(x).
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En utilisant cette propriété et 'identité (11) on déduit que, pour n > 1
" 1 n " 1 n
noN My 1) — —{ }W . 12
v I;k+1{k} bri(z+1) ;kJrl S Wi (@) (12)

Si ’on pose alors
n

Qur) =3 {1 W)
k=1

On trouve que 2" = Q,(x + 1) — Q@ (x) pour tout n > 1. D’ou

"= Qulp+1)—Qnlp)

p

I
_
]
I
—

Par conséquent

Ce qui s’ecrit d’une facon plus condensée:
- n o__ - | n k+1
S p _Zk.{k}C’mH. (13)
p=1 k=1

Nous laissons au lecteur le soin de retrouver les résultats du troisieme chapitre.
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2. Les applications entre deux ensembles finis

1°.L’ensemble F(IN,,,IN,).

C’est ’ensemble des applications de IN,, dans IN,,, avec (n,p) € IN* x IN*. Notons F(n,p) le
cardinal de F(IN,,,IN,).
Il est immédiat que F'(n,1) =1 et que F(1,p) = p. Fixons n et p, et posons, pour k € IN,,

B, ={f e F(IN,,,IN,) : f(n) = k}.
Il est evident que si k et £ sont distincts alors By et By sont disjoints, et que
F(N,,IN,) = Bi UByU---UB,y,.

D’ou

F(n,p) =) Card (By). (14)
k=1

Mais Bj, est en bijection avec F(IN,_1,IN,). (La bijection est 'application ¢ de Bj dans
F(IN,—1,IN,), qui a f associe la restriction fin, , de f & IN,,_1). Alors Card (By) =
F(n —1,p), et par conséquent la relation (14) montre que l'on a F(n,p) = pF(n — 1,p).
Cette relation avec le fait que F'(1,p) = p permettent de démontrer par récurrence sur n
que F(n,p) = p™.

Conclusion:

Soit F(A, B) l’ensemble des applications d’un ensemble A de cardinal
D¢ :|n, dans un ensemble B de cardinal p, (avec (n,p) € IN* x IN*). Alors
le cardinal de F(A, B) est p".
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2°.L’ensemble F,.(IN,,,IN,).

C’est I'ensemble des applications strictement croissantes de IN,, dans IN,, avec (n,p) €
IN* x IN*. Une application strictement croissante est nécessairement injective et donc son
image contient au moins autant d’éléments que son ensemble de départ, alors Fy.(IN,,, IN,)
est vide si p < n.

Nous supposons désormais que p > n. Considérons 'application
¢ Fse(INp, INp) — P’r(Lp) cf—1Im f (15)
ol 737(117 ) est I’ensemble des parties ayant n éléments dans IN,, et Im f est I'image de f.

Nous allons voir que cette application est bijective en exhibant son inverse. Si A est une

partie ayant n éléments dans IN,, on définit ’application f4 : IN,, — IN,, en posant
fa(k) =min(A\ fa(INg-1)), pour k € IN,, (16)

cette définition ne semble pas claire au premier regard car il y a “ fs 7 dans les deux
membres de 1’égalité, alors nous allons la détailler un peu. D’abord, pour £ = 1, on a
fa(@) = @D et fa(l) = min(A) c’est le plus petit élément de A. Maintenant, pour k = 2,
ona fa(INy) ={fa(l)} et fa(2) =min (A \ {fa(1)}). On voit donc comment ¢a tourne !, si
pour un certain k > 1 on a déja fa(1), fa(2), ..., et fa(k — 1), alors, pour trouver fa(k),
on supprime ces éléments de A et f4(k) est le plus petit élément qui reste. (On dit que fa
est définie par récurrence). Il est par construction clair que f4 est strictement croissante et
que Im f4 = A.

Considérons, alors, ’application
0 PP — Foo(IN,,IN) : A fa. (17)

Quelques instants de réflexion permettent de nous convaincre que o) est 'application
identité de PT(LP ) sur lui-méme, et que Yoy est l'application identité de Fy(IN,,IN,) sur
lui-méme. Par conséquent ¢ est une bijection et =1 = 2.
Comme ¢ est bijective alors Card ( 7(1p)> = Card (Fsc(IN,,,IN,)). D’ou
Soit Fsc(IN,,,IN,)) Uensemble des applications strictement croissantes
de IN,, dans IN,,, (avec (n,p) € IN* x IN* ). Alors

Card (Fsc(IN,,,IN,)) = C7.

p

D7I
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Application:
Soit, pour (n,p) € IN* x IN*, ’ensemble U(n,p) des n-uplets (z1,z2,...,2,) de (IN*)" tels

que Y xp < p.
k=1

U(n,p) = {(wl,wg,...,xn) e (IN")": Zxk §p}.
k=1

On se propose de calculer le cardinal de cet ensemble. Pour cela nous allons démontrer que
U(n,p) est en bijection avec Fy.(IN,,,IN,).

Considérons pour cela les deux applications suivantes

o UM, p) — Foe(N,,INp) : T = (z1,...,20) — ©(T) = fz

k
ol fz(k) = sz Et
=1
V1 Foo(IN,,, IN,)) — U(n,p) : [ — I(f) =T

ouZs = (x1,...,2y) avec 1 = f(1) et z, = f(k) — f(k—1) pour k tel que 1 < k < n. Nous
laissons au lecteur le soin de vérifier que ¢ et 1 sont bien définies, que o) est I'identité de
Fse(IN,,,IN,), et que Yo est I'identité de U(n, p).

On en déduit que
Pour (n,p) € N* x IN*. On a

Dy : Card ({(ml,xg, cey ) € (INF)™ Zwk < p}) =Cy

Si 'on pose d’une fagon similaire
" n
U(n,p) = {(wl,xz,...,xn) e (IN")™: Z:l?k ZP}
k=1
alors clairement U(n,p — 1) et u (n,p) forment une partition de U(n,p) et par conséquent

D p—1 —

Card (Zj(n,p)) = Card (U(n,p)) — Card U(n,p—1))=C) —C)_, = C;‘__ll.

D’ou
Soit (n,p) € IN* x IN*. Alors

Dy : Card <{(9§1,m2,...,xn) e (IN*)": Zxk :p}> = C;L:ll
k=1
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3°.L’ensemble F.(IN,,,IN,).

C’est 'ensemble des applications croissantes de IN,, dans IN,,, avec (n,p) € IN* x IN*. Pour
déterminer le cardinal de cet ensemble nous allons utiliser la technique, qui nous est devenue
familiere, et qui consiste a trouver une bijection entre cet ensemble et un autre dont on

connalt le cardinal.

Soit f € F.(IN,,IN,). Pour & € IN,, on pose f(k) = f(k) + k — 1. On a clairement
f(k +1) — f(k) =1+ f(k+1)— f(k) > 1, donc f est strictement croissante. De plus
f(1)=f1)>1,et f(n) = f(n)+n—1 < n+p—1. On en déduit que f € Fse(INp, INygp—1).
Inversement, soit g € Fso(INy,, Ny 1 p—1). Pour £ € IN,, on pose g(k) = g(k) —k+1. On a
clairement g(k + 1) — g(k) = g(k + 1) — g(k) —1 > 0, donc g est croissante. De plus
g(1) =g(1) > 1, et g(n) = g(n) —n+1 < p. On en déduit que g € F.(IN,,,IN,,). Enfin on a
immédiatement :g:: g pour tout élément g € Fyo(IN,,, IN, 4 p—1), €t ?: f pour tout élément

f € Fo(IN,,,IN,,). On a donc démontré que

@ fc(mnamp) — fsc(mnamn—i—p—l) : f = f
est une application bijective dont I'inverse est donnée par
19 : fsc(ana]Nn—l—p—l) B— fc(]Nn7]Np) g /g\

On arrive, par conséquent, a la propriété suivante:

Soit F.(IN,,,IN,,) ensemble des applications croissantes de IN,, dans
IN,, (avec (n,p) € IN* x IN*). Alors
Card (F.(IN,,,IN,))) = Chtp1-

n

DlO .

Application:
Soit, pour (n,p) € IN* x IN, ’ensemble 7 (n,p) des n-uplets (1,22, ...,x,) de IN" tels que
n

Zxk <p
k=1
T(n,p) = {(931,902,'--@71) e IN": Zﬂfk Sp}'

k=1
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Comme avant, pour calculer le cardinal de cet ensemble. nous allons démontrer que 7 (n, p)
est en bijection avec Fo(IN,,, IN,11).

Considérons pour cela les deux applications suivantes
©:T(n,p) — Fe(INy,INp11) 1 T = (1,...,2) — ¢(T) = f5
k
o fz(k) =1+ z;. Et
i=1
9 Fo(No, Np1) — T(n,p) : f = 0(f) = .

ouzs=(x1,...,2y) avec x1 = f(1) — 1 et o = f(k) — f(k— 1) pour k tel que 1 < k < n.
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ¢ et 1) sont bien définies, que @o1} est I'identité
de Fo(IN,,,IN,41), et que Yoy est I'identité de T (n, p).

On en déduit que

Pour (n,p) € N* x IN. On a

Dy : Card ({(a:l,:cg, ceyy) € INT Zxk < p}) =Cpiy

k=1
Si 'on pose d’une fagon similaire
~ n
T(n,p) = {($1,:)32, ceyy) € IN™ Zxk :p}
k=1

alors clairement 7 (n,p — 1) et T (n, p) forment une partition de 7 (n, p) et par conséquent

Card (%(n,p)) = Card (T (n,p)) — Card (T(n,p—1))=Cpy, —Cpyp 1 = Cﬁ;;_l.

pt+n

D’ou
Soit (n,p) € IN* x IN. Alors

Diy : Card <{(m1,x2,...,xn) e IN": Zxk :p}) = C’g;;_l
k=1
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4° L’ensemble F;(IN,,,IN,).

C’est I'ensemble des applications injectives de IN,, dans IN,,. Cet ensemble est vide si p < n.
On suppose dans la suite p > n.

Si f: IN,,+1 — IN,, est injective alors sa restriction f = f‘]Nn a IN,, est aussi injective,
et inversement si f : IN,, — IN,, est injective alors il y a exactement p — n prolongements

injectifs fv: IN,+1 — IN, de f, (car f(n+ 1) est pris dans IN,, \ Im f). On en déduit que
V€ RGN, Card ({f € ANw1, ) 5 i, = f}) =p—n.

Il en résulte que

Card (Fi(Nw1, N,) = Y Card ({F € AN Ny) : finv, = f})
fe}-i(mna]Np)
=p-n) ) 1
fefi(]NnleP)

=(p —n) Card (F(IN,,,IN,)) .

Comme l'on a clairement Card (F;i(1,p)) = p alors, par récurrence sur n, on trouve aussitot

que

Card (Fi(IN,,IN))) =p(p—1)- - (p—n+1) = 0 f!n)!.

Conclusion

Soit Fi(A, B) l’ensemble des applications injectives d’un ensemble
A de cardinal n dans un ensemble B de cardinal p, (avec (n,p) €

IN* x IN* ). Alors le cardinal de F;(A, B) est donné par
D3 : 0 si m>p

Card (Fi(A,B)) = P!

(p—n)!

st n<p.
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5°.L’ensemble S(n).

C’est ’ensemble des applications bijectives sur IN,,, qu’on appelle aussi permutations.

I est immédiat de voir que S(n) = F;(IN,,,IN,,), car, pour une application f de IN,, dans
IN,,, étre bijective est équivalent a étre injective, et est aussi équivalent a étre surjective.
D’ou

Soit S(A) Uensemble des applications bijectives d’un ensemble A de

cardinal n, (avec n € IN* ). Alors le cardinal de S(A) est donné par

Card (S(4)) =n!

6°.L’ensemble F;(IN,,,IN,).

C’est I'ensemble des applications surjectives de IN,, sur IN,. Notons S(n,p) le cardinal de
I'ensemble Fs(IN,,,IN,,). Clairement on a S(n,1) = 1, et S(n,n) = n! car F5(IN,,,IN,,) =
S(n). De plus S(n,p) =0sin < p.

Soit (n,p) € IN* x IN*. Pour k € IN,;; on note

Er ={f € Fs(Nn41, Npy1) : f(n+1) =k}

Les ensembles Zy,. .., =,4+1 forment une partitions de Fs(IN;,41, Np41). Pour un k& € IN,, 44

fixé on pose

Ek ={f €Zx: Card (f7'({k})) =1},
=y ={f € Ep: Card (f'({k})) > 1}.

Il est immeédiat de voir que les applications
("2 E;g - j:S(]Nna]Np—H \ {k}) D fe flan'

9 :Z) — Fs(IN,,,INpyq) o f — finn -

sont bijectives, d’ou Card (E) = S(n,p) + S(n,p + 1). Il en résulte que

p+1
S(n+1Lp+1) =Y Card (Z) = (p+1)(S(n,p) + S(n,p+1)). (18)
k=1
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Cette formule permet par récurrence de calculer les valeurs non nulles des nombres S(n, p):
k= 1 2 3 4 5

n=1 1

n=2 1 2

n=23 1 6 6

n=4 1 14 36 24
n=2=5 1 30 150 240 120

En comparant ces valeurs avec celles donnant les nombres de Stirling de seconde espece, on
remarque un lien étroit, a savoir S(n, k) = k!{ Z}, pour 1 < n, k < 5. Montrons que ceci est
vrai en général.
Posons s(n, k) = %S(n, k). En divisant les deux membres de la relation (18) par (p+1)! on
trouve

s(n+1,p+1)=(p+1)s(n,p+1)+s(n,p). (19)
C’est la méme relation récurrente (9) définissant les nombres de Stirling de seconde espece.

n
Notons H,, la propriété “s(n,p) = { }, pour tout p > 17. La propriété H; est évidemment
p

1
vraie. Supposons que la propriété H,, est vraie, on a s(n+1,1) = S(n+1,1) =1 = {n ‘1F },

et sipe IN* on a

s(n+1,p+1) = (p+1)s(n,p+1)+s(n,p) = (p+ 1){pil}+{n} — {n+1},

p p+1
alors la propriété H,,+1 est vraie, ce qui démontre que

S(n,p):p!{Z}, pour (n,p) € IN* x IN*.

D’otu la conclusion
Soit Fs(A, B) Uensemble des applications surjectives d’un ensemble

A de cardinal n, sur un ensemble B de cardinal p (avec (n,p) €

IN* x IN* ). Alors le cardinal de Fs(A, B) est donné par

Card (Fs(A, B)) = p!{z

n
D15 :| ou les { } sont les nombres de Stirling de seconde espece définis par
p

les relations

(h-u {0 e 1 b 0h

qui sont valables pour (n,p) € IN* x IN*,
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3. Le principe d’inclusion-exclusion

Soient A et B deux parties finies d’un ensemble. Comme A est la réunion disjointe de AN B
et de A\ B alors
Card (A) = Card (AN B) + Card (A\ B).

De méme on a
Card (B) = Card (AN B)+ Card (B\ A).
Mais AU B est la réunion disjointe de AN B, de A\ B et de B\ A alors
Card (AU B) = Card (AN B) + Card (A\ B) + Card (B\ A).
On conclut que
Card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B). (20)

La relation (20) est un cas particulier du principe d’inclusion-exclusion qui s’énonce de la
maniere suivante:

Soit n € IN*, pour k € IN,, on note P,in) l’ensemble des parties de

IN,, de cardinal k. Soient (Ay)1<k<n des parties finies d’un ensemble.

Alors
D16 .

Card (QlAk) = zn:(—n’f—l Y Card (ﬂ AZ)

Pour démontrer ce principe nous allons procéder par récurrence sur n. C’est trivialement
vrai si n = 1, et pour n = 2 nous l'avons démontré ; c’est la relation (20). Supposons que
D16 est vrai pour un n > 2.

Soient (Ag)i1<k<n+1 des parties finies d’un ensemble. Alors d’apres (20) on a

n+1 n
Card (U Ak> = Card (A,41) + Card (U Ak> — Card (U (Ax N An+1)> . (21)

Al AZ

n

J/
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En utilisant I’hypothese de récurrence Ag s’écrit

Ay = zn:(_l)k_l Z Card ﬂ (A; N An+1)>

:i(-l)’“‘l Z Card ﬂ A;
k=1

Befp(") iGBU{n+1}

=3 (-1)F! > Card (ﬂ A,L-)
k=1 Bepl’:g—"l‘i’l) 1€B
Ou 73;: ("+1) est Tensemble des parties de IN,,;; de cardinal k et qui contiennent ’élément

n + 1. Donc en effectuant un changement d’indice k — k + 1 on trouve

Ay = —ni:(—nk—l > Card (ﬂ Ai>

k=2 Bepz(7l+1) ZEB
ou bien

Card (Apy1) — Ay = %(-1)’%1 > Caxd (ﬂ AZ-> (22)

k=1 BE'PZ("+1) i€B

D’autre part, si PZ*(nH) est ’ensemble des parties de IN,, 41 de cardinal k et qui ne
contiennent pas 1’élément n + 1. Alors 73,:*(”“) = Pkn), d’ou A s’écrit, en utilisant

I’hypothese de récurrence

Ay = Zn:(—n’f—l > Card (ﬂ Ai> (23)

En remarquant que PZ*(HH) U P;mﬂ) = P]inﬂ), et en remplacant (22) et (23) dans (21)

on trouve
n+1 n n+1
Card (U Ak> =Y (-0 Y Card (ﬂ Ai> + (=1)"Card (ﬂ Ai>
k=1 k=1 Bepén"rl) i€B =1
n+1
=Y (-t > Card (ﬂ AZ-)

ce qui acheve la démonstration de Dyg.
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Application : Retour sur les {n }
p

Rappelons que F(IN,,,IN,) (resp. Fs(IN,,,IN,,)) désigne 'ensemble des fonctions (resp. des
fonctions surjectives) de IN,, dans IN,,. Pour £ € IN,, on note A ’ensemble des fonctions

f € F(IN,,,IN,) telles que k ¢ Imf. Alors on a la propriété suivante

p
feF (N, N,) < FIN,N,) U (24)

Donc notre stratégie consiste a utiliser Dig pour déterminer le cardinal de ’ensemble
A1U...UA,.
Pour arriver a notre but nous allons introduire une notation plus générale. Si U est une

partie de IN,, on pose Ay pour désigner I’ensemble des fonctions f € F(IN,,,IN,) telles que

UNImf = ou bien Imf C IN, \ U. De telle maniere que Ay = Ay et ﬂ A, = Ap.
i€B
Le principe d’inclusion-exclusion s’écrit alors

Card (U Ak) =) (D' ) Card (4p)

Mais Ap est aussi I’ensemble des applications de IN,, dans IN,, \ B donc Card (Ap) =
(p — Card (B))", d’ou

DD YT (p— Card (B)"
k=1 Bep}(cp)
>

En revenant & (24) on trouve

Card (F(IN,, IN,)) = p" + S (= DFCEp — k)" = S (~1)FCh(p — k)"
k=1
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Mais on a vu que Card (Fs(IN,,,IN,,)) = p!{Z}, d’ou

Pour (n,p) € IN* x IN*, les nombres de Stirling de seconde espéce

sont donnés

0 st p>n

4. Exemples de problemes faisant appel au dénombrement

1°. Je préfere le rouge.

On se donne A un ensemble de n points sur un cercle, ce qui permet de former C? segments.
Chaque segment est colorié en rouge ou en bleu. On suppose que chaque triangle formé par
trois quelconques des n points a au moins un coté rouge.

Un cas particulier d’'un théoreme célebre de Ramsey affirme que pour chaque m € IN il
existe un entier R(m) tel que si n > R(m), on trouve une partie B dans A de cardinal m
dont tous les segments joignant ses points sont rouges. Ce théoreme veut dire que si I’on veut
créer du désordre dans la coloration des segments joignant un grand nombre de points, et
cela en empéchant la formation de triangles de cotés bleus alors nous n’y arriveront pas car

nous allons nous trouver avec des configurations grandes dont tous les segment sont rouges !.
La figure ci-contre montre que 1’on doit
avoir R(3) > 5, car avecn = 5ily aun
moyen de colorier les segments joignant

les cinq points de telle sorte qu’il n’y ait

pas de triangle dont les cotés sont de la

meéme couleur.
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Nous n’allons pas démontrer ce résultat qui est trop avancé, mais nous allons seulement voir
que 'on peut prendre R(3) = 6 et R(4) =9, c’est a dire que si n = 6 alors il y a forcément
un triangle de cotés rouges et si n = 9 alors il y a forcément un quadrilatere de cotés et de

diagonales rouges.

Introduisons quelques notations. D’abord, rappelons que 732(”) est I’ensemble des parties de
IN,, qui sont de cardinal 2. Une Coloration des segments joignant les n points est en fait une
én) ieme 1y 6int

application f: Py ' — {0,1} définie par f({i,j}) = 1 si le segment joignant le i

au 7™ point est colorié en rouge et f({i,7}) = 0 si ce segment est colorié en bleu. On peut

prolonger I’application f & P(™) en posant, pour B C IN,,, f(B) = Z f(9), (bien sir
SeP2(B)
on convient que f(B) = 0si Card (B) < 1), f(B) est par conséquent le nombre de segments

coloriés en rouge et d’extemités appartenant a B.

Avec la notation précédente, I’hypothese peut étre formulée de la maniére suivante:
(H) vBePy", f(B)>1

a. Cas n = 6.

Considérons 'application

Comme on a Card (¢~*({0}))+Card (¢~ *({1})) = Card (IN5) = 5, alors on distingue deux

cas:

I. Card (¢7'({0})) > 3.

Donc il y a une partie A = {aq, az, a3} de cardinal 3 dans IN5 telle que f({a1,6}) =0,
f({az,6}) =0et f({as,6}) = 0. Si alors i et j sont deux éléments distincts de IN3, on

) 1 <f({ai,a;,6})

=f({a;,6}) + f({a;,6}) + f({oui, a5})
=f({ai, a;}).

Dot f({ai,a;}) =1, et f({on, a2, a3}) =3, c’est le résultat demandé dans ce cas.
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II. Card (¢~ '({1})) > 3.
Donc il y a une partie A = {a1, ag, a3} de cardinal 3 dans IN5 telle que f({a1,6}) =1,
f({az,6}) =1et f({as,6}) = 1. Mais d’apres I'hypothese f({a1, a2, a3}) > 1, il existe
deux indices distincts ¢ et j de IN3 tels que f({a;,a;}) = 1. D’ou f({a,a;,6}) =3, ce
qui démontre aussi le résultat dans ce cas.

b. Cas n =9.

Pour k € INg, on définit "application

or : No \ {k} — {0,1} : j — f({7,k}).

Distinguons les trois cas suivants:

I.

II.

Il existe k € INg tel que Card (5" ({1})) > 6.
Cela veut dire qu'il existe une partie A C INg \ {k} de cardinal 6 et telle que

Vae A, f({a,k}) =1

Mais d’apres le cas n = 6, il existe dans A une partie B = {31, 32, 33} C A de cardinal
3 et telle que f({B;, 5;}) = 1 pour tout couple (5;, 3;) d’éléments distincts de B. Il en
résulte que f({f1,P2,0s3,k}) = 6 et c’est le résultat cherché.

Il existe k € INg tel que Card (¢, ' ({1})) < 4.

Alors Card (gplzl({O})) > 4, et par conséquent, il existe une partie A = {1, ag, ag, as}
de INg \ {k} de cardinal 4, telle que

Vae A, f({a,k}) =0

Si alors ¢ et j sont deux éléments distincts de INy4, on a
=f({eu, k}) + f({a;, k}) + f({ou, a5})
:f({ai’ aj})-

D'ou f({ai,a;}) =1 et f({or, a2, a3,04}) =6 et c’est le résultat cherché.
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ITI. Quel que soit k € INg on a Card (¢ ' ({1})) = 5.

Dans ce cas

2 Y fWikh= Y {5k}

. (9) (4, k)EINg X IN
{],k}EPQ ! j;,g]g o

SO iRy

k=1 \jeNo\{k}

NE

Card (go,;l({l}))
k

=45

ce qui est contradictoire car 45 n’est pas un nombre pair ! et ce cas ne se produit jamais.

Il
_

On a donc démontré que 1’on peut prendre R(4) = 9.

La figure ci-contre montre

que lon doit avoir R(4) > 8,
car avec n = 8 il y a un moyen

de colorier les segments joignant

les huit points de telle sorte que
tout triangle ait au moins un coté

rouge et tout quadrilatere ait au

moins un coté ou un diagonal

blue.

2°. Encore des couleurs.
Nous allons démontrer le résultat suivant:

Théoréme.1 :On se donne V- = {Ay,..., A,} un ensemble de n points sur un cercle, ce qui
permet de former C? segments. Supposons que l’on a réussi a colorier ces segments a I'aide
de p couleurs de telle maniére qu’aucun triangle A;A; Ay (i, j, k distincts) n’ait trois cotés

de la méme couleur. Alors n < E(ep!), ou e est la base du logarithme népérien.
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Pour démontrer ce théoreme nous allons commencer par énoncer et démontrer un lemme
simple mais tres important, qu’on appelle “ Le principe des tiroirs de Dirichlet ”.
Lemme.2 :Soient A et B deux ensembles finis, tels que  Card (A) > (m — 1) Card (B),
(m € IN*), et f : A — B une application. Alors il existe une partie C' de A telle que
Card (C) = m et f prend la méme valeur sur C.

Preuve: Notons pour simplifier C, = f~1({b}), et raisonnons par ’absurde. Supposons que

I’énoncé n’est pas vrai alors pour tout b € B on aura Card (Cp) < m — 1. Mais

A= ]Gy, et Cp,NCh=0 siby #by.

Par conséquent

Card (A) = Z Card (Cp) < (m —1)Card (B).

beB

ce qui contredit I’hypothese, et acheve la démonstration. ]

Remarque: On peut formuler ce lemme en disant: Supposons que nous avions p tiroirs et k
objets a mettre dans ces tiroirs. Si k > (m — 1)p alors il y a un tiroir qui contient plus que
m objets, d’ou le nom du lemme.

Avant de commencer la démonstration du théoréme.l nous avons aussi besoin du lemme
suivant:

Lemme.3 :Soit A : IN* — IN™ une application définie par les relations
A1) =2, Ap+1)=(p+1A(p)+1 pourpe N

Alors \(p) = E(ep!).

Preuve : Remarquons que la relation définissant A\ s’écrit

AMk+1) Ak) 1
!

k+1)! (k)  (k+1)

P
1

En faisant la somme pour k entre 1 et p — 1 on trouve @ = E —. D’ou

p!

L |
)\(p) :P!kz: E
=0
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n

Si 'on pose alors p, = — et Vp = Z I<:' , alors il est facile de voir que
k= 0

Un < i1 § Unt+1 < v, pour tout n.
Mais nous savons que nli_)rréo W, = e. D’ou
wn < e <v, pour tout n > 0.
Ce qui implique que
Ap) <ep! < Ap) + % < A(p)+1 pour tout p > 0.

Par conséquent A(p) = E(ep!). O

Preuve du théoreme.1 : Nous allons démontrer par récurrence sur p la propriété suivante:

( Si pour un entier naturel n > 0, on se donne un ensemble de n points )
V = {Ay,...,A,} sur un cercle, et si 'on réussit & colorier les C?
IP,: ¢ droites déterminées par ces n points a l'aide de p couleurs de telle

maniere qu’aucun triangle A; A; Ay (¢, 7, k distincts) n’ait trois cotés
8 j

( de la méme couleur. Alors n < A(p), J
Il est immédiat que la propriété IP; est vraie. Supposons que la propriété IP, est vraie, et
soit V.= {A;,..., A,} un ensemble de n points sur un cercle, avec n > A\(p + 1). Colorier

les C? droites & I'aide de p + 1 couleurs revient & donner une application
fiP2(V) — Npy.

qui associe a la droite A;A; la couleur numéro f({A;, 4,}).

Considérons aussi ’application
o {A1, . Ana} — Nyt A= f({ A And).
On applique alors le lemme.2 a ’application ¢. On a
Card ({A1,... Ap—1})=(n—1)>Ap+1)—1=(p+ 1)A(p) = A(p)Card (INp41).

D’ou 'on trouve une partie C de {A4,...,A,_1} et un entier £ € IN,4; tels que Card (C) =
Ap)+1let f({C,Ani11}) =k pour tout C € C.
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Distinguons alors deux cas:

I. Les couleurs de toutes les droites déterminées par les points de C sont différentes de k.
(i.e. V{C1,C2} € P2(C), f({C1,Cs}) # k).
On applique alors I’hypothese de récurrence IP,, a ’ensemble C qui an’ = A(p)+1 > A(p)
points et aux p couleurs numérotées par IN,. 1 \ {k}, on en déduit qu’il y a un triangle
de sommets dans C et dont les trois cotés sont de la méme couleur.
ITI. 11 y a deux points {C,Ca} € P2(C) tels que f({C1,C2}) = k. Mais alors les cotés du

triangle C;C5A,, sont de la méme couleur.

Récapitulons, On a démontré que si n > A(p + 1), alors on trouve un triangle dont les

cotés sont de la méme couleur. Ceci démontre IP,; et acheve la preuve. o
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EXERCICES

Exercice .1 On considere dans un plan, un polygéne convexe de n sommets. Trouver, en

se limitant au cas le plus général, le nombre des points d’intersection des segments diagonaux.

Exercice .2 Soit P(™ I’ensemble des parties de IN,,. Calculer

Y Card (X); > Card (X NY); > Card (X UY).

XePpn) (X,Y)eP(™) x P() (X,Y)ePm) x P

ExErcICE .3 Sur les trois axes d’un repere affine (O, 7), 7, ?), on considere les points
A, B, C définis par OA = n?, OB = n?, et OC = n?, (n e N

oints a coordonnées entieres a 'intérieur du tétraedre .
t d t l'int du tétracdre OABC

). Calculer le nombre des

Exercice .4 Calculer le cardinal de ’ensemble
{(:cl,...,xn) €{-1,0,1}": > ap = 0} :
k=1

ExXERCICE .5 Soit n un entier strictement positif. On note P,En) I’ensemble des parties de
IN,, qui sont de cardinal k.
1°.  a. Montrer par récurrence sur n que pour tout ai,as,...,a, dans IR, et pour tout

r € IR, 'on a

ﬁ(l—}—wak) = 1+Zn:( > Ha)xk

b. En déduire une expression de H (1 —ag).
k=1
2°. Soient E un ensemble fini, P(E) 'ensemble des parties de E. On considére aussi F

I'ensemble des fonctions f : E — {0,1}. A une partie A C E on associe Iélément T4

de F défini par 'y (x) = {(1) : i;ﬁ

a. Montrer que I'application I' : P(E) — F : A~ I'4 est une bijection.
b. Montrer que

F'anp=Ta.Ip.

Tpa=1-Ty.

Faup=Ta+Tp—T4I5.
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c. Soient Ay, As, ..., A, des parties de E, Onnote A = J;_; Ay = AjUAU---UA,,.

Montrer 'y =1 — H(l —T'4,). En déduire que
k=1

n

Pa= Z(—l)k_l( > 11 FAi)

d. Soit A C E, montrer que Card A = Z Fa(x).

rzeE
e. Déduire de ce qui précede que, si Ay, Ag, ..., A, sont des parties de F, alors
Card (| J Ax) = Z(—l)k_l( > Card () Ai)),

3°. Soient B C IN,, une partie de cardinal k, S(n) I’ensemble des bijections de IN,,. Montrer
que Card ({c €S8(n) : Vie B, o(i)=1i})=(n—k).
4°. Pour j € IN,, on note A; l'ensemble des ¢ € S(n) qui laissent fixe I’élément j:

n no_1yk—1
Aj ={oceS(n): o(j) =7} Montrer que Card(U Ag) =nl! (Z (1]{:—)'>

k=1 k=1
5°. Soit G,, = {0 € S(n) : Vj € N,, o(j) # j}. On note g, le nombre d’éléments

de G,,. Exprimer G,, en fonction de S(n) et des ensembles { Ay }1<k<n de la question

~ (-1
précédente. En déduire que g, = n! ( o ) .
k=0 '

— (—1)*
6°. On note a,, = Z 0
k=0 )

a. Montrer que, pour tout n > 1, asp—1 < aont1 < a2y < Gop—2.

b. En déduire que la suite (a,),>1 converge vers une limite A.( On ne demande pas

de déterminer \)

c. Montrer que si n est pair alors 0 < g, — A(n!) < T
1

n
d. Montrer que si n est impair alors 0 < A(n!) — g, < 1
n

n!> N 1+ (=)™

e. En déduire que, pour tout n > 1,9, = F (— 5
e
A=1/e.

. On admettra que

ExERCICE .6 Soient Aq,..., Ajg66, 1066 sous-ensembles d’un ensemble X. On suppose que
pour chaque 7, (1 < i < 1066), le cadinal de A; dépasse strictement la moitié du cardinal de

X. Montrer que 1’on peut trouver une partie B de X telle que

Card (B) <10, A;NB#® pour i€ Niggp.
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Exercice .7  Soient n € IN* et » € IN,,. On note f(r,n) la moyenne arithemétique du
Y

minimum de B lorsque B parcourt I'ensemble des parties de IN,, a r éléments. Exprimer

simplement f(r,n) en fonction de n et de 7.

EXERCICE .8
g(t) = F(e'). Montrer que, pour t € IR,

Soit F': IR% — IR une fonction de classe C™ (n > 1). On pose pour ¢ € IR,

NE

g™ (t) = {Z} Fk) (') e,

k=1
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CHAPITRE SIXIEME

LA DIVISIBILITE DANS 7Z

1. Généralités

Nous allons dans ce chapitre étudier quelques poropriétés de base des nombres entiers relatifs
dont ’ensemble est noté habituellement ZZ.

“ a est un multiple de b 7 si, et seulement

Soient a et b deux nombres entiers. On dit que
si @ = bc pour un certain nombre entier c. Par exemple 12 est un multiple de 3, et —15 est
multiple de 5.
La relation inverse est celle de la divisibilité. Dire que “ b divise a” est équivalent a dire que
“ a est un multiple de b ”. D’ou la définition:
Définition: Pour tout (a,b) € Z?, on dit que b divise a (et on note b|a) si, et seulement
si, il exite ¢ € ZZ tel que a = be.
Voici deux propriétés simples :

o Si(a,b) € Z* alors (a|b et bla) = ac{b —b}.

C’est immédiat et laissé en exercice au lecteur.

o Si (a,b) € Z* avec b # 0 alors il existe un couple unique (¢,7) € Z x 7, tel que
a=qgb+r avec 0<r7r<|b (&)

ou |b| est la valeur absolue de b. ¢ est appelé le quatient de la division de a par b, et
r est appelé le reste de la division de a par b. Obtenir (q,r) a partir de (a,b) s’appelle
division euclidienne.

Démontrons d’abord 'unicité. Supposons que

a=qghb+r=q¢b+7r" avec 0<r<|b,0<7r" <]b.

75
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Alors (¢ —¢')b= (r" —r) €] — |b], |b| |, ce qui montre, en prenant la valeur absolue et
en divisant par |b|, que: |q — ¢'| € Z N[0, 1] c’est-a~dire | ¢ — ¢’| = 0 ou bien g = ¢ et
par conséquent r = r’.

Pour démontrer 'existence du couple (g, ), distinguons deux cas:

1°. b > 0, dans ce cas
d’ou

soit

0§a—bE(%> <b.

On prend alors ¢ = E(a/b) et r = a — bE(a/b).
2°. b < 0, alors —b > 0 donc d’apres ce qui précéde on trouve (¢,r) € Z? tels que
a=q(—b)+ravec0<r <|b.Sil’on pose alors ¢ = —¢q on trouve a = gb+r avec
0<r<lbl. o
Remarque: Si (a,b) € ZL x ZZ*, alors b|a si, et seulement si, le reste de la division de a par

b est nul.

2. Le plus grand commun diviseur

Commencons par une définition importante.
Définition : Soient a et b deux entiers relatifs, non tous les deux nuls. On appelle le plus
grand commun diviseur de a et b, (et on note Pccp (a, b)), le plus grand entier de I’ensemble
{d:d|a et d]|b}.

Pccp (a,b) =max{d: d|a et d|b}.
Remarquons que l'on a toujours Pccp (a,b) = Paccp (b,a) et 1 < Pccp (a,b) <

min(|al, [b]), pour tout couple (a,b) d’entiers non nuls.

Par exemple Pacp (15,9) = 3 et Pacp (45, —30) = 15.
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Soit (a,b) € 7%\ {(0,0)}. On dit que a et b sont premiers entre eux si, et seulement si,
Pacep (a,b) = 1.
Nous allons maintenant démontrer que le PGcD (,) peut étre exprimé d’une maniére tres
utile pour I’étude de cette fonction.
Théoreme.1 : (Théoréme de Bezout).Soit (a,b) € 7Z*\ {(0,0)}. Alors il existe deux enties
relatifs (z,y) € Z* tels que

d = Pccp (a,b) = za + yb.

Preuve : Nous démontrons ce résultat en étudiant I’ensemble S de toutes les combinaisons

linéaires de a et b a coeflicients entiers:
S={au+bv: (u,v) € Z*}.
Par définition, d divise a et d divise b donc d divise tous les éléments de S c’est-a-dire
S Cdll={dk: ke Z}.

Pour démontrer le résultat il nous suffit de montrer que d € S.

Comme a? + b? € S, I'intersection S N IN* n’est pas vide, on pose alors
s =min SNIN*.

On a s = aug + bvg € IN*. Soit ¢ € S, alors ¢ = au + bv. Effectuons la division euclidienne
de ¢ par s, on trouve q et r tels que c =¢gs +r avec 0 < r < s.
Alors

r=c—qs=a(u—qup)+ b(v —quy) € 5.

On déduit que r est un élément positif de S strictement plus petit que s, mais la définition
de s montre alors que 'on doit avoir r = 0 et par conséquent ¢ = sq ou bien que s|c. On a
donc prouvé que s divise tous les éléments de S. En particulier s divise a et b. D’ou s < d.
D’autre part s est un élément de S donc c’est un multiple de d et s > d. On conclut que

s = d et par conséquent d € S. ]

Voici quelques corollaires de ce théoreme.
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Corollaire.2 : Soient (a,b) € Z*\ {(0,0)} et d = Pacp (a,b). Alors

{za+yb: (v,y) € Z*} = {dk : k € 7L} .

Corollaire.3 : Soient (a,b) € 7Z*\ {(0,0)} et d = Pccp (a,b). Alors tout diviseur de a et

de b est un diviseur de d.

Corollaire.4 : Soit (a,b) € Z>\{(0,0)}. Alors a et b sont premiers entre eux si, et seulement
si, il existe deux enties relatifs (x,y) € 7?2 tels que 1 = za + yb.

Nous laissons la preuve de ces corollaires comme exercice au lecteur.

Corollaire.5 : (Lemme de Gauss).Soient a, b deux entiers non tous les deux nuls et ¢ un
entier. On suppose que

o a et b sont premiers entre eux,i.e. Pacp (a,b) = 1.

o b divise ac,i.e. b|ac.
Alors b divise c.
Preuve : On sait d’apres le théoreme de Bezout qu’il existe deux entiers x et y tels que
ar + by = 1. Alors acx + bcy = ¢. Maintenant, par hypothese b| (ac), donc b| (aczx) et bien

sur b| (bey), et par conséquent b divise la somme de ces deux, qui vaut c. o

Corollaire.6 :Soient a, by et by des entiers. On suppose que
o a et by sont premiers entre eux,i.e. Pacp (a,b1) = 1.
o a et by sont premiers entre eux,i.e. Pacp (a,bs) = 1.
Alors a et biby sont aussi premiers entre eux.
Preuve : L’hypothese se traduit, d’apres le corollaire.4, par 'existence de z1, x2, y1 et yo
tels que x1a 4+ y1b1 = 1 et x2a + y2bo = 1.
D’otu, par multiplication membre & membre: xa+yb1bs = 1 avec x = x1T2a+ T1Yy2b2 +2y1 b1

et y = y1y2, ce qui, d’apres le corollaire.4, montre que a et b1by sont premiers entre eux. o©

Nous laissons en exercice au lecteur, la généralisation du corollaire.6, ou ’on remplace b1, bo

par by, bs,...,b,, a démontrer par récurrence.
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Corollaire.7 :Soient a, by et by des entiers. On suppose que
o by et by divisent a,i.e. by | a et bs | a.
o by et by sont premiers entre eux,i.e. Pacp (by,bs) = 1.
Alors b1 by divise a.
Preuve : On écrit a = bycy ; be divisant bycy et étant premier avec by, il divise ¢1, (d’apres

le lemme de Gauss). Par conséquent ¢; = baco et a = bybacs. O

Nous allons Maintenant présenter I’algorithme d’Euclide qui permet de calculer le plus grand

commun diviseur de deux entiers. Cet algorithme est basé sur le lemme suivant:

Lemme.8 : Soient a € ZZ* et b € 7Z. Alors pour tout A € 7ZZ on a
Pccp (a,b) = Pacp (a,b — Aa).

Preuve : Notons § = Pacp (a,b) et A = Pacp (a,b— Aa). Comme § divise a et b alors il
divise a et b — Aa, donc 6 | A. On démontre de méme que A|4§. D’ou § = A. ]
Décrivons 'algorithme d’Euclide qui permet le calcul de d = Pccp (a,b) ou 0 < b < a,
(Notons que cela suffit car Pacp (a,b) = Pacp (|al, |b]) = Pacp (]b], |a])). On définit par

récurrence la suite (7;)ren en posant

le reste de la division de rx_1 par rg, si rg > 0.
ro=a, 1T1="5b, Tpy1=
0, si Tk = 0.

Si pour tout £ € INy 1 on a ry > 0, alors la définition de r;11 a partir de rp_1 et rp montre
que, pour 1 < k < b, rgr1 < 1. Il en résult que, pour tout k € INy, ry —rrp+1 > 1. En faisant
la somme de ces inégalités entre k = 1 et kK = b on trouve b — 11 > b c’est-a-dire rp41 < 0
ce qui est absurde. De cette contradiction on déduit qu’il existe un entier p € INy 41 tel que
rp = 0. On peut alors considérer

le premier indice n tel que r, #0 et r,.1 = 0.

(On sait d’apres ce qui précede que n < b). On a alors le fait suivant:
r, = Pacp (a,b).
En effet, pour 1 < k <n,on a rg_1 = qxrg + Tk+1, ce qui s’écrit rp41 = rg—1 — kT €t en

utilisant le lemme.8 on trouve

Paccp (Tk, Tk:—l) =Pacp (Tk; Tk—1— rik)

=Pacp (rg,rk+1) = Pacp (rg41,7%) -
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Il en résulte que PGcp (rg, rx—1) ne dépend pas de k lorsque ce dernier varie entre 1 et n,

d’ou
PccD (a’ b) = Pccp (TI;TO) = ...=PccDp (Tn—i—larn) = PccD (O,Tn) =Tp,.

Le tableau suivant résume cet algorithme:

k 1 2 e n—1 n
Th—1 a b e Tr—2 Trn—1
/ /! /
Tk b T2 .o Th—1 Ty = d
/!
Tkl | T2 T3 T 0

Voici un exemple de ce calcul pour déterminer le plus grand commun diviseur de 5313 et

2047.

k 1 2 3 4 5 6
Th—1 5313 2047 1219 828 391 46

L 2047 1219 828 391 46
reer | 1219 828 391 46 23 0

Supposons maintenant que 'on cherche a trouver deux entiers z et y tels que 23 =
5313z + 2047y. On sait, d’apres le théoreme de Bezout, que de tels entiers existent mais
comment les trouver 7 Nous allons, dans ce qui suit, présenter une variante de I'algorithme
d’Euclide qui permet de trouver ces entiers.

Supposons toujours que l'on se donne (a,b) € IN? avec b < a. On définit, comme
dans lalgorithme d’Euclide, la suite (ry) dont le dernier terme non nul est r, = d. Si
k € IN,,, on peut définir aussi g le quotient de la division euclidienne de r_; par rg, i.e.
Th—1 = QkTk + Thk+1-

On définit aussi deux suites d’entiers (tx)o<k<n €t (Sk)o<k<n. En utilisant les relations
to=1, t1 =0, tgy1 =1tk—1 — Qrlr-
so =0, s1=1, Sky1=5Sk—1 — qQkSk-

Avec ces suites ainsi définies, on a d = r, = t,a + s,b. On peut donc prendre = = t,, et

Y = Sn.
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En effet ceci résulte du fait suivant, que nous allons démontrer par récurrence sur k.
Vke{0,1,2,...,n}, rp=tra+ sib.

Si k vaut 0 ou 1 c’est immédiat. Supposons que la relation est vraie pour tout j < k,(avec
k > 1), alors
Tkl =Tk—1 — qkTk = (th—10 + Sp_1b) — qr(tra + sib)
=(tk—1 — qrtr)a + (k-1 — qrSk)b = tgr1a + Sp11b.
Nous allons illustrer ces calculs en cherchant = et y qui vérifient 23 = 5313z + 2047y, et en

présentant les valeurs intermédiaires des différentes suites dans un tableau.

k Tk qk 7% Sk
0 5313 1 0
1 2047 2 0 1
2 1219 1 1 —2
3 828 1 -1 3
4 391 2 2 -5
5 46 8 -5 13
6 @] [0
7 0

Alors 23 = 42 x 5313 — 109 x 2047.

Remarque: Supposons que d = PccDd (a,b) = axg + byg. Le couple (xq,yp) n’est pas unique.
En effet, commencons par diviser les deux membres de cette égalité par d, on obtient
1 =a'zg+ b'yo, (ot a =da’ et b =db'). En particulier Pacp (a/,b') = 1.

Si (x,y) € Z?* vérifie d = ax + by, alors 1 = a’x + b'y. Ceci implique

(x —x0)d’ = (yo—y) V. (1)

On en déduit que V' | (x—x) a’ et a’ et b’ sont premiers entre eux. Donc, d’apres le corollaire.5,
b’ divise © — z¢. Par conséquent, il existe A € Z tel que x = z¢ + AV, et en revenant a (1)

on trouve aussi y = yo — Aa’. On a donc démontré que
{(z,y) € Z*: ax +by =d} C {(xo+ N\ ,y0 — \a') € Z* : \ € Z}.

L’inclusion inverse est plus facile a prouver et elle est laissée au lecteur. D’ou :
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Proposition.9 : Soient (a,b) € Z> non tous les deux nuls et d = Pccp (a,b), et soit

(zo,Y0) € 7? une solution de d = axq + byg. Alors

{(z,9) €Z*: ax+by=d} = {(xo+ N0, y0 — \d') € Z*: N\€Z} ota=da etb=dl.

3. Le plus petit commun multiple

C’est une notion moins importante que celle du plus grand commun diviseur, et elle est liée

a cette derniere.

Définition : Soient a et b deux entiers relatifs, non nuls. On appelle le plus petit
commun multiple de a et b, (et on note PpcMm (a,b)), le plus petit entier de I’ensemble

{meIN": a|lm et b|m}.
PrcM (a,b) =min{m € N*: a|m et b|m}.

Remarquons que 'on a toujours max (|al, |b]) < Ppcum (a,b), et PpcM (a,b) = Prcum (b, a)

pour tout couple (a,b) d’entiers non nuls.

Par exemple Ppcm (15,9) = 45 et Ppom (45, —30) = 90.

Le théoreme suivant montre un lien important entre le PGcp et le Prcm.

Théoreme.10 : Soient a et b deux entiers strictement positifs, 6 = Pacp (a,b) et

u = PpcM (a,b). Alors 6pp = ab.

Preuve : Définissons a’ et b/, premiers entre eux par a = da’ et b = 6b’. Le produit a’b’d
est égal & ab’ = ba’ donc ¢’est un multiple commun de a et de b; on a donc u < a’b’é.

Inversement, en écrivant u = xa et u = yb on a une égalité de la forme za = yb ou xa’ = yb/,
(en simpifiant par ). Comme Pccp (a/,b") = 1, on peut écrire, d’apres le lemme de Gauss
y = ka'; dou p = ka’b ou p = ka'b'd, ce qui implique p > a’'b’d. Alors p = a'b'd, ce qui

donne dp = ab. o
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4. Les nombres premiers

Nous allons maintenant étudier les nombres premiers et leurs propriétés simples.
Définition : Un nombre premier est un entier p strictement plus grand que 1, dont les
seules diviseurs sont {1, —1,p, —p}. On note P ’ensemble des nombres premiers. Ainsi 2 est
le plus petit élément de P.
Les nombres premiers ont fasciné les mathématiciens depuis le temps d’Euclide (et peut-étre
méme avant lui). Ils ont une distribution tres irréguliere dans I’ensemble des entiers naturels.
Un probleme tres célebre, posé depuis I’antiquité et reste toujours sans solution, est de savoir
s’il y a une infinité de nombres premiers jumeaux. (i.e. (p,p+2) € P x P, par exemple (3,5),
(5,7) et (11,13)).
Voici quelques propriétés élémentaires :
o Soient p € P, et n € Z. Alors ou bien p et n sont premiers entre eux, ou bien p divise
n.
Car Pccp (p,n) est un diviseur de p.
o Soient a et b deux entiers relatifs, et p un nombre premier. Si p|ab, alors p|a ou p|b.
Car, d’apres le point précédent, si p fa, (i.e. p ne divise pas a), alors p est premier
avec a et le lemme de Gauss montre par conséquent que p | b.
© Soient qp,...,q, et p des nombres premiers, (avec r > 1). Alors p|q1.q2--- g, si, et
seulement si, il existe k tel que p = qy.
C’est immédiat d’apres les deux points précédents.
Le théoreme suivant montre la propriété de base qui donne aux nombres premiers leur
importance.
Théoreme.11 : Tout entier naturel n > 2 est le produit de nombres premiers. Plus
précisément, Si n > 2, alors il existe des nombres premiers p1,ps,...,pr, (avec r > 1),
tels que n=mpips...pr. (2)
De plus cette décomposition est unique a l’ordre des facteurs preés.
Preuve : Commencons par l'existence, et raisonnons par 1’absurde. Supposons qu’il y ait
un nombre entier naturel m > 2 qui ne s’écrive pas sous la forme (2). On définit alors
mo comme le plus petit entier, plus grand que 2, et qui ne s’écrit pas sous la forme

(2), alors evidemment my ¢ P, ce qui se traduit par lexistence de deux entiers a et b
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tels que 1 < a < mg, 1 < b < mg et myg = ab. Mais 1 < a < mg implique, avec la
définition de myg, 'existence de nombres premiers py,ps, ..., p., tels que a = p1ps...p.. De
méme, il existe des nombres premiers qq,qo,...,qs, tels que b = q1qs . .. qs. Par conséquent
mg = ab = p1pa...pPrq1qs ... qQs, ce qui est contradictoire avec la définition de mgy. D’ou
I’existence.

Pour I'unicité, nous allons, comme avant, raisonner aussi par I’absurde. Supposons I'existence
d’entiers plus grands que 2 et pour lesquels la factorisation n’est pas unique a ’ordre pres ;
et soit ng le plus petit entier, plus grand que 2, et admettant deux factorisations distinctes:
ng = pip2---Pr = q1G2---qs. Comme p; |(q1q2...qs) alors p; doit étre égal a I'un des
qi,92,...,qs, donc quitte a permuter les indices on peut supposer que p; = ¢g1. Alors, si 'on

pose
ny=p2...pr =4q2..-4s

on aura, ou bien n; = 1 est divisible par 'un des nombres premiers ps,...,pr,q2,...,qs ce

qui absurde, ou bien 2 < n; < ng et n; admet deux décompositions différentes en produit

de nombres premiers ce qui, a son tour, contredit la minimalité de ng. Cette contradiction

acheve la démonstration et prouve le théoreme. ]
Ce théoreme nous permet d’écrire tout entier n > 2 d’une maniere unique sous la forme
n=pipy’ Py
our >1,les pi,...,p, sont des nombres premiers distincts, et v, € IN*. Par exemple
24=2%.3, 30=2'-3".51 22408353 =3%.11%.19°.

Nous pouvons pousser cette idée encore plus loin, en disant que tout entier n € IN* s’écrit

d’une maniere unique sous la forme

n = H p”p(n)

peEP

ol le produit s’étend sur tous les nombres premiers, et v,(n) = 0 pour tout p fn, (bien str
p” = 1). Le produit est, par conséquent, un produit fini de termes différents de 1 multiplié
par un produit de 1s (qui vaut 1).

Avec cette notation commode nous pouvons énoncer la proposition suivante:
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Proposition.12 : Pour tout (a,b) € IN* x IN*, on a

Pccp (a’ b) — H pmin(up(a),I/p(b))7 ProMm (a7 b) _ H pmax(yp(a),up(b))
peP pEP

Nous laissons la démonstration de cette proposition comme exercice au lecteur.

Théoréme.13 : Il y a une infinité de nombres premiers, (Card (P) = +00).
Preuve : En effet, s’il n’y a qu'un nombre fini n de nombres premiers; P = {p1,...,pn}-
Alors le nombre P = 1+pyps - - - p,, doit étre divisible par un élément p, de P ; par conséquent

pr| P et pp| (P —1),doupg|l. ce qui est une contradiction. =

5. Le théoréme des nombres premiers

Avant d’entrer dans le vif du sujet nous allons étudier une question amusante et classique :
“Par combien de zéros se termine I’écriture décimale de (200!) 7.

Bien stir, on peut calculer 200! et puis compter ensuite les zéros :

200! =788 657 867 364 790 503 552 363 213 932 185 062 295 135 977
687 173 263 294 742 533 244 359 449 963 403 342 920 304 284
011 984 623 904 177 212 138 919 638 830 257 642 790 242 637
105 061 926 624 952 829 931 113 462 857 270 763 317 237 396
988 943 922 445 621 451 664 240 254 033 291 864 131 227 428
294 853 277 524 242 407 573 903 240 321 257 405 579 568 660
226 031 904 170 324 062 351 700 858 796 178 922 222 789 623
703 897 374 720 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 000 000

Et voila, 200! se termine par 49 zéros dans son écriture décimale. Le lecteur a siirement
remarqué que ce n’est pas cette approche que 'on cherche; et si 'on remplacait 200 par
100000 ou par n ?

L’idée gagnante ici est la remarque suivante :“ I’écriture décimale de m se termine par k

zéros si, et seulement si, 10% est la plus grande puissance de 10 qui divise m”. Une telle
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information s’obtient directement de la décomposition en nombres premiers de m:

m = ov2(m)  grs(m) H pvr(m)
pEP\{2,5}

qui donne immédiatement k = min(v(m), vs(m)).

Revenons a notre exemple, ’ensemble IN5gy contient 100 entiers pairs parmi lesquels 50
multiples de 4, 25 multiples de 8, 12 multiples de 16, 6 multiples de 32, 3 multiples de 64 et
en fin 1 multiple de 128. Ce qui donne

15(2001) = 100 4+ 50 + 254+ 12 + 6 + 3 + 1 = 197.

De méme, I'ensemble IN9gg contient 40 entiers multiples de 5 parmi lesquels 8 multiples de

25, et en fin 1 multiple de 125. Ce qui donne
v5(2001) = 40 4+ 8 + 1 = 49.

Par conséquent 200! se termine par k = min(197,49) = 49 zéros dans son écriture décimale.
Généralisons le calcul précédent. Notons M, (a) l'ensemble des multiples de a dans IN,,.

Clairement

Mn(a):{ka: 1§k§E(E>}.

a
et le cardinal de cet ensemble est F (n/a), qui est consistant avec le fait que M, (a) = O si

a > n. Si p est un nombre premier alors 'ensemble A(n,p,j) = M,(p’) \ M, (p’ ™), (avec
j > 1), est 'ensemble des entiers de IN,, qui sont divisibles par p’ et qui ne sont pas divisibles
par p’T1: si m € IN,,, alors
m € M,(p")\ Mp,(p’ ™) <= p’|m et p'*' fm.
= vp(m) =j

L’ensemble M, (p) est une réunion disjointe des ensembles (A(n, j>1, €t
n

j2%)
Card (A(n,p,j)) = E <ﬁ) —E <pj+1> .

pJ

D’ou,

Avec la convention Z () =0.
ke
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D’ou
vp(nl) = ZjCard (A(n,p, 7))

Jj=1

(e (3)-+ ()

E(z) g oe(3)

Jj=21 Jj=2

T

j21

On a, alors la proposition suivante:

Proposition.14 : Pour tout entier n € IN*, on a n! = H (™) avec
peP

() =S E (%) .

Remarque : Notons que p — v,(n!) est une fonction décroissante en p, et par conséquent

va(nl) > vs(n!), pour tout n. L’écriture décimale de n! se termine par ZE(n/5J) Z6Eros.
jz1
Par exemple, ’écriture décimale de 1000! se termine par 249 zéros, et ’écriture décimale de

100000! se termine par 24999 zéros.

Venons aux choses sérieuses. Si N € IN, on définit 7(N) comme le cardinal de ’ensemble

des nombres premiers qui se trouvent dans l'intervalle [1, N].
m(N) = Card (Ny NP).

Par exemple 7(0) = 7(1) = 0 et w(10) = 4. La fonction N — 7(N) est une fonction tres

importante en théorie des nombres. Le théoreme des nombres premiers affirme que

1.

. Log N
pm mN) == =

Ce résultat a été démontré pour la premiere fois en 1896 de fagon indépendante par
les mathématiciens Hadamard et De la Vallée-Poussin. Il y a maintenant beaucoup de
démonstrations de ce théoreme mais elles sortent toutes du cadre de ce livre. Nous allons
quand méme présenter une forme faible de ce théoreme, di a Chebychev qui I’a présenté au

milieu du XIX®™e siecle.
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Théoreme.15 : II existe deux constantes 0 < a < A telles que

N N
N)< A .
LogN < "W <ATER

VN eIN, (N >2), a

Preuve : La démonstration est basée sur I’étude de la suite d’entiers naturels (b,)n>1,

définie par b, = C%,. Commengons par donner un encadrement simple de la suite (by,).
2n

o Comme 22" = (1 +1)?" = chn > C4., alors
k=0
Vn € N, b, < 4". (3)
b, o+ 1
o Comme L — 9 n > 2, alors
by, n+1
Vn € NN, by, > 2". (4)

Regardons, ensuite, la décomposition en nombres premiers de b,,. En utilisant le fait que

(2n)!

n = —= et la proposition.14, on trouve b,, = H po‘p(”), avec
(n)?
peEP
2n n
ap(n)=>Y (E > —2F ) ) (5)
j=1
Log (2
Notons que E(2x) — 2E(x) € {0,1} pour tout z € IR, et que si j > y alors
ogp
2
E (_n) = 0. Il en résulte que
pJ
Log (2
ay(n) < E (M) '
Logp
ce qui implique que
VnelN*, VpePnNN,y,, pr(™) < op, (6)

D’autre part, si p € PN|n, 2n| alors la relation (5) se réduit a a,(n) =1 d’ou

Vn e IN%, [T »| [bn (7)
n<p<2n
pEP
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En utilisant (6) et (7) on obtien I’ encadrement

nﬂ(Qn)fﬂ'(n) < H p<b, < H pap(n) < (2,”)77(271)'

n<p<2n 1<p<2n
PeEP pEP
D’ot, en utilisant (3) et (4),
nﬂ'(Q’I’L)—ﬂ'(n) < 22717 et 2" < (2n)7r(2n) (8)

Remplacons n par 2¥, (k > 0), dans les inégalités précédentes, et prenons les logarithmes:
B(r(25H0) — m(25)) < 271, 2k < (k4 1)m(2bHY). (9)

Comme les nombres pairs (autres que 2) ne sont pas premiers, alors on a m(2*t1) < 2% on

déduit de (9) que
(k+ D)m(2M) — kr(2F) < w(2F 1) 4 281 < 3. 28, (10)

En effectuant, la somme de ces inégalités, pour k variant entre 0 et m — 1, on obtient

m—1
mm(2™) <3 ) 28 <3.2™ (11)
k=0

Enfin, on utilise la deuxieme inégalité de (9), et on trouve

2m 3-2m

IN* — < 7m(2™ 12
VYm € , 2m_7r( ) < (12)

m

Soit n un entier n > 2. On pose m = E(lgn), de telle maniere que 2™ < n < 2™, Comme

N — m(N) est une fonction croissante alors

3.2m+tl  g.2m n
< w(2mtl < 6Log?2 .
mn) <727 < i S gy SOles gy
et .
2m. - gmT Log2 n
> 2my > > .
m(n) 2 m(2") = 2m — 4m > 4 Logn
et finalement
Log2 n n
VnelN > 2 < < 6Log 2 .
" (n22), 4 Logn m(n) 8 Logn

Ce qui acheve la démonstration, avec a = (Log2)/4 > 1/6 et A = 6Log2 < 5. =
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EXERCICES

Exercice .1 Montrer que V n € Z, Pacp (15n% 4+ 8n+6,30n? +21n+13) =1

ExEeRrcICE .2 On définit les entiers a.,, b, par a, + V2b,, = (1+ ﬂ)” pour tout n € IN.

Montrer que V n, Pacp (a,,b,) = 1.
ExErcICE .3 Soient a,b,c € IN*, on pose d = Pacp (b, ¢). Montrer que
| elein) (ab —1,a° — 1) =a?—1

Montrer aussi que
(a° = 1)(a" = 1) | (a? = 1)(a™ — 1)

Ou m = PrcuM ((,b),¢).

92n+1

Exgrcice .4  Montrer que VneIN 7 | 22" _ 26t 7|2 — 4. En déduire que

VnelN 7427 +92°" 11,

Exgrcice .5 Montrer que Vn € IN 922" 4 6n — 1.

ExercicE .6 Montrer que pour tout n € IN, 121 ne divise pas n? + 3n + 5.

ExEeRrcICE .7  Soient n,p,q € 7, avec p un nombre premier. Montrer que
PP+ -20n+¢ =plaq

(Noter que n* + (p — 2¢)n +¢* = (n — ¢)(n +p — q) + pq).
EXERCICE .8  Montrer que Pcep (n® 4+ n,2n+1) =1 <=5 fn—2

Exercice .9 Déterminer les entiers n tels que n + 1 |n? + 1.

Exercice .10 Déterminer les entiers n tels que n — 3 |n3 — 3.
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Exercice .11 Montrer que V k € IN, 3kt1)23% 4 q

a? + b?
2 b2

ExercICE .12 Montrer que V a,b € IN*, avec a > b, ¢ IN.

Exercice .13  On considére les deux nombres b = 60809 et ¢ = 58483.

2. Calculer le Pacp de a et b. On note d = Pacp (a, b).

1. Trouver s,t € IN tels que sb — ta = d.

ExercIiCE .14  Pour n € IN, on définit F,, = 22" + 1.
1. Montrer que si m > n alors 22" 1 | F, — 2. En déduire que F, | F,,, — 2.
u. Montrer que si m # n alors Pacp (F,, F,,) = 1.

12. Déduire de ce qui précede qu’il y a une infinité de nombres premiers.

Exgercice .15 On considere la suite de nombres entiers {Uy, },, >0 définie par
Up=0, Up=1, Uni2 =Upy1 + U,

1. Montrer que V n € IN, Pcep (Ups1,Uy,) = 1.
1. Montrer que V (n,p) € IN* xIN*, Upn+tp—1 = Up_1U,_1+U,U,.( On pourra raisonner
par récurrence sur p).
ue. Soient a,b,c € IN*. Montrer que si a et ¢ sont premiers entre eux, alors Paep (be,a) =
Pccp (b, a).
w. Déduire de ce qui précede que Vn >0, Vg>0, Vr>0ona

Pcep (Ugngr, Un) = Pacd (Ug—1yntr Un) -

puis que
Pcep (Ugnsr, Up) = Pacp (U, U,) .

v. Soient m,n € IN*, et d = Pacp (m,n). Montrer que Pacp (U,,,U,) = Uy.

Exercice .16 Trouver la factorisation de 46127 en produit de nombres premiers. On

pourra commencer par chercher b et a tels que 46127 = b? — a?.

ExErcicE .17  Déterminer le plus petit entier strictement positif n tel que n/2 soit un

carré, n/3 soit un cube, et n/5 soit une puissance cinquieéme.
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ExErcicE .18  Soient p un nombre premier différent de 2, a un entier plus grand que 2.

Montrer que si p|a + 1, alors phtl ]apk + 1.
ExERCICE .19  soit n un entier naturel n > 2. On pose

An=E(lgn), et A= [] @k+1)
0<k<n/2

Montrer que, tout entier m € IN,, \ {2*»} divise 22 =1 A,,. En déduire que

"1
V> 2 Ej— IN.
re k:lkgé
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LES CONGRUENCES DANS 77

1. Généralités

En dehors du fait que la théorie des congruences est belle, elle a beaucoup d’applications,
par exemple, en cryptographie, dans les codes correcteurs d’erreurs, et dans les ordinateurs.
C’est aussi la base de la théorie des groupes et la théorie des nombres. Les notions et
les notations de la théorie des congruences, qui en font un outil tres puissant, ont été
introduites par le mathématicien Allemand Karl Friedrich Gauss (1777-1855), dans son
livre Disquisitiones Arithmeticae, apparu en 1801, ou il mettait les fondements de la théorie
moderne des nombres.

Venons a la définition.

Définition : Soient a, b, et n des entiers relatifs. On dit que “a et b sont congrus modulo

n” si, et seulement si, a — b est un multiple de n. S’il en est ainsi on écrit a = b mod (n).

Une relation du type précédent s’appelle une congruence modulo n ; ’entier n s’appelle le
module de la congruence.

Il est clair que la congruence modulo n est la méme chose que la congruence modulo (—n),
et que

a=bmod (n) <= n|(a—>b) < (a—0b) enZZ={kn: ke Z}.

En particulier si n = 0 la congruence modulo 0 n’est autre que ’égalité dans 7Z.
Voici quelques propriétés élémentaires des congruences dont la démonstration est laissée au

lecteur:

93
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o La relation binaire ®,, définie sur 7ZZ par z R,y <= x =y mod (n) est une relation
d’équivalence. (i.e. réflexive, symétrique, et transitive).

o Pour (a,b,a’,V') € Z*, on a
(a=bmod (n) et a =b mod (n)) = (a+da =b+b mod (n)).

qui exprime la compatibilité de la congruence mod (n) avec ’addition.

o Pour (a,b,ad’, V') € Z*, on a
(a=bmod (n) et o =b mod (n)) = (ad’ =0bb' mod (n)).

C’est la compatibilité de la congruence mod (n) avec la multiplication.

o Pour (a,b) € 72, et pour tout k € IN, on a

(a=bmod (n) = (a® =" mod (n)).
o Pour (a,b) € Z?*, et pour tout A € IN*, on a

(a=bmod (n) == (Aa=Abmod (An)).

¢ Sia =bmod (n) alors a = b mod (n') pour tout diviseur n’ de n.

o Sid # 0 divise a, b et n, alors

a b n
= b mod — =-mod (=
a mod (n) = 5 =5 mo ( d)
v Mais attention, si d # 0 divise seulement a et b, la congruence a = b mod (n)
b
n’entraine pas, en générale, C% == mod (n).

On suppose désormais n € IN*.

Si a € 7, alors la classe d’équivalence de a modulo la relation R, ou “la classe de

congruence de a modulo n” est

[al, ={a+ In: )\GZ}défa+nZ.

D’apres ’étude de la division euclidienne dans 7 on a

o Pour tout a € Z I’ensemble [a], N{0,...,n — 1} contient un, et un seul, élément:

VaecZ, Card ([a], N{0,...,n—1}) =1.
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On convient de désigner par 7ZZ/nZZ 'ensemble des classes de congruence mod (n) dans ZZ.
Si~y € Z/nZZ, 'unique élément de yN{0,...,n— 1} s’appelle son reste mod (n). De méme
sia € Z, 'unique r € {0,...,n—1} tel que a = r mod (n) est appelé son reste mod (n). On
déduit immédiatement, que I'application r — r 4+ nZZ définit une bijection de {0,...,n — 1}

sur Z/nZZ. En particulier, Card (Z/n’ZZ) = n.

Voici quelques exemples:
& 641232 1.
En effet, notons d’abord que 641 =1+ 5 x 128 =1 +5-27 = 5% + 2%, Donc

5-2"=—1mod (641) et 5*= —2* mod (641).

Il en resulte que (5-27)* = (—=1)* mod (641), c’est-a-dire 5% - 22® = 1 mod (641), ou
bien —2%-22® =1 mod (641). Finalement 232 + 1 = 0 mod (641). o

& Cherchons le reste de la division euclidienne de (795)%° par 11.
Comme 795 = 3 mod (11), alors (795)% = 325 mod (11). Nous réduisons 32° mod (11)
avec un peu plus d’efforts.
3 =9=-2mod (11)
3% =(3%)? = (-2)? =4 mod (11)
3 =(3")?=4%=16=5mod (11)
319 = (3%)?2 =52 =25 = 3 mod (11)

Mais 25 = 16 + 8 + 1, d'ott 3*°> = 31¢.3%.3 =3-.5-3 = 45 = 1 mod (11). Alors
(795)2° =1 mod (11). O

& Sin= (bpbm—1...b1bo)10. (c’est I'écriture décimale de n). Alors

i . n= Zbk> mod (9)
iW. n Zbk) mod (3)

Il
S
By
T
—
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o
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—~
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N
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En effet, pour tout £ € IN, (10)* = 1 mod (9), (10)* = 1 mod (3) et enfin (10)* =
(=1)* mod (11). o
On retrouve ainsi les régles de divisibilités bien connues. Par exemple le nombre 11 divise

2345678987654321 et 9 divise 12345678987654321.
La proposition suivante est une reformulation importante du théoreme de Bezout.

Proposition.1 : Soient n € IN*\ {1}, et a € ZZ. Si Pacp (a,n) = 1 alors il existe un unique

beZ avec 1 <b < n tel que ab=1 mod (n).

Preuve : D’aprés Bezout, il existe (z,y) € Z? tels que za + yn = 1. On prend alors
b=x—nFE(x/n), et on trouve immédiatement ab =1 mod (n) avec 1 <b<n.Sil <b <n
vérifie aussi ab’ = 1 mod (n) alors n|a(b — ') et a est premier avec n donc (d’apres le

lemme de Gauss) n|(b—b'). Mais |b —b'| <n alors b=1'. m

Corollaire.2 : Soient (a,b,c) € Z*, et n > 2. Alors

ab = ac mod (n)
—> b=cmod (n).
Paep (a,n) =1

Preuve: Comme PccD (a,n) = 1, alors, d’apres la proposition.1, on trouve d € Z tel que

ad =1 mod (n), on conclut que b = bad = cad = ¢ mod (n). O

2. La fonction ¢ d’Euler

Définition : Soit n € IN*. On note Z, = {k € IN,, : Pccp (k,n) = 1}, et on définit p(n)
par la relation:

o(n) = Card (7)) .

En particulier, ¢(1) = 1.

Théoreme.3 : Soit n € IN tel que n > 2. Alors
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Preuve : D’apres le linkthéoreme.11 du sixieme chapitrecorll, on sait que 1’on peut écrire
de fagon unique n = pi*ps? - - phm.

Sike{l,...,m}, onpose Ay = {r € IN,, : pi|r}. Alors
Z, =IN,\ (AL UAU---UA,).

On utilise, alors le principe d’inclusion-exclusion, pour calculer Card (A; U Ao U---U Ay,).

Card (A1 U AQ u---u Am) = f:(—l)k_l Z Card ﬂ Aj

Ou P}gm) désigne ’ensemble des parties de IN,,, qui sont de cardinal k. Mais

N4 ={reN.: (][]}

jEB jeB
et
n 1
Card ﬂAj = :an.
jEB H D jEB Pj
jEB
Il en résulte,
“ 1
p(n) =n—np (- > ][~
k=1 Bep(™ j€B Pj

X | X TS =e DT (1-3)-

: p
k=1 BEPIEm)]EB J p|:177,)
JUS

On a utilisé la propriété suivante

[Moce=143 | 3 I«

qui fait 'objet de la question 1°.a de 'exercice.5 du cinquieme chapitre. O

Par exemple, 255 =3-5-17, d’ou

©(255) = 255 (1 - %) (1 - %) (1 - %) — 128.

Et 2025 = 3% - 52, donc
1 1
©(2025) = 2025 (1 - 5) (1 - 3) = 1080.

Si p € P est un nombre premier, et v € IN*, alors p(p”) = p*~(p — 1).
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Corollaire.4 : Soit (n,m) € IN* x IN*. Alors

Pacp (n,m) =1 = @(nm) = p(n)p(m).
Preuve : Si Pacp (n,m) = 1, alors les ensembles {p € P : p|n} et {p € P: p|m} forment
une partition de {p € P : p|nm}. Donc

som=n 11 ()

p|lnm

pEP
eI )
= @(n)e(m). o

Le théoreme suivant montre 'interét de la fonction d’Euler.

Théoréme.5 : (Théoreme d’Euler) Soient n un entier n > 2, et a € 7ZZ. Alors
Pcep (a,n) =1 = a*"™ =1 mod (n).

Preuve: Clairement, on peut supposer que a € {0,1,...,n — 1}. Soit k € Z.. On pose
d(k) = ak — nE(ak/n).

Comme Pccp (a,n) = Pcaep (k,n) = 1 alors Le corollaire.6 du chapitre précédent montre
que Pacp (ak,n) = 1 et par conséquent Pacp (d(k),n) = 1. Il en résulte clairement que
d(k) € Z,,, et que ¢ définit une application de ZZ; dans lui-méme.

Montrons que 0 est injective. En effet, si (k) = 0(k’), (pour k et k' dans Z7Z,), alors
ak = ak’ mod (n), et d’apres le corollaire.2, on déduit que k = k£’ mod (n), ou bien k = &/,
car k et k' appartiennent a 7, .

Il résulte que ¢ : ZZ; — 7Z) est une bijection. D’out

A= ] k=[] st

keZr  keZr
= H (ka) mod (n)
keZr
= ¥ H kE mod (n)
ke,

= ™A mod (n).
Mais d’apres le corollaire.6 du chapitre précédent on sait que Pacp (A,n) = 1, et par le

corollaire.2 on déduit que a®™ =1 mod (n). =
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Le théoreme précédent permet de poser la définition suivante:

Définition : Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout a € 7 telle que Pacp (a,n) =
1, on appelle ’ordre de a modulo n le plus petit entier e de IN* telle que a® = 1 mod (n).

Cet entier e sera noté Ord,,(a).

Ord,(a) = min {k € N* : ¢ =1 mod (n)}

Voici un corollaire de cette définition:

Corollaire.6 : Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout a € 7L telle que
Pcep (a,n) = 1, Ord,(a) divise ¢(n). Plus généralement, si a® = 1 mod (n), alors Ord,,(a)

divise k.

Preuve : En effet, effectuons la division euclidienne de k par e = Ord, (a): kK = eq + r avec

0<r<e.alors

1=d" = (%7 a" = a" mod (n).

Par conséquent a” = 1 mod (n). Le fait r # 0 contredit la définition de e = Ord,,(a). Alors
r=0et k=eq. O

Corollaire.7 : (Le petit théoréeme de Fermat) Soit p un nombre premier. Pour tout a € 7L

on a

pfa = a’'=1mod (p).

Preuve : C’est immédiat apres le théoréeme.5, car p(p) =p — 1. ]

Remarque : 1l résulte de ce qui précede que, si p est un nombre premier alors a? = a mod (p),

pour tout entier a.

Voici quelques exemples d’utilisation :
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& 3%°% =21 mod (100).
En effet, d’apres le théoreme d’Euler 3% = 1 mod (100), car ¢(100) = 40. Mais
256 = 40 x 6 + 16, donc

3256 = (310)6 . 316 = 316 ;mod (100).

et
316 = (81)* = (-19)* = (361)% = (39)% mod (100)

enfin (39)? = 1521 = 21 mod (100). On conclut 3%5% = 21 mod (100).

& Soit n un entier impair, non divisible par 5. Alors n divise un entier dont I’écriture
décimale ne contient que le chiffre 1. (Par exemple 3| 111, 7|111111).
En effet, d’apres ’hypotheése Pacp (10,n) = 1. D’autre part Pccep (10,9) = 1 donc
Pcep (10,9n) = 1. D’apres le théoreme d’Euler (10)#™) = 1 mod (9n). Ceci démontre

Iexistence d’'un entier k tel que (10)¥©™) — 1 = 9nk. On pose alors

10)¢(n) — 1
M = L = (111---111 )19
9 h,—/
©(9n) chiffres

Clairement n divise M.

3. Applications

1°. Comme premiere application nous allons démontrer la propiété suivante connue sous le

nom du théoréme de Wilson.

Théoréme.8 : (théoreme de Wilson)Pour tout entier m > 0, on a
(m—1)! = —1 mod (m) <= m est premier. (W)

Preuve : Supposons d’abord que p est un nombre premier avec p > 5, (les cas p = 2 ou
p = 3 sont triviaux). Tout entier a tel que 1 < a < p — 1 est premier avec p alors d’apres la
proposition.1 il existe un unique a’ tel que 1 <a’ <p—1 et aa’ =1 mod (p).

Notons ensuite que a = a’ si, et seulement si, p|(a® — 1) ou bien p|(a — 1)(a + 1). Mais p
est premier donc ce qui précede est équivalent a p|(a — 1) ou p|(a + 1) et par conséquent

a = a’ si, et seulement si, a =1oua=p—1.
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Si, alors, on laisse de coté les entiers 1 et p — 1, et on regroupe les entiers {2,3,...,p — 2}
en couples (a,a’) avec a # da' et aa’ = 1 mod (p), on obtient r = (p — 3)/2 couples:
(ay,a}),---(a,,al.). Par conséquent

2-3-. Hl{:—Hakakzlmod()
k=2

ou bien (p — 2)! = 1 mod (p), et en multipliant par (p — 1) = —1 mod (p) on trouve
(p—1)! = —1 mod (p).

Inversement, supposons que m n’est pas premier et que m divise 1 + (m — 1)!. Soit d un
diviseur de m tel que 1 < d < m alors d|(m —1)! et d|(1+ (m —1)!) et par conséquent d |1

ce qui est absurde. Ceci démontre le théoreme de Wilson. O

Comme corollaire du théoreme de Wilson on a,

Corollaire.9 : Soit p un nombre premier impair, alors

p=1mod (4) < IncIN: p|(n*+1).

Preuve : Supposons que p|(n? + 1). Alors n?> = —1 mod (p). Ceci implique que n® =

2

—n mod (p), par conséquent, si n ou n3 est congru & 1 modulo p, alors n? sera congru a 1

modulo p ce qui est absurde car p est impair. Il en résulte que le plus petit entier £ > 0

tel que n* = 1 mod (p) est 4, c’est-a-dire Ord,(n) = 4, le corollaire.6 montre alors que

4| p(p) =p—1.

Inversement, notons m = (p — 1)/2, m est un entier pair, et on a

m':HkE(— me k) H k mod (p).
k=1

k=1 k=m+1

Alors,

(m!)QE(H k)( kE)=(p-1)!'=-1 mod (p).



102 CHAPITRE SEPTIEME

2°. Dans cette deuxieme application, on se propose de démontrer la proposition suivante:
Proposition.10 : Soient a un entier plus grand ou égal a 2, p et q deux nombres premiers

impairs. Si q|(aP — 1) alors, q|(a — 1) ou g =1 mod (2p).

Preuve : Supposons que ¢|(a? — 1) et que ¢ f(a — 1). Ceci se traduit en écrivant
a? = 1 mod (q) et @ # 1 mod (¢q). La premiere égalité montre que Pacp (g,a) = 1, et
que si e = Ordy(a) alors 1 < e et e|p, (par le corollaire.6). Il en résulte que e = p car p est
premier. En utilisant une deuxieme fois le corollaire.6, on déduit que p|p(q) = (¢—1). Mais

2] (g — 1) et les deux entiers 2 et p sont premiers entre eux, donc (2p) | (¢ — 1). ]

Montrons, en utilisant ce qui précede, que M7 = 2'7 — 1 est un nombre premier. En effet,
si M77 n’est pas premier alors la proposition.10 montre que les diviseurs premiers g de M7
sont de la forme 34k + 1, et il y en aura au moins un plus petit que /Mi7 < 363.

Or les entiers de la forme 34k + 1 qui sont strictement plus petit que 363 sont
{35,69, 103,137,171, 205, 239, 273, 307, 341}
et les nombres premiers dans cet ensemble sont seulement {103, 137,239, 307}. Mais
217 = 56 mod (103), 2! = 100 mod (137), 2'7 = 100 mod (239), 27 = 290 mod (307).

Par conséquent, M;7 n’est divisible par aucun des entiers de {103, 137,239, 307}. On conclut
que M7 est premier.
En utilisant ces mémes techniques on peut facilement montrer que Maog = 22? — 1 n’est pas

premier. Ce que nous laissons comme exercice au lecteur.

3°. Dans cette troisitme application, nous nous proposons de démontrer, pour (n,m) €

IN* x IN* et x € IR, 'identité

§E<nk£x>:;§E(mkn+w) B

k=0

Nous allons pour cela utiliser un lemme simple.
Lemme : Soient a, et b deux entiers positifs premiers entre eux, et ¢ € 7. Pour k un entier

vérifiant 0 < k < a — 1, on pose

b(k) :bk+c—aE<bk;0).

Alors k — (k) définit une bijection de I'ensemble T, = {0,1,...,a — 1}.
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Preuve : Notons d’abord que d’apres la définition de la partie entiere on a

E(bk+c> < bk+c<1+E(bk+c).
a

a a

Il en résulte que, ¥(k) € 7,, pour tout k € 7.

L’application v est injective. En effet, si ¢(k) = (k') alors bk + ¢ = bk’ + ¢ mod (a), ou bien
a|b(k—k"). Mais Pacp (a,b) = 1, il en résulte, (d’apres le lemme de Gauss), que a | (k—k').
D’autre part, k et k" sont des éléments de 7, d’ou | k — k’| < a. Les deux propriétés a | (k—k’)
et |k — k'| < a impliquent que k = £/, et ¢ : T, — 7, est injective. Mais L’ensemble 7, est

fini, donc v : 7, — 7, est bijective. ]

Du lemme précédent on déduit

;k:;w(m :z_: (bk-i—c—aE(bk;_C))

k=0
a—1 a—1 bkz+c
=b — .
(Zk)—i—ca aZE( - )
k=0 k=0
D’ou )
- —1(a—1
SN "
— a 2

Venons au cas général. Soient (n,m) € IN* x IN* et x € IR, On pose d = Pccp (n,m), et on
définit a et b par m = da et n = db, clairement Pccp (a,b) = 1. On pose aussi ¢ = E(z/d)
et r=x—dce|0,d[

Notons que, pour k un entier de {0,1,...,m — 1},

bkt — aF (nk+x> :a(nk—f—x—r_E(nk—i—x)).
m m m

nk + x
m

ce qui implique —2 <bk+c—aFE ( ) < a, ou bien

Ogbk—l—c—aE(nk—'_J;) < a,
m

Il en résulte

E(nk—i—x) < bk+c<1+E(nk—|—x>,
m a m
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et finalement

On écrit alors,

+ C>
Mais Pccp (a,b) = 1, donc on peut utiliser (x):

j::E<nk+x) :ba@qtd(cju W)

Ce qui donne

o (nkta\ _ (n-Dm-1)  d-1 .
— ( ): 5 + 5 +dE(E>’ avec Pacp (n,m) = d. (1)

Dans le deuxieme membre de (1), m et n jouent un role symétrique et par conséquent, on a

aussi

Ceci démontre (R). =
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EXERCICES

Exgrcice .1 Calculer 103 mod (7). En déduire un critere de divisibilité par 7.
ExercicE .2 Pour quelles valeurs de n € IN* a~t-on (16)™ — 15n — 1 = 0 mod (225) ?

Exercice .3 Pour quelles valeurs de n € Z l'entier n? + (n+1)? + (n + 3)? est-il multiple
de 107

ExEercicE .4 Pour quelles valeurs de n € 7 'entier 4n? + 1 est-il multiple de 65 ?

ExERCICE .5 Soit p un nombre premier. Calculer C’;j mod (p), pour 0 < k < p.

Exercice .6 Trouver le reste de la division euclidienne de a par b dans les cas suivants

a | (1945)% | 50 | 52 | (1945)'2 | (2001)2001 | 7355 | 3%

7 11 11 11 26 10 100
10 .
ExERCICE .7  Montrer que Z 10'°" =5 mod (7).
k=1

EXERCICE .8  Montrer que si (a,b, c) € Z°

a®+b*+c*=0mod (7) = abc=0mod (7)

Exercice .9  Montrer que, si Pacp (a,n) = 1, alors I’"équation ax = b mod (n) admet
comme solution z = ba®™~! mod (n). En déduire toutes les solutions de 3z = 5 mod (26),

13z = 2 mod (40) et 10z = 21 mod (49).

Exercice .10  Déterminer les solutions x, s’ils existent, dans les cas suivants:

o 91z = 84 mod (143) o 91z = 84 mod (147)
x = 2 mod (12) 3r = 2 mod (5)
o x = 3 mod (13) o 5r = 2 mod (12)
x = 5 mod(7) 17z = 8 mod (19)
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Exercice .11 Montrer que si Paep (a,n) = Paep (a — 1,n) = 1, alors

p(n)

Z a*™! =0 mod (n).
k=1

ExERCICE .12 Soit p un nombre premier impair. Montrer

p—1 p—1
ka_l = —1 mod (p), ka = 0 mod (p).
k=1 k=1

ExERrcICE .13 Soient n € IN*, et a un entier positif plus grand que 2. Montrer que

n|e(a™ —1).

ExeRrcicE .14  Soit m un entier naturel impair. Montrer que [’écriture décimale de

227 (2271 _ 1) se termine par 28.

ExEeRcICE .15 Soit p un nombre premier impair. Montrer que

E (B p+D)p-1p-2)
E(—)= )
e (%)

4

M

E({’/l?p) _ (317—5)(1’4— 1(p—2) .

ot M = (p—1)(p—2).
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CHAPITRE TROISIEME

Solution 3.1. Remarquons d’abord que:

Distinguons deux cas:

1°. n est un nombre pair, n = 2p:

Z(_l)ka

k=0

(2k)? — i(% —1)?

k=1

M-

>
I
i

Pnﬂ’@

((2k)* — (2k — 1)?)

>
I
MR

(4k—1)=2p(p+1)—p=n<nT+1)

M-

>
I
—_

2°. n est un nombre impair, n = 2p + 1:

2p+1 2%
YD == (2p+1)7 4+ Y (1)K
k=0 —o
1
Dans les deux cas on trouve:
S k= (1 Y = M ]
k=0 k=1

Solution 3.2. Notons que Vk € IN, (k+1)? — k? = 2k + 1 En effectuant la somme de ces

égalités entre 0 et n, on obtient:

n n

D @k+1) =) ((k+1)* k) =(n+1)% O

107
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Solution 3.3. Posons A, = Z min (7, 7). En Remarquant que les ensembles
(4,§) €Ny X INy,
IN,,—1 x IN,,_1, {n} x N,, et IN,,_; x {n} forment une partition de IN,, x IN,,, on peut

écrire
n n—1
A, = Z min (i, 7) + Z min(n, j) + Z min(z,n)
(4,§)ENp_1 XN,y j=1 i=1
n—1
=An_1 +n+22j =An_1 +n+n(n_ 1) =An +n2-
j=1
D’ou . " "
Ap=A+ ) (A= A1) =1+ ) K => k=5,
k=2 k=2 k=1
Alors
1)(2 1
> mingg) = "0 DEEL :

Solution 3.4. On a:

1<4,j<n j=1 \i=1 1<i,j<n i=1 \j=1
n n n n
=2) (D) i (>
j=1 \i=1 i=1 j=1

2
o +1)(11n+7)
D’ot 2 2y _ 1 (n .
ou E (i +i5 + 7%) D o
1<ij<n

Solution 3.5. Notons d’abord que les ensembles {(i,j) € (IN,)? : i = j}, {(i,7) € (IN,)?:
i <j}et{(i,j) € (IN,)?: i > j} forment une partition de IN,, x IN,,. Alors on peut écrire:

S=Y i+ > i+ Y i’ (1)
i=1 1<i<j<n 1<j<i<n

S So
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Etudions alors S1 et Ss.

1<i<j<n j=2 \i=1
n 7j—1 n
_ 9 o 2J 1)
=>J (2_1= Zy 5
1 ¢ 4 .3 -
—_ _ — —(s@ _ g3

Et

So= > i => > i
1=2

1<j<isn j=1
n 1—1 L. .
) 2z —1)(22—1

_ 1(292) N ( )é )

i=2  j=1 i=2

Lot a8 2y - Lo 3) L o)
=8 (26% — 3i° +i%) = = (25, — 35,7 + 5,7)

=1

En remplagant dans (1) on trouve
5) 1
S=-8W 4 -5
6 n + 6 n

D’autre part, clairement on a

3

n

S = Y ij? | = Xn:z zn:f = isP) = 5NsP
1 i=1 j=1

i=1 \j= i=1

) 1 1
Dot 5555 = 657(:1) + 687(12)’ ce qui démontre que S = 357(12)(657(11) —1).

De la méme facon on a:
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SCOR VT W

1<z<g<n
n _
257(14) + QZ]-QZZ-Q
j=2 i=1

"L (22 =3+ 1)
257(14)+2sz](
=2 0

1TL
=S+ 2 (25° - 35 +4°
n+3;(3 it +5°)

_5@ 4 2960 _ g | Lg)

2 2
Finalement, on trouve: S{°) = g (S,(f)) — %S,(LS) = % (3 <S§L2)> - S,(L3)>. o

Solution 3.6. On remarque que:

2n
(=~ _ (—1)* (—1)*
Z ko Z k k

k=1 1<k<2n 1<k<2n
k pair k impair
> i 3 g
k k
1<k<2n 1<k<2n
k pair k impair
I I S S S
1<k<2n k=1
k pair
Donc: U, = H, — Hy,. Pour trouver la limite de U,, on va utiliser le fait que

(Hy, —Logn),>1 est une suite convergente, d’ou:
U, =(H, — Log (2n)) — (Hs, — Log (2n))
=(H,, — Logn) — (Ha, — Log (2n)) — Log 2.

Par conséquent, la limite de U,, est —Log 2. O

Solution 3.7. Pour tout entier n > 0, on a 27,, = nT,,_1 + 3n!. En multipliant les deux
n

membres de cette relation par S, = —, (n > 0), on trouve:
n!

25, T, = 2S,_1Th_1 + 3.2".
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Dou U,, = U,_1 + 32" ! avec U,, = S, T},. On détermine U,, en notant que:

n n—1
Un—Up=> Up— U1 =3» 2F=302"-1)
k=1 k=0

Et par conséquent

T, =(3+ )nl. o

2n—1

La suite précédente est un cas particulier des suites récurrentes de la forme:

To € R, etpourn >0, a,T,=b,T,_1+cn

ol (an)new €t (bn)new sont deux suites & termes non nuls et (¢, )pen est une suite
quelconque. Pour trouver 7T, on va multiplier les deux membres de la relation précédente
par x,, qu’on va préciser ultérieurement ; xz,a,7T, = z,b,T,,_1 + x,c,. On détermine x,
pour que la relation précédente devienne U,, = U,,_1 +x,¢,, avec U,, = z,a,T,. Ceci impose
la, condition

xnbnTn—l =Un1=op-1an1TH 1.

ce qui est vérifié si z,b, = a,_12,_1, ou bien

On a donc U,, = Uy + chxk et T, = (Uo + chxk) =]
k=1 k=1

Solution 3.8. L’idée est d’essayer de trouver une relation exprimant V,, en fonction de V,, 1.

En effet, pour n > 1, on a:

n—1
Vi, = 1 —
n ntl o+ = )V
k=0
9 n—2
Vo1 = Vi
1 n + n 1 Z k
k=0
n—2
D’ou, en calculant, Z Vi de la deuxieme équation et en remplacant dans la premiere,
k=0
on trouve
n+1
Ve =2+ Vi—1.
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on a donc pour tout k£ > 0:
Vi Vier 2

k+1 k  k+1
En prenant la somme pour k variant entre 1 et n on trouve:
n—|—1

n+1 ZI<:+1 Zk (Hpt1 = 1)

Dou: V,, =2(n+ 1)(Hp41 — 1). O

Solution 3.9. Notons D,, le nombre des segments M M’, parallels & la droite d’équation
y = x, avec M et M’ dans F,,. Notons aussi D/, le nombre des segments M M’ parallels
a la droite d’équation y = z, avec M dans E,_; et M’ dans E, \ E,_;. Clairement
D,, = D!, + D,,_1. D’autre part il y a une bijection entre I’ensemble des segments M M’,
parallels & la droite d’équation y = x, avec M dans E,_; et M’ dans E, \ E,_1 et les
éléments de E,,_1, par conséquent D!, = (n — 1)2.

On conclut que, D,, = (n — 1)2 + D,_1, pour tout n > 2, avec D; = 0. Alors
D, =8% =n(n—1)(2n—1)/6. o

Solution 3.10. Posons L,, le nombre maximum de régions déterminées par n plans dans
I’espace. On va trouver une relation entre L,, et L, _1: supposons qu’on ait n — 1 plans dans
I’espace qui le partagent en L,,_1 régions et voyons ce qui se passe lorsqu’on rajoute un pieme
plan P. Le plan P augmente le nombre de régions de ¢ régions si, et seulement si, les n — 1
plans précédents déterminent sur le plan P, g régions planes. Or les n — 1 plans précédents
coupent le plan P en n — 1 droites qui donnent au plus 1+ n(n —1)/2 régions planes sur P,

(voir le deuxiéme chapitre), et on a donc:
n(n —1)
2

D’autre part, on peut toujours choisir P de telle maniere qu’il ne soit parallele a aucun

LnSLn—1+ +1

des plans présédents, et que les droites dessinées sur lui par les autres plans donnent le

nombre maximum de régions planes. Alors:
n(n—1)

L,=1Ly_1+ 2

+ 1.

Et par conséquent:

o —-1 1 1 1 1
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Solution 3.11. Posons (), le nombre maximum de régions déterminées par n cercles dans le
plan. On va trouver une relation entre C,, et C,,_1: supposons qu’on ait n—1, (n > 1), cercles
dans le plan qui le partagent en C),_; régions et voyons ce qui se passe lorsqu’on rajoute un
n'®™¢ cercle C. Le cercle C augmente le nombre de régions de ¢ régions si, et seulement si, les
n — 1 cercles précédents déterminent sur le cercle C, g arcs. Or les n — 1 cercles précédents
coupent le cercle C en au plus 2(n — 1) points ( deux cercles admettent au plus deux points
en commun), qui donnent 2(n — 1) arcs sur C, et 2(n — 1) régions supplémentaires dans le

plan, on a donc:

Cp < Crq +2(n—1)

D’autre part, cette borne supérieure est atteinte. En effet, notons, pour k£ > 1,
Cr le cercle de rayon 1, et dont les coordonnées du centre sont (27%*1 0). On vérifie

immédiatement et par récurrence que le nombre des points de l’ensemble Cj ﬂ( U Cj)
1<j<k
est 2(k — 1). Si, par conséquent, T;, est le nombre de régions du plan déterminées par

(Ck)1<k<n alors d’apres ce qui précede T;, =2(n — 1) + T),_1.
Mais C7 = Ty = 2. Supposons que Cy,_1 =T},_q, alors Cp, > T, =T,,-1 +2(n—1) =
Cpn—1+2(n—1) > C,, ce qui montre que T,, = C,,. On a donc démontré que T,, = C,,, pour

tout n > 1, et on conclut que
C, =2, Cn,=2(n—-1)+C,—-1 pour tout n > 2

Alors C,, = n? —n + 2, pour tout n > 1. ]
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CHAPITRE QUATRIEME

Solution 4.1. En utilisant le premier exemple du chapitre on a

Vz € IR, E(2m)=E(m)+E(m+%).

Il en résulte que pour tout (z,y) € IR?,

B(20) + B(2y) ~ () ~ E(@y) = Blx + 5) + Bly + 3).

Mais nous savons aussi que pour tout (t,z) € IR2,
E(t)+ E(z) — E(t+ z) € {0,—1}.
Alors en appliquant ceci &t =z + 1/2 et z = y + 1/2, on trouve, pour tout (z,y) € IR,

E(:c+%)+E(y+%)—E(x+y+1)G{O,—l}.

Ou bien

E(z + %)-I-E(y-i- %) — E(x+y) € {0,1}.

On conclut

E(2z)+ E(2y) — E(x) — E(y) — E(z +y) € {0,1}.

Solution 4.2. Notons d’abord que
EWk)=p < p<Vk <p+1 < p*<k<(p+1)>

On déduit que

m~—1 m—1
E(Vk) = E(Vk)
k=1 r=1 r2<k<(r+1)2
m—1 m—1
= r((r+1)% —r?) = 227’24-7“
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Soit n € IN*, on pose m = E(y/n). Alors On déduit que

ﬁiE@%):m_za¢R+-i:E@@>
k=1 k=1 k=m2
m(m — 1)(4m + 1) 9 1 1 5 5
= 5 +m(n—m +1):mn—§m3—§m +6m.
Ce qui dome " B(Vk) = nB(va) ~ S(B(/n))* — S (B(/m)P + SE(/m). o

k=1

Solution 4.3. Le lecteur vérifira que les entiers entre 0 et 20 sont tous honnétes. En

particulier

1 = EW2), 2 = E(2v2), 3 = E>2V3), 4 = EBV2),
5 = EMA4V2), 6 = E@4V3), 7 = E(v2), 8 = E@6v2).

Supposons que n est un entier plus grand ou égal a 8, alors
kY E(n/v2) > E(4V2) = 5.

D’autre part, la définition de k , et le fait que n/ V2 n’est pas un entier, permettent
d’écrire

k< X k41

V2
0<n—kVvV2 <V2

n—kv?2
0<m<2+\/6

def n—kv2
0§t-E<m) < 4.

Il en résulte que

qui est équivalent a

_n-kv2

i- V2
W3+ av2—X<n<bV/3+aVv2

avecb=t+1¢€{1,2,3,4,5}, a=k—bc INet A\=+3—+2¢€]0,1]. Ceci démontre que

n=~F (a\/§ + b\/§), et U'entier n est honnéte. On conclut que tous les entiers naturels sont

t <t+1

honnétes ce qui est respectable !. O
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Solution 4.4. On se propose dans cet exercice d’étudier I'existence de couples de fonctions
(f,9), de IN* dans IN*, qui vérifient:
(7 : Les fonctions f et g sont strictement croissantes.
Co:SiF=1ImfetG= Img,alors FUG=IN"et FNG = Q.
Cs : Pour tout n > 0, g(n) = 1+ f(f(n)).
Commengons par supposer qu’il existe un couple de fonctions (f,g) vérifiant ces
hypotheses.
& D’apres Cp, pour tout non a, f(n+1) > f(n) qui se traduit par f(n+1) > f(n)+1.
Si, pour un certain m € IN*, on a f(m + 1) > f(m) + 1 alors la condition C5 implique
f(m)+ 1 € G. D’ou lexistence d'un k € IN* tel que 1 + f(m) = g(k) = 1+ f(f(k)) ce
qui montre que m = f(k) € F, car f est injective. On a donc montré que la condition
fm+1) > f(m) + 1 implique m € F. Inversement, si m € F alors m = f(k) (pour un
certain k), et alors 1+ f(m) = 1+ f(f(k)) = g(k) ¢ F et par conséquent f(m+1) > f(m)+1.
Conclusion:

f(n+1)> f(n)+1 <= nekF. (1)

& Supposons qu'ily an € IN* tel que f(n+1) > f(n)+2. Cela se traduit par 'existence
de deux entiers p < q tels que g(p) = f(n)+1et g(q) = f(n)+2. Ceci veut dire, (d’apres C3),

que f(p) =net f(f(q)) =1+ f(n). Mais alors a = f(f(q)) = 1+ f(n) = 14 f(f(p)) = 9(p)

et par conséquent a € F'N G ce qui est absurde. On a, alors:
VneN*, f(n+1)e{f(n)+1,f(n)+2}. (2)

Désignons par 14 la fontion indicatrice de I’ensemble A C IN* c’est a dire

1 si neA
Iy :IN* — IN" : T4(n) =
0 si n¢gA

Cette notation nous aidera dans la suite. Revenons maintenant a notre étude.

En combinant (1) et (2), nous trouvons que f(n + 1) = f(n)+1sin ¢ F et

f(n+1)= f(n)+2sin € F, ce que nous pouvons formuler sous la forme
VneN*, f(n+1)=f(n)+1+Ip(n). (3)

& Notons que si f(1) > 1 alors g(1) =1+ f(f(1)) > 1+ f(1) > 2, et par conséquent
1 ¢ FUG ce qui absurde. Alors, f()=1.
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En utilisant la relation (3) et le point précédent on trouve

)= f1) =3 F 1) = f) =n—1+ 3 Tn(k)
k=1

f(n) =n+ Card (FN[1,n])

On arrive alors a la propriété suivante

Vn e IN¥, f(n)=n+Card ({k: f(k)<n}).

C’est une relation récurrente qui détermine f uniquement.

& D’autre part, la croissance stricte de f permet de dire que

Card ({k: f(k) < f(n)}) = Card ([1,n]) =n — 1.

donc en utilisant (4), f(f(n)) = f(n) +n — 1. Ce qui permet de conclure

Vn e IN¥, gn) =n+ f(n).

Nous arrivons a la conclusion suivante:

données par

f(n) = n+Card {k: f(k) <n})
Vn e IN¥,
gn) = n+f(n)

S’il existe un couple de fonctions (f, g) de IN* dans IN*, vérifiant

les conditions Cy, C5 et C5. Alors ce couple est unique, et f et g sont

\
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L’étape suivante consiste a montrer 'existence des fonctions f et g. Remarquons
que d’apres (f) on a, pour tout n > 0, n < f(n) < 2n. Ceci nous suggere d’étudier

expérimentalement le rapport f(n)/n. Voici quelques valeurs:

n 1 10 102 103 104
f(n) 1 16 161 1618 16180
f(n)/n 1 1.6 1.61 1.618 1.618

f(n)

Il semble que le rapport —— tend vers un réel a € [1,2] quand n tend vers U'infini.
n

Faisons alors 'hypothese suplémentaire suivante:

lim Ln) =« (1)

n—oo N

fn) f(f(n)) f(n)

1
Mais, 1 + —* = — + —— ——=. Donc en faisant tendre n vers l'infini on trouve
++5

14+ a=a?donc a=

2
Faisons alors une deuxieéme expérience et étudions les premieres valeurs de an — f(n).

n | o) | an—jm) | n || f) | an— f(n)
1 1 0.62 10 16 0.18
2 3 0.24 11 17 0.79
3 4 0.85 12 19 0.42
4 6 0.47 13 21 0.03
5 8 0.09 14 22 0.62
6 9 0.71 15 24 0.27
7 11 0.33 16 25 0.88
8 12 0.94 17 27 0.50
9 14 0.56 18 29 0.12

L’observation importante a ce stade est que an— f(n) €]0, 1] pour tout n € {1,2...,18},

1++5

ce qui montre que f(n) = E(an) pour tout n € {1,2...,18}, avec a = 5 Ceci
démontre que pour ces mémes valeurs de n on a aussi g(n) =n+ E(an) = E((1 + a)n) =
E(a?n).

Cette étude expérimentale suggere de considérer les deux fonctions f et g définies par

f(n) = E(an) et g(n) = E(a?n), ol a = ! +2\/§.
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Montrons que ces deux fonctions conviennent. D’abord elles sont clairement strictement
1 1

croissantes (o > 1). Ensuite o est un irrationnel de |1, +oo[ tel que — + — = 1. Donc d’apreés
a o«

I’étude des spectres dans le cours on sait que Imf et Img forment une partition de IN*.

Enfin, pour tout n € IN*, on a
aFE(an) < o®n < aE(an) + .
E(aBE(an)) < E(a’n) < BE(aE(an) + a) < 2+ E(aE(an)).
f(f(n) <g(n) < f(1+ f(n)) <24 f(f(n)).
Mais g(n) ¢ Imjf donc
f(f(n)) <g(n) < f(1+ f(n)) <2+ f(f(n).
ce qui démontre que g(n) =1+ f(f(n)).

On arrive a la conclusion suivante:

( Il existe un, et un seule, couple de fonctions (f,g) de IN* dans )
IN*, vérifiant les conditions Cy, Cs et C3. Ce sont
f(n) = E(an)
Vn e IN¥,
g(n) = E(a’n)
1 5
Oua= +2\/_. )

Solution 4.5. 1°. Notons que k — pE(k/p) = 0 si k est un multiple de p, d’ou

<~ k—pE(k/p) _ Z E(k/p)
k1) k;+1 E(k+1)

pm—1 pm—1

k=1
1 1 1
Mais —— — — — — Al
TEerD) kK Ex1000

m pm— m—1

<~ k—pE(k/p) _ Z k/p '~ E(k/p)
pt k(k+1) p — k+1

B mz k’/p pz —~ 1 )/p)

=1 k=1
pm

S8 Bk =P 0/0) gy gy,
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Car E(k/p) — E((k—1)/p) = 1 si k est un multiple de p et E(k/p) — E((k—1)/p) = 0 dans

le cas contraire. On déduit que

Sk —pE(k
A (p) = kgk(”Tﬂ@ = Hyp — Hyp. (6)

Mais, d’apres les résultats du troisieme chapitre sur les nombres harmoniques nous

savons que 0 < H,, — Logn — v < 1/n pour tout n > 0. Alors, pour tout m > 0,

1 1 1
-— < H,, —H, —Logp < — < —
m pm  m
A(p) — Logp| < - 7)
m — Lo -
p gp m
On conclut que lim A,,(p) = Logp. ]

2°. Tout entier k s’écrit en base p sous la forme (bgk)bgk_)l ...bgk)b(()k))p avec bg.k) =

: . Logk
E(k/p’) — pE(k/p’*1) pour tout j > 0 et £ = £,(k) = E(LZ;O). La relation (7) se traduit
par
pY (k)
b, P
—— —L < =. 8
— k(k+1) 08P =N (®)

Fixons N € IN*. Pour chaque entier m tel que 0 < m < N on pose

Om = Apn-m(p™) =

p kE(k+1)
Alors, d’apres (7),
|6m — mLogp| < — — 9)
D’autre part, si m < N,
k=1 k=1
Il en résulte,
IREANYC 1 1
=2V LogD) < Lt F
- b%) B Logp p+1

< 10
1 k(k+1) pm pV (10)
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En combinant (8) et (10) et en remarquant que bgﬁN) =0 (0 <m < N), on trouve, pour

tout N € IN* et tout m tel que 0 <m < N

N_
P! bg,{f) Logp p+1
- <= (11)
st k(k) + 1) pm P
N-1
. . N . (k) 5 N .
Mais si 1 < k < p alors £,(k) < N et S,(k) = Z by, d’ou, en faisant la somme des
m=0

inégalités de (11) pour m variant entre 0 et N — 1 on trouve

pZ Sp(k) (1- i)pLogp - (p+1)N.
= k(k+1) PN p—1 pN

ou bien
pN—1
3 Sp(k) _ pLogp| _ (p+ LN +p (12)
— k(k+1) p-—1 pV '
L
car oD <1.
p—1
La relation (12) montre que
1
o S~ _Se(k) _ plogp
im
N—oo k(k+1) p—1
NS, (k)
Ceci démontre le résultat car la suite Z P est croissante et admet une
k(k+1)
k=1 N>1
sous suite convergente. o

Solution 4.6. Commencons par suivre 'indication de ’exercice et de comparer ’écriture

en base 2 de n et de f(n) pour certaines valeurs de n.
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n | fn) || ()2 | (F(n))2
1 1 1 1
2 1 10 01
3 3 11 11
4 1 100 001
) ) 101 101
6 3 110 011
7 7 111 111
8 1 1000 0001
9 9 1001 1001
10 5 1010 0101
11 13 1011 1101
12 3 1100 0011
13 11 1101 1011
14 7 1110 0111
15 15 1111 1111

Ce qu’on remarque c’est la chose suivante: Si n admet (bgby—1 . ..bg)2, (avec £ = E(lgn)),

comme écriture binaire alors f(n) admet (bgb; ... b¢)2 pour écriture binaire, et ceci pour tout

n < 16.

On peut exprimer ce qui précede en disant

n—1 n
Vn >0,V (bo,...bno1) €{0, 13771 FRT ) 028 =14 b2 (A)
k=0 k=1

Montrons (A) par récurrence. Supposons le résultat vrai pour tout n < m et vérifions

le pour m.
m m—2
Soit # =Y bp2¥ =bg +2by + 4y avec y = Y bp22¥, et by, = L.
k=0 k=0

m—1

& Sibyg=0,alors x =2 Z 6x2%, avec 8y, = by41, et par conséquent,

k=0

—_

m— m—

1 m—1 m
F@)=FO 025 =Y 1128 = > bi2" =Y 2"
k=0 k=0

k=0 k=0
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& Si(bo,bi) = (1,0), alors f(x) = F(1+4y) = 2/(1 + 2y) — f(y). Mais

m—2
Yy = ak2k§ oy = bpyo
k=0
m—1
142y = B2k B =bppisik>1et,B=1
k=0
Alors,
m—1 m—2
f(l') =2 Z 6m—1—k2k - Z Olm_g_k2k
k=0 k=0
m—2 m—2
=227+ ) by k2) = ) bpi2”
k=0 k=0

m—2 m
=2™ 4 Z by 2F = me_kz’“.
k=0 k=0

& Si(bo,b1) = (1,1), alors f(x) = f(3+4y) = 3f(1 +2y) — 2f(y). Dot

m—2 m—2
F@) =327+ ) bpi2) =2 bp2"
k=0 k=0

m—2 m
=27 4 27 Y b 428 =) b 28
k=0 k=0
Nous avons ainsi démontré (A), et donné une déscription complete de f. ]

1
Solution 4.7. Fixons un entier m > 0, et posons Al — on f(2"m). D’apres I’hypothese

on a

0 < f(2"m) —2f(2"m) < 1,

En faisant la somme de ces inégalités

d’ott en divisant par 2"T1: 0 < Aﬁ[i)l —Am < ESE

entre n =p et n = ¢ — 1, (avec ¢ > p), on trouve:

11
m) _ qm) < L L
0< AP — AP < o - o

Ceci démontre que la suite (A%m))nzo et la suite (Bflm))nzo, de terme général B{™ =
Al 4 /2™, sont adjacentes. (i.e. (A,(Im))nzo est croissante, (Bém))nzo est décroissante,
et ILm (BI™ — A(™)) = (). On conclut & Pexistence d'une limite commune o, & ces deux
sui?’;esfoqui vérifie

1 1 1
Vm € IN*, V(n,p) € IN?, 2—nf(2”m) <y < 2—pf(2pm) + 5 ()
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En utilisant I’hypothese une deuxieme fois on a
1
Y (m,n) € (IN*)2,  0<AMmTD _ gm) _ AL < o

d’ol1 en faisant tendre n vers 'infini, Vm € IN*, Qm+1 = Qyyn + 1. Cette relation permet
de démontrer par récurrence sur m que «,, = am. (Ou l'on a noté o pour ay).

On revient & (©) et on met n = p = 0, on trouve
Vm e N, f(m) < am < f(m)+1. ©)

Il en résulte que si am ¢ IN alors f(m) = E(am) = [am] — 1.

Supposons dans la suit que o = d avec p et ¢ deux entiers premiers entre eux. (Car
si a € Ry \ Qlexercice est terminé). D’apres () on a f(q) € {p — 1, p}, distinguons alors
deux cas:

1°. Dans ce cas f(q) = p — 1. Alors Nous allons montrer par récurrence sur k > 0 que

f(gk) = pk — 1. En effet, D’apres () on a
pk —1 < f(qk) < pk.
D’autre part 0 < f(qk) — f(q(k — 1)) — f(q) <1 et donc d’apres 'hypothes de récurence
pk —2 < f(qk) < pk — 1.

Les deux relations précédentes montrent que f(m) = [am] — 1 pour tout m multiple de q.
Mais si m n’est pas multiple de g alors am ¢ IN et f(m) = E(am) = [am] — 1.
2°. Dans ce cas f(q) = p. Alors Nous allons montrer par récurrence sur k > 0 que

f(qk) = pk. En effet, D’apres () on a
pk —1< f(qk) < pk.

D’autre part 0 < f(qgk) — f(q(k — 1)) — f(q) <1 et donc d’apres 'hypothes de récurence
pk < f(qk) < pk + 1.

Les deux relations précédentes montrent que f(m) = E(am) pour tout m multiple de q.

Mais si m n’est pas multiple de g alors am ¢ IN et f(m) = E(am) = [am] — 1. O
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Solution 5.1. Soit S I’ensemble des n sommets du polygone. L’application qui & un point
d’intersection de deux diagonales (autre qu'un sommet) fait correspondre le quadrilatere
dont ils forment les diagonales est clairement une bijection entre I’ensemble des points
d’intersection (autres que les sommets) des segments diagonaux et ’ensemble des parties
a quatre éléments de S. On conclut que le nombre des points d’intersection des segments

diagonaux vaut C* +n sin > 5, vaut 1 si n = 4, et vaut 0 si n < 3. O

Solution 5.2. Notons P,in) I’ensemble des parties a k élémentes de IN,,. Les ensembles

(Pén))ogkgn forment une partition de P,

Z Card ( Z Z Card ( = 2": kCk,
k=0

Pn) k=0 (n)

n

Mais (1+x) Z C*2" donc en dérivant et en substituant ensuite = par 1, on trouve
k=0
n
n2"~! =Y " kCE. Dot
k=0
Z Card (X) = n2" %, O
P(n)

Notons L I'ensemble des parties (X,Y) € P x P telles que XNY = Q. Clairement

Card (L@> -~ Y Card ({Y: Y C N, \ X})

Xepn)

— Z 2n—Card(X)

Xep)
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Notons de méme, pour B € P, Lp l'ensemble des parties (X,Y) € PO x P
telles que X NY = B. Cet ensemble est en bijection avec ’ensemble des parties (X', Y") €
P(IN,, \ B) x P(IN,, \ B) telles que X' NY’" = @. Alors d’apres le cas précédent on a

Card (LB) — 3n70ard(B)

On en déduit

Z Card (X NY) Z Card (B) - Card (Lp)
(X,Y)eP(m) xPp) Bep(n)

Z Card (B) _3n—Card(B)
Bep)

k=0 \ Bep(™

= Zn: KCy3" "
k=0

Mais n(1 + z)"~ Zka F=1alors
k=0

Z Card (X NY) =n4"" 1. o
(X, Y)eP() xP)(n)

Enfin, pour la derniére somme notons que
Card (X UY) = Card (X) + Card (Y) — Card (X NY)
Alors, en combinant ce qui précede on trouve

Z Card (X UY) =2"(n2" 1) +2"(n2" 1) —n4" ! = 3n4"" 1, =
(X, Y)eP() xP)(n)

Solution 5.3. Il suffit de noter que ’ensemble considéré est
UB,n) ={(z,y,2) EIN*: z+y+2<n}

qui est, d’aprés Dg, de cardinal C3. O
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Solution 5.4. Notons

S:{(x1,...7$n)€{—17071}n: szzo}
k=1
et
S = {(A,B) e P 5 P . Card (A) = Card (B), AmB:@}.

L’application ¢ : § — S qui & (z1,...,%,) € S associe les deux ensembles (A, B) € S
définis par A = {i € N,, : &; = 1} et B = {i € IN,, : &; = —1} est une bijection, donc
Card (S) = Card <§>

D’autre part, ’ensemble S est une réunion disjointe des ensembles (§k)O§ k<n/2 OU

Sy = {(4,B) € P™ x P ; Card (4) = Card (B) =k, ANB = 0}.

n~n—=k*

Card ({(af;l,...,xn) e {-1,0,1}": Zxk =0}) = Z W'—WC)' o
k=1 . '

0<k<n/2

et Card (§,€) — CkCk . ALors

Solution 5.5. 1°.a L’idée est de noter que P,Snﬂ) = P,gn) u{Bu{n+1}: Be P,gr_L)l} et

que cette réunion est disjointe. Donc, pour 1 < k < n +1,

S o= Y [eton ¥ o

et "
E Hai: E a; + apy1.

Alors,

n+1 n

k __ k
1+ a; | 2 =1+ a; | ¥+
k=1 B€P<n+l) i€EB k=1 BEP(TL) i€B
k k

TAn+41 1+ Z Z H a; ZL’k

:(1—|—scan+1) 1—|—Z Z Hai gjk
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ce qui permet a la récurrence de tourner. O

1°.6. En prenant x = —1 on trouve

Mo-o- 1430 | ¥ e
k=1 k=1 Bep(™ i€B
2°.a. L’application
O:F —PE): f— fr{1}).
vérifie que Ool" est l'identité de P(FE) et I'o® est identité de F. I' est par conséquent
bijective.

2°.b. La vérification est immédiate.

2°.c. On a . .
E\(J A = (N (E\ 4.
k=1 k=1
alors, en utilisant 2°.b on trouve 1 — 'y = H(l_FAk)7 puis en prenant 1°.b. en
k=1
considération, on obtient
n
-S| Y I

2°.d. C’est evident.

2°.e. De 2°.c., et en utilisant 2°.d.,

n

S =Y | Y ST

rxel k=1 BGPIE’”) x€FE 1€B

soit
Card <0 Ak> = i(—l)k_1 Z Card <ﬂ Ai)
k=1 k=1 Bep™ icB

3°. L’ensemble {oc € S(n) : Vi € B, o(i) = i} est en bijection avec I’ensemble des

permutations de I’ensemble IN,, \ B, qui est de cardinal n — k alors

Card ({c € S(n): Vie B, o(i)=1})=(n—k).
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4°. 11 suffit de noter que

(4 ={ceSn):VieB, o(i)=i}

1€EB

et par conséquent, si B € P}gn)’

Card (ﬂ Ai> = (n—k).

i€eB

Donc, en utilisant 2°.e,

Card (U Ak) =D (=D Y (n—k)!=) () Ck(n—k)!

k=1

5°. G, = 8(n) \ (Up—; Ak). Alors,

~ (=) ~ (=D*
_ —nl —nl = nl
gn = Card (G,,) = n! —n! Z o = o
k=1 k=0
6°.a.
! ! >0
A2nt1 — A2p—1 = —
Al Tl o)l 2n+ 1)
1
n - n = T 0
2 Gl = Gu
1 1
Aon—2 — A2p = — >0

(2n—1)! (2n)!
6°.b. Les deux suites (agn)n>0 €t (a2n41)n>0 sont adjacentes alors elles convergent vers
la méme limite A\ = 1/e.
6°.c. la relation demandée est équivalente a a9, 11 < A < agy,.
6°.d. la relation demandée est équivalente a ag,+1 < A < agp42.

6°.e. Si n est pair alors de 6°.c on a g, — 1 = E(A(n!)), et si n est impair alors de 6°.d

on a g, = E(\(n!)). D’ou le résultat. O
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Solution 5.6. Nous allons démontrer le résultat plus général suivant:

([ Soit Ay, As, ..., Ax. N sous ensembles d’'un ensemble X. On suppose
que

1
Vie Ny, Card (4;) > iCard (X).

IP: < Alors, il existe une partie B dans X telle que

Card (B) < E(lg(N +1)), et Vie Ny, BNA;#0Q.

\

Fixons quelques notations, Si A est une partie de X, on note I'4 la fonction indicatrice

1
deAquivaut1six€AetOSix§2A.Simestunréelonposego(x)zE(x; >—1.

z+1
2k

On remarque & propos de ¢ que, pour tout réel z, p* (r)=F ( ) — 1, et que

©F(m) =0 «— E(mth_l) =1 <= k=E(g(m+1)).

Montrons, d’abord le lemme suivant:

Lemme: Pour toute partie non vide M C INy, il existe M C M tel que

Card (M \ ]TJ) < p(Card (M)), et ﬂ A # 0.

keM

En effet, Notons, pour z € X, f(z) = Z Ta,(x).

1
Si pour tout z € X, f(z) < §Card (M) alors

Card (M)

Card (X)
5 _—.

Card (X) > Y f(x) > Y Card (4;) > Card (M) 5

zeX keM

Ce qui est absurde.

~ ~ 1
On en déduit qu’il existe T € X tel que Z [a,(z) > éCard (M).
N keM
On pose M ={k € M : © € Ai}. Alors clairement on a

ﬂN A # 0O et Card (M) = Z Ty, () > %Card (M).

keM keM
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Card (M)

Soit Card (M)21+E( 5

) , ou bien

Card (M\JTJ) <Card (M)~ 1—E <Card (M))

2

§E<1+Ca;d (M)

) —1=¢(Card (M)).
ce qui démontre le lemme.
On définit une suite de parties de INy de la maniere suivante:

a. Pour p = 0 on pose T}, = 0.

p—1
b. Si U Ty = Ny on pose 1), = Q.
k=0
p—1 p—1
c. Si U Ty, # INy alors d’apres le lemme on trouve T, C INy \ (U Ty) telle que
k=0 k=0
ﬂ Ak 7é ®7
kET,
D p—1
et Card (]NN \ (| Tk)> < (Card <1NN \ (| T@)) : (%)
k=0 k=0

Notons pour simplifier R = E(lg(N + 1)). Si pour tout p € {0,1,2,...,R} on a

© <Card (]NN \ (| Tk)>>
k=0

R-1
< oy (Card (]NN \ ( U Tk:)))

k=0
SS §0R+1(N):—]_

p
INy # U Ty, alors d’apres (x)
k=0

IN

k=0

q
Ce qui est contradictoire. Il en résulte qu’il existe g € {1,2,..., R} tel que Ny = U T). On

k=1
choisit, pour chaque k € {1,..., ¢}, un élément z, € ﬂ Aj, etonpose B = {x1,22,...,24},
JET,
alors
Vke Ny, BNA,#0 et Card (B)=q< E(g(N +1)). O

L’exercice correspond au cas particulier N = 1066, ou 10 = E(1g(1067)).
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Solution 5.7. Notons que

f(r,n) = % Z min(B).

" Bep(™

Mais si B € P{™ alors min(B) prend les valeurs 1,2,...,n—r+1letsik € {1,2,...,n—r+1}

alors
Card ({B e P ; min(B) = k}) —crl
On conclut,
1 n—r-+1
_ r—1
f(r,n)—c—ﬁ Z kC] ;. [ )
k=1
n—r+1 n
Y kCiT) = (n—k)Ccr1
k=0 k=r—1
= Y (n=k)(Ci—Ci)= Y (n=k)Ciy— Y (n—k)Cf
k=r—1 k=r—1 k=r
=Y (n—k+1)C; =) (n—k)C; =) Cy
k=r k=r k=r
=) (Gh -G =1
k=r
1
Il en résulte, d’apres #, que f(r,n) = C;;i}/c*;; = Zil m]

Solution 5.8. C’est une récurrence immédiate.
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Solution 6.1. On utilise la propriété simple du cours: Pacp (a,b) = Pacp (a,b — Aa).

Paep (15n° + 8n + 6,30n* 4 21n + 13) =Pccp (15n° + 8n + 6,5n + 1)
=Pacp (5n+ 6,51+ 1)
=Pacp (5,56n+1) = Paep (5,1) =1

Ce qui démontre le résultat. ]

Solution 6.2. Notons que
=(an + 2b,) + V2 (an + by).

On en déduit les deux relations récurrentes: a,+1 = a, + 2b,, et b,+1 = a,, + b,. Par

conséquent
Pccp (apy1,bn41) = PaeD (byy1 + by, bpy1) = Pacp (b, b, + a,) = PacDd (by, ay) .
Cette relation permet de démontrer par récurrence sur n que

Pacp (an,b,) = Pacp (a1,b1) = 1. =]

Solution 6.3. Remarquons que si m et n sont deux entiers de IN*, et si m = gn + r avec
0 <r < nalors a” — 1 est le reste de la division euclidienne de a™ — 1 par a™ — 1. Car
a” —1=a"a"-a"+a" —1=a"(a"" -1)+a" -1

—1

=a" () a") - (a" —1)+a" - 1.

q
k=0

et 0<a"—1<a™—1.
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Comme dans l'algorithme de calcul de Pacep, on définit par récurrence la suite (rx)keN

en posant

le reste de la division de rx_1 par rg, si rp > 0.
ro=>b r=c¢ Tigt1=
0, si 71, =0.

et on note n le premier indice tel que r,, # 0 et 7,41 = 0, on sait alors que r, = d.
Si l’on pose alors Ry =a® — 1, Ry = a° — 1,
le reste de la division de Ry_1 par Ry, si Rp > 0.
Ry41 =
0, si Rx =0.

On déduit de la remarque du debut et par récurrence que R = a™ — 1 pour 0 < k < n.

On conclut que
Pcep (a’ —1,a° — 1) = Pacp (Ry, Rkt1) = -+ = PGep (R, Ryy1) = a® — 1.
Comme b|m et ¢c|m alors (a® — 1) | (a™ — 1) et (a® — 1) | (a™ — 1) donc
Prcum (a® —1,a°—1) | (@™ — 1)

Mais
Ppcm (ab —1,a°—1) - Pacp (ab —la®—1) = (a® —1)(a® = 1).

Il en résulte,

(a® = 1)(a — 1) | (a™ — 1)(a® — 1). O

Solution 6.4. Notons a,, — 22" _ 9 et b, = 22" _ 4. Montrons que
Tlan, = (7]b,) et (7|ant1).

En effet, supposons que 7| a, alors b, = (227)2 —4 = (a, +2)% — 4 = an(a, +4), donc
2-2=(b,+4)?—-2=b,(b, +8)+ 14, donc 7| a,y1.
Mais 7| ag, alors on a démontré par récurrence que, pour tout n, 7|a, et 7|b,. Enfin

42" 1 92" 4 1 = a, + b, + 7 done 7| (427" + 22" 1+ 1). O

7|by. D’autre part, aniq = (22 )
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Solution 6.5. Pour tout n on a,

22 = 4" = (1+43)"=14+3n+9> 3" 2Ch=1+3n+9\,.
k=2

alors

22" 4 6n —1=9(n+ \,). a

Solution 6.6. Supposons que pour un certain n, 121 divise n? +3n+5. Onan?+3n+5 =
(n+7)(n—4)+ 33, il en résulte que 11| (n+7)(n —4). 11 étant premier alors 11| (n+7) ou
11|(n—4). Mais (n+7) = (n—4)+11 alors 11| (n+7) et 11| (n—4) d’ou 121 | (n+7)(n—4).
Or ceci, avec I'hypothese 121 | (n? + 3n + 5), implique que 12133 ce qui est contradictoire.
Alors

Vn e N, 121 f(n* + 3n + 5). O

Solution 6.7. Notons que n? + (p — 2¢)n + ¢*> = (n+p — q)(n — q) + pq. Alors
Pln*+(p—20n+q¢*) = pln—q(n+p—q)

p est un nombre premier, il en résulte que p|(n — q) ou p|(n + p — q). Mais ceci implique
que p|(n—q) et p|(n+p—q), et par conséquent p? | (n — q)(n + p — q). Or, par hypothese
p*| (n+p—q)(n—q)+ pyg, alors p* | pq ce qui implique que p|g. =

Solution 6.8. Notons que pour tout n et m on a
Pacep (2n+1,m) = Pacep (2n+1,2m) .

En utilisant la remarque précédente on peut écrire
Pcco (2n +1,n%+ n) =Paccb (2n +1,2n% + 2n)

=Pacp (2n+1,2n° +2n — n*(2n+ 1))
(Zn +1,2n — n2) = Pacep (2n +1,4n — 2n2)
=Pacp (2n+ 1,4n — 2n° +n(2n + 1)) = Pacp (2n + 1,5n)
(2n+1,5n—2(2n+1)) = Pccp (2n+1,n —2)
=Pacp 2n+1—-2(n —2),n —2)

Alors Pcep (2n +1,n3 4+ n) = Pacp (5,n — 2), ce qui donne le résultat. o
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Solution 6.9. On a toujours (n+ 1) | (n? — 1), donc (n + 1) | (n? + 1) implique que (n + 1)
divise (n? + 1) — (n? — 1) = 2 ce qui montre que n € {—3,—2,0,1}. D’autre part, si
n € {-3,-2,0,1}, alors (n + 1) | (n? + 1). Les valeurs cherchées sont donc {—3,-2,0,1}. o

Solution 6.10. Notons que
n®—3=(n*+3n+9)(n—3)+24
Alors (n — 3)| (n® — 3) si, et seulement si, (n — 3)|24. Alors
ne{-21,-9,-5,-3,-1,0,1,2,4,5,6,7,9,11,15,27}. o

Solution 6.11. Posons b, = 923" 4 1. Clairement on a 3 | by. Supposons k > 0 et 381 | by,
On a

bk+1 = (bk — 1)3 +1= bi(bk — 3) + 3by.

Or 3%+2| b2 car 3**1 | by. 1l en résulte que 3¥+2 | by 1. Ce qui démontre le résultat par

récurrence. o

Solution 6.12. Supposons qu’il existe (a,b) € IN* x IN* tel que

a? + b2

m:)\G]N

a > b,

On peut, quitte a diviser a et b par d = Pacp (a,b), supposer que Pacp (a,b) = 1.
Alors Paop (a?,b?) = 1.

Mais on a (A —1)a? = (A + 1) b?, donc a? divise (A + 1) b? et il est premier avec b?, il
en résulte que a? | (A + 1) ; par exemple XA+ 1 = a2k, et alors A — 1 = b?k. De ce qui précede

on trouve k(a? — b?) = 2, d’out
2>a®*—bv*=(a—b)(a—b+2b)>1-3=3.

Une contradiction qui acheve la démonstration de la propriété. ]



CHAPITRE SIXIEME 137

Solution 6.13. Présentons les calculs dans un tableau:

k Tk qk (7% Sk
0 60809 1

1 58483 1 0 1
2 2326 25 1 —1
3 333 6 —25 26
4 328 1 151 —157
5} 5} 65 —176 183
6 3 1 11591 —12052
7 2 1 —11767 12235
8 1 23358 —24287

Il en résulte que Pacp (60809, 58483) = 1 et que 23358 b — 24287 a = 1. ]

Solution 6.14. 2. Notons que pour tout a € IN* et tout &k € IN*,
(a—1)] (a* —1).
Il en résulte que, (22" —1)| ((22"“)27”7”71 — 1). Ce qui se traduit en disant que
Ym>n, 22 —1|F, -2

D’autre part, 22" — 1 = (22" — 1)(22" +1). Alors, Vm > n, F.|F,, —2.

1. On peut supposer m > n. Comme F), et F,, sont des nombres impairs alors
d = Pacp (F,, F,,) est un nombre impair. D’autre part, d|F,, et F,|(F,, — 2), alors
d| (F, — 2). On sait aussi que d | F), alors d|2. Comme d est impair, d = 1.

11. Soit, pour chaque n, p, un nombre premier qui divise F},. L’application
fTIN—P:n—p,

est injective d’apres 22. Donc P est infini. ]

Solution 6.15. 2. On a
Pccp (Up42,Uny1) = Pacd (Upy1 + Uy, Upy1) = Pacd (Upga,Us) -

Comme Paep (Uy,Up) = 1, alors une récurrence immédiate nous permet de montrer que

Pacp (Up41,Uy) = 1 pour tout n € IN.
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n. La relation demandée est vraie pour p = 1 et p = 2. Supposons qu’elle soit vraie
pour p — 1 et p ((avec p > 2). ALors
Un+p =Untp—1 + Unip—2
=Up-1Up1 +U U, +U,—1Up—2 + U, Up—1
=Up—1(Up—1 +Up—2) + U (Up + Up_1)
=Up1Up, + U, Upt1
d’ou la relation demandée pour p + 1.
12. Notons d = Pacep (b,a) et A = Pacp (be,a). Comme 0 | be et 6 | a alors 0 | A.
D’autre part a et ¢ sont premiers entre eux alors A et ¢ sont premiers entre eux. Mais
A | be alors d’apres le lemme de Gauss, A | b, or A | a aussi, donc A | §. Par conséquent A = 6.

w. D’apres 2. on a

an+r = Un—lU(q—l)n+r + UnU(q—l)n+r+1

Alors
Pacp (Ugnir, Un) =PccD (Ugnir — UnUg—1yntr+1, Un)

=Paccp (Up-1Ug—1yntrs Un)
En utilisant 2. et le fait que Pacp (U, —1,U,) = 1, on trouve
Pcop (Ugntr, Un) = Pacd (Ug—1ynsr, Un) -
Cette relation permet de démontrer par récurrence sur ¢ que
Pacep (Ugntr, Upn) = Paep (U, U,,) .

v. Comme dans ’algorithme de calcul de Pccp, on définit par récurrence la suite

(rk)kew en posant

le reste de la division de rp_1 par ri, si rip > 0.
o = m, r =n, Tk+1 =
0, si rp=0.

et on note t le premier indice tel que r; # 0 et r;1 = 0, on sait alors que r; = d.

D’apres w. on a pour tout 1 < k <t
Pceo (U, ,,U,,) = Pccp (Uy,,Up,,,)
ce qui permet de déduire que

Paco (Un,,U,) = Pacp (U,,, U,

Tt+1

)sz. O



CHAPITRE SIXIEME 139

Solution 6.16. Notons que a? = b?> — 46127, implique que b > /46127, ou bien b > 215.
Or si b = 215 alors b? — 46127 = 98, et si b = 216 alors b? — 46127 = 529 = 232. Alors
46127 = b?> — a?, avec a = 23 et b = 216. D’ot1 la factorication en produit de deux nombres

premiers: 46127 = (216 + 23)(216 — 23) = 239 x 193. o

Solution 6.17. Soit n un entier vérifiant la propriété demandée. Notons 2% la plus grande
puissance de 2 qui divise n. Alors d’apres '’hypothese o — 1 est pair, 3|« et 5|a. Par

conséquent a est un multiple impair de 15:
a =15+ 30t, pour un certain ¢t € IN.

Notons 3” la plus grande puissance de 3 qui divise n. Alors d’apres I’hypotheése (3 est
pair, 3| (8 — 1) et 5| . Par conséquent 10| 5 et 3| (8 — 1). Soit = 10u pour un certain
entier u et tel que 3|(10u — 1), mais 10u — 1 = 9u + u — 1 donc 3| (u — 1) ce qui donne
u—1=3s pour s € IN. D’ou

B =10+ 30s, pour un certain s € IN.

Notons 57 la plus grande puissance de 5 qui divise n. Alors d’apres I’hypothese v est
pair, 3|y et 5| (y—1) . Par conséquent 6|~ et 5| (y—1). Soit v = 6v pour un certain entier
v et tel que 5| (6v — 1), mais 6v — 1 = 5v+v — 1 donc 5| (v — 1) ce qui donne v — 1 = 5r
pour r € IN. D’ou

v =64 30r, pour un certain r € IN.

Enfin, si p®» est la plus grande puissance du nombre premier p, (p ¢ {2,3,5}) qui divise

n. Alors «, doit étre un multiple de 2, 3, et de 5. Alors o, = 307,. On conclut que
n:215.310.56_m30

Ou m est un entier naturel non nul. Le plus petit entier strictement positif n tel que n/2

soit un carré, n/3 sout un cube, et n/5 soit une puissance cinquiéme est

n = 21 .310. 5% = 30233088000000. O
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Solution 6.18. C’est une généralisation simple de ’exercice.11.

Solution 6.19. Notons d’abord que 2*» < n < 2**+1 Soit m € IN,,\ {2 }. I'entier m s’écrit
de maniére unique m = 2"(2t + 1). Si r > \,, alors m = 2*v avec v = 2" "M (2t + 1) > 1,
ou bien v = 1 et ceci contredit le fait que m # 2’\”, ou bien v > 2 et alors m > 211 > n ce
qui est aussi contradictoire. On conclut que m = 2" (2t 4+ 1) avec 0 < r < \,. D’autre part,
2t + 1 < n alors t < n/2. on conclut que m | (2*»~1A4,,).

Si H,, € IN pour un certain n > 2 alors

A 2214
(2>\n71An>Hn =" + Z I €N
1<k<n m
m#£22n

ou bien (A4,,/2) € IN ce qui est absurde car A,, est impair. O
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Solution 7.1. On sait que 7]1001, donc 103 = —1 mod (7). Si n = (bgby_1 ... bo)10 alors

n=> (=1)*(bsrs2bsk1bs)10 mod (7).
k>0

Par exemple

123 456 789 987 654 321 = — 321 + 654 — 987 + 789 — 456 + 123 mod (7)
= — 198 = 5 mod (7).

Solution 7.2. Pour tout n € IN, on

(16)" = 15n — 1= (15+1)" =1 — 150 = 225 Y ~ Ck(15)" > = 0 mod (225).
k=2

Solution 7.3. Notons que
Ay =1+ n+1)2+n+3)2=3n>+8n+10 = 3n(n —4) + 10(n + 1).
Mais 10 | A,, si, et seulement si, 2| A,, et 5| A,,.

2| A, <= 2|3n* <= 2|n.

et
5|n
5|4, < 5|3n(n—4) <= < ou
5[ (n—4)
On Conclut que
2ln et 5|n

10| A, — ou
2|n et 5|(n—4)

ce qui est équivalent a
n =0 mod (10)
104, <= < ou
n =4 mod (10)
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Solution 7.4. Notons que

4n? +1 =0 mod (5)
65| (4n? +1) < { et
4n? +1 =0 mod (13)

Et
4n* +1=0mod (5) <= n?—1=0mod (5)
< (n—1)(n+1) =0 mod (5)
5/(n—1)
<~ ou
5/(n+1)
Et

4n* +1=0mod (13) <= 9n® —1 =0 mod (13)

<= (3n—1)(3n+1) =0 mod (13)

13| (3n —1)
< ou
13| (3n+1)
On arrive a la conclusion suivante
5l(n—1) et 13|(3n—1))
2 ou (bj(n—1) et 13|(3n+1))
514"+ 1) <= 4 00 (5](n+1) et 13](3n—1)) ¢

ou (bl(n+1) et 13|(3n+1))

Supposons que 5| (n — a) et 13| (3n — b) avec (a,b) € Z*. Alors n = a + 5k pour un
certain entier k tel que 3a — b+ 15k = 0 mod (13) qui est équivalent a 2k = b— 3a mod (13).
On multiplie alors les deux membres de cette égalité par 6 on trouve —k = 12k =
6b — ba mod (13), ce qui donne enfin £k = 5a — 6b mod (13) ou bien &k = 5a — 6b + 13/
pour un certain entier £. Il en résulte que n = a + 5k = 26a — 30b + 65¢, ou d’une facon
équivalente n = 26a — 30b mod (65).

Inversement, si n = 26a — 30b mod (65) alors n = a mod (5) et n = —4b mod (13) ou

bien 3n = —12b = b mod (13). Conclusion,
5/(n—a)et13](3n —b) <= n = 26a — 30b mod (65).

En revenant a <> on trouve

n = —4 mod 5653
9 ou n = —9 mod (65

65| (4n” +1) ou n = 9 mod (65) -
ou n = 4 mod (65)
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Solution 7.5. Supposons 0 < k < p. On pose ¢ = kl(p — k)! et b = C’;,f. p fc et p est un
nombre premier alors Pacp (p,c) = 1, d’autre part, p|bc = pl. Alors d’apres le lemme de
Gauss p|b, ce qui se traduit par C’;f = 0 mod (p) pout tout k € {1,2,...,p — 1}. Bien sur
Ck=1mod (p)sik=0ouk=p. =
Solution 7.6.

a (1945)8 510 512 (1945)12 (2001)2001 7355 7355
b 7 11 11 11 26 10 100
a mod (b) 1 1 3 4 25 3 43

Solution 7.7. D’apres le théoréeme de Fermat, (10)® = 1 mod (7). Or pour tout k € IN¥,
10* = 4 mod (6), (Par récurrence sur k). Alors, pour tout k > 1, (lO)mk = (10)* mod (7).

Par conséquent

10
310" = 10° = 100 = 5 mod (7). o
k=1

Solution 7.8. Supposons que abc # 0 mod (7) alors les entiers a, b et ¢ sont tous premiers
avec 7. D’apreés le théoréme de Fermat, si 7 Jz alors 26 = 1 mod (7) ou bien 7 | (23 —1)(23+1)
donc

7fr = 23=1mod (7) ou z*=—1mod (7).

Il en résulte que

(7 fa, T)b, Tfb) = a®+b>+c#0mod (7).

Ce qui démontre le résultat. ]
Solution 7.9. D’abord, la solution z, si elle existe, de ax = b mod (n) est unique modulo
n. Car, comme Pacp (a,n) = 1, le fait ax = ay mod (n) implique = = y mod (n). Vérifions
maintenant que z = ba?(™ =1 est une solution. En effet, d’aprés le théoreme d’Euler
az = ba?™ = b mod (n).
3z = 5 mod (26) alors z = 5- 3 = 19 mod (26).
13z = 2 mod (40) alors x = 2 - (13)!® = 34 mod (40).
10z = 21 mod (49) alors z = 21 - (10)** = 7 mod (49). O
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Solution 7.10.

o Notons que 13191, 13| 143 et que 13 f84 alors 'équation 91z = 84 mod (143) n’admet
pas de solutions.

o Dans ce cas Pacp (91,147) = 7 et 7|84 alors I'équation 91z = 84 mod (147) est
équivalente a 13z = 12 mod (21). En multipliant les deux membres par 13 on trouve
1692 = 156 mod (21) ou z = 9 mod (21).

¢ La premiere équation montre que x = 2 + 12a pour un certain a € ZZ. On remplace
dans la deuxiéme équation: 2 + 12a = 3 mod (13) ce qui donne a = —1 mod (13) ou bien
a = —14 13b pour un certain b € ZZ. Si I'on revient a x: * = —10 + 156b. Remplacons alors
dans la troisieme équation: —10 4 1566 = 5 mod (7) qui est équivalente & 2b = 1 mod (7) ce
qui montre que b = 4 mod (7). i.e. b =4 + 7c pour un certain entier c¢. En revenant a x on
trouve x = 614 mod (1092).

o On trouve x = 34 mod (1140). =

Solution 7.11. Notons d’abord que

p(n)

a?™ —1=(a—-1) Z ab L,

k=1

Comme Pacp (a,n) = 1 alors d’apres le théoreme d’Euler n | (™ —1). Mais de plus on a
w(n)

Pacep (a —1,n) =1 donc d’apres le lemme de Gauss 7 | Z ak 1L, o
k=1

Solution 7.12. D’apres le théoréme de Fermat on a, pour 1 < k < p, k»~1 =1 mod (p) et
kP = k mod (p). Alors

p—1 p—1
ka_l 521 =p—1=—-1mod (p).
k=1 k=1

et

p—1 p—1 _1
Zk‘p = ZkEp(pT) = 0 mod (p).
k=1 k=1

Ce qui démontre le résultat. O
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Solution 7.13. Supposons que a™ = 1 mod (a™ —1). En effectuant une division euclidienne

on am = qn + r avec 0 < r < n. Mais
a"—1=ad"(a""-1)+a" -1

Donc (a™ —1)|(a™ —1) et (a™ —1)|(a™ — 1) d’ou (a™ — 1)|(a” — 1) ce qui montre que

a”"—1=0, (car a” — 1 < a™ —1). Alors r = 0 et on a montré que
Ordgr—1(a) =min{e e N* : a® =1 mod (a" — 1)} =n
Il en résulte d’apres le corollaire.6 que n | p(a™ — 1). =

Solution 7.14. Notons n = 2m + 1 et S, = 24m+2(24m+3 _ 1) — 28,

S =4(8 - 28 — 24— 7)
=4(8(2°" — 1) — (2'™ — 1))
=4(2"" —1)(8(2*™ +1) — 1)

Mais 24" — 1 = (16)™ — 1 =0 mod (5), et 8(2*™ +1) — 1 =8((16)™ + 1) — 1 = 0 mod (5).
Il en résulte que

100 42" —1)(8(2" + 1) — 1).

D’ou le résultat. o
Solution 7.15. Notons R,(n) = n — pE(n/p) pour n € IN. Clairement 0 < R,(n) < p et
R,(n) =0 <= p|n.

Pour k € IN,_1, on pose f(k) = R,(k®) + R,((p — k)?). Comme p Jk> et p [(p — k)?
alors 2 < f(k). D’autre part, f(k) < 2p. Enfin, en développant f(k) on voit immédiatement
que p| f(k). On conclut que f(k) = p pour tout k € IN,_;.

1 pp—1
SR, () = £ 37 iy = PV
2 2
k=1 k=1
Mais, d’autre part,
p—1 p—1 13 (p — 1)2p? Pzl 43
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En combinant ces deux résultats on trouve

ISE <k_3) () -1)p-2)

P 4

k=1

&

Notons que si k € INys alors 1 < E(¢kp) < 3/(p— 1)(p? — 2p) < p—1 car p*—2p < (p—1)2.
Inversement, si E(¢/kp) < p—1 alors kp < (p—1)3 puis k < p?> —3p+2+ (1 —1/p) ou bien

kE<p?—3p+2= M. On a donc montré que
1<k<M <= 1< E(kp)<p-2.

Soit r € {1,2,...,p— 2}, notons B, = {k € Ny, : r = E(JYkp)}.
keB, «<—r<JVkp<r+1

—=ri<kp<(r+1)>°

3 3
<:>r—§k<(r+1)
p p
3 13
<:>E(T—)+1§k:§E((T+ ))
p p

On a utilisé que p Jr3 et p J(r + 1)3. On en déduit que

Card (B,) = E ((”1)3) _E (ﬁ) .

p p

En utilisant ce qui précede

M p—2
> E({/kp) =) rCard (B,)
k=1 r=1

~(p -1’ 2) - .
Ce qui donne
M
5 Bp-5FE-1FE-2)
E(/kp) =
; ( p) 1

(1)
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EXercicE .1 A la station de transylvanie I

A la station de transylvanie, il y a quatre types de travailleurs:

Les hommes sains d’ésprit.
Les hommes fous.
Les vampires sains d’ésprit.
Les vampires fous.

Tout ce qu'un homme sain d’ésprit dit est vrai. Tout ce qu'un homme fou dit est faux.

Tout ce qu'un vampire sain d’ésprit dit est faux. Tout ce qu’un vampire fou dit est vrai. Dans

les questions suivantes, on a affaire a des couples mariés, Il faut savoir qu’en transylvanie,

le mariage entre un étre humain et un vampire est rigoureusement interdit. Un étre humain

ne peut épouser qu’'un étre humain et un vampire se marie avec un autre vampire. On ne

sait

1°.

2°.

3°.

pas s’il y a des fous parmi les personnes interrogées.
Sylvain et Sylvia Nitrate.

Comme on I’'a déja expliqué, les époux Nitrate sont deux humains ou deux vampires.
Voici leurs déclarations:

Sylvia : Mon mari est un étre humain.

Sylvain : Ma femme est un vampire.

Sylvia : L’un de nous deux est fous et ’autre ne I’est pas.

Monsieur et Madame Nitrate sont-ils des vampires ?

Un jour je rencontre Monsieur et Madame Globule. Madame Globule m’affirma que
tout ce que disait son mari était vrai. Quant a Monsieur Globule, il affirma que sa
femme est folle. Que peut-on en déduire ?

Un autre couple fait les déclarations suivantes:

Le mari : Nous sommes deux vampires.

L’épouse : Nous sommes dans le méme état mental.

Qu’étaient-ils 7

147
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40

. Enfin, voici les déclarations de Luigui et Manuela Byrdcliffe:

Luigui : Un de nous deux au moins est fou.

Manuela : C’est faux.

Que sont-ils ?

EXERCICE .2 A la station de transylvanie IT (Suite de I'exercice 1.)

L’inspecteur de police Craig est appelé d’Angleterre pour aider a trouver les vampires. On

arréte trois couples de personnes, et a chaque fois, on était stir que 'une des deux était un

vampire et 'autre un étre humain.

1°.

20

3°.

Lucie et Minna
Pour sa premiere enquéte, Craig devait reconnaitre le vampire, parmi deux sceurs, Lucie
et Minna. Il ne savait pas si I'une d’elles était folle. Voici leur interrogatoire.
Craig a Lucie : Qu’avez vous a dire ?
Lucie : Nous sommes folles.
Craig a Minna : Est-ce vrai?

L’inspecteur trouva immédiatement le vampire. Comment ?

. Michael et Peter Karloff

Pour sa deuxieme enquéte. L’inspecteur devait interpeler les freres Michael et Peter
Karloff. Les freres déclarerent:
Michael : Je suis un vampire.
Peter : Je suis un étre humain.
Michael : Nous sommes, soit tous les deux fous, soit tous les deux sains d’esprit.

L’inspecteur trouva immédiatement le vampire. Comment ?

Karl et Martha Dracula
Karl et Martha Dracula étaient jumeaux. On savait qu'un des deux était fou et que
I'autre était sain d’esprit, mais on ne savait pas qui était le fou, et bien stir, on ne savait
pas qui était le vampire. Ils déclarerent:
Karl : Ma sceur est un vampire.
Martha : Mon frere est fou.

Qui est le vampire ?
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Exercice .3 Une princesse ou un tigre ?

Un roi a eu l'idée de donner a ses prisonniers une chance de retrouver la liberté. Un
prisonier doit choisir entre deux cellules dont chacune peut cacher une princesse ou un tigre.
S’il en choisit une cachant une princesse, il doit I’épouser, mais s’il tombe sur une cachant
un tigre, il est dévoré (ou il dévorera le tigre!). Toutes les combinaisons étaient possibles ;
Il pouvait y avoir deux tigres, deux princesses, ou un tigre et une princesse.

1°. Le roi emmena le premier prisonnier devant les deux cellules dont les affiches sont les

suivantes:
S —9_
une au moins des deux cellules 1l y a un tigre dans
contient une princesse lautre cellule

Le roi affirma: “Les deux affiches sont, soit toutes les deux sinceres, soit toutes les deux
fausses”. Ou devait aller le prisonnier ?

2°. Le roi décida de changer les regles de jeu comme 'expliqua lui méme aux prisonniers:
“L’affiche que je collerai sur la cellule 1 dira la vérité quand il y aura une princesse dans
cette cellule et mentira quand ce sera un tigre. Pour la cellule 2 ce sera exactement le
contraire ; quand il y aura une princesse ’affiche mentira et quand ce sera un tigre elle
dira la vérité. Une fois encore chaque cellule pourra cacher indifféremment un tigre ou

une princesse”. Le roi emmena le deuxieme prisonnier voir affiches:

11— _9_
les deux cellules les deux cellules
contiennent des princesses contiennent des princesses

Que devait faire le prisonnier ?
3°. Avec les mémes regles du jeu qu’au 2° on montra au troisiéeme prisonnier les affiches

suivantes:

11— —9_
Une cellule au moins Uautre cellule contient
contient une princesse une princesse

Qu’auriez vous fait a la place du prisonnier ?
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4°. Le roi décida de compliquer 1’épreuve, il demanda alors qu’on lui prépare une troisieme
cellule et expliqua au prisonnier qu’une seule cellule renfermait une princesse et qu’il

avait fait mettre un tigre dans chacune des deux autres.Voici les affiches:

—1- —2— —3—
1l y a un tigre ici Cette cellule contient Il y a un tigre
une princesse dans la cellule 2

Que feriez-vous si vous étiez a la place du prisonnier ?

5°. Le roi est devenu furieux car tous les prisonniers ont eu la vie sauve. il décida de
compliquer 1’épreuve, emmena un autre prisonnier et lui expliqua qu’une des trois
cellules contenait une princesse, une autre un tigre, et enfin la troisieme était vide.
I’affiche de la princesse disait la vérité, celle du tigre mentait, quant a celle de la cellule

vide, il préférait ne rien dire. Voici les trois affiches:

1— —2— —-3—
la cellule 3 est vide le tigre est dans cette cellule est vide
la cellule 1

Ot était cachée la princesse ?

6°. Un labyrinthe logique.
Le roi employa les grands moyens. Au lieu de trois cellules, il en utilisa neuf, et il n’y
cacha qu’une seule princesse. Toutes les autres étaient vides ou contenaient un tigre.
Une fois encore le roi expliqua que 'affiche de la princesse disait vrai, et que les affiches
des tigres mentaient ; pour les affiches des cellules vides il préférait ne rien dire.

voici les affiches:

—-1- —2— -3-

La princesse est dans cette cellule est laffiche 5 est vraie
une cellule dont le vide ou laffiche 7
numéro est impair est fausse

—4— —5— —6—
laffiche 1 est Uaffiche 2 ou l’affiche Uaffiche 3 est
fausse 4 est vraie fausse
—7— —8— —9—
la princesse n’est pas cette cellule contient un cette cellule contient

dans la cellule 1 tigre et la cellule 9 un tigre et l'affiche 6

est vide est fausse



EXERCICES D’EVALUATION 151

Le prisonnier réfléchit un long moment et finalement il s’écria: “Le probléme est
insoluble, vous n’étes qu’'un tricheur!”, “Je sais”, fit le roi en riant d’un air moqueur.
“Ah, c’est drole!” gémit le prisonnier qui ne trouvait pas ¢a drole du tout. “Donnez-moi
au moins un indice”, supplia-t-il, “La cellule 8 est-elle vide ou non ?”

Le roi, qui avait du remords, fut assez généreux pour répondre sincerement a cette
question, mais a son grand désappointement le prisonnier découvrit aussitot la princesse.

Ou était-elle ?

Exercice .4 Dialogue de fous

Soient a et b deux entiers compris entre 2 et 100. Pierre ne connait que leur produit P,

Serge que leur somme S. S’ensuit le dialogue suivant:

Pierre: Je ne peux dire quels sont ces deux nombres.

Serge : Je le savais.

Pierre: Ah bon? Alors je les connais.

Serge : Eh bien alors moi aussi je les connais.

Quels sont ces deux nombres 7

Indications

1°.

2°.
3°.

On montrera d’abord que P n’admet pas de facteur premier strictement supérieur a 47
et on en déduira une majoration de S.
On montrera ensuite que S n’est pas la somme de deux entiers premiers.

Conclure.

Exercice .5  Pour (n,a) € IN* x IN*, On rappelle que : Sl = Sk

1°.

2°.

Exprimer les sommes suivantes, en fonction de n et de ST(LQ), 87(104+1) et ST(LQ+2).

i 5t i kS,
k=1

k=1

Démontrer 'identité de Jacobi :

S+ 87 = 2(5V)?
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EXERCICE .6

1°. On considere les quatre fonctions polynomiales:

1 1 3, 1
Bo(z) =1, Bl(x):x_§v Bz(ﬂf)=$2—x+6, Bg(x)=x3—§x2+§x.

a. Montrer que, pour 1 <k <3, on a Bj(x) = kBy_1(x).

b. Etudier la fonction & — Bs(z) et calculer M = sup |Bs(z)].
0<x<1

2°. Soit ¢ : [0,1] — IR une fonction telle que les dérivées @', ", ), et (1) existent et
sont continues. On pose

V(@) = 0lw) ~ Bi(a)o! (@) + 5 Ba(w)¢" () — £ Ba(w)e® (z).

En calculant la dérivée de v, montrer que

puis

p(1) = 9(0) ~ 5 (¢/(1) +£'(0)) +

% (¢"(1) — ¢"(0)) = _%/0 B(z)p™ (z) da. (%)

3°. Soit k € IN*. En considérant la fonction = — ¢(z) = Log(x + k), et en utilisant la

relation (*), montrer

1 1 1 1 {1 1 L da
Log(k+1)—Logk — = [ —— + = i (R —— 17/ R —
og (k+1) — Log 2<k+1+k>+12<k2 (k+1)2>‘— /0(x+k:)4
(%)
ou M est défini dans 1°.b.

4°. Pour n € IN*, on pose

n
1 .
ou H, = Z — est le n'°™° nombre harmonique.
k=1
a. Montrer que la suite (7,,), converge vers ~ la constante d’Euler.

b. En utilisant (%), montrer que

M /1 1
— < — | — = — ).
h/k: 7k+1| - 3 (kS (k—|—1)3>
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c. Soit (n,m) € IN* x IN*, avec n < m. En faisant la somme des inégalités précédentes

pour k variant entre n et m — 1. Montrer que

M /1
— < — | — 1.
|’7n 7m| =3 (n3>

d. En déduire que

1
< .
~ 36/3n3

11
‘H"_Log"_V_%+ 1212

e. En prenant n = 3, trouver un encadrement de v, en précisant I’erreur commise.

ExERCICE .7  Soit p un nombre entier plus grand ou égal a 1.
(r+1)p—1

~ k

1°. Calculer la valeur de A(r) = Z E(-).
k=rp p
mp—1 L

2°. En déduire la valeur de A(m) = Z E(—-).
=0 P

—~ _ k
3°. Trouver, enfin, la valeur de B(n) = ZE(—) en fonction de m = E(n/p) et de n.
p
k=0
4°. Quel est le cardinal de ’ensemble

T(n,p) ={(z,y) € Nx N: z+ py = n}.

5°. En déduire le cardinal de 1’ensemble

T(n,p) ={(z,y) e Nx IN: z+py < n}.

ExerciceE .8 Démontrer Vn € N*, E(vV/n+1+4+/n)=E(/4in+2).

ExercicE .9 Pour n € IN*, soit 7, le nombre de points & coordonnées entieres dans le

domaine x > 0,y > 0, xy < n. Montrer que

T,=2| >  E/k) ]| —(EWn).

0<k<\/m
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ExErcicE .10  Ecrire la représentation binaire de (1000);, la représentation décimale de

(10011001)s.
ExercICE .11 En base p > 4, montrer que 1+ (10), x (11), x (12), x (13), = (131)2.

ExercicE .12 Appelons z,, U'entier dont ’écriture binaire est (1000 ---001)s ou tous les
—_—

n Chiffres
chiffres sont égaux a 0 sauf ceux des bouts qui valent 1, (donc n > 3). Déterminer I’écriture

o 2 .3 3 2
binaire de z7, x; et x, — xi + xy,.

ExEercICE .13 Résoudre les équations: (23)10 = (27)a, (136)10 = (256)p, et (341)19 =
(2331)..

ExERCICE .14 Soit uy 'entier positif dont ’écriture binaire consiste en k chiffres 1 suivis
de k + 1 chiffres 0 , suivis encore d’un seul chiffre 1. Montrer que uy, est le carré d’un certain

entier vy dont on déterminera 1’écriture binaire.

Exercice .15  Calculer le cube en base 2 de ’entier a; qui s’écrit dans cette base avec k

chiffres 1 consécutifs.
ExXERCICE .16 Soit a = (12345679)1¢. Quelle est 1'écriture décimale de 9a ?

Exgercice .17  Trouver tous les entiers n > 1 dont le produit des chiffres en base 10 est

égal a n? — 10n — 22.

ExEercicE .18 Trouver un entier n qui s’écrit avec trois chiffres en base 10, et tel que les
écritures décimales des entiers n, 2n, 3n utilisent ensemble exactement une fois les chiffres

del4ao.

Exercice .19 Calculer les deux sommes :

S, = En:E(\/E; 1) et T, = zn:E(f’/E)
k=1

www.Mcours.com
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Exercice .20 On rappelle que H,, désigne le n'®™° nombre harmonique.

1°. Exprimer en fonction de n et de H,, la somme :

n

1
5”22%—1

k=1

2°. Exprimer en fonction de n et des nombres harmoniques la somme :

n

Hy,
T”:;4k2—1

3°. Exprimer en fonction de n et des nombres harmoniques les sommes :

n n
A, = Zﬂzk et B, = ZH%H
k=1 k=0
4°. Exprimer la somme en fonction de n et de H,, la somme :
n

> K H

k=1
5°. Exprimer en fonction de n et des nombres harmoniques la somme :

1
W= 2 i+ 2j

1<i,j<n

6°. Déterminer les sommes :

n
1 1
Cn:ZfetCn:Zf
T min(i, 7) T max(i, j)

ExERCICE .21  Dans cet exercice p est un entier impair strictement supérieur a 1, et n est
un entier naturel.
1°. Calculer Card ({k € IN* : 1 < 2kp < n}).
2°. Montrer

nt 1 E(%)+1 si pl(n+1)
E( p >_ E(%) sipf(n+1)
3°. On considére dans le plan euclidien le triangle A, = (0OC,D,) ou C,(n,0) et
D, (n/2,n/p). On se propose de calculer le cardinal V,, de ’ensemble des points a
coordonnées entieres qui se trouvent dans le triangle A,,.
a. Montrer que les points O, D,, et D,,;1 sont alignés.
b. Trouver une relation de récurrence entre V,, et V,, ;1.

c. Déterminer V,, en fonction de n et p.
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EXERCICE .22  Montrer que pour tout n > 1,

W—ﬁ<ﬁ<f—m.

n

1
=

1
2°. Trouver ensuite la valeur de F <Z —)
k=1 vk

1°. En déduire un encadrement similaire de

ExErcice .23 Au village de KAKO les gens parlent une langue simple qui s’appelle le
KOKO. Les mots dans cette langue sont formés en utilisant seulement les deux lettres “K”
et “O”. Cette langue a aussi un grammaire tres simple:“ Un mot ne doit pas contenir deux
lettres “K” consécutives”. Par exemple, “KOOK” et “KOKOQO” sont des mots, alors que
“KKQO” n’en est pas un.

On note S,, le nombre de mots formés de n lettres dans cette langue.

1°. Calculer Sy, So, et Ss.

2°. Trouver une relation simple entre S,,+1, S, et Sp—1.

3°. Soit w I'unique racine positive de 22 — 2 — 1 = 0. On pose v, = Sp41 — WSh.

1 1 n—+2
a. Montrer que v,, = —— v,_1. En déduire que v,, = (——) .

w w

n—1
o Uk L
b. Calculer de deux manieres la somme Z T En déduire la valeur de S,, en
w

k=0
fonction de w et de n.

c. Montrer que

EXERCICE .24 Pour n € IN*, on pose

Un:E<%+%E<\/1+8E(\/m))).

Calculer

A, =Card ({n € N*: U, =m}).
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ExercICE .25  On rappelle que H,, désigne le n'®™° nombre harmonique.
1

1
1°. En utilisant le fait que = / 2"~V dz, pour tout k > 1, montrer que
0

n

(—1)’@107’;% = H,.

el
I
—

2°. Montrer aussi que

1
(1) CrH)y, = —.
n

NE

k=1

ExERCICE .26 Donner suivant les valeurs de n, la valeur de Pacp (2n + 1,9n + 4). Méme
question pour Pccp (2n — 1,9n + 4).

ExERrcICE .27  Déterminer deux entiers (s, t) tels que 143s—67t = 1. En déduire I’ensemble
des couples (z,y) € IN x IN tels que 143z + 67y = 20000.

ExerciCcE .28  Déterminer le reste de la division euclidienne de (247)319 par 7.

ExErcICE .29  On se popose dans cet exercice de trouver toutes les solutions (a, b, ¢) dans
(IN*)3 de I’équation:

a’ + b =2

1°. Soient u et v deux entiers positifs premiers entre eux tels que uv = w? pour un certain
entier w. Montrer qu’il existe deux entiers positifs u; et vy tels que u = u? et v = vi.
(On pourrait considérer la factorisation en nombres premiers de u et de v.)
2°. Soient x,y, z trois entiers naturels strictement positifs deux a deux premiers entre eux
et tels que 22 + y? = 22
a. Montrer que x ou y est pair, et que 'autre est impair. Montrer aussi que z est
impair.
On suppose dans la suite de cette question que x est impair.
b. Montrer que Pacp (2x,22) = Paep (2 + 2,2 —x) = 2. On pose alors 2u = z + z
et 20 =2z —x.
c. En déduire qu’il existe n et m tels que u = n? et v = m?.
d. Exprimer z ,y et z en fonction de n et de m.
3°. Soit (a,b,c) € (IN*)3 tel que a? + b* = 2.
a. On pose d = Pacp (a,b). Montrer que d = Pacp (b, ¢) = Paep (a, ).
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b. Montrer, pour (a,b,c) € IN3, I’équivalence entre les propriétés suivantes:
i. a® +b% = 2.
ii. 1l existe (n,m,d) € IN® tel que
(d(n? — m?), 2dnm, d(n? + m?)).
(a,b,c) =< ou
(2dnm, d(n* — m?),d(n® + m?)).

Exercice .30  Pour tout n € IN, on pose d(n) = E(v/n+1)—E(y/n), et pour tout p € IN*

on pose

Sp = Z E}i(\]/f]:_——:;)
1<k<p?
1°. Montrer que, pour tout n € IN, §(n) € {0,1}.
2°. Montrer que §(n) = 1 si, et seulement si, 'on peut trouver k € IN tel que n = k? — 1.

3°. Utiliser 1° et 2° pour montrer que la somme suivante

auts 2p+1
v - —
4 2p(p+1) N

4°. Exprimer la somme S, en fonction de S, et de p.

5°. En déduire la valeur de la somme S,. Quelle est la limite de S, lorsque p tend vers
I'infini ?

ExErcicE .31  Dans cet exercice nous nous proposons de démontrer

n—1

Z(_l)E(\/E)

k=0

Vn € IN¥, < E(vn). (W)

1°. Montrer que
(p+1)*-1
vpeN, Y ()PP = (-1p@Ept ).

k=p2

2°. En déduire que

m2—1
Vm e NN, ST (-DEVE) = (c1)m i,
k=0

(On distinguera les cas m pair et m impair.)
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3°. Soit n € IN*. On pose m = E(y/n ). Montrer que

Zn:(—nEWE) = (=1)"(n—m?® —m+1).
k=0

4°. En déduire une démonstration de ().

ExERCICE .32 Pour z € IR et k € IN*, on pose

m—1

- 1 x
uk (@) = Z km+n  (k+1)m’
n=1
N-1
1°. Exprimer la somme Sy_i(z) = ug(z), en fonction des nombres harmoniques.
k=0

2°. Pour quelles valeurs de z est-ce que la limite lim Sy_j(x) existe? et quelle est la

N—oo

limite dans ces cas ?
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1°.

2°.

3°.

4°.

9°.

6°.

7°.

8°.

9°.
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