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| : Généralités

1- Définition
f admet un développement limité au voisinage de 0 a 'arsireest de la forme :
f(X) =ag + arx + ... +a.x" + o(X")

f admet un développement limité au voisinag&.del'ordren sif est de la forme :
f(X) = ap + ar(X—xXg) + ... +a(XXo)" + 0((x~X0)")
On retrouve la forme précédente en posank—Xp.

f admet un développement limité au voisinagerdel'ordren si f est de la forme :
— a1 an 1
—apt—+ ..+ + 0
f0) =0+ 2+ .. +8+ o)

Onretrouvela forme précédenten posanth = % On peutdonctoujoursseramenerau voisinagede

0.

Il'y a unicité du développement limité, puisqud,est de la forme :
f(X) =ag + arx + ... +a.x" + o(X")
=bp + bix + ... +bX" + 0(X")
alors :



(ap—bo) + (@—b)x + ... + @—bn)X" = 0"
ce qui ne peutse produirequesi tous les coefficientssontnuls. (Si I'un d'entreeux estnon nul, le
membre de gauche est équivalent au terme de plus bas degré, qui ne sera pas négligeabje devant

Sif est de classe"@u voisinage de, alorsf admetun développemerlimité al'ordren. Cesontles
formules de Taylor.

2— Formule de Taylor avec reste intégral
Soitf de classe Esur un intervalled, b]. On peut alors écrire :
b

K@ﬂ@+$?®m

a

Sif ' estelle—-mémeC?, c'est—-a—dirasi f estC? on peutintégrercetterelationavecu' = 1 et v="f",
soitu = — (pt) etv =f" (on prend une primitivel qui s'annule eh). u est choisi de la sortde facon

a s'annuler eh. On obtient :
b

f(b)= f(a) + (b—a)f'(a) + %] (b=) (1) ot

a

On peut itérer le procéder si on suppbs€’, soitf declasseC®. Posonas' = (b-t) etv = f "(t), soit
2
u:-@§Lav:Wm)

f(b) = f(a) + (-2t ‘(@) + (-8 2 + gj b0 g

Par récurrence, on montre alors que, gale classe C.

n (1) b ™
f(0) = 1(a) + (0-a) @ + (G- 5+ ..+ (-3t +%] o T

n-1 n
Si f estde classeC™, il suffit en effet de poseru' = % et v = f(t), soitu = — K%L et
v = £09(). | |

Cette formule pose des difficultés de mémorisation.En dehorsde la démonstrationdirecte, les

remargues suivantes permettent de la retrouver facilement :
b

e Pourn=1, on doit retrouvei(b) =f(a) +%] f'(t) dt

a

. ~ < 1 f(n_l)! a’ . A~ . , . , .
+ Sion s'arrétea (b—a)™ 1) dansla partie polynémiale,alors nécessairemenintégrale fait

intervenirf®,
, .y . n (”)(a) .
* Une valeur approchéede lintégrale doit étre (b—a) o qui est le terme d'ordre n du

développementle Taylor. Aussi f™(t) doit-il étre multiplié par une fonction ayantune valeur
prépondérante eaplutdt qu'erb, ce qui est le cas du factdmt et a fortiori de ses puissances.

b n-1
* La puissance de-t seretrouveen remarquantque%] % dt donneexactemenle coefficient

a

n
attendu au rang, a savoilgb%?L
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3- Inégalité de Taylor—Lagrange
Sif™ est majoré sur| b] par M, on obtient, en majorant l'intégrale :

" (n-1) b n
f(b) —f(a) — (b-a)f '(a) - (M)ZUZéll - (ma)n—lf(_(n_l?!l < %] (b-t)™* (nﬂ)! dt< M(tga)

Cette formule est valable également parb a condition de majorer par :
a e < M |b—a|n
%]b (t-) (n—l)| -l

4— Formule de Taylor-Young
Soitf de classe € La formule de Taylor—Young s'énonce : o
n n-1 n
f(x) =f(a) + (-2 '(8) + (x-a) B+ .+ Q(—a)”‘lf—(ﬁ'l -2 2 + o(c-a))
Considérons(egl effet la différenceentrele resteintégralde la formule de Taylor lorsqueb=x et le
n
terme ((—a)”—n(lgl. On peut écrire cette différence sous la forme :
X O(t) —f7(a)
(X_t)n—lf t f a dt
R (n-1)!

guantité qu'on peut majorer en valeur absolue, poua, par :

F}jx(x-t)”— e Mﬁ—l o M majoréf®(t) —fO(a)|

Mais |f(t) — f™(a)| est une fonction continuede t et admetdonc un maximumM de la forme

|f(”)(c) —f(”)(a)|, avecc comprisentrea et x. Quandx tendvers0, M tendvers0 et on obtientbienla
forme du reste de Taylor-Young. On procede d'une facon comparabki@asi

EXEMPLE:
g=1 +x+§+§+ .. +§ + 0(X")
+1
shi) = x + j +§ o+ (2X2-p+1)' + o9
4
ch) =1 +)§ +% + (;(z)l 0(x2p+1)
sinx) = x—§ +£| .+ (1) (2p+1)' + 0"
cosi) = 1 X X + (1) 57 + 06
2 4 (2 p)!
(A= 1 rax+ 30Dy, 0E-DE=2).6-) oy )

2 n!

On remarqueque le premierterme du développementimité est un équivalentde la fonction. Le
développement limité dévoile en fait les termes cachés par I'équivalent.

0-1)(©-2)...0—"+1) _
n!
et la formule du bindbme de Newton.

On note égalemenrt %@ Poura entier, on reconnait woefficientbinomial
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Par ailleurs, l'inégalité de Taylor-Lagrange pour I'exponentielle entre @atluit a :

X X X" Xt
¢ ~1-x-% -~ <M

ce qui donne, pow fixé lorsque I'on fait tendne vers l'infini :

ol M = Max(1€)

. n Xk o Xk
€= lim % W duelonnote i

N — 00 k=0 ! k=0
Cesformules permettentde calculertrés efficacementdes valeursapprochéegle I'exponentielle.
. . . 1.1 1 -
Ainsi e peut-il étre approché par 1 + L+ = + ... +— avec une erreur majorée :
P PP P 5*3 i ’ AD)!

Il n‘est pas toujours nécessaire de faire appel a la formule de Taylor. Ainsi :
1-x"_ 1
1+x+X+ .. +X'=="—=—+ 0"
1-x 1x )

dou :

1 _ n n
1_X—1+x+x2+...+x + 0"

etl—}rxz 1-x+xX+ ...+ (=1)X" + o")

On aurait pu également utiliser la formule dex}ipoura = 1.

Il n‘estpasnon plus nécessairgue f soit de classeC". Si I _estla fonction indicatricede Q, (i.e.
lo(¥) = 1 six estrationnelet 0 sinon),alorsf(x) = 1 + x + X + x3IQ(x) admetun développement
limité a I'ordre 2 en 0, mais n'est pas continue en dehors de 0.

5— Méthode de Newton-Raphson

Il s'agitdetrouverunevaleurapprochéeale c, solutiondel'équationf(x) = 0. Pourcela,on partd'un
point x,. Ontracela tangenteau graphede f passanparle point d'abscissey. Cettetangentecoupe
I'axe des abscisses en un paint_'opération peut étre itérée.

v




L'équationde la tangenteesty = (X — Xo)f '(Xo) + f(Xo). Donc x; vérifie 0 = (X, — Xo)f '(Xo) + f(Xo) Ssoit
X1 = Xo _fi'((x_)?.%. Il faut évidemmenguef '(Xp) soit nonnul, sinonla tangenteestparallélea I'axe des
abscisses et ne la coupe pas. En itérant, on définit la suite :

Xne1 = X —%% = g(Xn)

Début de partie réservée aux MPSI
Etudions la convergence de la sukg flans deux cas :

[0 Cas ou " est de signe constant et ffx)f “(xo) > 0.
Par exemple (quitte a chandean ) , f" > 0, c'est-a-diré convexef(Xy) > 0 etx, < c (quitte a faire
unesymeétriepar rapporta un axevertical). C'estle casde la figure précédenteOn a nécessairement
f '(xo) négative car, la fonction étantconvexef ' estcroissanteet sif '(Xo) = 0, alors,pourx = Xy, f
'(X) = f '(x) = 0 doncf seraitcroissantgoour X = X, et doncf(x) = f(xo) > 0 : dansce cas,il ne
pourrait y avoir de solutioo supérieure &. Ainsi :

f">0

f(x) > 0

Xo<C

f'(x) <0

On en déduit déja que :
_ f(X0)
X1 =Xo — >
PTG

Par ailleurs, la fonction étant convexe, la courbe est au-dessus de la tangente, c'est-a-dire :

f(X) 2 (X =X0)f (o) + (%)
Pourx = ¢, on obtient :

02 (¢ —Xo)f "(Xo) + f(x0)

O czxo—fi,((x—)?.%le

Ainsi, X, < X; < c. Le raisonnemenprécédenfpeut étre itéré, ce qui prouve que la suite (x,) est
croissante majorée, donc converge. Sa limite est un point figeddac une solution de

0 CasolgestC:
L'inégalité de Taylor-Lagrange appliqguég @nx, a l'ordre 2 donne :

|9 —9(0) - (x—9)g Q)| waz_—cﬁ

org(c) =cet g(x) :f—(;—(%z)—q O g'(c) = 0. Si on remplace parx,, on obtient :

|Xn+l_c|gw%:ﬁ

Par récurrence, on vérifiera que :

|Xn_C|S£M_2n(uﬁn

M 22"
| | L M-
Si on prendk, suffisamment pres dg a savonT <k<1,ona:

|x, —¢| < Ctex K"
-5-
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qui estun type de convergencéeaucouplus rapidequela simple convergencgéométriquesnk’.
Parexemplesik = %) uneconvergencenk’ signifie que chaquetérationfait gagnerunedécimale
dansle calcul de ¢ approximépar x,, alors qu'uneconvergencesn K" signifie que le nombrede
décimaledoublea chaquetération.Pour obtenir 1000 décimalesjl faudrait1000itérationdansle
premier cas et seulement 10 dans le second.

Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

EXEMPLE:
Appliquonsla méthodede Newton & la résolutionde I'équationx® — a = 0, en partantde X, > 0,
autrement dit au calcul de la r?cine cagréa.dan obtient :
X =X — 1) =y Ko —8 X *A_ Xt A,
f (%) 2X 2%, 2
(Cetteméthodese réveleidentiquea la méthodedes suitesbabyloniennegpour calculerles racines
carrées, exposéesdans le chapitre Suites qu'on trouvera dans la fichier SUITES.PDF). La

convergenceesttres rapide.Poura = 2 et en partantde X, = 2, la différenceentre x, et \/5 en
fonction den est donnée par le tableau ci-dessous :

n 0 1 2 3 4 5 6
X, —\/a 0.6 0.09 0.002 | 2x10° | 2x107 | 10%° | 3x10"
—log(x:—/a) 0.2 1 2.6 5.7 11.8 24 48.5

—Iog(xn—\/a) donneun ordre de grandeurdu nombre de décimalesexactesde x, comme valeur
approchéede\/a (log désignéde logarithmedécimal).On constateque ce nombredoublea peupres
achaquetérationde n. On peutdoncpensemu'il estdel'ordrede C x 2". Ainsi, a chaquetération,
le nombre de décimales double. La convergence, dite quadratsjartrémementapide,beaucoup
plus que pour une convergence d'une suite géometrique.

Il : Opérations sur les développements limités

1- Somme

PROPOSITION :

Sif et g admette un développement limité a I'ordre n et m respectivement, au voisingdmideux
non, alors f+g admetun développemenimité a I'ordre Min(m,n), obtenuen ajoutant les deux
développements limités tlet g.

Evident.

2— Produit :

PROPOSITION :

Sif et g admette un développement limité a I'ordre n et m respectivement, au voisingdmideux
non, alors fg admetun développemenimité a I'ordre Min(m,n), obtenuen multipliant les deux
développements limités tlet g.

Evident. Dans le calcul , on ne garde que les termes de degré inférieur ou égaha)Min(

Il peutarriver que le développemenlimité obtenupuisseétre d'un ordre supérieura celui prévu
initialement, lorsque les termes constants sont nuls.

EXEMPLE:

-6-



f(x) = x—§ +§ + 0(<°)

600 = x ~X+ 0(?)

A
0 00 =@ - + X+ oy

2 6
3— Composition
PROPOSITION :
Sif admet un développemdimité a I'ordre n enxo, fini ou non, si le termeconstantdef vauta, et
si g admetun développemenimité a I'ordre n en ay, alors g o f admetun développemeriimité a

I'ordre n en %, obtenu en développant la composée des développements linfisdgyde

Démonstration
f(x+h) = A(h) + o(") =a + B(h) + o)
avec Bf) polynéme erh qui tend vers 0 lorsquetend vers 0.

g(artk) = CK) + oK)

avec C polynéme ek
O gof(xth) =glao + B(h) + o(")]
b\/d

k
= C(B) + o(")) + oK)
or k se factorise au moins une fois pazar B(0) = 0 donc &) = o(h"). On obtient :
go f(xo+h) = Co B(h) + o(")
I suffit de ne garder dans &€B que les puissances dénférieures ou égales a n.

EXEMPLE: exp(cosX)) a l'ordre 4 en 0.
A
— X Ay —
cosf) =1 > +24+o(x) 1+X
exp(1+X) =e(1 + X +X%/2 + 0(>¢))
Ici X est d'ordre 2 eR, donc il suffit de s'arréter &X

_ XX X 4
X =-5 %53+ o)
4
2 X
X= 4
4
O exp(cosK)) = (1 —§ +X€ + o(xh
4— Quotient
PROPOSITION

Si f et g admetteun développemenimité a I'ordre n, au voisinagede X,, fini ou non, et si le
coefficient constant de g est non nul, alors f/g admet un développement limité a I'ordre n.

Démonstration
Il suffit de montrerque 1/g admetun développemerntimité a I'ordre n, puis de faire le produit par
celui def. Or (en supposamy = 0 pour simplifier les notations) :
g(X) =ap + axX + ... +a.x" + o(X") =ap (1 —u)
—X —...—aX —0o(X")
2 :

avecu =

-7-
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Il suffit alors d'effectuer la composition du développement Iimitsf—%«a par celui deu.

EXEMPLE:
tang) = sinX) _ x —x/6 + x°/120+ 0(X°)
T cosk)  1-x12+X124+ o(X)

= (X4 X+ 0L +u+ P + o))
avecu _g_z_; Il est inutile de calcular® qU| donnera des termes ¥n
_ LX x*
0 tanf) = (x— 6 120 +0()(L + 3 —zﬁ— (<))
= =K X0 0pd)(1 +5 + 24 o)
—x+§+% + o(x6)
th(x) = x—§ + Zl’g + 06¢)

Dansle casou g(0) = 0, on peutopérerd'unemaniereanaloguemaison obtientun développement
dit généralisé.

EXEMPLE: En développant sin et cos a l'ordre 4, on obtiendra :
1 —l_ﬁ_ﬁi +0(d)

tarx x 3

5— Intégration et dérivation

PROPOSITION

Si f estcontinueet dérivableau voisinagede x,, élémentde R, et si f' admetun développement
limité en %, a l'ordre n, alors f admetun développemenimité a I'ordre n+1 en x,, obtenuen
intégrant celui dd .

Démonstration
Pourx, = 0.
f'(X) =ap+axx + ... +a.X" + oX")
_ ax anx™ :
Soitf(x) =f(x) —f(0) —ax — 2 () Alors :

F(0)=0, et F(X) =f'(X) —ap + axX + ... +a.X" = o(X")
donc en appliquant le théoreme des accroissements finis, on obtient :
f(x) = xF'(6x) avect 1]0,1][.
=x 0(8"X") = o(x"*?

EXEMPLE:



In(1+x) = X—§ +§ + ..+ (_17+1XFn + oX")
In(1x) = —X—§—§— —Xﬁn + 0(X")
arctang) :x—§ +§ + ...+ (-1) ;::11 + 06E™?)

Il esta noter que le développementimité de arctana permisa la fin du XVIleme une avancée
spectaculairelansle calcul desdécimalesde 11, baséjusquela surla méthoded'Archimede(llleme
avantJC) qui approximaun cercle par un polygonedont on calculela longueurdu périmetreou
l'aire. Archimédeutilisa un polygonede 96 cdtés,Al-Kashi (XVéme) un polygonede 3 x 2?® cotés,
Ludolph van Ceulen(= 1600) un polygonede 2°* cétés,obtenantpour ce dernierune trentainede
décimalesCetteméthodefut abandonnéau profit de méthodeslonnantdesexpressionsle 1t sous
forme d'arctan. Citons en particulier la formule de Machin (1706) que le lecteur assidu se chargera de
prouver :

m _ 1

i 4 arctar% - arctanm
Machin obtint ainsiune centainede décimalesOn connaitaujourd'hui(2003) plus de 1000 milliards
de décimales dr.

PROPOSITION :

Sif admetun développemenimité enx, a l'ordre n, etsil'on saitquef' admetun développement
limité a I'ordre n—1 (par exempleparcequef estde classeC"), alors le développemenrimité def
s'obtient en dérivant celui de f.

En effet celui dé s'obtient en intégrant celui flé
EXEMPLE:

—2(11')() =1+ X+3+ ... +nXt+ O(Xn—l) en dérivan{lltxz 14+x+ . +X"+ O(Xn)

On aurait pu aussi :

[ effectuer le produit du développement Iimité—&& par lui-méme

[ effectuer le développement Iimitéfl% avecu = —X + X

O utiliser (1x)* aveca = -2.

On remarquera que le fait ghiadmette un développement limité ne suffit pas pour gele admette
un.

Exemple f(X) = 1 +x + X% + X' cos(1K) =1 +x +x* + 0(X°)
maisf '(x) = 1 + X + 4% cos(1k) + > sin(1X) # 1 + X + 0(<)

[l : Utilisation des développements limités

1- Calcul de limites

Les développementdimités se substituentaux équivalents,lorsque ceux-ci ne suffisent pas.
Considérongar exempleun parachutistesautantd'unehauteurh avecunevitessenulle et soumisa

-9-
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l'accélératiorde la pesanteuet a uneforce de frottementopposéea savitesseet proportionnellea
celle-ci. L'équation différentielle veérifiée par son altitadsest :

mz = -mg—kz, (0) =h etz(0) = 0
On en déduit que :
S =MY oy Kty _Mg
z K exp( m) K
puis que :

_nf kty m '
2= =N exp() et +h R
Ons'intéressa ce qui sepassdorsquel'argumentde I'exponentielleendvers0. Un développement
limité a I'ordre 3 fournit :
o le.1kig, KE
z=h th2+6 - +o(km)
Ce qui signifie :
[J Ou bienk etm sont fixés, et quanidtend vers 0, on a :
z:h—%gt2 + of)

Au début de la chute, on est quasiment en chute libre. L'erreurtést en

OO0 Ou bient etm sont donnés, éttend vers 0. On a :
z=h —% ot + oK)

Lorsqu'il n'y a pas de frottement, on est en chute libre. L'erreur kst en

[J Ou bienk ett sont fixés et tend verse. On a:
z=h —% gt + o(1h)
Si la massedevientimportante,le parachuteperd de son efficacité. On obtientla chutelibre, avec

une erreur e%.

2— Etude locale d'une courbe = f(x)
Si, au voisinage d&, on a :
f(X) = a0 + au(XX0) + 8x(x%0)° + 0((¢-%0)")
alors :
y = ap + a1(x—Xo) est I'équation de la tangentee prolonge par continuité gnparf(X,) = ao.
On a par ailleursf '(x)) = a;, maisrien ne dit que f estdeux fois dérivable,méme sif admetun
développement limité a I'ordre 2. Il suffit pour cela de considérer la foriai&imie par.

f(x) =X sin% en0, ave@y=a;=a, =0

On af '(x) = 3¢ sin% -X cos% etf '(0) = 0, maid "(0) n'est pas définie.

Si g # 0, la position par rapport a la tangente est donnée par le signe de

Si, au voisinage d&, on a :
f(X) = a0 + au(xXo) +as(¥x0)° + 0((-0)’)
et si ag # 0, alorsil y a un point d'inflexion au point d'abscisse puisquela courbetraversesa
tangente.
-10-



3— asymptotes
Si au voisinage de, on a :

f(x) = agx + ay + % + 0(1K)
alors :

y = agX + a; est I'équation de I'asymptote.
Sia, # 0, la position par rapport a I'asymptote est donnée par le sigae de

Exemple
f(x) =>¢ In(1 +%) =X (% —z—iz +3—ig + 0(16%)
1.1
—X—E +§( + 0(1/5()

On ne négligera pas cependant les méthodes usuelles Ibtegdererso si x tend verso, a savoir.
Si lim f_()%Q =0 il y a branche parabolique de directian O

X—>OO

Si lim LG/ il y a branche parabolique de directiop. O

X—>OO
Si lim fx) - a# 0, il y a direction asymptotique= ax.
X—>OO

Si lim f(x) —ax=Db alorsy = ax + b est asymptote.

X—>OO

Si lim f(x) —ax=o0 alors il y a branche parabolique dans la diregtisrax.

X—>OO

4— Etude locale d'un arc paramétré

On rappelle que, dans le cas d'un arc pararhétré&(t) = OM(t) de classe € le vecteur :
: 1
lim —M(t)M(tp) = F'(t
fm e MOMG) =F ()
s'il est non nul, et un vecteur directeur de la tangente a I'arctgn IM(point est dit régulier.

L'objet de ce chapitreest d'étudierla position de la courbepar rapporta la tangenteyy compris
lorsqueF '(tp) = O (point stationnaire).

a) Tangente

Nous supposerons geeadmet un développement limité a un ordre suffisamment éleveé tel que :
F(t) =F(to) + (t —t)" a + o((t —to)") aveca, # 0

ou bien en effectuantsimultanémentin développemenimité surchaquecomposantele F, ou bien

parce qué est de classe"@vecF"(ty) # 0.

La tangenteestla droite passanpar M(to) et devecteurdirecteura,. En effet, F(t) — F(to) estégala
1

— (F(t) — F(t

qui estégala a, + o(1). a,, qui estla limite de ce vecteurquandt tend verst,, estun vecteur

directeur de la tangente.

M(t)M(to). C'estdoncun vecteurdirecteurde la corde.ll enestde mémede

Dans le cas d'un point régulier= 1,a, =a; = F '(to).
-11-
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EXEMPLE:
mx(t) = t®
my(t) = t*

La tangente en 0 a pour vecteur direc@@puisqud:(t) :%g%+ o(t?)

b) Concavité

Dans ce paragraphepn supposeque F admeten t, un développementimité de terme général
(t —to)* & qui vérifie les hypothéses suivantes :

i) Il existe un plus petit entiertel que :a, # 0.

ii) 1l existe un plus petit entian, (supérieur &) tel que &, a,) forme une base du plan.

M(to)M(t) peut s'écrire Xja, + Y(t)a, avec:
X(t) O(t —to)" et Y(t) O(t —to)" quanct tend verso.

Plusieurscas se rencontrent,obtenuen étudiantles signesde X(t) et Y(t) suivantquet < ty ou
1>t

[0 Le casusuel: n=1 etm= 2. C'estle casdesreprésentationgraphiquesle fonctionsy = g(x), ou
F '(X0) a pourcomposante€l, g'(x)) etF "(xo) a pourcomposantefd, g"(xo)), si la dérivéeseconde
de g estnonnulle enx,. C'estégalemente casdespointsordinairesdescourbesplanes.Cespoints
sont appelés biréguliers.

Casanalogueau casprécédent n impair et m pair. La courberestedu mémecétéde la tangentean,
indique le sens de concavité de la courbe.

Fll

F '(to
M

[0 Cas oun estimpair et mimpair (engénéraln=1 et m=3) : la courbetraversesatangenteOnaun
point d'inflexion.

ai
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[0 Casou n est pair et m impair : la courbetraversela tangente mais la composantesuivantle
vecteur tangent garde un signe constant. On a un point de rebroussement de premiére espece.

dz

M

[0 Casou n estpair et m estpair : la courberestedu mémec6té de la tangentegt la composante
suivantle vecteurtangentgardeun signeconstant.On a un point de rebroussemende deuxieme
espece.

eV ey
M
IV : Développements limités usuels
&=1 +x+§+§+ +§+ %
shgg =x+ X+ X+ (Z)Sﬁ). 06"
chx) = 1 +’§ +Z—T + .. (;;)I O(sz+1)
sin) = x—§ § e (1 (2 +1)| + 06"
cosg) = )§+ZT e (1) X (2 57 + 00
(L +x° = 1 +ox+ 28D, ale=DE=2) o) oy o)
T Lxe X+ o)
11)(: 1ox+X%+.. +(1)X + o)
In(14%) = x-§ +§ P (_17”%” + 0l
In(1-x) = -x-§—§— _Xﬁn + 0(¢)

arctang) = x —§ +§ + (—17 X2n+l + 0™
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tan() :x+§+%+ 0(x°)
th(x) :x—§+%+ o)
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