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RESISTANCE DES MATERIAUX

et article est consacré a I'étude des structures composées de poutres
ayant le méme plan moyen et soumises a des forces contenues dans le

plan moyen.

1.1 Généralités

1.1.1 Définition des lignes d’influence

Une structure a plan moyen est une structure composée de poutres
droites ou courbes ayant le méme plan moyen, et soumise a des
forces contenues dans le plan moyen.

Pour fixer les idées, supposons que la structure se réduise a une
poutre AB, la généralisation s’étendant aisément aux structures plus
complexes ; une section de la poutre AB est repérée par |'abscisse
de son centre de gravité (figure 1).

Supposons que nous ayons a calculer un effet élastique % pour
des charges et des densités de charges variées dues a la pesanteur,
donc paralléles a I'axe Oy.

Exemple

Cet effet élastique peut étre :

— le déplacement ou la rotation d'une section donnée ;

— la réaction d'un appui, le moment fléchissant, I'effort tranchant
ou l'effort normal dans une section donnée.

Il suffit pour résoudre ce probléme de connaitre la valeur F(a)
de I'effet élastique considéré sous I'effet d'une charge unité P=1
appliquée a la section de la poutre d’abscisse o. En effet, la valeur
de l'effet & d0 a des charges concentrées P; appliquées aux sec-
tions d’abscisses o; est, la structure étant élastique :

F =Y P F() (1)

et la valeur de I'effet & di a une densité de charge p(a) appliquée
sur l'intervalle (aq, o) est:

(2]

F = J p(a) F(a)do
O

La fonction % (o) est la fonction d’influence de I'effet ¥ sous I'action

d’une force verticale unité, et la courbe représentative de cette fonc-

tion est la ligne d’influence de I'effet ¥ sous I'action d’une force

verticale unité.

P-1

Figure 1 - Structure a plan moyen

1.1.2 Utilisation des lignes d’influence

Les lignes d'influence permettent de rechercher les valeurs extré-
mes d’un effet élastique ¥ sous l'action de surcharges variées. Par
exemple, si la ligne d'influence de I'effet % comporte deux parties,
I'une correspondant a des ordonnées positives et I'autre a des ordon-
nées négatives (figure 2), I'effet & di a une densité de charge
constante p pouvant étre appliquée a une partie quelconque de la
poutre est toujours compris entre — pA, et pA; :

-pA, < F < pA,

A, désignant I'aire comprise entre |'axe des abscisses et la partie
de la ligne d’influence dont les ordonnées sont positives, et A,
I'aire comprise entre I'axe des abscisses et la partie de la ligne
d'influence dont les ordonnées sont négatives.

Exemple : dans le cas d'un convoi, qui est un ensemble de charges
concentrées dont les distances mutuelles sont invariables, on déter-
mine les valeurs extrémes de I'effet & en essayant plusieurs positions
du convoi circulant dans un sens ou dans l'autre ; il est commode pour
cela de déplacer sur la ligne d'influence un schéma du convoi sur papier
calque et d'utiliser pour chaque position du convoi la formule (1).

On peut donc déterminer aisément a I'aide des lignes d’influence
le maximum et le minimum d’un effet % dans une section donnée
d’abscisse x. En portant sur I'ordonnée d’abscisse x ces valeurs
extrémes, on obtient les lignes enveloppes de l'effet considéré
(moment fléchissant, effort tranchant, fleche, etc.), le long de la
poutre.

1.1.3 Généralisation

On définit de méme les lignes d’influence de I'effet & :
Fq = Fqi(a), Fy = Fy(a)

dues a l'action d'une force horizontale unité et d'un couple unité
appliqués au centre de gravité de la section d’abscisse o.

Il est remarquable que les fonctions d'influence F(a), ¥4(0) et
%, (a) soient liées par des relations qu'il est utile de connaitre, car
elles permettent de contrbler rapidement certains calculs.

En considérant un couple unité comme équivalent a une charge P
appliquée au point G d’'abscisse o et a une charge — P appliquée au
point G’ d’abscisse o + do. telles que Pdo = 1, nous trouvons :

Figure 2 - Ligne d’influence
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De méme, en considérant un couple unité comme équivalent a
une force horizontale Q appliquée au point G et a une force
horizontale — Q appliquée en G’ telles que Qtg6 do =1 (figure 3),
nous trouvons, 6 désignant I'angle de Ox et de la tangente a la

fibre moyenne en G:
FH(a) = — —-——j1 cotg 0
2( ) do 9

La comparaison des deux formules précédentes montre que :

1.2 Lignes d’influence d’un déplacement
et d’'une rotation

Le théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti (article Théorie de
I’élasticité [A 305] dans le traité Sciences fondamentales) conduit
immédiatement aux résultats suivants.

1.2.1 Ligne d’influence d'un déplacement

La ligne d’influence du déplacement suivant une direction A d’un
point A de la fibre moyenne d’'une poutre sous |'action d’'une force
unité, parallele a une direction A’, appliquée au centre de gravité
d’une section variable B, est la ligne représentative de la projection
sur la direction A’ des déplacements des points de la fibre moyenne
sous |'action d’une force unité agissant au point A suivant la
direction A.

Nous avons en effet (figure 4), d"apres le théoréme de réciprocité,
AA’ = BB'.

Le résultat précédent permet de se rendre compte immeédiate-
ment de la forme des lignes d’influence.

Par exemple, la figure 5 donne la forme de la ligne d'influence du
déplacement vertical (ou fleche) de la section C sous |'action d'une
charge unité dans une poutre encastrée en A et simplement appuyée
en B.

La figure 6 donne la forme de la ligne d'influence du déplacement
horizontal de la section A d'une poutre a béquilles sous I'action d'une
charge unité.

De méme, la ligne d’influence du déplacement suivant une direc-
tion A d’un point A de la fibre moyenne d’une poutre sous I'action
d’un couple unité appliqué a une section variable est la ligne repré-
sentative des rotations des sections de la poutre sous l'action
d’une force appliquée en A suivant la direction A.

1.2.2 Ligne d’influence d’une rotation

La ligne d’influence de la rotation d’une section donnée d'une
poutre sous I'action d’une force unité, parallele a une direction A’,
appliquée a une section variable, est la ligne représentative de la
projection sur A" des déplacements des points de la fibre moyenne
sous l'action d'un couple unité appliqué a la section donnée.

Par exemple , la figure 7 donne la forme de la ligne d'influence de la
rotation de la section A d'une poutre a béquilles sous l'action d'une
charge verticale unité, forme variant suivant la raideur relative des
béquilles et de la poutre.

De méme, la ligne d’influence de la rotation d’une section donnée
sous l'action d’'un couple unité agissant dans une section variable
est la ligne représentative des rotations de la poutre sous |'action
d’un couple unité appliqué a la section donnée.
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Figure 4 - Recherche de la ligne d’inflt d’un
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Figure 5 - Ligne d’influence du déplacement vertical, ou fleche en C
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Figure 6 - Ligne d’influence du déplacement horizontal en A

1.3 Réaction d"appui, moment fléchissant,
efforts tranchant et normal :
lignes d’influence

Les méthodes que nous allons donner permettent de se rendre
compte trés rapidement de la forme des lignes d’influence. Ce ne
sont pas toujours les méthodes les plus rapides pour obtenir quanti-
tativement les lignes d’influence, mais elles permettent d'obtenir des
propriétés générales des lignes d’influence. Ces propriétés et la
forme des lignes d’influence sont en outre un moyen de contréle pré-
cieux.

Nous distinguerons les structures isostatiques et les structures
hyperstatiques (article Méthodes de calcul des structures élastiques
[A 330] dans le traité Sciences fondamentales).
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1.3.1 Structures isostatiques

Nous raisonnerons dans le cas des lignes d’influence sous I'action
d’'une charge verticale unité. La méthode de recherche des lignes
d'influence est fondée surl’'emploi du théoréme des travaux virtuels
(article Déformations et contraintes dans un milieu continu [A 303]
dans le traité Sciences fondamentales). Nous supposerons la charge
unité P appliquée a la section d'abscisse o.

1.3.1.1 Ligne d’influence d’une réaction d’appui R

Pour calculer la réaction d’appui R correspondant a la charge P,
supprimons la liaison donnant lieu a la réaction R, et remplagons-la
par une force égale a la réaction R. La structure devient un méca-
nisme a un degré de liberté, auquel nous pouvons donner un dépla-
cement virtuel ; si dy est le déplacement virtuel du point d’application
de P suivant la direction de P, et 3v le déplacement virtuel du point
d’application de R suivant la direction de R, nous avons en vertu
du théoréme des travaux virtuels :

Rdv-Pdy = 0 soit R = Pﬂ
dv

Si, quelle que soit la section variable ou est appliquée la charge P,
nous gardons le méme déplacement virtuel, v sera une constante
et 8y une fonction de o qui est a un facteur prés I'ordonnée de la
ligne d'influence. Comme le déplacement virtuel ne dépend que d'un
parametre, il suffira de calculer une seule ordonnée de la ligne
d’influence pour la déterminer complétement. Or, lorsque Pest appli-
quée au droit de I'appui considéré, on a 8y =dv; donc I'ordonnée
de la ligne d’influence d’une réaction est égale a I'unité dans la

section d'application de la réaction.

La figure 8 donne, a titre d'exemple, la détermination de la ligne
d'influence de la réaction R a I'appui B d'une poutre cantilever ABCD :
la poutre CD repose en C sur 'extrémité de la poutre console ABC.

1.3.1.2 Ligne d’influence d’'un moment fléchissant M

Le moment fléchissant dans une section X peut étre considéré
comme une réaction intérieure. On supprime la liaison donnant lieu
a cette réaction en introduisant une articulation dans la section X
et en maintenant I'équilibre en appliquant un couple + M a gauche
de X et un couple — M a droite de X. On peut alors donner a la struc-
ture un déplacement virtuel ; si 80 est la rotation relative des deux
trongons aboutissant a I'articulation X et si dy est le déplacement
du point d’application de P suivant la direction de P, nous avons :

—M86-PSy =0 soit M= —P%
Dong, si I'on prend le méme déplacement virtuel quelle que soit
la section ou est appliquée la charge P, 8y est une fonction de o égale
a l'ordonnée de la ligne d’influence de M. La ligne d’influence de M
a donc un point anguleux au droit de la section X, et il est facile
de voir que la variation de pente de la ligne d'influence a la traversée
de la section X est — 1. Cette propriété suffit a déterminer comple-
tement la ligne d’influence.

La figure 9 donne, a titre d'exemple, la détermination de la ligne
d'influence de M dans la section X de la poutre cantilever ABCD.

1.3.1.3 Ligne d’influence d’un effort tranchant T

L'effort tranchant T peut étre considéré comme une réaction inté-
rieure. On supprime la liaison correspondante en sciant la poutre
normalement a la fibre moyenne dans la section X, et I'on applique
une force — T a gauche de X et une force T a droite de X. On peut
alors donner a la structure un déplacement virtuel ; si dvest le dépla-
cement relatif des deux trongons aboutissant en X (figure 10), et si

C2015-4
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Figure 8 - Ligne d’influence de la réaction a I'appui B
d’une poutre cantilever
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Figure 9 - Ligne d’influence du moment fléchissant en X
dans une poutre cantilever

dy est le déplacement du point d’application de Psuivant la direction
de P, nous avons:

Tév-Pdy =0 soit T= P—S—Z
dv

Dong, si I'on prend le méme déplacement virtuel quelle que soit
la section ou est appliquée la charge P, dy est une fonction de o égale
a I'ordonnée de la ligne d’influence de T. Il en résulte que la ligne
d’influence de T présente une discontinuité au droit de la section X;
il est aisé de montrer que cette discontinuité est égale a cos 6 (soit 1
dans le cas d'une poutre droite horizontale), 8 désignant I'angle
de Oxetde latangente en Xa la fibre moyenne. Cette propriété suffit

a déterminer complétement la ligne d’influence.

La figure 11 donne, a titre d'exemple, la détermination de la ligne
d'influence de T dans la section X de la poutre cantilever ABCD.
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1.3.1.4 Ligne d’influence d’un effort normal N

L'effort normal N peut étre considéré comme une réaction inté-
rieure. On supprime la liaison correspondante en sciant la poutre
normalement a la fibre moyenne dans la section X et en ne permet-
tant que des déplacements relatifs paralléles a la tangente a la fibre
moyenne (par exemple, au moyen d’un piston plongeant dans un
cylindre), et I'on applique une force - N a gauche de Xet une force N
a droite de X. On peut alors donner a la structure un déplacement
virtuel ; si duestle déplacement relatif des deux trongons aboutissant
en X (figure 12), et si oy est le déplacement du point d’application
de P suivant la direction de P, nous avons:

NSu—P8y =0 soit N=pI
du

Dong, si I'on prend le méme déplacement virtuel quelle que soit

la section ou est appliquée la charge P, 3y est une fonction de o égale

a l'ordonnée de la ligne d’'influence de N. Il est aisé de montrer que

la ligne d'influence de N présente une discontinuité égale a sin 6 au

droit de la section X. Cette propriété suffit a déterminer compleéte-
ment la ligne d’influence.

Donnons, a titre d’exemple, la détermination de la ligne
d'influence de I'effort normal dans la section X de I'arc a trois articu-
lations ACB (figure 13). Dans un déplacement virtuel, le troncon AX
tourne autour de A, le troncon CB tourne autour de B, et le trongon
XC tourne autour du centre instantané I situé a l'intersection de BC
et de la parallele Al a la normale a la fibore moyenne en X. Nous en
déduisons immédiatement la ligne d'influence ad’d" cb de I'effort nor-
mal, avec d’d” = sin®.

Figure 10 - Effort tranchant

vl ¢
A X _‘_531 Jij

Figure 11 - Ligne d’influence de I’effort tranchant en X
dans une poutre cantilever

1.3.2 Structures hyperstatiques

Nous raisonnerons toujours dans le cas des lignes d’influence
sous l'action d’une charge verticale unité appliquée dans la section
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d’abscisse o. La méthode de recherche est fondée sur le théoréeme
de réciprocité de Maxwell-Betti .

1.3.2.1 Ligne d’influence d’une réaction d’appui R

Pour déterminer la ligne d’influence de R, nous supprimons dans
la structure S la liaison donnant lieu a la réaction R ; nous obtenons
une structure S’ qui ne peut plus étre déplacée virtuellement, comme
dans le cas ou S est isostatique (8 1.3.1).

Appliquons le théoréme de réciprocité a la structure S’:

a) le premier systtme de forces comprend la charge unité P et
la réaction correspondante R ; le déplacement du point d’application
A de R est donc nul ;

b) le second systeme de forces se réduit a une force Fquelconque
appliquée en A a la place de R; le déplacement du point A est dv,
et le déplacement du point d'application de la charge unité est dy,
fonction de o.

Le théoréeme de réciprocité se traduit par la relation :

_ ; _ pdy

R3v-P3y =0 soit R= PSv

Il en résulte que dy est, a un facteur pres, I'ordonnée de la ligne

d’influence de R. Au droit du point A, cette ordonnée a pour
valeur 1.

La figure 14 montre la détermination de la ligne d’influence
de la réaction en Ad’une poutre ABsimplement appuyée en A et
encastrée en B.

Figure 13 - Ligne d’influence de I'effort normal en X
dans un arc a trois articulations

C2015-5



RESISTANCE DES MATERIAUX

1.3.2.2 Ligne d’influence d’'un moment fléchissant W

Nous ne reprendrons pas un raisonnement identique a celui fait
au paragraphe 1.3.2.1 ; on trouve pour valeur du moment fléchissant
M dans la section X:

_ dy
M=-P 50
dy et 86 sont définis de la fagon suivante : on introduit une articu-
lation dans la section X, et I'on applique de part et d’autre de X deux
couples opposés ; dy est le déplacement vertical d’une section quel-
conque d'abscisse o, et 360 la rotation des extrémités aboutissant en
X ; dy est donc, a un facteur pres, I'ordonnée de la ligne d’'influence
de M. Cette ligne d’influence a un point anguleux en X, la variation
de pente étant égale a - 1.

La figure 15 montre la forme de la ligne d’influence du
moment fléchissant dans la section X d’une poutre continue a
deux travées ABC.

) =N

15

A |
P

2 5

R
m

A

M
b
L

Figure 14 - Ligne d’influence d’une réaction d’appui
w80
A X 5 c

Figure 15 - Ligne d’influence du moment fléchissant en X
dans une poutre continue a deux travées

S| A 7 < R =
B '

! =

C

Figure 16 - Ligne d’influence de I'effort tranchant en X
dans une poutre continue a deux travées

1.3.2.3 Ligne d’influence d’un effort tranchant T

Le méme raisonnement conduit au résultat suivant : pour trouver
la ligne d'influence de T dans la section X, nous scions la poutre
normalement a la fibre moyenne dans la section X (figure 10), et
nous appliquons aux faces de sciage en regard deux forces opposées
quelconques normales a la fibre moyenne. Si 8y est le déplacement
vertical d’une section quelconque d'abscisse o, et si dv est le dépla-
cement relatif, normal a la fibre moyenne, des faces en regard, I'effort
tranchant T a pour valeur :

_ pdy
T=P Sy
dyestdonc, a un facteur prées, I'ordonnée de la ligne d’influence de T.
Il est aisé de montrer que la ligne d’influence de T présente au droit
de la section X une discontinuité égale a cos 6 (soit 1 dans le cas
d’une poutre droite horizontale), 8 désignant I'angle de Ox et de la
tangente a la fibre moyenne dans la section X.

La figure 16 donne la forme de la ligne d'influence de I'effort
tranchant dans la section X d’une poutre continue a deux tra-
vées ABC.

1.3.2.4 Ligne d’influence d'un effort normal N

De méme, pour trouver la ligne d’influence de N dans la section X,
nous scions la poutre normalement a la fibre moyenne dans la sec-
tion X et interposons entre les faces en regard une liaison ne per-
mettant que des déplacements relatifs paralléles a la tangente a la
fibre moyenne (figure 12). Appliquons de part et d’autre de la
section X deux forces opposées quelconques tangentes a la fibre
moyenne. Sidy est le déplacement vertical d’une section quelconque
d’abscisse o et si du est le déplacement relatif des faces en regard,
I’'effort normal a pour valeur :

_ pdy
N = P—S—J
dyestdonc, a un facteur prés, I'ordonnée de la ligne d'influence de N.
Il est aisé de montrer que la ligne d’influence de N présente au droit
de la section X une discontinuité égale a sin 6.

2.1 Propriétés de certaines intégrales

2.1.1 Définition des fonctions F(a) et G(x)

Nous rencontrons souvent, en particulier dans la recherche des
lignes d’influence, des fonctions définies par des intégrales appar-
tenant aux types suivants :

¢
F(o) = fo w(o, x) f(x)dx (2)
¢
G(o) = fo (o, x) f(x)dx (3)
les fonctions p (o, x) et u, (o, x) étant définies par :
x({-o)
—— Ppourx<ua
W(a, x) = o (f— x (4)
% pour x > o
5 1 —% pour x < o
Myl ) = 55 = (5)
- % pour x > o
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La fonction (o, x) est symétrique :

ulo, x) =p(x, o)

2.1.2 Propriétés de F(a)
Nous avons, compte tenu de la relation (4) :

o €
F(a) = 6—70( J;) xf(x)dx+%L (€ -x) f(x)dx

La fonction F(o) s'annule donc pour ao=0et o= €.
La dérivée premiere de F(a) :

o €
F'(o) = - —} fo xf(x)dx+—27 L (€-x) f(x)dx

peut également s’écrire sous les formes suivantes :
€ o
Fl(o) = f (1 -1) f(x)dx—f f(x)dx
0 1 0
¢

¢
F'(a) = J’a f(x)dx—f

X
o Yf(x)dx

Enfin, la dérivée seconde de F(a) a pour valeur :
F"(a) =~ o)
Les propriétés précédentes permettent le calcul de la fonction F(a).

Si f;(a) est une primitive de f(a), et (o) une primitive de f; (o),
nous avons :

Fla) = ~flo)+ % fz(e)+f—}‘i £,(0)

2.1.3 Propriétés de G ()

Nous avons, compte tenu de la relation (5) :

o 14
G(a) = LT(XJO f(X)dX—%f f(x) dx
soit :
o €
G(a) =f f<x>dx—ﬂf f(x) dx
0 € Jo

Il en résulte que I'on a:

¢
G(0)=0,G({) =0, G'(a) = f(oc)—J0 f(x)dx

Dong, si f;(a) est une primitive de f(a), la fonction G(a) a pour
expression :

G (o) = fy(@) -7 f1(€)7£1€—01 £,(0)

2.2 Intégration numérique

2.2.1 Intégration d'une fonction
définie par une table de valeurs

Soit y(x) une fonction définie par une table de valeurs :

Yo=Yl y1=y{Xg+ h), ... ya=y(xg+ nh), ..
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correspondant a des abscisses x;= xg + i h en progression arithmé-
tique de raison h, et proposons-nous de définir la primitive de la
fonction y(x) :

Y(x) = fx y(t) dt

par la table de valeurs :
Yo=Y(x) =0, Yy=Y(xg+ h), ..., Yy=Y(xg+ nh), ..

Si I'on remplace la courbe représentative Ay A; A, A3 A4 ... de la
fonction y(x) (figure 17) par une suite d'arcs de parabole Ay A; A,,
AyA3z A4, ..., on obtient les formules suivantes qui permettent de
calculer successivement Yy, Y, Y3, Yy, ...:

<
|

h
= '17(5)/04'8)/1—)’2)
h
Y, = —1—2—(4y0+16y1+4y2)

(6)
h
Yoiv1 = Yo+ 12 (5Y2i+8VY32ii1-V2is2)

h
Yoiso = Yoit 55 (4V2ij+16y5i,1+4V5.5)

Ces formules ne donnent des résultats précis que si la
fonction y(x) est continue dans chacun des intervalles (xy;, X5;, 2) ;
la fonction y(x) peut avoir des points anguleux ou méme des dis-
continuités pour les abscisses x, X4, ... d'indice pair.

La formule d’interpolation paraboliqgue donnée au
paragraphe 2.3.2 permet de voir avec quelle précision la suite de
paraboles Ag A1 Ay, AyA3 Ay, ... représente lacourbe Ag Aq A; A
A

Remarque : lorsque la fonction présente un point anguleux ou
une discontinuité pour une abscisse d’indice impair, on peut
lever la difficulté en utilisant la formule :

3h
Yaiva = g~ (2i+3V2i01+3V2ir 2+ V2ir3)

2.2.2 Intégration d'une fonction
définie par une table de valeurs
de la fonction et de sa dérivée

Lorsqu’on connait les valeurs yg, y1, y2, ... de la fonction et
Yo Y4 Y9, ... de sa dérivée pour des valeurs xg, X1, Xz, ... €N pro-
gression arithmétique de raison h, on peut calculer les valeurs Yy,
Y5, Y3, ... de la primitive au moyen des formules :

1 1 ' o
Yi = 5 h(Vo+y)+35 W2 (vo-v1)

(7)

déduites de la formule des trapézes complétée par le premier terme
du développement d’'Euler MacLaurin (article Méthodes numériques
de base [A 1 220] dans le traité Sciences fondamentales).

Remarque : lorsqu’on integre deux fois de suite une fonction
définie par une table de valeurs, on peut pour la seconde intégra-
tion utiliser soit les formules (6), soit les formules (7) ; il est aisé
de vérifier qu’on obtient ainsi le méme résultat.
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O%x,xzxjx,,x

Figure 17 - Intégration numérique

2.3 Interpolation

2.3.1 Interpolation linéaire

Connaissant f(xg) et f(xg + h), la valeur approchée de f(xy + 6h)
avec 0 < 0 < 1 est donnée par la formule :

f1(xg+0h) =(1-06) f(xg) + 0 f(xg + h) (8)
ce qui revient & remplacer dans l'intervalle (xg, xg + h) la courbe
représentative de f(x) par un segment de droite.

On démontre que l'erreur commise €= f(xg+ 6h) - f1(xp + 6h)
vérifie I'inégalité :
1 grp2
le] < ) M” h

M étant une borne supérieure de |f" (x)| dans l'intervalle
(X9, Xp + h).

2.3.2 Interpolation parabolique

Connaissant f(xg— h), f(xp) et f(xg + h), la valeur approchée de
f(xo + 6h) avec |8| < 1 est donnée par la formule :

fo (xp+0h) = (1-07) F(xp)
+%e(1+e)f(x0+h)——;-9(1—9)f(x0—h) (9)

ce qui revient a remplacer la courbe représentative de f(x) par un
arc de parabole passant par les trois points d’abscisses xy— h, xg
et Xp + h.

On démontre que l'erreur commise €= f(xy + 6h) - f1 (xg + 6h)
vérifie I'inégalité :
M’ h3

9./3

M’ étant une borne supérieure de |f""’ (x)| dans l'intervalle
(Xo—h,X0+h).

le] <
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La formule d’interpolation parabolique (9) permet de résoudre
numériquement les deux problémes suivants.

a) Trouver la racine d’une équation f(x) = 0, la fonction f(x) étant
définie par une table de valeurs.

On sait que la racine cherchée appartient a l'intervalle
(xg— h, xg + h) ; on résout I'équation du second degré en 6 :

f1(xg+6h)=0

Si 0 est la racine de cette équation, inférieure a un en valeur
absolue, la racine cherchée est xg + 6h.

b) Trouver le maximum (ou le minimum) d’une fonction f(x) défi-
nie par une table de valeurs.

On sait que le maximum (ou le minimum) est obtenu pour une
valeur de x appartenant a l'intervalle (xg— h, xg + h). On cherche
donc le maximum (ou le minimum) du trinbme du second degré
f1(xg + 6h) ; en posant :

Zy=flxg- h) - fxg) et Z,="flxg+h)- fix)

on trouve que la valeur 6 qui correspond au maximum (ou au mini-

mum) est :
o1 (ﬁ)
2\Z,+2,
et que le maximum (ou le minimum) a pour valeur :

fi(xp+6h) = f(xo)——:f 0(Z,-2,)

3.1 Poutre sur appuis simples

3.1.1 Calcul des efforts (réaction d’appui,
moment fléchissant et effort tranchant)

3.1.1.1 Définition. Lignes d’influence

Une poutre sur appuis simples (ou travée indépendante) est une
poutre droite horizontale reposant a ses extrémités sur deux appuis
simples exercant sur la poutre des réactions verticales Ry et R,
(figure 18). Généralement, I'un des appuis est fixe et I'autre mobile
de fagon a permettre la libre dilatation de la poutre. Les forces
appliquées sont des charges concentrées ou réparties, dues a la
pesanteur ; ces charges verticales sont comptées positivement vers
le bas. Nous désignerons par ¢ la portée de la poutre, et nous
compterons les abscisses a partir de I'extrémité de gauche.

Pour déterminer les lignes d’influence, supposons qu’une seule
charge P soit appliquée a la section C d’abscisse o. En écrivant que
le moment des forces appliquées par rapport a B et par rapport a A
est nul, nous trouvons les réactions d’appui :

Roy(t) = P(1—%), Ry(a) = P%
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L'effort tranchant T (o, x) dans la section X d'abscisse x est :

{Ro(oc) si x<o

Ry(o) - P si x>o
soit [relation (5)] :

o .
P<1——€7> si x<a
T(o, x) = Pu,(a, x) = (10)
o .
- P7 si x>a

Le moment fléchissant M(co, x) dans la section X a pour valeur :

Ry(a) x si x<o
M(a, x) = .
{Ro(a)x—P(x—oc) si x> o
soit [relation (4)] :
Pfx(f(—oc) si x<o
M (o, x) = Pu(a, x) = (1
PPS—%_——)—Q si x>a

Si, dans les formules (10) et (11), on suppose o donné et x variable,
on obtient les lignes représentatives de I'effort tranchant et
du moment fléchissant sous I'action de la charge concentrée P
(figure 19).

Si, dans les formules (10) et (11), on suppose P=1, x donné et o
variable, on obtient les lignes d’influence de I'effort tranchant et du
moment fléchissant dans la section X d’abscisse x (figure 20).

Ic A
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3.1.1.2 Charges concentrées

L'effort tranchant T(x) et le moment fléchissant M(x) dus a des
charges concentrées P; appliquées aux sections d’abscisses o, ont
pour valeurs :

T(x) = ZP,'HX(OL,':X): M(x) = ZP,'P-((X,‘:X)

T(x) est constant et égal a T; sur l'intervalle (a;, a;,1) ; la ligne
représentative de M(x) est une ligne brisée dont les ordonnées des
sommets sont M;= M/(o;). Le calcul s’effectue rapidement au
moyen des relations :

To=Ro, Ti=Ti_1-P;
Mo=0, Mi=M;_q+T;_q(o-0a;_q)

Supposons qu’il y ait n charges concentrées P;; sil'on ne commet
pas d’erreurs, on doittrouver M, , 1 =0(onposeog=0eto,,; = £).

La recherche du moment maximal produit par un convoi (systeme
de charges concentrées dont les distances mutuelles sont inva-
riables) est facilitée par le théoréeme de Barré : /e moment fléchissant
maximal sous une charge du convoi s’obtient lorsque cette charge
et la résultante générale des charges du convoi se trouvent dans des
sections symétriques par rapport au milieu de la poutre.

Figure 18 - Poutre sur appuis simples

P(!—??‘—) palf-o)

o
-P§

(@ effort tranchant

Figure 19 - Poutre sur appuis simples :
lignes représentatives

@ effort tranchant

® moment fléchissant

Figure 20 - Poutre sur appuis simples :
lignes d’influence
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3.1.1.3 Charges réparties

L'effort tranchant T(x) et le moment fléchissant M(x) dus a une
densité de charge p(x) ont pour valeurs :

T(x) = fo Ky (o, x) p (o) do

€
M(x) = fo u(a, x) p(o)do

La symétrie de la fonction p(o, x) montre que M(x) est donné
par une intégrale du type de celle étudiée au paragraphe (8 2.1.2) ;
donc, si nous définissons les fonctions p4(x) et p,(x) par:

pq(x) = fo p(t)dt, p,(x) = L pq(1) dt
nous avons :
M(x) = p2(€)—p2 (%)

et nous en déduisons :

dM

700 = S = 2 p,(0)-py ()

Par exemple , lorsque la poutre est soumise a une densité de charge
linéaire :

X X
p(x) = po<1 —7>+p1 7
nous trouvons :

X (€ - X)
6¢

[P (2€2-6€¢x+3x2)+py (£2-3x?)]

M(x) = [P (2€-X) + py (£ +X)]
1

T(x) = 57

En particulier, lorsque pg = p; = p, ona p(x) = pet:

M = pX 2,

T(x) = p(%—x)

etlorsque pg=—-py =p:

X (£ -x) (£ —-2x) €2_60x+6 x2
6¢ !

M(x) = p T(X)=p—————67————

3.1.1.4 Lignes enveloppes

Les lignes d'influence permettent de calculer dans chaque section
les valeurs extrémes de I'effort tranchant et du moment fléchissant
sous l'effet des divers systemes de surcharges. En portant ces
valeurs extrémes en ordonnées a l'abscisse de la section corres-
pondante, on obtient les lignes enveloppes de |'effort tranchant et
du moment fléchissant.

Par exemple , dans le cas d'une surcharge de densité uniforme gpou-
vant étre appliquée sur une partie quelconque de la poutre, dans la sec-
tion d'abscisse x I'effort tranchant maximal T,,.(x) s'obtient en
surchargeant l'intervalle (x, €), et I'effort tranchant minimal T, (x)
s'obtient en surchargeant l'intervalle (0, x) ; on trouve ainsi :

2 2
Trax (%) = q((;ie)o v Tin(X) = = %

Dans les mémes conditions, le moment fléchissant maximal dans la
section d'abscisse x s'obtient en surchargeant toute la poutre ; donc :

1
M o (X) = ?qx(E—x), M in(x) = 0

C2015-10

3.1.2 Calcul des déplacements

3.1.2.1 Calcul des rotations des sections d’extrémités

3.1.2.1.1 Cas général

Les rotations g et ®; des sections extrémes de la poutre sont
données par les formules (94) de l'article Théorie des poutres
[C 2 010] dans ce traité :

€ €
x\ M 1j T
‘M“?)Ed“? o G5, IX
4
x\ M 1
J’o(?)‘E—I-dX*-

?jo GS,

®g
(12)

®, dx

Lorsque la poutre est soumise a une charge Pappliquée a la section
d’abscisse o, nous avons [relations (11) et (10)]:

M(x) = Pu(o, x), T(x) = Puy(a, x)

et les fonctions d’influence wy(a) et wq(a) ont pour expressions :

mow)——Pf w0 (1-F) Pf A
")

m1(oc)—Pf u(o, X)< )dx Pf Hylo, X) =5 GS

Nous sommes ramenés a calculer des intégrales du type de celles
étudiées dans le paragraphe 2.1 ; nous devons donc intégrer deux
1

o) et - 7 m et une fois la fonction

fois les fonctions (1 - %)

1
GS,(0)
qui figure dans chacune des formules (13) est nulle.

. Notons que, lorsque S; est constant, la seconde intégrale

3.1.2.1.2 Cas d’une poutre de section constante
(I = Cte, S; = Cte)

Nous trouvons dans ce cas:

P oa(-o0)(2-o)

®o(®) = - FF7 ] a)
0, (0) = E%T 0(((’—0(2 £ +a)

Une charge P appliquée a la section médiane (o = €/2) donne les
rotations :
P2

B 1=
Une densité de charge p appliquée sur toute la poutre donne les
rotations :
o = o, = PC
®o = @1 = o7 ET

3.1.2.2 Calcul des fleches

3.1.2.2.1 Cas général

On désigne sous le nom de fleche de la section d’abscisse x le
déplacement vertical v(x) de cette section. Connaissant le moment
fléchissant M(x) et I'effort tranchant T(x), on calcule d’abord la rota-
tion oy au moyen de la premiere formule (12) ; la seconde formule
de Bresse (article Théorie des poutres [C 2 010] dans ce traité) nous
donne ensuite la fleche v(x) comptée positivement vers le haut :

M@ 4o [ TE)
Ve “”O“f OO EE 4 J [EAEN
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En remplacant g par sa valeur, nous pouvons mettre la formule
précédente sous la forme :

)
_ M 1@
voo = [ oo M8 g f He(x ©) Ggogy 46 (19)

Cette formule peut étre établie également au moyen du théoréeme
de Castigliano (article Théorie de I’élasticité [A 305] dans le traité
Sciences fondamentales). Pour trouver la fleche v(x) dans la section
d’abscisse x, appliquons une force auxiliaire F dans cette section ;
le moment fléchissant et I'effort tranchant dans la section
d'abscisse & sous I'effet des charges appliquées et de la force auxi-
liaire F ont pour valeurs :

M(E) = M(8)-Fu(x,8), B(E) = T(E)~Fu(x, &)
L'énergie de déformation ayant pour expression :

¢ €
_ ] M2 (E) 1 B2 (8)
d§+§j

T2, EI® o GS,(§)

le théoréme de Castigliano montre que :
ow
V09 = (F)
Nous retrouvons ainsi la formule (15).

La formule (15) contient deux intégrales du type de celles étudiées
dans le paragraphe 2.1 ; nous savons donc calculer numériquement

ces intégrales ; il suffit d'intégrer deux fois la fonction 2_4182 et une
. . T(x)
fois la fonction G5, (5"

La fleche v (x ) est lasomme de la fleche due au moment
fléchissant :

€
M
Vi(x) = - j() u(x, &) ﬁgdg

et de la fleche due a I'effort tranchant :

LCS)
a0 = - [ e e

Dans le cas ou la poutre est soumise a la seule charge P=1
appliquée a la section d’abscisse o, nous avons :

M(E) =plo, &), TIE)=pelo, €)
et la formule (15) nous donne la fonction d’influence de la fleche :
¢
- mx 8w, §)
vie 0 =~ jo By 9

Nous avons bien, conformément au théoreme de réciprocité :

Hg(X £) He(a, E)
GS; (9

d& (16)

vio, x) = vix, o)

3.1.2.2.2 Cas d’une poutre de section constante
(I = Cte, S, = Cte)
Fleche due au moment fléchissant
Déterminons la fonction d’influence v4 (o, x) ; nous avons :

Pw pour x< o
M (o, x) = Pu(o, x) =

Pw pour x> o
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En intégrant une premiere fois % nous obtenons :
20¢—
% % pour x<o.
(o, X) = oy(a) +
0 Plo(f-a) o(f-x)2
T 5 - 77 pour x> o

Une seconde intégration conduit a:

P x3({-a)
H 6r pour x<o
_ a(f-)(x-0) a(f-o)({-20)
vi(o, X) = Xwg(a) + EI[ 5 3
6¢

La condition v (o, ¢) = 0 nous donne la valeur de wg (o) :

P oa(-o)(2¢-o)

®o (@) =~ FFF 7

résultat que nous connaissions déja [1"® formule (14)]; compte
tenu de cette valeur, la fonction d’influence de la rotation est :

4

;/oc [u(2€—(x)—3x2} pour x< o

oo, X) = (17)

T B EI
P o
—‘E‘"{7|:(€+0ﬂ)(€ o) -3 - X):| pour x> o

et la fonction d’influence de la fleche due au moment fléchissant est :

__P xtt-o 0‘)[ —o) - 2}
v 6 El 7 o(2€-a)-x pour x<o 18)
1 a‘l - 8
P a({-x) [ 2
“SE ¢ X(2¢-x)—o pour x> o

En particulier, lorsque la charge P est appliquée dans la section
médiane, la fleche dans la section médiane est :

v |4 P¢3
22 T 48EI

La fleche v4 (x) de la poutre soumise a une charge répartie de den-
sité p(x) a pour valeur:

¢
vi(x) = J:) vi(a, x) p(o) da
Lorsque p(x) = p est constante, nous trouvons :

__ pt% x [ x)?
Vi(x) = - S ET x (€ - x)[1+?—<—£7> }

En particulier, la fleche dans la section médiane a pour valeur :

v £>___§_££i
W2/~ 384 EI

Fleche due a I'effort tranchant

Dans ce cas, une primitive de la fonction Z(g) étant %—(gﬁ la
fleche due a I'effort tranchant a pour valeur : 1 1
__Mx
Vo(X) = — GS, (19)
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La fonction d’influence de la fleche due a I'effort tranchant est
donc:

P
vy(o, X) = — Gso u(o, x)
1

En particulier, la fleche dans la section médiane due a une charge P
appliquée dans la section médiane a pour valeur:

v (L Ly ___Pt_
2\2"2) " 4GS,
et la fleche dans la section médiane due a une densité de charge p

appliquée sur toute la poutre a pour valeur :

YA -
2\2) " 8GS,

Comparaison des fleches dues au moment fléchissant
et a I'effort tranchant

Considérons une poutre d'acier doux en double té, de section
constante, soumise a une densité de charge uniforme p; soit 1 la
contrainte de cisaillement de I’ame sur I'appui due a I'effort tranchant

1 . . .
T = Epf, et o la contrainte normale maximale dans la section
4 s 1
médiane due au moment fléchissant M = 3 p{2 ; nous avons:

t= T _ Pt G_Mh_p€2h
-5, T 25" T2 ~ 16l
h désignant la hauteur de la poutre.

Les fleches de la section médiane dues au moment fléchissant et
a I'effort tranchant ont pour valeurs :

voo_ .5 ptt 5 ot
17 38 EI =~ 24 Eh
v __pt? _ 1t
27 78GS, T 4G

Nous avons donc, en prenant E/G = 2(1 + v) = 5/2 correspondant
a v=0,25 (v coefficient de Poisson) :

-a(3)(8
v, o)\ €

Le maximum de t/c étant 1/2 (correspondant a une courbe intrin-
seéque composée de deux droites paralléles), nous voyons que la
fleche due a I’effort tranchant atteint 15 % de la fleche due au moment
fléchissant lorsque h/€¢ = 1/10. L'influence de I'effort tranchant sur
la fleche serait nettement plus faible pour une poutre en béton armé
ou en béton précontraint, car dans ce cas le rapport t/c est plus petit.
Il est donc souvent justifié de négliger les déformations dues a I'effort
tranchant.

3.2 Console

3.2.1 Calcul des efforts

3.2.1.1 Définition. Lignes d’influence

Une console (figure 21) est une poutre droite encastrée a I'extré-
mité A et libre a I'extrémité B. Nous désignerons par ¢ la longueur
de la console, et nous définirons les sections par leurs abscisses
comptées a partir de I'extrémité encastrée A.

Supposons une seule charge Pappliquée ala section d’abscisse o ;
la réaction d’appui en A comprend une réaction verticale R(c) et un
moment d’encastrement M (o) que I'on détermine immédiatement
au moyen de la statique élémentaire :

Rla) =P, Mp (o) = - Pou

C2015-12

L'effort tranchant T dans la section X d’abscisse x a donc pour
valeur :

1 our x<
T = PT(a, x) avec T(a, X) = { P ¢ (20)
0 pour x> o
et le moment fléchissant M dans la section X a pour valeur :
M = PM (o, x) avec M (o, x) = {x—oc pour x<a (21)
0 pour x> o

Considérées comme fonctions de x, les fonctions T(ao, x) et M (o, x)
définissent les lignes représentatives de I'effort tranchant et du
moment fléchissant (figure 22).

Considérées comme fonctions de o, les fonctions T(a, x) et
M (o, x) définissent les lignes d’influence de I'effort tranchant et du
moment fléchissant (figure 23).

3.2.1.2 Charges concentrées P; appliquées aux abscisses o;

La ligne représentative de T est une ligne en escalier, T étant
constant et égal & T; dans l'intervalle (0;_ 4, ;). La ligne représen-
tative de M est une ligne brisée dont les sommets d'abscisses o; ont
pour ordonnées M;. On calcule de proche en proche T; et M; au
moyen des formules :

Y, v( X B

Figure 21 - Console

)
P

A ; B

_Pu -

Figure 22 - Console : lignes représentatives de I'effort tranchant
et du moment fléchissant

=

S
..}
-.-LQT*‘-J

~(4-x)

Figure 23 - Console : lignes d’influence de I'effort tranchant
et du moment fléchissant
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3.2.1.3 Charge répartie de densité p(x)

Nous avons, en vertu des propriétés des lignes d’influence
[formules (20) et (21)]:

€ €
T(x) = o T(o, x) p(or)do = L p(a)do

¢ ¢
M(x) = fo M (o, x) p(o)do = J; (x-a) p(a)da

la seconde formule pouvant s’écrire, puisque dM/dx= T et que
M) =0:

¢
M(x) = —fx T(u)du

Nous obtenons donc T(x) et M(x) en intégrant deux fois de
suite la fonction p(x).

Dans le cas ou p(x) est une constante p, nous trouvons :
T = p(U=x), Mx) =~ 5 p(t-x?
Dans le cas d’'une densité de charge linéaire :
P(X) = Po+(Py-Po) 7
nous trouvons :

T = Py (£~ )+ (P~ Po) 57

_ 2
M(x) = - 12 p0(€—x)2_% (P1- Po) (t-x €(2€+x)

3.2.2 Calcul des déplacements

3.2.2.1 Cas général

Connaissant le moment fléchissant et I’effort tranchant le long de
la console, les formules de Bresse (article Théorie des poutres
[C 2 010] dans ce traité) donnent immédiatement la rotation o (x) et
la fleche v(x) d’une section quelconque d’abscisse x:

M)
o Bl %

_[ M) T (§)
V(X)_jo (x=%) gy 4~ f 65,8 °

la seconde formule (22) pouvant se mettre sous la forme :

o(x) =
(22)

voo = [ 0@ de- [0 To

Le calcul de o et de v s’effectue donc aisément par intégration
numérique.

La fleche v(x) est la somme de la fleche v4(x) due au moment
fléchissant et de la fleche v, (x) due a I'effort tranchant :

TE) 4

vi(x) = L o) dg, (0 =~ | GS, (&)
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3.2.2.2 Cas d'une console de section constante
(I = Cte, S; = Cte)

Calculons les fonctions d’influence (o, x) de la rotation et
vq (0, x) de la fleche due au moment fléchissant dans la section X
d’abscisse x; nous avons, la charge P étant appliquée a la section
d’abscisse o :

oo, X) = —I:,:I- fo M (o, &) d&

soit, compte tenu de I'expression (21) de M(a, x) :

P (20 x-x2) our x<a
T ZE P
oo, X) = p (23)
__rF 42
5Ef * pour x> o
En particulier :
P¢2
o(l, €) SET

Nous avons ensuite :

V—I((X, X) = jo (,0((1, E.-) dé

soit :
P x2 (30— x) our x<o
T BE P
vi(o, X) = (24)
__P o2 (3x-a) pour x> o
6 EI

La fonction d’influence de la fleche due a I'effort tranchant a
pour expression :
Voo, X) = —

P X
@S, fo T (o, &) dg

soit, compte tenu de I'expression (20) de T (o, x):

- GP—; pour x<o.
00 2 _ P our x> o. )
GS, P
En particulier, nous avons :
Pe3 Pt
V1(€,€)——ﬁ, v2(€'€)__G—S1

Les fonctions v; (a, x) et v, (o, x) sont symétriques, comme I'exige
le théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti (article Théorie de I’élas-
ticité [A 305] dans le traité Sciences fondamentales).

Examinons le cas particulier d'une charge répartie de densité uni-
forme p; nous avons:

o(x) = f MBge-_ B f (€-8)2 dg
soit :
o(x) = — % (€2X—€x2+ % x3)
En particulier :
o) = - Ep‘?f
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La fleche v;(x) due au moment fléchissant est :

X
_ o px2 (1, 1, 1
V1(X)‘fo“’(&)dé‘ 2EI<2€ 3 X+ X

et la fleche v, (x) due a I'effort tranchant est :

_7XT(E,)dg_7pr72 _ P 2
20 =) G5, T TGS, Jo (79748 = - g5 (26x-x)

En particulier :

(2
Vy(6) = - =2

i) =~ ~ 365,

pet
8EI’

Comme dans le cas de la poutre sur appuis simples (8 3.1.2.2.2),
la fleche due a I'effort tranchant est petite devant la fléeche due au
moment fléchissant et peut en général étre négligée.

3.3 Poutre console

3.3.1 Calcul des efforts

Une poutre console est une poutre sur appuis simples A et B pro-
longée par deux consoles AC et BD. La méthode de calcul la plus
simple est d'utiliser les lignes d’influence que I'on détermine au
moyen des méthodes données dans le paragraphe 1.3.1.

Les lignes d’influence de Tet de M dans une section d'une console
ACou BDsontidentiques a celles de laconsole isolée, car une charge
placée sur la travée AB ne produit aucun effort dans les consoles.
La figure 24 donne la ligne d’influence de la réaction de I'appui
simple A et les lignes d’influence de I'effort tranchant et du moment
fléchissant dans une section X comprise entre A et B.

Atitre d’exemple , donnons les valeurs du moment fléchissant et de
I'effort tranchant dus a une charge de densité uniforme p répartie sur
toute la longueur de la poutre console.

Dans une section X; de AC définie par X;A = x; :

dM

]
M=-=p(t;-x)? T= “ax, = P

Dans une section X, de BD définie par BX, = X, :

1 dM
/\/I=—§P(€2—X2)2, T=-d—)—(2-=p(€2—>(z)
Dans une section X de AB définie par AX = x :
1 1 2 X 1 2 X
M = —Z-px(f—x)——2-p€1(1—7)——2-p€27
2,2
_dM _ 1 1=t

T =

¢
Ax = 7 PU-20+p 757

La portée AB = € étant donnée, on peut déterminer ¢, et €, de

facon que les moments fléchissants négatifs en A et B soient égaux en
valeur absolue au moment fléchissant maximal en travée AB ; on doit
avoir £, = €, et:

2 1 2 . ¢
= §p€ -5 plisoitt; = —

1 2 1
1 2 Zﬁ

7 Pt

C2015-14

NS

4 z
@CI - X . 7.0
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o
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i

@ poutre console

AA' =1
® réaction en A
XX =-x/0 XX'=1 - x/L)

© effort tranchant en X

R=xif -x

@ moment fléchissant en X

Figure 24 - Poutre console : lignes d’influence

3.3.2 Calcul des déplacements
Prenons I'origine des abscisses en A. La méthode la plus rapide

pour trouver la rotation o (x) et la fleche v(x) de la section d'abscisse
X consiste a calculer les intégrales :

_[(me
v = fo ET) 9°

_ [ )
voo = | vede- || Fha

x variant de - €¢; & € +¢,. On montre aisément que la rotation wg
de la section A a pour valeur -V (£)/{ et que:

o(x) = wg+U(x) = U(x)—% V(€)

V(X) = 0gx+ V(x) = V(x)_% V(£)
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3.4 Poutre cantilever

3.4.1 Définition

Une poutre cantilever est une poutre droite soumise a des charges
verticales, reposant sur plus de deux appuis simples et comportant
des articulations intermédiaires disposées de fagon que la poutre
soit isostatique.

Supposons que la poutre comporte n travées et soit divisée en p
trongons par les articulations intermédiaires ; nous avons n + 1 réac-
tions extérieures et p- 1 réactions intérieures ; la statique fournit
pour chaque trongcon deux équations d’équilibre. Nous obtenons
donc la condition nécessaire pour que la poutre soit isostatique :

(n+1)+(p-1=2p soit n=p

Cette condition n’est pas suffisante, car la poutre pourrait étre
hyperstatique dans certaines zones et librement déplagable dans
d’autres.

Les poutres cantilevers les plus employées sont constituées d'une
succession de poutres consoles reliées I'une a l'autre, entre deux
articulations, par des travées indépendantes.

3.4.2 Calcul des efforts

La méthode de calcul la plus simple consiste a utiliser les lignes
d’influence que I'on détermine facilement (§ 1.3.1). Les figures 25
et 26 donnent quelques lignes d’influence pour les deux types de
poutres cantilevers a trois travées les plus utilisés.

3.4.3 Calcul des déplacements

Dans le cas général, on calcule les rotations o (x) et les fleches v(x)
en utilisant les formules de Bresse (article Théorie des poutres
[C 2 010] dans ce traité) ; on prendra garde au fait que les
rotations o (x) présentent des discontinuités au droit des articula-
tions.

Dans le cas ou la poutre cantilever est constituée de poutres
consoles C; A; A;, 1 C;, 1 réunies par des travées indépendantes
Ci_4 C;,ondétermine d’abord les rotations et les fleches des poutres
consoles (8 3.3.2) ; on connait alors les fleches des extrémités C;des
travées indépendantes ; on peut donc calculer aisément les rotations
et les fleches des travées indépendantes.
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poutre cantilever

réaction en A

réaction en B

effort tranchant en X
effort tranchant en X'
moment fléchissant en X
moment fléchissant en X'

Figure 25 - Poutre cantilever (1°" type) : lignes d’influence
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@A inB (/)
i

£

/B X

poutre cantilever
réaction en A
réaction en B

effort tranchant en X
effort tranchant en X'

moment fléchissant en X
moment fléchissant en X’

ERCION MO = IC)

Figure 26 - Poutre cantilever (2° type) : lignes d’influence

4.1 Poutre droite infiniment rigide
sur appuis élastiques

4.1.1 Calcul des réactions d’appui

Considérons (figure 27) une poutre droite reposant sur n appuis
élastiques A;, exercant sur la poutre des réactions R;
proportionnelles aux fleches v; de la poutre au droit des appuis :

Ri=—kiVi

k; étant des constantes positives caractéristiques des appuis.

C2015-16

o] |

!
Figure 27 - Poutre droite infini
appuis élastiques

A’J X
[
4

t rigide rep 1t sur n

Choisissons une origine O sur la fibre moyenne, et soit p; = OA;
I"abscisse de I'appui A;. La poutre supporte des charges verticales
etdes couples dontlarésultante générale comptée positivementvers
le haut est Y, et dont le moment résultant par rapport a O estT';
les équations d’équilibre de la statique :

Y+2R, =0, I‘+2R,p,~ =0
i i
ne sont pas suffisantes pour déterminer les réactions R; ; mais I'indé-
formabilité de la poutre montre que :
vi=a+ bp;

aet b étant deux constantes que nous prendrons comme inconnues ;
nous obtenons donc, en éliminant R; et v; entre les équations
précédentes :

ay ki +bY kp=Y
i i

ay kipj+by kipi=T
1 1

Plagons I'origine O au barycentre des points A; affectés des

masses k;; nous avons k:p: = 0, et nous trouvons :
! 1 1
i

a=Y/K, b=T/H
K et H étant définis par:

K=3 ki szkip%
i i
Nous obtenons ainsi les valeurs des réactions d’appui :

Y T
R; = —kf(‘,(+ﬁ Pi)

Dans le cas d'une charge unique P=1 appliquée a I'abscisse o,
nous avons Y=-Pet I'=- Pa ; les fonctions d’'influence des réac-
tions d’appui ont donc pour expressions :

K H

Les lignes d’influence des réactions d’appui sont donc des droites.

Dans le cas d’appuis identiques et également espacés, nous trou-
vons, en désignant par A I'espacement de deux appuis consécutifs :

R, (o) = Pﬁ<1+—K-p,-ot) (26)

n+1-2j
ki =k, pi:————i————k
K=nk, H-= 11—2n(n2_1)/<x2

La formule (26) s’écrit donc dans ce cas particulier :

i = 102502
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Les réactions extrémes R, et R, ont donc pour valeurs :
Ll [1 +8 &ﬂ
n n+1 \ A

4.1.2 Lignes d’influence de I'effort tranchant
et du moment fléchissant

R1(a):§[1— 6 (“

v 7)} R,(0) =

Il résulte immédiatement de I'expression (26) de R; (o) que I'effort
tranchant T (o, x) dans la section d’abscisse x sous |'action de la
charge unité appliquée dans la section d’abscisse o a pour valeur :

> P pour o< x

K

PL% B (1450
T (o, x) = p
HP

PZ(

> pour o> x

2 désignant une sommation étendue aux appuis situés a gauche
g

de la section d’abscisse x ; si nous désignons par 2 une sommation

d
étendue aux appuis situés a droite de la section d'abscisse x, nous
avons :

zki+zki: zkipi"'zkipi:()

g d g d
et I'on peut écrire T (o, x) sous la forme :

k;
—PZY'(1+ p,-oc) pour . < x
T(a, x) = (27)

PZ ( pot>

Dans les mémes conditions, le moment fléchissant M (o, x) a
pour valeur :

pour o> x

27 g o()(x—pi)—P(Xf(x) pour o< x
M (o, x) = g
ki K
27<_ T—I— 0(>(x7pi) pour o> x
g
§
e
r |
A P &
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Il est aisé de voir que la formule précédente peut encore s’écrire :

*PZ (

M (o, x) = K (28)
”27( s

)(x P pour o< x

)(X [sh) pour o> X

4.1.3 Ponts a poutres multiples solidarisées
par des entretoises

Considérons (figure 28) une travée indépendante a poutres mul-
tiples solidarisées par des entretoises ; lorsque la portée de la travée
estsupérieure atrois fois sa largeur, on peut considérer que les entre-
toises sont infiniment rigides vis-a-vis des poutres. Soit I; I'inertie
de la poutre (i). Prenons pour origine des abscisses dans une section
transversale le barycentre des points A;ou les poutres coupent cette
section transversale, et posons, p; désignant I'abscisse du point A;:

=30, H=Y I}
1 1

Supposons que des charges soient appliquées dans une section
transversale située a la distance z de I'appui de gauche du pont, et
soit e l'abscisse de la résultante générale de ces charges. Il est
possible d’établir les regles pratiques suivantes.

Soit .l le moment fléchissant dans la section médiane calculé pour
I'ensemble du pont ; le moment fléchissant dans la section médiane
de la poutre (i) est:

M= it 214 L
T ( TH P >

Soit G l'effort tranchant a l'appui de gauche calculé pour
I'ensemble du pont; I'effort tranchant a I'appui de gauche de la
poutre (i) est:

— si z>d, d désignant la distance de la premiére entretoise a
I"appui de gauche :

—siz<d:

’ 4 n Z

T, = T,.<173)+ T 2

T; désignant I'effort tranchant produit par les charges directement

appliquées a la poutre (i), et T; I'effort tranchant que I'on calcu-
lerait comme si z était supérieur a d.
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Figure 28 - Travée a poutres multiples
solidarisées par des entretoises
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4.2 Calcul d’'une fondation sur pieux

Le massif de fondation indéformable OPQR repose sur des pieux
A;B; dont les pointes sont appuyées sur une couche dure, le rocher
par exemple, supposée a la profondeur L sous la base horizontale
du massif (figure 29).

Prenons I'axe Ox dirigé suivant la base du massif et I'axe Oy
dirigé vers le bas. Les forces données appliquées au massif ont
une résultante de composantes X et Y, et un moment résultant T’
par rapport a O. Le déplacement du massif est défini par une trans-
lation infiniment petite de composantes a et b, et par une rotation
infiniment petite ® autour de O. Le déplacement (3x, dy) d'un point
(x, y) du massif a donc pour expression :

dx=a-oy, dy=b+owx
En particulier, le déplacement de la téte A; (x;, 0) du pieu A;B; est
défini par:
dxj=a, dyj=b+wx

Il est raisonnable de supposer que les pieux n’exercent sur le mas-
sif que des réactions dirigées suivant leurs axes. Le pieu A;B; dont
I'axe fait 'angle o; avec Ox subit une variation de longueur :

dM;j=38x;cos o+ dy;sin a;
Si E est le module d’élasticité des pieux, la force exercée par le
massif sur le pieu A;B; de section Q; et de longueur L/sin o; est :
EQ
F; = T

i

SA;sino; = K; 8 4; sin o

EQ;

L

Les composantes X; et Y; de la force F; sont :

avec K; =

X;= Fjcos o; = K;d A;sin 0,;cos o;
. .2
Y;=F;jsin o= K;d A;sin® o;
L'équilibre du massif se traduit par les équations :
X=ZX,- Y=ZY,- F=Zx,-Y,-
! 1 I
soit, compte tenu des valeurs de X, Y;, dA;, 8x; et dy;:
ay Kisino,cos?a,+ by K;sin?a; cos o+ 0 Y K; x;sinZa, cos o = X
i i i
ay K;sin2a;cos o+ by K;sind o +® Y K;x;sind a, =Y
i i i
. . 2
ay Kix;sin o cos o+ b Y Kixisindo,;  +o ) Kixisindo, =T
i i i

Ces équations, dont le déterminant est symétrique, permettent
de calculer a, b et o.

y

Figure 29 - Fondation sur pieux
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5.1 Rappel de formules fondamentales

Rappelons les formules fondamentales établies dans I'article
Théorie des poutres[C 2 010] de ce traité, donnant les relations entre
les rotations 0 et w1 des extrémités d'une poutre, et les moments
fléchissants My et M, aux extrémités :

Oy = w’—aMO—bM1 } (29)

_
®, = 0"+ bMy+cM,

Dans ces formules, a, b et ¢ sont les coefficients de souplesse de
la poutre de portée ¢ :

4 €
:f 1(1_1>%_ [ dx (30)
o €\ TT)E |7 ), G5,

et o' et ®” sont les rotations des extrémités de la poutre supposée
sur appuis simples :

w»__f (1-2) D, |1 ‘du _dx
ST M) E T W), dx TGS,

w/»_f x dx [1 (" du dx
=M TE T T ), dx TGS,

(31)

pdésignantle moment fléchissant produit par les charges appliquées
dans la poutre supposée sur appuis simples.

Dans les formules (30) et (31), les termes entre crochets peuvent
étre supprimés lorsqu'il est justifié de négliger les déformations dues
a l'effort tranchant.

5.2 Poutre encastrée élastiquement
a ses extrémités

5.2.1 Définition

Nous supposons que les extrémités A et Bde la poutre sont encas-
trées élastiquement (on dit aussi partiellement encastrées),
c’est-a-dire que les rotations wg et m, des extrémités sont propor-
tionnelles aux moments fléchissants en A et B:

0)0=k0M0, 0)1=—k1M-| (32)

ko et k4, étant deux constantes positives caractéristiques des encas-
trements élastiques.

Le probléme ainsi posé est trés général ; en effet, k= 0 correspond
a un encastrement parfait et k=« a un appui simple. Nous trouve-
rons donc comme cas particuliers la poutre encastrée a ses extré-
mités, et la poutre encastrée a une extrémité et sur appui simple a
I"'autre. Le cas général est celui d'une travée d’une poutre continue.
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5.2.2 Calcul des efforts

5.2.2.1 Méthode de calcul

Soit ¢ la portée de la poutre et xI'abscisse d'une section Xcomptée
a partirde I'appui de gauche. Pour connaitre le moment fléchissant M
et I'effort tranchant T dans la section X, il suffit de calculer les
moments d’encastrement My et M, ; nous avons en effet [d’aprés
les formules (95) de I'article Théorie des poutres [C 2 010] dans ce
traité] :
M(x) = u(x)+ M0(1 —%>+ M, —){;
(33)
T(x) = $+7M1 My
dx 4

U (x) désignant le moment fléchissant produit par les charges appli-
quées dans la poutre supposée sur appuis simples.

Or, compte tenu des formules (32), les relations fondamentales
(29) fournissent deux équations pour calculer My et My :

(a+ ko) Mg + bM; = o
bMq + (¢ + ky) My = - o”

Nous trouvons ainsi :

My = % [(c+ ko' + bo”]
(34)

M, = —% [bm'+(a+ ko) o”

le dénominateur A, toujours positif, ayant pour expression :

A=(a+kg) (c+ky)— b2

5.2.2.2 Lignes d’influence des moments d’extrémités. Foyers

Négligeons les déformations dues a I'effort tranchant ; les fonc-
tions d’'influence Mgy(a) et M4 (o) sont données par les formules (34)
dans lesquelles :

€
=o' (0) = ‘L“(O"")(“%)%

¢
v o _ x\ dx
o = 0" (o) = jo “(a’x)(?)_ﬂ

1=}
|

o' (o) et ®” (o) étant donnés par des intégrales du type de celles
étudiées dans le paragraphe 2.1, il est facile de calculer les dérivées

FII\F ’ 5]
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premiéres et secondes des fonctions My (o) et M4 (a). Nous trouvons
pour valeurs des dérivées premiéres aux extrémités de la poutre :

ko(c+ k bk

M; (0):-1+——~———°(A+ iy Mg (€) = —+
, b kg , ky(a+ kg)
M7 (0) = - ——, MYy (£) = 1~

et pour valeurs des dérivées secondes :

Mg (o) = €A1EI [(c+ k) (€ -a) - bal
M7 (o) = ﬁ {(a+ ko)oc—b(f—ot)j

Si kg et k1 sont nuls (poutre encastrée a ses extrémités), la ligne
d’influence de My a une pente — 1 en A et est tangente en B a AB;
la ligne d’influence de M, est tangente en A a AB et a une pente
+1enB.

Si kg et k1 ne sont pas nuls, on a les inégalités :
-1<Mg (0)<0, 0<Mj (£)<1

Considérons les points F et F' de AB, appelés foyers, définis par
les rapports :

_AF _ o _ b
¢_ﬁ_€—a_a+ko

(35)
, FB _t¢-o _ b
(p_ﬁ_ o c+k

Le point F’ est a droite de F; cela résulte de ce que A est positif
(8§ 5.2.2.1).

La ligne d’influence de My a un point d’inflexion en F’ ; sa conca-
vité est tournée vers le haut entre A et F’, et vers le bas entre F’ et B.

Laligne d'influence de M a un point d’inflexion en F ; sa concavité
est tournée vers le bas entre A et F, et vers le haut entre F et B.

Les propriétés précédentes définissent la forme des lignes
d’influence (figure 30).

On aurait pu déterminer les lignes d’influence de Mg et de M au
moyen du théoréme de réciprocité (8 1.3.2). Par exemple, la ligne
d’influence de Mg est, & un facteur prés, la déformée de la poutre
lorsqu’on applique en A un couple - T aprés avoir introduit une
articulation en A ; le moment fléchissant en A est I, et le moment
fléchissant en B est — ¢'T, la ligne représentative du moment flé-
chissant étant une droite passant par F'.

De méme, la ligne d’influence de M, est, a un facteur pres, la
déformée de la poutre lorsqu’on applique en B un couple T aprés
avoir introduit une articulation en B; le moment fléchissant en B
estT, et le moment fléchissant en A est — ¢TI, la ligne représenta-
tive du moment fléchissant étant une droite passant par F.

f

A 8
W
L 1

P
+ —t o ot +
\L_{ fr 'PFl, B

@ extrémité A

Figure 30 - Lignes d’influence des moments d’extrémités
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Compte tenu des expressions (35) des rapports ¢ et ¢’, les équa-
tions qui donnent My et M, s’écrivent :

1
— My+M
@ 0 1

1
M, + o M,

5.2.2.3 Ligne d’influence du moment fléchissant
dans une section quelconque

La ligne d’influence du moment fléchissant dans la section X
d’'abscisse x est définie par [1" formule (33)] :

Mo, x) = p(o, x) + My(o) (1 —%>+ M, (o) %

La figure 31 donne la forme de la ligne d’influence, qui dépend
de la position de la section X par rapport aux foyers F et F'.

5.2.2.4 Ligne d’influence de I'effort tranchant
dans une section quelconque

La ligne d’influence de I'effort tranchant dans la section X d’abs-
cisse x est définie par [2® formule (33)] :

T (@ X) = (0 X)+ 7 [ My (o) = My()

Elle s'obtient en retranchant des ordonnées de la ligne d'influence
de l'effort tranchant dans la poutre sur appuis simples (8 3.1.1.1) les
ordonnées de la fonction (1/¢) [Mg(a) — M4(a)] ; elle a donc la forme
représentée sur la figure 32.

5.2.2.5 Lignes enveloppes

Bornons-nous au cas d’'une surcharge de densité uniforme q pou-
vant étre appliquée sur une partie quelconque de la poutre.

Il résulte de la forme des lignes d’'influence de M que les lignes
enveloppes du moment fléchissant ont la forme indiquée sur la
figure 33. Entre Fet F' la ligne enveloppe du moment maximal coin-
cide avec la ligne représentative du moment dans la poutre entié-
rement chargée, et la ligne enveloppe du moment minimal est le
segment FF'. Entre A et F les lignes enveloppes sont : AK tangente
en A a AB et tangente en K a KK’, et A’F tangente en Fa FF' et
tangente en A’ a la ligne représentative du moment dans la poutre
entierement chargée. On a un résultat analogue entre F’ et B.

Les lignes enveloppes de I'effort tranchant ont trés sensiblement

la méme forme que celles relatives a la poutre sur appuis simples
(8§ 3.1.1.4).

5.2.2.6 Poutre encastrée a ses extrémités

Nous avons dans ce cas kg = k1 = 0, et les formules (34)
deviennent :
My= S2HDOT oy boTrao” (36)
ac-b ac-b
Examinons le cas ou la poutre est de section constante ; nous
avons :
4 4
b= —
6EI

=C=3E

Dans le cas d'une densité de charge p appliquée sur toute la travée,
nous avons :

A Lo
0 =-0"= -5
et nous trouvons:
— [ 1 2
Mo = M, = = =5 pt

Le moment fléchissant dans la poutre a donc pour expression :
M(x)—l x(€—x)—i (2
=3P 12 P

En particulier, le moment fléchissant dans la section médiane a
pour valeur :
1 1 2
M(—={€) = = pt
( 2 ) 24 P
Dans le cas d'une charge P appliquée a I'abscisse «, les rotations
o’(a) et o”(a) sont les rotations wg (o) et w4 (o) données par les
formules (14) ; nous trouvons ainsi :

o2({-o)

My(a) = - . My(o)y=-p P

p o (0 —a)?
02

Une charge Pappliquée a la section médiane donne des moments

1

d’encastrement - )

P¢ et un moment positif % P¢ dans la section

médiane.

5.2.2.7 Poutre encastrée en A et sur appui simple en B

Nous avons dans ce cas kp=0 et k=00, et les formules (34)
deviennent :

M, = , M;=0 (37)
Examinons le cas ou la poutre est de section constante.
Dans le cas d'une densité de charge p appliquée sur toute la travée,

nous trouvons :

1 1 1
M, = 7§p€2, M(x) = 7px(€—x)—§p€(€—x)

F et F' foyers

: § point d'inflexion

Figure 31 - Ligne d’influence du moment fléchissant en X, dépendant de la position de la section X par rapport aux foyers
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Figure 32 - Ligne d’influence de I'effort tranchant
dans une section quelconque

Figure 33 - Lignes enveloppes du moment fléchissant

Le moment fléchissant maximal a lieu dans la section x = g— €
il a pour valeur 128 pl2. Les réactions d’appui en A et B sont :

5 3
RA:§p€, RB:§p€

Dans le cas d'une charge P appliquée a I'abscisse o, nous trou-
vons la ligne d'influence de M, définie par:

oc(é o) (2€-0)

My(0) = 202

Cette ligne a un point d’inflexion pour o = ¢.

5.2.3 Calcul des déplacements

5.2.3.1 Cas général. Formule fondamentale

Pour calculer la rotation o (x) et la fleche v (x) dans une section
quelconque, connaissant les moments fléchissants et les efforts tran-
chants le long de la poutre, on peut, puisque wg = kg M est connu,
utiliser les formules de Bresse (article Théorie des poutres [C 2 010]
dans ce traité) :

“Me)d
o(x) = g+ 0 %’-
(38)
_ *ME) (x-8)dg (¥ T(&)dE
V00 = 0o X+ EE) o G509

La seconde formule (38) peut s’écrire sous la forme :

(" ¥ T(E)dE
v(x) = J;; o(§)dg - 0 G5,(8)

On peut aussi, pour calculer v(x), utiliser le théoreme de
Castigliano (article Théorie de I’élasticité [A 305] dans le traité
Sciences fondamentales). Pour cela, rendons la poutre isostatique
en remplacant les encastrements élastiques par des appuis simples ;
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les fleches ne seront pas changées sil’'on applique a la poutre rendue
isostatique un couple — My en A et un couple M, en B. Il en résulte
que la formule (15) établie pour la poutre sur appuis simples :

vix) = f nox 8) Eu(é)) ds- f He(x, &) GTs@(%) d%

est encore exacte. Transformons cette formule en remplagant M(&)
et T (&) par leurs valeurs [formules (33)] :

M(i)zu(§)+Mo<1*%>+M1‘§‘
M, - M,
Te) = dg =

nous obtenons la formule fondamentale :
vix)=v;(x)+ Myo' (x)-M;o"(x) (39)

dans laquelle v; (x) est la fleche produite par les charges appliquées
dans la poutre AB supposée sur appuis simples ; o' (x) et ®” (x) sont
les rotations des extrémités A et B de la poutre AB supposée sur
appuis simples, soumise a une charge unité appliquée a I'abscisse x.
La formule (39) peut également étre démontrée en utilisant le théo-
réeme de réciprocité de Maxwell-Betti (article Théorie de I’élasticité
[A 305] dans le traité Sciences fondamentales).

Dans le cas d’une poutre de section constante (I = Cte, S; = Cte),
la formule (39) se réduit, que I'on tienne compte ou non de la défor-
mation due a I'effort tranchant, a la formule :

xX(€-x)(2€-x) -m, X(€-x)(€+x) (40)

vx) = vi(x) - Mo 6CEI 6UEI

5.2.3.2 Poutre de section constante encastrée
a ses extrémités
Négligeons les déformations dues a I'effort tranchant.

Examinons d’abord le cas d’une charge de densité constante répar-
tie sur toute la longueur de la poutre ; nous avons calculé v;(x) au
paragraphe 3.1.2.2.2 :

¢
Vi(x) = - p%(€2+€x—xz)
et, compte tenude M, = M, = - 11—2 pt? (§5.2.2.6), la formule (40)
donne :
[x(€-x)]2
V) = - P—gEr

En particulier, la fleche dans la section médiane est :

1 ___ptt
V(?Q‘ 384E]

Déterminons la ligne d’influence de la fleche ; nous avons:

via, x) = vi(o, x) + My(o) o'(x) = Mq(a) 0" (x)

Compte tenu de I'expression (18) de v;(o, x) et des valeurs
de Mg (a) et M, (o) calculées dans le paragraphe 5.2.2.6, nous
obtenons :

P x2(¢- oc)

- BET [3€o— (€ +20)x] pour x<a
v(o, x) = ) ) (41)
__P eft-x)? _
6ET 73 [B¢x—(€+2x)0] pour x> o
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Une charge P appliquée dans la section médiane produit dans
cette section une fléche :

1,1 Pe3
V(?“'?O T T 792 E

5.2.3.3 Poutre de section constante
encastrée en A et sur appui simple en B

Négligeons les déformations dues a I'effort tranchant.
Examinons d’abord le cas d’une charge de densité constante p
répartie sur toute la longueur de la poutre ; compte tenu de I'expres-

L pe2 et My=01(552.27), 1a

sion de v;(x), et de ce que M, = - 3

formule (40) donne :

200 _
v(x):—p€x € :S)E(IM 2x)

Cette fleche est maximale en valeur absolue pour x/¢ = 0,578 5
et a pour valeur:

pe4
384 El

Déterminons la ligne d’influence de la fleche ; nous avons :

Vimax = — 2,079 8

m,

X -x)(2¢-x)

v(a, x) = vi(o, x)— My(o) 67El

Compte tenu de I'expression (18) de v;(a, x) et de la valeur
de My (o) calculée dans le paragraphe 5.2.2.7, nous obtenons :

P x2({-a) 2

T BE 205 [0(2€¢ —0)(3€ - x)—2€%x] pour x< o

v(a, x) = 2 (42)
P d(-x 2

BE 203 [X(2¢-x)(3€-0)-2¢ 0] pour x>ao

Une charge P appliquée dans la section médiane produit dans
cette section une fleche :

1,1 7 Pe3
V(Ee'fe) = T 768EI

Remarque : dans les deux cas particuliers que l'on vient
d’étudier, la ligne d’influence de la rotation est définie par :

oo, x) = —8%? v(a, x)

5.3 Poutres continues

5.3.1 Notations.
Choix des inconnues hyperstatiques

Une poutre continue est une poutre droite reposant sur plus de
deux appuis simples ; cette poutre est soumise a des charges ver-
ticales, et les réactions exercées par les appuis sont verticales.

Nous numérotons les appuis Ay, A1, Ay, ..., A, de 0 a n, et les
travées de 1a n;latravée (i) est A;_ 1 A;, sa portée est ¢; (figure 34)
et une section de cette travée est repérée par son abscisse x comptée
a partir de I'appui de gauche A;_.

Nous avons n + 1 réactions d’appui R; et seulement deux équa-
tions d’équilibre ; une poutre continue a n travées est donc n-1
fois hyperstatique. Nous choisirons pour inconnues les moments
fléchissants M;, M,, ..., M,_4 sur les appuis intermédiaires.
Le moment fléchissant m;(x) et I'effort tranchant t;(x) dans la

section X d'abscisse x = A;_; X de la travée (i) ont pour expres-
sions [formules (33)] :

m;(x) = u; (x)+M,;_, (1 —%>+MI%
1 1
M;=M;_,
0

1

dy;
ti(x) = d_x, +

La réaction R; exercée par |'appui A; a pour valeur :

Ri=ti 1 (00— t;(£;)

5.3.2 Relation de Clapeyron ou des trois moments

Désignons par a;, b;et c;les coefficients de souplesse de la travée
(8 5.1), et par o7 et 7 les rotations des extrémités de cette travée
supposée sur appuis simples. La rotation o; de la section sur I'appui
Ajest donnée par les formules (29) ; en considérant successivement
Aj; comme appartenant a la travée A;_, A; et a la travée A; A, 1,
nous avons :
0, =07 +b;M;,_;+c;M;

_
0= 0; -8 ., M-b

i+1Mf+1

Nous en déduisons la relation suivante due a Clapeyron :

-7 (43)

_ ’
= i

bi M;_q+(cj+aj, 1) Mi+ b, M; [

+1

qui relie les moments sur trois appuis consécutifs.

Supposons la poutre non chargée, et imposons aux appuis A;
des dénivellations v; comptées positivement vers le haut; en
observant que la rotation d’ensemble du segment A;_; A est:

Q = Vi— Vi1
P T

1
les formules (29) donnent les relations :

0;=Q;=b;M;_q+c;M;
0;=Qj,1==38;, 1Mi=bj, 1 M, 4

Figure 34 - Poutre continue a n travées
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Nous en déduisons la relation des trois moments relative aux
dénivellations d’appui :

biM;_1+(ci+ aj, IMj+ bi, 1M 1=Q;,1-Q; (44)

Dans le cas ou la poutre est de section constante, et en négligeant
les déformations dues a I'effort tranchant, nous avons (§ 5.2.2.6) :

¢ ¢
4= 6T 3E i~ BEL
et les formules (43) et (44) s’écrivent :

M +2(6+ €, ) M+ €5, M,

i {H»‘I
——GJ u-—X—dX—GJ M (1— X )dx
o " €f 0 i+1 €i+1

M +2(€0;+ € )M+ € M,

7. 7.

_ 6EI( Viea— Vi + Vie1 = Vi
i i+1

Donnons la valeur des intégrales qui figurent au second membre
de la premiére des formules précédentes pour différents cas de
charge.

Lorsqu’une charge P est appliquée a I'abscisse o :

¢
X _poaf-o)({+0)
fo“?dX‘P 60
¢
X\ _ poa(f-0)(2¢-a)
fo“(“?)‘P 60

Lorsqu’une charge de densité p est appliquée sur l'intervalle
0, o) :

2 2 2
X 02202 -02)
J b dx = p

_ 02(2€-a)?
jo “(1 7)""‘ P47

Lorsque o = ¢, les deux intégrales précédentes ontla méme valeur
pe3/24.

RESISTANCE DES MATERIAUX

5.3.3 Méthode générale de calcul

La méthode la plus simple et la plus précise est la méthode des
foyers. Elle consiste a supposer qu’une seule travée est chargée, le
cas ou plusieurs travées sont chargées s’obtenant par superposition.

Supposons donc seule la travée A;_ 1 A; chargée. La ligne repré-
sentative du moment fléchissant (figure 35) dans les travées autres
que la travée chargée sont des segments de droite, puisque la
dérivée seconde du moment fléchissant est nulle.

Les moments fléchissants dans les travées situées a gauche
de A;_ sont proportionnels a la rotation w;_1; il en résulte que
chacun des segments de droite représentant le moment fléchissant
dans la travée A;_q A;(j< ) situé a gauche de A,_1 passe par un
point fixe F;. De meme, le segment de droite qui représente le
moment erchlssant dans la travée A,_q Ai (k> i) située a droite
de A; passe par un point fixe F;. Les points F; et F; sont respec-
tivement les foyers de gauche et les foyers de droite.

Appliquons la relation des trois moments (43) aux appuis
successifs :

+ b,M, =0

i+1 i i+1
bn—Z Mn—3+ (cn—2+an—1) Mn—Z +bn—1Mn—1=0 (47)
n-1 Mn 2t (Cn 1+an) Mn-1 =0

Les équations (45), (46) et (47) permettent de calculer les
inconnues My, My, ..., M,_4.

Les équations (45) montrent que les rapports My/M,, M,/Mj, ...
sont constants, donc que la ligne représentative du moment flé-
chissant dans latravée A;_ A; (j < i) passe par un point fixe F; défini
par:

” e AF M,
= VL
FA, j

i Mﬂ
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ligne représentative du moment fléchissant
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Les relations suivantes, déduites des équations (45), permettent
de calculer successivement les rapports ¢q, @, ..., ¢, qui définissent
les foyers de gauche :

9,=0
b

2
—==a,+¢1-by9,
P2

(48)

Les équations (47) montrent que les rapports M,_./M,_,,
M, _,/M, _3, ... sont constants, donc que la ligne représentative du
moment fléchissant dans la travée Ay_q Ai(k> i) passe par un
point fixe Fj défini par:

ol = FiAe My
kT AR My,

Les relations suivantes, déduites des relations (47), permettent
de calculer successivement les rapports ¢, ¢, _q1,..., @7 qui
définissent les foyers de droite :

(49)

Ayant ainsi déterminé les foyers, les équations (46) s’écrivent,
puisque M; == ¢;  M; et M; ;=-¢j 4 M;:

(@j+Ci_q=bi_19;_)M;_1+b; M; = ®
b M;_1+(ci+aj1-bj, 107, 1)M;=-07

soit, compte tenu des relations (48) et (49) :

Nous obtenons ainsi les moments aux extrémités de la travée
chargée :

] (;, o] +07
_ 1 9
Mi-1 = b; T
®; o] (50)
] o;+— of
— _ 1
M = b; L
®; 9]

C2015-24

Les moments sur les autres appuis se calculent par les relations :

M;_y==9¢i_Mi_y, Mi_3=-¢;_,M;_,, etc }(51)
Mig1==9; My, M ,=-0¢i,,M,,, etc

! 1

Remarque : lorsque les appuis extrémes sont élastiquement
encastrés (8 5.2.1) :
“)0=k0M0' (Dn=_ann

les relations précédentes sont encore valables, a condition de
déterminer les foyers de gauche a partir de @1 = by/(a; + kp) (au
lieude ¢ = 0) et les foyers de droite a partir de ¢;, = b,/(c, + kp)
(au lieude ¢, = 0).

5.3.4 Lignes d’influence

5.3.4.1 Lignes d’influence des moments sur appuis

Calculons le moment fléchissant M; (o) sur I'appui A; sous I'effet
d’une charge unité P appliquée dans la section d’abscisse o d'une
travée quelconque.

Lorsque la charge P se trouve sur la travée A;_, Aj, nous avons :

1
o (o) +—o7(a)
a ¢
b; 1
?; 9

M; (o) = -
1

Lorsque la charge P se trouve sur la travée A; A;, 1, nous avons :

/—m,,'+1 (o) + m;‘l+ 1 (o)
1 Piin

i+1

M; (o) =

b 1

-
Pir1Piva

Lorsque la charge P se trouve sur une travée A,_1 A, (r<1i), nous
avons :

M,‘(O() = (- 1)l—f(p;+1 (PI:+2 (P; Mr(a)

Lorsque la charge P se trouve sur la travée Ag_1 Ag(s>i+1),
nous avons :
s—i+1
M;(a) = (= 1) Qs Pirg-Ps_1Mg_q ()

Les deux relations précédentes montrent qu'il suffit d’étudier les
lignes d’influence des moments fléchissants sur appuis dans les
travées contigués aux appuis pour obtenir rapidement, grace aux
rapports ¢ et ¢’, ces lignes d’influence sur toute I'étendue de la
poutre.

La figure 36 donne la forme de la ligne d’influence de M;.

5.3.4.2 Ligne d’influence du moment fléchissant
dans une section quelconque

Soit X la section d'abscisse x de la travée A;_1 A;; la ligne
d’influence du moment fléchissant dans cette section est définie

(8 5.2.2.3) par:
Mo, x) = u; (o, x)+ M,-71(oc)<1 —%) + M,(a)%
] 1

La forme de la ligne d’influence, indiquée sur la figure 37,
dépend de la position de X par rapport aux foyers F;et F; de la
travée.

On remarquera que le moment fléchissant au droit d'un foyer de
gauche ne dépend pas des charges appliquées sur les travées situées
a droite de la travée considérée. De méme, le moment fléchissant
au droit d'un foyer de droite ne dépend pas des charges appliquées
sur les travées situées a gauche de la travée considérée. Ces pro-
priétés sont caractéristiques des foyers.
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5.3.4.3 Ligne d’influence de I’effort tranchant
dans une section quelconque

La ligne d'influence de I'effort tranchant dans la section X
d'abscisse x de la travée A;_ A; est définie (8 5.2.2.4) par:
M,‘((x)_ M,',1(0L)

2

T(a, x) = ‘aa‘x' Wi (o, x) +
1

Elle a la forme indiquée sur la figure 38. Lorsque X varie entre

A;_ et A;, il suffit de déplacer le segment X’ X” = 1.

i~

L+

| —— L [+3
e —
) ~—"—%,,

RESISTANCE DES MATERIAUX

5.3.5 Exemples de poutres continues

5.3.5.1 Poutre comportant une infinité
de travées identiques, illimitée dans les deux sens

Toutes les travées ont les mémes coefficients de souplesse a, b
et c. Dans ce cas, ¢; = ¢/ = ¢, et les relations (48) et (49) montrent

que ¢ est la plus petite racine de I'équation :
bo?-(a+clo+b=0 (52)
soit :

a+c-A(a+c)2-4b2

2b

(p:

[+2

Figure 36 - Poutre continue : ligne d’influence
du 1t sur l'appui A;

+ flachi
T

Ars Ao AT 4 g s
| il
X |
A AL AINE A A "
[ — L4 -1 ' I i+/ ] +2
X '. : |
1 : 1
Ais A A LA A M
T ey
i i |
Ais Ay i : : A; X
A.’:_f | :ff-. X "A{‘i‘f
i
AE-J- Ai—Z ' X AE | ‘ Figure 37 - Ligne d’influence
A. F /_." : du moment fléchissant en X,
L= t [l i+ i+2 dépendant de la position de X
par rapport aux foyers F; et F; de la travée
\H‘X ”
— ]\———‘ﬂ'
Ai-? AE--‘ X i1 Ai+2

Figure 38 - Ligne d’influence
de I'effort tranchant
dans une section quelconque
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Nous avons donc, la travée A;_, A; étant seule chargée :

_(2\Loireol _ ([ 9\0fp+0]
M;_, _<—5)——1—_—(;)7—’ M; = ('b')———i—_——qu——
M, 1 =(=DkokM;,_,, Mi = - D¥ ok M;

Examinons quelques cas particuliers.

— Supposons la poutre symétrique (a=c) et la travée A;_1 A;

symétriquement chargée (o; =- ®;) ; nous avons:

_ _ (o 9 _(D_f a-b
M=M= (G by = 25 (- 353)

— Supposons la poutre de section constante ; nous avons, en
négligeant les déformations dues a I'effort tranchant (8 5.2.2.6) :

o _
a—c—2b——3E1

et:

¢=2-./3=0,26795
o Lorsque la travée A;_q A;est soumise a une densité de charge

3
p constante, nous avons (8 3.1.2.1.2) o] = -0] = _2’;—61:'1 , et

nous trouvons :
1 1
M. =M =-— p2(1-—
1 i 8 p€ < ﬁ)
Le moment fléchissant positif maximal au milieu de la travée a
pour valeur :

pe?
Mmax = 8 /\/g

o Lorsque la travée A;_, A;supporte une charge P a I'abscisse o,
nous trouvons, o; (o) et o7 (o) ayant les valeurs (14) de wg(a) et
oq (o) :

M, (o) = — p2E=0) [€+a(/3 -1)]

2¢2
Mj(a) = - p =0 [2=3)t+a(3 -1
2¢2
En particulier, lorsque o = —;- :
M, =M =-Pe3=03 < 00792 pe

16

et le moment fléchissant positif dans la section médiane a pour
valeur:

=P(ﬂ

max ‘I 6

= 0,170 8 P¢

5.3.5.2 Poutre comportant une infinité de travées identiques,
illimitée dans un seul sens

Bornons-nous a déterminer les foyers de la poutre Ay Aq Ay Az ...
comportant une infinité de travées identiques a partir de I'appui Ag.

Les foyers de droite occupent la méme position relative dans
toutes lestravées ; ¢’ est égal a la plus petite racine de I'équation (52).
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Les foyers de gauche sont définis par les rapports ¢; tels que :
0, =0, b a+c-bo;,_4
i

On peut montrer que, si A et ' désignent les racines (A< 1, A" > 1)
de I’'équation (52), on a:

Pi-r ( A )f
o W

¢; tend donc rapidement vers sa limite ¢, = A.

Par exemple , dans le cas de travées identiques de section
constante :

~ 0,266 67, ¢, = > ~ 0,267 86

1 4
0, =O'¢2=T=O'25'(p3=ﬁ
56

95 = 5og = 0.26794, ... ¢, = 2- .3 = 0,267 95

5.3.6 Efforts dus aux dénivellations d’appuis

Pour calculer les moments fléchissants sur appuis, provoqués par
des dénivellations v; des appuis, on applique la relation des trois
moments (44).

Si I'on suppose qu’une seule rotation d’ensemble :

V.— V:
Q = 1 _7i-1
] {/’
est différente de zéro, le systeme d'équations que I'on obtient ne
differe du systéme étudié dans le paragraphe 5.3.3 que par le
remplacementde w; et o parQ;.Lasolutiondusystemeestdonc:

1 1
~+1 —+1
Q9 Q¢

1

9 9] o 9] (53)

Mi_y=-¢_«Mi_y, Mi_3=-¢; ;M;_,, etc.
Mi1=-0i M, Mi,g=-9i., M etc.

i+1

La solution générale s’obtient en superposant les résultats des
solutions correspondant a chaque rotation d’ensemble Q;. Le calcul
est donc tres rapide dés que I'on a déterminé les rapports ¢; et ¢; .

On notera qu’une seule dénivellation d'appui v; entraine deux
rotations d’ensemble différentes de zéro :

Q. =-L, Q.

5.3.7 Méthode de calcul
déduite du théoréme de réciprocité

La méthode des foyers (8 5.3.3) n‘est intéressante qu’a partird’'une
poutre continue comportant au moins trois travées quelconques.
Dans le cas d'une poutre continue comportant deux travées ou trois
travées symétriques, la recherche des lignes d’influence des réac-
tions hyperstatiques est une méthode plus simple et plus rapide que
la méthode générale.
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5.3.7.1 Poutre continue a deux travées

On cherche laligne d’influence de la réaction R exercée par I'appui
intermédiaire B (figure 39). Nous savons (8 1.3.2) que, si v(a) est la
fleche de la poutre sur appuis simples A et C soumise a une force
verticale quelconque appliquée en B, la ligne d’influence de R est
définie par:

v (o)

Rio) = v(a)

5.3.7.2 Poutre continue symétrique a trois travées

Prenons pour origine des abscisses le milieu Ode latravée centrale
et pour inconnues les réactions R et R’ exercées par les appuis
extrémes (figure 40). Appliquons a la poutre isostatique, obtenue
en supprimant les appuis extrémes B et B’, le théoreme de réci-
procité de Maxwell-Betti (article Théorie de I’élasticité [A 305] dans
le traité Sciences fondamentales) pour les deux cas de charge
suivants :

— charge P = 1appliquée dans la section d’abscisse o, et réactions
correspondantes R(a) et R'(a) en Beten B’ ; les extrémités Bet B’
ne se déplacent pas;

— charge verticale quelconque appliquée en B; la fleche de la
section d’abscisse a est v(a).

e

Al A5 AC

Figure 40 - Poutre continue a trois travées
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Nous obtenons ainsi I'équation :
R(a) v(b) + R () v(-b) - v(a) =0

Si I'on remplace o par — o, nous avons, en vertu de la symétrie :
R’ (a) v(b) + R(a) v(-b)—v(-0a) =0

En ajoutant et en retranchant les deux équations précédentes,
nous trouvons :

R(o)+R’ (a) = v(io)+Vv(-o)

v(ib)+v(-b)
- - e

La détermination des lignes d’influence de R et de R’ se raméne
donc au calcul de la déformée v(x) d’une poutre console symétrique
soumise a une charge concentrée appliquée a I'une de ses
extrémités.

Remarque : une autre méthode de calcul de la poutre symé-
trique a trois travées consiste a déterminer les lignes d’influence
du moment fléchissant M et de I'effort tranchant Ty au milieu de
la travée centrale. On aboutit ainsi aux résultats suivants : soit
vy (o) la déformée de la poutre console OAB et o la rotation de
la section O lorsqu’on applique un couple unité & O; soit v, (o)
la déformée de la poutre console OAB et vy = v, (O) la fleche de
la section O lorsqu’on applique une charge unité en O; nous
trouvons, lorsque o est positif :

v,(o) _ V(o)
2vy To(0) = 2v,

My (o) = -

et lorsque o est négatif :

My (o) = My (- ) , To(o) = = Ty (- o)

5.3.8 Calcul des fleches

Unetravée A;_ ¢ A;jd'une poutre continue est une poutre encastrée
élastiquement a ses extrémités. Donc, en vertu de la formule fon-
damentale (39), la fleche v;(x) de la travée A;_; A;a pour valeur :

Vi(x) = vixX)+ M,_; 0 (x)-M; o/ (x)

v/(x) désignant la fleche de la poutre A;_ 1 A;supposée sur appuis
simples, et o/ (x) et o/ (x) les rotations des extrémités de la poutre
Aj_1 A; supposée sur appuis simples sous l'action d'une charge
unité appliquée dans la section d'abscisse x.

La ligne d’influence de la fleche dans la section d’abscisse x est
donc définie par I'équation :

vi(a, x) = v (o, X)+ M;_;(a) o] (x) - M; ()7 (x)

5.3.9 Généralisation de la théorie
des poutres continues

5.3.9.1 Poutre continue sur appuis élastiques en rotation

Supposons que la rotation d'un appui ait pour effet d’appliquer
a la poutre un couple proportionnel a la rotation. Les moments
fléchissants de part et d’autre de I'appui sont différents ; soit M/
le moment fléchissant a droite de I'appui A; et M” le moment
fléchissant & gauche de I'appui A;; par hypothése, nous avons, h;
étant une constante positive caractéristique de I'appui (h; = o dans
le cas d'un appui simple) :

o= hi (M}~ M)
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On commence par déterminer les foyers des travées.
Les foyers de gauche se déterminent au moyen des équations :
_ , »o_ , ”
o;=b;M;_q+c; M =-a; M;-b; M,
;o ” ;o ”
Mi_y =-o;M7, M;=-0j, 1M/,

i+1

Il en résulte la relation de récurrence entre ¢;, 1 et ¢;:

bi,q hi(c;-b;e)
T At T Thoo.
i1 iTCi iPi

(54)

Cette relation permet de déterminer les rapports ¢; a partir de :

by

= a,+ hy

De méme, les foyers de droite des travées sont déterminés au
moyen de la relation de récurrence entre ¢; et ¢}, ,

_t_)_i_:C_+ hi(8iy1-bis19is1) (55)
(P; ! h;+a,'+-|*b,‘+-|(/);+1
a partir de :
b,
on = c, +nh
n n

Supposons la travée A;_q A; seule chargée ; nous avons:
_ , v s , ”

;4 =bi_ My +c;_ My =o0;-a;M_q-b;M;

0, =0 +b;M;_;+c;M? =—-a;, ¢M;-b;, M/

i i+1 i+1 i+1

et, compte tenu des relations :
Oj_q = hi_g(Mi_q - M),
M y=-0; M4, My,

i+1

o; = h; (M - M)
= - 0f.1 M}
et des relations de récurrence (54) et (55), il est aisé de montrer que

les moments fléchissants aux extrémités de la travée chargée sont
donnés par les équations :

2 M! . +M? = Oi
(Di i-1 i bi

1 " @
—M] = -
UH

(56)
M, +

Les autres moments fléchissants sur appuis sont donnés pour
r<ipar:

h

M” = M’ r , M’ - M”
r r hr+cr7br 0, r-1 Pr r
et pour s> par:
M’ = M” hs M” _ ’ M’
s = s ’ s+1 = 7 Psyn s

7
hs+as+1_bs+1¢s+1

5.3.9.2 Poutre continue sur appuis simples élastiques

Un appui simple est élastique si la réaction R; exercée par |'appui
est proportionnelle au déplacement vertical de I'appui ; nous avons
donc, k; étant une constante caractéristique de I'appui :

Vl'=—k,'R,'
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Bornons-nous a établir la relation des cinq moments , qui sert de
base au calcul de ces poutres. La relation des trois moments (8 5.3.2)
appliquée aux appuis A;_ 1, A;et A;, 1 s’écrit, compte tenu des déni-
vellations v; des appuis :

biM;_,+(c; + a;.)M;+b M

i+1 i+1

—0”

o
= 7 7

i+1

Désignons par R; les réactions exercées par les appuis A;en sup-
posant la poutre coupée au droit des appuis, autrement dit remplacée
par une succession de poutres sur appuis simples ; la réaction R;
exercée par l'appui A; sur la poutre continue a pour valeur :

M. M. .—M.
_ ’ i-1 i i+1 i
Ri=Ri+ a + 7

i i+1

Il suffit d’éliminer R; entre les équations précédentes pour obtenir
la relation des cinqg moments :

ki_4 ki_y [ 1 1 ki (1 1
I Mf-2{b"‘ 7 (6,-71 +T>‘T(T+ T, ) M

i i i i i i+1
. k.
+{ci+a,+1+ "21 +k,-<i+ ! >+ ’ZH}M,
€ € i g
ki (1 1 ) kivi [ 1 1
b <_+ _ix + )M (57)
{ A €/+1 i €1+1 €i+‘l €i+1 €i+2 1
ki+1
M.
€i+‘|€i+2 i+2
, . ki, 1 LT
Wjpq —O; = :q RI1+kl<__+€_ )R I,+ Ri+1
i i i+1 i+1

5.4 Poutre continue sur appuis élastiques
infiniment rapprochés

5.4.1 Généralités

5.4.1.1 Equation différentielle de I'équilibre.
Son intégration

Nous nous bornons aux poutres d’inertie constante, et négligeons
la déformation due a I'effort tranchant. Supposons la poutre soumise
a une densité de charge p(x); puisque, par hypothése, la densité
de réaction r(x) exercée par les appuis est proportionnelle a la fleche
v(x) de la poutre :

r(x) =-kv(x)

k étant une constante positive appelée module de réaction, la
fleche v(x) est une intégrale de I'équation différentielle :

4
IS =~ (p-r) == (p+kv)
soit :
d4v
E1W+kv=—p (58)

Connaissant v(x), le moment fléchissant et I'effort tranchant ont
pour valeurs :
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L'intégrale générale de I’'équation (58) est la somme d’une inté-
grale particuliére vy (x) et de I'intégrale générale de I'équation homo-
gene obtenue en prenant p = 0. En définissant la constante vy, qui a
les dimensions de l'inverse d’'une longueur, par:

_ 4k
Y= TE (59)

I'intégrale générale de I’'équation homogéne a pour expression :

v(x) = e"* (A cos yx + Bsin yx) + e 7*(C cos yx + D sin yx) (60)

Il est commode d’écrire cette intégrale générale sous forme
matricielle :

vix) = KV(x)

K désignant la matrice ligne et V(x) la matrice colonne :

e¥X cos yx

K=[A B, C, D] V(x) = | €sinyx

e~ YX cos yx

e "X sin yx
En effet, si nous utilisons la matrice :
1T -1 0 0
p-| 1 0 0 y
0 0o -1 -1
0 0 1 -

nous trouvons :

_g-)‘% - KDV (x) = y[A+B, - A+B, - C+D, - C-D] V(x)
2
d°V _ KD2Vv(x) = 2y2(B,- A, - D, C] V(x)
dx?
d3v KD® v 3
3 = (x) =2y3[-A+B,-A-B,C+D,-C+D] V(x)

On peut également écrire l'intégrale générale de I'équation
homogeéne (60) en mettant en évidence les intégrales paires et les
intégrales impaires :

v(x)=Ach yx cos yx + Bsh yx sin yx + Csh yx cos yx + Dch yx sin yx

5.4.1.2 Les fonctions ¢ (u), {(u), Y(u) et 6(u)

Nous utiliserons les fonctions ¢(u), {(u), y(u) et 6(u) définies

RESISTANCE DES MATERIAUX

On vérifie sans peine les relations suivantes, valables quel que
soit u:

99 - oy, Ly
dy _ _ de _ _
au 26(u), dau - e (u)

Le tableau 1 donne, pour u positif, les zéros, les abscisses des
maximums ou des minimums, et les abscisses des points d’inflexion
des fonctions ¢(u), {(u), y(u) et 6 (u).

Tableau 1 - Valeurs particulieres des fonctions
¢(u), L(u), ¥(u) et 6(u)

Maximums

Fonction Zéros P Inflexions
ou minimums
(u) i T+ Nn l T+ Nn
olu 7 nm 7
(u) l T+ Nn l T+ Nn
Clu nn ) 5
(u) lTc+nrc l7t+mr i1c+nn
vy 7 2 Z
1 3
6(u) 5 m+nn Z T nn

5.4.2 Poutre illimitée dans les deux sens
Nous étudierons deux cas de charge fondamentaux.

5.4.2.1 Charge concentrée P appliquée a I'origine O
Ce cas est illustré par la figure 41.

Dans lintervalle (0, ), la fleche v(x) est donnée par la
formule (60) ; A et B sont nuls puisque v et dv/dx tendent vers zéro
lorsque x tend vers l'infini; C et D sont déterminés par les
conditions :

dv _ _ d3v _ _
E(-_OetT_EI a3 =0 pour x=0

Nous trouvons ainsi la solution, valable quel que soit x:

2
dans l'intervalle (- oo, + o0) par les formules suivantes : v(x) =- %(p (yx), % = PTYC(YX)
— lorsque u est positif : p 1 (61)
M = — , T=-—=P
olu)=e"Y(cosu+sinu), {(u)=eYsinu ) 4y vrx) 2 0(rx)
y(u)=eY(cosu-sinu), 8(u)=eYcosu
— lorsque u est négatif :
olu)=(-u), Clu)=-C(-u) P
ylu)=y(-u), 8(u)=-6(-u)
Les fonctions ¢(u) et y(u) sont paires, et les fonctions {(u) l
et 0 (u) sont impaires. 0 z
Les fonctions ¢(u), {(u) et y(u) sont continues, tandis que la
fonction 6(u) présente une discontinuité pour u =0 Figure 41 - Poutre illimitée : charge concentrée appliquée en O
0(+0)=1, 06(-0)=-1
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Cette solution permet d’obtenir par superposition la solution
relative a un systeme de charges P; appliquées aux abscisses o;;:

vx) = = e Y Pigly (x-ay]

et la solution relative a une densité de charge p(a) sur I'intervalle
(0g, 019)

g

VO = =55 ] P el (x-o)lde

Etudions, par exemple , le cas d’une charge de densité constante sur
I'intervalle (- a, a) ; nous avons :

Py a +a
vx) = _WL 9Ly (x=0o)lda = —ﬁ{emx—an}_a

Il faut prendre garde a la discontinuité de la fonction 6 (u). En dési-
gnant par p(x) une fonction égale a p sur l'intervalle (- a, a) et nulle en
dehors de cet intervalle, nous trouvons, quel que soit x :

v = S forv e a-ory o ay) - £

Nous en déduisons les valeurs du moment fléchissant et de |'effort
tranchant :

M(x) = 4—52{6; [v(x+a)]—§[v<x—a)]}

Tx) = = {\vlv(Ha)J— (X—a)l}

5.4.2.2 Couple concentré I' a l'origine O

Le couple T (figure 42) est équivalent a une charge P appliquée
en x=0 et a une charge - P appliquée en x = ¢, le produit Pe étant
égal a T'. Donc:

b

V) = = 5% lim [Plocpo oy (x-e]

En utilisant la formule des accroissements finis , nous trouvons la
solution, valable quel que soit x:

2 3
voo = Ty, = Dy
(62)
M) == 5T, TO) = 2Ty o)

5.4.3 Poutre de longueur finie

Les solutions particulieres (61) et (62) permettent le calcul des
fleches et des efforts dans le cas d'une poutre de longueur finie
BA = ¢ soumise a des charges quelconques. En effet, considérons
(figure 43) la poutre illimitée X’BAX soumise :

— aux charges appliquées entre B et A a la poutre de longueur
finie BA;

— & une charge concentrée P, et & un couple concentré T'y
appliqués dans la section d'abscisse x4 + 2¢, € étant tres petit ;

— a une charge concentrée Pg et & un couple concentré I'g
appliqués dans la section d’abscisse xg— 2¢, € étant trés petit.

En superposant les résultats obtenus dans ces trois cas, nous
obtiendrons la solution relative a la poutre de longueur finie si Py,
T's, Pg et I'g sont tels que :

— le moment fléchissant et I'effort tranchant dans la section A’
d'abscisse x4 + € sont nuls ;
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r
A .
oL, z

Figure 42 - Poutre illimitée : couple concentré en O

5

p
P
L1z r

g ————

pix

[—"T

-4

[
>¢

I

L"]r

Figure 43 - Poutre limitée soumise a des charges réparties,
a des charges concentrées et a des couples concentrés

— le moment fléchissant et I'effort tranchant dans la section B’
d'abscisse xg— € sont nuls.

En effet, si ces quatre conditions sont réalisées, nous pouvons
couper la poutre illimitée X’'BAX en A" et en B’ sans modifier
I"équilibre.

Les quatre conditions précédentes fournissent quatre équations
pour déterminer Py, 'y, PgetT'g:

TA+% PA+% yI‘A—% 0 (v€) PB+l Yo(yO)Tg =0

1
TB——Z—P 2yl“B+ e(yf)PA+—y(o(y€)1‘A-O

(63)
MA"'TPA —2-FA+———\|I("{€)PB —2-6(y€)1"B:0

MB+_Y Pg- 1 FB+

=y

0

w(v€) Pat 5 6(10) Ty

Ta, Tg, My et Mg désignant les efforts tranchants et les moments
fléchissants dans les sections A’ et B’ de la poutre illimitée soumise
aux charges données.

Dans le cas de charges données symétriques, nous avons :
Ta=-Tg, Ma=Mg, Ppa=Pg, Tp=-Tg

et le systéme (63) se réduit aux deux équations :

Tat 5 [1-0(01Pa+ 5 Y11= (YOIT, = 0

1]
o

1 1
MA+—4—— [T+y (YOIP4+ 5 [1+0(Y0)IT 4
Y 2
Dans le cas de charges données antisymétriques, nous avons :
Ta=Tg, Mp=-Mg, Pp=-Pg, Tp=Tp

et le systeme (63) se réduit aux deux équations :

TA+— [1+6 (yO)] PA+ Y1+ (v0)IT 4

1
’V’A+4—Y -y (vOIPs+ 5 [1-8(¥O)IT4 = 0
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6.1 Généralités

6.1.1 Définition. Forces appliquées

Un arc est une poutre courbe AB de plan moyen Oxy. Nous
désignerons par (x, y) les coordonnées d’'un point G de la fibre
moyenne, et par 6 I'angle de Ox et de la tangente en G a la fibre
moyenne. Aux extrémités Aet B, I'arc est lié aux culées par des articu-
lations ou des encastrements parfaits. La portée ¢ de l'arc est la
longueur de la projection A’'B’ de AB sur Ox (figure 44).

Nous supposerons que les forces appliquées a I'arc sont des
charges paralléles a Oy ; le cas de forces quelconques sera étudié
au paragraphe 6.6.

Décomposons le systeme des réactions exercées par |'appui de
gauche en deux systémes.

Le premier systéme comprend uniquement la réaction R’ de
I"appui A’ de la poutre sur appuis simples A’B’ de méme portée que
I'arc et soumise aux mémes charges que I'arc ; nous désignerons
par pu(x) le moment fléchissant dans la section d’abscisse x de cette
poutre.

Le second systeme, appelé réaction complémentaire d’appui, est
défini par sa résultante générale de composantes Q et R suivant Ox
et Oy, et par son moment résultant — I" par rapport a O.

Dans ces conditions, le moment fléchissant, |'effort normal et
I'effort tranchant dans la section d’'abscisse x de I'arc ont pour
expressions :

M (x)

wx)+T+Rx-Qy
N(x) = (d—“+R) sin 0+ Qcos 6

dx (64)
_(dw_ ) _asi
T(x) = <dx R| cos 8- Qsin 6
y désignant I'ordonnée de la fibre moyenne, les formules :
= dx ing = v
cos 0 = Js sme_—d—s—
montrent que I'on a:
_dM _Q
T= as ' N_cose+Ttge (65)

0

Figure 44 - Arc
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6.1.2 Méthode de calcul

Nous considérerons des arcs comportant trois, deux, une ou pas
d’articulations. Pour déterminer a la fois les inconnues T', R, Q et les
rotations relatives aux articulations éventuelles, nous utiliserons :

— les équations de la statique , qui reviennent a écrire que le
moment fléchissant dans une section comportant une articulation
est nul ;

— les formules de Bresse (article Théorie des poutres [C 2 010]
dans ce traité) appliquées d’une extrémité a I'autre de I'arc ; nous
choisirons x comme variable, et nous désignerons par I, Set S, les
valeurs réduites du moment d’inertie, de la section et de la section
relative a la déformation due a I'effort tranchant (ce sont les valeurs
réelles multipliées par cos 0).

Examinons les différents types d'arcs.

6.1.2.1 Arc a trois articulations (8 6.2)

Les trois équations de la statique déterminent les inconnues T, R
et Q. L'arc a trois articulations est donc isostatique. Les formules de
Bresse permettent de calculer les rotations relatives aux
articulations.

6.1.2.2 Arc a deux articulations (8 6.3)

Les deux équations de la statique déterminent deux des trois
inconnues T, R et Q. L'arc a deux articulations est donc une fois
hyperstatique. Les formules de Bresse donnent les deux rotations
relatives aux articulations et une condition de compatibilité des
déformations permettant de calculer I'unique inconnue
hyperstatique.

6.1.2.3 Arc a une articulation (§ 6.4)

L'unique équation de la statique détermine une des troisinconnues
T, Ret Q. L'arc a une articulation est donc deux fois hyperstatique.
Les formules de Bresse donnent la rotation relative a I'articulation
et deux conditions de compatibilité des déformations permettant de
calculer les deux inconnues hyperstatiques.

6.1.2.4 Arc encastré (8 6.5)

L'arc encastré est trois fois hyperstatique. Les formules de Bresse
donnent trois conditions de compatibilité des déformations per-
mettant de calculer les trois inconnues hyperstatiques T', R et Q.

6.1.3 Arcs et courbes funiculaires

La premiere formule (64) montre que le moment fléchissant dans
I"arc est identiquement nul lorsque la fibre moyenne a pour
équation :

1
y=3 w(x)+IT+Rx

Un tel arc est dit funiculaire ; un arc donné n’est évidemment funi-
culaire que pour un systéme de charges défini a un facteur pres.

Les courbes d'équation :
y=Ciplx)+ Cyx+ Cs

sont les courbes funiculaires des charges produisant le moment
fléchissant p(x) dans la poutre sur appuis simples. Puisque les
courbes funiculaires dépendent de trois parameétres, il est toujours
possible de choisir la fibre moyenne d’un arc de facon que cet arc
soit funiculaire pour un systeme de charges donné (la charge per-
manente augmentée de la moitié de la surcharge, par exemple). Si
les charges variables appliquées s’écartent peu des charges pour
lesquelles I'arc est funiculaire, I'arc ne supportera que de faibles
moments fléchissants. Cette remarque montre l'intérét des arcs.
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6.2 Arc a trois articulations

6.2.1 Calcul des efforts

Considérons (figure 45) un arc a trois articulations A, Bet C, dont
les articulations extrémes sont sur une méme horizontale ; dési-
gnons par a et b les projections de AC et CB sur |'horizontale AB,
et par fla distance de I'articulation C a AB; la portée de l'arc est
¢ =a+b.

Les équations M(0) =0 et M(¢) = 0 montrent que T" et R sont
nuls ; les équations (64) se réduisent donc a:

M(x) = u(x)-Qy

N(x) = —g—% sin®+ Qcos O (66)

T(x) = % cosO-Qsin®

La composante horizontale Q appelée poussée est déterminée
par la condition M(a) =0, donc:

0= 4a (67)
f
La ligne d'influence de la poussée est définie par :

o(€-a)

sia<a

Qo = Mo _ ) Fe
f aft—a) sia>a

fe

Les lignes d'influence du moment fléchissant, de |'effort normal
et de I'effort tranchant sont définies par:

Mo, x) = p(o, x) = Q(a) y(x)
N(o, x) = (o, x) sin 6 + Qo) cos 6
T(o, x) = pylo, x) cos 06— Q(a) sin 6

Toutes ces lignes d’influence sont composées de segments de
droite. Elles peuvent étre rapidement déterminées par la méthode
donnée au paragraphe 1.3.1.

Exemple : Par exemple (figure 46), pour trouver la ligne
d'influence du moment fléchissant dans la section X, introduisons une
articulation dans cette section ; nous obtenons un mécanisme a quatre
articulations, et dans un déplacement de ce mécanisme le trongon XC
tourne autour du centre instantané I situé a l'intersection des droites AX
et BC. Le tracé de la ligne d'influence en découle.

6.2.2 Calcul des déplacements

Désignons par w4 et wg les rotations des sections extrémes, et
par o¢ la rotation de la section C de CB par rapport a la section C
de AC. En tenant compte d'une dilatation éventuelle € constante due
a la température ou au retrait, les formules de Bresse appliquées
d’'une extrémité a l'autre de I'arc s’écrivent :

fm
wp = Wt act | ﬁdx

3 ¢ 3
M N T .
¢ f+f0 ﬁydx— o ﬁcose dx+ 0 GS, sin® dx+ef =0
¢ ¢ ¢
M N . T
mA€+mcb+fo ﬁw—x)dx— o ﬁsme dx— o G_chose dx =0

C2015-32

Les équations précédentes permettent donc de calculer my, g
et . En particulier, lorsque I'arc ne subit que la dilatation ¢, on
trouve M, N et T étant nuls :

_ €
Wp = —E—

_ a
wg=-£4, 7

®a=EF 7

6.3 Arc a deux articulations

6.3.1 Méthode de calcul

Considérons un arc a deux articulations A et B situées sur une
méme horizontale, et soit AB = ¢ la portée de I'arc (figure 47). Les
conditions M(0) =0et M(¢) = 0 montrent que T et R sont nuls, de
sorte que les équations (64) se réduisent a:

M(x) = u(x)-Qy

_dp .
N(x) = = sin0+ Qcos 6 (68)

dx
T(x) = %—t{l— cos 6-Qsin 6

Figure 45 - Arc a trois articulations

Figure 46 - Arc a trois articulations : ligne d’influence
du moment fléchissant

—

= J-g.;

Figure 47 - Arc a deux articulations
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La poussée Qest I'unique inconnue hyperstatique. Appliquons les
formules de Bresse en tenant compte d’'une dilatation uniforme ¢
éventuelle due a la température ou au retrait ; nous obtenons les
équations :

0g = ® +j€—l\—/,—dx
B= TATJo EI

4 ¢
M
Lﬁydx— 0ﬁcose dx+ gsme dx+e€ =0

Cm 3 ¢
u)A€+j0—l-___—I—(€—x)dx— O—E—S—sme dx- —G—S—cose dx =10

La premiére et la derniére permettent de calculer wy et wg dés
que lI'on connait M, Net Tle long de I'arc. La seconde est la condition

de compatibilité des déformations ;enposantg = ,elles’écrit :

ES
GS,’

v ¢
foﬁydx— OE—Scose dx+f g—sme dx+e€ =0

En reportant les valeurs (68) de M, N et T dans la condition
précédente, nous trouvons I'équation qui permet de calculer Q:

€,,2 €
ol [‘y2dx J' ) - dx}
{0 El + 0(cos 0+ g sin G)———ES

uydx f du dx
j (g- 1) sme cos 6 ES +edl

Les termes qui contiennent g sont trés petits, et I'on peut vérifier
que la valeur de Q est pratiquement indépendante de g ; on obtient
donc une excellente approximation et une simplification du calcul
en prenant g=1.

La poussée est alors donnée par I'équation :

€,,2 € ¢
y2dx f dx) _ uydx
O( o ET "JoEs) =)o ET *¥¢ (69)

Supposons d'abord € =0 ; en posant :

_ [“y2dx _ [fdx D
T Jo ET “lES' YT D+d

la formule (69) s’écrit :

uydx

Le nombre y est le terme de Bresse ; il est trés voisin de 1.
La ligne d’influence de la poussée est définie par:

y(x)dx

Q) =L fu(oc, N T

donc par une intégrale du type (2) étudiée au paragraphe 2.1.1. Elle
a la forme indiquée sur la figure 48.

A (5]

Figure 48 - Arc a deux articulations : ligne d’infl de la p
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Les lignes d'influence de M, N et T dans la section X de centre
de gravité (x, y) sont définies par :

M(a, x) = plo, x) - Qla) y(x)
N(o, x) =y (o, x) sin 6 + Q(a) cos 6
T(a, x) = py (o, x) cos - Q(a) sin 6

Selon la position de la section X, la ligne d’influence de M a les
formes indiquées sur la figure 49.

Une dilatation € donne lieu a la poussée :

_ &t
¢” D+d
et par suite aux efforts :
M=-0Q.y, N = Q,cosb, =-Q,sind

6.3.2 Arcs particuliers

6.3.2.1 Arc a fibre moyenne parabolique d’inertie
et de section réduites constantes

L'équation de la fibre moyenne (figure 50) est :

X2
y:f('l—?)
On trouve :
_ 16 af? _ 2a
15 EI ' " ES

En posant r2 =1/S, le terme de Bresse a pour valeur :

yo—1
B

PPAAN B
X S~~—'—r~—"

M. i X

Figure 49 - Arc a deux articulations : ligne d’influence
du moment fléchissant

A

|
|
- a

I
r
0

Figure 50 - Arc a fibre moyenne parabolique
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La ligne d’influence de la poussée a pour équation, en posant
o=ma:

Q(a) = 2 (1-m2)(5-m2)

6_4 f
6.3.2.2 Arc de section constante a fibre moyenne circulaire

Soit 2 6y I'ouverture angulaire de |'arc; un point de la fibre
moyenne (figure 51) a pour coordonnées :

x = Rsin 6, y = R(cos 6 — cos 6p)
Si 2a est la portée et fla fleche de I'arc, le rayon R et I'angle 69
sont donnés par:

a’+f?

A==

sin 6 = =

Désignons par I et Sl'inertie et la section réelles ; nous trouvons :

2Re,

3
D= %[90(1 +2 c0s26y)-3 sinB, cos B,], d= 5

Le terme de Bresse y a donc pour valeur, en posant r2 = é :
_ 1
v 14 L 2 260
( R) 0o(1+2 cos?8y) -3 sin @, cos 6,

L'intégrale du second membre de la formule (69) a pour valeur,
lorsqu’une charge P =1 est appliquée a la section d’abscisse
oa=Rsin6:

wy oo R® o0 o
jo _EIdX_ 2El [sin26,—-sin%6
+ 2 (0sin 6+ cos 8 -0;sin 6, - cos 6;) cos 6]

et dans le cas d'une charge de densité constante p suivant Ox
appliquée sur toute la portée AB:

y pR4 . 7 . .
f“ dx =m—sm90+§sm390+eocoseo(1—2 sin20,)]

6.4 Arc symétrique a une articulation

Considérons (figure 52) un arc symétrique encastré a ses extré-
mités A et B, et ayant une articulation O sur I'axe de symétrie ; les
axes choisis sont Ox horizontal et Oy vertical ; la portée de I'arc est
2a et sa fleche f.

/
ra
O

(=]

A
-I-*\.
|
|
|

. 4 |
“ | e 4 ,/?? |
\__\\ i |

-+

|

Figure 51 - Arc a fibre moyenne circulaire
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La condition M(0) =0 donne I' =-u(0), donc les formules (64)
s’écrivent :
M(x) = pu(x)-u(0) + Rx- Qy

N(x) = (%%+R> sin®+ Q cos 6 (70)

T(x) = (%+R> cos®-Q sin6
dx

Appliquons les formules de Bresse d’'une extrémité a I'autre de

I’arc ; nous obtenons, wy désignant la rotation a l'articulation et €
une dilatation éventuelle :

a
m
m0+fiaﬁdx— 0
a a

oy f+ —A—/l—(f+ y)dx— —I—V—cose dx
_a EI

a ES

a

+ 76Ksme dx+2ea =0

a

a a
M N .
moa+Jia—E—[(a—x)dx—Jia—E—s—sme dx- ﬁa—s—cose dx =0

Nous trouvons ainsi wg et deux conditions de compatibilité des
déformations que I'on peut écrire, en conservant I'approximation
ES

9=5s -

f Myd —cose dx+f g—sme dx+2ea =0
_a a ES

—cose dx =0

a
MX
dx+ —sme dx+J ES

_a EI a ES

Il suffit de reporter dans les conditions précédentes les valeurs (70)
de M, N et T pour obtenir les inconnues hyperstatiques Q et R:

a 2 a
Q(JﬁayEc;X+ 75%) = 7auydx w(0) J' —+253

a 2 a 7
R(f x2dx ﬂ) _ _f wxdx (7 du dx

_2 EI "J.,ES _a EI _2dx ES

Les lignes d'influence de Q et de R sont définies par des intégrales
du type (2) et du type (3) étudiées au paragraphe 2.1.1. Elles ont la
forme indiquée sur la figure 53.

Une dilatation uniforme donne une poussée Q; telle que :
a a
y2dx _d_)g> _
Qg<f_a El + JES)* 2ca

M=-Q.,y, N=Q,cos8, T=-Q,sin0

donc des efforts :

A | gl
I a ' a I

Figure 52 - Arc symétrique a une articulation
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6.5 Arc symétrique encastreé

6.5.1 Méthode de calcul

Considérons (figure 54) un arc symétrique encastré a ses extré-
mités A et B, et prenons les axes Ox horizontal et Oy vertical issus
du centre élastique O, qui est le centre de gravité de la densité de
masse 1/Irépartie le long de la fibre moyenne ; nous avons, en raison
du choix des axes et de la symétrie, les relations :

a a
xdx -0, f ydx -0, j xydx _ 0
-a _a EI

L'arc encastré est trois fois hyperstatique ; les relations (64)
donnent le moment fléchissant, I'effort normal et I'effort tranchant
en fonction des charges appliquées et des inconnues hyperstatiques
I, QetR.

Les formules de Bresse appliquées d'une extrémité a I'autre de
I'arc donnent trois conditions de compatibilité des déformations

a

M
,a—E—IdX_O

a

a a
My f N _r
J:a i dx- _,ES cos 6 dx+ . GS sin® dx+2ea =0

a

Mx f N J
JE dx+ ES sin 6 dx+ GS, cos0dx =0

¢ désignant une dilatation uniforme éventuelle.

0(cx)

Figure 53 - Arc symétrique a une articulation : lignes d’influence
de Qetde R

/ I

Figure 54 - Arc symétrique encastré

RESISTANCE DES MATERIAUX

En reportant les valeurs (64) de M, N et T dans les conditions
ES

précédentes, et en adoptant toujours I'approximation g = oS = 1,
1
nous trouvons I', Q et R:
dx 7Ja pdx
) El . EI
a a a
vids, | Eﬁ) _ [ mydx (72)
O(L ET *) .E5) "), ET T%%°

R(fa x2dx aﬂ)_,f wedx (7 du dx
_a EI _aES)” )., EI _adx ES
Si I'on définit D, d et le terme de Bresse y par:

de _F dx D
b= f d=).Es Y~ D:d

la deuxiéme équation (72) peut s’écrire, lorsque e =0:

a
a=1 uydx
DJ_a EI

Les lignes d'influence de T, Q et R sont définies par des intégrales
du type (2) et du type (3) étudiées au paragraphe 2.1.1. Elles ont la
forme indiquée sur la figure 55.

La ligne d’influence de M dans la section d’abscisse x est définie
par:

M(a, x) = ulo, x) + T(a) + xR(a) - y(x) Q(ar)

La figure 56 donne les diverses formes de cette ligne d’influence
lorsque x varie de 0 a a.

Une dilation uniforme € donne une poussée :

_ 2ea
€ D+d

donc des efforts :

M=-Q.y, N= Qccos8, T=-Q.sind

Figure 55 - Arc symétrique tré : li d’infl

de I',QetR
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i —p 4 e 8

Figure 56 - Arc symétrique encastré : ligne d’influence
du moment fléchissant dans la section X, dépendant de la position de X

6.5.2 Arcs particuliers

6.5.2.1 Arc a fibre moyenne parabolique d’inertie
et de section réduites constantes

La distance du centre élastique a AB étant ¢ = % f, I'’équation de

la fibre moyenne relativement aux axes issus du centre élastique est :

1 x2
y*(é*?)

Nous trouvons :

_ 8 af? _2a _ 1
D=z Er 9" E Y_HT(_’)Z
4 \f

avec r2=1/S.

En posant o = ma, les lignes d’influence de T, R et Q sont définies
par:

o) = - %a(1 -m?2)

—lm(1—m2)

R (o) Z

15
Qo) = 5377 (1-m2)2

Dans le cas d’'une charge de densité constante p répartie sur
toute la portée de I'arc, nous trouvons :

=_ 1 pa2 - _ . ba?
I=-—3pa%, R=0 Q=v57

6.5.2.2 Arc circulaire de section constante

Conservons les notations de la figure 51, mais désignons le rayon
de la fibre moyenne par p pour éviter toute confusion avec la
réaction R. Nous désignons par I et S l'inertie et la section réelles ;
I'inertie et la section réduites sont donc I cos 6 et Scos 6. La distance
c du centre élastique a I'horizontale AB est :

sin0,—-0, cos O
c=p 0~ Y% 0
6o
de sorte que les équations paramétriques de la fibre moyenne rela-
tivement aux axes issus du centre élastique sont :

x=psin®, y=plcos®-cosBy-c

Nous trouvons :

D__p_3_e§+eosineo—23in260 d_2p90 D
= ET B, 9T 7Es "7 D+d
C2015-36

Supposons qu'une charge P=1 soit appliquée dans la section
d’abscisse o. = p sin 0. La ligne d’influence de I' est définie par :

re®) =- ZLGO(GO sin B, + cos 6,—6 sin 6 - cos 6)

la ligne d’'influence de R est définie par :
(on néglige ’ 9% yevant fa XZdX)
-a ES _a EI
sin 0 (6, + sin 6 cos 6,) — sin 6,(0 + sin 6 cos 0)
25sin 0,(6,— sin B, cos 6)

R(6) =

et la ligne d’'influence de Q est définie par :
Q) =
25sin 6,(6sin 6 + cos 6 — 6 sin O, — cos B;) + 0y(sin? B, — sin? )
y

2(03+ 0, sin 0, cos 8,2 sin20,)

Dans le cas d’'une charge de densité constante p suivant Ox
appliquée sur toute la portée de I'arc, nous trouvons :

2
r= B—p—<90 cos 290——1- sin 290>

46, 2
R=0
4 -3 1. .
3 0y sin 0, + 5 sin 6,(26, cos 26, — sin 26,)
Q = ypp

2(05+6, sin 6, cos 0, — 2 sin2 0)

Remarque : il est plus rapide et tout aussi précis de calculer un
arc de ce type au moyen d’intégrations numériques.

6.6 Arc soumis a des forces quelconques

Nous avons tenu compte des déformations dues a I'effort normal
et a I'effort tranchant pour calculer les efforts dans les arcs soumis
adescharges verticales, parce qu’en général la fibre moyenne différe
peu d’une courbe funiculaire (8 6.1.3) de ces charges (charge
permanente, par exemple) ; il est alors nécessaire de calculer les
inconnues hyperstatiques avec une précision suffisante pour ne pas
commettre d’erreurs importantes sur les valeurs des moments
fléchissants et des efforts tranchants. Mais dans le cas de forces quel-
conques, on pourra négliger les déformations dues a I'effort normal
et a I'effort tranchant.

Désignons donc par - m(x) le moment des forces directement
appliquées a l'arc a gauche de la section de centre de gravité G(x, y),
par Q et R les composantes de la résultante générale, et par —T le
moment résultant par rapport a O de la réaction exercée par |I'appui
de gauche ;le moment fléchissant dans la section d’abscisse xa pour
expression :

M(x)=m(x)+T + Rx- Qy (73)

Examinons les différents types d’arcs qui viennent d’étre étudiés.

6.6.1 Arc a trois articulations (figure 45)

Les équations :
M) =0, M) =0, M(@a) =0

donnent les valeurs de T, Ret Q:
=-m(0)
1

R = 7Im(0)-m(0)]

1 b a
0= ?[ (a)—?m(O)—?m((i)}

m(0) est nul, a moins qu’un couple ne soit appliqué dans la section A.
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6.6.2 Arc a deux articulations (figure 47)
Les équations M(0) = 0 et M(€) = 0 donnentT" et R:

T=-m(0)

R = 2Im(©)-m(0)]

En reportant la valeur (73) de M dans la condition de
compatibilité :
f My 4x -0

nous trouvons l'inconnue hyperstatique Q:

€y2dx_ {mydx
o EI ~— Jo EI

ydx Hj Xde

6.6.3 Arc symétrique a une articulation (figure 52)

La condition M(0) =0 donne:
=-m(0)
En reportant la valeur (73) de M dans les conditions de
compatibilité :

° Mydx _ ° Mxdx

0, =0

nous trouvons Q et R:

a a a
yZdx _ mydx f y dx
Of_a Er - ). er MO FE]

Rfa xZdx _ * mxdx
_a EI ~

6.6.4 Arc symétrique encastré (figure 54)

En reportant la valeur (73) de M dans les conditions de
compatibilité :

? Mdx Mydx Mx dx

-a EI_ =0

nous trouvons I, Qet R:

Qfa y2dx _ @ my dx

—-a EI - —-a EI

Rja x2dx _ mx dx
—-a EI —-a EI

6.7 Compensation des arcs hyperstatiques

Il est possible de créer des efforts dans une structure hyperstatique
en |'absence de forces appliquées, en lui imposant des déformations
qui sont maintenues par les liaisons hyperstatiques. Ces efforts
compensateurs, qui correspondent aux valeurs compensatrices des
réactions hyperstatiques, s’ajoutent aux efforts dus aux charges. Il
est ainsi possible de diminuer la valeur absolue des efforts dans la
structure, en particulier des moments fléchissants.
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6.7.1 Compensation de I’'arc a deux articulations

Dans I'arc a deux articulations (figure 47), la poussée compen-
satrice Q. donne les efforts compensateurs :
M,=-Q.,y, N.,=Q,cos0, T,=—-Q,sind
Deux méthodes sont employées pour obtenir la poussée compen-
satrice Q..

La premiére consiste a diminuer la portée de l'arc de &8¢ en
déplacant I'une des articulations au moyen d’un vérin ; on obtient
ainsi la poussée définie par :

o, ¢
y2dx fﬂ>_
OC(o ET * JoEs) =%

La seconde méthode consiste a décintrer I'arc avec une articula-
tion provisoire A dans la section de clef de centre de gravité G ; soit

GyA = §.Cettearticulation est ensuite bloquée ; soit Qg et M I'effort
normal et le moment fléchissant dans la section de clef de I'arc sup-
posé a deux articulations le jour du blocage. Si I'articulation provi-
soire était en A’ défini par GyA” = & = M,/ Q,, les efforts dans I'arc
aprés blocage seraientidentiques aux efforts dans I’arc décintré sans
articulation provisoire. Supposons donc 3 #3’ ; le moment fléchis-
sant et I'effort normal dans la section de clef aprés blocage de I'arti-
culation provisoire doivent étre Mg— Q.fet Qy + Q,. L'articulation

provisoire doit se trouver au point de passage de la force extérieure ;
8 est donc défini par :

M, - Q. f 8-
8=g,7a, M %75 D

6.7.2 Compensation de I'arc symétrique encastré

Dans I'arc symétrique encastré (figure 54), la compensation
devant étre symétrique est définie par les valeurs I';, R,=0 et Q.
des inconnues hyperstatiques ; les efforts compensateurs ont donc
pour expressions :

M,=T;-Q,y, N,=Q,cos9, =-Q;sind

Deux méthodes sont employées pour réaliser la compensation.

La premiere, due a Considére, consiste a décintrer |'arc avec trois
articulations provisoires : I'une Aq dans la section de clef est définie

par GyA, = §,, et les deux autres A; et A; dans les sections

d’encastrement sont définies par G;A; = G]A; = §,. Ces articu-
lations sont ensuite bloquées. Si, le jour du blocage, le moment
fléchissant et I'effort normal dans la section de clef sont Mg et N,

et le moment fléchissant et I'effort normal dans les sections d’encas-
trement sont M, et N, en supposant I'arc décintré sans articulations

provisoires, il faut, pour introduire les efforts compensateurs dans
la section de clef et les sections d’encastrement :

mo=T.-Qcyg, Mi=T=Q,yq, ng=0Q., = Q. cos 0,
que Jg et &4 aient pour valeurs :
Mgy + my
Ny + ng

_M1+m1

8 = T Ny +ny

’

La seconde méthode, due a Fressinet, consiste a laisser un joint a
la clef, puis a écarter au moyen de vérins les faces du joint de 2¢ au
niveau de la fibre moyenne, en méme temps qu’on les fait tourner
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d’'un angle 2Q I'une par rapport a l'autre. Il est facile de montrer
qu’on obtient ainsi les valeurs compensatrices I' . et Q. définies par :

a
dx
To| F1=22

a a
y2dx f dx)
Oc(f,a—EI + ES 2(e-Qyp)

Yo étant I'ordonnée de la fibre moyenne a la clef.

6.8 Arcs et poutres solidarisés
par des suspentes verticales

6.8.1 Méthode de calcul

Deux poutres droites ou courbes G; G; et Gj G de méme

portée ¢ (figure 57) sont reliées par des suspentes inextensibles qui

ne peuvent transmettre que des réactions verticales. Nous suppo-
serons les suspentes suffisamment rapprochées pour qu‘on puisse
admettre que les fleches v'(x) et v”(x) soient égales.

Seule la poutre Gg G7 est directement chargée ; soit p(x) le
moment fléchissant produit par les charges et — v(x) le moment
fléchissant produit par les efforts de traction des suspentes dans la
poutre sur appuis simples de portée ¢ ; les moments fléchissants
M’(x) et M"(x) supportés par les poutres G, G| et G G7 ontpour
valeurs :

M’(x) = v(x)+T"+R’'x-Q"y’ (74)
o"y”

M”(x) = W(x)-v(x)+T”+R" x~-

y'ety"” étant les ordonnées des fibres moyennes des poutres, et T'’,
R’,Q',T",R" et Q" les composantes de la réaction complémentaire
de I'appui de gauche des poutres.

Les formules de Bresse appliquées d'une extrémité a I'autre de
chacune des poutres donnent les six relations :

o' o _ff/v/'dx
1 o~ )y TEI’
, ’ ’ M’ (£-x)
v1—v0—m0€:f —gp— dx

u

o EI’ o P -

R M'(y; -y “Q’dx
17 Ugtog(yy1-vo) = - d

(75)
M”dx
;- [ M

” ” M”(£-x)
vi-vy-0j €_f#dx

WU 0l (yl -yl = ffM”W'{fy”)f “a7dx
1 0 oY1 = Yo) = 0 El” o ES”

Pour écrire les relations (75), nous avons négligé les déforma-
tions dues a l'effort tranchant et admis que les efforts normaux
étaient égaux a Q'/cos6’, et Q"/cos0” [cette approximation
équivaut a g=ES/(GS)=1]; I', I”, S" et S” sont les moments
d’inertie et les sections réduites des poutres.

Considérons la somme :

M(x)=M"'(x)+ M"(x)
=u(x)+(T"+T")+(R"+R")x-Q'y'-Q"y" (76)
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Figure 57 - Poutres solidarisées par des suspentes verticales

qui ne renferme plus que quatre constantes '’ +T'”, R"+ R”, Q'
et Q"”. Nous allons montrer que les équations (75) et I'hypothése :

v'(x)=v"(x)=v(x)
permettent de déterminer ces quatre constantes. En effet, nous
avons :
dv’ _dv”

T = dx soit®’ (x) = " (x) = o(x)

Puis les relations :

d2v’ M’ d2v” M~ d?v’ _ d2v”
dx2 ~ EI” " dx2 " EI” ' dx2 = dx?2
montrent que I'on a:

MM MMt M
=TS T < T (77

I désignant la somme I" +1".

Compte tenu des résultats précédents, les relations (75) se
réduisent a:

oo < [ Mdx
1 0~ Jo TEI
V= V- u)€_fM(€ X)d
(78)
ur —ul +o,(y7 -ygy) = - (w X— (Q'dX
1 0 0y1 Yo) = 0 EI 0 ES’
v v o W(y - “Q7dx
ui —ug +oo(yi g =~ | F57

Si I'on porte dans les équations (78) I'expression (76) de M, on
obtient quatre équations permettant, compte tenu des conditions
aux limites, de calculer les quatre constantes I'' +T'"”, R" + R”, Q’
et Q". Connaissant ainsi M, les moments fléchissants M’ et M" sont
donnés par les relations (77).

Cette théorie permet d’étudier un arc associé a un tablier par des
suspentes ou par des poteaux.

6.8.2 Poutre bowstring

Une poutre bowstring (figure 58) est '’ensemble de deux poutres,
I'une courbe (arc) et I'autre sensiblement rectiligne (tirant) solida-
risées par des suspentes verticales. Les deux poutres sont encastrées
I'une sur 'autre a leurs extrémités, et I'ensemble repose a ses extré-
mités sur des appuis simples.
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La méthode générale montre que, O étant un appui simple :
r'+r”=0, R"+R"=0, Q'+Q"=0
Nous poserons :
Q=Q0'=-Q",y=y'-y”
de sorte que I'équation (76) s’écrit :

M=p-Q(y'-y”)=p-Qy (79)
et ne renferme plus que la poussée Q. Les deux premiéres
équations (78) permettent de calculer og et @4, et, compte tenu de
ce que uj —ugestégala uy —ug, les deux derniéres donnent la

condition de compatibilité :

“my “adx  [“my” “adx
X-| =55 = | =Fdx+ | ==
o EI o ES o EI o ES
¢ ¢
. My dx dx _
soit o ET Yy E5 =0
S étant défini par:
1 1 .1
S5ty (80!

En reportant la valeur (79) de M(x) dans la condition de compati-
bilité, nous trouvons :

O( {yde+J'€dx> _(fuydx

ET 0 ES) " Jo EI

Donc Q est la poussée et M(x) le moment fléchissant dans un arc
fictif & deux articulations d’inertie [ =1' + 1" et de section S définie
par la relation (80).

Les efforts dans I'arc et dans le tirant sont alors donnés par les
formules :

M’ (x) = IT,M(X)

, _dam’ ., Q
N’ (x) = O sin 0" + cos 67
T (x) = dd,\;l( cos 0’

B 1”

M”(x) = TM(X)

” _dv” ., Q
N"(x) = dx sin 6 cos 6”
T”(x) = ddx cos6”

Figure 58 - Poutre bowstring
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6.9 Poutres a béquilles

Une poutre a béquilles se compose d'une poutre horizontale AB
de longueur ¢, aux extrémités de laquelle sont encastrées deux
poutres verticales AA’ et BB’ de longueur f, appelées béquilles
(figure 59). Les sections A’ et B’ sont liées aux appuis par des arti-
culations ou des encastrements.

Les poutres a béquilles sont des arcs particuliers dont la fibre
moyenne est trés différente d'une courbe funiculaire des charges
appliquées (8 6.1.3) ; il est donc justifié de négliger les déforma-
tions dues a I'effort normal et a I'effort tranchant.

6.9.1 Poutre a béquilles a trois articulations

Siu(a) désigne le moment fléchissant au point C, di aux charges
dans la poutre sur appuis simples AB (figure 60), la poussée Q a
pour valeur :

- k@
Q= f

Le moment fléchissant dans la section d'abscisse x de AB a donc
pour valeur :

M=p-Qf=u(x)-pla)

Les moments fléchissants dans la poutre AB ne dépendent donc
pas de la longueur des béquilles. La ligne d’influence du moment
fléchissant dans la section d’abscisse x est définie par :

M(o, x) = ulo, x) —plo, @)
Elle se compose de segments de droite.

Dans le cas d'une charge de densité uniforme p appliquée a la
poutre AB, le moment négatif M(0) en A et le moment positif
maximal dans la section médiane de la poutre AB ont pour valeurs :

1

1 1
M(0) = —p(a) = 5 pa(t-a), My, = 5 pt?-—pa(t-a)

A!

Figure 59 - Poutre a béquilles

Al 1 -&f’

Figure 60 - Poutre a béquilles a trois articulations
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Ces moments extrémes sont égaux en valeur absolue si la position

de l'articulation intermédiaire C est définie par a = —11 (2+42)¢.

6.9.2 Poutre a béquilles articulées

La poussée Q est la seule inconnue hyperstatique (figure 59).
Soit n(x) le moment fléchissant di aux charges appliquées a la
poutre AB supposée sur appuis simples.

Le moment fléchissant M, I'effort normal N et I'effort tranchant
T sont:

— dans la section X de AB définie par x = AX :

7= du

M=p-0f N-=0Q, 3

— dans la section Y de la béquille A’A définie par y = A’Y;:

_(du
N1_<dx)x:o'

— dans la section Y, de la béquille B'B définie par y = B'Y, :

M, = - Qy, T,=-Q

M, = - Qy,

_(dr _
N2_(dX)x=€’ T2—O

Soit I le moment d’inertie de la poutre AB et J celui des béquilles ;
nous pouvons calculer Q en annulant la dérivée de I'énergie de
déformation :

2 2
w- ([ e [ o [ Er o)
par rapport a Q. Nous trouvons ainsi :
o<f2 Cdx 2ffﬂ>=ff(”—dx (81)
o ET ")y TEJ o EI

Une dilatation uniforme &€ donne une poussée :
el
%=D
D désignant le coefficient de Q dans I'équation (81).
Dans le cas ou I et J sont constants, nous trouvons :

f2¢ 23
D= +385

¢
nio, x) _ o -o)
fo Er 9" T

En posant k = fI/(£J), la ligne d'influence de Q est définie par:

! 1 oo
Qo) = —fE(“ﬂ?
3
La poussée due a une charge de densité uniforme p appliquée
a ABest:

_pe2 1
BRI
3
La plus grande valeur de Qobtenue pour k = 0 (béquilles infiniment

rigides) n'est que 2/3 de la poussée d’un arc funiculaire de méme
portée et de méme fleche.
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7.1 Généralités. Définitions

Une structure réticulée est une structure composée de barres
articulées entre elles a leurs extrémités ; les points d’articulation
communs a plusieurs barrres sont les nceuds de la structure.

Les seules forces extérieures sont appliquées aux nceuds. Il en
résulte qu’une barre A; A; (figure 61) comprise entre les nceuds A;

— —
et Ajesten équilibre sous I'action de deux forces opposées Fj; et Fji
appliquée I'une en A;et l'autre en A;. La barre A;A;ne supporte donc
qu’un effort normal, appelé effort dans la barre, égal a la mesure

I . - — .y
algebrique Fj;de Fj sur A,-A/-. L'effort dans la barre est donc positif
lorsque la barre est comprimée et négatif lorsque la barre est tendue.

Nous nous bornons aux structures réticulées planes : les nceuds
et les forces extérieures sont contenus dans un méme plan Oxy.
Une structure triangulée est une structure qui n’est composée que
de triangles formés par trois barres. Une structure simplement
triangulée est composée d’une suite de triangles comportant un
premier et un dernier triangle, chaque triangle intermédiaire ayant
une barre commune avec le triangle qui le précede et le triangle
qui le suit.

Le calcul des structures réticulées consiste a déterminer les réac-
tions d’appui et les efforts dans les barrres. Le systeme des forces
extérieures est équivalent a zéro. Lorsque cette condition suffit pour
déterminer les réactions d’appui, la structure est extérieurement
isostatique ; s'il n"en est pas ainsi, la structure est extérieurement
hyperstatique.

En supposant connues les réactions d'appui, si I'on peut calculer
les efforts dans toutes les barres au moyen des équations de la
statique, la structure est intérieurement isostatique ; s'il n’en est
pas ainsi, la structure est intérieurement hyperstatique.

Une structure isostatique est a la fois intérieurement et extérieu-
rement isostatique.

NA

>

wJi
O -

Figure 61 - Barre d’une structure réticulée
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7.2 Structures réticulées isostatiques

7.2.1 Méthode des noeuds

7.2.1.1 Cas général

Nous supposons la structure invariable, ce qui signifie qu'il
n’existe pas de déplacements possibles des nceuds modifiant la
configuration géométrique de la structure. Supposons connues
toutes les forces extérieures, forces données et réactions des appuis,
appliquées aux nceuds ; ces forces vérifient les trois équations néces-
saires de I'équilibre.

Choisissons un repére orthonormé Oxy, et désignons par (x;, y;)
les coordonnées du nceud A;, par €;; la longueur de la barre A;A;,

-_— —>
par 6;; I'angle (Ox, A,-Aj) et par F;; I'effort dans la barre A;A;. On
notera que 6;;=7+0;. Au nceud A; est appliquée la force exté-

. = - .z - . Lo - -
rieure @; d'intensité @; et d’orientation définie par ¢; = (Ox, ®;).
L'équilibre du noeud A; s’exprime par les équations :

Y F;jcos ;= ®; cos ¢;
! (82)
Y F;sin6; = @;sin ¢

J

les sommations étant étendues aux barres A;A; aboutissant au
nceud A;.

Si la structure comporte n nceuds et b barres, nous avons 2n
équations (82) pour calculer b inconnues. Mais ces 2n équations ne
sont pas indépendantes, car elles entrainent les trois équations

. . e g
nécessaires de I'équilibre des forces ®; ; nous n'avons donc que
2n - 3 équations (82) indépendantes. Une condition nécessaire pour
que la structure soit intérieurement isostatique est donc :

b=2n-3 (83)

Si b>2n-3, il existe p=b-(2n-3) barres surabondantes et la
structure est p fois intérieurement hyperstatique.

La relation (83) est également une condition nécessaire pour que
la structure soit strictement invariable, c'est-a-dire telle que la
suppression d'une barre quelconque transforme la structure en
mécanisme a un degré de liberté ; en effet, nous disposons, pour
définir la configuration géométrique de la structure, de b équations :

2
€,‘j = (X,'—Xj)z + (Y- y]_)z

pour calculer les 2n coordonnées (x;, y;) des nceuds ; si I'on place
A; au point O et la barre AjA, sur Oy, on a seulement 2n-3
inconnues, puisque xq = y; = X = 0.

La condition (83) n’est pas suffisante en général pour que la struc-
ture soit intérieurement hyperstatique ou strictement invariable, car
la structure peut comporter des barres surabondantes dans certaines
de ses parties et se comporter comme un mécanisme a un ou plu-
sieurs degrés de liberté dans d’autres.

Par contre, la condition (83) est suffisante dans le cas d’une struc-
ture triangulée ; il en résulte qu’une structure simplement triangulée
est toujours intérieurement isostatique et strictement invariable, car,
si t est le nombre des triangles, les relations évidentes n=1t+ 2
et b=2t+ 1 entrainent b=2n-3.

La méthode des nceuds peut se traduire graphiquement par I'épure
de Cremona consistant a associer a chaque nceud le polygone des
forces qui lui sont appliquées ; les polygones des forces corres-
pondant a deux nceuds reliés par une barre ont un c6té commun
représentant I'effort dans la barre.
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7.2.1.2 Structures a configuration critique

Méme dans le cas d'une structure strictement invariable, les
équations (82) ne donnent pas les efforts dans les barres lorsque le
déterminant A de ces équations est nul ; on dit alors que /a structure
est a configuration critique. Un exemple simple d’une telle structure
est donné par un hexagone régulier et ses trois diagonales non
réunies au centre (n = 6, b =9). La configuration critique est une pro-
priété purement géométrique, puisque A ne dépend pas des forces
appliquées. Lorsque A est nul, le systeme (82) rendu homogene
(®; = 0) a des solutions non nulles ; donc si, dans une structure stric-
tement invariable, on peut trouver des efforts dans les barres qui
s'équilibrent en I'absence de forces extérieures, cette structure est
a configuration critique.

Dans les structures a configuration critique, des variations de lon-
gueur du second ordre des barres entrainent des déplacements du
premier ordre des nceuds. Bien que géométriquement invariables,
les structures a configuration critique sont trés déformables ; il faut
donc, pour écrire les équations d’équilibre, tenir compte des dépla-
cements des nceuds, I'"hypothése de la petitesse des déplacements
n’étant plus admissible.

7.2.2 Autres méthodes de calcul
des efforts dans les barres

7.2.2.1 Méthode des sections ou de Cullmann

Sil'on partage la structure en deux parties au moyen d’une section
(ou coupure) rencontrant un certain nombre de barres, les forces
extérieures appliquées a la partie de la structure située a gauche de
la section forment un systéme équivalent au systeme des forces
exercées sur la partie de droite par les barres coupées par la section.
A toute section correspondent donc trois équations linéaires entre
les efforts dans les barres coupées par la section.

En particulier, si la section ne coupe que trois barres, on trouve
I'effort dans une des barres en égalant les moments des deux sys-
témes de forces considérés précédemment par rapport au point
d’intersection des axes des deux autres barres (méthode de Ritter ).

Par exemple (figure 62), si la section (S) coupe les barres AB, BC
et CD,ona:

M My
Fas = &5 - Fec = 1% (84)
avec H projection sur AB du point de concours des barres
BCet CD,
K projection sur BC du point de concours [ des

barres AB et CD,

Meet d; moments par rapport & C et I du systeme des
forces appliquées a gauche de la section.

Les formules (84) peuvent étre considérées comme des formules
algébriques, a condition de compter les moments .l dans le sens
trigonomeétrique et la distance d'un point a une barre comme positive
lorsque ce point se trouve a gauche de la barre orientée dans le sens
ou elle franchit la coupure.

7.2.2.2 Application du théoréme des travaux virtuels
Soit & calculer I'effort F; dans la barre A;A; d’une structure inté-

. . . s = .
rieurement isostatique lorsque des forces extérieures @« sont appli-
quées aux nceuds Ay. La barre A;A; peut étre supprimée, sans que

N
I'équilibre de la structure soit modifié, si I'on applique la force Fj;

- —
au nceud A;et laforce F; = - F; au nceud A;. La structure privée
de la barre A;A; est un mécanisme a un degré de liberté auquel on

N
peut donner un déplacement virtuel ; en désignant par 5 A, le dépla-
cementvirtuel du noeud A, le théoréeme des travaux virtuels (article
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H

Figure 62 - Structure réticulée plane : méthode des sections

Déformations et contraintes dans un milieu continu [A 303] dans le
traité Sciences fondamentales) se traduit par I’'équation :

— — — — —
Fij - (8A;-8A)+Y @k 3A,=0
k

soit, en désignant par 5€,-/- le raccourcissement de la barre A;A;
pendant le déplacement virtuel :

— —
Fidt; =Y @k 3A (85)
k

L'emploi de la formule (85) est particulierement indiqué pour

N
trouver I'effort dans la barre A;A; sous I'effet d’une force unité U
appliquée a un nceud quelconque Ay ; nous avons en effet :

— =
Fidt, = U -3A

— —
de sorte que la projection de 3A, sur U est proportionnelle a Fi.

Cette remarque permet de tracer les lignes d’influence des efforts
dans les barres.

7.2.3 Poutres triangulées usuelles

7.2.3.1 Remarque préliminaire

En général, les forces extérieures données sont des forces
verticales qui ne sont appliquées qu’en certains nceuds appelés
nceuds de charge. Une charge P appliquée en C entre deux nceuds
de charge A et B (figure 63) sera supposée transmise aux noeuds
A et B par une poutre secondaire simplement appuyée en A et B;
la charge P est donc équivalente aux charges P, et Pg appliquées
aux nceuds A et B; en posant AB=det AC=a:

P, = P(u%), Py = P%

Considérons alors la fonction d’influence d'un effet élastique ¥ ;

cette fonction d’'influence prend la valeur % 4 lorsque la charge unité

est appliquée au noeud A et la valeur ¥ lorsque la charge unité

est appliquée au nceud B; la fonction d’influence prend, lorsque la
charge unité est appliquée en C, la valeur:

%)\, &
1 d>+J«Bd

Donc, lorsque la charge unité se déplace entre deux noeuds de
charge consécutifs, & varie linéairement. La ligne d’'influence de

g:%(
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Figure 63 - Poutre triangulée. Noeuds de charge

I'effet ¥ est donc une ligne brisée dont les sommets ont pour
abscisses des nceuds de charge.

7.2.3.2 Poutres a triangulation Pratt
ou a triangulation Howe

Ce sont des poutres simplement triangulées comportant des
membrures, des montants et des diagonales. Supposons la poutre
sur appuis simples. Dans la poutre Pratt (figure 64) les diagonales
sont inclinées vers le milieu, tandis que dans la poutre Howe les
diagonales sont inclinées vers les extrémités.

Sur la figure 64, la section (S) rencontre les membrures CD et
GH et la diagonale DH; désignons par M. et Mp les moments
fléchissants en C et D dans la poutre sur appuis simples AB
soumise aux mémes charges que la poutre Pratt ; les formules (84)
nous donnent les efforts dans les membrures :

E Mc F Mp
CO="CH " GH ™ DGcos ¢

¢ désignant I'angle de la membrure GH avec |'horizontale.

Projetons sur la verticale les efforts dans les barres coupées par
la section (S) ; nous obtenons, en désignant par T I'effort tranchant
immédiatement a droite de C dans la poutre AB et par 6 I'angle de
la diagonale DH avec la verticale :

FGH sin (O FDH cos 0= TC

d’ou, compte tenu de la valeur de Fgy:

1 Mp
~cosb (T‘f bG 9 (P>

Enfin, projetons sur la verticale les efforts dans les barres DG, DL
et GH rencontrées par la section (S’) ; nous trouvons, en désignant
par Tp lI'effort tranchant immédiatement & droite de D dans la
poutre AB:

Fpn =

FDG + FGH sin Q= TD

d’ou, compte tenu de la valeur de Fgy:

Mp,
Fpg = TD—Etg(o

Les lignes d’influence des efforts dans les barres se déduisent
donc des lignes d’influence du moment fléchissant et de I'effort
tranchant dans la poutre sur appuis simples AB.

7.2.3.3 Poutre a triangulation Warren

Ce sont des poutres simplement triangulées, comportant des
membrures, des diagonales et éventuellement des montants réparti-
teurs (en pointillé sur la figure 65).

Supposons (figure 65) la poutre sur appuis simples et les nceuds
de charge inférieurs ; I'effort dans le montant répartiteur HK n’est
différent de zéro que lorsque des charges sont appliquées entre C
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et D; son seul but est de transmettre les charges aux nceuds supé-
rieurs. La considération des sections (S) et (S’) donne les efforts
dans les membrures (h est la hauteur de la poutre) :

My Mp
Foo == Fue= 5

et les efforts dans les diagonales (6 est I'angle de la diagonale avec
la verticale) :
Tc T
Fey=—=,Fpy=-—=
CH™ "cosp ' DH cos 6

My et Mp désignent les moments fléchissants en K et D, et T et
Tk les efforts tranchants immédiatement a droite de C et de K dans
la poutre sur appuis simples AB soumise aux mémes charges que
la poutre Warren.

La figure 66 donne la ligne d’influence de I'effort dans la
diagonale CH; cette ligne est AC’'D’'B s'il n'y a pas de montants
répartiteurs, et AC'K'Bs’il y en a.

7.2.3.4 Poutre a triangulation en K

La poutre a triangulation en K (figure 67) est simplement appuyée
en A et B; les charges verticales sont appliquées aux nceuds supé-
rieurs et aux nceuds inférieurs.

He G

cl 01
A (S) (S")

Figure 64 - Poutre Pratt

o p

(8)  (S)
|

y p i
b c T A 10 3

Figure 65 - Poutre Warren

Figure 66 - Poutre Warren : ligne d’influence dans une diagonale
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Une des équations d’équilibre du nceud central G montre que :
Fep+ Fek=0
La considération de la section (S) donne les trois équations :
Fep+ Fuk=0
Tc=(Fgk— Fgp) cos ©
Mc = (Fux—Fcp) h

Mc désignant le moment fléchissant en C et T I'effort tranchant
immédiatement a droite de C dans la poutre sur appuis simples
AB. Nous déduisons des équations précédentes les efforts dans les
membrures et les diagonales :

M¢ Tc
Fuk = =Feo = 55 Fex=-Fep = 50550

Projetons les forces appliquées aux nceuds Cet Hsur la verticale ;
en désignant par P et Q les charges appliquées a ces nceuds, nous
trouvons les efforts dans les montants GH et CG :

Fou = —F,_Hcose+0:——;— Te+Q

1

Feg = —FCLcose—sz Te-P

7.2.4 Déplacements des structures réticulées

7.2.4.1 Méthode géométrique. Formule fondamentale

Conservons les notations définies au paragraphe 7.2.1.1. Avant
déformation de la structure, la longueur de la barre A,-Aj est:

2
€,-j = (X,'*X/')Z + (Y- y/')z

Le raccourcissement &¢;; des barres de section S; et de module
d’Young E:

N
entraine des déplacements 3A; des nceuds de composantes dx;
et dy; vérifiant les relations :

- €,—,-5€,-j = (X,——xj)(Bx,-—Sx,-) +(y;- yj)(Sy,—Sy]—)
Nous obtenons ainsi la formule fondamentale :
8¢;; = (8x;—8x;) cos 6;;+ (8y;~8y) sin O (86)

applicable aux structures isostatiques et hyperstatiques.

|

|

A F N
A C(SJ B

Figure 67 - Poutre a triangulation en K
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Nous avons b équations (86) pour calculer les déplacements
inconnus. Dans le cas d'une structure isostatique, le nombre d'équa-
tions est égal au nombre des inconnues. Ainsi, pour une poutre sur
appuis simples A, fixe et A, mobile, nous avons b=2n-3
et dxq =3y, =08y, =0;pourun arc a trois articulations A;, A,et A,,
nous avons b=2n-4 et 8x1 =3y, = dx, =938y, =0.

Le calcul se fait aisément de proche en proche pour une structure
triangulée dans laquelle tout nceud A est rattaché aux noeuds B et
C par les barres AB et AC, car la relation (86) appliquée a ces deux

N
barres donne deux équations qui permettent de calculer & A
connaissant 63 et 68 .

La relation (86) ne change pas si lI'on permute A; et A; car
Gj,- =T + O,j
7.2.4.2 Application du théoréme de Castigliano

Numérotons les nceuds A;de 1a netles barres (B;) de 1a b. Sous
I'effet d’un systéme de forces extérieures (®), I'effort dans la barre
(B;) de longueur €j et de section S; est ;. L'énergie de déformation

de la structure est la somme des énergies de déformation des barres
(Bj) B

_1 iti
W_Z;ES (87)

Pour calculer, par exemple, la composante verticale v;=3dy; du
nceud A;, appliquons au noeud A; une force auxiliaire Y paralléle a
O, . Sous l'action simultanée de (®) et de Y les efforts dans les
barres ont pour valeurs :

;o i
Fi = F+ YF;

et la composante verticale du déplacement de A; est, d'aprés le
théoréme de Castigliano (article Théorie de I’élasticité [A 305] dans
le traité Sciences fondamentales) :

2 s gl
5 (1<Fi¢\ FiFit;
v (5 2Fs )= X Fs
J J J J
Il suffit de prendre Y =0 pour obtenir le déplacement cherché :
i
FiFt;

Dans cette formule F,': est |'effort dans la barre (B;) sous I'effet
d’une force Y= 1 appliquée au nceud A;.

7.2.4.3 Assimilation a une poutre en double té

Il est possible de trouver une poutre en double t¢é de moment
d’inertie I et de section d’ame S;, ayant approximativement les
mémes déplacements qu'une poutre triangulée de hauteur
constante. Pour obtenir une approximation satisfaisante, la poutre
triangulée doit comporter un nombre de panneaux assez grand pour
que le moment fléchissant M et I'effort tranchant T puissent étre
confondus avec leurs valeurs moyennes sur la longueur a du
panneau. En vertu du théoréeme de Castigliano , il suffit d'identifier
I'énergie de déformation W’ des barres du panneau a I'energie de
déformation W de la longueur correspondante de la poutre en

double té :
1 (M2 T2
W= 5(? ¥ G—S1>a
Dans le cas d’'une poutre Warren (figure 68) dont les sections des

membrures et de la diagonale du panneau sont respectivement Q,
Q’ et S, nous trouvons :

/= Mza (i+ 1 )+L
2ER2\Q Q') 2ESsinf8cos?6
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Figure 68 - Poutre Warren : assimilation a une poutre en double té

q
w|B Q h
Q K

Figure 69 - Poutre Pratt ou Howe :
assimilation a une poutre en double té

Il 'en résulte les valeurs suivantes de I et de S;:

1=h2 280 5 = £Ssin6cos?e (89)

Dans le cas d'une poutre Pratt ou Howe (figure 69) dont les
sections des membrures, de la diagonale et du montant du panneau
sont respectivement Q, Q’, S et ®, nous trouvons :

. M2 a <_1_+_1_ T2a . T2a
2ER2\Q Q') 2ESsinfcos?9 2EwntgHd

Il 'en résulte les valeurs suivantes de I et de S;:

I=h2 (90)

QQ’ S = (E)isinecosze
Q+Q"’ ! G) w+Scos36

7.3 Structures réticulées hyperstatiques

7.3.1 Méthode fondée sur I'étude géométrique
des déplacements des noeuds

Cette méthode consiste a utiliser la formule fondamentale (86).

7.3.1.1 Structures extérieurement isostatiques
et intérieurement hyperstatiques

Nous connaissons alors toutes les forces appliquées aux nceuds
de la structure q fois intérieurement hyperstatique. Il y a g barres
surabondantes, et le nombre des barres est b=2n-3 + q. La
formule (86) montre que les 2n - 3 + g raccourcissements des barres
sont des fonctions linéaires et homogenes de 2n - 3 déplacements
(8x;, dy;) indépendants. Il existe donc q relations linéaires et homo-
génes entre les raccourcissements, donc entre les efforts dans les
barres. Ces relations, qui ne dépendent pas des forces extérieures,
et les 2n -3 équations indépendantes d’équilibre des nceuds per-
mettent de calculer les efforts dans les barres.
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Exemple : en général, une poutre Pratt ayant un nombre impair de
panneaux comporte deux diagonales dans le panneau central
A1 A, A, A; (figure 70) ; cette poutre est donc une fois intérieurement
hyperstatique.

Des relations :
€1, = 0x;-08xy , 83, =0x3-0x,
83 = 8y, —8yz, 8l =38y,-dy,
&€, = (8x4—9x4) sin®+(Sy, —dy,) cos 6

&€, = —(8x,—08x3) sin O+ (8y, - dy5) cos 6
nous déduisons immédiatement la relation :
8,4+ 0865 = (841, +8Ly,) SiNO+(8L,3+3€,,) cos B
Compte tenu des égalités géométriques évidentes :
Crg = lyg, bip=10g4=10148IN8, C15=10p="{4cos6

nous obtenons la relation entre les efforts dans les barres :

Fia Py _ (i+@)5inze+ <@+@)cosze
514 823 512 S34 513 5‘24

7.3.1.2 Structures intérieurement isostatiques
et extérieurement hyperstatiques

Supposons la structure p fois extérieurement hyperstatique ; les
conditions aux limites imposent p + 3 relations entre les dépla-
cements dx; et dy;.

Par exemple, dans le cas d'un arc a deux articulations une fois
hyperstatique, nous avons quatre relations 8x; = dy1 = dx, =3y, = 0.

Dans le cas d'une poutre continue reposant sur n appuis A fixe
et Ay, Ay, ..., A, mobiles, donc n—1 fois hyperstatique, nous avons
n + 2 relations 8xg = dyp =8y =8y, = .. = 8y, = 0.

La formule (86) montre que les b = 2n - 3 raccourcissements 6€,-/-
sont des fonctions linéaires et homogénes de 2n-3- p dépla-
cements indépendants. Il existe donc p relations linéaires et homo-
génes entre les raccourcissements, donc entre les efforts dans les
barres. Ces relations, qui ne dépendent pas des forces extérieures,
et les 2n - 3 équations d’équilibre des nceuds permettent de calculer
les 2n - 3 efforts dans les barres et les p réactions hyperstatiques.

7.3.1.3 Structures extérieurement
et intérieurement hyperstatiques

Considérons une structure p fois extérieurement et g fois inté-
rieurement hyperstatique ; nous avons b=2n-3+ g barres et
2n - 3 - p déplacements indépendants. Il existe donc p + g relations
linéaires et homogénes entre les efforts dans les barres, indépen-
dantes des forces extérieures. Ces relations et les équations de la
statique permettent de calculer les efforts dans les barres et les réac-
tions hyperstatiques.

\
[N

A A z

! 2

Figure 70 - Poutre Pratt hyperstatique
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7.3.2 Méthode fondée sur le théoréeme de Menabrea

7.3.2.1 Formules générales

Numérotons les barres (By) de longueur £, et de section Sy de
1 a b. L'énergie de déformation de la structure a pour expression :

2
1 Fictk
W= 5; ES,

Supposons la structure p fois extérieurement hyperstatique et g
fois intérieurement hyperstatique. Les inconnues hyperstatiques
comprennent p réactions surabondantes X; (i= 1, 2, ..., p) et g efforts
Yi(j=1,2, .., q) dans les barres surabondantes. Nous pouvons, a
I'aide des équations d’équilibre de la statique, exprimer les efforts
dans les barres en fonction de Xj, Y; et des forces appliquées @y :

Fk=q>k+za;;xi+zbjl;\/j (91)
i J
Le théoreme de Menabrea fournit p + g équations linéaires :
ow _ ow _ . .
a_x,.‘o' a_Y,-_O (I<si<p 1<j=<0q (92)

permettant de calculer les inconnues X; et Y.

7.3.2.2 Exemple : arc triangulé a deux articulations

Supposons l'arc intérieurement isostatique (figure 71) ; 'unique
inconnue hyperstatique est la poussée Q de I'arc. Rendons la struc-
ture isostatique en laissant I'articulation A se déplacer horizontale-
ment sur AB, et soit @ I'effort dans la barre (By) sous l'effet des
charges appliquées, et ay I'effort dans cette méme barre sous I'effet
d’une force horizontale unité appliquée en A.

L'effort dans la barre (By) de I'arc a pour expression :
Fk= <Dk+ Oak
Les équations (92) se réduisent alors a la seule équation :
dw File dFc ¢ Frarte _

da - 2ES, 40 "2 ES,

0

soit :

2
Cray @, € ay

a .

S - 5

L'arc étant rendu isostatique, une dilatation uniforme € due a une
élévation de la température déplace I'articulation A de ¢ vers la
gauche ; il faut, pour ramener I'articulation A a sa position initiale,
appliquer a A une poussée Q. telle que le déplacement de A vers
la droite soit € ¢ ; le théoreme de Castigliano (article Théorie de
I’élasticité [A 305] dans le traité Sciences fondamentales) nous
donne la relation :

d
d

<

el =

|

avec F,=0Q,a,

Q

AL == ! ]

Figure 71 - Arc triangulé a deux articulations
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Figure 72 - Poutre Warren reposant sur quatre appuis

Il 'en résulte que la poussée Q. due a une dilatation € est définie
par:

7.3.3 Méthode fondée sur le théoréeme
de réciprocité de Maxwell-Betti

Cette méthode consiste a rechercher les lignes d’'influence des
inconnues hyperstatiques au moyen du théoréeme de réciprocité
(article Théorie de I’élasticité [A 305] dans le traité Sciences fonda-
mentales). Bornons-nous a appliquer cette méthode a une poutre
continue symétrique reposant sur quatre appuis ACDB (figure 72)
et a triangulation Warren, intérieurement isostatique.

Cherchons les lignes d’influence des réactions R et R’ exercées
par les appuis extrémes A et B. Pour cela, nous appliquons le
théoréme de réciprocité a la poutre console obtenue en supprimant
les appuis A et B pour les mémes cas de charge qu’au paragraphe
5.3.7.2. Soit: dya, dyg, dy,, et &'y, les composantes verticales des
déplacements du nceud A, du nceud B, du nceud de charge A, et
du nceud A/ symétrique du nceud A, par rapport a I'axe de
symétrie Oy, sous |'effet d’une force verticale quelconque appliquée
au noceud A. Le théoréme de réciprocité se traduit par les équations,
R, et R/ désignant les valeurs des réactions lorsqu’une charge
unité est appliquée au nceud A :

R, dya+ R} dyg=3dy,
R, 8yg+ R, dy,=38"y,
Donc :

3y, +8
R,+ R, 0 Ve g g

o 6)/(3176’}/()L
T dystdyg’

7 8y,-dyg

Il suffit donc, pour obtenir les lignes d’influence des réactions R
et R’, de calculer les déplacements des nceuds de la poutre console
sous |'effet d'une force verticale appliquée au nceud A. La méthode

la plus rapide consiste a utiliser la formule fondamentale (86). Par
exemple, avec les notations de la figure 72, nous avons :

8€13 = 00X -0xX5, Of35=0X3—0Xg, «.ovvvuunn...
8y = OXy—0x4, Ol =0X4—0Xg, vvvvvvuunn...
8€45 = (8x,-08x,)sin6 + (3y,—dy,) cos 6
8€53 = (8x,-08x3)sin6-(8y,-dy;)cos B
803, = (8x3-8x,) sin0 + (8y;3-8y,) cos O
8,45 =(8x,4-08x5)sin0-(8y,—dys) cos
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Pour résoudre rapidement les équations précédentes, faisons
dxq = 8x9 =3y, =0 ; nous obtenons alors immédiatement la solution
correspondante §'x; et 8'y;. |l suffit, pour obtenir les déplacements
cherchés, d’ajouter a la solution précédente un déplacement
d’ensemble tel que le déplacement vertical résultant des nceuds C
et D soit nul.

8.1 Définition des structures étudiées

Les structures que nous étudions sont constituées de poutres
droites assemblées entre elles en leurs extrémités ou nceuds par des
assemblages rigides ou par des articulations. Les exemples de telles
structures sont nombreux : portiques a un ou plusieurs étages, struc-
tures réticulées a assemblages rigides, etc.

Nous supposerons qu’on est en droit de négliger les déformations
dues a I'effort normal et a I'effort tranchant. Moyennant cette hypo-
these, les structures peuvent étre classées en structures a nceuds
invariables (8 8.3), dont les nceuds ne peuvent que tourner, et en
structures a nceuds déplacables (8 8.4), dont les noeuds peuvent
tourner et se déplacer (figure 73).

On peut également distinguer les structures ouvertes et les struc-
tures fermées ; une structure est ouverte lorsque la suppression
d’une poutre quelconque n"aboutissant pas a un appui divise la struc-
ture en deux structures distinctes; une structure qui n’est pas
ouverte est fermée. Lintérét de cette distinction est le suivant : la
notion de foyers, étudiée dans le cas des poutres continues (8 5.3),
peut étre étendue aux structures ouvertes a noeuds invariables.

8.2 Formules préliminaires

8.2.1 Cas général d'une poutre encastrée
a ses extrémités sur les noeuds

Considérons une poutre AB comprise entre les nceuds A et B, et
désignons par Mg et Mgy les couples exercés par la poutre res-
pectivement sur le nceud A et sur le nceud B; Myp est donc égal
au moment fléchissant en A, et Mg, est égal au moment fléchissant
en B changé de signe.
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@ structure & nceuds invariables B structure 4 nceuds déplagables

Figure 73 - Structures composées de poutres droites

Supposons d'abord la poutre AB non chargée. Si wg=0, Myp
et Mg, sont proportionnels a g :

Myg = - Kypo
AB AB®DA } (93)
Mga = MagMpp = — hapKap®a
et si wy =0, Myg et Mg, sont proportionnels a wg:
Mgy = - Kgpo
BA BA®p } (94)
Mup = hgaMpy = — Aga Kpp g

Les formules (93) et (94) définissent quatre constantes caractéris-
tiques de la poutre, les facteurs de rigidité Kag et Kga, et les facteurs
de transmission g et Ags. Ces constantes ne sont pas indépen-
dantes, car on peut les exprimer en fonction des coefficients de
souplesse a, b et ¢ de la poutre (8§ 5.1). Il existe donc une relation
entre ces constantes, relation que I'on peut trouver en appliquant
lethéoreme deréciprocité (article Théorie de I’élasticité [A 3051 dans
le traité Sciences fondamentales) aux deux systémes de forces
indiqués sur la figure 74 :

*ag Kap=rga Kpa (95)

Dans le cas ou la poutre est chargée et ou les nceuds A et B sont
invariables, les couples Mg et Mg, s’obtiennent par superposition :

Mupg = map—Kapg®s—Apa Kpa (DB} (96)

Mgs = mpa—Kgp0g—-hap Kooy

mppg et mgy sont les couples exercés sur les nceuds A et B par la
poutre AB supposée encastrée a ses extrémités (w4 =0, wg=0).

Danslecasoulesnceuds Aet B se déplacenten A’ et B, désignons
—_— ——

par Qugl'angle (AB, A’B’) ; les couples Mg et Mg, sont encore

donnés par les formules (96), a condition de remplacer w4 par

wp—Qapetmgpar wg— Qg ; Nous trouvons ainsi, en tenant compte
de la relation (95) et de ce que Q5= Qpgy, les formules:

Mug = Mag—Kag®a—Aga Kgawg+ Kag(1+ kAB)QAB} (97)

Mga = mpa—Kga0p-hapgKag®a+ Kga(1+A54)Q54

Le moment fléchissant et I'effort tranchant dans la section X
d’abscisse x = AX delapoutre ABde longueur ¢ ont pour valeurs :

M(x) = H(X)+MAB<1*1>*MBA%

¢
d Mpg+ M
T(X):d_i_ AB€ BA

w(x) désignant le moment fléchissant dans la poutre supposée sur
appuis simples.
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ﬁﬁﬂ MM
ISk K8 A~k
Mﬂd f;{lﬁ

Figure 74 - Poutre encastrée a ses extrémités sur les noeuds

8.2.2 Cas d’une poutre articulée
a lI'une de ses extrémités

Supposons la poutre AB articulée sur le nceud B.

Dans le cas ou les nceuds sont invariables, nous avons Mgy =0,
soit [seconde relation (96)] :

mpp— Kpa 0g—2Aap Kap 04 =0

En portant la valeur de wg déduite de I’équation précédente dans
la premiére relation (96), nous obtenons la formule :

Mag = map —Kap 04 (98)

dans laquelle :

Kag = (1-Raphpa) KAB} (99)

Mag = Mag—Aga Mgy
m,p estle couple exercé sur le nceud A par la poutre AB encastrée
en A(wg =0) et simplement appuyée en B.
Dans le cas ou les nceuds sont déplacables, on a:

Mag = mpp —Kag (0s—Qup) (100)

8.2.3 Calcul des facteurs de rigidité
et des facteurs de transmission

Appliquons a la poutre AB les formules fondamentales (29) ;
dans le cas ou wg=0, nous avons:
(,\)A=—3MAB+ bMBA
0=b MAB_ (o MBA
et dans le cas ou w4 =0, nous avons:
0=_aMAB+ bMBA
wg=bMag-cMpa

Les relations précédentes doivent étre équivalentes aux relations
(93) et (94) ; nous en déduisons les expressions de Kag, Aag, Kga,
Aga en fonction des coefficients de souplesse a, b, c:

c b
Kap = —— Aag = —
ac-b? c
b (101)
a
Kgy = —=— Aps = —
BA = o2 BA = 3
La premiere formule (99) donne ensuite :
, _1 ;o1
Kas = 3’ Kga = °

En particulier, dans le cas ou la poutre est de section constante :

a=c=2b=L
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nous obtenons :

KAB= KBA =7

Mag = Aga =

N| =

, , 3 EI
Kiag = Kga = I

Les formules (96) deviennent dans ce cas:

1
Mg = Map—Kaploa+ 2 0p)

2
1 (102)
Mga = mga—Kyplog+ 0] ®4)
et les formules (97) deviennent :
1 3
Mg = Mag—Kaglos+ 5 ®p )+ jKAB Qup
(103)

1

3
Mga = mga—Kyplog+ = wy)+ 5 KagQap

8.3 Structures a nosuds invariables

8.3.1 Méthode des rotations

Cette méthode consiste a prendre pour inconnues les rotations
des nceuds ; on réduit ainsi le nombre des inconnues. On obtient
autant d’équations que d’inconnues en écrivant I'équation d'équi-
libre de chaque nceud. Par exemple, I'équation d'équilibre d’'un nceud
sur lequel sont encastrées les poutres AB, AC, AD et AE est:

MAB+ MAC+ MAD+ MAE= 0

soit, dans le cas ou les poutres sont encastrées sur les nceuds B,
C, D et E, en utilisant les formules (96) :

(Kag + Kac + Kap + Kag) ®a + Apga Kpa 0 + hea Kea ©c
+ )\,DA KDA O)D + )\’EA KEA (0E= mAB+ mAc+ mAD+ mAE (104)

et, dans le cas ou I'une des poutres, AD par exemple, serait articulée
sur le nceud d’extrémité, en utilisant les formules (96) et (98) :

(Kag+ Kac+ Kyp +Kap) 0p+hpga Kggapg+hog Keaop (105)
_ ,
+Apa Kea®p = Mg+ Mac+ Map + My

La méthode la plus rapide pour calculer les rotations, des que leur
nombre dépasse trois, est la méthode des approximations succes-
sives. Pour cela, on isole au premier membre de I'équation d’équi-
libre de chaque nceud la rotation de ce nceud ; en portant dans le
second membre des valeurs approchées des rotations, on obtient
au premier membre des valeurs plus approchées ; la convergence
est rapide. On gagne du temps dans les approximations (méthode
de Gauss-Seidel) en utilisant a chaque équation toutes les valeurs
approchées déja calculées ; autrement dit, aprés chaque équation,
on modifie 'ensemble des valeurs approchées. On peut prendre pour
ensemble de valeurs de départ des valeurs nulles des rotations.
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Exemple numérique : soit a calculer le portique symétrique a deux
étages, symétriquement chargé, donc a nceuds invariables, représenté
sur la figure 75. Ce portique est encastré en Eet E’, et articulé en Fet
F" sur les fondations. Les poutres horizontales ont une inertie

N . . 1
constante I, les poteaux extrémes une inertie constante 7] et les

poteaux intermédiaires une inertie constante EI' Nous n'avons, en
raison de la symeétrie, que quatre inconnues w,, ®g, ®¢c et mp, car :

Wp==W4 , Op'=—-0g , Oc'=—-Wc , Op'==0p

. . 2 1
Tous les facteurs de transmission sont égaux a = ; les facteurs de

5
rigidité des poutres aboutissant aux nceuds A, B, C et D sont :
4 El 2 El 4El  EI
KAC:KBD: 10 = 5 ' KCC':KDD’: 12 :?
Kop= Kpe = SEL _ EL _AEl_El
AB BEZ2x6 ~ 3 ' PTax6 6
K _ 8Ff _ I
DF = 4x6 ~ '8

Les couples m non nuls transmis aux nceuds par les poutres sont :

mAC=—12000%=—1OOOOON-m
mga = 100000 N - m

mBD=—1ooooo6X4 =-96000 N - m
Mpg = 100 000 4Xo§ = 144000 N - m
Mppr = — 10000 12 2 =~ 120000 N - m

En posant, pour simplifier I"écriture :
EI(DA:ZA . EI(DB:ZB . E](DC:ZC . EI(J.)D:ZD

nous avons :
Myg = (ZA+ —zB>

Mye = — 100000 - %(

NI
L

Mgy = - = (ZB+ )
1
Mgp = - 96000—€<ZB+?ZD>
1
MBE=*§ZB

2 1
Meca = 100 OOO—§<ZC+?ZA>

1 1
Mep = - E(zc+7zD)
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Mee:

Mpp

= — 5 Zc
2 1
144 OOO—§(2D+§ZB>

1

= - 120000 2p

Les équations d'équilibre s'écrivent sous la forme :
22 zy=-3000000-5 zg—-6 z¢

32 z5=-2880000-5 z4—6 2

22 z¢ =3 000 000 -

6 ZA—2,5 Zp

51,62p=1440000-12 zg-5 z¢

Le tableau 2 donne les approximations succesives.
Nous trouvons ensuite :

Mag =68 0089 N - m, Mac=—-680089N-m
MBA=51 111,5N-m,I\/IBD:—73921,ON~m

Mgg=22809,5N - m

Meca=620949N-m, Mcp=-32150,0N-m

Mecr =-29944,9N - m
Mpg =147 100,9N - m,
MDE:—3307,8 N - m,

On vérifie que les nceuds sont bien en équilibre.

conséquence.

RESISTANCE DES MATERIAUX

8.3.2 Méthode de relaxation ou de Hardy Cross

Considérons une structure a nceuds invariables et supposons que
tous les nceuds soient verrouillés de maniére a ne pas pouvoir
tourner. Toutes les poutres sont alors encastrées, et les couples trans-
mis aux nceuds par les poutres sont les couples m définis précé-
demment (8§ 8.2).

Déverrouillons un seul noeud, A par exemple ; ce noeud va tourner
d’un angle w4 et prendre une nouvelle position d’équilibre, et seuls
les couples transmis par les poutres aboutissant au nceud A sont
modifiés. Déterminons ces modifications, ajoutons-les aux couples
m, puis verrouillons le nceud A dans sa nouvelle position d’équilibre.
Déverrouillons un autre nceud en procédant comme nous venons
de le faire pour le nceud A, et en tenant compte des couples transmis
aux noeuds par |I'opération précédente. Continuons de laméme fagon
en déverrouillant successivement tous les nceuds de la structure et
en reprenant les nceuds déja considérés, jusqu’a ce que le déver-
rouillage d'un nceud quelconque n’apporte plus de modification
sensible aux couples transmis aux nceuds par les poutres. Nous
aurons alors obtenu I'équilibre cherché, puisque nous pouvons
déverrouiller tous les nceuds sans modifier I'équilibre.

Tableau 2 - Approximations successives :
exemple numérique

[r‘n

Figure 75 - Portique symétrique a deux étages

1 2 3 4
Za -136363,6 -168084,4 -169574,2 -169775,6
zg - 68 693,2 -68821,3 —-68492,8 - 68 438,5
zc 173 353,7 179 123,3 179 587,7 179 656,4
Zp 27 117,5 26 606,6 26 484,9 26 465,6
Mpc=-193828N-m
v N 5 6 7 8
+==124410,3N -
bb m Za -169806,6 -1698115 -169812,2 -1698123
zg - 68430,0 - 68 428,7 - 68428,5 - 68428,5
zc 179 667,1 179 668,7 179 669,0 179 669,0
. . Zp 26 462,6 26 462,1 26 462,1 26 462,1
Remarque :1'exemple numérique précédent montre larapidité
de laconvergence. La méthode des rotations présente I'avantage
qu’une erreur commise au cours d'une approximation est sans
12000N/m 12000 N(m
y r
RN RRER gLy Ldd ] Hl.AT
6m
100RN 100RN
6m am 10000N/m 4m
: )
| PRERRNRENY } B
'
0 0
6m
E!
L Fé F'é
om | 2Zm | 1om |
Les cotes sont en métres.
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Etudions I'opération élémentaire de la méthode, c’est-a-dire le
déverrouillage (ou relaxation) d’'un nceud A auquel aboutissent les
poutres AB, AC, AD et AE. Avant déverrouillage, les couples transmis
aux noeuds ont pour valeurs mpg , Mac , Map , Mag , Mga , Mca
mpa et mey . Aprés déverrouillage, ces couples deviennent, en dési-
gnant par 4 la rotation du nceud A:

Mag=mag-Kapoa,  Mpa=mpa—hapKapwa

Mac=mac-Kacoa,  Mca=mca—hac Kacwa
Map=map=-Kap®©a,  Mpa=mpa—hap Kap ©a
Mag=map—Kapwa,  Mga=mea—dag Kap0a
L'équilibre du noeud A exige que l'on ait:
Mpag+ Mpc+ Map + Mpp=0
équation qui donne la valeur de w4 :

o, Mpg+ Mpct Mup+ Myp _ _% (106)
A KAB+KAC+KAD+KAE KA

K4 désignant le facteur de rigidité du nceud A:
Ka = Kag+ Kac+ Kap + Kag (107)
et My le couple non compensé au nceud A:
My =—(mag+ Mac+ Map+ Mpg) (108)

Si nous définissons les facteurs de répartition des poutres abou-
tissant au nceud A par:

_ Kap Kae

KAB _ KAC r Fac=
AD~ r TAET
KA KA

Fap = —— Fpp= ——
AB + TAC ’
KA KA

les variations Am des couples transmis aux nceuds ont pour valeurs,
compte tenu de I'expression (106) de w4 :

Ampp = ragMy . Ampgy = hagAmyg

Ampc = racMy Amcp = hacAmye (109)

Ampp = rapMy s Ampa = hapAmpp

Ampp = rap My, Amgp = AagAmyge

Le calcul est donc extrémement simple dés que I'on connait les
facteurs de répartition et les facteurs de transmission.

Si I'une des poutres, AD par exemple, est articulée sur le nceud
D, ilfaut remplacer map, Kap et Aap respectivement par m,p , Kjp
et zéro.

8kN/ 64RN

En résumé, déverrouiller un nceud consiste a appliquer a ce nceud
le couple non compensé, a répartir ce couple entre les poutres abou-
tissant au nceud, puis a transmettre les couples obtenus aux nceuds
adjacents au noceud considéré.

Les résultats convergent rapidement; trois ou quatre déver-
rouillages par nceud suffisent a obtenir les couples :

Mpg = mpyp+ ZAmAB

avec une erreur relative inférieure au millieme. Il y a intérét a déver-
rouiller d’abord les nceuds ou le couple non compensé est le plus
grand en valeur absolue.

Cette méthode est plus longue que celle des rotations, mais les
calculs élémentaires sont plus simples. Elle présente I'inconvénient
qu’une erreur n’est pas automatiquement corrigée, comme dans la
méthode des rotations (8 8.3.1).

Exemple numérique : soit a calculer la structure représentée sur
la figure 76. La poutre horizontale a une inertie I constante, et les

poteaux ont pour inertie 171. Donc, au nceud A :

KAE:%:%' rae = 0.4

KAB:%:%' rag = 0.3
etaunceud B:

KBA=41_€I=%' rga = 0,5

KBD=‘24‘X§§=%r rgp = 0.5

Les couples m non nuls ont pour valeurs :

mie = +8000x92=81000N-m

8
2
Mas —64000%=—150000 N-m

2
Mea 64000191-2-;-3—:90000 N-m

Les calculs sont effectués dans le tableau 3.

A 6m fom
Im f6m

N/m
f%m Liby |

|

Les cotes sont en métres.
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8m

Figure 76 - Exemple de structure
composée de poutres droites
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Tableau 3 - Méthode de relaxation : exemple numérique
(valeurs données en newtons-metres)

Noeud A Neceud B
Couple non
compense Mye Myp My Mg, Mpgp
81000 150000 0 90 000 0
Mg =-30000 —~22500 ~45000  —45000
81000  —172500 0 45000 45000
My =91500 a6 600 27450 27450 13725
117600 145050 27450 58725  —45000
Mg =-13725 —343125 _68625 —68625
117600 —14848125 27450 518625 —518625
Ma=383125 15795 102938 102938 514,69
) 1189725 —147451,87 2847938 52377,19 518625
Mg =-514,69 — 128,67 _95734  —257.34
1189725 —14758054 2847938 52119.85 —52 119,84
My =12861 5147 3860 38,60 19,30
Ve _1agp 11902397 — 1475019 2851798 5213915 5211984
=19 4,83 —-9,65 —-9,60
Vaags  M190BY7 —WTSIBTT 285179 5212950 -5212949
AT 1,93 1,45 1,45 0,72
Mo 07y V902590 - 14751532 2851943 5213022 -5212949
B=-U -0,18 -0,36 -0,36
V—oig 11902590 —147SI550 2851943 5212986 5212985
AT 0,07 0,05 0,05 0,03
Ve-_0gz V1902597 —1475I545 2851948 5212989 5212985
5=—0, 001 ~001 001
Résultats 11902597 — 14754546 2851948 5212988 —52129,86

8.4 Structures a nceuds déplacables

Pour calculer une structure X a noeuds déplacables, on la trans-
forme en une structure X1 a nceuds invariables en lui adjoignant un
certain nombre n de barres supplémentaires articulées, d’une part,
sur les nceuds qu’il s'agit de fixer et, d’autre part, sur des points fixes.

RESISTANCE DES MATERIAUX

Par exemple, dans le cas d'un portique a trois étages (figure 77),
on s’oppose au déplacement latéral des étages au moyen des barres
articulées AA’, BB’ et CC’, les points A’, B’ et C’ étant fixes.

On calcule les efforts dans la structure X, et I'on déduit les efforts
normaux dans les barres supplémentaires qui exercent ainsi sur la
structure X des forces appelées forces de fixation ; par exemple, dans
le cas de la figure 77 :

Ni=Npar, Np=Ngg, Nz=Ncc

Il est clair que les efforts dans la structure X s’obtiennent en
ajoutant aux efforts calculés dans la structure X les efforts dans la
structure ¥ soumise a des forces opposées aux forces de fixation,
soit dans le cas de la figure 77 :

F1=—N‘|, F2=—N2, F3=—N3

Illustrons la méthode de calcul de la structure £ soumise aux forces
opposées aux forces de fixation, dans le cas du portique a trois étages
de la figure 77.

Si I'on impose a |'étage supérieur seul une translation 8;, nous
pouvons calculer les efforts dans la structure a nceuds invariables

. g S 11 1
de la figure 78a, donc en déduire les forces de fixation F,, F, et F5.
Si I'on impose une translation &, aux deux étages supérieurs, nous

. o 2 2 2
pouvons de méme calculer les forces de fixation F7, F; et F3 de
la structure a nceuds invariables de la structure de la figure 78b.
Enfin, en imposant une translation 83 aux trois étages, nous pouvons
calculer les forces de fixation de la structure a nceuds invariables
de la figure 78e¢.

Figure 77 - Portique a trois étages

N
Lo

whn
|
|
|
|
|
|
W

Figure 78 - Portique a trois étages : forces de fixation
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RESISTANCE DES MATERIAUX

Les efforts dans le portique soumis aux forces F;, F, et F3
s’obtiennent en ajoutant les efforts dans les structures de la
figure 78, multipliés respectivement par des coefficients kq, k; et k3
définis par les équations :

1 2 3
kiFi+k,Fi+ksFi=F,

1 2 3
ki Fot+kyFyo+ ks Fy=F,

1 2 3
kiF3+kyF3+ksF5=F;
Le calcul de la structure a laquelle on a simplement imposé des
déplacements aux nceuds est identique au calcul des structures a
nceuds invariables (8 8.3), les couples transmis aux nceuds résultant
des rotations d’ensemble Q des poutres dues aux déplacements
imposés. Dans le cas d'une poutre AB encastrée sur les nceuds
d’extrémité, les couples transmis aux nceuds ont pour valeurs

(g =0, mg=0), d'aprés les formules (97) :
Kag(1+A4p) QAB}

Kpa(1+Xga) Qpa

‘/M“AB
‘MBA

(110)

et dans le cas d'une poutre AB encastrée sur le noeud A et articulée
sur le nceud B, le couple transmis au noeud A a pour valeur (w4 = 0),
d'aprés la formule (100) :

Map= Kag Qap (111)

On peut donc appliquer, pour calculer les efforts dans la structure,
soit la méthode des rotations (§ 8.3.1), soit la méthode de relaxation
(8 8.3.2). Toutes les formules données dans le paragraphe 8.3 sont
encore exactes, a condition de remplacer mug , Mmac, Map et Mye

par Mag, Mac, Myp et Aye, et de remplacer m ), par Myp -

8.5 Flexion des barres d'une structure
réticulée a assemblages rigides

Considérons une structure réticulée isostatique ou hyperstatique
a assemblages rigides, et soit F4gI'effort dans une barre AB de cette
structure, calculé en supposant les barres articulées aux noeuds ; le
raccourcissement de la barre AB de longueur € 45 et de section Sug
est:

Fagtas
S8lyp = “ESnp

Nous savons calculer les déplacements des nceuds au moyen de
la formule fondamentale (86) :

€ g = (8x4—0xg) COS Opp + (Bys—Byp) sinbup (112)

La flexion des barres de la structure a assemblages rigides ne
modifie pas les déplacements des nceuds calculés en supposant
les barres articulées, car la différence entre la longueur de la barre
déformée par flexion et la corde joignant les extrémités de la barre
est un infiniment petit d’ordre supérieur a la variation de longueur
de la barre due a I'effort normal.

Donc, dans la structure & assemblages rigides, un nceud A(x4, y4)

—
se déplace de AA’ (dx4, O8y4) ; la rotation d’ensemble Qg d'une
barre AB se déduit de I'expression du produit vectoriel :

— ——
|AB AA'B’ | = ABXA'B’xQ,p
Nous obtenons ainsi la relation :

€ag Qap=(8x4—08xg) sinBap—(3ys—dyg) cosba5  (113)
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qui permet de calculer les rotations d’ensemble Q. Cette relation
ne change pas lorsqu’on permute A et B, car Qg = Qpga
etGBA=n+6AB.

Les barres d'une structure réticulée étant de section constante et
n’étant pas directement chargées, la premiére formule (103) donne
pour valeur du couple exercé par la barre AB sur le nceud A:

4El,p (3

Tag \2 QAB—mA—%wB) (114)

AB =

On pourra donc, pour calculer les rotations inconnues, utiliser la
méthode des rotations (§ 8.3.1). On peut également déterminer les
couples Mug au moyen de la méthode de relaxation de Hardy
Cross (8 8.3.2).

Remarque : les flexions des barres modifient les efforts
normaux dans les barres supposées articulées aux nceuds. En
effet, du fait de la flexion, chaque barre transmet a ses extrémités
non seulement un couple et un effort normal, mais également un
effort tranchant normal a I'axe de la barre. Ces modifications des
efforts normaux, qui sont trés faibles, peuvent toujours étre
négligées.

8.6 Poutres échelles. Calcul simplifié

Une poutre échelle, ou poutre Vierendeel, est constituée par deux
membrures et des montants de forte inertie mutuellement encastrés
(figure 79). Son fonctionnement est trées différent de celui d'une
poutre triangulée, puisque sa stabilité ne peut étre assurée que par
la flexion de ses éléments.

Une méthode de calcul simplifiée, souvent suffisante en pratique,
consiste a supposer que les points de moment nul des membrures
et des montants sont situés en leurs milieux C;, D; et E;.

Si M et T sont le moment fléchissant et |'effort tranchant dans la
section C; D; de la poutre en double té équivalente, I'effort normal
dans lamembrure supérieure est M/het |'effort normal dans la mem-
brure inférieure est— M/h. Chaque membrure A;A;, 1 et B;B;, 1 sup-

porte un effort tranchant % T donnant lieu a un moment fléchissant

variant de — % Taen A;et B;, a % Ta en A;, 1etB;, 1(onsuppose

que la membrure supérieure et la membrure inférieure ont la méme
inertie).

N
')
>

o~
o~
o
+
-

— 3
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-
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|
|

i i i+

Figure 79 - Poutre échelle
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Si T’ est I'effort tranchant dans la section A;B; de la poutre en
double té équivalente, I'effort de glissement transmis par le montant
A;B;est T'a/h ; le montant supporte donc un effort tranchant T'a/ h
1
2

Déterminons le moment d’inertie I et la section d'ame S; de la
poutre en double té équivalente. Désignons par J et S l'inertie et
la section des membrures, et par J' I'inertie des montants, et
supposons que le nombre des panneaux soit assez grand pour que
M et T puissent étre confondus avec leurs valeurs moyennes sur la
longueur d’un panneau.

et un moment fléchissant variant de % T'aen Bja-sT'aenA,.

L'énergie de déformation des éléments d'un panneau comprend :
— I’énergie de déformation due aux efforts normaux dans les
membrures :
M2 a
w, = 3
ESh

— I'énergie de déformation due aux moments fléchissants dans
les membrures :

W_4fa/2_7:)£2dx_T2a3
27 ")o \"2 ) 2EJ " 48EJ

RESISTANCE DES MATERIAUX

— I’énergie de déformation due aux moments fléchissant dans
le montant :

h,
W—zflz Tax\2 dx _ T2 ha?
37 %)Jo \"h ) 2EJ7 T 24EJ’

En identifiant la somme W; + W, + W3 a:

M2 T2
W= <2EI+ZGS1>
nous obtenons les formules :
2
I=Lsnz, 1 __2 ah (115)

= = e |
2 GS, 24EJ 12EJ’

I est donc le moment d’inertie de I'ensemble des deux
membrures ; S; est toujours petit, de sorte que dans une poutre
échelle la déformation due a I’effort tranchant est du méme ordre,
sinon plus grande, que la déformation due au moment fléchissant.
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