Exercice 1 : ( 9 points ) Production industrielle et contréle de qualité

Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.

Une entreprise de matériel pour I'industrie produit des modules constitués de deux types de piéces :
P, et P,.

1. Une piece P, est considérée comme bonne si sa longueur, en centimétres, est comprise entre
293,5 et 306,5. On note L la variable aléatoire qui, a chaque piece P, choisie au hasard dans la
production d’une journée, associe sa longueur.

On suppose que L suit une loi normale de moyenne 300 et d’écart type 3.

Déterminer, 3 107 prés, la probabilité qu’une piéce P, soit bonne.

2. On note A I'événement :

" une piéce P, choisie au hasard dans la production des piéces P, est défectueuse"

On note de méme B I'événement :

" une piéce P, choisie au hasard dans la production des piéces P, est défectueuse ".

On admet que les probabilités des deux événements A et B sont

p(A) =0,03 et p(B) = 0,07 et on suppose que ces deux événements sont indépendants.

Un module étant choisi au hasard dans la production, calculer, a 10* pres, la probabilité de chacun
des événements

suivants :

E, : " les deux pieces du module sont défectueuses ",

E,: " au moins une des deux pieéces du module est défectueuses ",

E;: " aucune des deux piéces constituant le module n’est défectueuse ",

3. Dans un important stock de ces modules, on préléeve au hasard 10 modules pour vérification. Le
stock est assez important pour qu’on puisse assimiler ce prélevement a un tirage avec remise de 10
modaules.

On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 10 modules associe le nombre de
modules réalisant I'’événement E; défini au 2.

On suppose que la probabilité de I'’événement E; est 0,902.

a. Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale, déterminer les parametres de cette loi.

b. Calculer, 3 103 pres, la probabilité que, dans un tel prélevement, 9 modules au moins réalisent
I’événement E;.

4. Dans cette question on s’intéresse au diameétre des pieces P,.

Soit 4 la variable aléatoire qui, 3 tout échantillon de 60 pieces P, prélevées au hasard et avec remise
dans la production de la journée considérée, associe la moyenne des diametres des pieces de cet

échantillon. On suppose que Ysuit la loi normale : de moyenne inconnue p et d’écart type &/ 60
avec @=0,084.

On mesure le diametre, exprimé en centimetres, de chacune des 60 pieces P, d’'un échantillon choisi
au hasard et avec remise dans la production d’une journée.

On constate que la valeur approchée arrondie 3 10 prés de la moyenne X de cet échantillon est X =
4,012.

a. 3 partir des informations portant sur cet échantillon, donner une estimation ponctuelle, & 10°
prés, de la moyenne p des diameétres des piéces P, produites pendant cette journée.

b. Déterminer un intervalle de confiance centré en X de la moyenne u des diameétres des piéces P,
produites pendant la journée considérée, avec le coefficient de confiance de 95%.

c. On considére I'affirmation suivante :

" la moyenne W est obligatoirement entre 3,991 et 4,033 ".

Peut-on déduire de ce qui précede qu’elle est vraie ?



Correction exercice 1:

1.
L suit une loi normale N(300,3) donc la variable aléatoire T définie par :
T = L-300

3

suit une loi normale centrée réduite N(0,1) il vient :
P(293,5¢ L < 306,5) = p(293,53—300 < L —3300 < 306,53— 300)
293,5-300 < L -300 < 306,5 —300)= (—6,5 < L-300 < £)= 2H(6’5]—1

3 3 3 P 3 3 3
( par symétrie de laloiN(0O; 1))

= p(

su la table on lit :
n [%] =T1(2,16)=0,9846

d'ou :
p(293,5< L € 306,5)= 0,97

La probabilité qu'une piéce P, soit bonne est de 0,97.

2.

On remarque que E; =AMB,

p(E;)=p(AMB)=p (A) Xp(B) car A et B sont deux événements indépendants
p(E; ) =0,03 X0,07 =0,0021

On remarque que E,=A“B,

p(E,) = p(A“~'B) = p(A) + p(B) - p(AMB) = 0,03 + 0,07 - 0,0021 = 0,0979

E;est I'événement contraire de E, donc :

p(Es) =1-p(E,) =1-0,0979 =0,9021

3.

a. Les épreuves sont indépendantes, I'issue de chaque épreuve est un succés ( module non
défectueux : aucune piéce défectueuse ) ou un échec ( module défectueux : au moins une piece
défectueuse ).

Il'y an =10 épreuves donc la variable aléatoire X qui, a tout prélévement de 10 modules associe le
nombre de modules réalisant I'événement E; suit une loi binomiale B( 10, 0,902 ) .

b. On cherche a calculer p(X Z9)

p(X29) = p(X =9) + p(X = 10)

p(X 29 =p(X =9)+p(X =10)

= (],0,902° 0,098 + C}70,902'° x0,098°

=10x0,902° x0,098 + 0,902

=0,3873+0,3565 =~ 0,744

La probabilité que, dans un tel préléevement, 9 modules au moins réalisent I’événement E; est de
0,744.

4.

a. Une estimation ponctuelle de la moyenne u des diamétres des piéces P, produites pendant cette
journée est donc 4,012 .

b. On cherche le nombre réel positif a tel que p( £ +a <p £ X +4a)=0,95.

X suit une loi normale N( p; &/ ~60') donc la variable aléatoire T définie par:



X —u

NT)

suit la loi normale centrée réduite on a donc:

p(—t =T <¢)=2II(¢)-1

T =

soit :
p(-t= X;“‘sz)=2n(z)-1@
J60
p(—z\g_osf—,u sz\/;_o)= 2[I(t) -1
(Xt Sy X 4ty = 2TI(6) - 1
V60 N7

on cherche ttelque 2 IT(t)-1=0,95soit I'T(t)=0,975 soit t = 1,96

(lecture sur la table de la loi normale )

en prenant X = 4,012, 0=0,084, et t = 1,96 on en déduit que :

[3,991; 4,033] est un intervalle de confiance centré en X de la moyenne p des diamétres des piéces
P, produites pendant la journée considérée, avec le coefficient de confiance de 95%.

c. On considére I’affirmation suivante :
"la moyenne U est obligatoirement entre 3,991 et 4,033 ".
On ne peut pas en déduire que ce qui préceéde est vraie, il n'y a pas de certitude.

Exercice 2

Probleme électoral

Un candidat A a obtenu 55 % des suffrages expriméme élection. Soit F la variable
aléatoire qui a tout échantillon de taille n prélew hasard et avec remise dans I'ensemble des
suffrages exprimés associe le pourcentage de vbtena par le candidat A dans cet
échantillon.

1) Calculer la probabilité a 0,001 prés d'avoirdan échantillon aléatoire non exhaustif de
taille 100 prélevé parmi les suffrages exprimésing de 50 % de voix pour le candidat A.
2) Reprendre la question précédente avec un éttbarte taille 2000.

Exercice 3

Probleme électoral (bis)

Un candidat B a obtenu 49 % des suffrages exprimé®e élection. Soit F la variable

aléatoire qui a tout échantillon de taille n prélews hasard et avec remise dans I'ensemble des
suffrages exprimés associe le pourcentage de \mena par le candidat B dans cet

échantillon.



1) Calculer la probabilité a 0,001 pres d'avoirdan échantillon aléatoire non exhaustif de
taille 100 prélevé parmi les suffrages exygs, plus de 50 % de voix pour le candidat B.
2) Reprendre la question précédente avec N = 2000.

3) Reprendre la question précedente avec N = 10 000

4) Reprendre la question précédente avec N = 25 000

Corrigé de I'exercice 2 : Probleme électoral

1)

On sait d'apres le théoreme de la limite centr&Fgsuit la loi normale de parametres p et
(1-p),

,\ ( P )
" avec p = 0,55.

Dans ce cas, F suit donc la loi N(0,55 ; 0,05).dOit calculer la probabilité que F soit
strictement supérieure a 0,5 c'est-a-dire p( 3.0,

On passe donc a la variable aléatoire T = (F -)0,895 qui suit la loi N(O ; 1). On obtient
donc:p(F<0,5)=p(T<-1)=1-p(T<1)=0,8413 = 0.1587.

2)
La variable aléatoire F suit cette fois la loi natenN(0,55 ; 0.011) et U = (F - 0,55) / 0,011)

suit la loi N(O ; 1). On obtient cette fois : p(FO5) = p(T <-4,54) =1 - 0,999 997 = 0,000
003.

Corrigé de I'exercice 3 : Probleme électoral (bis)

1)

On sait d'apres le théoreme de la limite centr&eFgsuit la loi normale de parameétres p et
(1-p),

.\ { p )
" avec p = 0,55.

Dans ce cas, F suit donc la loi N(0,49 ; 0,05).doi calculer la probabilité que F soit
strictement supérieure a 0,5 c'est-a-dire p(F >0,5).

On passe donc a la variable aléatoire T = (F -)0,09D5 qui suit la loi N(O ; 1). On obtient
donc :

p(F>05)=p(T>0,2)=1-p(T<0,2)=1-08W =0,4207.

2)

La variable aléatoire F suit cette fois la loi natenN (0,49 ; 0.011) et U = (F - 0,49) / 0,011)
suit la loi N(O ; 1). On obtient cette fois : p(FO55) =p(T>091)=1-p(T<0,91)=1-
0,8186 = 0,1814.

3)



La variable F suit cette fois la loi normale N(0;42005) et U = (F - 0,49) / 0,005) suit la loi
N(O ; 1). On obtient cette fois :

p(F>0,5)=p(T>2)=1-p(T<2)=1-0,977p,0228.
4)

La variable F suit cette fois la loi normale N(0;420031) et U = (F - 0,49) / 0,0031) suit la
loi N(O ; 1). On obtient cette fois :

p(F>0,5) = p(T >3,23) = 1 - p(T < 3,23) = 1,999 31 = 0,000 69.

EXERCICE 4

Dans la fabrication de comprimés effervescentstiprévu que chaque comprimé doit
contenir 1625 mg de bicarbonate de sodium. Aficatgroler la fabrication de ces
médicaments, on a prélevé un échantillon de 15(bdoms et on a mesuré la quantité de
bicarbonate de sodium pour chacun d’eux. Les @suttbtenus sont résumés dans le tableau
suivant:

Classes  [[1610:1615[ |[1615:1620[ |[[1620:1625[ |[[1625:1630[ |[1630:1635[

Effectifs 7 8 42 75 18

1) En convenant que les valeurs mesurées sontugége au centre de chaque classe, calculer
une valeur approchée a 10-2 pres de la moyennedml&cart type s de cet échantillon.

2) A partir des résultats obtenus pour cet échangibssimilé a un échantillon non exhaustif,

donner les estimations ponctuel 4 5t dela moy&heede 'écart typ«@ de la
quantité de bicarbonate de sodium dans la populéfitomeée de I'ensemble de tous les
comprimés fabriqués et supposée trés grande).

Dans la question suivante on prendra pour vale/¢ den estimatiol®

3) On appelleX  la variable aléatoire qui, & toutaéatiion de taille n = 150 associe la
quantité moyenne de bicarbonate de sodium de hanékon.

a) X peut-elle étre approchée par une loi classidsieoti, laquelle ? Donner ses parametres?

b) Déterminer un intervalle de confiance de la gitgamoyenne de bicarbonate de sodium
dans la population avec le coefficient de confia@&é&o

Calculer 'amplitude de cet intervalle.

CORRECTION

1°) Notons”¢ e % respectivement la moyenne et I'éame-de I'échantillon. Un calcul & la
machine donne :



X, =162547 mg et o, = 4,66 mg

2°) On sait que I'estimation ponctue’”  de la mayem de la quantité de bicarbonate de
sodium dans la population des comprimés est dopaéka moyenne de I'échantillon. Donc :

m=Xx, = 162547 mg

On sait aussi qu’une estimation ponctu Se de Ienae de la quantité de bicarbonate de
sodium dans la population des comprimés est doapéetir de I'écart-type de I'échantillon a

~ n
7= 7,
I'aide de la formule n=1"° oun représente I'effectifldehantillon, c’est-a-dire ici
7 =150 ( on obtient directement le résultat numérique dagouche “*! de la
- 150
7= X466
calculatrice).Dont 150 -1 , soit
7=4,67mg
3)

a) D’aprés le théoréme de la limite centrée, oncga la loi def peut étre approchée par une

m=Xx, =162547 mg

loi normale de moyenr: et d’écart-ty ,“_’{._

b) On sait alors qu’un intervalle de confiance auilsde 5% de la moyenne m est :

lfe = 1,96T, J_]

4,67 4,67
[1625,47 - 1,96% . 162547 + 1,96%
Numériqguement 150 150 , Soit

[1624,72; 1626,22]

L’amplitude de cet intervalle est 1626,22-1624,72,5mg.

EXERCICE 5

Premiere partie.

Dans un laboratoire on mesure le coefficient X giéification d’un préamplificateur. On a
relevé les douze mesures suivantes pour X :

x =251 x,=259 x, =254 x, =248 x =250 x =249
X; =255 xg =256 x, =259 x =255 x, =260 x, =254

, . < . , -3 < ) 2
1°) Déterminer & la calculatrice une valeur appéeci! 0™ prés de la moyenne et de I'écart-
type de cette série de mesures.



2°) On suppose que les 12 mesures précédentelesaatlisations de 12 variables aléatoires

indépendantes et de méme loi : la loi normale dgemoe““ | appelée coefficient
d’amplification moyen, et d’écart-tyf©

a) Donner, a partir de ces mesures une estimati@oefficient d’amplification moyen.

b) On suppose qu& = %05

coefficient.

. Donner un intervalle de cooiau risque de 5% pour ce

Deuxieme partie.

On note Y la variable aléatoire prenant pour valées mesures du coefficient
d’amplification du préamplificateur.

On admet que Y suit une loi normale de moyenne &t®¥écart-type 0,05.

Un technicien mesure ce coefficient. Quelle egrrtdabilité pour que sa mesure soit :
1°) supérieure a 2,6 ?

2°) comprise entre 2,45 et 2,60 ?

CORRECTION

Premiéere Partie.

. -3
1°) La calculatrice donne une valeur approchl?™. &s ge la moyenne. On trouve :

X =2,541

La touche “* de la calculatrice donne I'écart-typd'éehantillon. On trouve alors :

7, = 0,038
2°)

a) Les 12 mesures réalisées sont les réalisat®mi? dariables aléatoires indépendantes
X1, 2. X1 ge méme loi. Dans ce cas, la loi faible des graoasbres dit que I'on peut
approche.“ par la moyenne arithmétique issue d’tureéstatistique. Ainsi le coefficient

d’amplification moyen sera estimé par 2,541 et poendra cette valeur po“

u=2541

b) On sait que au risque de 5%, l'intervalle defiemte du coefficient d’amplification moyen
est donné par :

7

X, +196
n

7

%, - 1,96
‘ n

ou *¢ est la moyenne déterminée sur I'échantillonoBtient donc,



0,05

0,05
‘-196—‘+196 2541-196—=,2541+196—=
«r] [ Nvh T2

A
I'intervalle de confiance cherché est donc :
[2,512 ; 2,569]
Deuxiéme partie.

y-¥

1°) Si Y suit une loi normale de moyer.?_’.a et d'étgpe o) , alors si on pos (%)
, la variable aléatoire T suit une loi normale céatéduite N (0,1). La fonction de répartition

de la loi de T est notll et est tabulée (voir foaira). Nous avons alors :

Y-254, 26-254
P(Y >2,6 = P[005 765 = AT>12)

P(Y >26)=1-P(T£2,6) =1-TI(26)

La table donne :

P(Y >2,6) =1-TI(2,6) =1-0,9452 = 0,0548

2°) On utilise toujours la loi normale centrée riéelu

2,45-254 ¢ Y-254 ¢ 2,6-254
0,05 0,05 0,05

P(245<¥Y<26)=P = P(-18<T<12)

P(245<¥<2,6) = P(-18<T<1.2)=TI(1,2) - [I(-1,8)
P(2,45< Y <2,6) =TI(1,2) -(1-T1(1,8))

Soit,

P(245< ¥ <2,6)=TI(1,2) -(1-TI(1,8)) = 0,8849 + 0,9641 - 1

finalement :

P(2,45 <Y < 2,6) = 0,849

EXERCICE 6

Etude du résultat de la pesée d’un objet de magsxpnimée en grammes).

On admet que la variable aléatoire X qui prend cemaleurs les résultats de la pesée d'un
méme objet donné suit la loi normale de moyenn¢ deeart type = .

PARTIE A

Dans cette partie, on suppose que m = 72,40 €2,88



1) Calculer la probabilité des événements suiv@@ssrésultats seront arrondis au millieme le
plus proche):

a) » X>72,45 «
b) » X <72,25 «
C) « 72,30 < X <72,50 «.

2) Déterminer le réel strictement positif h (arroad centieme) tel que la probabilité pour que
X prenne une valeur dans l'intervalle [m - h, m]sbit égale a 0,989.

PARTIE B

Dans cette partie, on suppose que m et = sontmuson

On a relevé dans le tableau suivant les résuleafidgesées d’'un méme objet:
Masse (g72,2072,2472,2672,3072,3672,3972,4272,4872,5072,54

Les résultats seront arrondis au centieme le plushe.

1°) Calculer la moyenne et I'écart type de cet athan.

2°) En déduire des estimations ponctuelles de igemue m et de I'écart type a de la variable
X.

3°) Dans la suite, on admet que la variable aléatpii a tout échantillon de 10 pesées
associe la moyenne de ces peseées suit une loi leofEmaprenant pour écart type la valeur
estimée en 2°), donner un intervalle confianceeaul sle 5% de la moyenne m.

4°) L'écart type de I'appareil de pesée, mesuréréirple nombreuses études antérieures, est
en réalité, pour un objet ayant environ cette ma$s®,08. Dans cette question, on prend
donc = = 0,08

a) Donner un intervalle de confiance au seuil ded&%a moyenne m.

b) Déterminer a (a I'unité prés) pour que au saei] %, un intervalle de confiance de m soit
[72,31;72,43].

CORRECTION
PARTIE A
1°)
Rappelons que si X est une variable aléatoireujtiuse loi normale de moyenne m et
X-m
T =
d’écart-type , la variable aléatol. _ £ suit une loimale centrée réduite de

moyenne 0 et d’écart-type 1. On dit que T suit lmheormale q (0,1) dont la fonction de
répartition!! est tabulée.

a)



X-m 7245 7240
0,08

(X >7245 < [ ] (T > 0,625)

donc
P(X > 72,45) = P(T > 0,625) =1- P(Ts 0,625)
P(X > 72,45) =1- I'I(0,625)

La table donne 1(0-620) = 07324 et T1(0,630) = 0,7357

11(0,625) = 0,734

. Une interpolation linéaire

.Onen dédui‘_E(X >72,45)=1-0,734

conduit &
Soit

P(X > 72,45) = 0,266

b)

(X <7225 o | £ (T225- 1280} (7 _1g79)
0,08

donc

P(X < 72,45) = P(T < -1875) = T1(-1,875 = 1-T1(1,875)

La table donne I(187) = 0.9693 et TI(1,88) = 0,9699

I1(1,875) = 0,9696

. Une interpolation linéaire cahdu

- On en dédui F¥ <7225 =1-0.9696

Soit
P(X < 72,25) = 0,030
C)

72,30-7240 ¢ X -—m ¢ 72,50-72,40
0,08 T 0,08

(72,30< X < 7250) & [ & (-125< T< +1,25)

donc

P(72,30 < X <72,50) = P(-1,25< T< +1,25) = T1(1,25) - T1(- 1,25)
P(72,30 < X <72,50) = [1(1,25) -[1-T1(1,25) ] = 211(1,25) - 1

11(1,25) = 0,944

Or donc

P(72,30 < X < 72,50) = 0,789



2°) La traduction de I'énoncé conduit a :

Plo-h< X <m+#) =0989 e P| ¢ ZM 2 | 489
i ” ’ 008 & o008

h h
— — + — =
¢>P[ 0,08<T< 0.08 0,989

Soit

{ '
i i
Plm-n < X <m+h) =0939 M| —| -] - 2| = 0,989
( m+h) =0, 0,08 [0,08 ’

{ 3
h h h
P(m-h<X<m+h)—0,989<:>I_I e —ll—ﬂ[—ﬁ]‘—ﬁl[ﬁl—l—()})%

on obtient :

h
H[ﬁ] =0,9945

La lecture de la table donne

h
=254
008 2

soit
h=0,20

PARTIE B

1°) Notons™e e % respectivement la moyenne et I'étgne-de I'échantillon. Un calcul & la
machine donne :

X,=7237 et o,=0,11

2°) On sait que I'estimation ponctue”: de la mayem des pesées est donnée par la
moyenne de I'échantillon. Donc :

=X, =72,37

On sait aussi gu’une estimation ponctu Se de Ietyge des pesées est donnée a partir de
2

L} — 7,
I'écart-type de I'échantillon a I'aide de la forna: =1 %oun représente l'effectif de
I'échantillon, c’est-a-dire ic? = 10 (.on obtient direchent le résultat numérique avec la

. 10
7 ) 7= lo_lxo,ll _
touche “*-1 de la calculatrice).Do , SOit

L; — 0,12



3) On sait qu'un intervalle de confiance au seuil de 5% de la moyenne m est :

[f, - 1,96;,- +1 96—]

[72,37 = 1,96% 1237+19 0 i
Numériquement 10 \{_ , Soit
[72,30; 72,44]
4°)
a) La formule donnée a la question 3°) reste valable en remZ.ca@ = 0,08 . On obtient
72,37 - 1,96% 72,37 +1,96— L
A0 S0 ot

[72,32; 72,42]

b) On sait que I'intervalle de confiance de la moyenne des pesées & seuil est donné par

_ ¢ _ 7
X,~t,—F/—=,X, v, —F=

7
[ o \f;] ot = esttel qu i e <T <) =1 @ o4 T oot une variable

aléatoire qui suit une loi normale q (0,1). En identifiant I'intervalle de confiance théorique
avec celui donné dans I'énoncé, on obtient :

0,08
= ——7231@7237 —===72316¢, =237
a\)(_ a\/_

On aurait obtenu le méme résultat en faisant le calcul avec la borne supérieure de lintervalle.
Nous devons donc avoir :

Pt <T<+,)=1- @& P(-237<T<+23N =1-a

Pt <T<+,)=1- 2= TI(237) -TI(-237) =1- &

P(-t, < T< +t) =1- 2 112,37 -[1-T1(2,3D)] = 1- &
2 'y 4

2

P(-t, < T< +t) =1- @ TI(2,37) =

I1(2,37) = 0,9911 ge=2-@x09911)=0,0178

La table donnc ,onendéd’

le risque est

. A l'unité pres

a=2%
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