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Résumé

Ce travail est consacré a lajminimisation|des polynomes et ce en utilisant la mé-
thode adaptée du support. La parficularité de cette méthode est qu’elle utilise un
critere de suboptimalité qui nous permet d’arréter ’algorithme avec une précision
souhaitée pour trouver des solutions dites e-optimales. Cette méthode est efficace,
rapide, simple et permet une réduction de temps dans I'’ensemble du processus
d’optimisation. En effet, une implémentation sous la version Matlab 8.1.0.604 a
été développée et les résultats obtenus sont concluants. De ce fait, nous avons aussi
pu concevoir une nouvelle méthode pour résoudre un programme linéaire multiob-
jectif dont les variables de décision sont bornées. Notre méthode nous permet de
trouver les points efficaces et e-efficaces, et ce en exploitant le critere de subopti-
malité de la méthode adaptée en mono-objectif. L’algorithme de cette méthode a
été programmeé et ses étapes sont présentées dans ’annexe, constituant ainsi une
bibliotheque utilisable pour résoudre d’autres programmes.

Mots clés : Minimisation, polyndme homogene, variables bornées, optimisa-
tion multiobjectif, efficacité, e—efficacité.


http://www.rapport-gratuit.com/

Introduction générale

Le probleme de la minimisation des polynémes réels fait ’objet de nombreuses
techniques de résolutions : utilisation de bases de Groébmer, calcul de valeurs
propres, de discrimants ou de résultants --- Ces techniques se révelent difficiles
a mettre en oeuvre en pratique. Ceci est dii a la complexité des algorithmes cal-
culant le minimum d’un polynéme réel. Ces dernieres années se sont développées
de nouvelles méthodes, dites de relaxation, calculant un minorant du minimum
recherché. Parmi elles, les techniques d’optimisation semi-définie positive (SDP)
qui tiennent une bonne place, comme 'ont mis en avant P. Parrilo et B. Sturmfels
dans leur article [65].

L’optimisation semi-définie positive [86] s’est beaucoup développée a partir des
années 1990, du fait de plusieurs découvertes. D’une part, beaucoup de problemes
pratiques ont pu étre définis au moyen de ce formalisme (en recherche opéra-
tionnelle) ou ont trouvé une formalisation SDP approchée, mais précise (en op-
timisation combinatoire, en optimisation algébrique). Par ailleurs ces problemes
peuvent étre résolus efficacement par divers algorithmes : points intérieurs (algo-
rithmes polynomiaux), lagrangien augmenté, méthode des faisceaux (algorithme
d’optimisation non différentiable), etc. L’approche semi-définie, qui conduit a des
relaxations convexes mais non-linéaires, a permis d’obtenir de remarquables résul-
tats théoriques en approximation et devient a présent utilisable en pratique (tout
comme 'optimisation linéaire qui en est un cas particulier).

La SDP a tout d’abord été rendue populaire grace aux résultats spectaculaires
qu’elle a permis d’obtenir en approximation polynomiale. C’est un cas particulier
de la programmation convexe, et elle peut étre vue comme une généralisation de
la programmation linéaire. Elle a néanmoins été exclue dans un premier temps du
champ pratique car peu de logiciels permettaient de résoudre efficacement les SDP.

La theése a pour ambition d’évaluer ce qu'une méthode alternative comme la
méthode adaptée du support [40] pourrait apporter en optimisation des polynémes
en général ou en optimisation semi-définie positive.

Cette méthode est itérative; son principe est le suivant : a partir d’une solu-
tion réalisable initiale et d'un support initial, chaque itération consiste a trouver
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une direction et un pas le long de cette direction pour améliorer la valeur de la
fonction objective sans quitter ’ensemble réalisable déterminé par les contraintes
du probleme. La solution réalisable initiale et le support initial pourraient étre cal-
culés indépendamment. En plus de cela, le point de départ initial n’est pas obligé
d’étre un point extréme tel que dans la méthode du simplexe. Gabasov et al. [40]
utilise une approche appelée la méthode adaptée ou il utilise une autre métrique
dite adaptée. Il considere tous les indices non optimaux pour lesquels il construit
une direction d’amélioration de la fonction d’objectif et le pas maximal le long de
cette direction.

Cette méthode est considérée comme une méthode intermédiaire entre les mé-
thodes du point intérieur et la méthode du simplexe. En effet, en utilisant la
méthode adaptée, le point réalisable initial peut étre un point extréme, un point
intérieur ou n’importe quel point sur le bord.

La méthode adaptée [40] est habituellement utilisée pour résoudre des programmes
linéaires ou des programmes quadratiques convexes avec des variables bornées. En
outre, la méthode integre un critere de suboptimalité qui permet d’arréter 1’al-
gorithme avec une précision souhaitée pour trouver des solutions e—optimale. Ce
critere pourrait étre utile dans des applications pratiques.

En fait, nous allons voir dans le deuxieme chapitre de cette theése que minimiser
un polynome homogene revient a la minimisation d’une fonctionnelle quadratique
convexe. Ainsi, il est possible d'utiliser la méthode adaptée du support [11, 38, 41]
pour la minimisation des polynémes sur un ensemble de contraintes bornées. Les
détails de cette méthode sont présentés dans le chapitre 3.

Nous verrons au chapitre 1 que la programmation semi-définie positive est une
généralisation de la programmation linéaire, et il existe des liens étroits entre elles.
On a alors consacré le chapitre 4 pour présenter la méthode adaptée que nous
avons développée pour résoudre un programme linéaire standard [23]. Cela n’est
pas restrictif sachant qu’en pratique, la forme standard apparait naturellement et
tres souvent.

Toutefois, la principale difficulté que l'on rencontre en optimisation mono-
objectif vient du fait que modéliser un probléme sous la forme d’une équation
unique peut étre une tache difficile. Avoir comme but de se ramener a une seule
fonction objectif peut aussi biaiser la modélisation. L’optimisation multiobjectif
autorise ces degrés de liberté qui manquaient en optimisation mono-objectif. Cette
souplesse n’est pas sans conséquences sur la démarche a suivre pour chercher un
optimum a notre probleme enfin modélisé. La recherche ne nous donnera plus une
solution unique mais une multitude de solutions.

La premiere notion d’optimalité multicritere a été introduite par Edgeworth en
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1881, elle a été utilisée de maniere plus formelle par I’économiste italien V.Pareto
(1848-1923). Cette notion est appelée solution efficace, optimale selon Pareto ou
encore solution non-dominée, ces solutions sont appelées solutions de Pareto et
I’ensemble de solutions que I'on obtient a la fin de la recherche est la surface de
compromis. Par la suite, Kuhn et Tucker (1951) ont donné des résultats théoriques
concernant les problemes d’optimisation multiobjectif.
Comme nous allons le voir tout au long de notre travail, l'optimisation multiob-
jectif n’est pas une tache facile, il faut choisir une méthode d’optimisation pour
résoudre ce type de probleme. Cette derniere tache étant délicate en optimisation
mono-objectif, on déduit qu’elle est d’une difficulté plus grande encore dans 1’op-
timisation multiobjectif. En effet, les problemes d’optimisation multiobjectif sont
tres variés et correspondent a des situations de décision tres différentes. Contraire-
ment aux problemes d’optimisation mono-objectif ot I'ordre usuel sur R est total,
pour un probléme multiobjectif, I'ordre naturellement introduit sur I’espace des
criteres n’est que partiel, ce qui traduit 'impossibilité de comparer les solutions
entre elles. L’ensemble des points de I'espace de recherche tels qu’il n’existe aucun
point qui est strictement meilleur que tous les autres simultanément sur tous les
criteres est appelé front de Pareto du probleme. Il s’agit de ’ensemble des meilleurs
compromis réalisables entre les objectifs, et le but de 'optimisation est d’identifier
cet ensemble de compromis optimal entre les criteres.
Dans cette theése, nous nous sommes justement intéressés a ce type de problemes
multiobjectif. Nous avons alors développé une nouvelle méthode [22], pour résoudre
les problemes linéaires multiobjectif, en exploitant le principe de la méthode adap-
tée.
Nous avons alors divisé notre these en deux grandes parties :

La premieére partie est consacrée a 'optimisation mono-objectif, nous utili-

sons l'optimisation semi-définie pour construire des solutions exactes pour

des problemes d’optimisation linéaires et quadratiques. Cette partie com-

porte quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous allons donner un résumé sur les éléments de

'optimisation semi-définie [57].

Dans le deuxieme chapitre, nous allons aborder le probleme de minimisation

d’un polynome homogene de degré 2 et dans le troisieme chapitre, nous allons

le résoudre en utilisant la méthode adaptée du support pour la résolution

d’un probleme quadratique convexe a variables bornées.

Enfin, dans le quatrieme chapitre, notre travail vise & proposer une approche

basée sur la méthode adaptée du support pour résoudre des programmes

linéaires mono-objectif avec des variables non négatives.

La deuxieme partie est consacrée a la résolution des problemes multicritéres.

Cette partie comporte trois chapitres :
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Dans le cinquieme chapitre, nous allons donner un rappel des notions fon-

damentales de la théorie de la décision multicritere et une présentation som-

maire des modeles utilisés.

Dans le sixieme chapitre, nous allons exposer quelques méthodes de résolu-

tion d’un programme multiobjectif.

Dans le septieme et dernier chapitre, nous proposons d’étudier un programme

linéaire multicritere a variables bornées, et ce en utilisant la méthode adaptée

du support [22].

Nous avons cloturé notre these par une conclusion générale et quelques pers-

pectives de recherche.



Premiere partie

Optimisation mono-objectif
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Chapitre 1

L’optimisation semi-définie

positive (SDP)

1.1 Préliminaires matriciels

Dans cette section, nous rappelons quelques propriétés des matrices symé-
triques (en particulier semi-définies positives), et effectuons quelques rappels de
calcul matriciel. Ceci nous sera utile dans I’étude de la programmation semi-définie
positive.

1.1.1 Notations

On note :
S"(R) = {M ¢ R™™: M" = M},

I’espace vectoriel des matrices réelles d’ordre n symétriques.
On munit §"(R) d’une structure euclidienne en y définissant le produit scalaire
standard

(,): (M,N) € S"(R) x S"(R) — (M,N) = tr(MN) =>_ > M;;Ny,

i=1j=1

ou tr(MN) désigne la trace d’'une matrice carrée du produit matriciel M N.
Toute forme quadratique 27 Az peut donc s’écrire (A, zz”). Une matrice A de
S"(R) est positive (resp. définie positive) si et seulement si pour tout z non nul
dans R™, on a 27 Az > 0 (resp. 21 Az > 0).
On note :

S(R) = {M € §"(R) : M » 0},

14
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la partie de S™(R) formée des matrices semi-définies positives (c’est ce que signifie
la notation M = 0) et on note :

ST (R)={M e S"(R): M > 0},

la partie de 8"(R) formée des matrices définies positives (c’est ce que signifie la
notation M > 0).

1.1.2 Matrices semi-définies positives
Définition 1.1.1. Soit A € S,(R).
o A est dite semi-définie positive, et I'on notera A € S;F(R) ou A > 0 si
Vo e R", 2T Az > 0.
e A est dite définie positive, et 'on notera A € ST+ (R) ou A > 0 si
Vo € R™\{0}, 2" Az > 0.
Proposition 1.1.1. Soit B € M, (R) inversible. Alors
AecSFH(R) < BT"AB € SF(R)
et
A€ SH(R) < BTAB € ST (R).
Définition 1.1.2. Un ensemble C' € R™ est un cone si
r,y € C=VYA>0,\Nz+vy)eC.
Un cone est dit pointé si C' N (—C) = {0}.
Proposition 1.1.2. S (R) est un cone fermé dans S, (R).

Remarque 1.1.1. §1(R) n’est pas un cone fermé car {0} ¢ S;77(R).

Remarque 1.1.2. La structure de cone de S, (R) induit un ordre partiel sur S, (R),
dit ordre de Lowner :

AEB(:)A—BGS:(R).
On notera de la méme manieére :
A=B& A-BeST(R).

Proposition 1.1.3. Soient A, B € S+ (R). Alors :
1. A+ B>~ B.
2. Tr(AB) <Tr(A)Tr(B).

3. Les valeurs propres de AB sont positives.
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1.2 Optimisation SDP

Un probleme d’optimisation SDP ou semi-définie positive (on recycle ainsi le

sigle SDP anglais qui abrége semidefinite programming) est un probléeme d’opti-
misation convexe, qui étend celui de I'optimisation linéaire. Le probleme a en effet
une structure semblable, mais avec une inconnue qui est une matrice symétrique
(au lieu d’étre un vecteur de nombres réels) que 'on impose d’étre semi-définie
positive (au lieu de demander que les nombres réels soient positifs). Comme en op-
timisation linéaire, le critere a minimiser est linéaire et 'inconnue doit également
satisfaire une contrainte affine.
Dans ce chapitre, nous donnons succinctement quelques éléments de la programma-
tion semi-définie. L’accent est mis essentiellement sur les problemes de program-
mation semi-définie sous forme standard. Cela n’est pas restrictif sachant qu’en
pratique, la forme standard apparait naturellement et tres souvent, et surtout
nous allons expliciter la relation avec 'optimisation linéaire.

1.3 Définitions primale et duale du probleme

1.3.1 Le probléme primal

Un probléeme d’optimisation SDP s’écrit de la maniere suivante

ianES"(]R) <Ca X>7
Pspp) A(X) =b,
X =0,

ou C € S"(R), A: S"(R) — R™ est une application linéaire et b € R™. 1l s’agit
donc de minimiser un critere linéaire sur 'intersection du cone des matrices semi-
définies positives et d’un sous-espace affine. C’est ce qu’on appelle la formulation
primale d’un probleme SDP.

Le critére et la contrainte d’égalité sont linéaires (ou affines), mais la contrainte
d’appartenance au cone S7 (R) est non linéaire, éventuellement non différentiable.
Ainsi, le critere du probleme étant linéaire et son ensemble admissible étant convexe,
le probleme SDP est en général considéré comme un probleme d’optimisation
convexe.

Si les problemes d’optimisation SDP ont une structure assez semblable a celle
de l'optimisation linéaire, qui les rend tres vite familiers, les résultats que l'on
connait en optimisation linéaire ne s’étendent pas a l'optimisation SDP, on ne
peut guere en étre étonné, vu la généralité du formalisme. Il faudra y prendre
garde.
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On note val(Pspp) et sol(Pspp) la valeur optimale du probleme (Pspp) et son
ensemble de solution. On peut représenter 'application linéaire A au moyen de m

matrices A, € S"(R).
Proposition 1.3.1. Un programme semi-défini est un programme conveze.
Exemple 1.3.1. Considérons le probleme suivant :

min i1 + 4.%12 -+ 632'13 + 9%22 + 733'33,

T + 2I13 + 31’22 + 141’23 + 5%’33 = 11, (1 1)
4%12 + 161‘13 + 65(722 + 4%33 = 19, '
X = 0.

qui est un programme semi-défini avec

11 1 2 3 1 01
:<19>,C: 290 |, 4=[037],
307 1 75
0 2 8 T11 X122 13
Ay = 26 0[,X= Ta1 T2 23
8 0 4 T31 X32 TI33

1.3.2 Le probleme dual

On se donne un produit scalaire sur R™, également noté (-, ), et I'on introduit
l'opérateur A* : R™ — S™(R) adjoint de A, qui est défini par

VX € S"(R), Vy e R™ : (A(X),y) = (X, A%(v)).

La méthode la plus simple pour obtenir un dual de (Pspp) est d’utiliser la
dualisation lagrangienne de sa contrainte d’égalité. On utilise donc le Lagrangien
(:S?(R) x R™ — R défini par

et on écrit (Pspp) comme un inf-sup :

inf sup (X, y).

XeSi(R) yGRm
Le dual s’obtient alors en inversant l'infimum et le supremum

sup inf (X, y).

yER™M XES:T: (R)
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Apres calculs, le probleme dual de (Pspp) obtenu par ce procédé consiste donc a
trouver (y,S) € R™ x 8"(R) solution de

SUD(y, §)eRm xsn(R) (05 ¥),
(Dspp) A (y)+S=C,
S = 0.

On note val(Dspp) et sol(Dgpp) la valeur optimale du probleme (Dgpp) et son
ensemble de solution.
L’écart entre les valeurs optimales primale et duale est ce que 'on appelle le "saut
de dualité" :

Le saut de dualité = val(Pspp) — val(Dspp).

On dit qu’il n’y a pas de saut de dualité si le saut de dualité est nul.
Si 'on utilise le produit scalaire euclidien dans R™ et si ’on prend la représen-
tation ci-dessus de A, son adjoint A* s’écrit

A*(y) = Z Ay
i=1

Dans ce cas, le probléeme dual peut se voir comme celui cherchant a maximiser
une forme linéaire en y sur S”(R), tout en imposant qu'une combinaison affine de
matrices (avec coefficients y;) soit semi-définie positive :

Cette derniere relation est ce que 'on appelle une inégalité matricielle linéaire (ou
affine), notée IML en abrégé.

Le théoreme suivant donne quelques conséquences simples de la dualisation
lagrangienne de (Pspp). Le point 1 est connu sous le nom de dualité faible.
L’écart val(Pspp) — val(Dspp) entre valeurs optimales primale et duale est appelé
le saut de dualité. Le point 2 montre que (X, S) est I’écart entre valeurs primale
et duale pour un triplet admissible (X, y,S) € A. Le point 3 donne une condition
suffisante d’optimalité élémentaire, mais bien utile.

Théoréme 1.3.1 (Conséquences de la dualisation lagrangienne).
1. Val(DSDp) < Val(PSDp),
2. (X,y,S)GA:><C,X>—<b,y>:<X,S>>O,

3. (X,y,S) € Aet (X,5) =0 = X € sol(Pspp) et (y,5) € sol(Dspp). La
réciproque du point 3 est fausse en général, mais on verra qu’elle a liew si A® # .

Losrqu’elle a lieu, (X,y) est un point-selle du lagrangien { défini ci-dessus sur
ST(R) x R™.
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Exemple 1.3.2. Dans I'exemple 1.3.1, le probléme dual s’écrit sous la forme sui-

vante :
max 11y; + 19y,

101 02 8 123

m| 037 |+w|l260|+2z=[209 0], (1.2)
175 8 0 4 307

Z = 0.

On peut réécrire ce probleme sous la forme :

max 11y; + 19ys,
1= 2 — 2y 3 —y1 — By,
2 — 2y, 9 — 3y1 — Gy =Ty, = 0.
3—y1 — 8y =Ty 7 — dy1 — 4y,

1.4 Reéalisabilités primale et duale

Nous nous intéressons ici a la question de la réalisabilité des problemes primal
et dual. Quand peut-on trouver une matrice X = 0 telle que A(X) = b7 Quand
peut-on trouver un vecteur y € R™ tel que A*(y) < C'?

On note

Ap = {X e S*"(R): A(X) =0, X =0},

AL = {X eS"(R): A(X)=0b, X » 0},
les ensembles des matrices admissibles et strictement admissibles de (Pspp).
On note

Ap = {(y,5) ER™ x §"(R) : A*(y) + S = C, 5= 0},
A = {(,5) €R" x S"(R) : A*(y) + S = C, S = 0},

les ensembles des couples admissibles et strictement admissibles de (Dgpp). On
note enfin

A=dpx Ap et A= A% x A,

Le résultat suivant résume cette discussion.

Théoréme 1.4.1.

e Les contraintes primales sont quasi-réalisables si, et seulement si, (b,y) = 0 pour
tout y € R™ tel que A*(y) = 0.

e Les contraintes duales sont quasi-réalisables si, et seulement si, (C, X) > 0 pour
tout X € ST(R) tel que A(X) = 0.
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La quasi-réalisabilité des contraintes primales et duales n’est pas une propriété
tres forte (elle n’assure méme pas leur réalisabilité ). Numériquement, il est cer-
tainement préférable d’avoir une réalisabilité plus robuste, insensible a de petites
perturbations du second membre. On définit donc les concepts suivants. On dit
que les contraintes primales sont fortement réalisables si

b€ int A(S™(R)),

ou l'opérateur «int» désigne la prise de l'intérieur. De méme, on dit que les
contraintes duales sont fortement réalisables si

C € int (A*(R™) 4+ S (R)).
Théoréme 1.4.2 (Théoreme réalisabilités primale et duale fortes).

e Les contraintes primales sont fortement réalisables si, et seulement si, A est sur-
jective et Ap # @.

e Les contraintes duales sont fortement réalisables si, et seulement si, A}, # .

La théoreme suivant donne des conditions suffisantes pour que ’ensemble des
solutions primales (resp. duales) soit non vide et borné.

Théoréme 1.4.3 (Existence de solutions).

Si Ap x A% # &, alors sol(Pspp) est non vide et borné et il n’y a pas de saut de
dualité.

Si A% x Ap # @ et si A est surjective, alors sol(Dgpp) est non vide et borné et
il n’y a pas de saut de dualité.

Si A* # & et si A est surjective, alors sol(Pspp) et sol(Dgpp) sont non vides et
bornés et il n’y a pas de saut de dualité.

1.5 Exemples de modélisation SDP

Beaucoup de problemes "convexes' ont une formulation SDP. L’intérét d’ex-
hiber une telle formulation est de montrer que 'on peut les résoudre par des
algorithmes polynomiaux, souvent efficaces. Le choix des exemples qui suivent est
motivé par le but de montrer leur diversité.

e Optimisation linéaire.

Optimisation quadratique convexe.

Minimisation de la valeur propre maximale.
Minimisation de la norme matricielle euclidienne.
Positivité de polyndmes.

Optimisation robuste.

Relaxation SDP de probléemes non convexes.
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1.6 Programmation linéaire

En pratique, personne ne veut transformer un programme linéaire en un pro-
gramme (SDP) pour la résolution numérique, mais du point de vue théorique,
un programme linéaire peut étre considéré comme un cas particulier de probléme
(SDP). En effet, un programme linéaire (PL) est un probleme sous la forme :

min z(z) = 'z,
Az = b, (1.4)
x> 0.

ouzxetceR" beR" AecR™"
Pour transformer le programme linéaire en un programme (SDP), on définit :

X := Diag(x), Ap:= Diag(c) et A; := Diag(A;,:),Vi € {1,...,m},

ou A; désigne la iy, ligne de la matrice A. Nous réécrivons alors la fonction objectif
linéaire sous la forme :

dr=<CX >,
et pour les contraintes, on a :
Ar=be< A, X >=b,i=1,...,m,
ainsi pour les contraintes z; > 0, on a
r >0,Vie{l,... m}eXeS & X >0

Ainsi, le programme linéaire (PL) de la variable x peut étre réécrit sous la
forme standard d’un programme (SDP) de la variable matricielle X comme suit :

ianES” <C, X>,
A(X) = b,
X =0,

Notons tout d’abord qu’en optimisation linéaire, c¢’est-a-dire pour les problémes
de type :

min ¢’ z, max by,
(PL){ Az =10, et (PD){ ATy+z=c,
x> 0. z > 0.

Lemme 1.6.1 (Lemme de Farkas). Soit A une matrice de réels d’ordre m xn et b
un vecteur-colonne d’ordre m, alors un et un seul des systemes linéaires suivants
a une solution :
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— le systeme Ax = b pour x un vecteur d’ordre n vérifiant x > 0,
~ le systéeme ATy > 0 pour y un vecteur d’ordre m vérifiant by < 0.

Les résultats d’existence de solution et de dualité forte assurent que les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

e Les problemes primal (PL) et dual (DL) sont réalisables (domaines de contraintes

non vides),

e (PL) est réalisable et borné (i.e., la valeur optimale est finie),

e (DL) est réalisable et borné,

e (PL) admet une solution optimale (primale),

e (DL) admet une solution optimale (duale).
De plus, dans chacun de ces cas, il n’y a pas de saut de dualité. L’absence de ce
dernier et I'existence de solutions optimales peuvent sont obtenus grace a l’exis-
tence de points strictement réalisables pour le dual et le primal.

Dans le chapitre 4, nous allons proposer une approche basée sur la méthode
adaptée du support pour résoudre ce type de probleme, cette approche integre
un critere de suboptimalité qui permet d’arréter 1’algorithme avec une précision
souhaitée pour trouver des solutions e-optimales.



Chapitre 2

Minimisation des polynémes
homogenes de degré 2

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons aborder le probleme de minimisation dun poly-
noéme homogene de degré n = 2, et le résoudre en utilisant la méthode adaptée du
support pour la résolution d’un probleme quadratique convexe a variables bornées.

2.2 Notions de base sur les polynomes

Cette section présente les définitions et les propriétés algébriques des polynémes
sur un anneau quelconque.

2.2.1 Notations

On se donne n lettres X, ..., X,, et un anneau A unitaire et commutatif, dans
ce contexte les lettres Xy, ..., X, sont appelées indéterminées ou variables.

Définition 2.2.1 (Polynéme). Un polynéme P en Xj, ..., X, a coefficients dans
A est une combinaison linéaire finie de mondmes :

7 1
Yoo i X1 X,

i1 yeeeyin >0

ou a;, .. i, € A sont presque tous nuls, chaque produit aih___,ianl . -Xfl” est ap-
pelé un terme du polynéme. L’ensemble de ces polynomes est noté A[Xq, ..., X,].

Exemple 2.2.1. Pour A = Z, 'expression P = 1+ X? +2X? — 3X; X, — 5X3 est
un polynéme en X, X5 et X3, qui comporte cinq termes non nuls.

23
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-----

au plus un coefficient non nul, est appelé un monéme.

On a une injection naturelle
a+— aX) - X2,

de A dans A[X},...,X,], ce mondme est noté a, et appelé une constante. En
particulier les polynomes 0 et 1 sont des constantes.
Pour un polynéme

Définition 2.2.2. On appelle support de P et on note Supp(P) le sous-ensemble

Supp(P) = {(i1,-.-,in) : aiy4, #0} CN",
Par définition, il s’agit d’un ensemble fini.

Pour 'exemple 2.2.1, on a

Supp(P) = {(0,0,0), (1,0,0), (2,0,0), (1,1,0),(0,0,1)}.

2.2.2 Propriétés

On a clairement

e P+ Q=0Q+ P, (commutativité).

e P+ (Q+ R)=(P+ Q)+ R, (associativité).

e P+0=0+ P, (existence d'un élément neutre).
ce qui montre que (A[X7y,...,X,],+,0) est un groupe abélien.
La multiplication interne (le produit de Cauchy, encore parfois noté P x Q) possede
les propriétés élémentaires suivantes :

e PQ = QP, (commutativité).
P(QR) = (PQ)R, (associativité).
P(Q + R) = PQ + PR, (distributivité).

e P1=1.P = P, (existence d'un élément neutre).
Ceci montre que (A[X,...,X,],+, %,0,1) est un anneau commutatif unitaire.
L’injection canonique A — A[X7, ..., X,] est un morphisme d’anneaux.
Considérons enfin la multiplication externe (a, P) — a x P. Elle possede les
propriétés suivantes

e 0.P=0.

e 1.P=P.

e a.(P+Q)=aP+aQ.



2.2 Notions de base sur les polynémes 25

e (a+b).P=aP+b.P.

e (ab).P = a.(b.P).
Ceci montre que (A[Xy,...,X,],+,.,0,1) possede une structure de module sur
I'anneau A (si A = K est un corps, il s’agit tout simplement d'un K —espace vec-
toriel). L’injection canonique A — A[X}, ..., X,] est clairement un morphisme
de A—modules.
Muni des trois opérations précédentes, A[X7, ..., X,] est une A—algebre, et le po-
lynéme constant P = 1 est I’élément unité de cette algebre. L’injection canonique
A — A[Xy,...,X,] est aussi un morphisme de A—algebres.

2.2.3 Degré d’un polynoéme

Si P est un polynoéme non nul en Xj'--- Xi» (c’est-a-dire, un polyndéme dont
au moins un des coefficients est non nul),

on définit le degré total de P par la formule
deg(P) = max{i; + ... +1i,;a; # 0},
et le degré partiel de P par rapport a X; est défini par
degy,(P) = max{i; : a;, s, # 0},

pour simplifier, on le note aussi parfois deg;(P).
Une convention utile est de poser

deg(0) = degy, (0) = —oo0,

avec la regle
max{n, —oo} =n.

Si P et ( sont deux polynémes non nuls, les propriétés suivantes ont lieu
e Si deg(P) # deg(Q), alors

P+Q#0 et deg(P+ Q) = max{deg(P),deg(Q)}.
o Sideg(P) =deg(Q) et P+ Q # 0, alors
deg(P + Q) < max{deg(P), deg(Q)}.

e Si PQ # 0, alors
deg(P + Q) < deg(P) + deg(Q).



2.2 Notions de base sur les polynémes 26

Avec la convention précédente les deux relations ci-dessus ont aussi lieu pour P +
@ = 0 ou, respectivement, pour PQ = 0.

Exemple 2.2.2. Si P = 2+ X{+X; X5+ X, X+ X1 X3 X3, on a deg(P) = 4 du fait
que P contient le terme X; X3 X3, dont le degré est maximal. On a degy(P) = 2 car
P contient le terme X; X2 | de degré maximal par rapport a la troisieme variable
Xg.

Un argument facile conduit a la relation

P+ @Q # 0= deg(P + Q) = max{deg(P), deg(Q)}.

2.2.4 Polyn6mes remarquables
1) Polynémes homogénes

Définition 2.2.3. Un polyndéme est dit homogene si tous les mondémes qui appa-
raissent avec un coefficient non nul ont le méme degré total.

Exemple 2.2.3. Le polynome x° + 22%y* + 9xy* — 23 est homogene dans Alx, y]
de degré 5 car la somme des exposants est 5 pour chacun des monomes.
Propriétés

e Siun polynéme P de A[X, ..., X,] est homogene de degré d, alors la fonction
polynomiale associée est une fonction homogene de degré d, c’est-a-dire que
pour tous A\, zq,...,r, € Aon a:

POAX1, .., A X,) = XP(X1, ..., X).

e Les polynomes homogenes d’un degré donné forment un espace vectoriel. Les
polynomes homogenes de degré 1 sont les formes linéaires :

ZaiXi = a1X1 -+ (IQXQ + -4 CLan.
=1

e Les polynémes homogenes de degré 2 sont les formes quadratiques :

Y ayXiX; = anXi + apXiXo + -+ ap X,

1<i<j<n

2) Polyndémes symétriques

Définition 2.2.4. Un polynéme P de A[X1,..., X,] en n variables est symétrique
si pour toute permutation p on a

P(XhXQ, N 7Xn) - P(Xp(l),Xp(Q), e 7Xp(n))
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Exemple 2.2.4. Les polyndmes X + X5 et X7 +4X; X, + X2 sont des polyndmes
symétriques en deux variables, et X7 X, + X2X3+ X7 X5 + X1 X2 + X2X3 + Xo X2
est un polynome symétrique en trois variables.

2.3 Minimisation des polynémes homogenes de
degré 2

Comme nous avons pu le voir dans la section 2.2, les polynémes homogenes de
degré 2 sont les formes quadratiques.
Les formes quadratiques d’une, deux et trois variables sont données respectivement
par les formules suivantes :
Q(iﬂ) = CLLIZ'Q,
Q(x,y) = ax? + bry + cy?,
Q(z,y,2) = ax? + by? + c2* + dovy + exz + fyz.
Le chapitre 3 est justement consacré a 1’étude de ces formes quadratiques et a la
présentation de la méthode adaptée dans le cas de la résolution d’un probleme de
minimisation d’une fonctionnelle quadratique ) avec un systéme de contraintes
bornées.
Le probleme que nous allons résoudre se présente sous la forme suivante :

min Q(z) = 327 Dz,
Az = b, (2.1)
dl S x S d27

ou la matrice D associée a la forme quadratique est supposée symétrique et semi-
définie positive, =, d; et dy sont des n-vecteurs, b est un m-vecteur, A est une
matrice d’ordre m x n, avec rang(A) = m < n.

2.4 Minimisation d’un polynéme homogene d’ordre
2 sur un simplexe standard

Cette section aborde le probléeme de la minimisation d'un polynéme homogene
de degré 2 sur un simplexe standard. Il s’agit d’un probleme classique qui a des
applications dans de nombreux domaines universitaires tels que la dynamique des
populations, la cinétique chimique et la théorie des graphes. Il a fait I'objet des
recherches menées a 'aide de la technique d’élévation du degré et la méthode de
subdivision [54]. Mais contrairement a ces deux méthodes, la méthode que nous
allons présenter au chapitre 3 a la particularité de résoudre exactement ce probléme
et de manipuler les contraintes du probleme comme elles se présentent sans aucune
transformation.
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Définition 2.4.1. On notera A, (ou simplement A quand la dimension est claire)
le simplexe standard de R™, défini par :

Ay ={(r1,...,2,) €ER" | Vi, 2, >0 et inzl}.

=1

Le probleme de minimisation d’un polynéme homogene sur un simplexe stan-
dard de R™ se présente sous la forme suivante :

min Q(z) = 327 Dz,
x>0, (2.2)
?:1 T; = 1.

Par identification, résoudre le probleme (2.2) revient a résoudre le programme

suivant :
min Q(z) = 327 Da,
Az = b, (2.3)
x>0,

avec D une matrice symétrique et semi-définie positive d’ordre n x n, x un vecteur
colonne d’ordre n, A un vecteur ligne d’ordre n dont toutes les composantes sont
égalesa 1 et b= 1.

Le probléeme (2.3) est un probléme de minimisation d’une fonctionnelle quadratique
(), avec un systeme de contraintes linéaire, on peut le résoudre directement par
la méthode adaptée du support pour la résolution d’'un programme quadratique
convexe qui sera présentée au chapitre 3.



Chapitre 3

La méthode adaptée pour la
résolution d’un programme
quadratique convexe

3.1 Introduction

En optimisation mathématique, un probleme d’optimisation quadratique est
un probléeme d’optimisation dans lequel on minimise (ou maximise) une fonction
quadratique sur un polyedre convexe. Les contraintes peuvent donc étre décrites
par des fonctions linéaires. L’optimisation quadratique est la discipline qui étudie
ces problemes.

3.2 Programmation quadratique convexe

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et propriétés des fonc-
tions quadratiques et des matrices semi-définies positives.

3.2.1 Les formes quadratiques

Définition 3.2.1 (Les Formes quadratiques). Une fonction @ : R™ — R est dite
forme quadratique de n variables x1, xs, . . ., x, si elle s’écrit sous la forme suivante :

n n
T
> airiv; = x' Az,
i=1 j=1

ot 1" = (x1,29,...,2,) est un n—vecteur-ligne et A = (a;;,1 < 4,7 < n) une
matrice carrée d’ordre n. Pour @ # j, le coefficient du terme x;z; s’écrit a;;+aj;. En

29
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vertu de cela, la matrice A peut étre supposée symétrique. En effet, en définissant
de nouveaux coefficients d;;,1 < 4,7 < n, on obtient une nouvelle matrice D
symétrique telle que :

Q5 + Qj;

Y

Il est clair qu’apres une redéfinition des coefficients, la valeur de la forme quadra-
tique Q(z) reste inchangée pour tout z € R" :

Q(z) = 2" Az = 2" Da.

D = (dij,l S ’L,j S n), avec dij = dji =

Définition 3.2.2 (Gradient d’une forme quadratique). Soit @ : R” — R une
fonction réelle continue et différentiable. Son gradient au point x est défini par :
0Q(»)
x
9Qlx)
VQ(z) =

9Q(x)

Tn

Si @) est une forme quadratique et D sa matrice symétrique associée, c¢’est a dire :
Q(x) = 2T Dz, alors le gradient de @ est :

VQ(z) = 2Dx.

Définition 3.2.3 (Hessienne d’'une forme quadratique). Soit @ : R" — R une
fonction réelle de classe C?, la matrice Hessienne de la fonction @ est définie par :

?Qx)  22Qx) . 9°Qz)
8:5% Ox10x2 O0x10xn
Q@) Q) . . 9’Q=)
V2Q($) _ 8x2.6:1:1 833% Bmz'axn
Q@) QW) . QW
0x,0r1 Oxn0xa ox2

Si () est une forme quadratique et D sa matrice symétrique associée, c¢’est a dire :
Q(x) = 2T Dz, alors la Hessienne de Q est :

V2Q = 2D.

Définition 3.2.4 (Matrice semi-définie positive). Soit D une matrice carrée sy-
métrique (ie, D matrice n x n et D = D7), alors :

D est dite définie positive, si 27 Dz > 0, Vo € R™, 2 # 0,

D est dite semi-définie positive, si 27 Dz > 0, Vo € R”,

~ D est dite définie négative, si 7Dz < 0, Vo € R", 2 # 0,

— D est dite semi-définie négative, si 27 Dx < 0, Vo € R".

[
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3.2.2 Notion de convexité

La convexité joue un role majeur dans la théorie de 'optimisation. Elle est un
outil indispensable et efficace pour la recherche des conditions a la fois nécessaires
et suffisantes d’optimalité.

Définition 3.2.5 (Ensemble convexe). Un ensemble C de R™ est dit convexe, si
Va9 € C, (1 — Ny + Azg € C,VA € [0, 1].

Cette définition signifie qu'un ensemble C est convexe si le segment joignant deux
de ses points quelconques est contenue dans 1’ensemble C.

Définition 3.2.6 (Fonction convexe). Une fonction réelle () définie sur un convexe
C C R, est dite convexe, si pour tous les points x1,x9 € C, et pour tout nombre
réel positif ou nul, tel que 0 < \ < 1, I'inégalité suivante est vérifiée :

QO\zy + (1 — N)aw) < AQ(21) + (1 — N)Q(a2).

Définition 3.2.7 (Fonction strictement convexe). Une fonction réelle ) définie sur
un convexe C C R", est dite strictement convexe, si pour tous les points z1, x5 € C,
avec T # x9 et pour tout nombre réel positif ou nul, tel que 0 < A < 1, 'inégalité
stricte suivante est vérifiée :

Q(Az1 + (1 = AN)xa) < AQ(71) + (1 — AN)Q(x2).

Théoréme 3.2.1. Une fonction quadratique Q(x) = 27 Dx est conveze si et seule-
ment si sa matrice associée D est semi-définie positive.

Définition 3.2.8 (Fonction concave). @ est dite concave si —(@) est convexe.

Remarque 3.2.1. L’hypothese de convexité apporte simplicité et efficacité a la
théorie de 'optimisation. En particulier les conditions nécessaires d’optimalité de-
viennent également suffisantes, et tout le résultat acquiert un caractere global.

Définition 3.2.9. On dit qu'un probleme de programmation mathématique est
convexe (resp. strictement convexe), s’il consiste & minimiser une fonction convexe
(resp. strictement convexe) sur un domaine convexe. I’étude des problemes convexes
et des algorithmes de résolution correspondants est 1’'object de la programmation
convexe. L’hypothése de convexité est cruciale en optimisation. Notons que :
— Les problemes convexes sont en général synonymes de minimisation.
— Les problemes convexes sont les bons problemes de la théorie de 'optimi-
sation, des problemes pour lesquels il existe des algorithmes de résolution
efficaces.
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— I'hypothese de convexité ne garantit cependant ni l'existence ni 'unicité
d’une éventuelle solution.

Proposition 3.2.1. Soit Q) une fonction convexe définie sur un convexe C € R,
alors l’ensemble des points ou @) atteint son minimum est conveze.

Proposition 3.2.2. Tout minimum local est un minimum global.

Proposition 3.2.3. Si la fonction () est strictement conveze, alors son minimum
global lorsqu’il existe est atteint en un seul point x°.

3.2.3 Probleme quadratique convexe (PQC)

Il s’agit d’une classe de problemes d’optimisation, ou la fonction objectif est
quadratique, s’écrivant sous la forme :

1
Q) = 5o Do+,
qu’on minimise sur un polyedre convexe fermé. Ce genre de probléme est convexe

dés lors que la matrice D est semi-définie positive.

Remarque 3.2.2. On remarquera qu’un probléme linéaire est un probléme quadra-
tique dégénéré (D = 0), et c’est toujours un probléme convexe.

3.3 Position du probleme et définitions

Dans cette section, on s’intéresse au probleme de minimisation d’un polynéme
homogene de degré 2, ¢’est a dire au probleme de minimisation d’une fonctionnelle
quadratique @), avec un systeme de contraintes bornées, et ce en utilisant la mé-
thode adaptée du support.

Le probleme que nous allons résoudre se présente sous la forme suivante :

min Q(z) = 327 Da,
Az = b, (3.1)
d1 S T S dg.

Comme on peut le voir ci-dessus, la fonction objective Q(x) est un polyndme
homogene de degré 2.

Soient les ensembles d’indices suivants :

I={1,2,---,m}, J={1,2,--- ,n}.

On pose J = Jg U Jy avec Jp N Jy = ¢ et |Jg| = m.

On peut alors fractionner les vecteurs et les matrices de la maniére suivante :
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v =a(J) = (55, j € ),
I
v=| — |, zp=2(Jp) = (x5, j € Jp), v =2(In)= (75, j € Jn),

TN
A:(aj,jEJ):(AB|AN), AB:A(I,JB), AN:A(],JN)

Définition 3.3.1. e Un vecteur z vérifiant les contraintes du probleme (3.1)
est appelé plan ou solution réalisable du probleme (3.1).
e Un plan 20 est dit optimal si

Q(2°) = (2°)" D2° = min(2” Dx),

ou x est pris parmi tous les plans du probleme (3.1).
e Un plan z€ est appelé e-optimal ou suboptimal si

Q(z) = Qa") <,

oll € est un nombre positif ou nul, donné a 'avance et 2% est une solution
optimale du probleme (3.1).

e L’ensemble Jg \ |Jg| = m, est appelé support des contraintes.

e Le couple {z, Jg}, formé d’une solution réalisable x et d’un support Jp, est
appelé plan de support.

e Le plan de support est dit non dégénéré si

di; < xj < dy;, pour tout j € Jp.

3.4 Formule d’accroissement de la fonction ob-
jectif

Soit {x, Jp} un plan de support du probléme (3.1) et considérons un autre plan
quelconque ¥ = x + Ax.
L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

Q) — Q) = " (1)Ar + _(Aa)"D(Ax),

ol g(x) = Dz est le gradient de la fonction objectif @) au point z, avec

g(x) =g(J) = (9j,5 € J). Il peut étre fractionné de la maniere suivante :
9B

g=| -, 98=9Us) =195, j€Jp), gn=9g(In) =g j€JIn)

gn
Par ailleurs, on a
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En posant
A.TB
Ax = - s A[L’B:AZE(JB), AZL‘N:A(E(JN),
AIN
I'égalité AAx = 0 peut s’écrire AgAxg + AyAxy =0,
d’ou
A{L'B = —AélANAZEN. (32)

La formule de I'accroissement de la fonction objectif devient alors :
T
_ _} Azrp Arp T
Q) - Q) = (a2t ) D[ a2 ) + 4 (@)

—gT(2)Az + 2 < —Ap AvAzy )TD < —Ap AvAzy )
2

:gT(x)Ax—i— ;(AxN)T< —Ap Ay ) D( —Ap Ay > (Azy),

ou Iy = I(Jy, Jn) est une matrice identité d’ordre (n —m).
Posons

41
Z:(IABAN> et M =2"DZ.
N

Nous définissons le vecteur des potentiels u ainsi que le vecteur des estimations F

comme suit :
T

u' = g AL,
E" = g¢" —u"A= (EL, Ey),

ol
EL =0, E}, = g5, —u" Ap.

Finalement, ’accroissement de la fonction objectif aura la forme suivante :

QF) — Q) = EfAay + (M) M(Auy). (33)

3.5 Critere d’optimalité

Théoréme 3.5.1. Soit {x, Jg} un plan de support des contraintes du probléme
(3.1). Alors les relations suivantes :

EjZO, St ZL’j:dlj, jGJN,
Ej <0, s T = dzj, Jj € Jn, (34)
Ej = O, st dlj <z; < dgj, JE JN,
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sont suffisantes pour l'optimalité du plan x.
Ces mémes relations sont aussi nécessaires, si le plan de support des contraintes
est non-dégénére.

Démonstration. Voir dans [56] O

3.6 Critere de suboptimalité

Le nombre (z, Jg) dit estimation de suboptimalité est une valeur qui estime
I’écart entre la valeur optimale Q(2°) et une autre valeur Q(z) d’un plan de support
des contraintes quelconque {x, Jg}.

Théoréme 3.6.1. Soit {x, Jg} un plan de support des contraintes du probléme
(8.1) et € un nombre réel positif ou nul quelconque. Si le nombre
Bla,Jp)= Y Ejlwyj—dy)+ Y Ejz;—dy)<e

Jje€JIN,E;>0 JE€EJIN,E;<0
alors {x, Jg} est e—optimal.

Démonstration. Voir dans [56] O

3.7 Meéthode de résolution

Avant de présenter la méthode de résolution, donnons quelques définitions es-
sentielles.

Définition 3.7.1. e On appelle support de la fonction objectif du probleme
(3.1), 'ensemble des indices Jg C Jy, tel que

detM(Js, Jg) # 0.

On posera Jyn = Jn\Js.
e L’ensemble des indices Jp = {Jpg, Js} est appelé support du probléme (3.1).
e On appelle plan de support du probleme (3.1), la paire {x, Jp} formée du
plan z et du support Jp, il est dit accordé si E(Js) = 0.

Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan de sup-

port initial accordé {x, Jp}, le but de l'algorithme est alors de construire un plan
e—optimal ¢ ou carrément un plan optimal z°.
L’itération de 'algorithme consiste a faire le passage de {z, Jp} vers {T, jp} tel
que Q(T) < Q(x). La premiere étape consiste a changer le plan x en un nouveau
plan T de la maniére suivante : T = x4+ 60°1, ol [ est un n—vecteur, appelé direction
d’amélioration adaptée et 6° est le pas le long de cette direction. La seconde étape
sera celle du changement du support Jp en Jp.
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3.7.1 Construction de la direction d’amélioration adaptée

[

Considérons la métrique suivante pour les composantes non basiques de la di-
rection admissible [ :
dlj—.’lfj Sl] Sdgj—ﬂlj,je JNN:JN\JS- (35)

Cette métrique dépend du plan courant x, et de ce fait, elle est dite adap-
tée. Afin de calculer les composantes de la direction admissible d’amélioration I,
considérons I’accroissement :

AQ=Q(z+1)—Q(z) = EXly + ;Z%Ml.

En tenant compte de la métrique (3.5), la partie linéaire de AQ) atteint son
minimum pour les valeurs des composantes de [(Jyy) suivantes :

dlj — Zj, si Ej > 0,
lj = d2j — Zj, si Ej <0, (36)
0, s E; =0, je Juy.

Quant aux composantes lg, on les calculera de maniere a assurer

E;=0, jelJs.

Nous avons :

. —Az'A
Ey = gx = 9pA5' Ay = (95, 9x) ( [ ) =g (2)Z.

Comme [ = Zly, on aura donc
Eﬁ =gz +0)Z = g7 (2)Z + 01" DZ
=g (2)Z+ 61,2 DZ
= Ex + 01y M.

On pose oy = Mly.
Finalement, on a
En=EN+60%y.

Puisque E(Js) = 0, alors I'équation F(Jg) = 0 est équivalente a

M(Js, J$)I(Js) + M(Js, Jyw)l(Jxx) = 0.
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D’ou
[(Js) = —Mg'M(Js, Inn)l(Jnn)- (3.7)
Ensuite, on calcule Ig de maniere a avoir Al =0 :

lp = —A§1<A5ls—|—ANNlNN). (38)

3.7.2 Calcul du pas maximal ¢°
On construit le nouveau plan T sous la forme :
T =1+ 6,

ou [ est la direction d’amélioration définie par les relations (3.6)-(3.8) et le nombre
0° est le pas le long de cette direction tel que :

90 = min{l, 0j07 (95, QF}

Les nombres 0, et 0g se calculent de fagon a ce que les relations suivantes soient
vérifiées :

dij — x5 < 0°l; <doj — 75,7 € JInn,

dyj — x5 < 0°l; <dy; — x;,j € Js,

dlj — Tj S Qolj Sdgj — l’j,j € JB.

Donc
0j, = min(6;,j € Jp), s =min(0;,j € Js),
avec
dzjl;xj’ si lj > 0’
0; = d“%cj, si l; <0, (3.9)
o0, si lj =0.

Le nombre #° = 1 représente le pas correspondant aux indices de Jyx.
Quant a g, il se calcule de facon que le passage de x a T puisse assurer une
relaxation maximale de la fonction objectif, tout en gardant le méme signe pour
Ej et Ej, ou

Ef(2) =" (2)Z, En(z) = Ex(z +6°),
EN(E> EN(JZ) + QOMZN = EN(ZL') + (905]\[.
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On posera donc 0p = 0;, = mino;, j € Jyn, avec

—&7 si Ejdj < 0,
J .
05 = 0, S1 EJIO et 5j<07
00, sinon .

5j = M(]> JN)ZN'

Le nouveau plan est 7 = x + 6°1.

3.7.3 Estimation de suboptimalité

Calculons la nouvelle estimation de suboptimalité 3(7,Jg) en fonction de
5(:67 JB) : L L
B, Jp) = > Ej(@ —dij)+ 3. Ej(F —dyy).
JjeJN, j€JIN,
Ej>0 Ej<0

On a alors
5(?, JB) = B(JT, JB) - Qoﬁ(I, JB) - 905]1\;ZN + (00)25]7;[]\[
Finalement, on aura la formule suivante :

B(z, Jg) = (1 — 0")B(x, Jg) — 0°(1 — 6°)I" DI.

3.7.4 Changement de support

Le changement de support s’effectue lorsque €° < 1 et B3(x, Jg) > €. Dans ce
qui suit, on énumere les différents changements de support suivant la valeur que
prend 6°.
e Pour §° = 1, le vecteur x
(3.1).

e Si0” =0, <1, alors contrairement a la méthode du simplexe, le choix de
I'indice j; n’est pas unique, ce qui fait la particularité de cette méthode.
Lorsque ce cas se réalise pour un indice jy € Jpg, on a alors

Lo =— > el Aglajly = — > ajyl; #0,

JjE€JIN JEJIN

0 = 2 + 6° est une solution optimale du probléme

ou e est un vecteur unitaire de dimension m. Il existe alors j; € Jy tel que
Zj;; 7 0. Cette derniére condition nous assure par conséquent que Jp =
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(JB\Jo) U j1 est bel et bien un support.
Si on peut avoir z,,;, # 0, avec j; € Jg, on posera donc

Jp = (Js\jo) Uji, Js = (Js\j)-
Sinon, on choisira un indice j; € Jyy tel que [j;, # 0 et on posera
Jg = (Je\jo) Uj1, Js=Js.

e Sif0 =0, :alors Jp=Jg, Js=Js\Js,
e Sif° =0p:alors Jg=Jg, Jg=JsUj,, tel que j.est I'indice correspon-
dant a 0.
On recommencera alors une nouvelle itération avec le nouveau plan de support

accordé {T,jB}, 7p = {73,75} si B(T, jB) > €.

3.8 Algorithme de résolution

Soit un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan de support initial
{l’, Jp}, ou Jp = {JB, Js}
Pour faciliter les calculs, on commence par Jg = 0 et (S = 0).
Les étapes de I'algorithme sont les suivantes :
Début

1. Calculer le vecteur des estimations : ET = (EL, EX),
e Calculer f(z, Jp).
— Si B(z) = 0, alors le processus de résolution s’arréte avec {x, Jg} plan
de support optimal.
— Si B(z) < e, alors le processus de résolution s’arréte avec {z, Jg} un
plan de support e-optimal.
— Sinon, aller en 2.

2. Changement du plan z en 7z tel que T = = + 6°,
e Calculer la direction d’amélioration I.
e Calculer le pas 6°.
e Calculer 7 = x + 0YI.
e Calculer 5(z) = (1 — 0°)(B(x) — 0°IT DI).
— Si 5(Z) = 0, alors le processus de résolution s’arréte avec {Z, Jg} plan
de support optimal.
— Si B(T) < e, alors le processus de résolution s’arréte avec {Z, Jg} un
plan de support e-optimal.
— Sinon, aller en 3.

3. Changement de support Jp en Jp :
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Si0°=1alorsz=x+6°; 5(T) =0; T est optimal ; aller a fin.
Si 0 = 6,,, alors
- §’11 existe j1 € Jg tel que x5 %9, alors on pose :
Jp = (J\Jjo) Uj1,Js = Js\j1, Jp={JB, Js}.
— Sinon on choisit j; € Jyy tel que l;, # 0, alors on pose :
Jp=(Js\Jo)Uj1, Js=1Js, Jp={JB,Js}.
Si §° = 6,,, alors

73 = J37

ZS = Ji\]sL

Tp = {J, Ts}
e Si 0% = 0p, alors B

JB - JB7

Js =Js U J,

jP = {‘7Ba<75}'

(S = 2), aller en 1 avec le plan de support {Z, Jp}.
Fin.

3.9 Exemple numérique

Soit le probleme de programmation quadratique convexe a variables bornées
suivant :
min Q(z) = 7 + x129 + 623 + 23 + 1374 + 627,
T, + 229 + T3 = 4,
201 + a9 + x4 = 5,

—4 S ) S 47
_6 S X3 S 67
—8 S Ty S 8.
Par identification, on a :
1 2 1 0 0
R 1120 0 (1 210\, (4
=l P o0 20 ’A_<2101>’b (5)
Ty 0 0 1 12
—2 2
—4 4
dy = 6 | dy = 6 |
-8 8
On a 2 = (0,0,4,5) est un plan initial réalisable pour le programme (3.10), avec
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Q(x") = 186.
Posons Jp = {3,4}, Jy = {1,2}, Js = T et Jp = {Jp, Js}.
1°¢ itération :

Soit {z°, Jp} un plan de support réalisable et ¢ = 0.01.
e Déterminons la matrice M, on a :

-1 =2
(10 (12 [ —AFAN Y | -2 -1
AB_<01>’AN_<21>’Z_< Iy I R SV
0 1
d’ou
2 1 0 0 -1 -2
o, (-1 =21 0\|1120 0 —2 —1| (55 45
M_ZDZ_<—2 -1 0 1 0 0 2 1 1 0 -\ 32 19 )
0 0 1 12 0 1
e Calculons le vecteur gradient g(z?) :
0
0 13 0
0y — Py — _ _
g(z?) = Dx = 13 ,avecg3—<64>etg]v—<0>.
64

e Calculons le vecteur des estimations E, on a :

jusqu’a la fin de la résolution, on a toujours Fg = 8 ) )

e Calculons l'estimation de suboptimalité 3(z°, Jg) :

B’ Jp) = Y Ei(z;—dy)+ Y Ej(x; — dy)
JEIN JEJIN
Ej>0 E']'<0
= FEi(x1 — don) + Ey(xe — dao)
1410 — 2) — 90(0 — 4)

= 642 > e.

Changement de plan

e Calculons la direction d’amélioration [/, on a :

l _ ll _ d21 — T _ 2
NN Iy dap — T2 4 )’
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[(Js) =0, (car Jg=0),

_ —10
lB = _ABlANNlNN = ( —8 ) .

Ainsi, on a :
2
4
—10
-8
e Calculons le pas €° le long de cette direction :
6" = min{1,6;,,0s,0r},
Qjo = min{ﬁj,j S JB} = 1625,
Op = 0j, =049 avecj, =1,
Donc #° = 0.49 avec jj = 4.

l:

— On a alors le nouveau plan :
M =204+ 0% = ( 0.97 1.94 —0.86 1.11 ) ,

avec Q(xM) =32, 71.
e (Calculons le nouveau vecteur gradient pour le nouveau plan de support

{x(l)v JP} :
3.89
24.31 —0.61 3-89
g(zV) = D2 = To61 | aveegs = ( 19.46 > et gn = < 24.31 >
12.46
- T —20.42
Ona: Ey =gy — (ghA5'Ax) = ( 13.08 )

e Calculons lestimation de suboptimalité 5(7) = B(zW), Jp) :

B(zW, Jg) = 98,71 > e.

e Effectuons le changement de support :
On a :
j0:4€tj1:1€JNN CELI‘11:27£0,
d’ou
JY = (Jp\jo) Ujr = {1,3}, J = Jg = 0.
e Calculons le nouveau vecteur gradient pour le plan de support {z(!), JfDl) }:
3.89
24.31
—-0.61 |’
12.46

g(zM)) = D2V =
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avec
~( 389 (2431 (11 [0 05
9B = —O.61>’ 9N_<12.46>’AB_<2 0>’AB _<1 —0.5)’
2 0
donc
—1 4T s
290

On recommence alors une nouvelle itération avec le plan de support {x(l), J 19)} .

2¢me jtération

Soit le plan de support réalisable {[E(l), J 1(31)} :

e Calculons 'estimation de suboptimalité 5(z™), J 1(91)), on a :

BaM, JP) = 231,45 > .

e (Calculons la matrice M :

L, (31 =T
M_ZDZ_<_7 15).

Changement de plan :
— Calculons la direction d’amélioration [ :

on a :
oo lo \ [ =594
M= )T =911 )
ls =0 car Jél) =0,
_ 7.53
lB = —ABIANNZNN = ( 4.36 > .
7.53
—5.94
donc: [ = 436
—-9.11

e Calculons le pas 6° le long de cette direction :
80 = min{l, ejov 95, GF},
6, = min{0;,j € Jg} = 0.14 avec jo = 2,
Op =0, =0.11 avecj, = 4,
donc #° = 0.11.
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e Le nouveau plan est :

2@ =20 4% = (1,78 1,31 —0,4 0,14 ),

avec Q(x?) = 15,81.
Calculons & présent le vecteur gradient associé au plan de support {2, Jg)} :
4.87
17.5
() = (2 —
9(@?) = D —0.66 |’
1.28

(175 . (487
98 =\ _pe6 | ¢ INT\ 198 |

B T —32.11
done Ex = gy — (95A5' Ax) = < —17.54 )

e Ona: f(z?®, JY))=22424 > c.
changement de Support :
6, = min{f;,j € Jp} = 0.16 avec jo = 1,
71 =2 € Jyn avec lgl) #0,
T = (T5"\jo) Ui = (2,3} et IS = Js = 0.

e Calculons le nouveau vecteur gradient pour le plan de support {z(?,.J 1(32)} :

4.87
17.5
@) — D2 —
9(@'®) = Dz —0.66 |’
1.28
avec

(175 [ 487 (21 Lo (0 1

gB_(—O.GG)’ 9N_<1.28>’AB_<1 o)’AB_<1 —2>
10

etAN:<2 1),

- T —32.11
donc By = gy — (91§A31AN> - < —17.54 )

3¢me jtération
Soit le plan de support réalisable {:L’(Q), J 1(32)} .

e Calculons I'estimation de suboptimalité 3(z(?), J, 1(32)), on a:

B(x®, J2) = 144,92 > .
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e Déterminons la matrice M, on a :

M:ZTDZ:<1O6 70)_

70 58

Changement de plan :
e Calculons la direction d’amélioration [ :

on a :
b L\ (022
NN ) 786 )
I(Js) =0,
_ -8.3
0.22
.o, | —83
don =1 1499
7.86

e Calculons le pas 6° le long de cette direction :
6° = min{1,0;,,0s,0r},
6;, = min{h;,j € Jp} = 0.39 avec j, = 3,
0 =0, =0.03 avecyj, =4,
donc 6° = 0.03.

e Le nouveau plan est :

2@ = 2@ 4 6% = (178 1.06 0.09 0.38 ),

avec Q(z®) = 12.73.

Calculons a présent le vecteur gradient associé au plan de support {x(3), Jg)} :

4.62
14.5
0.56 |’
4.65

145 4.62
avec g =\ 56 | ¢ INT | 465 )
T [ =297
o 51— it ) (21 )

e Ona:B(z®, JP)=7152> ¢

g(z®)) = Dz® =
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Changement de support :
8, = min{f;,j € Jg} = 0.39 avec jy, = 3,
Jj1=1¢€ Jyn avec 152) # 0,
5 = (JgNdo) Ui = {1,2} et J§¥ = Js = 0.
e Calculons le nouveau vecteur gradient pour le plan de support {z(,.J 1(33)} :
4.62
14.5
0.56 |’
4.65
avec

(462 _ (o056, _(12) i _(-033 066
IB=\ 145 ) INT 465 )0 B7 2 1) “B 7\ 066 -—033
10
et AN = ( 0 1 > s

_ T —7.56
donc Exy = gy — (ggABlAN> = < 6.4 )

g(2®)) = D2® =

4¢me jtération
Soit le plan de support réalisable {x(?’), J S’ )} :
e Calculons lestimation de suboptimalité S(z®, J%), on a :

Bz®, JP) = 98,31 > e.
e Déterminons la matrice M, on a :

e, (106 70
M_ZDZ_<7O 58).

Changement de plan :
e (Calculons la direction d’amélioration [ :

on a :
(Y[ 5ot
M ) T\ -8.38 )
I(Js) =0,
. 7.55
Ip = —Ap' Anninn = ( _6.73 > ;
7.55
... | -673
donl=1 59

—8.38
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e Calculons le pas 6° le long de cette direction :
00 = min{l, le, 05, QF},
6, = min{f;,j € Jg} = 0.03 avec j, = 1,
0p =0, =0.08 avecyj, =4,
donc 6° = 0.03.

e Le nouveau plan est :

x(4):x(3)+00l:(2 0.85 0.27 0.13),

avec Q(x™) = 10.37.

Au bout de la 5°¢ itération, on trouve :
2 = 24 + 697 = (2,0.61,0.78,0.39) tel que B(z®, J4)) =0,
de cette derniére égalité, on peut déduire que le plan de support {2, .J 1(34)} est
optimal pour notre programme (3.10) , avec Q(z®)) = 9.27.



Chapitre 4

La méthode adaptée pour la
résolution d’un programme
linéaire

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a présenter la méthode adaptée pour résoudre des
programmes linéaires mono-objectif avec des variables non négatives. La méthode
adaptée [40] est habituellement utilisée pour résoudre des programmes linéaires
avec des variables bornées, I'avantage de cette méthode réside dans sa rapidité.
En outre, la méthode intéegre un critére de suboptimalité qui permet d’arréter
I’algorithme avec une précision souhaitée pour trouver des solutions e—optimales.
Ce critere pourrait étre utile dans des applications pratiques.

Ce travail est soumis pour publication [23], il est motivé par sa nécessité dans
un autre travail de programmation multiobjectif, dont les détails seront présentés
dans le chapitre 7.

4.2 Position du probleme et définitions

4.2.1 Position du probleme

Considérons le probleme linéaire suivant :
max z(r) = L'z,
Az = b, (4.1)
x> 0.

On définit les indices des contraintes et des variables de décision par : [ =

48
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{1,2,--- ,m}et J={1,2,--- n}, tel que :

c = (¢j,j € J)etx = (x;,j7 € J) sont des vecteurs d’ordre n, b = (b;,i € I)
est un vecteur d’ordre m, A = A(I,J) est une matrice d’ordre m x n, tel que
rangA = m < n.

Pour résoudre le probléme (4.1) considérons le programme suivant :

max z(r) = L'z,

Az = b, (4.2)
0 S T S MRn,

avec Mpn un vecteur dont toutes les composantes sont égales a M ; M étant un
nombre réel positif aussi grand que 'on veut.

Soit Jp un sous-ensemble de J tel que J = Jg U Jy avec Jg N Jy = ¢ et
|Jg| = |I| = m.

En vertu de la partition de J, on peut fractionner les vecteurs c et x, ainsi que la
matrice A de la maniere suivante :

B
r=| —— |, zp=2(Jp) = (v;, j € Jp), znv =z(In) = (5, j € JN),
TN
CB
c=| —— |, ecg=c(Jp), e~ =c(Jn),
CN

A=A(I,J)=(AglAn), A= A(I,Jp), An = A(I,Jy).

4.2.2 Définitions

e Un vecteur z vérifiant les contraintes du probleme (4.2) est appelé plan ou
solution réalisable du probleme. Ainsi ’ensemble des solutions réalisables est
défini par :

S={reR": Az =b, x > 0}.

e Un plan z° est dit optimal dans le probleme (4.2), si

2(2%) = ¢'2® = max 'z,

e D’autre part, un plan z€ est dit e—optimal ou suboptimal (e € R,e > 0) dans
le probléme (4.2), si

2(2°) — 2(z°) = T2® — Faf <,

ott 2° est une solution optimale du probléme (4.2).
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e L’ensemble Jg C J, |Jg| = m, est dit support si
detAB = det A(I, JB) 7é 0.

e Le couple {z,Jg} formé du plan x et du support Jp est appelé plan de
support.

e Le plan de support est dit non dégénéré si 0 < x; <M, Vj € Jp.

e On définit le vecteur des potentiels u par

u' = cpAg,
ainsi que le vecteur des estimations F par
T _ (pT Ty _ T T
E° =(Eg By)=uw A—c,

avec Ep = E(Jp) =0 et
EJI\; - ET(JN) == CgAélAN - C%.

Remarque 4.2.1. Une solution réalisable de support est différente d’une solution
réalisable de base. En effet, les variables non basiques d’une solution réalisable de
base sont toutes nulles alors que celles d’une solution réalisable de support sont
quelconques, c’est-a-dire positives ou nulles.

Ce chapitre est structuré comme suit : d’abord, nous allons définir le critere
d’optimalité d’une solution réalisable. Ensuite, dans la section 4.4, nous allons
donner la condition de suboptimalité d’une solution réalisable. Nous développons
la méthode de résolution dans la section 4.5. L’algorithme détaillé est donné dans la
section 4.6 et un exemple numérique pour démontrer ’applicabilité de la méthode
suggérée est présenté dans la section 4.7, la section 4.8 est consacrée a présenter les
expériences numériques. Enfin, nous cléturons notre chapitre par une conclusion
dans la section 4.8.

4.3 Critere d’optimalité

Soit {x, Jp} un plan de support du probléme (4.2) et considérons un autre plan
quelconque & = r + Azx. L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

Az=c"z—c"v=c"Av = —(chAR Ax — cjy)Axy = —E{Azy = — Y E;Axy.

Jje€JIN

Le critere d’optimalité pour le probleme (4.2) est donné par le théoréme sui-
vant :
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Théoréme 4.3.1. Soit {z, Jg} un plan de support du probléme (4.2).
Les relations suivantes :

EjZO, ) l’j:(), jGJN,
E; <0, st xz;j=M, jey, (4.3)
E; =0, s 0<x; <M, je€Jy,

sont suffisantes pour que le point x soit optimal.
Si le plan de support est non-dégénéré, alors ces mémes relations sont aussi néces-
saires pour que x soit optimal c’est-a-dire on aura [’équivalence.

Démonstration. Suffisance :

Soit {x, Jp} un plan de support réalisable du probléme (4.2), vérifiant les relations
(4.3). Pour tout plan Z du probleéme (4.2), la formule d’accroissement nous permet
d’écrire :

2(T) —2(x)=— Y Eim-xz) - Y BT -

jEJN,Ej>O jGJN,Ej<0
= > Eil-z)+ Y EM-gz)
JjE€JIN,E;>0 JjE€JIN,E;<0

Comme 0 <z < M,onaz>0etx—M <0;dou z2(T) < z(x) pour tout plan z.
Le vecteur x est, par conséquent, une solution optimale du probléme (4.2).

Nécessité :
Soit {x, Jg} un plan de support optimal non-dégénéré du probleme (4.2) et sup-
posons que les relations (4.3) ne sont pas vérifiées, c-a-d, qu’il existe au moins un
indice jp € Jy, tel que
Ej, >0, pour zj, >0, jo € Jn,
ou

Ej, <0, pour z;, < M, jo € Jy.

On construit alors un autre plan T = x + 6°, ot #° est un nombre réel positif, et
[ est un vecteur de direction que I'on construit comme suit :

l;, = —signkj,,

D’autre part, on doit avoir
AT = Az +60°l) =D
T
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Al = Aplp + Anln = 0.

Donc
ABZB + ANZN = 0.
D’ou
Ip = —Ag'Axly = Ag'aj,signEj,.
On a donc

lj, = —signkj,
l] = 07] 7éj07j € ‘]Nv
lB = Al}lajosignEjO.
Le vecteur x vérifie la contrainte principale Az = b. Pour que Z soit un plan du
probléme (4.2), il doit en plus vérifier I'inégalité 0 <7 < M < 0 < x+ 0 < M.

Soit, en écrivant composante par composante

{ —{Ej S Qolj S M — I’j, j S JB,

—Zjo < 00[]’0 <M - Ljo - <4.4)

Comme le plan de support est non-dégénéré, on trouve toujours un nombre §°
positif assez petit tel que le vecteur & sera un plan pour le probleme (4.2). Avec
ce nouveau plan z, on calcule :

2(x) = 2(x) = > Ei(T; — ;)
JjeIn
=—0" > Ejl;
JEJIN
== HOEjoljo
=0°E; signE},
:90|Ej0|'
On a ainsi trouvé un plan x #  tel que z(Z) > z(x) ; ce qui contredit le fait que x

soit un plan optimal, donc les relations (4.3) sont forcément vérifiées si le plan de
support est non-dégénéré. O

4.4 Critere de suboptimalité

Afin d’évaluer la différence entre la valeur optimale z(2°) et une valeur z(x)
pour toute solution de support réalisable {z, Jg}, on utilise la formule suivante :

Blx,Jp)= >, Ej(x;))+ Y Ejlx;— M)

jE€IN,E;>0 jE€IN,E;<0

JEIN Jje€In,E;<0
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appelée estimation de suboptimalité.
De la, il s’ensuit que

Az(z) = 2(T) — z(x) < B(z, ),

et pour 7 = 2°, on a
2(2%) — z(x) < B(x, J).

De cette derniere inégalité, on déduit le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.1. (Condition de Suboptimalité).

Soit {x, Jg} un plan de support du probléme (4.2) et € un nombre réel positif ou
nul.

Si f(x,Jg) <€, alors x est e-optimal pour le probléme (4.2).

Dans le cas particulier ou e =0, x est optimal.

Démonstration. z(2°) — z(z) < B(x,Jg) < € = 2(2°) — 2(z) < e. Dol x est
e-optimal.

4.5 Meéthode de résolution

4.5.1 Construction d’une nouvelle solution réalisable

La méthode de résolution consiste a faire un changement de plan pour augmen-
ter z(x) et un changement de support pour diminuer ©(\); ©(\) étant la fonction
duale de z(x).

La construction du nouveau plan T = x + °1 consiste a choisir [ € R", appelée
direction d’amélioration, et un nombre non négatif #° qui est le pas maximal le
long de cette direction tel que 2(T) > z(x).

—Zy, si E]’ > 0,
lj = M — Zj, si Ej < 0, (45)
0, si B, =0, jeJy,

et I(Jg) = —AZ'Anl(Jx), pour avoir AT = b et T vérifie 0 <7 < M.
D’autre part, le pas maximal 8° le long de la direction [ doit vérifier la relation
suivante :
—Zj S Golj S M—SL’J', j c JB.
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Par conséquent, on a

M-z, .
ljwj, si l; >0,
9]' = ;lfj’ si lj < 0,
00, si [; =0, j¢€Jp,
avec
f;,, = min 6
do = TV

le pas maximal sera
0° = min(1,6;,).

Le nouveau plan Z s’écrit donc 7 = z + 6°1.

4.5.2 Calcul de g(z, Jp)

La valeur de I'estimation de suboptimalité pour le nouveau plan  est calculée
comme suit :
Bz, Js)= >, Eg+ Y, Ei@-M)
Ej>0,jEJN Ej<0,j€JN
= > Eilw+0)+ Y Ejx;+0° - M)
Ej>0,j€JN Ej<0,j€JN

= > Em+ Y EL+ Y Eilw-M)+ Y Ef

E;>0,jeJn E;>0,je)N E;<0,5edN E;<0,5e)N

=Bz, Jg)+ . EfLi+ > E

E;>0j€]N E;j<0,je)n

= B(l’, JB) + 90 ( Z Ejlj + Z Ejlj) .

Ej>0,j€JN Ej<0,jEJN

Ainsi, on obtient :

B(f}, JB) = B(SL’, JB) +6° ( Z Ejlj + Z Ejlj) . (46)

E;>0,je)n E;<0,je)n
En remplagant les I; donnés par les relations (4.5), on a
B(z,Jp) = (1= 6°)5(x, Jp).
De cette derniere expression, on déduit que :
e Si 0% =1 alors T est optimal pour le probleme (4.2).
e Si 5(z,Jp) < €, on peut arréter l'algorithme avec = est e-optimal pour le
probleme (4.2).
e Si (7, Jp) > €, on recommencera alors une nouvelle itération avec le nouveau
plan de support {z, Jg}, on changera Jp de la maniére suivante :
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4.5.3 Changement de support

Le changement de support consiste & faire un changement de coplan E vers FE,

et du vecteur des potentiels u vers u de telle sorte que :

5(£7 ‘]B) S 5(@, jB)

Pour cela, on pose : B
Ej = Ej + O'(ﬂfj,

?jj = Uj + Uotj,
ou t est la direction de diminution de la fonction duale, o est le pas maximal le

long de cette direction.
Aprés calcul du plan 7 = x + 6°1, le pas 6° est donné par :

90 = min(l,GjO) = 93'0, jo € JB.
On cherchera un indice j; € Jy qui va entrer dans la base a la place de jj.

Pour cela, posons :

b —sign(ly,), si j = jo,
/ 07 si .] € JB\jO7
tT(Jn) =t (Jp) Az Ay,
et calculons
0o = 0j, = min(a;)
avec
775]‘ , i Ejtj <0,
o; = 0 , sl (E; =0et z; #0pour t; >0) ou
(E; =0et z; # M pour t; <0), j€ Jy,
oo , sinon .
On a F;, =0.

Le nouveau support est : Jg = (Jg \ jo) UJi1-

On peut remarquer que :
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Bz, Jp) = > BT+ Ej(z; — M)
Ej>0,j€JN Ej<0,j€JN
= > (Bjt+ootyz;+ Y (Ej+ooty)(T; — M)
E;>0,je)N E;<0,je)n
= > Er+ ) Bz, - M)
Ej>07jEJN Ej<0,j€JN
+o0 Y. tEit+oo Y. tj(z;— M)
Ej>0,jEJN E]'<O,j€JN
= B(z,J) + 0o Yo i+ Ytz - M)
E;>0,jeJn E;j<0,jeJN
=(1-6%8(z, Jp) + oo Soootizy+ Y, i@ - M) .
E;>0,je)n E;<0,je)n
Posons
Qn = Z tjj'j —I— Z tj(i‘j — M)
Ej>0,j€JN E]'<0,j€JN
=(1-0% >t
JEJIN
= (1= 0%)t, 1,
On a ( 0)
1—-09 sit;, =1
_ _no o Jo Jjo )
X = (1 0 )tjoljo { (90 — 1)le si t;, = —1.
Donc

B(z, Jp) = (1= 6)B(z, Jp) + oo

De cette derniere expression, on déduit que :

o Sif(z, J, B) > €, on recommencera alors une nouvelle itération avec le nouveau
plan de support {z, .Jg}.

e Sif(z, J, ) < €, on peut arréter I’algorithme avec T est e-optimal.

e Si f(z, J, ) = 0, alors on arréte la procédure en ayant trouvé notre solution
optimale.

4.6 Algorithme de la méthode

Soit un plan de support initial {z, Jg} et € > 0.
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Calculer le vecteur des estimations :
ET = (EL EY) = chAZ'A — .

Tester 'optimalité de la solution du support réalisable {z, Jp}.

— Calculer la valeur de suboptimalité 5(z, Jg),

— Si B(x, Jg) = 0, alors on peut arréter 1'algorithme, {z, Jg} est optimal;
— Si B(x, Jg) < €, on peut arréter I'algorithme avec {x, Jg} est e-optimal;

— Si B(x, Jg) > €, aller a (3).

Changer la solution réalisable x par 7 : ¥ = x + 0°1.
— Calculer le vecteur [.
— Calculer le pas maximal 6°.
— Choisir I'indice jj.
(i) Si #° = oo alors la fonction objective n’est pas bornée, on arréte 1'al-
gorithme.
(i) Sinon, calculer le nouveau point T = x + 6°1.

Tester 'optimalité de la nouvelle solution réalisable 7.

— Calculer 3(z,Jg) = (1 —0°)3(z, JB);

— Si 6° = 1, alors on peut arréter 'algorithme avec {7, Jp} est optimal,

— Sif(z, Jg) < €, alors on peut arréter I'algorithme avec {z, Jp} est e—optimal,
— Si B(z, Jg) > ¢, aller a (5).

Changement de support Jp par Jg

— Calculer le vecteur t;

— Calculer gg, et déterminer I'indice j; ;

— Déterminer le nouveau support Jg = (Jp \ jo) U Ji ;
— Calculer 8(z, Jp) :

~ Si B(z,Jp) = 0, alors on peut arréter l'algorithme avec {7, Jp} est
optimal ;

~ Si B(z,Jp) < ¢, alors on peut arréter I'algorithme avec {Z,Jp} est e-
optimal ;

~ Si B(z,Jg) > € aller a (1), on passe a une nouvelle itération avec le
nouveau plan de support {z, Jg}.
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4.7 Etude d’un exemple numérique

Nous allons illustrer le développement théorique de la méthode en considérant

le programme linéaire suivant :

max z(x) = —x1 + 329,

3x1 — 229 <7,
—1 +4x9 <9,
—21’1 + 3272 S 6,
T1,T9 Z 0.

On introduit les variables d’écart, ce qui conduit au probléme suivant :

max z(z) = —x + 39,

3.231 — 2:132 + X3 = 7,
—x1 +4x9 + 24 =9,
—21’1 + 31’2 + x5 = 6,
T1,T9,T3,T4,Ts Z 0.

(4.8)

En s’inspirant de notre méthode, résoudre le P.L (4.8) revient a résoudre le P.L

suivant :

max z(z) = —x1 + 3,
31’1 - 21‘2 +ZE3 = 7,
—x1+4x9+ 14 =9,
—233'1 + 3.1'2 + x5 = 6,

0<z; <M, pouri=1,5.

3 -2 1

00
A= —14010,CT:(—13000>,b
3 00 1

Posons Jy = {1,2} et Jg = {3,4,5}.

(4.9)

Le point z° = ( 00796 )T est une solution réalisable pour notre P.L (4.9).

1°7¢ iteration
e Calculons ET = ( 1 -3 0 0 0 )
e (Calculons la valeur de suboptimalité :

5(1’0, JB) =3M — 3.
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Calculons le vecteur [ :

M—-1
2M -1
—4M + 4
—3M + 4

[

Calculons 6 :

Choix de jj :
-3

9, = =
J —3M + 4’

avec jo = 9.
Calculons #° :
-3 -3

9° = min(1 = )
win(l, — ) = 3

Calculons 2z -

dV =24 %=(0 2 11 1 o)T.

Calculons la nouvelle valeur de suboptimalité S(z™), Jp) :

(—3M + 7)(3M — 3)

8 Je) =g )

Ainsi {z(V)| Jz} n’est pas optimal.
Changement de support
e (Calculons le vecteur t :

e Calculons o :

e Déterminons l'indice 7; :

d'ot ji = 1.

> 0.
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e Notre nouveau support est :
Ji) = (Js \ jo) Ujr = {3,4,1}.

e Calculons la nouvelle valeur de suboptimlité A(z(1), J$) :

Bt Iy =3 —2)>0.

T2
Ainsi {z®, J§)} west pas optimal.
2¢me jtération
e (Calculons
E"=(0 F 00 §)

e Calculons ! :

e Calculons #° :

alors

Nous avons :
-2 -2

10—5M) T 10-5M

0" = min(1,
e Calculons =@ :

d®=a® = (2 2 10 00) .

e Calculons B(z®, Jg)) :

Bx®, IV = 130(5M —12) > 0.

Ainsi {z®, J5} west pas optimal.
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Changement de support :
e Calculons

e Calculons o :

e Calculons oy :
alors

e Notre nouveau support est :
T = (5 \do) Ui = {3.2.1}.
e Calcul de la nouvelle valeur de suboptimalité B(z®, J2) :
B, 75") = 0.

Alors, on arréte 'algorithme avec {z(®), J](;)} est optimal pour le probléeme
(4.8).

4.8 Expériences numériques

Afin d’effectuer une comparaison numérique entre la méthode adaptée et les
méthodes de Linprog Solver incorporées dans Matlab Toolbox, une implémenta-
tion sous la version Matlab 8.1.0.604 a été développée. Nous avons résolu les 620
problemes test listés dans le Tableau 4.1, le Tableau 4.2 et le Tableau 4.3 sur un
ordinateur personnel avec Intel Celeron N2830 Cadencé avec CPU 2.17 GHz et 2
Go de RAM, fonctionnant sous Windows 7. La comparaison est basée sur des pro-
blémes de programmation linéaire générés aléatoirement. La caractéristique de ces
problémes est que la solution optimale x et le vecteur ¢ sont connus auparavant.
Dans notre implémentation, les parametres d’entrée de la procédure qui génerent
des problemes linéaires aléatoires sont n et m, respectivement, ils représentent
le nombre de variables et le nombre de contraintes. Le solveur de programmes li-
néaires de Matlab est Linprog, il comporte trois algorithmes : interior-point-legacy,
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interior-point et dual-simplex. Les résultats numériques sont rapportés dans les
tableaux 4.1, 4.2 et 4.3 ou les T'(s) et les «Itérs» représentent respectivement la
moyenne du temps CPU en secondes et la moyenne du nombre d’itérations des dix
problemes générés pour chaque taille de probleme.

v' La Table 4.1 rapporte les résultats numériques pour des problemes linéaires,
ou chaque taille de probleme vérifie n —m < 5. T'(s) Ratio et Itérs Ratio
représentent, respectivement, les rapports de temps de CPU (temps de CPU
de Linprog solver) / (temps de CPU de la méthode Adaptée) et les rapports
d’itérations (nombre d’itérations de Linprog solver / nombre d’itérations de
la méthode adaptée) pour la taille correspondante.
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Dimension du probleme | La méthode adaptée | Linprog Solver Linprog/Adaptée
nxm Ttérs T(s) Ttérs T(s) Itérs Ratio | T'(s) Ratio
10 x 10 1 5.2552¢ 4 4 0.1087 4 200
10 x 8 2 0.0483 7 0.0716 3.5 9.4203
10 x 6 6 0.0366 8 0.0433 1.3333 1.1830
10 x 2 8 0.0675 8 0.04821 1 0.7142
10 x 1 8 0.0776 8 0.04993 1 0.6434
100x 100 1 0.0192 4 0.1945 4 10.1302
100 x 98 2 0.0769 6 0.1082 3 1.4070
100 x 96 7 0.1009 9 0.1937 1.2857 1.9197
100 x 95 7 0.1091 7 0.1419 1 1.3006
200 x 200 1 0.1105 4 0.3410 4 3.0859
200 x 198 2 0.1040 6 0.3582 3 3.4442
200 x 196 6 0.1975 7 0.3937 1.1666 1.9934
200 x 195 7 0.2509 7 0.4352 1 1.7345
300 x 300 1 0.1322 4 0.9757 4 7.3804
300 x 298 2 0.1560 6 1.1976 3 7.6769
300 x 296 6 0.5309 7 1.3690 1.1666 2.5786
300 x 295 8 0.5494 8 1.5316 1 2.7877
400 x 400 1 0.1920 4 2.1882 4 11.3968
400 x 398 2 0.3152 6 2.9825 3 9.4622
400 x 396 6 1.4099 7 3.3398 1.1666 2.3688
400 x 395 7 1.6920 7 3.3879 1 2.0023
500 x 500 1 0.2131 4 4.013 4 18.8315
500 x 498 2 0.4118 6 5.7130 3 13.8732
500 x 496 5 1.3280 6 5.6122 1.2000 4.2260
500 x 495 7 2.1543 7 5.7565 1 2.6720
Mean | 43846 | 0.3953 [6.2692 | 1.5617 [ 22128 | 12.4244

TABLE 4.1 — Résultats numériques pour les probléemes linéaires test

Nous tracons le temps CPU pour les deux méthodes. Le graphe est affiché
dans la Figure 4.1.
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Graphs of CPU time

Adaptive rmethod
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FIGURE 4.1 — Graphe du temps CPU

Lorsque la différence entre le nombre de contraintes et le nombre de variables
de décision de tous les problémes test qui ont été résolus est faible, nous no-
tons que Linprog Solver nécessite plus d’itérations par rapport a la méthode
adaptée. Donc, notre méthode adaptée dépasse Linprog Solver pour résoudre
presque tous les problemes test générés de maniere aléatoire. En effet, la mé-
thode adaptée est en moyenne 2.2128 fois plus rapide que Linprog Solver en
termes de temps CPU et résout les problemes d’essai 12.4244 fois plus ra-
pidement que Linprog Solver en termes de nombre d’itérations. En résumé,
nous constatons que lorsque n — m < 5, notre méthode est tres efficace par
rapport au Linprog Solver.

v' La Table 4.2 rapporte les résultats numériques pour des problémes linéaires
de grande dimension.
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Dimension du probléeme | La méthode adaptée | Linprog Solver
nxm Itérs T(s) Itérs | T(s)
600 x 600 1 0.2728 - -
700 x 700 1 0.2820 - -
800 x 800 1 0.4337 - -
900 x 900 1 0.5538 - -
1000 x 1000 1 0.6011 - -
1000 x 998 2 2.4118 - -
1000 x 996 5 6.5611 - -
1000 x 994 10 19.1011 - -
1000 x 992 21 38.3422 - -
1000 x 990 28 59.0012 - -
2000 x 2000 1 4.6192 - -
2000 x 1998 2 20.7356 - -
2000 x 1996 4 48.1953 - -
2000 x 1995 6 84.7458 - -
3000 x 3000 1 26.9410 - -

TABLE 4.2 — Résultats numériques pour les problemes test avec de grande dimen-

sion

Nous constatons ici que 'efficacité de notre approche est clairement démon-
trée. Donc, quand nous avons n > 500 Linprog Solver nous affiche "Maximum
variable size allowed by the program is exceeded" mais notre méthode nous
retourne la solution optimale et la valeur optimale de la fonction objective.
v' La Table 4.3 rapporte des résultats numériques pour des problemes linéaires
lorsque nous spécifions dans les options de Linprog Solver 'utilisation de la

méthode du simplexe.
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Dimension du probléme | La méthode adaptée | La méthode du simplexe | Adaptée/ Simplexe | Simplex/ Adaptive
nxm Ttérs T(s) Ttérs T(s) Itérs Ratio T'(s) Ratio
100x 100 1 0.0192 1 0.4903 1 25.5364
100 x 90 23 0.2459 18 0.4089 1.2777 1.6628
100 x 85 24 0.3592 19 0.3561 1.2631 0.9913
100 x 82 40 0.3688 25 0.3824 1.6000 1.0368
200 x 200 1 0.1105 1 2.9224 1 26.4470
200 x 190 23 0.7941 16 2.8482 1.4375 3.5867
200 x 180 60 2.3421 25 3.0760 2.4000 1.3133
200 x 172 76 2.4519 44 2.5114 1.7272 1.0242
300 x 300 1 0.1322 1 10.4257 1 78.863
300 x 290 19 1.7033 11 11.7611 1.7272 6.9048
300 x 280 58 4.9132 39 10.8693 1.4871 2.2122
300 x 270 111 15.5494 48 10.3319 2.3125 0.6644
400 x 400 1 0.1920 1 35.8304 1 186.6166
400 x 390 19 3.9109 19 31.2115 1 7.9806
400 x 380 76 10.4119 44 39.3398 1.7272 3.7783
400 x 370 98 22.9960 66 30.7865 1.4848 1.3387
400 x 360 136 23.4680 87 31.9438 1.5632 1.3611
500 x 500 1 0.2131 1 87.2340 1 409.3571
500 x 490 30 22.2344 - 83.2719 - 3.7451
500 x 480 70 22.6654 - 69.7956 - 3.0793
500 x 470 85 34.5860 - 77.1454 - 2.2305
500 x 460 154 41.8694 - 58.4778 - 1.3966
Mean | 50.3181 [ 9.6153 | 25.8888 [ 27.3373 | 1.4448 | 35.0512

TABLE 4.3 — Résultats numériques pour les problémes aléatoires

Nous tracons le graphe du temps CPU pour les deux méthodes. Le graphe
est illustré dans la Figure 4.2.
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FIGURE 4.2 — Graphe du temps CPU

Notons que le nombre d’itérations est plus grand en utilisant notre méthode,
mais le temps d’exécution est inférieur dans la majorité des problemes géné-
rés.
En effet, la méthode adaptée est en moyenne 35.0512 fois plus rapide que la
méthode du simplexe en termes de temps CPU . Mais la méthode du sim-
plexe résout les problemes test 1.4448 fois plus vite que la méthode adaptée
en termes d’itérations. Ainsi, notre méthode reste meilleure que la méthode
du simplexe étant donnée que le temps d’exécution est beaucoup mieux avec
notre méthode.
Dans nos futurs travaux, nous effectuerons les expériences numériques. Nous allons
inclure une phase de recherche d’une solution réalisable initiale. Nous comparerons
notre algorithme sur des problemes linéaires réels "benchmarks" afin d’obtenir des
résultats plus raffinés.

4.9 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode pour résoudre un pro-
gramme linéaire mono-objectif avec des variables non négatives.
La particularité de notre méthode est qu’elle utilise un critére de suboptimalité qui
nous permet d’arréter l'algorithme avec une précision souhaitée. Notre méthode
est efficace, rapide, simple et permet une réduction de temps dans I’ensemble du
processus d’optimisation. En effet, ’étude de la section 8 indique que lorsque la
différence entre le nombre de variables de décision et le nombre de contraintes est
assez faible, la méthode adaptée est jusqu’a 12 fois plus rapide que Linprog solver
en termes de nombre d’itérations et jusqu’a 35 fois plus rapide que la méthode du
simplexe en termes de temps CPU.
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Chapitre 5

Préliminaires et considérations
théoriques

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter les différents concepts utilisés en pro-
grammation multiobjectif en précisant les types de décision qu’il est possible de
prendre.

5.2 Concepts et terminologie

5.2.1 Les alternatives et les critéres
Les alternatives

L’ensemble des alternatives est ’ensemble des solutions réalisables. Cet en-
semble peut étre défini de deux manieres :
— explicitement, par un ensemble fini d’alternatives de cardinal relativement
faible,
— implicitement, par un ensemble de propriétés ou de conditions que les alter-
natives doivent vérifier (c’est le cas d’un ensemble d’alternatives spécifié par
ses variables de décision vérifiant un systéme de contraintes explicites).

Les objectifs (Les critéres)

Un objectif indique le sens de 'amélioration qu'un décideur souhaite apporter a
un systeme lors d’un changement d’état. Il reflete 'aspiration du décideur. Les trois
manieres de poursuivre un objectif sont de le maximiser, de le minimiser ou de le
maintenir dans un certain état. Des exemples industriels classiques de ces situations

69
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sont : maximiser le profit, minimiser le colit ou maintenir un équilibre économique.
Des auteurs ajoutent a ces situations d’autres types d’objectifs comme : pres d'une
cible (but), plus grand ou plus petit quun certain seuil, dans un intervalle, etc...

5.2.2 Paradigme des problémes de décision multiobjectif

On peut répartir les méthodes d’optimisation multiobjectif en trois grandes
familles. Ces familles sont définies en fonction de I'instant ot l’on prend la décision
d’effectuer ou non un compromis entre les fonctions objectif. Ces trois familles sont :

1) Les méthodes d’optimisation a priori :

Dans ces méthodes, le compromis que I'on désire effectuer entre les différentes
fonctions objectif a été déterminé avant ’exécution de la méthode d’optimisation.
Pour obtenir la solution de notre probléeme, il suffira de faire une et une seule
recherche et, en fin d’optimisation, la solution obtenue reflétera le compromis que
I'on désirait effectuer entre les fonctions objectif avant de lancer la recherche. Ces
méthodes sont intéressantes dans le sens ou il suffit d’une seule recherche pour
trouver la solution. Cependant, il ne faut pas oublier le travail de modélisation
du compromis qui a été effectué avant d’obtenir ce résultat. Il ne faut pas, non
plus, oublier que le décideur est "humain" et qu’il sera susceptible de constater
que la solution obtenue en fin d’optimisation ne le satisfait finalement pas et qu’il
souhaite maintenant, apres avoir examiné cette solution, une solution qui opere un
autre compromis entre les fonctions objectif.

2) Les méthodes d’optimisation progressive :

Dans ces méthodes, on cherchera a questionner le décideur au cours de 'opti-
misation afin que celui-ci puisse réorienter la recherche vers des zones susceptibles
de contenir des solutions qui satisfassent les compromis qu’il souhaite opérer entre
les fonctions objectif. Ces méthodes, bien qu’appliquant une technique originale
pour modéliser les préférences du décideur, présentent I'inconvénient de monopo-
liser I'attention du décideur tout au long de l'optimisation. Cet inconvénient n’est
pas majeur lorsque l'on a affaire a des problemes d’optimisation pour lesquels la
durée d'une évaluation de la fonction objectif n’est pas importante. Pour les autres
problemes, I'utilisation d’une telle méthode peut étre délicate. Il est en effet diffi-
cile de monopoliser 'attention du décideur pendant une période qui peut s’étendre
sur plusieurs heures en lui posant, de plus, des questions toutes les dix minutes.
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3) Les méthodes a posteriori :

Dans ces méthodes, on va chercher un ensemble de solutions bien réparties dans
I’espace de solutions. Le but sera ensuite de proposer ces solutions au décideur pour
qu’il puisse sélectionner la solution qui le satisfait le plus en jugeant les différentes
solutions proposées. Ici, il n’est plus nécessaire de modéliser les préférences du dé-
cideur. On se contente de produire un ensemble de solutions que 1'on transmettra
au décideur. Il y a donc un gain de temps non négligeable vis-a-vis de la phase de
modélisation des préférences de la famille des méthodes a priori. L’inconvénient
qu’il nous faut souligner est que, maintenant, il faut générer un ensemble de solu-
tions bien réparties. Dans notre travail, nous nous sommes intéressés a ce type de
méthodes.

5.2.3 Les différentes problématiques multiobjectif
1) Problématique de choix multiobjectif

Cette problématique vise a identifier un ensemble aussi réduit que possible d’al-
ternatives (éventuellement une alternative) meilleures que les autres. Cet ensemble
est constitué d’alternatives entre lesquelles il est difficile de choisir. L’optimisation
est un exemple de cette problématique.

2) Problématique de rangement multiobjectif

Cette problématique vise a ranger les alternatives suivant un ordre de pré-
férence. Elle établit un ordre ou préordre complet ou partiel sur ’ensemble des
alternatives.

5.3 Les structures de préférences

La plupart des modeles de décision multiobjectif utilisent la notion fondamen-
tale de structure de préférence. Pour 'introduire, nous rappelons les définitions
suivantes :

5.3.1 Les relations binaires et les ordres

Soit & un ensemble. Une relation binaire sur & est un sous-ensemble R de
S x S. Nous introduisons quelques propriétés de relations binaires.

Définition 5.3.1. Une relation binaire R sur S est appelée
e réflexive si (s,s) € R pour tout s € S,
e irréflexive si (s,s) ¢ R pour tout s € S,
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symétrique si (s?, 32) € R = (s% s') € R pour tous s',s? € S,

asymétrique si (s',s?) € R = (s%,s') € R pour tous s',s* € S,

antlsymetrlque si (s!,s?) et (s%s') € R = s? = s! pour tous s',s*> € S,
transitive si (s',s?) € R et (s%,5%) € R = (s',5%) € S pour tous s', s?, s> €
S,

. négativement transitive si (s',s?) ¢ R et (s, s°) ¢ R = (s',s°) ¢ S pour
tous s, s%, 8% € S,

e connexe si (s!,s%) € R ou (s?,s') € R pour tous s', s> €S avec s' # s?,
e fortement connexe (ou total) si (s!, s?) € R ou (s2,s') € R pour tous s', s* €
S,

Définition 5.3.2. Une relation binaire R sur un ensemble S est
e une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive,
e un préordre (quasi-ordre) si elle est réflexive et transitive.

Au lieu de (s', s*) € R, nous écrirons aussi s'Rs?.

Définition 5.3.3. La relation binaire R sur S est
e un préordre total si elle est réflexive, transitive et connectée,
e un ordre total s’il s’agit d’un préordre total antisymétrique,
e un ordre faible strict s’il est asymétrique et négativement transitif.

A partir des préordres totaux, des ordres faibles stricts peuvent étre obtenus
et vice versa, comme le montre la proposition suivante :

Définition 5.3.4. La relation binaire R est
e un ordre partiel si elle est réflexive, transitive et antisymétrique,

e un ordre partiel strict si elle est asymétrique et transitive (ou, de maniére équi-
valente, sl est irréflexive et transitive).

5.3.2 Les structures de préférences

Nous adoptons la définition suivante pour une structure de préférence :

Définition 5.3.5. Une structure de préférence R est définie sur S par une relation
binaire P asymétrique et une relation binaire Z réflexive et symétrique. P et Z sont
deux sous-ensembles disjoints de S x S.

s'Rs* & s'Ps® ou s'Zs* (R=PUI).

Si une paire (s!, s?) appartient a la relation P, alors "s! est préférable a s*'. Nous
utilisons aussi la notation s' < 52, ou s! >~ s2.
Si une paire (s', s?) appartient & la relation Z, alors "s! est indifférent & s*'. Nous
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utilisons aussi la notation s! ~ s%.
R est interprété comme une préférence ou indifférence. La notation (s',s?) € R
se lit "s! est préféré ou indifférent a s%'. Généralement, s'Rs? est noté par st <s

ou s! = s%.
Si une paire (s',s?) ¢ P et (s',s%) ¢ T alors s' et s* sont incomparables. La
relation d’incomparabilité R est défini par

R ={(s',5%)/(s',s°) € Sx S, (s',5*) ¢ P et (s',s*) ¢TI}

e La structure de préordre total : Cette structure est utilisée dans la plu-
part des modeles classiques d’économie. Dans ce cas, la relation de préférence
P est un ordre faible, et la relation d’indifférence Z est la non appartenance
a la relation P, c’est-a-dire

T={(s"5)/((s",5°) €S xS, (s',5°) ¢ P et (s,5%) ¢ P}

S’il n’y pas d’ex aequo (Z = (), R est un ordre strict.

e La structure d’ordre partiel : Cette structure est utilisée lorsqu’on
range du meilleur au moins bon, sans ex aequo, les éléments de certains
sous-ensembles d’alternatives. Cette structure autorise les situations d’in-
comparabilité entre deux alternatives.

e La structure de préordre partiel : Cette structure est utilisée lorsqu’on
range du meilleur au moins bon, avec d’éventuels ex aequo, les éléments de
certains sous ensembles d’alternatives. Cette structure autorise les situations
d’incomparabilité et d’indifférence entre deux alternatives.

5.4 L’espace de décision et I’espace objectif

Dans cette section, nous introduisons informellement les notions fondamentales
d’espace de décision (ou de variable) et de critere (ou d’objectif) dans lesquelles
sont contenues les alternatives et leurs images sous les cartographies de fonctions
objectives.

Considérons I'exemple suivant :

Exemple 5.4.1. Nous voulons acheter une nouvelle voiture et avons identifié
quatre modeles que nous aimons : une VW Golf, une Opel Astra, une Ford Focus et
une Toyota Corolla. La décision sera prise en fonction du prix, de la consommation
d’essence et de la puissance. Nous préférons une voiture économique et puissante
avec une faible consommation d’essence. Dans ce cas, nous sommes confrontés a un
probléeme de décision avec quatre alternatives et trois criteres. Les caractéristiques
des quatre voitures sont montrées dans la table (5.1) (les données sont inventées).
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Comment décide-t-on, laquelle des quatre voitures est la «meilleure» alternative,
quand la voiture la plus puissante est aussi celle qui consomme le plus d’essence,
de sorte que nous ne pouvons pas acheter une voiture a la fois économique et
puissante. Cependant, nous observons qu’avec I’'un des trois critéres seuls, le choix
est facile.

Alternatives
VW Opel Ford Toyota
Prix(1,000 Euros) 16.2 149 140 15.2
.Kjeﬂe% Consommation (tgomm) 72 7.0 7.5 8.2
o Puissance (kW) 66.0 62.0 55.0 71.0

TABLE 5.1 — Critéeres et alternatives

Si nous ne prenons en considération que le prix et la consommation d’essence,
il est facile de voir que Opel et Ford sont les choix efficaces. Pour les deux, il n’y
a pas d’alternative qui est a la fois moins cher et consomme moins d’essence. De
plus, Toyota et VW sont plus chers et consomment plus d’essence qu’Opel.
On note S = {VW,Opel, Ford, Toyota} 1’ensemble réalisable, ou I’ensemble des
alternatives du probleme de décision. L’espace, dont ’ensemble réalisable S est un
sous-ensemble s’appelé 'espace de décision.
Si on note le prix par f; et la consommation d’essence par fs, puis les tracés
fi © .S — R sont des criteres ou des fonctions objectives. Le probleme d’optimisation
peut étre énoncé mathématiquement comme :

min(f1(x). fo(x))
L’image de S sous f = (f1, f2) est notée par :
7 :=f(S)={2z€R?: 2= f(x),r € S},

est appelée I'image de I’ensemble réalisable, ou I’ensemble réalisable dans I’espace
critere. L’espace a partir duquel les valeurs de critere sont prises est appelé ’espace
critere.

5.5 L’optimisation multiobjectif

[35] La forme générale d’un probléeme d’optimisation multiobjectif est :

(P) . { (fl(x),fg(l’), s 7fp(x>> — "maximiser"

reSs.

ou on a p fonctions objectif fi : R* — R avec k € {1,...,p} et p > 2.
On note :
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e Le vecteur des fonctions objectifs par f(x) = (fi(x), fo(x), ..., f,(z))" € RP.

e Le vecteur des variables de décision par

T = (.ZUth, s 7xn)T7

appartenant a une région admissible non vide :
S = {m € Rn/g(x) < 0Rm7h(x) = ORT}’

avec g(z) = (91(2), 92(2), - .-, gm(2))" et h(w) = (ha(x), ha(2), ... by ()"
Comme on peut le voir ici, on n’a plus un seul objectif a atteindre, mais p fonctions
objectif. Le but que l'on se fixe dans la résolution d'un probleme d’optimisation
multiobjectif est de maximiser au mieux les différents objectifs sachant que dans
un probleme d’optimisation multicritere, on rencontre souvent des objectifs contra-
dictoires (deux objectifs sont contradictoires lorsque la diminution d’un objectif
entraine une augmentation de 'autre objectif).

Remarque 5.5.1 (La multiplicité des solutions). Lorsque 'on cherche & obtenir une
solution optimale a un probleme d’optimisation multiobjectif donné, on s’attend
souvent a trouver une solution et une seule. En fait, on rencontre rarement ce cas
de figure. La plupart du temps, on trouve une multitude de solutions, du fait que
certains des objectifs sont contradictoires. Donc, quand on résoudra un probléme
d’optimisation multiobjectif, on obtiendra une grande quantité de solutions. Ces
solutions ne seront pas optimales, au sens ou elles ne maximiseront pas tous les
objectifs du probleme. Un concept intéressant, qui nous permettra de définir les
solutions obtenues, est le compromis.

En effet, les solutions que 1'on obtient lorsque l'on a résolu le probléeme sont des
solutions de compromis. Elles maximisent un certain nombre d’objectifs tout en
dégradant les performances sur d’autres objectifs.

Définition 5.5.1. e On note 'image de la région admissible par :
Z=f(S)={2€RP/z= f(x),x € S} CR”.
e Les éléments de Z sont dits vecteurs critéres et ils sont notés par z =
(21,22, ...,2p), ol 2z = fr(z), k € {1,...,p}.

Remarque 5.5.2. On suppose que toutes les fonctions objectifs sont a maximiser. Si
une fonction objectif fi est a minimiser, il est équivalent & maximiser la fonction

—Ji-

Définition 5.5.2. Lorsque toutes les fonctions objectifs et les contraintes qui
définissent .S sont linéaires, le probleme d’optimisation multiobjectif est dit linéaire.
On le note P..M.O (probléme de programmation linéaire multi-objectifs).
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Définition 5.5.3. Le vecteur z € RP est dit résultat si et seulement si z =
f(z),z € S. Notons I’ensemble des résultats par :

Z={2z€RP, Jzebs, 2= f(x)}.

Définition 5.5.4. Etant donnés deux résultats 2! et 22, on dit que z' domine 22
si et seulement si :

2y > 2, Vk € {1,2,...,p} et z, > 2z, pour un certain indice k.

5.6 Les concepts d’optimalité

5.6.1 Optimalité de Pareto

Définition 5.6.1. Un vecteur de décision z* € S est une solution optimale de
Pareto (efficace ou non dominée), s’il n’existe pas un autre vecteur xz € S tel que
fr(x) > fi(z*) pour tout k = 1,...,p et fy,(x) > fi,(z*) pour au moins une
fonction objectif fy,.

Un vecteur critere z* € Z est optimal de Pareto, s’il n’existe pas un autre vecteur
critere z € Z tel que 2, > z; pour tout k € {1,...,p} et z, > 2z pour au moins
une composante z,. Ce qui revient a dire que z* est optimal de Pareto si son
vecteur de décision est optimal de Pareto.

Exemple 5.6.1. Soit le programme linéaire multiobjectif suivant :

min fi(r) = —x1 — 2,
minfa(x) = =211 + 214,
) 1+ 239 <9,
(MOLP1) : 611 — 22 < 30,
T+ 23}’2 < 12,
2 >0i=1,2.

L’ensemble réalisable de (MOPL1) et son image sont représentés sur les figures
(a) et (b) :
En particulier, le polytope S est délimité par cinq solutions extrémes :

e z! = (0,0) dont I'image est y' = (0,0),

o 12 =(0,4.5) dont I'image est y* = (—18,9),
e 7% = (1.5,5.25) dont 'image est y* = (—22.5,7.5),
e % = (6,3) dont I'image est y* = (—18, —6),
e 2° = (5,0) dont I'image est y°> = (=5, —10),

Ici, une infinité de solutions sont efficaces : les segments [z3z1] et [z*2°]. On dit
que ces solutions sont optimales de Pareto (efficaces ou non dominées).
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- ]

il
(2) Ensemble réalisable de (MOPLI) et solutions ef- (b) Image de I’ensemble réalisable de (MOPLI) et
ficaces. points non dominés.

FI1GURE 5.1 — Ensemble réalisable du probleme MOPL1 dans I’espace des décisions
et I'espace des objectifs.

5.6.2 Optimalité au sens de Slater

Définition 5.6.2. Un vecteur de décision z* € S est une solution optimale au
sens de Slater (ou optimale faible de Pareto), s’il n’existe pas un autre vecteur
x € S tel que fi(x) > fr(z*) pour tout k € {1,...,p}.

Un vecteur critére z* € Z est optimal de Slater (ou optimal faible de Pareto), s’il
n’existe pas un autre vecteur criteére z € Z tel que z;, > z; pour tout k € {1,...,p}.
Ce qui revient a dire que z* est optimal de Slater si son vecteur de décision est
optimal de Slater.

Remarque 5.6.1. Comme on peut le remarquer :

Z Pareto g Z Slater

Remarque 5.6.2. Bien que la programmation mono-objectif est étudiée dans I'es-
pace de décision, la programmation multiobjectif est étudiée dans I’ensemble des
criteres. Une des raisons est que 'espace des criteres est souvent de dimension plus
petite que celle de 'espace de décision. Une autre raison est que les décideurs sont
souvent intéressés par les valeurs des criteres.
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5.7 Deéfinitions

5.7.1 La surface du compromis

Le petit nombre de solutions que 'on a sélectionné en utilisant la regle de
classement basée sur la définition de la dominance forme ce que 'on appelle la
surface de compromis (ou front de Pareto).

Exemple 5.7.1. [18] Dans le cas d’un probleme a deux objectifs :
min f1(z),
min fo(x),

res.

On représente la surface du compromis noté P sur la figure suivante :

bH

Fil

FIGURE 5.2 — Représentation de la surface de compromis.
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5.7.2 Représentation de la surface du compromis sur Mat-
lab pour un probleme a deux fonctions objectif

Nous allons représenter la surface du compromis pour le programme linéaire
bi-objectif suivant :
min z;(x) = z7 + 229,
min z5(x) = 7 — 2x3,
Tt xytay =1,
To + Ty = 2,
ZE1—1’2+[E3+J]6:4,
-1 <z <1, (5.1)
—2< 13 <2,
-3 S T3 S 37
—4<uxy <4,
—5 <15 <5,
—6 S Tg S 6.

Effectuons I'optimisation avec optimisation App en suivant les étapes
suivante :

1. Il faut créer le fichier de fonction présenter ci-dessous avant de procéder et
stocker en tant que mymultil.m :

function f = mymultil (x)
f(1) = x(1)+2+x(2);
f((12) = x(1)—2%x(3);

2. Pour définir le probleme d’optimisation, il faut démarrez ’application de
I'optimisation et le définir comme sur la figure ci-dessous :
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4\ Optimization Tool P =
File  Help
|| Problem Setup and Resuits Options
ey
|| selver: | gamutiobj - Multiobjective optimization using Genetic Al.. v || 1. o T
Problem
© Specify:
Fitness function: | @mymultit peciy —
Fitness limit: @ Use default: -Inf

Mumber of variables: |6

Constraints:

Linear inequalities: A b
Linear equalities: Aeq: L01,-11001]  beq |[1:2:4]
Bounds: Lower: ,-2,-3,4,5,6] | Upper: [1,2,34,56]
Run solver and view results

[] Use random states from previous run

Current iteration: 105

Clear Results

Gplimizaton terminated: average change in the spread of Pareto solutons
less than options.TolFun.

Gptimization running.
Optimization terminated: average changs in the spread of Pareto solutions
less than options. TolFun.

Stall generations:

Function tolerance:

@ Specify:

@ Use default: 100

© Specify:

@ Use default: 1e-4

[ Custom functien:

*) Specify:
(= Plot functions
Plot interval: 1 o
[C] Distance Genealogy Score diversity
[] Selection [] stopping Pareto frent

[7] Average Pareto distance’ [] Rank histogram  [] Average Pareto spread

.

[ B Output function

[T Custom functien:

av

| Pareto front - function values and decision variables

[ © Display te command windew

Level of display: |off - -

[ = User function evaluation

Evaluate fitness functions: | in serial

3. Définir les options pour le probleme.

4. Exécutez 'optimisation en cliquant sur Démarrer sous exécuter, afficher les

résultats.

5. Un complot s’affiche dans une fenétre de la figure.

Ohjective 2

Pareto front

S :

= S :

Byl :

: LY [ : :

: : oy :

7 i 1 i i 1 i

-4 -3 -2 -1 0 1 2
Objective 1

5.7.3 Fonction utilité

Le décideur prend ses décisions en se basant sur une fonction. Cette fonction

est appelée la fonction utilité.
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Définition 5.7.1. Une fonction U : R®™ — R représentant les préférences du
décideur parmi les vecteurs criteres est appelée fonction utilité.

Remarque 5.7.1. Si on a 'expression mathématique de la fonction utilité, le pro-
bleme d’optimisation multiobjectifs devient facile a résoudre en utilisant une mé-
thode d’optimisation mono-objectif.

Cependant, cette méthode est inutilisable en pratique. La raison est qu’il est extré-
mement difficile, ou impossible, pour le décideur de représenter mathématiquement
par une fonction ses préférences. Et méme si cette fonction est connue, elle peut
étre difficile & optimiser a cause de sa nature complexe.

Théoréme 5.7.1. Soit la fonction utilité U : R™ — R croissante monotone.
Supposons que U atteint son maximum en z° € Z. Alors, 2° est optimal de Pareto.

Démonstration. Soit 2° € Z une solution maximale d’'une fonction utilité crois-
sante monotone U. Supposons que z° n’est pas optimal de Pareto. Alors, il existe
un vecteur critére z € Z tel que z; > z) pour tout k € {1,...,p} et 2, > zgo pour
au moins un indice ky. Comme U est croissante monotone, on a U(z) > U(z").
Donc U n’atteint pas son maximum en z°. Cette contradiction implique que 2° est
optimal de Pareto. O

Remarque 5.7.2. Le théoreme 5.7.1 donne une relation entre les solutions optimales
de Pareto et les fonctions utilités.

5.7.4 Point idéal

Définition 5.7.2. Les composantes zj du vecteur critére idéal z° € R? sont obte-
nues en maximisant chacune des fonctions objectifs individuellement, soumis aux
contraintes, c’est-a-dire, en résolvant le programme linéaire mono-objectif suivant :

{ max fi ()

reSs.

pour k € {1,...,p}.

Remarque 5.7.3. Si le vecteur critére idéal est admissible c¢’est-a-dire 2° € Z alors
il serait une solution du probléme multiobjectif (P). Cependant, en général, il n’en
est pas ainsi a cause du caractere conflictuel existant entre les objectifs.

5.7.5 Table des gains

Une table des gains est formée en utilisant les vecteurs de décision obtenus lors
du calcul du vecteur critere idéal.
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Nlz) | folx) [...] fplx)
PONE (x(l)) f2(z(1)) L fp(x(l))
z® f1($(2)) f2($(2)) e fp(@”@))
w(:p) fl(g;(p)) fo (x:(p)) ] fp(;(p))

TABLE 5.2 — Table des gains

=M correspond au ;nz;x Sjﬁ(lﬂ)
) correspond au ;nzx ng(l)
z®)  correspond au { me;XSfp (z)

Remarque 5.7.4. On peut voir que les composantes du point idéal sont la diagonale
de la table 5.2 c’est-a-dire :
fi(zW)

o | faa®)

Z =

fp(x'(m)

5.7.6 Point nadir

Les bornes inférieures de ’ensemble optimal de Pareto correspondent aux com-
posantes du point appelé nadir, et noté 2", On peut les estimer a partir de la
table des gains.

Définition 5.7.3. Le point critere nadir est le vecteur dont chaque composante
279 correspond A la valeur minimale de la k*™¢ colonne de la table des gains. En

d’autre termes :

min(fi(z"), fi(z®),... fi(@?)) = 27,
min(fa(z V), fo(a®),..., fo(a?)) = 252,

min(f, (@), f,(&®), ..., () = 20
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Exemple 5.7.2 (Représentation du Point idéal et du point nadir).

probleme multiobjectif suivant :

b

/ glnt nadir
|”‘.
B

min fi(z),
min fo(x),
r €S

\

Point idéal

A

[18] Soit le

FIGURE 5.3 — Représentation du point idéal et du point “nadir”.



Chapitre 6

Quelques méthodes
d’optimisation multiobjectif

Dans ce chapitre, nous allons exposé quelques méthodes utilisées dans la résolu-
tion d'un programme multiobjectif. Nous insisterons principalement sur la méthode
du simplexe multiobjectif en déterminant ses assises théoriques.

6.1 La méthode de pondération

Elle consiste a transformer un probleme multiobjectif en un probleme a un
objectif en agrégeant les différents criteres sous la forme d’une somme pondérée :

(P,) : { ieqe(ﬂfs)‘ =YP_iwrfr(x) = maximiser

Les wy appelés poids, vérifient :

EZ:I wk - 17
Wi Z 0.

I1 est clair que la résolution d’un probleme pour un vecteur poids w fixé ne permet
de calculer que quelques solutions Pareto optimales. Pour obtenir un ensemble
contenant un grand nombre de golutions Pareto optimales, il faut résoudre plusieurs
fois le probleme en changeant fa chaque fois [la valeur de w.

Remarque 6.1.1.

e Cette approche a 'avantage de pouvoir réutiliser tous les algorithmes classiques
dédiés aux problemes d’optimisation mono-objectif.

e Cependant cette approche a aussi deux inconvénients importants. Le premier est
du au fait que pour avoir un ensemble de points bien répartis sur le front Pareto,
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les différents vecteurs w doivent étre choisis judicieusement. Il est donc nécessaire
d’avoir une bonne connaissance du probleme. Le deuxieme inconvénient provient
du fait que cette méthode ne permet pas, de calculer intégralement la surface de
compromis lorsque celle-ci n’est pas convexe.

Théoreme 6.1.1. Supposons que x* soit une solution optimale pour le probléme
pondéré (P,). On a alors :

1. Siwg >0,k =1,...,p alors x* est une solution faiblement efficace pour (P) ;
2. Siwy >0,k=1,...,p alors x* est une solution efficace pour (P) ;

3. 8wy > 0,k =1,...,p et * est l'unique solution optimale du probléme
pondéré (P,) alors x* est une solution efficace pour (P) ;

Démonstration. 1. Soit z* une solution optimale pour le probleme pondéré
(P,). Supposons qu’elle n’est pas faiblement efficace. Dans ce cas, il existe
une solution = € S telle que fy(z) < fe(z*),Vk € {1,2,...,p}. Ayant
wk, > Opour au moins un k. D’ou :

Zp:wkfk(a:) < Zp:wkfk(l"*)
k=1 k=1

Ceci contredit le fait que x* soit solution du probleme P,,. Donc x* est une
solution faiblement efficace pour (P).

2. Soit z* une solution optimale pour le probléme pondéré (P,). Supposons
qu’elle n’est pas efficace. Dans ce cas, il existe une solution x € S telle que
fr(x) < felz*),Vk € {1,2,...,p} et fi,(z) < fr,(z*) pour au moins une
composante fi,. Comme wy > 0,Vk € {1,2,...,p} nous avons :

Zp:wkfk(a:) < Zp:wkfk(l"*)
k=1 k=1

Ceci contredit le fait que x* soit solution du probleme (P,). Donc z* est une
solution faiblement efficace pour (P).

3. Soit z* une solution optimale pour le probléme pondéré (P,). Supposons
qu’elle n’est pas efficace. Dans ce cas, il existe une solution x € S telle que
fr(x) < fi(2*),VE € {1,2,...,p} et fi(x) < fi(2*) pour au moins une
composante fi. Puisque les wy, > 0,VEk € {1,2,...,p}, on a :

= feq(®) < feq(@7) (6.1)
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D’autre part, 'unicité de x* implique que :
feq(x™) < feq(x°), V2 € S (6.2)

Ces deux dernieres inégalités 6.1 et 6.2 sont contradictoires. Ainsi z* est
efficace pour le probleme (P).
O

6.2 La méthode du compromis

Apres avoir étudié les méthodes qui permettent de fusionner les fonctions ob-
jectif en une seule (on parle aussi d’“agrégation” des fonctions objectif), nous
allons présenter des méthodes qui permettent de transformer un probleme d’op-
timisation multiobjectif en un probleme d’optimisation monobjectif comportant
quelques contraintes supplémentaires.

La démarche est la suivante :

— on choisit un objectif & optimiser prioritairement ;

— on choisit un vecteur de contraintes initial ;

— on transforme le probleme en conservant 1’objectif prioritaire et en transfor-

mant les autres objectifs en contraintes d’inégalité.
On appelle aussi cette méthode la méthode de la contrainte e.
Dans le probleme (P), on suppose que la fonction objectif prioritaire est la fonction
de rang 1. Puis on choisit un vecteur de contraintes e, k € {2,--- ,p}, e, > 0.
On transforme alors le probleme (P) de la maniére suivante :

Les principaux inconvénients de cette méthode sont les suivants : elle est gour-
mande en temps de calcul et la programmation de ’algorithme peut étre extréme-
ment difficile s’il y a trop de fonctions contraintes.

Cependant, la relative simplicité de 1’énoncé de la méthode 1’a rendue populaire.

Exemple 6.2.1. Soit le probleme multiobjectif suivant :

min fl(x) = .Z'2,

min fo(z) = (& — 2%
z € 0,2].
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En appliquant la méthode du compromis, on obtient le probleme suivant :

min f(z) = x?

fola) = (1 — 2 <
z €0,2].

Pour résoudre ce probleme, on donne différentes valeurs a la variable € pour avoir
la surface de compromis.

6.3 Les méthodes hybrides

I1 est possible d’exploiter plusieurs méthodes pour en former une nouvelle. Dans
ce cas, nous obtenons une “méthode hybride”.
La méthode hybride la plus connue est la méthode de Corley. Cette méthode utilise
la méthode de pondération des fonctions objectif et la méthode du compromis.
On transforme le probleme (P) de la maniére suivante :

s S0 w, fue),
fk(x) S €k, k= lapv
x € S.

Cette méthode permet de combiner les avantages des deux méthodes citées pré-
cédemment (la méthode de pondération des fonctions objectif et la méthode du
compromis). Elle est ainsi efficace sur différents types de probleémes, qu’ils soient
convexes ou non convexes. Cependant, une difficulté survient : le nombre de pa-
rametres a déterminer a été multiplié par deux. Il sera beaucoup plus difficile a
I'utilisateur d’exprimer sa préférence en jouant sur ’ensemble des parametres.

6.4 La méthode dite du “but a atteindre”

Contrairement a la méthode de pondération des fonctions objectif, cette mé-
thode n’impose pas de travailler sur un domaine réalisable convexe. La démarche
suivie est la suivante :

— on choisit un vecteur de fonctions objectif initial F';

— on choisit une direction de recherche (on fournit, en quelque sorte, des coeffi-
cients de pondération, comme pour la méthode de pondération des fonctions
objectif) w;

— on cherche ensuite a minimiser un coefficient scalaire A\ qui représente 1’écart
par rapport a I'objectif initial f que l'on s’était fixé.

On part du probléme (P), on choisit un vecteur de fonctions objectif initial ' € RP,
un ensemble de coefficients wy, k € {1, -+ ,p}, et 'on désigne par A un nombre
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scalaire que ’on cherchera & minimiser.
Le probleme (P) devient alors :

max \,
fi(x) —wi A < Fy,

fp(x) —wpA < F,
res.

Le principal avantage de cette méthode est qu’elle permet de travailler avec un
ensemble de solutions pas nécessairement convexe. Cependant, il peut exister des
formes de domaines pour lesquelles la solution dépend du choix du but initial.

6.5 La méthode dite du “but programmé”

Cette méthode (se rapproche beaucoup de la méthode du but a atteindre. La
principale différence est qu’apres avoir transformé la forme du probleme d’opti-
misation, on se retrouve avec des contraintes d’égalité et non plus des contraintes
d’inégalité.

La démarche est la suivante :

— on choisit un vecteur de fonctions objectif initial F';

— a chaque objectif, on associe deux nouvelles variables que 1'on appelle les
“déviations” par rapport au vecteur de fonctions objectif initial fixé;

— on minimise ensuite une des deux variables. Le choix de la variable se fait en
fonction du type de dépassement que 'on veut (au-dessus ou au-dessous de
'objectif que I'on s’est fixé).

On part du probléme (P), on choisit un vecteur de fonctions objectif initial F' € RP.
On associe aussi un ensemble de variables dj et d;. a chaque fonction objectif fi(x),
ke {l,---,p} (les "déviations").

On obtient alors le probléme suivant :

max \,

filx) = By +df —dy,

folx) = Fy +df —d,
res.

Remarque 6.5.1. La méthode du but programmé semblable & celle du but a at-
teindre, souleve les mémes critiques. Dans certains cas, on peut “rater” des solu-
tions cachées dans des concavités.
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6.6 La méthode du Simplexe Multiobjectif

Dans cette partie, nous allons exposer la méthode du simplexe multiobjectif
qui est basée sur la méthode du simplexe pour résoudre un programme linéaire
multiobjectif (PLMO), cette derniére a la particularité de pouvoir manipuler les
objectifs comme ils se présentent sans aucune scalarisation ! pour trouver les points
extrémes optimaux de Pareto.

Considérons le probleme de programmation linéaire dont la forme standard est la
suivante :

max Cz,
{ e 63)
ou S est ensemble des solutions réalisables défini comme suit :
S={reR": Az =b, x> 0}. (6.4)

On définit les indices des contraintes et des variables de décision par : [ =
{1,2,---,m}, J={1,2,--- ,n}, tel que :
J=JpUJy avec JgNJy = ¢, |Jg| =m.
Donc, z = z(J) = (z;,5 € J) est un vecteur d’ordre n, b = (b;, 7 € I) est un vecteur
d’ordre m, A = A(I, J) est une matrice d’ordre m x n, tel que rangA = m < n.
Jp étant I’ensemble de base (ou ensemble basique) défini par Jg = {ji,...,Jm} OU
J dénote I'indice des variables, tel que les colonnes (A;);ec, forment une base, les
variables (z;);cp sont les variables de base.
De méme Jy étant I'ensemble des indices hors base défini par Jy = J \ Jp et les
variables (x;);en sont les variables hors base (ou non basique).
On définit la fonction multicritere comme suit :

21 () cix
Z(z) = ZQ@ e e (6.5)
zp(2) o

ou C = C(K,J) avec K = {1,2,---,p} est une matrice d’ordre p x n, dont les

lignes sont les n-vecteurs ¢!, k € {1,2,--- ,p}.

On peut alors fractionner les vecteurs et les matrices de la maniere suivante :
B

v=| —— |, zp=1x(Jp) = (z;, j € Jp), oy =1(In)=(2j, j € IN),
TN

1. La scalarisation est le fait de ramener un probléme multiobjectif & un probléeme mono-
objectif.
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Cp

C=| —— |, Co=C(K,Jp), Cy=C(K,Jy),
Cn

A=A J)=(a;, 1<i<m, 1<j<n),

A= (AplAy), Ap=A(I,Jg), Ay = A, Jy).

Le probleme consiste a trouver ’ensemble de toutes les solutions efficaces ¢’est-a-
dire les solutions optimales de Pareto.
Pour A € R% | on note PL(\) le programme linéaire somme pondérée suivant :

max{\'Cx : Az = b,z > 0}.

e La solution x vérifiant : zxy = 0 et x5 = Ag,lb, est dite solution basique
associée a la base B.
Si = est une solution de base satisfaisant toutes les contraintes du probleme
alors x est une solution de base réalisable.

e On définit la matrice des estimations par W = CzAz'A — C d’ordre p x n
avec W = (Wpg, Wy) correspond done au fractionnement du plan basique.

Remarque 6.6.1. Géométriquement, une solution de base correspond a un sommet
du polyedre défini par Az = b.

Théoréme 6.6.1. La solution réalisable x° € S est dite efficace dans le probléme
(6.3), s’il n’existe aucune autre solution réalisable T € S telle que

Cz > Ca® et O # Ca®.
On note l’ensemble des solutions efficaces par S*.

Théoréme 6.6.2. La solution réalisable 2° € S est dite faiblement efficace dans
le probléme (6.3), s’il n'existe aucune autre solution réalisable T € S telle que

Cz > Cax°.

Théoréme 6.6.3. La solution réalisable x° € S est efficace pour le probléme (6.3)
si et seulement si AN € RP, A >0 tel que

(6.6)

M Cz0 = max \TCx
res.

Définition 6.6.1. Une solution réalisable basique 2 est dite non dégénérée si :

Ij Z O,VJ € JB.
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Propriété 6.6.1. Soit A € R? et A > 0. Pour que A € A(z") , il est nécessaire et
suffisant que

AC2% = max \TCx,
{ xeSs. (6.7)

La démonstration de cette propriété provient directement de la définition du cone
A(z°) et du théoreme 6.6.3.

Remarque 6.6.2. Le cone A(x°) est appelé cone des poids optimaux du plan basique

efficace z°.

Propriété 6.6.2. Dans le cas ou rang C' = n le plan basique 2° est une solution
efficace unique dans 9, si et seulement si A(z°) = R% | avec RE le quadrant positif

de RP.

Propriété 6.6.3. Soit SEZ = {x! 2% ... 2"} Pensemble des solutions réalisables
basiques efficaces du probleme (6.3). Alors

U Alb) =R,
k=1

ot A(2*) est le cone des poids optimaux du plan basique efficace x*.

Démonstration.

L’inclusion Uj_, A(z*) C RE est évidente.

Démontrons 'inclusion inverse c’est a dire que R C Uj_, A(z"). Soit A € RE.
Considérons le probleme suivant :

A'Cx — max,z € S. (6.8)

Avec S un ensemble borné et fermé, alors la solution de (6.8) existe. Le probleme
(6.8) possede alors au moins une solution réalisable basique optimale Z.

Du théoréme 6.6.3, on conclut que & € S8, En vertu de la propriété 6.6.1, on a
X € A(#). Donc R? c Uj_, A(zh). O

Dans le cas de la programmation linéaire multiobjectif, il existe de nombreuses
méthodes de résolution qui utilisent toutes 1'algorithme du simplexe, modifié¢ pour
la circonstance.

Les points extrémes de I’ensemble des solutions réalisables de notre probleme cor-
respondent aux solutions de base réalisables si celles-ci ne sont pas dégénérées. Cela
permet 'utilisation du tableau du simplexe pour déterminer les points extrémes
correspondant aux solutions non-dominées. On va donc énumérer les solutions de
base grace au simplexe modifié, tester si ces solutions correspondent a des solu-
tions efficaces (non-dominées), puis générer le polytope engendré par les solutions
efficaces.

Ainsi, la méthode de résolution comporte trois phases :
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6.6.1 Trouver une solution de base réalisable :

Cette phase est la phase 1 de la programmation linéaire mono-objectif. Elle
consiste a rechercher une solution de base réalisable initiale z° en résolvant le
systeme des contraintes du programme.

6.6.2 Trouver un point extréme efficace :

En s’inspirant de la méthode de H. Isermann, la procédure proposée par H.P.
Benson [7] pour la recherche d’un point initial extréme efficace consiste a résoudre
deux problémes de la programmation linéaire. Notons que si S = (), alors le pro-
bleme (6.3) ne posséde aucune solution efficace, donc on suppose que S # ().

Soit le programme linéaire suivant :

min —z7Cz° + u’'b,
wl +27C —uTA = —e1C, (6.9)
w,z > 0,

ouz’ €S, weR" et z,u € RP
La méthode de H.P. Benson est alors donnée par les étapes suivantes :
Etape (1) : Trouver un point réalisable 2° € S.
Etape (2) : S'il en existe, trouver une solution optimale (w°, 2%, u°) de (6.9),
et aller a I’étape (3), sinon arréter.
Etape (3) : Obtenir un point extréme en résolvant le programme suivant :

max(z° +¢e)TCx,
x €S

Pour voir la preuve de la validité de ces deux procédures, veuillez consulter [69].

6.6.3 Générer ’ensemble des points extrémes efficaces :

Dans cette phase, on localise tous les points extrémes efficaces en effectuant
un pivotage efficace a partir de chaque variable non basique efficace en calculant a
partir du premier point extréme efficace un point voisin et on teste s’il est efficace
en utilisant le test d’efficacité de Yu et Zeleny [105, 106] défini par le théoréme
suivant :

Théoréeme 6.6.4. Soit le programme linéaire :

max g = elv,

Cx—v=_Cx"
x €S,
v > 0.

(6.10)
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Simax g = 0, alors z* est efficace. Sinon, x* est non efficace.

Démonstration. Par définition, z* est efficace si et seulement s’il n’existe pas un
point x € S tel que Cx > Cx* avec au moins une inégalité stricte. Donc, si
max g > 0, alors une des composantes de v n’est pas nulle et z* est non efficace;;
au contraire, si max g = 0, alors toutes les composantes de v sont nulles et x* est
efficace. m

Méthode de Yu et Zeleny [106]

Yu et Zeleny calculent a partir d’un point efficace un point extréme, puis ils
testent si celui-ci est efficace. S’il ne 'est pas, ils reviennent au point efficace, puis
le procédé est itéré. Cependant, Yu et Zeleny ne testent pas toutes les bases car
certaines sont efficaces ou dominées de maniere évidente.

Soient Jp I'ensemble des indices des variables de base et Jy l'ensemble des indices
des variables hors base.
Apres réarrangement des colonnes de la matrice A, le systeme Ax = b s’écrit

(Ap, Aw) ( v ) =,
TN
ou AB = A(], JB),AN = A(I, JN),I'B = ZE(JB> et IN = ZE(JN)
D’apres les formules habituelles de résolution d’un programme linéaire, on a

rp = Aglb — AélANiL'N = Aglb,

car rny = 0.
On pose
Y = (yij,i € JB,j € JN) = AEIAN.

La valeur de la fonction objectif pour la solution de base réalisable z = (b,0)%,b €
R™ 0e R"™™, est
2L = Z Chrby, k € {1,,])}

reJp
On a
ij :ij — Z Ckryrj, j € JN,]{Z € {1,...,p}
reJp
et on pose

b, ,
0; = min{— :y,; > 0; r € Jg}, Vj € Jn.

rJ

Si Wy; <0, Vj € Jy, alors la solution courante (z = (b, 0)”) est maximale pour le
critere k.
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Si on introduit la j*™€ colonne dans la base, on va obtenir une nouvelle solution
Z et un nouveau vecteur Z, a 'aide de la relation suivante :

7 =7+ 0;W;.

Le test d’efficacité présenté ci-haut n’est pas toujours nécessaire, car certaines
solutions sont efficaces ou non efficaces d’une maniere évidente ; et ce, en se basant
sur les remarques suivantes :
Remarque 1 : Soit z une solution de base réalisable.
— S'il existe un j € Jy tel que W; > 0 avec au moins une inégalité stricte,
alors la solution x est dominée par la solution Z. En effet, si 6;W; > 0 alors,
7 =7+ 0;W; > Z, avec au moins une des inégalités qui est stricte.
— Sil existe un j € Jy tel que W; < 0 avec au moins une inégalité stricte, alors
I'introduction de la jéme colonne en base mene a une solution ¥ dominée
par la solution z. En effet, comme 6;W; < 0 alors, Z =7+ 0;,W; < Z, avec
au moins une des inégalités qui est stricte.
Remarque 2 : Soit x une solution de base réalisable, et Z la valeur qui lui
correspond. S’il existe 7,1 € Jy, tel que 0;W; < 6,W; avec au moins une des
inégalités qui est stricte, alors Uintroduction de la j*™€ colonne en base mene a
une solution dominée par celle qui résulte de I'introduction de la [®™€ colonne,
donc il est inutile d’effectuer le changement de base introduisant la colonne j.
Cette propriété découle de la relation suivante :

Hjo < QlVVl = Z+ Hjo < Z+ QlVVl

Remarque 3 : S’il existe un indice k € {1,...,p} tel que Wy; < 0,Vj € Jy, alors
le M€ critere est & son maximum. Si, de plus, il n’existe pas de j € Jy tel que
W, = 0, alors la solution basique correspondante est non dominée.

En définitif, seules les colonnes non comparables a zéro, et les colonnes, telles que
0, W, et 0;,W, ne sont pas comparables, Vji, jo € Jn, sont candidates pour une
introduction en base. Dans ce cas, on ne peut rien dire sur l'efficacité de la solution
T correspondante. Pour cela, on applique le test d’efficacité énoncé ci-haut par ces
auteurs.

En tenant compte de ces remarques, Yu et Zeleny ont construit une procédure, qui
permet d’obtenir tous les sommets efficaces sans en oublier un.

Dans la description suivante de l'algorithme du Simplex multiobjectif, qui
trouve toutes les bases efficaces et toutes les solutions rélisables basiques efficaces,
nous devons stocker une liste L1 de bases efficaces a traiter et une liste de bases
efficaces L2 pour la sortie, ainsi qu'une liste EN de variables non-basiques efficaces.
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Algorithme 6.6.1. Entrée : données A, b, C d’un P.L.M.O.

1.

10.

11.
12.
13.

N

15.

16.

Trouver une solution réalisable.

— Si elle existe, alors aller en 2.

— Sinon Arréter, le probleme est irréalisable.
Poser s = 1.

Calculer z*, le s€€ point extréme efficace.
Vérifier si W2 > 0 pour au moins un t.

— Si out, aller en 3.

— Sinon, aller en 6.

Peut-on améliorer un objectif ?

— Si oui, aller en 6.

— Sinon, aller en 11.

Y a-t-il un 5 € Jy tel que st <07

— Si out, aller en 7.

— Sinon, aller en 9.

Considérer tous les j € Jy.

Vérifier si l'introduction de la j eme. colonne correspondante conduit a une
base inexplorée ?

— Si oui, poser s =s+ 1 et aller en 3.

— Sinon, aller en 9.

Y a-t-il une base inexplorée déja stockée ?

— Si out, aller en 3.

— Sinon, arréter, tous les sommets ont été calculés.
Considérer le programme (6.6.4).

- Simaxg =0, aller en 11.

— Sinon, aller en 12.

La solution z° est efficace, aller en 12.

Calculer 0; = min (x /a;;,a;; > 0),Vj € J§.
Ya-t-il j € J§ tel que ;W7 > 0, W7, Vk € J§ 7

— Si oui, aller en 8.

— Sinon, aller en 14.

Y a-t-il j € J§ tel que VVJS >07

— Si out, aller en 15.

— Sinon, aller en 9.

Vérifier si s < n —m.

— Si oui, aller en 16.

— Sinon, aller en 9.

Stocker les indices de base correspondants qui conduisent a une base inexplo-
rée, et aller en 9.
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6.6.4 Exemple numérique

[34] Soit le programme linéaire multiobjectif suivant :

max f1(z) =z + 2o,

max fo(z) = z1 — 2a3,

max f3(z) = —x1 + 3,

Ty +wxo < 1,

2y < 2, (6.11)
T1— To + I3 S 4,

x1 2> 0,

9 2> 0,

z3 > 0.

On introduit les variables d’écart x4, x5 et xg pour avoir la forme standard d’un
P.L.M.O, on obtient :

max f1(z) =z + 2o,
max fo(x) = x1 — 23,
max f3(z) = —x1 + w3,
T1+ 2o+ x4 =1,
$2+l’5:2,
$1—l’2+[)§3+l’6:4,
Par identification, on a :
I
iQ 1 1 0100 1 1 2 0 000
x:xi,A:010010,b:2,C:10—2000
1 =110 0 1 4 -1 0 1 000
Ts
T
La phase 1 :

Jp = {4,5,6} est un ensemble de base, la solution de base correspondante est
2 =(0,0,0,1,2,4). Et on a :

10 0 200
W=CpAz'A-C=[10 2 00 0
10 -1000
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La phase 2 :

On va appliquer la méthode de H.P.Benson pour trouver notre premier point
extréme efficace.
En utilisant le programme (6.9) et par identification on obtient le programme

suivant :
min u; + 2us + 4us

Wy + 21+ 29 — 23 —up —ug = —1,
U}2+U3—|—221—U1—U22—2,
w3+23—2z2:1,

’lU4—U1:0,

—u2+w5:0,

wg—u3:0,

% >0,i=1,3,

w; > 1,5 =T1,6.

Pour résoudre ce programme, on applique la méthode du simplexe mono-objectif.
A la fin, on trouvera le point suivant :

u’ = (2,0,0),z° = (0,0,1),w° = (2,0,0,2,0,0)

Pour obtenir un point extréme efficace pour le probléeme (6.11), on résout le pro-
gramme suivant :

(2° +¢)TCr — max,
x €S

Par identification on obtient :

max 22,
LL’1+JI2+LL’4:1,
ZE2+I5:2,

T1 — To + T3+ 26 = 4,
z;>0,i=1,6.

Ainsi notre point extréme efficace est 2" = (0,1,0,0,1,5), I'ensemble de base cor-

respondant & ce point est Jg1 = {2,5,6}, et I'ensemble hors base est J](\,l) ={1,3,4}
avec :

1 0 0 200 1 10 1 00 1
W= -10 2 000 [, A= —-100 -110|,0W=]1
1 0 -1000 2 01 1 01 5
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La phase 3 :

On fait entrer la variable x; en base et on fait sortir la variable z5. Notre
ensemble de base devient Jg) = {1,5,6}, donc I’ensemble hors base est J ](\?) =
{2,3,4} avec :

0O -1 0 1 00 1 1 0 1 00
w& =101 2 1 00|, A® =10 1 0 0 10|, =
0O -1 -1 -1 0 0 0 -2 1 -1 01

1

2

3

On pourrait résumé ces résultats dans le tableau suivant :

w ]0 -1 0 1 0 0]1
w01 2 1 0 01
wy [0 -1 -1 -1 0 0]-1
21 1 0 1 0 01
z5 10 1 0 0 1 02
2|0 -2 1 -1 0 1] 3

Le point extréme correspondant & cette base est : 2 = (1,0,0,0,2, 3).

Test de Yu et Zeleny

Testons si ce point est efficace pour le probléeme (6.11) en utilisant le test de
Yu et Zeleny :
max g = e’v,
Cx — Iyv = Ca?,
x €S,
veER3 v >0,i=1,3.

Par identification on a :

max g = v1 + v + U3

$1+2$2—U1:1,

Ty — 213 — vy =1,

—x1 + 23 —v3 = —1,

T+ Tg+ Ty = 1, (612)
ZE2+I5:2,

1 — T2+ o3 + 26 = 4,

x; > 0,2=1,6,
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En résolvant le probléeme (6.12) on trouve que : max g = 1 d’ott ) est dominée.
Remarque 6.6.3. Puisque z®) n’est pas efficace, on revient & notre premier point
extréme efficace c’est a dire (V) = (0,1,0,0,1,5) avec Jg) = {2,5,6} et J](\}) =
{1,3,4}. On fait entrer la variable x5 en base et on fait sortir la variable z4. Notre
ensemble de base devient J §’ ) = {2,3,6}, et on suit les mémes étapes que pour

2
A

Pour J&) = {1,5,6} , le tableau de la base est le suivant :

w0 -1 0 1 0 01
w, |01 2 1 0 01
wy |0 -1 -1 -1 0 0]-1
7,11 1 0 1 0 0]1
2510 1 0 0 1 0] 2
2610 -2 1 -1 0 1|3

Le point extréme correspondant & cette base est : 23 = (1,0,0,0,2, 3).

Si on trouve que x® est efficace, on continue la procédure & partir de ce dernier
sinon on revient & notre premier point extréme z() et on fait entrer une nouvelle
variable hors base.

On continue la procédure et a la fin de l'algorithme, nous avons identifié
trois bases efficaces J5' = {2,5,6}, J2 = {1,5,6} et J = {2,3,5}. Les so-
lutions efficaces réalisables de base correspondantes sont respectivement 1) =
(0,1,0,0,1,5), 2® = (1,0,0,0,1,0) et 2 = (0,1,5,0,1,0). Notez que les bases
{1,5,6} et {2,3,5} ne sont pas adjacentes, car au moins deux pivots sont néces-
saires pour obtenir I'un de I'autre. Ils sont cependant connectés via {2,5,6},



Chapitre 7

La méthode adaptée du support
pour la résolution d’un
programme linéaire multiobjectif

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier un programme linéaire multicritere
a variables bornées, et ce en utilisant la méthode adaptée du support [40]. Cette
méthode est connue en optimisation mono-objectif pour son efficacité, et le grand
gain en temps et en espace mémoire qu’elle présente.
Cette méthode a fait 1'objet d'une publication dans le journal "Turkish Journal
of Mathematics”[22]. La contribution de notre travail se situe beaucoup plus au
niveau algorithmique qu’au niveau théorique. En effet, nous nous sommes atta-
chés a concevoir une méthode algorithmique permettant de traiter efficacement
des problemes tout en respectant un cadre théorique solide justifiant rigoureuse-
ment notre méthode.

7.2 Position du probleme et définitions générales

La forme standard d’un probleme linéaire multicritere a variables bornées est
définie par :

max Z(x) = Cu,
{ e (7.1)
ou S est ensemble des solutions réalisables défini comme suit :

100
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On définit les indices des contraintes et des variables de décision par : I = {1,2,--- ,m},
J={1,2,--- ,n}, tel que :

J:JBUJN avec JBHJN:¢, |JB’ =m.

DODC, r = .%'(J) = (l’j,j S J), d1 = d1<J) = (dljaj S J) et d2 = dg(J) = (dgj,j €

J) sont des vecteurs d’ordre n, b = (b;, 7 € I) est un vecteur d’ordre m, A = A(I, J)

est une matrice d’ordre m x n, tel que rangA = m < n.

On définit la fonction multicritere comme suit : :

21 () cix
Z(x) = ZQ@ o e (7.3)
() cx

ou C = C(K,J) avec K = {1,2,--- ,p} est une matrice d’ordre p x n, dont les

lignes sont les n-vecteurs cf, k € {1,2,--- ,p}.

On peut alors fractionner les vecteurs et les matrices de la maniere suivante :
B

€Tr = —— , Q?BI$<JB):(1}j, jGJB), xN:x(JN):(xj, jEJN),
TN
Cp

C=| — |, Cg=C(K,Jp), Cn=C(K,Jn),
Cn

A=A,J)=(a;, 1 <i<m, 1<j<n),
A= (Ap|An), A= A(l,J), Ay = A, Jn).

Nous donnons les définitions suivantes :
e Un vecteur z vérifiant les contraintes du probleme (7.1) est appelé plan ou
solution réalisable du probléme.
e L’ensemble Jg C J, |Jg| = m, est dit support si

det AB = det A(I, JB) 7é 0.

e Le couple {z,Jg} formé du plan x et du support Jg est appelé plan de
support.

e Le plan de support est un point extréme si x; = di; ou x; = dyj, Vj € Jy.

e Le plan de support est dit non dégénéré si
dV < T; < d2j, j € Jp.

— La matrice ET = CgAz'A — C d’ordre p x n est dite la matrice des estima-
tions, avec E = (EL, FL), tels que Ep = E(K, Jg) et Ex = E(K, Jy).
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— On définit la matrice des potentiels comme suit : U = CzAg".

Remarque 7.2.1. Dans notre travail, on suppose que S est un ensemble borné et que
le probléme est non-dégénéré, c’est-a- dire dy < x < ds., donc toutes les solutions
réalisables ont au moins m composantes non critiques, avec m = rang(A).

Remarque 7.2.2. Une solution réalisable de support est différente d’une solution
réalisable de base. En effet, les variables non basiques d’une solution réalisable de
base sont toutes nulles alors que celles d'une solution réalisable de support sont
quelconques, c’est-a-dire positives ou nulles.

7.3 Définition des solutions efficaces et leurs pro-
priétés
D’abord, nous rappelons les théorémes suivants :

Théoréme 7.3.1. La solution réalisable 2° € S est dite efficace dans le probléme
(7.1), s’il nexiste aucune autre solution réalisable T € S telle que

Cz > Ca® et O # Ca®.
On note l’ensemble des solutions efficaces par S*.

Théoréme 7.3.2. La solution réalisable 2° € S est dite faiblement efficace dans
le probléme (7.1), s’il n’existe aucune autre solution réalisable T € S telle que

Cz > Cax°.

Théoréme 7.3.3. (Critére d’efficacité) Soient {x, Jg} un plan de support du pro-
bleme (7.1) et k € K.

St
Eka(), ) .CCj:dlj, jEJN,

Ey <0,  si x;=dy, jEJIn, (7.4)
Ekj =0, st dlj <z; < dgj, j e Jn,

alors le plan de support {z, Jg} est optimal pour l'objectif k, le plan x est alors dit
faiblement efficace pour le probléme (7.1).

Si le plan de support est non-dégénéré, alors ces mémes relations sont aussi néces-
saires pour que x soit faiblement efficace c’est a dire on aura l’équivalence.

Pour discuter sur certaines des propriétés théoriques de base et d’autres ap-
proches du probléme, voir, par exemple, [82, 37, 36].



7.4 Définition des solutions e—efficaces et leurs propriétés 103

Le probleme de la programmation linéaire multicritere a variables bornées peut
étre considéré comme le probléeme de recherche de toutes les solutions qui sont
efficaces ou faiblement efficaces du probleme (7.1) pour C, A, b, d; et dy donnés.
L’algorithme que nous allons développer permet de déterminer aussi des solutions
e—efficaces.

7.4 Définition des solutions e—efficaces et leurs
propriétés

Définition 7.4.1. Soit ¢ € RP,e > 0. Une solution réalisable z¢ € S est dite
e—efficace pour le probleme (7.1) s’il n’existe aucune autre solution réalisable 7 € S
telle que cf x — cfz¢ < €, Vk € K.

On note I'ensemble des solutions e—efficaces du probléme (7.1) par SF.

Les propriétés suivantes sont les résultats directes de la définition des solutions
e—efficaces :

Propriété 7.4.1. 1. SE C SF Ve>0et S¥P =8F  pour e=0.
2. Sie > € >0, alors SE C SE.

Lemme 7.4.1. La solution réalisable x¢ € S est dite e—efficace pour le pro-
bleme (7.1) si, et seulement s’il existe x° € S de telle sorte que tous les vecteurs
AN eRE, P M\ =1, satisfont la condition N'Cz° = max,cs \TCx, Nous avons
l'inégalité suivante :

M(Ca® — Oz°) < e.

Définition 7.4.2. La valeur

Belz, Jp) = > Enlr;—dy)+ Y Byl —dy),

jEJN,Ekj>0 jGJN,Ekj<0
est appelée estimation de suboptimalité de I'objectif k, k € {1,--- p}.

Théoréme 7.4.1. (Caractérisation des solutions e—efficace)
Soit {x, Jg} un plan de support du probléme (7.1) et € un vecteur réel positif ou
nul arbitraire de dimension p.

S’il existe k € {1,...,p} tel que By(x,Jg) < €, alors x est e;-faiblement
efficace du probléeme (7.1).

Si f(x, Jg) = (Be(z, Jg), k € {1,...,p}) <€, alors x est e-efficace.
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7.5 Procédure de recherche d’un point efficace
initial

7.5.1 Trouver un point efficace initial en utilisant la mé-
thode d’Isermann

En s’inspirant de la procédure proposée par H.Isermann pour trouver un point
efficace initial, nous proposons une procédure qui va tenir compte des contraintes
du programme (7.1). La résolution des programmes linéaires introduits dans la
procédure va se faire en utilisant la méthode adaptée du support pour la résolution
d’un programme linéaire [70, 40].

La procédure est donnée dans les étapes suivantes :
Etape (1) : Trouver une solution optimale (u°,v° ~° a° 3°) pour le pro-
gramme suivant en utilisant la méthode directe de support pour la résolution
d’un programme linéaire a variables non nulle :

min(b — Ady) u + (dy — dy) ",
ul’A—vTC +~7 —al =0,

v—f =e,
a,v, 2 0.

(7.5)

ol e € R¥ est un vecteur dont tous les éléments sont égaux a un. Ensuite
aller a I'étape (2).

Sinon arréter la procédure.

Etape (2) : Obtenir un point efficace pour le probleme (7.1) qui est la
solution optimale du programme :

max(v")TCxz,
Az =, (7.6)
dl S x S d27

en utilisant la méthode adaptée du support pour la résolution d’un pro-
gramme linéaire a variables bornées [40)].
Pour établir la validité de cette procédure, nous prouvons les résultats suivants :

Théoréme 7.5.1. Si le programme (7.5) admet une solution optimale (u°,v°, 1%, a®, 3°),
alors le programme (7.15) admet une solution optimale qui est un point efficace
pour le probléme (7.1).

Démonstration. Soit A € RP, A > 0, et considérez le programme linéaire suivant :

max A Cxz,
Ax =b, (7.7)
d1 S i S dg.



7.5 Procédure de recherche d’un point efficace initial 105

On pose y = & — d; dans le programme linéaire (7.7). On a :

max M\ 'Cy + \TCd;,

Ay =b— Adl,

Yy S d2 - d17 (78)
y > 0.

Soit (u?,v%,4°, a2 3°) la solution optimale de (7.5). Le programme dual de (7.6)
est donné par
minu® (b — Ady) +~7 (dy — dy),
uT A+~ > (91C, (7.9)
v 2 0.
Comme (u®,v%,7°, a, 3°) est la solution optimale du programme (7.5), alors (u°,~°)
est une solution réalisable pour le programme (7.9). Puisque 1’ensemble S est non

vide, le programme (7.6) est un probléme réalisable. De la théorie de la dualité, le
programme (7.8), avec A = v°, admet une solution optimale. O

Le théoreme suivant permet de trouver une solution efficace du probleme mul-
ticritere (7.1) en résolvant un programme linéaire a variables bornées :

Théoréme 7.5.2. [29, 25] Le programme linéaire suivant :

T
max e’ C'x
’ 1

{ xes. (7.10)
admet une solution optimale si et seulement si, le programme (7.1) posséde une

solution efficace.

Théoréme 7.5.3. Le programme (7.5) admet une solution optimale si et seule-
ment si, le programme (7.1) posséde une solution efficace.

Démonstration. Le programme dual de (7.5) est donné par :

max e’ z,

Ay =b— Adl,
—Cy+2=0,
y < dy—dy,

y =0,

z>0.

(7.11)

Si on effectue le changement de variables y + d; = x, on obtient le programme
suivant :

max el z,

Axr =0,

z = Cz — Cdy, (7.12)
di <z < dy,

z > 0.
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On a z = Cx — Cd; > 0, alors le programme (7.12) est équivalent au programme

suivant :
max el Cx — e Cd;,

Az = b, (7.13)
d1 S T S dg.

Or, comme e’ Cd; est une valeur constante, alors le programme (7.13) est équi-
valent au programme (7.11).

En appliquant le théoreme 7.5.2 et d’apres la théorie de la dualité, on établit le
théoreme. O

Le théoréme suivant décrit une classe de problemes linéaires multiobjectif pour
lesquels la procédure d’Isermann est valide.

Théoréme 7.5.4. La méthode d’Isermann est valable si T = {x € S,Cxz > 0} est
non vide.

Nous proposons donc d’utiliser une nouvelle méthode pour générer un premier
point extréme efficace présenté dans la section qui suit.

7.5.2 Trouver un point efficace initial en utilisant la pro-
cédure de Benson-Radjef-Bibi

Inspiré par le processus proposé par H.P.Benson, les auteurs de [82] ont dé-
veloppé une procédure pour trouver une solution efficace initiale. Mais dans leur
méthode, ils utilisent la méthode directe du support pour résoudre les programmes
linéaires mono-critere introduits dans la procédure. Ici, nous utilisons la méme pro-
cédure, mais nous résolvons les programmes linéaires mono-critere en utilisant la
méthode adaptée du support [70, 40].

La procédure utilisée est donnée dans les étapes suivantes :
Etape (1) : Trouver un solution réalisable 2° € S.
Etape (2) : Si S # 0, trouver une solution optimale (u°, w® ~° a®) pour le
probléeme suivant :

min UT(—OZEO + Od1> + wT(b — Ad1> + ’}/T(dg — dl),
u'C —wl'A—~T + ol = —€'C, (7.14)
u,a,y =0,

et aller a I'étape (3).
Sinon, arréte la procedure, le probléme (7.1) n’est pas réalisable.
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Etape (3) : Obtenir un point efficace du programme (7.1) en résolvant le
programme suivant, et ce en utilisant la méthode adaptée du support [40] :

max(u’ + €)' Cz,
Az = b, (7.15)
d1 S X S dg.

7.6 Recherche des solutions efficaces

Dans cette phase, nous adoptons le principe de la méthode adaptée du support,
dont la stratégie est la suivante :
On localise les points efficaces en faisant entrer toutes les variables non basiques
correspondantes a une solution efficace en base. Ainsi a partir du premier point
efficace, on calcule un point voisin et on teste s’il est efficace. S’il ne ’est pas, on
revient a un point efficace, puis le procédé est itéré.

7.6.1 Test d’efficacité d’une variable non basique

Pour tester 'efficacité d'un point 2* dans le programme linéaire multiobjectif
(7.1), nous reprenons le test développé par S.Radjef et M.O.Bibi [82, 70].
On introduit un vecteur colonne v de dimension p et on définit le programme

linéaire suivant :
max g = elv,

Axr =0,

Cr —v=_Cz", (7.16)
dy <z < dy,

v > 0.

Théoreme 7.6.1. Si max g = 0, alors x* est efficace. Sinon, x* est non efficace.

Le programme (7.16) est un programme linéaire hybride; on le résout par
la méthode directe de support pour la résolution d'un P.LL a variables hybrides
[73]. Pour ce, on introduit les notations suivantes pour le transformer en un P.L
a variables bornées que nous proposons de résoudre par la méthode adaptée du

support :
— A - 0 - b
(@) (L) ()

ou [ est la matrice identité d’ordre k.
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Le programme (7.16) devient alors

h = eTv — max,
flx—kﬂv:l;,

di < x < dy,

v > 0.

(7.17)

ol e est un k—vecteur dont tous les éléments sont égaux a 1.
Cependant, deux cas particuliers peuvent se présenter :

Cas particulier 1 : Dans le cas ou tous les éléments de la matrice C' sont positifs
ou nuls, on obtient le programme test :

h = eTv — max,

Axr =0,
Cr —v=Cx¥ (7.18)
dl S z S d?a

Cdy —Czx*<v<Cdy — Cx*.

On introduit les notations suivantes :
x — A 0 T b —
()38 S) =) oo,
S5 _ [ d = [ do
dl_(Cdl—Cl'*>7d2_<0d2—0$*>
On obtient alors le programme test suivant :

(7.19)

En utilisant la méthode adaptée du support pour la résolution d’'un P.L. a
variables bornées [13], on résout le programme linéaire (7.19).

Cas particulier 2 : Dans le cas ol tous les éléments de la matrice C' sont négatifs
ou nuls, on a le programme test suivant :

h = eTv — max,

Ax = b,
Cx —v=Cx* (7.20)
dl S xr S d27

Cdy — Cx*<v<Cdy — Cux*.
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On introduit les notations suivantes :

b, (7.21)

En utilisant la méthode adaptée du support pour la résolution d'un P.L. a
variables bornées [13], on résout le programme linéaire (7.21).

7.6.2 Construction de la nouvelle solution efficace

La méthode de recherche des points efficaces consiste a faire entrer les variables
hors base correspondantes au premier point efficace trouvé dans la deuxiéme phase
une apres l'autre.

Le changement de plan consiste a augmenter z, (z) et le Changement du support
consiste a diminuer O, (), (O, (N) étant la fonction duale de zy, (z)).

La construction du nouveau plan = x + 6°l, consiste a choisir [ € R", appelée
direction d’amélioration, et un nombre non négatif §° qui est le pas maximal le
long de cette direction tel que zy, (T) > zx, ().

Soit kg le critere vérifiant la relation :

> | Ekoj| = max ( > \Ekj|) :
jeIn =Lp \jesn
Sur Jy, on pose 6 =1, et

dlj - Zj, si Ekoj > 0,

lj = dzj - Zj, Si Ekoj < O, (722)
0 si Ekoj =0, 7€ Jn.
Sur Jg, on pose I(Jg) = —Az'Anl(Jy) pour avoir AT = b, pour que T vérifie

d; <7 < dy. D’autre part, le pas maximal 6° le long de la direction [ doit vérifier :

dlj —Zj S 490[]' S dgj — Iy, ] c JB.
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Par conséquent, on a

d%‘l;“, si >0,
0; = dljl;%’ si l; <0,
0, si l; =0,
avec
ejo - ;2{1]2 QJ’

ol jo étant I'indice candidat a sortir de la base.

Le pas maximal sera
0° = min(1,6;,).

Le nouveau plan T s’écrit donc 7 = x + 6°L

Calcul de §(z, Jp)
Pour k € {1,--- ,p}, on a:

Bk’(i‘a JB) = Z Ek-j(f]‘ N dlj) +

Z Ekj(jj - de)

E;>05€Jn Ey;<05€iN

= 5k(I, JB> += 90 ( Z Ek;jlj + Z Ekjlj

Ek]'>0,j€JN

Alinsi, on obtient :

Ek0j>0,j€JN

Ekj<0,j€JN

Ek0j<0,j€JN

En remplagant {; donné par les relations (7.22), on a

Bko<j7 ‘]B) = (1 - Qo)ﬁko(‘ra JB)

De cette derniere expression on déduit que :

) |

Bro(Z, JB) = Bro(, Jp) + 6° ( > BEwili+ Y Ekojlj) :

—~ Si #° = 1 alors T est optimal pour I'objectif kg ; on dit aussi que Z est un
point efficace de Slater; on appelle le programme test pour tester 'efficacité
de ce point ; si ce point est efficace, on considere alors toutes les variables

non basique.

— Si By, (7, jB) < €p,, on peut arréter l'algorithme avec z is e-optimal pour
I'objectif kg ; on dit aussi que = est e-faiblement efficace.

~ Si By, (@, J5) > €k, on recommencera alors une nouvelle itération avec le
nouveau plan de support {Z, Jg}, on changera .Jg de la maniére suivante :
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Changement de support

Le changement de support consiste & faire un changement de coplan E vers E,
et du vecteur des potentiels U vers U de telle sorte que :

Bro (T, Jp) < Bro(Z, Jp).
Pour cela on pose :
Eyyj = Eryj + oot;,
Ukoj = Ukyj + 00t
ou t est la direction de diminution de la fonction duale, oy est le pas maximal le
long de cette direction.

Calcul de t et oy
Apres calcul du plan 7 = o + 6°1, le pas 6° est donné par :

00 = min(l,QjO) = 0]'0, j() S JB.

On cherchera un indice j; € Jy qui va entrer dans la base a la place de jy.
Pour cela posons :
b = —sign(l;,), si j = jo,
J — . . .
07 S1 )€ JB\]O:
t(Jn) = t(Jp)Ag' An.

et calculons
09 = 0j, = min(o;),

JEJIN
avec
#;0].7 si Ekojtj < 0,
s =10, si (Eryj = 0et x; # dy, pour t; >0) ou
! (Eryj =0 et x; # dy, pour t; <0), j€Jy
00, sinon .
On a Ey,j;, =0.

Le nouveau support est Jg = (Jp \ jo) U i1
On peut remarquer que :

Bro(Z, Jg) = D> Epi(@y—dy)+ Y. Epy(T;— dy))

Ek0j>0,j€j]\/ Ek0j<0,j€j]\]

= (1 - eo)ﬁko(x’ JB) + 00 Z tj(jj - dlj) + Z tj(‘/fj B d2j)

Ekoj>07j6j1\1 Ek0j<07jEjN

De cette derniere expression, on déduit que :
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e Si By, (Z,JB) > €x,, on recommencera alors une nouvelle itération avec le
nouveau plan de support {z, Jg}.

o Si [y, (7, Jg) < €y, ON peut arréter 'algorithme avec x est e-optimal pour
I’objectif kg ; on dit aussi que & est e-faiblement efficace.

e Si 3,(Z,Jp) = 0, alors on arréte la procédure en ayant trouvé un point
efficace. On appelle alors le programme test (donné dans la section précé-
dente) pour vérifier l'efficacité de ce point, puis on recommence le procédé
en considérant une autre variable non basique.

7.7 L’algorithme de la méthode

Les étapes de la méthode de recherche de points efficaces sont résumées dans
I’algorithme suivant :

I. Trouver le premier point efficace en utilisant la procédure suivante :
e Trouver une solution optimale (u®,w° ~°, a®) du programme (7.14).
e Obtenir un point efficace solution optimale du programme (7.15).
Soit x! le point trouvé, aller en II.

II. Poser s=1:

(1) Soit {z*, Jp} une solution de support réalisable et € > 0.
e Calculer U = CgAZ',
e Calculer F = (Ep, Exy) =UA—-C,

(2) Choisir le critere ko,
o Calculer By, (x*, Jp) :
— Si By, (2%, Jg) > €x,, aller en (3).
— Si Bi, (2%, Jg) < €x,, on peut arréter l'algorithme avec x® est une
solution e, -faiblement efficace, aller en (5).
— Si By, (2%, Jg) = 0, alors on arréte l'algorithme avec z® est une
solution faiblement efficace, aller en (5).

(3) Calculer une nouvelle solution réalisable en utilisant la procédure sui-
vante :
Calculer le vecteur [,
e Déterminer l'indice jy et le pas maximal 6°,
— Poser s = s+ 1.
— Calculer z° = 2571 4 6°1,
e Calculer S, (2%, J5) = (1 — 0°) By, (z°7*, Jp) :
— Si Bry(2°, Jpg) > €, aller en (4).
— Si By, (2%, Jp) < €x,, on peut arréter I'algorithme avec x*® est ey, -
faiblement efficace.
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— Si #° = 1, alors on peut arréter I'algorithme ayant trouvé une
solution faiblement efficace, aller en (7).

(4) Changer de support :

Calculer le veceur t,

Calculer oy, et déterminer l'indice 7y,

Déterminer le nouveau support Jg = (Jg \ jo) U1,

Calculer B(z*, Jg),

~ Si By, (2%, JB) > €, aller en (5).

— Si By, (2%, JB) < €, on peut arréter 'algorithme avec x° est e, -
faiblement efficace.

— Si B, (2%, JB) = 0, alors on peut arréter I’algorithme en ayant
trouvé une solution faiblement efficace, aller en (7).

(5) Vérifier si 'introduction de la jéme colonne correspondante conduit &
une base inexplorée ?
— Si oui, aller en (6).
— Sinon, arréter I'algorithme, les points sont tous trouvés.

(6) Peut-on améliorer un autre objectif ?
— Si oui, aller en (1).
— Sinon, arréter 'algorithme, les points sont tous trouvés.

(7) Considerons le programme (7.16) avec x* = z° :
— Si max g = 0, la solution z* est efficace.
— Sinon, aller en (6).

7.8 Exemple numérique
Soit le probléeme de programmation linéaire a variables bornées suivant :

max z1(x) = z1 + 22,
max zo(x) = o1 — 23,
max z(x) = —x1 + w3,
T1+Tog+ T4 = 1,
Lo+ T5 = 2,
ZL‘1—172+5E3+176:4,
—1<x <1,

—2< 19 <2,

—3< w3 <3,

—4 < x4 <4,

—5 < w5 <5,

—6 S T S 6.

(7.23)
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On a 2° = (0,0,0,1,2,4) est une solution réalisable.
I. Calcul du premier point efficace :
D’abord, on doit résoudre le programme (7.14) ; par identification on a :

min(—u1—|—5uz —2U3+8w1+9w2+12w3+2% +4’72+6’Y3+874+10’75+12’76),
Uy + Uy —uz —wy —wg — 1+ o =—1,

2u1—w1—w2—|—w3—72+0z2:—2,

—2up +uz — w3z — 3+ az =1,

—wy — Yty =0,

—wy — Y5 + a5 =0,

—ws — 7 + o =0,

u>0,aa>0,v>0.

Pour résoudre ce programme, on pose :
w=w"—w" avec w" = max(0,w) et w~ = max(0, —w),
Ainsi, on obtient le programme suivant :

min(—u; + 5uy — 2uz + 8w + Jwy + 12wy — 8wy — Jw; — 12w;3
+2"}/1 +4’}’2+6’}/3+8’)/4+ 10’)/5+ 12’)/6),

up +up —ug —w —wi +wy +wy —y +a; =-—1,

2u; —wi —wi +wi +w +wy —wy — Yo+ g = —2,

—2uy +uz —wy +wy — 3 +az =1,

—wy +wy — Y+ as =0,

—wy +wy — 5+ a5 =0,

—wy 4wy — 6+ ag =0,

u>0,wt>0,w >0,aa>0,v>0.

La solution optimale de ce programme est :
(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0).
Pour obtenir notre premier point efficace résolvons le programme suivant :
max(u’ + )7 Cr,

Ax =b,
d1§x§d2.
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Le probleme a résoudre est donc : :

max (2zs),
ZE1+I2+ZL’4:1,
I‘Q+ZE5:2,
1’1—332+333+336:4,
-1<7 <1,
—2<xy <2,

—3 <13 <3,

—4 < x4 < 4,

—5 < w5 <5,

—6 < x4 <6.

La solution optimale de ce programme en utilisant la méthode adaptée du support
est : (1,2,—1,—2,0,6). Ainsi notre premier point efficace est :

e =(1,2,-1,-2,0,6).

Posons Jg = {3,4,5} et Jy = {1,2,6}, et aller en II.
II. Recherche de tous les points efficaces associés a notre premier point
efficace :

0.01
1¢r¢ itération : Soit {x!, Jp} une solution de support réalisable et e = [ 0.01

0.01
e (Calculons la matrice des estimations F :

E=CpAg'A—C.

On a
-1 -2 0 0 00
Ex=1| -3 2 =2 et Eg=|( 0 0 0
2 -1 1 0 00
donc
-1 -2 0 0 0 O
EF=1 -3 2 000 -2
2 -1 000 1

e Déterminer le critére kg such as :

> Byl =max<2 |Evsl, Y Eal, > |E3j|) = > |Eyl=T1,

Jj€IN JjeJIN JjeJIN Jje€IN JjeJIN

d’ou kg = 2.
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e Ona fBy(zM, Jp) = 8 > €3, alors le point ™M) n’est pas optimal pour 'objectif

kfo = 2.
e Calculer la direction d’amélioration [ :

ll 0

lN = l2 = —4 s
lﬁ 0
I3 —4

lB - l4 - —4
l5 4

e (Calculer le pas maximal

9j = min 9]' = min(93, 94, 65) = 63 = 05,

Jj€JB

donc jo = 3 et 6° = min(1,0;,) = 0.5.
e Calculer z(? :

e Calculer fy(z?,Jp) = 4 > ¢, donc {z?, Jg} n’est pas efficace pour le
probleme (7.23).
Changement de support

1
-1
1

o = 0 ,
0
1
3
2

e 0 —= 0
Bk
0
2

® 0y =0j =0y =2,donc j; =2.

Notre nouveau support est : Jg) = (Jp \ jo) Uj1 =1{2,4,5}.
Bo(x? | Jg) = 0, alors {z?), J](gl)} est optimal pour 'objectif ky = 2, donc
2? est une solution faiblement efficace pour le probléme (7.23).
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e Considérons le programme (7.16). Par identification, on obtient le programme
suivant :

max g = vy + vp + vs,

I1—|—2$2—'U1: 1,

$1—2$3—’02 :7,

—T1 + X3 — vy = —4,

X1+ T+ x4 = 1,

To + X5 = 2,

T —$2+233+£CGI4,

-1 < <1,

—2 <1y <2,

-3 <13 <3,

—4 S Ty S 4a

-5 S Ty S 57

_6 S Ze S 67

v > 0.

On trouve max g = 0. Par conséquent la solution z(? est efficace pour notre
probleme(7.23).
2¢me jtération : Soit {z(?),.J g)} une solution de support réalisable.
e Calculer la matrice des estimations E :

-3 -2 =2 0 00
Ex=| -1 2 0 et Eg=|( 0 0 O
1 -1 0 0 00
donc
-3 0 -2 0 0 =2
E=1-10 2 00 O
1 0 -1 00 O

e Déterminer le critére kg tel que :

> Byl ImaX(Z |Eysl, Yo Bl > \E3j|) = > |Byl=T1,

JjEIN JjEJIN JjEJIN JjE€IN Jj€JIN
donc kg = 1.
e On a ﬁl(x(z),Jg)) = 12 > ¢, alors le point z® n’est pas optimal pour

I'objectif ky = 1.
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e (alculer la direction d’amélioration { :

Iy 0

In=1|1lz |=1]6 |,
lg 0
lo 6

lB = l4 = —6
ls —6

e (Calculer le pas maximal
. . 1
Qjo = JII;&I; 0]‘ = mln(QQ, 64, 95) = 92 = g,

donc jo =2 et 6° = min(1,6;,) = 3.
e Calculer 2z :

On peut remarquer que 2 = 2z donc on déduit que (M est optimal pour
I'objectif ko = 1. Ainsi 2 est efficace pour le probleme (7.23).

Soit J](;) = {1,2, 3} une base inexplorée.

3°me jtération : Soit {z(V),J }?} une solution de support réalisable.
Calculer la matrice des estimations F :

1 1 0 0 00
Eyx = 3 =5 =2 |et Eg=1]10 0 0
-2 3 1 0 00
donc
000 1 1 0
E=(000 3 -5 -2
000 —2 3 1

e Déterminer le critere kg tel que :

> |Eky;| = max (Z |Eysl, Yo 1Byl > \ESJ'\> = > |Ey| =10,

jeJIN Jj€JIN JjEJIN JjeEJIN J€IN

alors kg = 2. Ainsi, on ne peut pas améliorer un autre objectif, alors on
peut arréter l'algorithme.
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e Les solutions efficaces trouvées sont :

1 1
0 2
3 -1

1) — 2 _
TV = 0 et o\ = 9
2 0
6 6

7.9 Exemple sur la modélisation mathématique
de la chaine logistique

Pour procéder a I'application de la méthode adaptée, on va reprendre ’exemple
étudié dans [6] qui est le cas pratique d’une entreprise algérienne 'la laiterie Rio"
dont les produits (les yaourts) sont considérés comme sensibles car leur durée de
vie est tres courte. Cette remarque fait que les prévisions des ventes se font a tres
court terme, ce qui permettra a la laiterie RIO de faire face a la demande des
clients en y garantissant la qualité requise.

7.9.1 Présentation de la laiterie

La laiterie de Rio est une société a responsabilité limitée depuis juin 2004
avec un capital estimé a 500000DA. Elle a été créée en 1999 et revét un caractere
familial. Cette entreprise est versée dans la production de yaourts et emploie 26
travailleurs (11 hommes et 15 femmes). Elle a son siege dans la ville de Tlemcen.

7.9.2 Caractéristiques des produits de la laiterie

L’étude des caractéristiques des trois produits fabriqués par la laiterie Rio
est une opération tres importante, pour la prévision des ventes ainsi que pour le
processus de modélisation des chaines logistiques. En effet, il devient difficile de
déterminer la méthode adéquate de prévision si on ne connait pas la nature du
produit et la période de prévision. En plus, le processus de modélisation ne peut
se réaliser sans connaitre les différents objectifs a atteindre et les conditions objec-
tives ou contraintes imposées par les déterminants des produits tels que le temps
nécessaire pour l'approvisionnement, la production et la distribution ainsi que la
capacité dont dispose I'entreprise et qui limite le volume de production (machines,
équipements, heures de travail déterminées par la main-d’oeuvre disponible dans
I'entreprise etc. . .).

Il convient de noter également qu’il existe des caractéristiques communes a ces
trois sortes de produits telles que les étapes de la production, la plupart de leurs
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composants, la période de validité ainsi que des caractéristiques différentes telles
que la qualité, le colit de revient et le profit résultant de la vente de chaque unité

de ces produits.

Apres une étude détaillée des cofits d’achat des matieres premieres, de leur sto-
ckage, des colits de production et de distribution des produits finis, des différentes
étapes de la production du yaourt ainsi que sa durée de validité, on a dressé le

tableau suivant :

Yaourt’ aromatise Yaourt -~ aromatisé | Yaourt brassé aux
emballé dans des , . ,
ots de vlastique emballé dans des | fruits emballé dans

P P 4 pots TONIC des pots TONIC
simple

Durée de production de 2300 pots | 25h et 45m 26h et 15m 27h et 15m

Prix de vente d’un pot en (DA) 36 40 52

Cotit de revient d’un pot (DA) 30.68 33.55 43.62

Profit unitaire (DA) 5.32 6.45 8.38

Qualité du produit acceptable bonne trés bonne

Durée de validité 30 jours 30 jours 30 jours

TABLE 7.1 — Caractéristiques des produits de la laiterie Rio

Apres analyse des ventes hebdomadaires des trois produits pour les années 2007
et 2008 et 'obtention des modeles de prévision pour chaque produit, on a calculé
les ventes prévisibles de la premiere semaine de janvier 2009 comme suit :

Yaourt aromatisé

, Yaourt aromatisé | Yaourt brassé aux
Produits emballé - dans .des emballé dans des | fruits emballé dans
p-ots de plastique pots TONIC des pots TONIC
simple
Ventes hebdomadaires prévisibles | 17459 4164 11177

TABLE 7.2 — Les ventes prévisibles de la premiere semaine de ’année 2009

Le probléme, que rencontre la gestion de la chaine logistique des produits de
la laiterie, est représenté par la facon dont est déterminée la quantité produite
hebdomadairement et a quel moment il faut produire pour réaliser les objectifs.
La planification de la production se fait par semaine car la durée de vie des pro-
duits est courte. Le stockage de la production ne doit pas dépasser la semaine pour
permettre aux détaillants d’écouler leur marchandise.
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Les objectifs sont les suivants :

1. maximisation du profit total;

2. optimisation de la qualité des ventes;

3. minimisation du cofit total de la chaine logistique.

La qualité a été évaluée comme suit :
e tres bonne : 16,20,
e bonne : 14/20,
e acceptable : 12/20.
min z; (z) = 43.62x; + 33.5525 + 30.68x3 + 8220,
max 2o(x) = 8.38z1 + 6.4525 + 5.32z3 — 820, (7.24)
max z3(x) = 161 + 14x9 + 20x3,

e 1 : la quantité produite de yaourt brassé aux fruits emballé dans les pots
TONIC.

e 1, :la quantité produite de yaourt aromatisé emballé dans les pots TONIC.

e 13 : la quantité produite de yaourt aromatisé emballé dans les pots de plas-
tique simple.

Mais il existe plusieurs contraintes qui limitent la réalisation du niveau optimal de
ces objectifs et qui sont représentées par :

— le volume de production qui ne doit pas dépasser le volume des ventes pré-
visibles pour la premiere semaine du mois de Janvier 2009 ;

— la contrainte de la capacité de production et les caractéristiques des produits ;

— le volume de production du yaourt brassé aux fruits doit dépasser 5000 pots,
celui du yaourt aromatisé emballé dans des pots TONIC 2000 pots tandis
que le volume de production du yaourt aromatisé emballé dans des pots de
plastique simple doit, lui, dépasser 9000 pots; ceci parce que la demande
hebdomadaire des trois produits, durant les dernieres semaines de ’année
2008, n’est pas descendue au-dessous de ces quantités;

— la contrainte des heures de travail hebdomadaires disponibles : le volume
horaire hebdomadaire disponible de la production a été estimé a environ
2160 minutes (pour le jeudi, samedi, dimanche et lundi), le calcul du temps
consacré a la production d’une unité des trois produits donnant les résultats
suivants :
z1:0.124 mn; x5 : 0.098 mn; x5 : 0.085 mn.

r1 + xo + x3 < 27600,

0.1242x; + 0.098z2 + 0.085x3 < 2160,

5000 <z < 11177, (7.25)
2000 < x5 < 4164,

9000 < z3 < 17459.
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7.9.3 Résolution du modele a ’aide de la méthode adaptée
du support

Pour résoudre ce probleme considérons le programme suivant :

max Z, (x) = —43.62x1 — 33.5525 — 30.68z3,
max Zo(z) = 8.387; + 6.4525 + 5.32z3,

max Z3(z) = 1621 + 14x9 + 203,

1+ X9+ T3+ x4 = 27600,

0.124x1 + 0.098x5 + 0.085x3 + x5 = 2160,
5000 <z < 11177,

2000 < 5 < 4164,

9000 < x3 < 17459,

0< oz, <M,

(7.26)

Avec Zy(x) = —(21(x) 4+ 8220), Zy(x) = 29(x) + 820 et M un nombre réel positif
aussi grand que 1’on veut. On a 2% = (6000, 3000, 10000, 8600, 272) est une solution
réalisable.

I. Calcul du premier point efficace :

D’abord, on doit résoudre le programme (7.14), la solution optimale de ce pro-
gramme est :

(0,2.2959,0,0,0,0,0,0,0,1.1456, 0,0, 0, 1.7088, 0, 0, 0).

Pour obtenir notre premier point efficace résolvons le programme (7.15), la so-
lution optimale de ce programme en utilisant la méthode adaptée du support
est : (5612,4164,9224,8600,272). Ainsi notre premier point efficace est : M =
(7959.1, 4164, 9000, 6476.9,0) et on a :

21 (M) = 771213.78,
2 (2™M) = 133214.22,
z(xM) = 293640,

x1 = 7959,

Ty = 4164,

x5 = 9000.

Les résultats obtenus peuvent étre interprétés comme suit : la laiterie Rio doit
produire 7959 pots de yaourt brassé aux fruits, 4164 pots de yaourt aromatisé
emballés dans les pots TONIC ainsi que 9000 pots de yaourt aromatisé embal-
lés dans les pots de plastique simple. Cette production nécessite un montant de
771213,78DA, représentant les cotits de gestion de la chaine logistique. Elle réalise
un profit optimal estimé a 133214,22 DA et une meilleure qualité des ventes.
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I1. Recherche de tous les points efficaces associés a notre premier point
efficace :

En posant Jp = {2,4} et Jy = {1, 3,5}, on obtient le point :

@ = (5000, 2000, 9000, 11600, 579), et on a :

21 (z®)) = 553100,
z(2®) = 103500,
z3(2?)) = 288820,
x; = 5000,
x5 = 2000,
x5 = 9000.

Les résultats obtenus peuvent étre interprétés comme suit : la laiterie Rio doit
produire 5000 pots de yaourt brassé aux fruits, 2000 pots de yaourt aromatisé
emballés dans les pots TONIC ainsi que 9000 pots de yaourt aromatisé emballés
dans les pots de plastique simple. Cette production nécessite un montant de 553100
DA, représentant les cotits de gestion de la chaine logistique. Elle réalise un profit
optimal estimé a 103500 DA et une meilleure qualité des ventes.

Remarque 7.9.1. En changeant de support on peut trouver un autre point efficace.

7.10 Conclusion

Ce chapitre est consacré a développer une nouvelle méthode pour résoudre

un programme linéaire multiobjectif a variables bornées en utilisant la méthode
adaptée du support, basée sur 1'utilisation d’une métrique adaptée. La méthode
construite génere un grand gain en temps et en espace mémoire. Ceci est soutenu
par le fait que nous utilisons la méthode adaptée pour résoudre nos programmes
linéaires mono-objectif, et il a été montré que cette méthode est tres efficace, spé-
cialement dans le cas de problemes dégénérés. Il convient de noter que I'utilisation
de la méthode du simplexe est inappropriée pour ce type de problemes.
D’abord, nous avons introduit une nouvelle procédure pour trouver notre premier
point efficace. Par la suite, nous avons développé une procédure détaillée pour
calculer les solutions efficaces et les solutions faiblement efficaces. Nous avons éga-
lement caractérisé les solutions e—efficace pour un programme linéaire multiobjec-
tif. Ainsi, nous avons exploité le critere de suboptimalité de la méthode adaptée
dans la programmation mono-objectif pour obtenir les solutions e-efficaces et les
solutions e-faiblement efficace de notre probleme. De plus, nous avons proposé un
algorithme global pour décrire les étapes majeures dans la mise en ceuvre de la
méthode. Enfin, nous avons présenté deux exemples illustrant I’applicabilité de la
méthode.
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Cette these de recherche concerne la minimisation des polynémes par une nou-
velle méthode dite méthode adaptée du support.

Notre objectif a été de montrer que la méthode adaptée du support peut étre
utilisée efficacement dans la résolution de programmes semi-définis positifs, et en
particulier pour résoudre exactement des problemes linéaires et des problemes
quadratiques convexes. L’excellence des résultats obtenues par 1'utilisation de cette
approche ont pu étre démontrées dans le chapitre 4. De ce fait, nous avons pu
concevoir une nouvelle méthode pour résoudre un programme linéaire multiobjectif
dont les variables de décision sont bornées.

Pour cela, on a commencé par rappeler les notions fondamentales de 'opti-
misation semi-définie positive, ensuite on a défini quelques théorémes et proprié-
tés concernant 'optimisation quadratique convexe pour la minimisation des poly-
nomes homogenes de degré 2 avec des contraintes linéaires, on a aussi proposé la
méthode adaptée pour la résolution des programmes linéaires mono-objectif avec
des variables non négatives. Enfin, on a présenté les différents concepts utilisés
en optimisation linéaire multiobjectif et nous avons étudié un programme linéaire
multiobjectif & variables bornées, et ce en utilisant la méthode adaptée du sup-
port. Ainsi, nous avons proposé une nouvelle procédure de recherche d’un point
efficace initial, un nouveau test d’efficacité d’une variable non basique et une nou-
velle procédure de recherche de tous les points efficaces associés a notre premier
point efficace, et ¢a en s’inspirant du travail développé par S.Radjef et M.O.Bibi
[82, 70]. L’algorithme nous permet aussi de trouver les points e—efficaces, et ce en
exploitant le critére de suboptimalité de la méthode adaptée en mono-objectif.

Notons que la méthode adaptée du support a des propriétés intéressantes. En

effet :

— Elle est innovante dans la mesure ou elle essaye de s’attaquer a des situations
multiobjectif pour lesquelles les méthodes de résolutions sont absentes ou ar-
tificielles. Ces situations englobent les problemes d’optimisation en présence
de nombreux criteres.

— Elle est axiomatisée. D’une part, elle est fondée sur des concepts tels que

124
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'efficacité et I'e-efficacité qui sont motivés et justifiés par des interprétations
intelligibles. D’autre part, ’analyse et les choix effectués pendant la résolu-
tion reposent sur des principes qui peuvent sembler raisonnables.

— Elle est une extension d'une ancienne approche qui a déja montré ses preuves
comme nous avons pu le voir dans le quatriéme chapitre.

— Elle est évolutive puisque ces fondements peuvent étre facilement modifiés
pour satisfaire au mieux d’autre programme, comme nous avons pu le voir
dans le cas de la minimisation d’un polynémes homogenes de degré 2, pour
convenir a la description de situations plus concretes.

Dans I’état actuel de nos travaux, la réalisation de cette approche n’est pas ache-
vée. Néanmoins les simulations numériques que nous avons effectuées montrent
efficacité de cette méthode.

En guise de perspectives, nous proposons les directions de recherche suivantes :

— L’extension de cette méthode pour un programme linéaire multiobjectif a
variables hybrides.

— L’extension de cette derniére pour la minimisation de polynéome homogene
de degré n > 2.

— Enfin, sur le plan général, d’étudier les possibilités d’élargir les concepts
proposés au cadre de 'optimisation semi-défini multiobjectif.

Pour conclure, nous mentionnons qu’actuellement notre approche n’est encore qu’a
un état embryonnaire. Des améliorations tant sur le plan théorique que sur le plan
pratique sont prévues pour que 'on puisse utiliser cette méthode d’une maniere
opérationnelle.
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Annexe

A Introduction

Afin d’effectuer une simulation numérique de la méthode adaptée multiobjectif,
une implémentation sous la version Matlab 8.1.0.604 a été développée. La simu-
lation est basée sur des problemes de programmation linéaire a variables bornées
générés aléatoirement. La caractéristique de ces problémes est que la solution op-
timale x, et la matrice des fonctions objectif C' sont connus auparavant.

Dans notre implémentation, les parametres d’entrée de la procédure qui génerent
des problemes linéaires aléatoire sont n, m et p, respectivement, ils représentent le
nombre de variables, le nombre de contraintes et le nombre des fonctions objectifs.

B Utilisation du langage du logiciel Matlab

Les critere qui nous ont poussé a choisir le langage du logiciel Matlab sont les

suivants :

— Matlab est un logiciel parfaitement dédié a la résolution de problemes d’ana-
lyse numérique ou d’optimisation. En effet, il permet d’effectuer des calculs
matriciels ou de visualiser les résultats sous forme graphique.

— Il possede une grande variété de méthodes scientifiques prédéfinies.

— Il ne nécessite ni dimensionnement ni déclaration de type. Contrairement aux
langages de programmation classiques, les fonctions du Matlab permettent
de manipuler directement et intéractivement ces données matricielles.

C Implémentation de la méthode adaptée mul-
tiobjectif sous Matlab

C.1 Génération des programmes aléatoires

Pour générer des programme aléatoire, nous avons utilisé la fonction "randint'
predefinie sous Matlab.
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Entrée : n, m, p;

n : Le nombre des variables,

m : Le nombre de contraintes,

p : Le nombre de critére a optimiser,
Sortie : C, A, dy, ds, 2°, b;

C' : une matrice d’ordre n x p,

A : une matrice d’ordre m x n,

b : un vecteur d’ordre m,

dy : un vecteur d’ordre n,

ds : un vecteur d’ordre n,

2% : un vecteur d’ordre n.

C.2 Meéthode de Benson

Entrée : C, A, dy, do, 2°, b,
Effectuer le changement de variables suivant :

cl = —horzcat ((—Cxx—Cxdl)’,(b—-Axdl)’,—(b—Axdl)’ ,zeros(n,1)’,(d2—dl)’) ’;
bl = C’xones(k,1);
Al=[horzcat (C',—A’ A’ Jeye(n,n)’,—eye(n,n))];

Résoudre le programme suivant :

Alx =0, (7.27)

en ayant recours au solveur linprog, prédéfini sous Matlab et cela en utilisant le
code suivant :

options = optimoptions(’linprog’,  Algorithm ', ’simplex’);
[x, fval ,exitflag ,output| = linprog(—c,A,b,Aeq,beq,1lb ,ub,x0,options );

Poser

x=x(1:k)’;
c=((x(1l:k)+ones(k,1)) xC)7;
ub=d2;

Ih=dl :

Aeq=A;

beq=b;

A=I[];

b=[];
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Résoudre le programme suivant :

max ¢! z,
Axr =0, (7.28)
d1 S Xz S dg.

en utilisant le solveur linprog pour la résolution d’un programme linéaire a variables
bornée.

Sortie : x!,

2! : la solution initiale de notre programme multiobjectif,

C.3 Choix du critere k

Choisir le critére a optimiser kg et ce en créant une fonction matlab :
Entrée : C, A, Jp,
Jp un vecteur d’ordre m ;
Sortie : k.

C.4 Génération d’une solution e—efficace

Générer une solution efficace en créant un fonction matlab qu’on appellera
"soleft" :

Entrée : 07 A, b, JB7 €, dl, dg, ]{?0,
€ : un vecteur d’ordre n,
Sortie : x, Z(z), 8(z, Jp). Cette fonction integre les sous-fonctions suivante :
— la fonction "checking-inputs" pour vérifier si les dimensions des matrices et
des vecteurs introduit dans la fonction "soleff" sont correctes :
Entrée : C, A, b, z, d1, d2, JB, ¢;
Sortie : n.
— la fonction "suboptimality" pour calculer la valeur de suboptimalité :
Entrée : x, F, Jy, di, da, ko ;
Sortie : f(z, Jp).
— la fonction "finding-theta0" pour trouver le pas 6° et I'indice jg :
Entrée : JB, Z, dl, dg, L, JN,
Sortie : 0°, jo.
— la fonction "suboptimality0" pour calculer la valeur de suboptimalité du nou-
veau plan T :
Entrée : x, Jp;
Sortie : 3(7, Jp).
— la fonction "change-support" pour calculer le nouveau support Jp :
Entrée : Jg, Jy, jo, J1;
Sortie : Jg.
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C.5

la fonction "finding-j1" pour calculer oy et 'indice j; :

Entrée : L, E, JN, JB, Z, A, dl, dQ, j(), ]{?0,

Sortie : jy, t, 09.

la fonction "suboptimality1" pour calculer la valeur de suboptimalité 3(, Jg) :
Entrée : z, Jy, 0°, t, 0o, B(z,JB), E, ko;

Sortie : 3(z, Jg).

Test d’efficacité de la solution générée

Tester 'efficacité des solutions générées tout au long de la fonction "soleft"; et
ce en utilisant la sous-fonction "testeft" :

Entrée : C, A, b, dy, ds, ,

x étant la solution générée,

Sortie : gaz-

— Si gmae = 0, la solution z est efficace,

— sinon la solution x n’est pas efficace, aller a I’étape suivante.
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Abstract: We develop an algorithm to solve a multiple objective linear programming problem with bounded variables.
It is based on the scalarization theorem of optimal solutions of multiobjective linear programs and the single objective
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1. Introduction

Multiobjective programming has applications in many academic areas such as in the fields of engineering,
economics, mining, life sciences, and finance. It has been a topic of research since the 1960s. However, while
this type of optimization has great interest, the simplex algorithm has long been the most exact method used
to solve multiobjective linear programming problems [7]. More recently, algorithms to solve these types of
programs in objective space have been developed [2]. Since the discovery of interior point algorithms to solve
linear programs in polynomial time, efforts to apply such methods to deal with multiobjective programming
are evident. Another focus of interest is based on scalarization. Duality theory for multiobjective linear
programming has been also studied.

On the other hand, single linear programming with bounded variables models many problems in real
situations and major effort has been made in solving such problems. It is also clear that the multiple objective
paradigm appears naturally in this context. The study of the combination of these two areas of optimization is
therefore relevant; it is the main objective of this paper.

In parallel, in the 1980s, Loridan [12] introduced the notion of e-efficient solutions for multiobjective
programs. White [16] then proposed several concepts of approximate solutions for these programs and drafted

methods for their generation. In the last decades, e-efficient solutions have been examined in the literature by

*Correspondence: soniaradjef@yahoo.fr
2000 AMS Mathematics Subject Classification: 90C05, 65K05, 90C29
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many authors. This paper deals with the generation of e-efficient solutions in the case of multiobjective linear
programming with bounded variables.

Following the preceding work in [15], a new method is proposed. The authors develop a method to solve a
multiple objective linear programming problem with upper and lower bounded decision variables. The method
is an extension of the direct support method [14, 15], known in single objective linear programming. This
method is considered as an intermediate method between the interior methods and the simplex one. Indeed,
using the direct support method, the initial feasible solution can be an extreme point, an interior point, or any

point on the edge. This method [11] is usually used to solve linear programs with bounded variables.

In [15], the authors suggested an efficiency test of a nonbasic variable and a new process to search the
initial efficient extreme point. Using the direct support method principle, they prescribed an algorithm to
generate all the efficient extreme points, the e-efficient extreme points, and the e-weakly efficient extreme
points of the problem.

The authors, in [15], used the simplex metric when solving mono-objective programs.

In this work, we use the principle of the adaptive method [10], which is considered more general than the
direct support method in single objective linear programming. Indeed, we suggest to use another metric called
the adapted metric, where we consider all suboptimal indexes by which we build improvement of the objective
function and the maximum step along this direction. This method avoids the preliminary transformation of the
constraints and it enables us to treat the problem as it stands without making any changes. It manipulates the
bounds as they are initially expressed. It is easy to use and it generates a large benefit in time and memory
space. Comparisons with algorithms well known in the field of single objective programming [10, 11] have shown
that this method is more efficient than the other approaches in this context.

We also exploit the suboptimality criterion of this adaptive method to find e-efficient solutions of our
multiple objective problem.

Another contribution of our work is that we propose a new process to search for the first efficient solution
without calculating a feasible solution.

The article is structured as follows. First, we state our purpose and some definitions. The basic concepts
of efficiency, of e-efficiency, and their proprieties are established in Section 3 and Section 4. In Section 5 we
give a process to find a first efficient solution. Section 6 deals with the development of a method to generate
the efficient solutions. The detailed algorithm is given in Section 7 and a numerical example to demonstrate

the applicability of the suggested method is given in Section 8. Finally, we give a conclusion in Section 9.

2. Basic terminology and problem formulation

We consider the following multiobjective linear programming problem with bounded variables:

max Z(z) = Cu,
{ res. (2.1)
The feasible set is defined as follows:
S={reR": Az =b,d; <z <ds}. (2.2)

The indices of constraints and decision variables are respectively denoted by:
I={1,2,---,m}, J={1,2,--- ,n}, such that:
J=JpUJy with JgNJy = 9, |JB| =m.
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Thus, » = 2(J) = (v,j € J), di = di(J) = (dv;,j € J), and dy = do(J) = (da;,j € J) are n-vectors;
b= (b;,i €I) is an m-vector; and A = A(I,J) is an m X n-matrix, such that rangd = m < n.

We define the criterion function as follows:

z1(x) '
z2(2) Cy T

Z(x) = = = Cu, (2.3)
zp(x) c,

where C = C(K,J) with K = {1,2,---,p} is a p x n-matrix, whose rows are the n-vectors ci,k € K.

Then we can split the vectors and matrices as follows:

T . )
T = (mf]), zp =z(Jp) = (2;, j € Jp)y an =z(Jn) = (25, j € IN),

Cp
C = — ,Cp=C(K,Jg), Cn=C(K,Jyn),
Cn

A= A(I,J) = (aij, 1 S 7 S m, 1 S ] S n),A = (AB|AN)7 AB = A(I,JB), AN = A(I,JN)
We give the following definitions:

e The set Jg C J, |Jg| = m, is said to be support if det Ag = det A(I, Jg) # 0.

e The couple {x,Jp} formed by the feasible solution x and the support Jp is called the support feasible

solution. Tt is said to be nondegenerate if

dlj <z; < dgj, VJ € Jp.

e The p x n-matrix BT = CBA;A — C is called the reduced cost matriz, where E = (EL, EL), such that
Ep =E(K,Jp),En = E(K, JN).

e The potential matrix is defined by: U = C’BAEI.

Remark 2.1 In this work, we suppose that S is a bounded set and the problem is nondegenerate; therefore, all

the feasible solutions have at least m noncritical components, with m = rang(A).

Remark 2.2 The support feasible solution is a more general concept than one of the basic feasible solutions.
A support feasible solution can be an interior point, a boundary point, or an extreme point of S, while a basic

feasible solution is always an extreme point.
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3. Efficient solutions and their properties
Definition 3.1 A feasible decision x° € R™ is said to be an efficient solution (or Pareto optimal solution) for
the problem (2.1) if there is no other feasible solution x € S such that Cx > Cx° and Cx # CaP.

Let ST be the efficient solutions set of the problem (2.1).

Definition 3.2 A feasible decision z° € R™ is said to be a weakly efficient solution (or Slater optimal solution)

for the problem (2.1) if there is no other feasible solution x € S such that Cx > Ca®.

Then we recall the following classical theorems:

Theorem 3.3 A feasible decision x° is efficient if and only if:

INERPA>0:ACa® = max M.

xTE

0

Theorem 3.4 A feasible decision z° is weakly efficient if and only if:

INeRP,A>0: M0z’ = max M Cw.
Theorem 3.5 (Efficiency criterion) Let {x, Jp} be a support feasible solution for the problem (2.1) and k € K .
If
Eyj 20, if zj=d;, jeJn,
Ep; <0, if xj=df, jeJn, (3.1)
Ep; =0, if dj <wzj<df, jeJy,

then x is a weakly efficient solution for the problem (2.1).

If the support feasible solution is nondegenerate, then those relations are also necessary to have x weakly
efficient.

For a discussion of some basic theoretical properties and other approaches to the problem see, for example, the
references [1, 5, 8, 9, 15].
Multiple objective linear programming with bounded variables involves determining the whole set of the

efficient and all weakly efficient solutions of the problem (2.1) for given C, A,b,d; and ds.

Our method also determines e-efficient solutions.

4. e-Efficient solutions and their properties

Definition 4.1 Let ¢ € RP e > 0. A feasible decision x¢ € S is said to be e-efficient for the problem (2.1) if
there exists an efficient feasible solution x € S such that cfx — cLx® < ¢, Vk € K.

Let SE be the e-efficient solutions set of the problem (2.1).

The following proprieties are the direct results of the definition of e-efficient solutions:
Proposition 4.2 1. S¥ C S¥ Ve>0 and S¥ =SF, for e=0.
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2. If 1 > €3 >0, then SECSE.

€2

Lemma 4.3 [3] A feasible solution x¢ € S is said to be e-efficient for the problem (2.1) if and only if there

exists an efficient solution x° € S such that for all vectors \ € RY, S°h_ A = 1, satisfying the condition

A Cz? = max,cs A\TCx, the following inequality holds:
M (Cx® — Czf) <.
Definition 4.4 The value

Br(z, Jg) = Z Eyj(z; — dj_) + Z Eyj(z; — dj_)

jEJN,Ek-j>0 jEJN,Ek]‘<0

is called the e-efficiency formula of the objective k, k € K .

Theorem 4.5 (Characterization of an e-efficient solution)

Let {x, Jp} be a support feasible solution of the problem (2.1) and € an arbitrary vector of R .

If there exists k € {1,...,p} such as Br(x,JB) < e, then x is e -weakly efficient for the problem
(2.1).

If B(x,Jg) = (Br(x,J), k€ {1,...,p}) <€, then x is e-efficient.

5. Finding an initial efficient point
5.1. Finding an initial efficient point using Isermann’s procedure

Inspired by the Isermann’s procedure to find an initial efficient solution, we give a procedure by taking into
account the specificity of the constraints of the problem (2.1). The single linear programs introduced in the
procedure will be resolved using the adaptive method [10, 13].

The procedure is given in the following steps:
Step (1): Get the optimal solution (u®,v%,~% a®, 3%) for the following linear program:
min(b — Ady)Tu + (dy — dy) T,
uwl'A—0TC+4T —a” =0,
v—L0=e,
a? ’Y? IB Z 0,

where e € RP is a vector whose entries are each unity. Then go to step (2).

Otherwise, stop the process.

Step (2): Get an efficient solution for the problem (2.1) by finding the optimal solution for the following
program:

max(v?)T Cuz,
Az =0, (5.2)
di <z < da,

using the adaptive method [10].
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To establish the validity of this procedure, we prove the following results.
Theorem 5.1 If the program (5.1) admits an optimal solution (u®,v° 4% a% B°), then the program (5.2)
admits an optimal solution. Besides, this solution is efficient for the program (2.1).

Proof Let A € RP, A\ > 0, and consider the following linear program:

max AT Cz,

We put y = x — d; in the linear program (5.3). We have:

max )\TC'y +2\TCdy,
Ay =b— Ads,

y < dp —dy,

y=>0.

(5.4)

Let (u®,v%,~4% a® %) be the optimal solution of (5.1). The dual of the program (5.2) is given by

minu® (b — Ady) + 7 (dy — dy),
ul'A+~T > ()TC, (5.5)
v 2> 0.

As (u®,0°,9°,a% B°) is an optimal solution of the program (5.1), then (u®,~°) is a feasible solution for the
program (5.5). Since the set S is not empty, the program (5.2) is feasible. From the duality theory, the program

(5.4), with A\ = v°, admits an optimal solution. O

The following theorem allows us to find an efficient solution for the multiple objective program (2.1) by solving

one linear program with bounded variables.

Theorem 5.2 [/, 6] The following linear program:

(5.6)

max el Cz,
T €S,

has an optimal solution if and only if the multiple objective program (2.1) admits an efficient solution.

Theorem 5.3 The program (5.1) has an optimal solution if and only if the multiple objective program (2.1)

admits an efficient solution.
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Proof We give the dual program of (5.1) by

max e’ z,

Ay =b— Ady,
-Cy+2=0,
y < dy —dy,
y >0,

z > 0.

If we put y + d; = =, then we get the following program:

max e’ z,

Ax =b,

z=Cz — Cdy, (5.8)
di <z < dy,

z>0.

We have z = Cx — Cd; > 0, and the program (5.8) is equivalent to the following one:

maxel Cx — eTCdy,

However, as e” Cd, is a constant value, then the program (5.9) is equivalent to the program (5.6).
By applying Theorem 5.2 and according to the duality theory, the theorem is established. O

The following theorem describes a class of multiobjective linear problems for which Isermann’s procedure
is valid.

Theorem 5.4 Isermann’s method is valid if T = {x € S,Cxz > 0} is nonempty.

We propose to use the new method for generating an initial efficient point presented in the next section.

5.2. Finding an initial efficient point using the Benson—Radjef—-Bibi procedure

The authors in [15] developed a procedure to find an initial efficient solution. However, in their method, they
used the direct support method to solve the single linear programs introduced in the procedure. Here, we use
the same procedure but we solve the single linear programs using the adaptive method [10, 13].

The procedure is given by the following steps:
Step (1): Find a feasible solution 2 € S.
Step (2): If S # 0, find the optimal solution (u",w°,~°, a®) of the following linear program:

minu” (—Cx° 4+ Cdy) + w” (b — Ady) + 4T (dy — dy),
ul'C —wlA—~T + T = -0, (5.10)
u,a,y > 0,
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and go to step (3).

Otherwise, stop the process, as the problem (2.1) is unfeasible.

Step (3): Get an efficient solution for the problem (2.1) by finding the optimal solution of the following
program using the adaptive method [10]:

max(u’ + )T Oz,

Az = b, (5.11)

6. Generating efficient points

In this phase, we use the adaptive method principle. Starting from the first efficient solution, we calculate a
neighbor solution, and we test whether it is efficient. If it is not, we return to another efficient solution and we

reiterate the process. Then a test of efficiency of a nonbasic variable is necessary.

6.1. Efficiency test of a nonbasic variable

To test the efficiency of a solution z* in the multiple objective linear program (2.1), we use the test developed
by Radjef and Bibi [13, 15]. Here, the solution of the single objective programs is done using the adaptive

method. We introduce the vector v of dimension p and we define the following linear program:

T

max g = el v,
Ax =b,

Czr—v=_Czx" (6.1)
di < x < do,

v > 0.

Theorem 6.1 If maxg =0, then x* is efficient. Otherwise, x* is not efficient.

6.2. Construction of the new efficient solution
To find the efficient solution, we introduce into the basis, one by one, the nonbasic variables of the initial efficient
solution found in the first phase.

To calculate the new efficient solution T = 2 + 0°1, we choose a direction of improvement [ € R" and a
maximum step #° along this direction such as zy, (%) > 2, ().

Let kg be the criterion satisfying the following relation:

> |Bryjl = max [ > Byl

k=1,p

JEIN JjeIN
In Jy, we set # =1, and we put
dlj — Zj, if Ekoj >0,
lj = dgj - Ty, if Ekoj <0, (62)
0 if Ery; =0, je€Jn.
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In Jg, we put I(Jg) = fA]glANl(JN) to get AT = b, so that T satisfies dy < T < dy. On the other hand, the
maximum step #° along the direction ! must verify

dlj —Zj < Golj < dgj - Ty, j e Jp.

Therefore, we have

T i 1 >0,
b=y “2 i <o,
0, it 1, =0, jeJs,
with
0=

where jj is the candidate index to come out of the basis.

The maximal step is

6" = min(1,6;,).
The new feasible solution is = = + 6°1.

6.2.1. Calculation of 5(z, Jp)
For k € {1,---,p}, we have:

516(5%7 JB) = Z Ekj(ifj _dlj)+ Z Ekj(fij _d2j)

By >0,j€JN Er;<0,j€JN

= ﬁk(a:,JB) + 6 Z Ekjlj + Z Ekjlj

Ek_7‘>0,j€JN Ekj<0,j€JN

Then

Bro (T, J) = Bro (x, Jp) + 6° > Bwili+ Y. Bkl

Ek0_7‘>0,j€-]N Ek0j<0,j€JN
We replace [; given by the relations (6.2). Thus, we have
ﬁko(i‘7 JB) = (1 - 00)Bkg(£7 JB)
From this expression, we deduce that:

e If 0 =1 then T is optimal for the objective kg; we also say that Z is Slater efficient. We consider all the

nonbasic variables.

o If B4, (%, JB) < €x,, we have T an e-optimal for the objective kg ; we also say that Z is e-weakly efficient.

o If By, (%, Jp) > €k, , we start a new iteration with the new support solution {z,.Jg}, and we change Jp

as follows:
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6.2.2. Change of support

Changing support consists of the change of E to E, and U to U, so that:

/Bko(ja JB) S 6]60(:%7 jB)
To this end, we put:
Ekyj = Broj + 00t;,
Ukoj = Ukoj + ootj,

where ¢ is the reduction direction of the dual function and oy is the maximal step along this direction.

Calculation of ¢ and oy :
The step 6° is given by:
0° = min(]-vejo) =0y, Jo € JB.
We seek an index j; € Jy, which will enter into the basis instead of jg.
To this end, we put:
P —sign(l;,), if 7= jo,
1o, it j € Js\jo,
t(Jn) = t(Jp)Az ' An,
and we calculate
00 = 0j, = min(q;),
with
_Ekoj .
—, if Ekojtj <0,
0, if (Eroj =0 and x; #dy; for t; >0) or
o; =
! (Epp; =0 and a; # da, for t; <0), j € Jy,

00, else .

We have Ey,;, = 0.
The new support is Jg = (Jp \ jo) U j1.

We can notice that:

ﬁko(fﬂjB) = Z Ekoj(fj - dlj) + Z Ekoj(i'j — de)

Ergi>0,j€JN Erg;<0,j€dN
= (1—90)6]%(58, JB) + oo Z tj(i‘j —d1j)+ Z tj(jj —dgj)
Ek0j>0,j€jN Ek0j<07j€7N
From this expression, we deduce that:

o If By, (%, JB) > €x,, we call the test program to verify the efficiency of this solution; if it is efficient, we

will begin a new iteration with the new support feasible solution {z,.Jz}.
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o If By, (z,JB) < €x,, we have T an e-optimal solution for the objective kq; we also say that T is e-weakly
efficient.

o If B3;,(%,Jp) = 0, then we find the Slater efficient solution. Then we consider another nonbasic variable
to start a new iteration.

7. Algorithm of the method

The steps of the method to search for the efficient solutions are given in the following algorithm:

I. Find the first efficient solution by using the following procedure:

e Find an optimal solution (u®,w% ~4° a) of the program (5.10).
e Obtain an optimal solution solution of the program (5.11).
Let ' be the obtained solution, go to II.

II. Set s=1:

(1) Let {z*,Jp} a support feasible solution and € > 0.
e Calculate U = CBA;.
e Calculate E = (Ep,En)=UA-C.
(2) Choose the criterion k.
o Calculate By, (2°, Jp):
— If Bi,(2®, JB) > €k, , g0 to (3).
— If By, (2°, JB) < €k, , then x* is ey, -weakly efficient, go to (6).
— If By, (2%, Jg) =0, then z*® is weakly efficient, go to (5).
(3) Calculate the new feasible solution by using the following procedure:

e Calculate the vector [.

e Determine the index jo and the maximal step 6°.

e Set s=s5+1.

Calculate x°* = 2571 + 601, s*" feasible solution.
Calculate By, (2%, Jp) = (1 — 0°) Bk, (2571, Jp):
— If By, (2®, JB) > €k, , g0 to (4).

— If By, (2®, JB) < €k, , then z° is e, -weakly efficient, go to (6).
— If 8 =1, then ° is weakly efficient solution, go to (5).
(4) Change the support:

e (Calculate the vector ¢.

e Calculate og, and determine index j; .
e Determine the new support Jg = (Jp \ jo) U j1 -
e Calculate B(x*, Jp).

— If By, (2, JB) > €k, , g0 to (7).
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— If By, (2%, JB) < €k, , then z° is e, -weakly efficient, go to (6).

— If By, (2%, JB) =0, then x° is weakly efficient solution, go to (5).
(5) Introduction of the jth corresponding column leads to an unprocessed basis?

e If so, go to (6).

e Else, stop, all the solutions are found.
(6) Can we improve another objective?

e If so, go to (1).

e Else, stop, all the solutions are found.
(7) Consider the program (6.1) with a* = z°:

e If maxg =0, the solution z* is efficient.

e Else, go to (6).

8. Numerical example

Consider the following linear programming problem with bounded variables:

max z1(x) = x1 + 229,
max z9(x) = x1 — 23,
max z3(x) = —x1 + 23,
T1+ T+ 14 =1,

To + x5 = 2,

T — X2 + 3 + 16 = 4,
-1<z <1,

—2 < xy <2,

-3 <3 <3,

—4 < x4y < 4,

=5 < a5 <5,

—6 < x4 <6.

Wehave z°=(0 0 0 1 2 4 ) as a feasible solution.

I. Calculation of the first Pareto efficient solution:
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First, we solve the program (5.10); by identification we have:

min(—u; + bug — 2ug + 8wy + Ywg + 12w + 291 + 42 + 63 + 8y4 + 105 + 12v6),
ur tuz —ug —wr — w3 —m +oa =—1,

2u1 —wy —we +wg — 2+ ar = -2,

—2up +uz —wz —y3+azg =1,

—w; — v +ag =0,

—wz — Y5 + a5 =0,

—w3 — 76 + a6 = 0,

u>0,aa>0,v7v>0.

To solve this program, we put:
w=w" —w" with w =max(0,w) and w~ = max(0, —w),

and so we get the following program:

min(—uy + 5ug — 2uz + 8w + 9wy + 12wy — 8wy — Jwy — 12w5 + 21 + 4z + 673 + 84 + 1075 + 1275),
uy +ug —uz —wy —wi +wy +wy —y +a=-1,

2up —w —wy +wi +wp wy, —wy — Y2+ g = —2,

—2uy +uz —wi +wy —y3+az=1,

—wi +wy — -+ oy =0,

—wy +wy; — 75 +as =0,

—wf 4wy — 7+ ag =0,

u>0,wt>0,w” >0,a0> 0,7 > 0.

The optimal solution to this program is:

(0O O1 00OO0OOOOOOOOOOZ2U0UO0O00).

To obtain the first Pareto efficient solution, we solve the following program:
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Identification yields:

max(2x2),

1+ a2+ 24 =1,
Ty + x5 = 2,

r1— o+ a3+ a6 =4,
-1<7 <1,
—2< 19 <2,

-3 <23 <3,

—4 < x4 <4,

-5 < x5 <5,

—6 <26 <6.

The optimal solution to this program by the adaptive method is: (1 2 —1 —2 0 6 ). Then our first
Pareto efficient solutionis: (1 2 -1 —2 0 6 ).
We set Jp = {3,4,5} and Jy ={1,2,6}, and go to IIL.

I1. Search all Pareto efficient solutions associated to our first Pareto efficient solution:

0.01
First iteration: Let {z!,Jg} be a support feasible|solution and ¢ + | 0.01
0.01
e (Calculate the reduced cost matrix E:
E=CpAz'A-C.
We have:
-1 -2 0 0 0 0
En=| -3 2 =2 and Fg=] 0 0 O
2 -1 1 0 0 0
Thus,
-1 -2 0 0 0 O
E=| -3 2 0 0 0 -2
2 -1 0 0 0 1

e Determine the criterion kg such as:

> Brojl = max( Y |Eyl, Y Byl Y |Bsil) = Y Byl =17,

JjEJIN jEJIN JjE€JIN JjE€JIN jE€JIN
so ko = 2.

e We have By(x!,Jp) =8 > €, and then z! is not optimal for the objective kg = 2.
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Calculate the direction of improvement [:

{ZN(h lb lg)=(0 -4 0),

lp=(1l3 ls Is)=(—-4 —4 4).

Calculate the maximum step:

9]‘0 = min 0]' = min(93,94, 95) = 93 = 05,
Jj€JB

so jo =3 and 0° = min(1,0;,) = 0.5.

Calculate z2:
?=2'4+6%=(1 0 -3 0 2 6)

Calculate B2(22, Jg) = 4 > €3, so {22, Jg} is not optimal for the objective ko = 2.

Changing the support:

t=(1 -1 1.0 0 1),

c=(32 00 0 2),

09 =0j, =02=2,50 j1 = 2.

Our new support is: Jg = (Jp \ jo) Uj1 = {2,4,5}.

Ba(2?,Jg) = 0, and then {22, Jg} is optimal for the objective ko = 2, so x? is a Slater efficient solution
for the problem (8.1).

Consider the program (6.1). By identification, we have the following program:

maxg = vy + vg + vs,
T+ 229 —v1 =1,
T — 23— v =17,
—x] +x3 —v3 = —4,
T+ T+ x4 =1,

To + x5 = 2,

r1 — X2 + x3 + 6 = 4,
—-1<z; <1,

—2 <1y <2,

-3 <x3 <3,

—4 < x4y <4,

-5 < x5 <5,

—6 < w6 <6,

v > 0.
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We found max g = 0. Hence, the solution z? is Pareto efficient for our program (8.1).

Second iteration: Let {22, Jp} be a support feasible solution. We have:

-3 -2 =2 0 0 O
En = -1 2 0 and EFp = 0 0 O
1 -1 0 0 0 O

Thus,
-3 0 -2 0 0 -2
E=| -1 0 2 00 O
1 0 -1 0 0 O

e Determine the criterion kg such as:
> Brojl = max( Y |Eyl, Y Byl Y |Bsil) = D 1Byl =1,
JjE€JIN JEJIN JEJIN JEJIN je€IN
so kg=1.
e We have f31(22,J5) = 12 > ¢, and then x? is not optimal for the objective ky = 1.

e Calculate the direction of improvement [:

{lNz(l1 s ls)=(0 6 0),

p=(l L Is)=(6 6 —6).

e Calculate the maximum step:

. . 1
0j, = JrénJI; 0; = min(6a,04,05) =0y = 3’

1

s0 jo =2 and 0° = min(1,0;,) = 3.

e Calculate z3:
?=a?+601=(1 2 -1 =2 0 6).

1 3

We can notice that 23 = 2!, so we can deduce that 2! is optimal for the objective ky = 1. Moreover, x

is Pareto efficient for our program (8.1).
Let Jp ={1,2,3} be an unprocessed basis.
Third iteration: Let {z!, Jg} be a support feasible solution.

Calculate the reduced cost matrix E:

1 1 0 0 00
En = 3 -5 =2 and Eg=] 0 0 O
-2 3 1 0 00
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Thus,

e Determine the criterion kg such as:

> |Broj| =max( Y 1Byl Y Byl Y |Bsil) = D |Eayl = 10,

JjE€JIN JjE€JIN JjE€JIN JjE€JIN JjE€JIN
so kg = 2. Thus, we cannot improve another objective and so we stop the algorithm.

e The Pareto efficient solutions found are:

z'=(10 -3 02 6) and 2°=(1 2 -1 -2 0 6).

9. Conclusion

This paper was devoted to developing a new method to solve a multiobjective linear program with bounded
variables using the adaptive method, based on the use of an adapted metric. The constructed method generates
a large benefit in time and memory space. This is supported by the fact that we use the adaptive method to
solve our single linear programs, and it was showed that this method is very efficient, especially in the case of
degenerate problems. It is worth noticing that the use of the simplex method is inappropriate for this kind of
problem.

We first introduced a new procedure to find a first efficient solution. Subsequently, we developed a detailed
procedure to calculate the efficient solutions and the weakly efficient solutions. We have also characterized the
e-efficient solutions for a multicriteria linear programming problem with bounded variables. We exploited the
suboptimal criterion of the adaptive method in single objective programming to get the e-efficient solutions and
the e-weakly efficient solutions to the problem. Moreover, we provided a global algorithm to describe major
steps in implementing the method. Finally, we presented a numerical example showing the applicability of the
method.
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Résumeé

Ce travail est consacré a la minimisation des polyndmes et ce en utilisant la
méthode adaptée du support. La particularité de cette méthode est qu’elle utilise
un critére de suboptimalité qui nous permet d arréter |’agorithme avec une
précision souhaitée pour trouver des solutions dites s-optimales. Cette méthode
est efficace, rapide, simple et permet une réduction de temps dans |’ ensemble du
processus d’ optimisation. En effet, une implémentation sous la version Matlab
8.1.0.604 a été developpée et les résultats obtenus sont concluants. De ce fait,
NOuUS avons aussi pu concevoir une nouvelle méthode pour résoudre un
programme linéaire multiobjectif dont les variables de décision sont bornees.
Notre méthode nous permet de trouver les points efficaces et e-efficaces, et ce
en exploitant le critére de suboptimalité de la méthode adaptée en mono-objectif.
L'algorithme de cette méthode a été programmeé et ses étapes sont présentées
dans I'annexe, constituant ainsi une bibliotheque utilisable pour résoudre d'autres
programmes.

M ots clés:

Minimisation; Linéaire; Quadratique; Polyndme homogene; Variables bornées;
Optimisation multiobjectif; Méhode adaptée; Pareto; Efficacite; -efficacité.
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