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Introduction Générale

Introduction Générale

Au cours des deux dernieres décennies, la simulation numérique des phénomeénes
de changement de phase liquide/solide a été un sujet stratégique de recherche grace a
son vaste champ d’application dans les différents domaines industriels et médicaux,

comme le domaine d’élaboration des matériaux et le traitement par la cryochirurgie.

A cause de la nature complexe des phénomenes de changement de phase
liquide/solide, il y a trois sources des difficultés dans la simulation numérique. La
premiere source est la non-linéarité des systemes des équations différentielles
gouvernant les phénoménes de changement de phase et qui varient dans le temps et
dans I’espace. Deuxiémement, la création des fronts mobiles au cours de changement
de phase avec une discontinuité de gradient de température ou leurs positions et leurs
mouvements entrent dans le processus de simulation. Troisiemement, la nécessité de
choisir des techniques de calcul précises, fiables et inconditionnellement stable pour

obtenir la solution numérique des équations différentielles associées.

A cause de la non-linéarité des équations différentielles et la présence des fronts
mobiles caractérisés par des discontinuités dans le gradient de température au cours de
changement de phase, ’utilisation des méthodes numériques comme les différences
finis, les volumes finis et les éléments finis basées sur le schéma de Galerkine exige
une adaptation du modéle mathématique, soit par I’introduction des variables

additionnelles, soit par 1’ajout des équations supplémentaires au probléme étudié.

Ces modeles mathématiques appartiennent a deux grandes familles. La premiere
famille consiste a introduire 1’enthalpie comme variable additionnelle a I’équation
d’énergie pour prendre en compte le dégagement ou I’absorption de la chaleur latente
de changement de phase, ce qui élimine I’imposition explicite de la condition de
température au niveau de I’interface d’une part, et le suivi de mouvement de front d’un

autre part. La deuxiémefamille se manifeste .dans ‘la solution 'de probléme de
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changement de phase comme un probléme a frontiere mobile ou la position de
I’interface doit étre calculée comme étant un élément de calcul. Ce type des modeles
sont basés essentiellement sur le modele de Stefan ou 1’équation d’énergie est définie
en chaque phase avec la prise en considération de la température de
fusion/solidification et la condition de Stefan en niveau d’interface. La procedure de
calcul dans cette famille repose sur 1’actualisation et la déformation de maillage d’une

fagon itérative jusqu’a la coincidence avec I’interface.

Il 'y a des inconvénients inhérents pour chaque ces deux familles. Avec les modeles
de frontiere mobile, il y a le probleme de génération de maillage pour les géométries
complexes et les probléemes de multi-fronts. Par contre, pour le modele d’enthalpie, il
n’y a pas la nécessité d’actualisation de maillage. Cependant ces méthodes ne peuvent
pas simuler précisément le changement de phase isotherme des matériaux purs du a la
zone numérique étroite (mushy zone) introduite comme conséquence de 1’élimination

d’imposition de condition de la température constante a I’interface.

Plusieurs techniques ont été introduites pour simuler le changement de phase iso-
thermique par la méthode d’enthalpie. L’une de ces techniques a été proposée par
Nedjar [38] qui a utilisé une formulation discrete itérative qui s’adapte bien aux deux

situations de changement de phase (iso-thermique et non iso-thermique).

Dans ce travail, on a proposé de modéliser le phénomene de solidification au cours de
processus de moulage continu et le phénoméne de congélation de cancer de poumon
au cours de traitement par cryochirurgie en utilisant la méthode d’enthalpie basée sur
I’algorithme de Nedjar [38] et la méthode MEF. Le modele a été adapté pour les deux
configurations 2D : axisymétrique dans le cas de moulage continu, et cartésien dans le
cas de congélation de tissu de cancer de poumon. Un solveur numérique en MATLAB
a été développé et testé par rapport aux solutions analytiques des problémes 1D dans

les deux cas : convection-diffusion stationnaire et conduction instationnaire
Le travail est réparti en quatre chapitres :

- Le premier chapitre présente une étude bibliographique sur les différentes

approches de modélisation de phénomene de changement de phase
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liquide/solide ainsi que la méthode d’enthalpie et son application générale dans
les problemes de solidification.

Le deuxieme chapitre présente les concepts généraux de la méthode d’enthalpie
dans les deux cas de changement de phase (isotherme et non isotherme). Il
discute le mécanisme de changement de phase dans un tissu biologique et
fournit la formulation de congélation cryogénique de tissu poumon.

Le troisieme chapitre présente le développement de la discrétisation des deux
problemes de changement de phases: convections-diffusion stationnaire et
conduction instationnaire par la méthode MEF basé sur 1’algorithme itératif de
Nedjar pour les cas: cartésien et axisymétrique. Il présente ainsi les
organigrammes de programmation.

Le quatrieme chapitre examine la validité du modele en traitant des problemes
1D dans le cas de convection diffusion stationnaire et conduction instationnaire.
Il traite aussi deux types d’applications 2D (cartésien et axisymétrique) avec

différentes conditions aux limites.
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Chapitre | Etude Bibliographique

Ce chapitre présente une étude bibliographique sur les différentes approches
de modélisation des phénomeénes de changement de phase liquide/solide avec
les différentes techniques de résolution. Il donne aussi les avantages et les
inconvénients de chaque approche. Une étude bibliographique sur la méthode
d’enthalpie et les techniques numériques associées dans les deux cas de

changement de phase : iso-thermique et non iso-thermique a été faite.
1. Modélisation de la solidification

Au point de vue macroscopique, la solidification est un phénoméne de
changement de phase liquide/solide qui se caractérise par I’apparition d’une
interface mobile qui sépare les deux phases (liquide et solide), ainsi qu’une
discontinuité dans le gradient de température du au changement de phase et au
dégagement de la chaleur latente. L’interface mobile au cours de solidification
est considérée comme un front ou une frontiére interne mobile dans le domaine
solidifié, ce qui ramene la solidification a un probleme de frontiére mobile. Le
premier travail sur la modélisation des phénomenes de changement de phase
liquide/solide revient a Lame et Clapeyron [1] en 1831. La solidification est
considérée largement dans la littérature comme un probleme de Stefan. Cette
appellation a été attribuée suite aux travaux du fameux chercheur Stefan
([2],[3]) qui a étudié le probléme de fusion et de congélation d’eau en 1890.
C’était le premier travail de modélisation du phénoméne de changement de

phase liquide/solide.

Les modéles mathématiques dans la littérature qui décrivent le phénomene
de solidification sont essentiellement basés sur 1’équation de la conduction de la
chaleur, ils sont classifiés en trois catégories : modeles d’interface pointue
(sharp interface models), modeéles enthalpiques (enthalpy models) et modeles de

phase de champ (phase field models) [4].
1.1. Modéeles d’interface pointue

Pour le cas des mode¢les d’interfaces pointues, on suppose que les deux

phases liquide-solide sont séparées par une interface qui est une courbe ou une

Rapport- gratuil.com @
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surface infiniment épaisse. Dans cette approche, les deux phases suivent le
méme modele mathématique avec une condition fournie par Stefan qui décrit le
dégagement instantané de la chaleur latente et traduit 1’équilibre d’énergie au
niveau de I’interface mobile. En résolvant les modeles d’interface pointues
(modeéles de Stefan), la difficulté vient du fait que la position d'interface doit
étre calculee en tant qu'élément du processus de la solution [5] ou la majorité

des cas n’ont pas une solution analytique et exige une solution numérique.

Concernant les solutions analytiques du modéle de Stefan, plusieurs
études pour le cas 1D ont été faites, a commencer par le travail de Neumann qui
a étendu le probleme de Stefan a deux phases, en considérant le phénoméne de
fusion dans un domaine semi-infini, initialement a 1’état solide (voir figure .1)
[6]. La solution analytique de Neumann donne la position de I’interface a
chaque instant ainsi que la distribution de la température de chaque phase. Une
autre solution analytique a été proposée par Paterson dans le cas de fusion 1D
en coordonnées cylindriques (figure .1) ou les solutions présentent la position

du front et le profil de température.

E Liquid Solid

Interface

T=Ts

Line Heat Source

T, approaches T,
as 1 approaches
infinity

T=T>T,

W X6 '

W

Figure .1 : schémas des deux cas semi-infinis (plane et cylindrique) [6]
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D’autres solutions analytiques sont basées sur la méthode « heat balance
integral », avec des flux imposés comme conditions aux limites. L’une de ces
solutions est presentée dans le travail de Goodman qui a développé une
équation intégrale qui exprime I'équilibre thermique global du systéme en
intégrant I'équation unidimensionnelle de conduction de chaleur. Cette méthode
a été utilisée pour résoudre le probléme monophasé de fusion de glace avec
différents types de conditions aux limites. Goodman et Shea ont appliqué cette
méthode a des problémes de fusion en considérant les deux phases dans un
domaine fini (figure .2) [6]. lls ont déterminé la position du front de fusion ainsi

que la distribution de température dans les deux portions (liquide et solide).

MOVING BOUNDARY
(i) INSULATED
i o BOUNDARY
§ REGIONI § REGION 2 ar
constan | (Liquipy @ (SOLID) =m0
HEAT FLUX TEMPERATURE {8 TEMPERATURE
' Ti(x0) = Tadx0 {ii) ISOTHERMAL
; BOUNDARY
T(, t) = CONSTANT

0 X 1

Figure .2 : probléme de fusion étudié par Goodman et Shea [6]

Généralement, les solutions analytiques pour les modéles de Stephan restent
trés limitées pour des cas 1D avec des conditions aux limites et des propriétés
thermo-physiques constantes, et ce contrairement aux situations pratiques ou les
conditions aux limites et les propriétés thermo-physiques sont variables et
multiples ainsi que les geométries sont multidimensionnelles et irrégulieres, ce

qui nécessite des techniques numériques puissantes pour les étudier.

Vu le mouvement de ’interface et la représentation explicite de la condition de

changement de phase, les modéles d’interface pointue (sharp interface model)
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exige des technique de détection et de suivi du mouvement de 1’interface (front

tracking technics).

Les techniques d’approximation d’interface mobile ont été bien avancees au
cours des deux derniéres décennies et elles influent considérablement sur
I’évolution de plusieurs disciplines stratégiques d’ingénierie comme
I’¢laboration des matériaux (moulage et soudage), les écoulements

multiphasiques, la propagation des flammes ... etc.

Les techniques d’approximation d’interface mobile sont classifiées
essentiellement en deux catégories: méthodes de suivi d’interface (front
tracking methods) et les méthodes de détection d’interface (front capturing
methods) [7]. La différence entre ces deux méthodes, est que les méthodes de
suivi d’interface sont lagrangiennes et le maillage représente 1’interface
explicitement, tandis que les méthodes de détection d’interface sont eulériennes,

I’interface est définie implicitement dans un maillage fixe.

Dans les méthodes de suivi du front, I’interface solide/liquide est dépistée
continuellement. Les deux domaines liquide et solide sont traités separément et
par conséguence ces méthodes sont appelées aussi des méthodes des deux
domaines ou multi-domaines. Le dégagement de la chaleur latente est traité

comme une condition a la limite liée aux domaines solide et liquide [8].

L’une des techniques les plus simples pour suivre un front est d’ajuster
itérativement la position du nceud pres de I’interface liquide/solide. Pour les
interfaces solide/liquide planes, il est possible d’ajuster le pas de temps pour
que I’interface coincide toujours avec les noceuds. Rubinsky et Carvahlo [9] ont
introduit un nceud additionnel a I’interface pour diviser 1’élément qui contient
les deux phases en deux éléments a chaque phase. Askar [10] a résolu des
problemes de congélation en utilisant des éléments unidimensionnels
quadratiques, il a adapté I’¢lément qui coincide avec I’interface en ajoutant un

nceud a la position du front.
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Pour des problémes bidimensionnels, le suivi d’interface exige des techniques
spéciales comme le changement des variables, adaptation de maillage, qui est
continuellement déformé, et 1’utilisation des éléments finis spatiaux temporels.
Ettouney et Brown [11] ont résolu des problémes stationnaires de solidification,
dans le cas de croissance des cristaux, en transformant le domaine de calcul ou
I’interface possede une forme connue, par une procédure itérative dans le
nouveau systeme de coordonnées. Lynch et O’Neill [12] ont utilisé des
éléments finis déformables pour suivre I’interface sans remaillage avec une
interpolation de la solution apres chaque pas de temps. Cependant, un
mouvement trés important du front provoque une distorsion des éléments et
exige une adaptation dans des plages réguliéres [13]. Yoo et Robinsky [14, 15]
ont déterminé la position de I’interface et le champ de température
simultanément en remaillant le domaine a chaque pas de temps. Carey et
McLay [16] ont ajusté les coordonnées des nceuds d’interface a la fin de chaque
pas de temps pour suivre le front ou un remaillage est obligatoire dans des
intervalles réguliers pour éviter la déformation excessive des éléments prés de
I’interface. Bonnerot et Jamet [17] ont résolu des problémes bidimensionnels
par des éléments finis spatiaux temporels. Shamsundar et all [18] ont utilisé des
¢léments finis spatiaux temporels quadratiques a quatre nceuds pour modéliser

le probleme de changement de phase unidimensionnel.

Parmi les techniques récentes utilisées pour suivre les interfaces mobiles, on
cite la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian method) [19, 20], les
méthodes des points de marqueur (marker methods) qui sont des méthodes

lagrangiennes (voir figure. 3) [21].
Les meéthodes de suivi de front ont les avantages suivants :

(1)  Une prédiction précise de la position d’interface.

(2)  Un traitement précis du degagement de la chaleur latente.
Cependant, elles possédent les inconveénients suivants :

(1)  Elles exigent habituellement des techniques spéciales de programmation
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(2)  Elles ne sont pas appropriées pour la solidification des alliages
(3) Elles sont applicables seulement pour des geométries a interfaces
simples, les problemes avec multiples interfaces ne peuvent pas traiter par la

majorité des techniques de suivi de front.

e

~
—
e -
e
)'..“-

(a) (b) (c)

Figure. 3 : Hlustration de la méthode des points de marqueur, (a) des marqueurs
(points) représente la position de I’interface, (b) a chaque pas de temps chaque
marqueur se déplace avec une vitesse spécifique a une nouvelle position, (c)

I’interface et sa nouvelle position.

Concernant les techniques de détection de front, une fonction auxiliaire est
exigée pour représenter 1’interface (représentation implicite). Ces méthodes sont
trés robustes et elles sont largement appliquées, non seulement dans le domaine
de solidification, mais a d’autres problémes. Parmi ces méthodes de détection
d’interface on cite la méthode VOF (volume of fluids method) (voir figure. 4)
[22, 23] et la methode Level Set [24, 25].
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Figure. 4 : lllustration de la méthode VOF, (a) interfaces entourant des
domaines physiques, (b) positions d’interfaces caractérisées par des cellules

avec des fractions entre 0 et 1.

La méthode Level set est une méthode de détection d’interface, elle est
considérée parmi les techniques les plus puissantes pour détecter les fronts
mobiles et elle partage avec les modeles d’enthalpie et les modeles de champs

de phase I’avantage d’un maillage fixe.
1.2. Modéles d’enthalpie

La deuxiéme catégorie des modeles qui décrivent la solidification se présente
dans les modéles d’enthalpie qui sont 1’objet de ce travail. Dans ces modeles,
I’équation d’énergie est écrite en fonction de I’enthalpie et de la température ou
I’évolution de la chaleur latente est prise pour établir une relation entre
I’enthalpie et la température [6, 8]. La méthode peut s’expliquer, en considérant
un probleme de changement de phase basé sur I’équation de conduction de la

chaleur :
d
po = V.(kVT) 1)

ou h est I’enthalpie par unité de masse. Les modeéles qui sont complétement
enthalpiques traitent 1’enthalpie comme une valeur nodale et repose, Soit sur des

méthodes explicites, soit sur des méthodes implicites itératives pour résoudre

10
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I’équation (1). L’évaluation de la température s’effectue en utilisant la relation

h(T) selon le cas étudié :
Changement de phase iso-thermique (cas de métaux pures):

- c,T T < T, phasesolide ’
o {clT + Hy T > T, phase liquide (2)

Changement de phase non-iso thermique :

csT T <T; phase solide
h=<[cnT+ H(’;(T_TT)S) T, <T<T, phase solide/liquide (3)
1= 1Is
JadT + Hp + ¢ (T, =T) T=T, phase liquide

La relation entre I’enthalpie et la température peut étre définie en termes des
caractéristiques de la chaleur latente de changement de phase du matériau. Cette
relation est habituellement supposée comme une fonction de pas pour les
problemes avec changement de phase iso-thermique, et une fonction linéaire

dans les cas de changement de phase non iso-thermique (voir figure. 3).

- Y

Tm

¥

T Ty T

Figure .5 : Variation de I’enthalpie en fonction de température pour les deux cas

de changement de phase (iso-thermique et non iso-thermique)

Les modeles enthalpiques permettent d’éviter le suivi du front. Le maillage de

calcul reste fixe et la condition de changement de phase au niveau d’interface
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n’est pas imposée. Ces modeéles introduisent généralement une zone étroite
(mushy zone) entre les deux phases liquide et solide, ce qui élimine la nature
de front dans les modeles de Stefan. Le concept de fraction a été introduit dans
la zone étroite (mushy zone) pour prendre en compte la présence d’une mixture
des deux phases liquide et solide [4]. L’inconvénient de ces modeles par rapport
au mode¢le d’interface pointue (sharp interface models) se présente bien dans les
problémes de solidification ou fusion des métaux purs ou le changement de
phase s’effectue trés rapidement et & température constante, ce qui nécessite des
techniques spéciales pour éliminer les instabilités numériques au niveau du

front.

L’approche d’enthalpie a été proposée par Eyres et al [26] pour éviter la non-
linéarité dans 1’équation de conduction de chaleur. La premiere application de la
formulation d’enthalpie associée a la méthode des différences finis a éteé
effectuée par Rose [27]. Shamsunder et Sparrow [28] ont utilisé un schéma
implicite pour résoudre le probléme de solidification dans une géomeétrie
rectangulaire avec des conditions aux limites de type convection. Leurs
prédictions ont été validées par des résultats obtenus par la méme approche
mais en utilisant le schéma de Crank-Nicholson. Bell et Wood [29] ont évalué
la performance de la méthode d’enthalpie en utilisant un mode¢le
unidimensionnel de Stefan pour la fusion d’un solide semi-infini, initialement a
la température de fusion et avec une température trés élevée dans une extrémité.
Une approximation par des séries trigonométriques a été employée pour les
points de maillage au voisinage du front. Une bonne concordance a été obtenue
par rapport a la solution analytique donnée par Carslaw et Jaeger [30]. Il a été
démontré que leur formulation est meilleure que celle basée sur la méthode des
différences finis standard mais avec un cout de calcul élevé. Poirier et
Salcudean [31] ont montré que la méthode d’enthalpie est plus complexe et plus
chére que les autres méthodes car le colt de calcul augmente avec le
raffinement de maillage. Les oscillations numeériques apparaissent dans le cas
de changement de phase avec un rapport important entre la chaleur latente et la

chaleur sensible (Nombre de Stefan). Cependant, la méthode d’enthalpie donne
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des solutions plus précises pour les probléemes de solidification des métaux dans
le cas ou le changement de phase s’effectue avec une zone étroite (alliages).
Tacke [32] a proposé une technique de discrétisation pour la méthode
d’enthalpie basée sur une distribution linéaire de température entre I’interface et

les nceuds adjacents, la position de front est donnée par I’équation suivante :
hi = Hf/l-l'cl(Te _Tm)/l_cs(Tm _Tw)(l _/1) (4)

Ou A est la fraction liquide dans le volume de controle. Cette équation permet
d’éliminer les oscillations numeriques dans la position de front et améliore
d’une fagon remarquable les résultats particulierement pour des rapports

importants entre la chaleur latente et la chaleur sensible (Nombre de Stefan).

Une discussion de la méthode d’enthalpie a été faite d’une fagcon compréhensive
par Voller et son collaborateur [33]. Il s’est avéré que la méthode d’enthalpie ne
s’adapte pas bien avec la modélisation des problémes de changement de phase
iso-thermiques. Voller a proposé une technique pour améliorer la précision de la
prédiction ; comme le front de solidification est dans un volume de contr6le, il
a supposé que, le taux de changement d’enthalpie est proportionnel au taux de

changement d’état de volume de controle, ou on peut écrire :

dH; ai

ar —HfE (5)

A est la fraction liquide dans le volume de contr6le ; le signe négatif dans
I’équation (5) est pour la fusion et le signe positif est pour la solidification.
Puisque le matériau de volume de contrdle subisse un changement de phase,

I’enthalpie de volume de contr6le doit respecter la relation ci-dessous :
Ty < h; < Ty + Hy (6)

en se basant sur I’équation (5), on peut obtenir :

hi— g
A= ‘H—CTm pour la solidification
f
H T =y (7)
A =LEm pour la fusion

Hy
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Pour un systéeme des coordonnées cartésiennes, la fraction liquide A dans le
volume de contréle est égale a 0.5 quand le front atteint un point de maillage.

En remplacant cette valeur dans les équations (5) et (6), on obtient :

Pour les deux cas de fusion et de solidification, des expressions analogues

peuvent étre obtenues pour les autres systemes des coordonnées

Dans un contexte de la méthode des éléments finis, Cames-Pintaux et Nguyen-
Lamba [34] ont utilisé la méthode d’enthalpie pour le changement de phase iso-
thermique. Pham [35] ont montré que 1’utilisation de la méthode de matrice de
capacitance en bloc (lumped capacitance matrix) associée la méthode
d’enthalpie est plus précise que les autres méthodes a maillage fixe. Tamma et
all [36] ont utilisé la méthode des éléments finis avec un schéma explicite.

Thevoz et al [37] ont utilisé un schéma implicite.

Un autre algorithme basé sur la méthode des éléments finis a été proposé
récemment par Nedjar [38] pour surpasser les difficultés dans le cas de
changement de phase iso-thermique. Cet algorithme s’adapte bien au cas de
changement de phase méme en présences des non linéarités. L’algorithme est
basé sur la procédure itérative de Newton dans les deux cas stationnaire est
instationnaire avec une discrétisation de terme temporel par la méthode
différence finis. Les techniques de stabilisation des oscillations au voisinage de
front ne sont pas nécessaires dans le cas iso-thermique. Cet algorithme fait

I’objet de notre mémoire ou le détail de I’algorithme se trouve dans le chapitre
1.3 Modéles de phase de champs

La troisieme catégorie des modeles mathématiques qui décrivent le phénomene
de changement de phase sont appelées les modeles de phase de champ (phase
field models). Ces modeéles sont basés sur le travail de Cahn et Hilliard [39].
Dans cette approche I’interface pointue est remplacée par une interface lisse ou

une région lisse de transition entre les deux phases solide et liquide. Le modéle
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mathématique de la méthode de phase de champ est dérivé a la base de la
théorie de transition de phase de Landau-Ginzburg [40]. Cette methode est
basée sur la spécification de la fonction de densité d’énergie libre, qui est la
force motrice principale de transition de phase et elle montre une bonne
concordance avec les problemes 1D de Stefan. Puisque la méthode de phase de
champs élimine la nécessite de calcul a la base des interfaces pointues et le suivi

de leurs mouvements ; les principaux inconvenients de cette méthode sont :

(1) pour le probléeme donné, cette méethode exige la détermination de la
fonction de densité de 1’énergie a I’avance.

(2) Le modele mathématique pour cette approche est incapable de simuler
I’initiation de I’interface liquide-solide ; or la majorité des situations pratiques

exigent la connaissance de cette interface.

La limitation des modeles de phase de champ est due a la nature spécifique de

la fonction densité d’énergie libre.

2. Application de la modeélisation de processus de solidification dans le

moulage des métaux

Dans les derniéres années, la modélisation de solidification des moulages a
recu de plus en plus une attention considérable due a son potentiel énorme dans
I’amélioration de la productivité de I’industric de moulage des métaux en
réduisant le cout et le temps de travail comparé aux techniques traditionnelles
de moulage basées sur 1’expérimentation dans le cas des moules permanant ou
le prototype peut étre extrémement cher. La modélisation numérique de la
solidification des moulages a trouvé aussi son application dans le domaine de la
prothése, elle est considérée comme un outil fiable pour 1’optimisation et

I’empéchement des défauts dans les dents ([41], [42]).

La simulation de la solidification des moulages représente une base utile
pour la prédiction des configurations de solidification et les défauts des pieces
moulées. Le procedé de moulage est trés difficile a modéliser, cela est du aux

phenomeénes physiques complexes impliques dans la modélisation comme la
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convection naturelle de I’état liquide au cours de changement de phase, le
rétrécissement, la porosité, la macro-ségrégation dans les alliages, le transfert
thermique entre le moule et la piece moulé et les contraintes thermomécaniques
dans le lingot. Un autre facteur tres complexe a contourner aussi reside dans le
fait que les moules ont pratiquement des geométries compliquées et qui exigent
des modélisations 3D. Un accord qualitatif des simulations avec les données
expéerimentales est aussi mentionné dans la littérature avec des temps de
simulation qui sont énormément importants [43]. La majorité des simulations
numériques des procédés de moulages se trouvant dans la littérature sont

accomplies en utilisant la méthode des éléments finis [8].

3. Application au domaine de la cryochirurgie

La cryochirurgie apparue en 1961 pour la premiére fois est caractérisée par
I’utilisation des cycles de congélation/dégel et qui avait pour 1’objectif de
détruire le tissu. La procédure de la cryochirurgie a trouve plusieurs domaines
d’application liés aux traitements de la croissance des tumeurs cancéreuses : le
cancer de foie, le cancer du sein, le cancer de peau, la maladie de Parkinson, le
cancer de rein, du cerveau anormal, la croissance cervicale, et le cancer de
poumon. La cryochirurgie est souhaitable en raison de ses avantages medicaux
et économiques comprenant le bas saignement, les bons résultats esthétiques,
I'utilisation minimale des anesthésiques, la période courte du rétablissement, et

les bas co(ts procéduraux.

La cryochirurgie est basée sur I’utilisation des sondes cryo-chirurgiques
insérées dans le corps du patient dans certains points choisis ou se trouve la
tumeur. Les cryo-sondes sont des petits appareils cylindriques creux (2-10 mm
de diameétre) ou un fluide cryogénique (le nitrogene liquide) s’écoule avec un

débit controlé.

L’objectif de la cryochirurgie est de congeler et détruire complétement le

tissu de tumeur avec une destruction minimale de la zone saine de tissu [44]. Le
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degré de succeés d'un procédé cryo-chirurgique dépend d'un certain nombre de
facteurs tels que la plus basse température réalisée, le taux de refroidissement
pendant la congélation, le taux de dégel qui suit le procédé de congélation, le
placement de la sonde, le nombre des cycles répétés de congélation/ dégel, et le
taux de refroidissement dans le front de congélation. Comme exemple, il est
observé que la forme et la taille des boules congelées est considérablement
affectée par le placement des cryo-sondes [45]. Une [I'étude analytique et
numérique de la cryochirurgie appliquée au cancer des poumons a été faite par
Bischof, Bastacky et Rubinsky en 1992. lls ont a indiqué que le front de
congélation s’accélere, il part de la tumeur et entre dans le tissu sain
environnant de basse densité. Par conséquent, la surveillance, le contréle et la
linéarisation des paramétres impliqués sont essentiels. Dans cette situation, la
simulation numérique des cycles de congélation/dégel peut jouer un r6le tres

important.

4. Objectif du travalil

L’objectif de ce mémoire est de développer un modele éléments finis basé
sur le modéle d’enthalpie et utilisant 1’algorithme de Nedjar [38].Le modéele
d’enthalpie s’est avéré pertinent pour étudier les cas de changement de phase
(iso-thermique et non iso-thermique). La programmation est faite dans un
environnement MATLAB.

Ce travail nous a permis d’étudier la solidification dans les cas, linéaire et
non-linéaire, convection-diffusion stationnaire et conduction instationnaire,

dans le 2D et axisymétrique.

Ce travail a été sur un ensemble de cas tests.
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Dans ce chapitre, nous donnons la formulation mathématique du probléme de
solidification, basé sur la méthode d’enthalpie dans les deux cas de changement
de phase: iso-thermique et non iso-thermique avec les hypotheses
simplificatrices. Le mécanisme de changement de phase dans un tissu
biologique a été discuté ainsi que la formulation de congélation cryogénique

d’un tissu de poumon,

1. Phénomenes physiques au cours de processus de changement de

phase liquide/solide

Les deux phases solide et liquide sont caractérisées par la présence des forces
de cohésion qui maintiennent les atomes en grande proximité. Dans un solide,
les molécules vibrent autour des positions fixes d’équilibre, tandis que dans un
liquide, les molécules sont libres et peuvent bouger entre ces positions. La
manifestation macroscopique de cette énergie vibrationnelle est appelée
« énergie thermique ». Les atomes dans la phase liquide sont plus énergeétiques
que dans la phase solide. Le phénomene de fusion de solide nécessite une
certaine quantit¢ d’énergie pour surpasser les forces de cohésion qui
maintiennent la structure solide. Cette énergie est connue sous le nom de «
chaleur latente de fusion » du matériau et qui représente la différence dans les
niveaux d’enthalpie entre 1’état solide et liquide. La solidification d’un liquide
exige I’enlévement de cette chaleur latente et la structuration des atomes dans
des réseaux plus stable [46].

La région de transition de phase ou les deux phases solide et liquide
coexistent est appelée D’interface. L’épaisseur de cette région peut varier de
quelques angstroms a quelques centimeétres et sa microstructure est tres
complexe. Pour la majorité des matériaux purs, avec des conditions ordinaires
de solidification a une température fixe Ty, I’interface apparait localement sous
une forme planaire avec un épaisseur negligeable et peut étre considérée
comme une interface pointue (surface) séparant la phase solide de la phase

liquide a une température Tr. Dans les autres cas, la région de transition de
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phase peut avoir une épaisseur apparente connue comme « la zone étroite » ;
cette région résulte typiquement d’un super-refroidissement du a la présence
des composants multiples (alliages), et sa microstructure peut apparaitre comme
étant dendritique (voir figure 2.1).

Plusieurs mécanismes existent au cours de changement de phase
liquide/solide. Ce type de changement de phase implique le transfert de masse
et de chaleur, le super-refroidissement, 1’absorption ou le dégagement de la
chaleur latente, la variation des propriétés physiques et les effets de surface, ...
etc. [46].

(a) Planar (b) Columnar (c¢) Dendritic (d) Amorphous

Figure 2.1 : différentes microstructures de I’interface liquide/solide.

1.1.  Transfert thermique et de masse

Il existe trois modes de transfert thermique dans un matériau : conduction,
convection et rayonnement. La conduction est le transfert de I’énergie cinétique
entre les atomes par collision et par mouvement des ¢électrons ou il n’y a pas un
écoulement ou transfert de masse de matériau; c’est le cas du transfert
thermique dans les solides opaques. Dans le cas des liquides, le transfert de

chaleur s’effectue par écoulement des particules ou par convection. Le

19
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rayonnement est le seul mode qui peut apparaitre dans le vide (il ne nécessite

pas la participation d’un support matériel).

1.2.  Variation de la température de changement de phase

La transition d’une phase a une autre, qui se manifeste par 1’absorption ou le
dégagement de la chaleur latente, apparait a une certaine température T, dont la
stabilit¢ d’une seule phase se décompose en faveur de I’autre selon 1’énergie
disponible. Ce changement de phase dépend de la pression. Pour une pression
constante, T, est une constante caractéristique du matériau (par exemple, 0 °C
pour la congélation d’eau pure sous la pression atmosphérique), ou une fonction
d’autres variables thermodynamiques (par exemple, en fonction de

concentration de glycol dans les mélanges anti-congélation).

1.3.  Super-refroidissement

La majorité des solides ont une structure cristalline ou les particules
(atomes, molécules ou ions) sont arrangées dans des réseaux répétitifs qui
s’étalent dans des distances atomiques significatives. Dans ce contexte, les
atomes sont assimilés a des sphéres de 2 a 6 Angstroms. Puisque la formation
d’un Crystal peut exiger le mouvement des atomes a I’intérieur du réseau du
solide, la température du matériau doit étre réduite en dessous de T sans la
formation de I’état solide. Un super refroidissement du liquide en dessous de T
peut apparaitre dans un état thermodynamique métastable [46]. Quand la
cristallisation commence, si la chaleur latente dégagée au cours de
solidification est suffisante pour changer la température a T, la phase liquide
n’est pas assez refroidie et la température retourne rapidement a la température

de fusion 7. La phase liquide est hyper-refroidie a une température trés basse

ou la chaleur latente n’est pas suffisante pour changer la température a T,
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1.4. Variation des propriétés thermo-physiques

La majorité des propriétés thermo-physiques d’un matériau varient légérement
en fonction de la température et subissent soudainement des grands ou des petits
changements a la température T,. Par exemple, la chaleur massique de
1’ Aluminium subit un changement de 11 % a sa température de fusion (659 °C).
Par contre on a seulement un changement de 0.3 % dans le cas de silicone
(1083 °C). Ces discontinuités dans les propriétés thermo-physiques
compliguent les modeles mathématiques du probleme de changement de phase
a cause des discontinuités induites dans les coefficients des équations
différentielles. Cependant, les effets les fondamentaux et les plus prononcés

sont dus au changement de la densité (masse volumique) [46].

1.5. Variation de la densité

Les variations typiques de la masse volumique au cours de changement de
phase liquide/solide sont entre 5% et 10% mais peuvent atteindre 30%.

Pour la majorité des matériaux, le solide et plus dense que le liquide, résultant
dans des formations possibles des vides en rétrécissement et expansion de
I’enceinte solidifié. La variation de la densité avec la température dans le champ
de gravité induit 1’écoulement par convection naturel, égalisant rapidement la
température dans le liquide et affectant considérablement le transfert thermique.
Dans I’échelle de microgravité, les phénoménes de convection qui dominent le
transfert thermique sont différents, cela est du aux effets des forces capillaires.
Tous ces effets peuvent compliquer le processus de changement de phase et

notre capacité d’analyse.
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2. Hypotheses simplificatrices

Le processus de changement de phase considéré dans ce mémoire implique un
matériau avec une chaleur latente constante de changement phase (Lf). Les
effets de super-refroidissement ainsi que les effets de nucléation ne sont pas
prise en considération.

Les chaleurs massiques c;, ¢, et les conductivités thermiques k;, kg sont
supposés constantes dans chaque phase en considérant leur discontinuité au
niveau d’interface pour tester les performances et la validit¢ de d’algorithme
utilise.

Le transfert de chaleur est considéré seulement par conduction. C’est une
hypothése raisonnable pour les matériaux purs dans les petites enceintes avec
des gradients de température modérés.

En outre, les cas des changements de phase étudiés dans ce mémoire sont
de type « iso-thermique » et avec « zone étroite » pour tester les performances
de I’algorithme numérique utilisé.

La variation de la masse volumique due au changement de phase a éte
ignorée pour empécher le mouvement de la partie fluide. Cette hypothese n’est
raisonnable pour tous les cas. Cependant, il aide a construire un solveur moins
compliqué de processus de changement de phase liquide/solide pour étudier le
comportement de schéma numérique dans les deux cas : convection-diffusion

stationnaire et conduction pure instationnaire.

3. Méthode d’enthalpie

La méthode d’enthalpie est utilisée pour la modélisation de la conduction de
chaleur avec changement de phase. Cette méthode permet de traiter I’interface

liquide/solide dans la solution sans le suivi explicitement.

Il est intéressant d’un point de vu historique, de noter originellement que

cette formulation n’a pas été introduite pour traiter les problémes de
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changement de phase. Elle a été utilisée pour la premiere fois par Eyres et al
comme une formulation alternative pour les problemes de conduction de

chaleur ou la conductivité thermique varie en fonction de la température.

En considérant que les propriétés thermo-physiques sont constantes dans

chaque phase, I’équation de la conduction de chaleur peut s’écrire :
pc3t+ U.VT = V(kVT) + Q (2.1)

ou T est la température absolue, U est la vitesse dans le cas de mouvement de
domaine, Qest la source interne de chaleur, t designe le temps. c, k et p sont
respectivement la chaleur massique, la conductivité thermique et la masse

volumique du matériau.

Dans le cas ou le régime est stationnaire, 1’équation (2.1) devient de type
convection-diffusion stationnaire et elle s’adapte avec le cas de moulage

continu.

L’approche de la méthode d’enthalpie commence par 1’introduction de la
fonction d’enthalpie H(T) qui comporte la chaleur sensible et la chaleur latente

de changement de phase. L’enthalpie spécifique est définie par :
h= [ cdl + ¢L; (2.2)

Ou Ly est la chaleur latente de fusion/solidification, ¢ est la fraction liquide qui

est égale a 1 pour la phase liquide et 0 pour la phase solide. En utilisant

I’équation (2.2), ’équation (2.1) peut s’écrire :
OH
il U.VH = V(kVT) + Q (2.3)

oll H = ph est I’enthalpie par unité de volume. Pour résoudre I’équation (2.3)
dans le cas de changement de phase, il faut utiliser des procédures numériques
pour calculer la température a partir de I’enthalpie. La chaleur massique c est
supposee constante dans chaque phase. Comme il est mentionné dans [46],

I’enthalpie peut étre déduite de 1’équation (2.2) :
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H=p(1— @) [ csdT + pdLy | [ csdT + Ly + f;;f ¢,dT|

= P[Cs - (Cs - Cl)¢]T + p(;b[(cs - Cl)Tsf + Lf] (24)

[ et s designent respectivement la phase liquide et la phase solide. Pour un
changement de phase iso-thermique, T, =T, est la température de
fusion/solidification du matériau. Pour un changement de phase avec zone
etroite (non iso-thermique), la solidification apparait dans un intervalle T, <
T < Ty, et la fraction liquide ¢ varie difféeremment comparée au cas iso-

thermique.

4. Changement de phase iso-thermique

Pour un matériau avec un changement de phase iso-thermique, I’enthalpie du

liquide et du solide est calculée de 1’équation (2.4) comme suit :

T
Hs = ps (j CsdT) = psCsT
0

H, = p,(f," c,dT + fTTf dl + L) = py(c,Ty + (T = T;) + L) (25)

Pour ce type des problémes, le champ de température est calculé par la forme

réciproque suivante :

H
N H < Hy;
_ { T; Hy < H < Hy, 26)
(H-Huf)
T H>H
b T =y

ou Hys = p(csTr +Lf) et Hg = peT; sont respectivement les enthalpies
liguide et solide de solidification. Ces valeurs peuvent é&tre utilisées
numériquement pour déterminer la phase qui existe dans chaque nceud ou

élément de maillage. Les conductivités thermiques choisies pour ce maillage
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correspondent aux valeurs de 1’enthalpie. Pour les eléments de maillage qui
contiennent le changement de phase, la conductivité thermique moyenne est

employée.

5. Changement de phase non iso-thermique (avec zone etroite)

Pour ce type de probleme, il est nécessaire de définir a chaque point la fraction
liquide dans la zone étroite. Comme il est mentionné dans [46], la fraction
liquide peut étre en fonction d’un nombre des variables au cours de
solidification. Dans plusieurs systémes, il est raisonnable de supposer que la

fraction liquide varie seulement en fonction de température :

0 H < Hgf
¢ =<{F(T)  Hg <H<H; (2.7)
1 H=>Hy

ou Hgy et Hy, sont déterminées de 1’équation (2.4) en remplagant (qb =0T =
Tss) et (¢ = 1,T = T, ;) respectivement.

La fonction F(T) peut prendre plusieurs formes (linéaire, puissance, etc.) selon
le diagramme d’équilibre de phase des matériaux impliques [46]. La
détermination du champ de température s’effectue aprés la détermination du
champ d’enthalpie en utilisant le solveur numérique a chaque instant.

Une autre forme H —T qui s’adapte bien avec notre algorithme pour le
changement de phase non iso-thermique peut s’écrire :

c,T T<T,
H(T) =1 ¢Ts + Csl(T - Ts) I, <T<T, (28)
CSTS + Csl(Tl - Ts) + CI(T - Tl) T > Tl

ou Ls =cg (Tl - Ts)

La forme réciproque est donnée par 1’équation suivante :
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H

- H < Hg = ¢,T;
o(H) =4 T+ Hy<H<H =Hy+co(T,—T)  (2.9)
i H > H,

€l
6. Traitement de cancer de poumon par congélation cryogénique

L’application principale de la cryochirurgie a I’intérieur de poumon est de
congeler les métastases secondaires. Une tumeur primaire se trouve souvent
dans les organes comme les poumons et le foie. A cause de la taille des tumeurs
primaires dans le poumon, ces tumeurs sont enlevées typiquement par des
techniques de résection. Cependant, la cryochirurgie par multisonde peut étre
utilisée comme une alternative. Tandis que la résection est également employée
pour enlever les métastases, il a été remarqué que 1’ampleur des résections a
une influence dans le temps de survie des patients [47]. Donc, I’utilisation de la
cryochirurgie pour des métastases multiples est parfois préférable grace a son
non-invahisante. En fait, les taux de survie des patients aprés la cryochirurgie
est 26 % aprés 5 années [48]. Ce pourcentage comparé au taux de 35 % des
patients qui vont subir une résection chirurgique, apparait raisonnable tandis
que les patients sélectionnés pour la cryochirurgie sont généralement dans des
mauvaises conditions que celles sélectionnées pour la chirurgie traditionnelle.

Due a la différence des propriétés thermo-physiques entre le tissu de tumeur qui
est plus dense, et le tissu de poumon de faible densité, le comportement
physique associé a la cryochirurgie dans le poumon est unique et intéressant.
Dans une étude analytique et numérique faite par Bischof, bastacky et Rubinsky
(1992) sur le cancer de poumon, ils ont remarqué d’aprés leurs résultats que le
front de congélation s’accélere comme il part et entre dans la région de tissu
sain de poumon de faible densité. Ce résultat obtenu par Bischof, bastacky et
Rubinsky peut étre employée pour juger la validité des modeles numériques
dans la simulation de probléme de cryochirurgie de cancer de poumon, surtout

dans des configurations multidimensionnelles.

Rapport- gratuil.com @
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6.1. Destruction des cellules de tissu sous les conditions cryogéniques

Le mécanisme d’endommagement de tissu au cours de la cryochirurgie doit étre
compris afin de relier le procédé de congélation au degré de destruction des
cellules dans la tumeur. Les effets destructifs de congélation de tissu peuvent
étre classés dans deux mécanismes importants : immédiat et retardé. Les causes
de la destruction immédiate des cellules sont dues aux endommagements directs
des cellules de I'effet de la température, du refroidissement et des procédés de
congélation, tandis que la cause qui retarde les endommagements de
congélation, pouvant durer plusieurs heures au cours de l'accomplissement
d'une cryochirurgie avec la forme la plus dominante de destruction des cellules,
est la stasis vasculaire.

Il y a plusieurs mécanismes distincts ou la congélation peut provoquer une
chirurgie cellulaire a I’intérieur des boules de glace causées par 1’application
des cryo-sondes. Le changement fondamental au cours de congélation est la
conversion de fluide a une glace a I’intérieur des cellules et a son espace
intercellulaire [49]. Certains des changements qui interviennent dans une cellule
soumise a la congélation sont : (1) le développement de la formation de glace
extracellulaire ; (2) le développement de la formation de glace intracellulaire ;
(3) la cristallisation éventuelle des électrolytes; (4) la déshydratation des
cellules ; (5) le choc thermique ; et (6) la dénaturation des complexes de
lipoprotéine.

La réponse de tissu varie avec I’intensité de la chirurgie cryogénique. Gage et
Baust [50] ont présenté une revue qui a discuté les mécanismes qui menent a la
destruction des cellules dans les tissus. La température la plus faible de
provoguant le déces est —50°C. Cette valeur a été recommandée comme une
référence pour la mort de cellule. Pour une description plus claire de destruction
des cellules de tissu par cristallisation intracellulaire et extracellulaire, la figure
2.1 montre la courbe de la forme caractéristique de la signature de survie des

cellules qui subit une congélation, et indique deux domaines-de la chirurgie
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associée avec le refroidissement lent et rapide, qui sont combines pour garantir
un intervalle intermédiaire des taux de refroidissement dans lequel la survie des

cellules est optimale.

a
=
(=]
{53 b =>
Oﬂ - Intermediate cooli
> <8 A4 .
Sty
52 Congs,
< <
Extracellular
ice nucleation
L
s5C 25°C

100 4
Optimum

survival

Cell survival (%)

Dehydration and
solute concentration

Intracellular
ice formation

Cooling rate (*C/min)

Figure 2.2 : (a) variation de réponse de cellule soumise a différents taux de
refroidissement, (b) relation caractéristique entre le taux de refroidissement et la

survie de cellule.

6.2. Modele de changement de phase dans un tissu biologique

Le modele le plus populaire dans le transfert bio-thermique a été développé par
Pennes [50]. L’avantage principal de ce modéle est que la température est la
seule variable impliquée dans la simulation. Proposé par Pennes, le transfert

bio-thermique est décrit par I’équation suivante :
pc St = kV2T + wpcy(Ty — T) + Qu + Q (2.10)

ou p est la densité de tissu ; k est la conductivité thermique ; w est le taux de

perfusion de sang; c est la chaleur spécifique de tissu; c, est la chaleur

28
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spécifiqgue de sang; T, est la température de sang; Q,, est la source
volumétrique de chaleur associé au métabolisme ; Q est la source volumétrique
de chaleur externe. Le transfert thermique dans le corps humain est décrit par la
conduction de chaleur, la perfusion du sang, le métabolisme et la source de
chaleur externe. Le taux de perfusion du sang et le métabolisme sont tres
importants pour réguler la température du corps. Le taux net de transfert
thermique entre le sang et le tissu est proportionnel au produit du taux
volumétrique de perfusion et la différence entre la tempeérature du sang des
arteres et la température locale du tissu. Dans la cryochirurgie, une température

extrémement basse, est utile pour détruire les tumeurs cancéreuses.

Généralement, il y a plusieurs hypothéses considérées pour simuler le

changement de phase au cours de la cryochirurgie :

1. Lachaleur latente est constante.

2. Les propriétés thermiques varient dans les points qui sont complétement
congelés du liquide au solide.

3. A Tlinterface, la conduction de chaleur est impliquée seulement dans le
transfert thermique.

4. Le débit de sang est constant quand la température est proche de la
température limite inférieure de changement de phase.

5. Le métabolisme est nul pendant la congélation.

6. La fraction liquide varie seulement en fonction de température.

6.3. Formulation mathématique par la méthode d’enthalpie

On considére un domaine Q divisé en trois parties, la partie liquide Q,, la partie

solide Q, et la partie pateuse de changement de phase Q,, (voir figure 2.3).
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Figure 2.3 : Domaine de changement de phase.

Le transfert thermique dans la phase solide (congelée) :

a
pesor = V.(kVT) + w5pey (T, =T+ Qu+Q  (211)
Le transfert thermique dans la phase liquide (non-congelée) :

]
pC 6_7; = V.(k,VT) + w,pcp (Ty = T) + @ + Q (2.12)
Le bilan thermique a I’interface liquide/solide :

ks (%) —k (aTl) = (pihy — pshs)vx — piyv; (2.13)

on.
ou hy, h; sont les enthalpies massique des phase solides et liquides ; v,, v; sont

les vitesse des deux interfaces.

(p1 — ps)vy = pivy (2.14)
v, = =8Py, (2.15)
Pl

En remplagant 1’équation (2.15) dans (2.13) on obtient :
aT; oT
ks (35) — ki (22) = psLu, (2.16)
Pour deduire le modéle enthalpique du modele multi-domaine bio-thermique
standard de changement de phase, I’effet de la chaleur latente est incorporé avec

la capacité dépendant de la température. Donc, un nouveau parametre est

introduit. Dans le cas de tissu biologique, la congélation s’effectue d’une fagon
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non iso-thermique ou il y a une zone pateuse existant entre les deux phases. La
forme d’enthalpie est définie par Bischof [51] dans le cas de tissu biologique

comme suit :

Tissu congelé (T < T,,;) :

H(T) = fTTml c.dT (2.17)
Zone pateuse (T < T < Typs) -
H(T) = —2-Q (2.18)
Zone non-congelée :
H(T)=Q + fons ¢, dT (2.19)

ou :

Q=1L +me5[ — (T )(cs —c)|dr (2.20)

Tms—Tm

Cette forme peut s’écrire aussi sous la forme suivante :

(Cf(T — Tins) T < Ty
1 L
H(T) = 4 (T — Tps) (E (Cf + Cu) + m) Tms <T <Tyuy (2.21)
1
LL + 2 (Cf + Cu)(Tml - Tms) + Cu(T - Tms) T>Tn

Avec cette définition d’enthalpie, I’équation bio-thermique peut étre réécrite en

terme d’enthalpie :

pSl = kV?T + wpcy(Ty = T) + Qu + Q (2.22)
La perfusion de sang w, la génération de chaleur par métabolisme Q,,, la

conductivité thermique k pour différentes phases sont données égales a :

La conductivité thermique :

ke T < Tpns
k= S ST <y, (2.23)
k, T > Ty

Génération de chaleur par métabolisme :
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0 T < Tpps
Qn = {0 Ths <T <Tpy (2.24)
le T > Tml
Perfusion de sang :
0 T < Tpys
W= {0 Ts < T < Ty (2.25)
Wp T > Tml

La formulation de probléme de changement de phase dans un tissu biologique
par la méthode d’enthalpie a été faite pour I’utiliser dans la simulation de

probléme de congélation cryogénique de cancer de poumon.
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Dans ce chapitre, nous donnons la forme discrétisée du modele
mathématique décrit précedemment. Cette discrétisation a été établie dans le cas
2D cartésien et axisymétrique, et pour le cas de convection-diffusion

stationnaire et conduction non stationnaire.

1. Formulation de probleme de changement de phase

Considérons le domaine ( avec les quatre frontieres d,1, 9Q,, d;Q et 9,Q qui

sont complémentaires ou :

{aiﬂnajme@ i#]j 3.1)

Le domaine Q est considéré bidimensionnel et peut étre cartésien ou

axisymétrique (figure 3.1).

y A
(0:Q) A (95
(0.) (0.Q)
Q) (Q)
X r
(3, Q) ' (0,1

Figure 3.1 : schématisation des deux références de coordonnées : cartésien et

axisymetrique pour le domaine Q

Le phénomene de changement de phase dans le cas de mouvement de domaine

Q) est décrit par I’équation d’énergie sous la forme enthalpique suivante :

Z—’Z + U.VH = div(k(T)VT) + Q (3.2)
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ou H(T) est I’enthalpie volumétrique, k(T) est la conductivité thermique, Q est
la génération interne de la chaleur et U la vitesse du domaine mobile. Les
propriétés H et k dépendent de la température. La fonction d’enthalpie est
définie par:

H(T) = [, ,, pe(m)dr (3.3)

pc est la capacité volumétrique de chaleur qui dépend de la temperature, et
T,es €st une tempeérature de référence.

La forme de H(T) dépend de type de matériau considéré.

Cependant, il y a deux cas : changement de phase avec zone étroite non-iso-
thermique et changement de phase iso-thermique.

Dans le cas ou le changement de phase s’effectue dans un intervalle fini de

température [Ty, T;], la fonction d’enthalpie est donnée par :
T
( fTref pcedT T<T,
T T oL
H(T) = fTrefpcsdT + [ p5dT T, <T<T (3.4)
fTT:efpchT + pL + f;pcldT T>T,

Dans le cas de changement de phase iso-thermique, la fonction d’enthalpie est

donnée par :

T
Tre f

fTTmfpchT + pL + fTT pcdT T >T,

pcsdT T<T,

H(T) = (3.5)

Pour résoudre 1’équation (3.2), on considére les conditions aux limites
suivantes :
1. Condition de Dirichlet (température imposée) :

T=T(x) dans (0,Q) (3.6)

2. Condition de Neumann (flux imposé) :

k(T) Z—Z (x) =q(x) dans (0,Q) (3.7)

3. Condition mixte (convection) :

k(1) 5, () = h(Texe = T(0))  dans (50) (38)
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ou T,, est la température ambiante, h est le coefficient de convection.

4. Condition de type rayonnement :

k(S (x) = a(T)  dans (3,9) (3.9)
ol a(T) =oce(T*—T2), o est la constante de Stephan-Boltzmann, € est
I’émissivité de la surface et T, est la température d’environnement.

5. Condition initiale (seulement dans le cas instationnaire) :
T(x,t =0) = Ty(x) (3.10)

2. Discrétisation par la méthode des éléments finis (MEF)

L’équation d’énergie générale de changement de phase (3.2) peut prendre deux

formes suivant le régime de transfert thermique du probléme étudié.

Le probléme de convection-diffusion stationnaire est 1’un de ces deux formes, il

est décrit par 1’équation :
U.VH = div(k(T)VT) + Q (3.10)

L’autre forme se présente dans le probléme de conduction instationnaire décrit

par I’équation :

= = div(k(T)VT) + Q (3.11)

Chaque forme nécessite un traitement algorithmique différent pour résoudre le

probléme de changement de phase associé.

2.1. Probléme de convection-diffusion stationnaire

A cause de la présence de terme convectif, le traitement du probleme de
convection-diffusion par la méthode de Galerkine standard présente souvent des
oscillations numériques (instabilites) dans la solution numérique obtenue. Pour

cela, I’utilisation des schémas de stabilisation est nécessaire.
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2.1.1. Méthode de stabilisation

Pour montrer les oscillations numériques obtenues par la méthode de Galerkine
standard, on a choisi un cas de convection-diffusion stationnaire

unidimensionnel décrit par 1’équation :

d

aZ_ kL= 0 dans O (3.12)
dx dx

Le domaine Q est considéré entre [0,L] et est discrétisé avec un maillage
uniforme avec des éléments de longueur h. Les fonctions de forme sont

représentées dans la figure 1 :

Figure 3.2 : fonctions de forme pour le nceud i.

En appliquant le schéma de Galerkine sur 1’équation (3.12), on obtient

I’équation suivante :
fov (a2 - ki) a0 = (3.13)

La résolution de 1’équation (3.13) par MEF pour le i éme nceud nous donne la

forme discrete suivante :

—Uj—1+U; Uj—q—2Ujtu;
-1 +1 k i—1 i i+1 — 0 (314)
2h h2

Il est bien clair que cette approximation ressemble aux approximations de type

des différences centrées des opérateurs différentiels.
L’équation (3.15) peut étre simplifiée comme suit :

(=1 —-Pe®)u;_; +2u; + (-1 + Pe®)u; ;=0 (3.15)
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ou Pe® est le nombre de Peclet. Pe® = ah/2k. Ce nombre adimensionnel
exprime le rapport entre le taux d’advection et le taux de diffusion. Le
probléme est supposé avec convection dominante pour Pe >> 1 et avec
diffusion dominante pour Pe << 1. Dans le cas ou la convection est dominante,
le terme de convection crée des instabilités sous forme des oscillations dans la

solution donnée par la méthode élements finis.

Pour montrer ces oscillations, on prend la solution pour 1’équation (3.12) avec

les données suivantes :

Q =[0,1] avec u(0) =1 et u(1) = 0. La vitesse du domaine est a =1, la
diffusivité est supposée k = 102. Si on prend h = 0.1, le nombre de Peclet est
égal 100.

La solution analytique de ce probleme est :

u(x) = £E=¢ (3.16)

La figure 3.3 montre une comparaison entre la solution obtenue par la méthode

MEF de Galerkine et la solution analytique.

Comme il a été mentionné précédemment, pour des grands nombres de Peclet

(Pe = 100) ; on peut remarquer d’apres la figure 3.3 que la discrétisation par
la MEF de Galerkine donne des oscillations nceud a nceud dans la solution. La
seule méthode pour éliminer ces oscillations est d’utiliser les techniques upwind

comme la méthode des éléments finis stabilisée.
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Figure 3.3 : solution de probléme de convection diffusion 1D.

En général, la technique upwind de base consiste a remplacer la méthode de
différences centrées obtenue par la méthode de Galerkine par une
approximation décentré. La formulation la plus populaire est connue comme la
méthode SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkine) proposée par Hughes et
Brooks dans [3] et [20] dans les problemes avec convection dominante. L’idée
principale dans la méthode SUPG est d’ajouter une diffusion artificielle qui
influe seulement dans la direction d’écoulement. Cette modification a été
étendue a une formulation de Petrov-Galerkine en modifiant la fonction de
pondération. Cette modification a été interprétée par une grande pondération
des nceuds dans la direction amont et une faible pondération dans la direction

avale (figure 3.4).

Flow

Galerkin

i-1

Figure 3.4 : Fonction de pondération dans la méthode de Galerkine et la
méthode SUPG pour un élément linéaire.
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L’¢équation modifiée peut prendre la forme suivante :
~( du d?u _
Lo(aZ-kh)da=0 (3.17)

\ ~ d . . . cps s
Ou: v=v+rai est la nouvelle fonction de pondération modifiée.

Puisqu'une fonction d'interpolation linéaire est employée, la deuxiéme dérivée
s’annule. Le paramétre T contrdle I’amplitude de la diffusion artificielle ajoutée.

L’équation (3.17) peut s’écrire pour un i éme nceud comme suit :
2 2 2
(—1 — Pe® — %) U4+ (2 + 2%) u; + (—1 — Pe® — %) Ui+, =0 (3.18)

La figure 3.5 montre une comparaison entre le schéma SUPG de stabilisation et

la méthode de Galerkine.

1.8 7

1.6

1.4 +

1,2

1

0,8 A

06 4 —a— Galerkin

— — Exact
0.4 1 —#— Stabilized method
0,2 1
D 1 I I )
0 0,2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.5 : Solution du probléme de convection-diffusion 1D par la méthode
MEF stabilisée.

2.1.2. Parametre de stabilisation

La question critique dans la méthode SUPG reste dans le choix de paramétre .
« Combien de perturbation (terme de perturbation) on doit ajouter pour

atteindre les effets désirées de haute stabilité et de précision ? ».
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Le parametre de stabilisation ¢ pour le probléeme de convection diffusion

stationnaire est donné par [65]:

& (Pec) (3.19)

Ou é(Pe®) est la fonction de nombre de Peclet donnée par :

T =
2

&(Pe®) = coth(Pe®) — P_Ze ~ min GPee, 1) (3.20)
avec : Pe® = ah®/2k

he est la longueur caractéristique de I’élément de maillage.

La longueur caractéristique de 1’élément a un impact significatif sur la quantité
de paramétre de stabilisation. Il a été montré [65] que t est proportionnel a h? a
la limite de diffusion, et linéaire en h dans la limite de convection.

Le choix le plus recommandé dans la littérature [65] est :

Figure 3.6 : longueur caractéristique dans la direction d’advection.

a; ONg

he =2 (%

) (3.21)

llall ox;
avec : |lall = yX; a;?
neest le nombre des neeuds dans 1’élément, N, est la fonction de forme associée

au nceud «, a est la vitesse locale.

2.1.3. Schéma SUPG des éléments finis

La formulation de probleme de changement de phase dans le cas de convection-
diffusion stationnaire (équation 3.10) par la méthode de Galerkine est donnée
par :

J, 8T(U.VH — div(k(T)VT) + Q) dQ2 = 0 (3.22)
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En appliquant le schéma SUPG a I’équation (3.19), la fonction de pondération
6T devient :

8T = 8T + 1U. VST (3.23)
En remplagant 1’équation (3.20) dans I’équation (3.19), on obtient :

Jo 6T (U.VH)dQ — [ 8T (div(k(T)VT))dQ — [, 6TQdQ + [, 7U.VST(U.VH)dQ —
1
Jo 7U. V8T (div(k(T)VT))dQ — [, TU.VSTQdQ = 0 (3.24)
11
Puisque la tempeérature est interpolée lineairement, le terme (1) s’annule.

En intégrant le terme le terme (1) par le théoreme de Green-Gauss, on trouve :

Jo 6T (div(k(T)VT))dQ = [, 8Tk(T)VT.ndl — [ V6Tk(T)VTdQ  (3.25)

11

Le terme de frontiere (I111) peut s’écrire :

J,q 6Tk(T)VT. ndl’ =

- (f,_=,2Q 8Tqdr + [, o 6Th(Te, —T)dl + [, 5Ta(r)dr) (3.26)
En remplacant I’équation (3.23) dans (3.21), on obtient :

Jo 6T(U.VH(T))dQ + [, TU.VST(U.VH)dQ + [ V6Tk(T)VTdQ +
fagﬂ SThT dT’ — fm 8Ta(T)dl — r(86T) = 0 (3.27)

ou :
r(8T) = [, 6TQdQ + [, 7U.VSTQdQ + [, 6T dT + [, ,6ThT,, dI' (3.28)

Dans le contexte de la méthode des éléments finis, la résolution numérique de
du probleme est basée sur une procédure itérative de la forme discréte de
1’équation (3.27). Pour cela, on propose la notation suivante :

R(T,8T) = [, 6T(U.VH(T))dQ + [, tU.VST(U.VH(T))dQ + [ VSTk(T)VTdQ +
J,q 6TRT dT + [, o 6Ta(T)dl = r(8T) = 0 (3.29)
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Ce probleme nécessite une linéarisation DR(T,ST) de R(T,5T) qui nous permet

d’obtenir le systéme linéarisé itérative suivant :

DR(T®,sT)AT® = —R(T®, 5T) (3.30)

Pour résoudre 1’équation (3.30), on utilise une linéarisation relaxée de R(T, 8T)

proposée par Nedjar [38].

2.1.4. Linéarisation relaxée

L’idée principale dans la conception de 1’algorithme proposé pour traiter le
probleme de changement de phase se résume en trois étapes :

Dans la premiére étape, au lieu d’utiliser la forme H — T classique (équation
(3.3) et (3.4)), on utilise son forme réciproque T — H. Pour cela, on introduit la

fonction ¢ donnée par I’équation suivante :

o:H—->T
331
{T = ¢(H) (33D
Dans la deuxiéme étape, la linéarisation de la fonction ¢ (H) est donnée par :
T =TO 4 AT = o(HD) + o' (HD)AHD (3.32)

ot: AH® = @D @ o' est la dérivée de @(H) par rapport a H.

L’équation (3.32) peut s’écrire aussi sous la forme :

AH® — (pl(;(i)) [AT(i) n (T(i) _ (p(H(i)))] (3.33)

La troisiéme étape est de remplacer la quantité 1/¢’(H®) par la quantité y qui

est le paramétre de relaxation dans tous le domaine de calcul au cours du

processus itérative ou :
AH©O = [ATO + (1O — o(H©®))| (3.34)

Le paramétre de relaxation u doit satisfaire la condition suivante :

1
max ¢’ (H®)

U< (3.35)

L’enthalpie H et la température T sont des variables dépendantes et elles sont

distinguées au cours de processus itératif par 1’équation (3.34). Pour cela, et
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afin de linéariser 1’équation (3.30), on porpose remplacer R(T,8T) par
R(T,H, 8T).
La linéarisation classique de R(T, H, §T) est donnée par :

[, 67 (U.9(aAH®)) do + f, 70. V6T (U.V(AH®)) d +

Jo VST . k(TO)V(ATP)dQ + [ VST. VT Ok (TW)ATDdQ +
v

Jp o 8TRATW dr + [,  8Ta'(T®)dl = —R(T®, H®, 8T) (3.36)

k'et a' sont les dérivées de k et a par rapport a la température respectivement.
La conductivité thermique a une forme explicite en fonction de température
(constante a chagque zone de changement de phase) et par conséquent le terme
IV s’annule.

En remplagant 1’équation (3.34) dans 1’équation (3.36), on obtient la forme

relaxée DR(T®, HW, §T) de la linéarisation de R(TW, H®, §T)) comme suit :

DR(TW,H®,5T)AT® =
—R(T(i), H®, 5T) —

Jo 87 (0.7 (10 = p(H®)) ) da - [, 70.98Tu (0.9 (1 = o(H®))) dO 3:37)

%4

ou :

DR(T®,H®, 6T)AT® =

[, 8Tu (U.V(AT®)) dQ + [, 7U. V8T (U.V(aTD)) d2 +

[, VST k(TO)V(ATV)dQ + f, | 6ThAT® dT — [, 8T (TV)ATVdr  (3.38)
R(T®,HY,6T) =

J,6T(U.VH®)dQ + [, TU.VST(U.VH®)dQ + [, V6Tk(TO)VT©dQ +
J3,a 6TAT® dl — [, o 6Ta(T®)dl —r(8T) (3.39)
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2.1.5. Forme discréete

Pour établir la forme discréte de 1’équation (3.37) par la MEF, on dicrétise le

domaine bidimensionnel Q (cartésien ou axisymétrique) par des éléments

triangulaires (figure 3.7) ot Q =u’c™ Q.

e=1

Figure 3.7 : élément triangulaire

En utilisant la notation| vectorielle [conventionnelle des éléments finis standards,

on peut écrire :

T¢ = (N){T¢};VT® = [BI{T®}; 6T°® = (ST°)}{N}; V6T® = (6T°¢)[B]" ;
Ou:

(N) = (Ny Ny N3); {T¢} = (T, T, T5)" ;

Avec :

(Nl = i(a1 + byx + cy1)

{ N, = i(a2 + byx + c37)

kN3 = i(a3 + bsx + c37)

Et:


http://www.rapport-gratuit.com/
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Ay = X3y = X173 [{b; =13 — 1y [{C2 = X1 — X3

[al = X,13 — X3y {bl =1,—T3 {Cl = X3 — X,
A3 = X171, — X1 by =1 —1, \G3 =X — X

A représente la surface de 1’¢lément et elle est donnée par :

1 x;, n
2A = det (1 X2 Tz) = (1 — x511) + (xgry — x973) + (313 — x373)
1 x3 m3

Ces fonctions de formes du probleme axisymétrique sont identiques avec celles

du probleme cartésien.

Par analogie, la notation vectorielle de la forme itérative du probléme de

changement de phase est donnée comme suit:

ATO° = (N{ATO);TO" = (HFO}, VT O° = (BT} 10" =
(N{HO®}; VHO® = [BI{HO}; Vo (H©O) = [Bl{p(H®)'};

Ou :

(TO = (rO, 7O, TOYT ;. {HO} = (HOL HO, HO)T; {p(HO) ) =

((p(H(i))l (p(H(l'))z (p(H(i))3)T

Dans le cas des coordonnées cartésiennes :

_ . __ | ox ax ox | .
dQ =e.dxdy; [B] = N, oN, o
dy 0oy 0y
Dans le cas des cordonnées axisymeétrique :
dQ = 2nrdrdz; [B] = |27 97 9or
0z 0z 0z

Ou : dQ est le volume d’élément ; e est I’épaisseur.
La forme discréte de 1’équation (3.37) peut s’écrire :

o2e(6T) (f,, mNIUT[B1dQ) {ATO"} +



Chapitre 111 Discrétisation par MEF et traitement algorithmique

Znele<5T ) ﬂfQ '[e[B]TUUT[B]dQ) {AT(i)e} +

e

[, [BI"k(T)[Bld0) {AT@e} +

Jonnaya MVKNYAD) {ATO7} —

Dyounoa @ (TO) KN ) {aTO7} (3.40)

RL2(6T*)

Znele<6T )

—~ ~~ N

Ses(8T)

Le terme (3.37) peut s’écrire :

R(T®,HY,6T) =

[ N3UT[B1AQ) {HO} +

e

2”ele<5T )

anle<6Te> fQ ‘ce[B]TUUT[B]d‘Q) {H(i)e} +

o[BI k(T®)[Bld0) {T@e} +

faﬂ na ﬂh{N}W)dF) {T(i)e} SeLi(0T") (faaenam a(T(D){N }dF) +
—r(3T) (3.41)
ou :

r(8T) = Z04(6T) (f,, QINIAQ) + 05(6T) ([ 0.0 TNYAT) +

2 (8T°) ([0, npu0 Moo IN}AT) + Z22548T<) ([, ¢ [BITUQdR) (3.42)

2”ele<5T )

AAA/—\

Znele<6’1"e

Le terme (V) dans I’équation (3.34) peut s’écrire :

[, 8Tu <U. v(r® - <p(H<i>))) dQ — [, U.VéTu (U. v(r® - (p(H(i)))> o =
— 5nee(o7) (n f, 0T [B1AQ) ({TO} = {0 (H®)}) -
Yele(ST®) (u Jo, [B]TUUT[B]dQ) ({T@ } - {q)(H@'))}) (3.43)

En remplagant (3.43), (3.42), (3.41) et (3.40) dans (3.34), on obtient la forme

discrete finale du probleme de convection-diffusion stationnaire :

[K(T(i))]{AT(i)} = _de:liRE(T(l) H(l)) Yhee g (T(l) H(l)) (3.44)
{s}
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[K(T®)] = X0 u[Kuf] + X0 ulKugypel + Yo [Kd®] + Y [Kconv®] +

Yo [Kray®] (3.45)
RE(T®,HO) = ([Kul{HD} + [Kugypc ) {HO} + [Kd)TO} +
[Kconve]{T(i)e} - {freay} - {fﬁe} - {fC%nv} - {er} - {erSUPG}) (3.46)

q* (10, H®) = (ulkue) (1O} ~ {p(HO)}) + ulKusype) (T} -

{o(H®))) (3.47)
[Kul = T35 [Kul; [Ku®] = [, {N}U"[BldQ (3.48)
[Kusype] = Zo2i[Kuypel ; [Kugype] = [y, v¢[B]"UUT[B]dQ (3.49
[Kd] = o5 [Kde] ; [Kd°] = [ [B] Tk(T(l))[B (3.50)
[Kconv] = 33 [Keonv®T;[Keonv®] = [, o o NXN)dT (3.51)
[Kray] = X2 [Kray®li[Kray©] = [, 5 o @' (TO)HNKN)AT (3.52)
(o} = fya,no,0 @(TO)N}ar (3.53)
Ufeonv} = Jy0,n9,0 T {N}AT (3.54)
{7} = fyq.n9,0 3N}AT (3.55)
{5} = Iy, eivyda (3.56)
{fosupet = Jo, T°[B]"UQdQ (3.57)
La forme finale de I’équation (3.44) s’écrit :

[K(TO){AT®} = {53© (3.58)

Ou:

[K(T®)] = u([Ku] + [Kusyps]) + [Kd] + [Kconv] + [Kray] ;
(S)D = — 3 Re(T®, HO) _ gt ge (7O, HOY .

(470} = {6} — )
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2.1.6. Algorithme de résolution

La solution de I’équation (3.58) s’effectue itérativement et suit 1’algorithme

suivant :

(@) Initialisation du champ de température et d’enthalpie :
i=0H®=0,etT® =¢(HO®).

(b) Calcul et intégration des matrices et des vecteurs élémentaires et résiduels :
(ke (TO)] AR (T, HO)} {q¢” (10, HO)}

(c) Assemblage et résolution du systeme :
(AT®} = [K(T®)] " {S}D.

(d) Actualisation du champ de température :
{T(i+1)} — {T(i)} + {AT(i+1)}.

(e) Actualisation du champ d’enthalpie en utilisant la formule relaxée :

(HC0) = (HO} + g (T} - ({0

(F) Test de convergence :

AT®
T®

Si || || < TOL

Sinon:i =i+ 1 enretournant a I’étape (b)
2.2. Probléme de conduction instationnaire

Dans le cas d’un probléme de changement de phase avec conduction

instationnaire (équation 3.10), La forme variationnelle de Galerkine s’écrit :

1,67 (5 = div(k(T)VT) + Q) d = 0 (3.59)

[, 6T (@) dQ — [, 6T(div(k(T)VT))dQ — [, 8TQdQ = 0 (3.60)

t

I

En intégrant le terme le terme (1) par le théoreme de Green-Gauss, on obtient:
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Jo 6T (div(k(T)HVT))dQ = [, 6Tk(T)VT.ndl — [, VSTk(T,)VTdQ  (3.61)

11

Le terme de frontiere (I111) s’écrit :

J STk(T)VT. ndl =

- (fazQ 6Tqdl + [, o 6Th(Te, =T dl + [, §Ta(T,)dr) (3.62)

En remplagant 1’équation (3.23) dans (3.21), on obtient :

1,87 (572) da + [, VSTK(T)VTdQ + f, 6ThT dT — f, | 6Ta(T)dl —
r(6T) =0 (3.63)
ou :

r(oT) = [, 6TQdQ + [, ,8TqdT + [,  SThT.,dT (3.64)

Dans le contexte de la méthode des éléments finis, la résolution numérique de
ce probleme est basée sur une procédure iterative de la forme discréte de
I’équation (3.26).

Le terme temporel est discrétisé par un schéma implicite des différences finis.
On considére un sous domaine typique [t,, t,+1] € [0,£] ou on peut
commencer d’un état convergé (T,, H,) a linstantt =t,, on cherche de

trouver I’état (T4, H,.41) a 'instant t = t,,,; en résolvant I’équation suivante :

Ru1 (T, H, 8T) = [ 6T ™2dQ + [ VST (T 1)VTy1d + Jy,0 ThTns dT +
Hn
fm 8T a(Tr41)dT = 17044 (6T) — [, 6T 2dQ = 0 (3.65)
Ol] At == tn+1 - tn
La solution de 1’équation (3.65) dans un contexte de la MEF repose sur une

procédure  itérative de la forme relaxée du systeme discret décrit

précédemment.
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2.2.1. Linéarisation relaxée

Pour traiter le probléeme de changement de phase dans le cas de conduction
instationnaire, on utilise le méme principe de linéarisation relaxé décrit pour le

cas stationnaire.

L’incrémentation relaxée de la fonction d’enthalpie pour le cas instationnaire

est donnée par :
AH,(liJZl =Hu [ATTE% + (Trg?l - QU(Hgl))] (3.66)

ot AH®Y = D @ o AT® 180 _1® - est Ja fonction
réciproque ; u est le parameétre de relaxation ; n désigne I’instant de temps ; i
I’itération a I’intérieur de I’instant.

En remplacant 1’équation (3.66) dans la linéarisation classique
deR,..,(T,H,8T), on obtient la linéarisation relaxée 5Rn+1(Tffll,H£fil,8T)

suivante :

DRy (Togn  Hiik1, 6T) AT3 =

R (T H, 0T) = [, 07 2 (T = 0 (H{D) ) do (3.67)

vi

DRusr (Thits  Hytr, 6T ) ATy =
[y 8T 4 AT, d0 + [, VST ke (T )V ( ATy ) dO+ [, SThATS), dr +
[0 8T (Tiay) ATSdr (3.68)

. , ® . .
Rusr (T HEL 1, 8T) = [, 6T 22 d0 + [ VaTk (TS, ) VTE1d0 +

Joa OTRT k1 AT + [, o 6Ta (Ty, ) T = 741 (8T) — f, 6T 20 (3.69)
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2.2.2. Forme discréete

Pour établir la forme discrete de 1’équation (3.67), on discrétise le domaine

spatial Q en utilisant les éléments triangulaires (figure 3.7) ol Q =u’ ™ Q.

e=1

En utilisant la notation vectorielle conventionnelle des éléments finis standards,

on obtient :
T¢ =(N{T®};VT® = [BI{T®}; 6T¢ = (ST°){N}; VST =(5T°)[B]" ;
ou:

(N) = (N1 N N3); {T¢} = (T, T, T3)T ,
Avec :

(Nl = i(a1 + bix + c1y)
{ N, = i(az + byx + c3y)
\Ns = i(a3 + bsx + c3y)
Et:

Ay = XY3 —X3Y2 (b1 =Y, —y3 (€1 = X3~ X3
Ay = X3Y1 —X1Y3 ;{by, = y3 —y; ;{C2 = X1 — X3
A3 = X1V, = XY1 by =y, —y, \C3=X;—X;

A représente la surface de 1’élément, elle est donnée par :

1 % »n
2A = det <1 X2 3’2) = (1Y, — x3¥1) + (x3y1 — x1y3) + (93 — x3Y7)
1 x3 y;

Par analogie; la notation vectorielle de la forme itérative de probleme de

changement de phase est donnée par :

n+1 n+1 ' in+1l n+1 n+1

B {10, 1, = 0 {10, ) v, = (51 {10, ) s va(HD,) =
B1{o(HO,)} : HE = (N){Hg)

Ou:
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(1O = T T T

(B} =Ry HO ) B )T
{o(H2.) Y = w(H2), o(HL), o(H),)"
{H:} = <Hn(1) Hn(z) Hn(3))T :

Dans le cas des coordonnées cartésiennes :
ON1 0N 0N

dQ=e.dxdy;[B]=& & &;

ay dy dy
dQ est le volume d’¢élément ; e est 1’épaisseur.

La forme discréte de 1’équation (3.67) peut s’écrire :

DRuss (TS0 HG1,6T) AT = 302587 (f, £ (vHWd) { AT} +
2o (8T (J, [BIk (Ths ) [B1AQ) { AT, } +

2248T%) (Jpqunoun MVKNYAT) { ATS } +

2028 (fg o0 @ (Than) INKNAD) { ATSY ) (3.70)

Le terme (3.68) s’écrit :
Rues (1, 1, 67) -
snete(67%) (J, = NHM)dR) {HS, ] +
222s(ST) (Jo [B1k (Tih,) [B1dR) (T} +
S025(6T) (S a0 MVKNYAT) (T35} —
)

S (0T%) (Jag, 0,0 @ (Tike) VIAT) = Zee(6T) (fy, 5 (NHN)AQ) {H, )
T41(6T) (3.71)

Ou:
T (6T) = Z058T°) (f,, QINYAQ) + 2044(8T°) (. n0, 0 TNIAT ) +

2248T%) (Jpq,no,0 RTeo {N}AT) (3.72)
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Le terme (VII) dans I’équation s’écrit :
. : . e
1074 (1%~ (12) 0 = 250 (7, £ 0000) (1)~

{o(H3)}) (3.73)

En remplacant (3.73), (3.72), (3.71) et (3.70) dans (3.67), on obtient la forme
discréte finale du probleme de conduction instationnaire :

[K(Tvgl)]{ATn(?l} = _R(T1521'H1(121) - q(TTE:-)l’H‘f(ll-l)-l) (3.74)
avec :
(7

n+1

)] = Zhde £ [Me] + Rt [Kd®] + Toek[Keonve] + Yo [Kray®]  (3.75)

R, 1) =

srete (2 M {HS, Y + ka1 {12, ) + [Keonve 1 {18, } - 2 [Me){H, <} -

A

{Fon} = U8} = Uomod = {£53) (3.76)
a(ri 1) = T (ST} — {o(H2))) 377)
ou :

[M] = Xez5[Me] s [M€] = [, {NKN)dQ (3.78)
[Kd] = 225[Kd°]; [Kd®] = f,, [BI"k(T7;)[BldQ (3.79)
[Kconv] = Y [Kconve] ; [Kconve] = fanenam R{NXN)drI (3.80)
[Kray] = Y0 [Kray®]; [Kray®] = fanenam a’(T,f?l){N}(N)dF (3.81)
(£} = fyano.0 @(Tass) (NYAT (3.82)
Ufeonv} = J30,n0,0 M {N}AT (3.83)

U7} = Joauna,0 TN3AT (3.84)
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s} =1, elnaa (3.85)
La forme finale de 1’équation (3.44) s’écrit :

[k (T 2)HAT, 2} = (53 (3.86)
ou :
[k (T(l)l)] = u[M] + [Kd] + [Kconv] + [Kray] ;
A~ BT D) P

(AT} = {éii”} (T}
2.2.3. Algorithme de résolution

La solution de I’équation (3.86) s’effectue itérativement suit 1’algorithme
suivant :

(@) Initialisation du champ de température et d’enthalpie :

i=0HY =H,etT? =T,

n+1 n+1

(T, H,) est une solution convergée a t = t,,.

(b) Calcul et intégration des matrices et des vecteurs élémentaires et résiduels :

[ke(T(l)J] {Re(TrE:-)v H(l)1)} {qu) (TrE:-)v H(l)1)}

(c) Assemblage et résolution de systeme :

. -1 .
(a0} = [K(T )] (¥

(d) Actualisation du champ de température :
(T} = (T} + {820}

n+1

(e) Actualisation du champ d’enthalpie en utilisant la formule relaxée :

{Hr(zifll) {H1(1?-1} tu ({ rE:-+11)} - ‘P({H(l)l}))
(f) Test de convergence :

(®
ATn 41

NO]

Tl+1

Si < TOL

Sinon:i =i+ 1 enretournant a 1’étape (b)
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3. Configuration de maillage

Le domaine est discrétisé par des éléments triangulaires. Nous avons utilisé un

maillage structuré (figure 3.7).

Figure 3.7 : maillage utilisé.

Cette structure nous permet de calculer dans le repére global et nous facilite
d’avantage I’assemblage des matrices ¢lémentaires en respectant la connectiviteé

des éléments.

3 i+1,j+1
A
% A
1z JZ i,j i+1,j
3 2 iLj+1 i+1,j+1
1’ ij

Figure 3.8 : Types d’¢éléments utilisés dans le maillage
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4. Organigrammes de calcule

4.1. Cas de convection diffusion stationnaire

/ Lecture des données /

A 4
Génération du maillage

v

Initialisation : i = 0, H® = 0, T® = ¢(H)

l¢
v
Calcul et assemblage des Matrices et Vecteurs élémentaires et résiduels

[ke(T®)], {Rg")(T(i),H(i))} {qgi)(T(i)’H(i))} :

.

Résolution du systeme non linéaire

(70} = [K(r )] 53

'

Déduction du champ de température et d’enthalpie
(TE+D) = 7@} 4 {ATE+D)

(1) = (HO 4 ({T¢0) - o((HOD)

i=i+1

/ Affichage des résultats /
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4.2. Cas de conduction instationnaire

/ Lecture des données /

A 4
Génération du maillage

v

Initialisation : i = 0, Hr(ﬁr)l = Hp, T,ﬂ)l =T, (état convergeée)
e
v
Calcul et assemblage des Matrices et Vecteurs Elémentaires et résiduelle

[ke (T(i)

n+1)]’ {Re (Trg?l’Hr(li-l)-l)} {q‘gi) (Trg?l'Hr(li-l)-l

)}

'

Résolution de systeme

{ATrgA} = [K (Trg?l)]_l {5}531

|

Déduction de champs de température et d’enthalpie
+0) _ (7@ @
{Tnz-l } - {Tnfr-l} + {ATnfl-l}

(P} = (e (T} - o ((124))

®
n+1

7O

n+1

<TOL

/ Affichage des résultats /

i=i+1
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Dans ce chapitre, Nous avons validé notre travail sur un cas test
analytique de convection diffusion stationnaire puis sur un cas conduction

instationnaire.

La validité de modeéle a été examinée par rapport a la solution analytique pour
des problemes types dans les deux cas: convection diffusion stationnaire et
conduction instationnaire (probléme 2D, cartésien et axisymétrique). Différents

types des conditions aux limites ont été étudiés et discutés.

1. Tests de validation
1.1. Problemes de convection-diffusion stationnaire

Dans cette partie, on a considéré un probleme unidimensionnel de
changement de phase iso-thermique pour lequel les solutions analytiques
existent (voir ANNEXE).

Considérons un bar unidimensionnel de longueur [ avec une vitesse v et deux
températures imposées dans les extrémités T(x =0) =T, et T(x =1) =T,

avec T, < T,, et T; > T, (figure 4.1).

Figure 4.1 : probleme de convection diffusion stationnaire

Le mode¢le d’enthalpie s’écrit de la fagon suivante :
OH(T) k 9T _ 0

dx axz (4.1
T(x=0)=T, et T(x=1)=TI

Le nombre de Peclet et celui de Stefan ont pour valeurs:

Pe = cvl/k ; Ste = c(T; — T,)/L
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Ou c est la chaleur volumique considérée comme constante et L est la chaleur
latente de solidification.
Dans cette situation, on considere que le changement de phase s’effectue d’une

facon iso-thermique ou la fonction enthalpie H(T) est donnée par :

(e T T<T,
H(T) = {CSTm + L+ ¢(T—-T,) T>Ty, (4.2)
La forme réciproque de I’enthalpie est :
( Cﬂ H<H, =cT,
T(H) = {Tm Hy<H<H;+L (4.3)
| T+ — H>H,+L

a

Les propriétés du matériau sont :
T,, = 600°C, ¢, = ¢, = 0.333 x 107 #°c, L=5x%x10°J/m3etk =150

Pour varier les nombres de Peclet et de Stefan, on a fixé la température
T, a 200°C puis on varie la température T, et la vitesse v.
Le maillage est montré dans la figure 4.2 :

Figure 4.2 : maillage

1.1.1. Influence du nombre de Stefan
Pour étudier I’influence de nombre de Stefan sur la vitesse de convergence

de I’algorithme, on a choisi trois valeurs (Ste = 0.5,1 et 10) pour un méme
nombre de Peclet (Pe = 2).

Rapport- gratuil.com @
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Les distributions des températures adimensionnelles pour différents maillages
en fonction de la position sont représentées dans les figures (4.2, 4.3 et 4.4)

pour chaque nombre de Stefan.

Teta=f(Qsi)
1
09+
08r
07
5061
go5)
-II:
5041
03k sol}l‘rion exacte
maillage 50x2
maillage 100x2
02 maillage 200x2
maillage 300x2
01F maillage 400x2
0 I I I I | I I I I !
0 0.1 02 0.3 04 05 06 07 08 09 1

Qsi=(Xi-Xo0)/(X1-Xo)

Figure 4.3 : Distribution de la température adimensionnelle pour différents
maillages (Pe = 2 ; Ste=0.5)
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{TI-T)/(T]-To)

Tete

Tete={(Qsi)
9
09—
08 T
S
07~ \
06~
05~
04—
solution exacte
03 maillage 50x2
’ maillage 100x2
maillage 200x2
0.2- maillage 300x2
maillage 400x2
01~
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Yy
0 01 0.2 03 04 05 06 o7 0.8 0.9 1

Qsi=(X-Xi)/(X1-Xo)

Figure 4.4 : Distribution de la température adimensionnelle pour différents

1-To)

Teta=(TI-TY(T

maillages (Pe = 2, Ste=1)

Teta=f(Qsi)
T
— —
0ok —
™.
~—
.
08~ e
o7} N
\\\
06| .
~
051 \\
AN

solution exacte N
0.4F maillage 50x2 G

maillage 100x2 ™~
03k maillage 200x2 ™

maillage 300x2 \
0ol maillage 400x2 AN
' — —maillage 500x2 N\
01 \

\
0 I I I I I I I ! I \'J
0 0.1 0z 0.3 04 0.5 0.6 oy 08 0.9 1

Qsi=(X-Xi)/(X1-Xo)

Figure 4.5 : Distribution de la température adimensionnelle pour différents

maillages (Pe = 2, Ste=10)
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Nombre de | Position de I’interface x;,,; Maillage
Stefan (Ste) | Analytique Numérique Erreur (%) convergence
Ste=0.5 0.9184 0.9175 0.9175 400x2
Ste=1 0.7810 0.7808 0.7808 400x2
Ste=10 ; 0.1373 0.1369 0.1369 500x2

Tableau 4.1 : comparaison des résultats numériques et analytiques pour
différents nombres de Stefan (Ste = 0.5,1 et 10), Pe = 2;

D’apres les figures (4.3,4.4 et 4.5), on a remarqué que 1’algorithme converge a
un étalon de 10=7 beaucoup plus rapidement pour des grands nombres de
Stefan que pour des petits nombres de Stefan avec une erreur inférieure a 1 %

dans la position d’interface par rapport a la solution analytique.

1.1.2. Influence du nombre de Peclet

La sensibilité de la solution numérique d’un probleme de convection-diffusion
par la méthode des éléments finis due a la présence de terme convectif exige un
bon choix des schémas de stabilisation pour arriver a une solution stable et
précise. Nous avons opté pour le schéma SUPG. Pour valider notre modéle
numérique, nous avons choisi trois nombres de Peclet (Pe = 4,10 et 30) pour
un méme nombre de Stefan (Ste = 1).

Les distributions des températures adimensionnelles pour différents maillage en
fonction de position sont représentées dans les figures (4.6, 4.7 et 4.8) et ce pour

chaque nombre de Peclet.
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Teta

{TI-TY(TI-Ta)

09

0.8

0.7

0.6

05

04

0.3

0.2

01

0 01

Teta=f(Qsi)

solution exacte

Maillage 50x2 \

Maillage 100x2 “

Maillage 200x2 \

§ Maillage 300x2 i
Maillage 400x2 }

— — Maillage 500x2 A

1 1 1
02 03

1 1 1
04 05 06

Qsi=(X-Xo0)/(X1-Xo)

Figure 4.6 : Distribution de la température adimensionnelle pour différents

Teta=(T1-T)(T1-To)

maillages pour Pe = 4, Ste = 1.

Teta=f(Qsi)
—_—_——————
09+
08
[
06
05
04+
solution exacte
Maillage 50x2
031 Maillage 100x2
Maillage 200x2
0.2 Maillage 300x2
Maillage 400x2
01k — — Maillage 500x2
0 I I I I I I I I I ]
0 01 02 03 04 05 06 07 08 039 1

Qsi=(X-Xo)/(X1-Xo)

Figure 4.7 : Distribution de la température adimensionnelle pour différents

maillages pour Pe = 10,Ste = 1
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(T1-TY/CT1-To)

Teta

091

0.8

07

06

05

Teta=f{Qsi)

0.4

03 maillage 100x2
maillage 200x2
ozl maillage 300x2

0.1

solution exacte
maillage 50x2

maillage 400x2
— — maillage 500x2

0 1

0 0.1

1 1
02 03 04 05

06 07

Qsi=(X-Xo)/(X1-Xo)

Figure 4.8 : Distribution de la température adimensionnelle pour différents

maillages pour Pe = 30, Ste = 1.

Nombre | Position de I’interface x;,,; Maillage

de analytique Numérique Erreur (%) convergence
Peclet

(Pe)

Pe=4 0.8863 0.8862 0.0113 300x2
Pe=10 | 0.9543 0.9539 0.0419 500x2
Pe=30; | 0.9848 0.9849 0.0102 500x2

Tableau 4.2 : Comparaison des résultats numériques et analytiques pour
différents nombres de Peclet (Pe = 4,10 et 30) Ste =1

Les résultats montrent que le schéma SUPG est tres stable et permet d’obtenir

des positions d’interface avec une erreur inférieure de 1 %, on a remarqué aussi

que, plus le nombre de Peclet est élevé, plus la convergence du modeéle est

rapide.
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1.2. Problemes instationnaire

Pour valider notre modéle numérique dans le cas instationnaire, on a
choisi un cas unidimensionnel semi-infini avec une évolution uniforme de la
température dans la phase liquide. La solution analytique pour ce cas a été
fournie dans ’ANNEX.

Nous avons choisi comme métal, I’aluminium dont les propriétés thermo-

physiques sont présentées dans le tableau 1.

Le processus de solidification dans le cas ou le transfert de chaleur se fait
uniquement par conduction est décrit par 1’équation :
QH(T) _ , 9°T
at ox? (4.4)
T0,x) =TLT(x=0)=T, et T(x=1) =TI

En considérant que le changement de phase s’effectue d’une facon iso-
thermique identique a celle du cas précédent ot H(T) et t(H) sont donnés par
les équations (4.2) et (4.3).

Propriétés Valeurs
kooi(W/m.K) 250
kiigq(W /m.K) 190
¢so1(J/Kg-K) 880
cig(U/Kg.K) 880

p(Kg/m*) 2700
L(J/Kg) 267000
T,,(°C) 660
T, (°C) 652.5
T,(°C) 670
[(m) 1

Tableau 4.3 : propriétés thermo-physique de I’ Aluminium.
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Le maillage utilisé est identique a celui de la figure 4.2.

Les distributions de la température pour différents instants (t=400s, t= 800s et
t= 1200s) en fonction de la position sont représentées dans la figure (4.9) pour
chaque nombre de Peclet.

[=3]

=

L)
1

=1

=]

=]
T

[=2]

[=2]

[=31
T

)

[=2]

z
T

=2}

=3

2%
T

— analytique 4400 s
—+— numérique 3 400 s
— analytique 4 800 s
—+— numeérique a 800 s
— analytique a 1200 s
—— numérique & 1200 s

Température (°C
(=3} =3}
o o
(==} [}
T

3]
o
o

[=2]
(X1
=y

01 02 0.3 04 0.5 06 or 08 09 1
X (m)

[=2]
(X
%]

Figure 4.9 : Distribution de la température pour différents instants (400s, 800s
et 1200s)

La figure 4.9 montre que nos resultats numériques sont tres proches des

résultats analytiques donnés par la solution Neumann.

Temps (s) Position de I’interface x;,; (M) Maillage
analytique Numérique Erreur (%)

400s 0.04185 0.04092 2.22 100 x 2

800s 0.05918 0.06121 3.44 100 x 2

1200s 0.07248 0.07045 2.78 100 x 2

Tableau 4.4 : Comparaison des résultats numeériques et analytiques pour
différents instants (400s, 800s, 1200s) ;
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Les résultats obtenus montrent que le modéle numérique est capable de capter la
position de I’interface avec une erreur inférieure a 4 %. Nous remarquons que
I’erreur pour ce cas présent est plus importante comparée a 1’erreur du cas
stationnaire précédent, cela est du au fait que la solution analytique de

Neumann pour ce cas instationnaire est elle-méme imprécise.
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2.

Exemple d’application

2.1. Probleme de moulage continu avec un refroidissement par

nucléation

Le moulage continu est I’'une des méthodes les plus utilisés pour la
production des métaux. La realisation et la conception de la machine de coulée
continue exigent une analyse complete du processus de moulage continu. La
figure 4.5 représente une configuration du probleme de coulée continue qui est

étudié dans ce mémoire.

Au cours de processus de moulage continu, la distribution de la
température est indépendante du temps et dépend seulement des coordonnées
spatiales, ce qui méne a un phénomene de transfert thermique stationnaire dans
le moulage continu. En raison de la symétrie axiale du probléme étudié, 1’étude
devient axisymétrique suivant les directions (r, z). En négligeant 1’effet de la
convection naturelle au cours de changement de phase, le probléme de moulage
continu est gouverné uniquement par 1’équation de transfert de chaleur par

conduction, qui représente le phénomene de transfert thermique le plus

R
[ W WL
_ IL 1

significatif au cours de solidification.

primary
cooling
water

b

E

Mol

secondary Solid
cooling
water

Figure 4.10 : Schématisation verticale du moulage continu [52]
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L’équation d’énergie en coordonnées axisymétriques est donnée par [52] :

Us g = (452) + 25 (115) (45)

Le changement de phase se fait uniqguement dans une zone étroite ou la relation

entre I’enthalpie H et la température T est donnée par :

¢;T T<T,

H(T) = p.{ ¢sTs + c(T = T) T,<T<T, (4.6)
csTs + co(Ty = Ts) + (T = T)) T=2T,

ou Ls = cy(T, — Ty)
La forme réciproque est donnée comme suivant :

H

o H < H; = ¢,T;

(H) ={ Ty+=—= Ho<SHSH=H+cq(l,—-T)  (47)
| 7 +=" H > H,
l

L’alliage de I’Aluminium A6063 Al-Mg a été sélectionné pour cette simulation,

les paramétres de calcul sont récapitulés dans le tableau 1 et 2 [52] :

Parameétre Unités Valeurs
L m 0.0762
R m 0.05
T, K 303

Tableau 4.5 : parameétres opérationnels de la machine de coulée.
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Parameétre Unités Valeurs
Ag W/(m.K) 215.5
A W/(m.K) 125
Cps J/(Kg.K) 992.5
Cpi J/(Kg.K) 1075
Dq Kg/m3 2700
Py Kg/m3 2700
T, K 992
T, K 923

T, —Tf K 4
L J/Kg 355878
S

Tableau 4.6 : Paramétres thermo-physiques de 1’alliage A6063 Al-Mg

Les conditions aux limites associées au probléme étudié sont [52] :

- Pour 0<r<R, z=0:
T(O,T)=T0

- Pour 0<r<R, z=1L:
aT
E(L,T')—O

- Pour 0<z<L, r=0:
aT
E(Z'O)_O

- Pour 0<z<L, r=0:

22 (R ={

h(2)[T(z,R) — T,]
h,(2)[T(z,R) — T.]

z< L,
z>1L;

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

ou L, est la hauteur du moule. Les valeurs des coefficients effectifs de transfert

thermique dans la région du moule et de I’eau de refroidissement

(h,(z) et h,(2)) sont adoptées de I’analyse de I’ébullition par nucléation et la

corrélation du film d’eau chuté pour un régime de convection forcée (figure

4.11) [52].
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Figure 4.11 : Valeurs du coefficient effectif du transfert thermique.

Le coefficient effectif de transfert thermique dans le moule commence a des
basses valeurs et continue de diminuer jusqu’a la formation du gap lingot-
moule. Dans le point ou le lingot est soumis a un impact direct d’eau, les
coefficients de convection sont trés élevés, tandis qu’au-dessous de ceci, les
coefficients diminuent trés rapidement a des valeurs d’enivrant 1.03 X

10* W/(m?.K).
2.1.1. Résultats et discussion

Les hypothéses considérées dans la simulation du probléme de coulée continue
de I’alliage de I’Aluminium A6063 Al-Mg sont identiques a celles considerées
dans les cas ou le transfert thermique au cours de solidification est purement par
conduction et contrairement au travail de Korti et Khadraoui [52] qui a ajouté

I’effet de la convection naturelle dans le processus de moulage.
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lemperahme [K]

La simulation a été faite pour un maillage de 211 x 77 éléments.

A Measured temperature [ 26]
= Weckman solution [26]

== Present FY solution
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(@)

Figure 4.12 : Variation de la température dans différentes positions (r=0,
r=0.0619 et r=R), (a) comparaison entre les résultats obtenus par Korti,

Weckmane et les valeurs expérimentales [55], (a”) nos résultats numériques.

Les résultats numériques donnés par notre modéle sont présentées dans la
figure (a’). Ces valeurs concordent parfaitement avec ceux de Weckman [26]
qui a utilisé une méthode multi-domaine considérant I’interface comme une
frontiere mobile. Sur la figure (a), nous avons tracé les résultats de Weckman et
ceuxder Korti [55], le décalage visible entre les deux résultats réside dans le fait

que Korti a ajouté I’effet de la convection naturelle au processus de moulage.
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(b)
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Figure 4.13 : Flux thermique a la surface du moule, (b) comparaison entre les

résultats obtenus par Korti et ceux de Weckman, (b’) nos résultats numériques

Sur la figure 4.13, nous avons tracé la variation du flux thermique a la surface
du moule. Nous remarquons la trés bonne concordance entre nos valeurs

numériques et celles de la littérature (Weckman, Korti).
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Figure 4.14 : Comparaison de champs de température obtenue pour différentes
vitesse de coulé (0.00381 m/s, 0.00254 m/s, 0.00163 m/s) obtenue par Korti et

Khadraoui (a, b, et ¢), et par le présent algorithme (a’, b’ et c’).

La figure 4.14 montre la distribution de température pour différents vitesses de
moulage. Une bonne concordance a été remarquée entre les résultats obtenus
par Korti et Khdraoui et nos valeurs numériques. La légére différence qui existe
dans les isothermes est due a ’ajout de I’effet de convection naturelle par Korti
et Khadraoui. Il a été remarqué aussi que la vitesse de moulage a une influence
considérable sur la distribution de température dans I’alliage cylindrique, plus

la vitesse est élevée, plus la région non solidifié est implorante.
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Figure 4.15 : effets de la vitesse de moulage U, sur la température extérieure,

comparaison entre les résultats de [52] (al) et nos valeurs numériques (al’)
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Figure 4.16 : effet de la vitesse de moulage U sur le flux thermique a la surface
extérieure, comparaison entre les résultats de [52] (b1) et nos valeurs

numériques (b1”)
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Les figures 4.15 (al) et (al’) montrent la température a la surface extérieure du
lingot moulé pour différentes vitesses. Les résultats obtenus par ce présent
algorithme sont trés proches des valeurs de reférence [52]. D’aprés les figures
ci-dessous, il est clair que 1’augmentation de la vitesse de moulage provoque
une augmentation de la température dans la surface extérieure. Cela est du a la
grande quantité de métal fondu qui résulte de cette augmentation. Plus la vitesse
augmente et plus le front de solidification bouge vers le bas, il provogue une
température élevée de 1’alliage moulé.

Les figures 4.16 (bl) et (b1’) montrent les valeurs du flux thermique local le
long de la surface extérieure de I’alliage moulé, obtenus par la référence [52] et
par notre modele numérique. Il est noté qu’avec 1’augmentation de la vitesse du
moulage, le taux de transfert thermique local le long de la surface augmente.
Cela est du a I’augmentation du métal fondu. La discontinuité de la courbe dans
la figure 4.16 a z=0.05 m est due au changement du taux de refroidissement

entre la région du moule et la région de refroidissement par I’eau.

2.2. Probleme de congélation de tissu de cancer de poumon au cours de

la cryochirurgie

Le probleme de traitement de cancer de poumon par cryochirurgie a pris une
importance considérable dans les dernicres années. L’étude de changement de
phase au cours la cryochirurgie représente une clé essentielle pour comprendre

le comportement physique de congélation et son effet sur le tissu.

La formulation enthalpique du probleme bio-thermique de changement de phase
associée a la congélation et a la fusion d’un tissu est donnée par 1’équation

suivante :

O0H d oT d oT
p2 = a(k a) + E(k 5) +wpsce(Te — T + 0, (4.12)
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La relation enthalpie-température pour le tissu est donnée par [50] :

(Cf(T — Tns) T < T,
1 L
H(T) = (T — Ths) (; (Cf + Cu) + m) T <T<Tpy (4.13)
1
kL + 5 (Cf + Cu)(Tml - Tms) + Cu(T - ng) T >Tu

ou T, et T, sont les températures liquidus et solidus, elles varient entre
—1 °C et —8 °C pour le tissu [50].

Les conditions aux limites sont :
e T(x,y,t)=37°C pour 0<x<4cm, y=0ety=4cm
o T(x,y,t) =T, pourx =0.1cm, 1.8<y<22cm

T
o T (x,,t) _

o 0 pourx=0 0<y<18cmet22<y<4cm

.k, OTe(xy,t) _ k 0Ty (x,y,t)

et T, = T, al’interface tumeur-poumon
ax P ax t p

La condition initiale est :
e T(x,y,0) =37°C (température du corps).

Pour résoudre le modele bio-thermique présenté ci-dessus, on a adopté les

hypothéses suivantes :

- Le transfert thermique est purement par conduction.

- Non considération des propriétés thermo-physique dans les températures
liquidus et solidus.

- La génération de la chaleur due au métabolisme et a la perfusion d’eau
est présentée quand le tissu n’est pas congelé.

- Les propriétes thermo-physiques sont différentes dans les regions
congelées et non-congelées.

- Les propriétés thermiques du tissu de tumeur et du tissu sain de poumon

sont différentes.
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La figure 4.17 montre une représentation schematique de la géométrie du

probléme de cryochirurgie étudié.

(0,0) =

Cryoprobe

Tissu de
poumon sain
Tissu de e
tumeur a
-
< ~
1.5cm
7
4cm

4cm

Figure 4.17 : Représentation schématique du probleme de traitement de cancer
de poumon par cryochirurgie.

Propriétés Tissu de Tumeur | Tissu de Poumon Sang
p, (kg/m?) -- -- 1005
or o) | s 161 -
pu (kg/m?) 3640
Cs (J/kg°C) g iy
C (]/k oc) 1230 1221 ==
f g

o 4200 4174 --
Cu U/kg"C) 2.25 0.38 -
ke (W/m*C) 0.552 0.11 .
ku (W /m°C) 42000 672 -

Qm (W/m") 333000 333000 -
L U/Kg) 0.002 0.0005 -
ws (ml/s /ml) 8 8 -

Tms (OC) -1 -1 -

T (°C) - _ 37

T, (O

Tableau 4.7 : propriétés thermo-physiques des tissus [44]
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2.2.1. Résultats et discussions

Le probleme représenté dans la figure 4.17 est résolu avec un maillage de

81 x 81 et un pas de temps de 10 s et un étalon de 1073 pour terminer les

itérations.

Une fois le champ de température calculé, on peut déterminer I’évolution des
deux fronts corresponds aux températures liquidus et solidus en fonction du
temps. Pour cela, la figure 4. 18 montre le mouvement des deux fronts suivant x

pour y=2 cm pour 0 <t < 400 s et pour une température cryogénique de -196

°C
0.025

0.02r

interface tumeur/poumon

0.015

R(x) (m)

=]

=

)
T

0.005 - —— front de tempérture solidus Ts
—+— front de température liquidus Tl

1 1 1 1 1 1 ]
0 a0 100 150 200 260 300 350 400
time (s)

Figure 4. 18 : fronts de changement de phase au cours de congélation des tissus
(tumeur et poumon)ay = 2 cm.

La figure 4.18 montre que les deux fronts s’accélérent, ils démarrent de la zone

de tumeur et entrent dans la zone de tissu sain de poumon, cela est dd a la faible

densité de poumon par rapport a la tumeur. Cette remarque est confirmée par

I’étude de Bischof, Bastacky et Rubinsky (1992) sur le cancer de poumon.
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Figure 4.19 : distributions de température dans les tissus au cours de

congélation

La figure 4.19 montre la distribution de température a t=100, 200, 300 et 400 s

au cours de congelation. Apres 400 s, la température maximale dans la zone de

tumeur est de -85 °C qui est différente de -50 °C (référence de la mort des

cellules). Cette information nous permet de dire que la zone de poumon saine
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peut étre touchée ou il y a des endommagements des cellules, le fait qu’il est
indésirable dans 1’opération de cryochirurgie. Et par conséquent, nous devons

contrbler le temps de congélation pour minimiser les endommagements du
tissu sain.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons modélisé le probléme de solidification en utilisant un

nouvel algorithme basé sur la méthode d’enthalpie.

Un programme en MATLAB a été élaboré. Ce programme est capable de modéliser

des cas en deux dimensions (cartésien et axisymetrique).
Pour valider notre modéle, deux exemples ont été traités.

Le premier est celui de la solidification au cours de processus du moulage continu.
C’est un cas de convection-diffusion stationnaire avec changement de phase iso-
thermiques. Pour remédier au phénomeéne des instabilités numeériques dues au terme
de convection, nous avons utilisé le schéma SUPG qui a donné des résultats trés

satisfaisants pour différents nombres de Stefan et de Peclet.

Le second exemple, concerne la modélisation d’un cancer de poumon, c’est un cas

non stationnaire. Nous notons le caractére satisfaisant des résultats.
Ce travail nous a permis d’aboutir aux conclusions suivantes :

e Notre modéle numérique permet de traiter les deux cas de changement de
phase : iso-thermique et non iso-thermique.

e Le schéma SUPG est tres stable méme dans le cas d’une convection dominante.

e La convergence de I’algorithme nécessite un maillage minimale dans le cas de

changement de phase non iso-thermique compareé au cas iso-thermique.
En perspective, les études suivantes peuvent étre realisées :

e Etendre I’étude au cas 3D
e Considération de transport convectif au cours de solidification

e Comparaison la méthode d’enthalpie avec d’autres approches.
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ANNEXE

Solutions analytiques :

1. Probléme 1D de convection-diffusion stationnaire :

dH(T) 9%T _
ox Ko =0 (1)

T(x=0)=T, et T(x=1)=TI

La solution analytique de I’équation est donnée pour I’équation multi-domaine
définis dans le domaine [x,, x;, |suivante :

- Pour la zone solide :

o _ 9 (1, s
pscsvg_ax(ks ax) (2)
- Pour la zone liquide :
ory _ 0 (1 0Ty
piav ax  ox (kl ax) (3)

Sachant que x;,,; est la position de front qui sépare les deux phases :

T(xint) =Tn
OTs(x) aT1(x) 4
k,——— —k = p.Lv,.n
° ox X=Xint b oox X=Xint Pstm

La forme adimensionnelle de ce probleme de solidification stationnaire est
comme suivant :

00 _ 9%e
Pess = om ®)
Avec:0<¢é<1

Pe = M (6)
Ou:

Q= T(x)-Th _ X=Xy

TO_Th ! o Xh—Xo
La solution analytique de ce probléme dans le cas des deux températures
imposées est donnée comme suivant :
1—ePe€-¢m)

(1-0,)—z—+ 0 0<¢<Snm

0() = iy (7)
1_ePe(E—1)
= fnS§s1
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Oou:

Im—Th Xint—Xo .
O = Em = :
To—Th Xh—X0

La position de I’interface est donnée par I’équation suivante :
$m = (log(¥) /k) +1 (8)

1 est la solution de 1’équation suivante :

i 2 e—Pe _pe _ e—Pe _
(1 T Ste) l'b (Ste t G)m(e ) 1) t 1)1‘0 + Ste =0 (9)
Avec : Ste = £<0Tw

pL

2. Probléme 1D de conduction instationnaire (cas de solidification d’un
domaine semi-infini avec variation uniforme de température) :

OH(T) _ , 9°T
at | oxz (10)
T0,x) =TLT(x=0)=T, et T(x=1)=TI

La solution exacte de probleme de solidification instationnaire a été donnée

dans le cas ou x =1 — oo ; cette hypothése nous permet de considérer le
domaine [x,, x;] comme [x,, o]

Le probléme de changement de phase est décrit par le formulation multi-
domaine suivante :

Dans la phase solide :

aT. d2T,
a—ts= Sax; 0<x<Xjp; t>0 (11)
AVEeC :

TS|X=0=T0 t>0,
Tslx:xint =T, t>0,
Dans la phase liquide :

oT; ale
ot dx2
AvVec :

T5|x=xint =T, t>0,

Tylyew =T, t>0,

Xing < x <00; t>0 (12)
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La condition initiale est :

Tl|t=0 =T,,

A D’interface :

0T
S ax

Ty _ ) p @xime®

S
X=Xint dt

k

_kl

X=Xint ox

La position de I’interface est donnée par

xint(t) = ZB\/E

La solution de cette équation est donnee par :
( f(x/ |/ 4ast
| TsCe,t) = To + (T — To)-%\f/ﬂa_)
in (t,6) = T, + (T, — T,), At

. erfc(ﬁ\/%)

p est la racine de 1’équation non linéaire suivante :

e_ﬁz + ﬂ %Tm—’['p e—BZ(as/al) _ B\/E
erff k a; Ty —T as Ste
S m—10 erfc<ﬁ\/a7i> S

N T —T
ou - Ste, = &m=To) 5 )

(13)

(14)

(15)

(16)



