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Avertissement

Les notes qui suivent donnent suffisamment de détails pour qu’un étudiant qui ne bénificie pas
d’un environnement académique très fourni en théorie quantique des champs ni en physique des
particules puisse y trouver un intérêt. Ces notes supposent la connaissance du spineur de Dirac ainsi
que celle de la procédure de construction de l’approche perturbative pour le calcul d’une amplitude
de diffusion en théorie quantique des champs.

Ce cours est aussi disponible à l’URL suivante : https://lectures.lapth.cnrs.fr/qed_qcd.
Sur ce site, le cours est divisé en quatorze parties, chaque partie a sa table des matières et comporte
un lien vers un fichier pdf téléchargeable ; à chaque fichier pdf est associée la date de la dernière
modification pour permettre au lecteur de connaitre les fichiers qui ont été modifiés ou ajoutés.
Certaines parties ont été enrichies par des fichiers pdf supplémentaires (compléments de cours,
exercices) non inclus dans le fichier pdf global.

Nous conseillons au lecteur d’utiliser le site web pour consulter ce cours car ce mode de pu-
blication nous donne plus de souplesse pour le faire évoluer soit en corrigeant les incontournables
typos, soit en ajoutant des exercices, applications ou compléments de cours.

https://lectures.lapth.cnrs.fr/qed_qcd
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2.6 Règles de Feynman de QED . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.7 Appendice : propriétés des matrices γµ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3 Divergences ultraviolettes, renormalisation 43

3.1 Divergences ultraviolettes et renormalisation en λφ4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.1.1 Divergences des diagrammes en boucle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.1.2 Principes de la procédure de renormalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.3 Renormalisation de la masse et de la fonction d’onde . . . . . . . . . . . . . . 51

3.1.4 Conséquence de la procédure de renormalisation : couplage mobile . . . . . . 55

3.1.5 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2 Techniques de calcul des diagrammes en boucle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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3.2.3 Intégrales en régularisation dimensionnelle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.2.4 Analyse dimensionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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3.3 Renormalisation du modèle λφ4 à une boucle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4 Renormalisation de QED à une boucle 67
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6.6 Le modèle des partons : formulation générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

6.7 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

7 Chromodynamique Quantique : QCD 141

7.1 Lagrangien QCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
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10.1.3 Taux de désintégration en hadrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244
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Chapitre 1

Introduction

Le cours qui va suivre est une introduction à la chromodynamique quantique qui est une
des composante du Modèle Standard de la physique des particules. Le principe de base qui guide
la construction de modèles en physique des particules est le principe d’invariance de jauge
locale selon lequel la physique ne dépend pas de la phase que l’on peut associer aux champs de
particules. Le Modèle Standard est un exemple particulier de théorie de jauge caractérisée par un
certain groupe de symétrie de jauge. Le groupe de jauge qui sous-tend le Modèle Standard est

SU(3)⊗ SU(2)L ⊗ UY (1)

c’est-à-dire le produit direct de 3 groupes simples.

- Le groupe SU(3) ou groupe de couleur est le groupe de symétrie des interactions fortes.
Le groupe SU(3) agit sur les quarks qui sont les constituants élémentaires de la matière et la force
d’interaction entre les quarks est portée par les gluons qui sont les bosons de jauge du groupe de
symétrie. On a donc des quarks et gluons colorés. Le paramètre qui caractérise la ”force” de
l’interaction entre quarks et gluons est dénoté αs et il peut être, dans certaines conditions, ∼ 1
(interactions fortes). Dans d’autres conditions que l’on spécifiera plus tard αs < 1. La symétrie
SU(3) de couleur est exacte et donc, nécessairement, les gluons sont de masse nulle.

- Le groupe SU(2)L×UY (1) est le groupe des interactions faibles et électromagnétiques
où SU(2)L est le groupe d’isospin et UY (1) est le groupe d’hypercharge. A basse énergie (M <
250 GeV) la symétrie est spontanément brisée et le groupe de symétrie résiduel est UEM (1)
dont le générateur est une combinaison du générateur de UY (1) et d’un générateur de SU(2)L. Le
boson de jauge correspondant est évidemment le photon. Le couplage caractéristique est α ≃ 1

137 .
La brisure de symétrie implique que les autres bosons de jauge du groupe initial acquièrent une
masse : ce sont les bosons W±, Z découverts au CERN dans les années 1980. Le mécanisme de
brisure est associé aux noms de Brout, Englert, Guralnik, Hagen, Higgs, Kibble mais il est
dit ”mécanisme de Brout-Englert-Higgs du nom des trois premiers auteurs par ordre chrono-
logique. Il est responsable de l’existence de la ”goddamned particle” 1 de Higgs, annoncée au CERN

1. Due à Leon Lederman cette expression a été déformée par des journalistes américains imbéciles en ”God’s
particle” pour être ”politiqement correcte”. Cette dernière forme a ensuite été reprise par le suiviste troupeau de
veaux de la presse internationale. Une traduction plus appropriée serait cette ”p· · · de particule”.
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

en décembre 2012 suite aux résultats expérimentaux des collaborations ATLAS et CMS.

Ce qui suit concerne le groupe de couleur et les interactions fortes, c’est-à-dire la chromody-
namique quantique (QCD). La problématique de QCD est assez différente de celle du modèle
de Glashow-Weinberg-Salam (GWS) qui décrit les interactions électrofaibles : le couplage est
relativement grand et quand on calcule une quantité physique en termes d’une série perturbative
(dénotée symboliquement) :

σ = a0 + a1αs + a2α
2
s + a3α

3
s + ...

les termes en αn
s , ..., jouent un rôle important. Une bonne partie du cours concernera donc le

calcul des termes d’ordre supérieur et leurs conséquences phénoménologiques. Dans le modèle de
GWS le couplage est petit (donc le rôle des corrections est moins crucial, bien que les correc-
tions d’ordre supérieur soient maintenant absolument nécessaires pour l’interprétation des résultats
expérimentaux) et l’aspect le plus intéressant sera la brisure de symétrie et le mécanisme par lequel
non seulement les bosons, mais aussi les quarks acquièrent une masse et le boson de Higgs apparâıt.

La Chromodynamique Quantique

QCD est la théorie qui est supposée décrire les hadrons ainsi que les interactions entre ces
derniers c’est-à-dire les interactions fortes. Les problèmes qu’une théorie des interactions fortes
doit résoudre sont de deux types :

1. — comprendre le spectre de masse des hadrons : mπ,mρ, ...,mp,m∆, ... ;
— comprendre la durée de vie (”largeur” de désintégration) des hadrons :

ρ→ ππ, ω → ρπ, ∆→ pπ, ...

Ce sont des problèmes caractérisés par une échelle de masse M ∼Mh ∼ 1 GeV
(mρ ∼ .75 GeV,mp ∼ .940 GeV,m∆ ∼ 1.23 GeV, mπ ∼ .14 GeV est l’exception).

2. comprendre l’interaction entre les hadrons :

p p→ hadrons, p p→ γ∗,W,Z + hadrons

et entre lepton et hadron :

e p→ e+ hadrons, e e→ hadrons

En plus de l’échelle Mh, ces processus sont caractérisés par l’échelle d’énergie de la collision :
M ∼ √s = ECM .

La tendance a toujours été d’explorer des énergies de plus en plus grandes car, par la relation
d’incertitude de Heisenberg ∆x∆p ∼ ~, cela revient à sonder la matière avec une résolution de plus
en plus fine. En effet, on a 2

∆x =
~

∆p
=

~c[GeV fm]

c∆p[GeV]
≃ .2[GeV fm]

c∆p[GeV]
,

ce qui donne les ordres de grandeur suivants :

2. ~ = 6, 58 211 928 10−22 MeV s, c = 299 792 458 m s−1. Pour une liste des constantes fondamentales et de leur
valeur voir : http ://pdg.lbl.gov/2014/reviews/rpp2014-rev-phys-constants.pdf, in K.A. Olive et al. (Particle Data
Group), Chin. Phys. C, 38, 090001 (2014).
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— LEP : ∆p ∼ 200 GeV/c⇒ ∆x ∼ 10−3 fm = 10−18 m
— LHC : ∆p ∼ 2 TeV/c⇒ ∆x ∼ 10−4 fm = 10−19 m

(L’énergie des collisions entre protons au LHC est de 14 TeV, mais l’énergie effective des collisions
entre constituants est de l’ordre de 2 TeV). La physique des particules actuelle peut donc être
qualifée d’attophysique = (nano)2-physique.

En fait, les expériences à haute énergie ont depuis longtemps montré que les hadrons sont des
objets composites, et qu’ils sont formés de constituants ponctuels aux échelles explorées : les quarks
et les gluons. La QCD est la théorie qui décrit les interactions entre quarks et gluons, de même
que l’électrodynamique quantique (QED) décrit l’interaction entre électrons et photons. La force
de l’interaction est décrite par le couplage e pour QED et le couplage g pour QCD

e
gq

q

G

avec en général e≪ g (α = e2/(4π~c) ≪ αs = g2/(4π~c)). On verra par la suite (voir chapitres 3 et
8) que les corrections d’ordre supérieur et la renormalisation imposent α→ α(M), αs → αs(M) où
M est l’échelle caractéristique du processus étudié : α(M), αs(M) sont appelés couplage mobile de
QED et de QCD respectivement. Une différence fondamentale entre les deux est que, contrairement
à QED, le couplage mobile en QCD décrôıt quand l’échelle de masse crôıt et il tend vers 0 aux
énergies asymptotiques. On est donc amené à distinguer deux régimes en QCD :

1. M >> 1 GeV, αs(M) << 1 : les quarks et gluons observés à l’intérieur des hadrons à
cette échelle apparaissent quasi libres puisque αs est petit. On pourra donc utiliser la théorie des
perturbations :

σ ∼ a0 + a1αs + a2α
2
s + ...

Les méthodes de calcul seront donc similaires à QED. C’est ce régime de liberté asymptotique
que nous allons étudier. Il concerne l’interaction entre hadrons, et entre leptons et hadrons à haute
énergie.

2. M ≤ 1 GeV, αs(M) ≥ 1 : l’interaction est tellement forte que les quarks et gluons sont
confinés dans les hadrons. C’est donc un régime non perturbatif pour lequel il n’existe pas de
méthodes de calcul analytique. Actuellement, ces problèmes sont abordés numériquement par le
biais des théories de jauge sur réseau.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, il est intéressant de remarquer que la notion de ”constituants
élémentaires” des hadrons est apparue ”indépendamment” dans les deux régimes :

— En 1964, Gell-Mann et Zweig proposent le ”modèle des quarks” comme méthode de classifi-
cation des très nombreuses résonances hadroniques que l’on découvrait expérimentalement ;

— En 1968, Feynman et Bjorken propose le ”modèle des partons” qui permet de comprendre
la propriété d’”invariance d’échelle” de la réaction ”profondément inélastique”

e+ p→ e+ hadrons
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étudiée expérimentalement au SLAC à haute énergie (pour l’époque !).
A priori, les partons de Feynman ne sont pas reliés aux ”quarks” de Gell-Mann ou aux ”as” de

Zweig. Ce n’est qu’après de nombreux travaux théoriques et expérimentaux que l’on peut, dans une
certaine mesure, identifier les partons de Feynman aux quarks et aux gluons de QCD (voir chap. 6).

En prélude à QCD on considère l’electrodynamique quantique qui permet d’illustrer de façon
relativement simple de nombreux aspects de la chromodynamique quantique. Les premiers chapitres
sont donc consacrés à QED. Le chapitre 1 résume la construction du Lagrangien de QED où le
principe d’invariance de jauge joue un rôle fondamental. On dérive aussi succintement les règles
de Feynman. Le chapitre suivant traite de façon qualitative des divergences ultraviolettes qui
apparaissent dans les calculs d’ordre supérieur en théorie des perturbations, divergences qui seront
éliminées par la procédure de renormalisation : le concept de couplage mobile, qui dépend de
l’échelle d’énergie du processus considéré, apparâıt naturellement. Les outils techniques sont ensuite
introduits et appliqués, dans le chapitre 3, à la renormalisation de QED à une boucle. Cela est suivi
par un chapitre montrant comment les divergences infrarouges apparaissant dans le calcul des
boucles sont éliminées quand l’observable est correctement défini.

Le chapitre 5 est une brève introduction au modèle des partons et sert de justification au
fait que la physique des interactions entre hadrons et entre hadrons et leptons est ramenée à la
discussion d’une théorie des interactions entre quarks et gluons et entre ces derniers et les leptons.
La notion de fonction de structure d’un hadron, et de son invariance d’échelle, est présentée.
Le lagrangien de QCD est ensuite construit sur la base de l’invariance de jauge non abélienne SU(3)
et la théorie est quantifiée suivant l’approche des intégrales fonctionnelles. Les règles de Feynman
sont obtenues et appliquées au calcul des amplitudes de diffusion 2 corps → 2 corps (chapitre
6). Elles sont ensuite utilisées pour évaluer certains diagrammes en boucle qui permettent d’obte-
nir le couplage mobile de QCD et de prouver la propriété de liberté asymptotique de QCD
(chapitre 7). Puis on considère le problème des divergences colinéaires qui sont liées au fait
que les quarks et les gluons sont supposés être de masse nulle. La discussion est conduite dans le
cadre du modèle des partons et, par une procédure reminiscente de la renormalisation, on peut
éliminer ces divergences au prix de l’introduction de violation de l’invariance d’échelle : c’est
le théorème de factorisation dans le modèle des partons. Les résultats du chapitre 8 justifient,
en fait, l’usage du modèle des partons et de ses corrections QCD pour la description des interac-
tions lepton-hadron et hadron-hadron : c’est l’universalité des fonctions de structure qui est
”prouvée” par l’étude de la diffusion Drell-Yan. Le chapitre 9, sur le calcul de quelques observables
de la diffusion e+ e− → hadrons est l’occasion de montrer comment sont traitées les divergences
infrarouges et colinéaires en QCD et d’introduire le concept de gerbe hadronique ou jet et de
fonctions de fragmentation des quarks et des gluons. Il est suivi d’une discussion sur l’unitarité
qui définit la structure analytique de l’amplitude de diffusion dans le plan d’énergie complexe et sur
les règles de coupure. Une brève introduction aux relations de dispersion est également donnée.
Le chapitre 11 contient une introduction aux équations du groupe de renormalisation. Le
chapitre 12 est consacré à quelques applications de QCD à la phénoménologie des collisions proton-
proton.
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Conventions
Dans la suite on utilisera les conventions habituelles ~ = c = 1 de telle sorte que les variables
d’énergie E, d’impulsion p et de masse m sont toutes exprimées en unité de masse et sont de
dimension 1,

[E] = [p] = [m] = 1.

Par conséquent, d’après les relations de Heisenberg, ∆p ∆x ∼ 1, ∆E ∆t ∼ 1, les variables de
longueur et de temps sont de dimension -1,

[x] = [t] = −1.

La métrique est définie par la matrice diagonale 4× 4 :

gµν = gµν =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




On note un quadrivecteur :

V µ = (v0, v1, v2, v3) = (v0, vi) = (v0, ~v)

d’où :
Vµ = gµνV

ν = (v0, v1, v2, v3) = (v0, vi) = (v0,−~v)

On définit les opérateurs différentiels ∂µ = ∂/∂xµ et ∂µ = ∂/∂xµ et donc

∂µV
µ = ∂0v

0 + ∂iv
i = ∂0v

0 +
−→∇ · −→v (1.0.1)
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Chapitre 2

Lagrangien QED, Règles de Feynman

Avant d’entrer dans le détail de l’interaction entre quarks et gluons nous allons faire quelques
rappels sur l’electrodynamique quantique. Le principe de construction de la théorie, l’invariance de
jauge, est le même dans les deux cas mais le cas abélien de QED est beaucoup plus simple à écrire
que le cas non abélien de QCD. Le comportement asymptotique (infra-rouge et ultra-violet) des
deux théories est cependant complètement différent.

Toute la physique perturbative est contenue dans la densité lagrangienne, L(φ(x), ∂µφ(x)), une
fonction des champs φ(x) et de leurs premières dérivées, à partir de laquelle on construit l’action :

S =

∫
d4xL(φ(x), ∂µφ(x)).

L’action est une quantité sans dimension. Si on impose que l’action est stationnaire sous une
variation du champ (principe de Maupertuis), on obtient les équations d’Euler-Lagrange :

δL
δφ(x)

− ∂µ
δL

δ∂µφ(x)
= 0

qui décrivent l’évolution classique du champ φ(x). C’est à partir de ces équations, qu’en formalisme
de la seconde quantification, on obtient les règles de Feynman qui permettent de calculer pertur-
bativement n’importe quel processus en théorie des champs.

2.1 Invariance de jauge et le Lagrangien QED

Pour QED, on part d’un spineur de Dirac massif ψ(x) et du lagrangien libre

L = ψ̄(i 6∂ −m)ψ

avec les conventions ψ̄ = ψ†γ0, 6∂ = γµ∂/∂xµ = ∂µγ
µ, et les matrices (4× 4) γµ définies par

γ0 =

(
112 0
0 −112

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
, (2.1.1)

où les σi sont les matrices de Pauli. On a les propriétés suivantes :

{γµ, γν} = 2gµ,ν114, γ0 = γ†0γ0, γ†µγ0 = γµ. (2.1.2)

13
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D’autres propriétés des matrices γµ sont données en appendice. L’équation d’Euler-Lagrange obte-
nue en variant l’action S par rapport à ψ̄ est :

(i 6∂ −m)ψ = 0, (2.1.3)

et celle par rapport à ψ est :

i∂µψ̄γ
µ +mψ̄ = 0. (2.1.4)

Ces deux équations sont équivalentes car la première peut être obtenue à partir de la seconde en
prenant l’hermitienne conjuguée et en multipliant à droite par γ0.

• Invariance par changement de phase globale

On voit que la physique ne dépend pas de la phase du champ ψ puisque le lagrangien L est invariant
sous la transformation globale suivante :

ψ(x) → eiαψ(x)
ψ̄(x) → e−iαψ̄(x),

où α est une constante réelle arbitraire, indépendante du point x. Ceci est une transformation de
jauge rigide ou de première espèce. D’après le théorème de Noether, à toute invariance sous une
famille continue de transformations de ce type correspond un courant conservé dont la forme est
obtenue en partant des transformations infinitésimales de ψ et ψ̄ (α arbitraire, α≪ 1) :

δψ = iαψ
δψ̄ = −iαψ̄.

La variation correspondante du lagrangien est

δL =
δL
δψ
δψ +

δL
δ∂µψ

∂µδψ + δψ̄
δL
δψ̄

+ ∂µδψ̄
δL
δ∂µψ̄

,

où on a utilisé la définition δ∂µψ = ∂µδψ au numérateur. Le dernier terme est nul (pas de depen-
dance en ∂µψ̄ de L) ainsi que l’avant dernier (le coefficient de δψ̄ est l’équation du mouvement).
Utilisant Euler-Lagrange, les deux premiers se combinent en

δL = ∂µ

(
δL
δ∂µψ

)
δψ +

δL
δ∂µψ

∂µδψ = ∂µ

(
δL
δ∂µψ

δψ

)
= iα∂µ(iψ̄γµψ). (2.1.5)

Puisque L est invariant sous les transformations rigides, ψ → eiαψ, le courant Jµ associé à cette
invariance,

Jµ = ψ̄γµψ, (2.1.6)

est conservé : (∂µJ
µ = ∂0J

0 +
−→∇ · −→J = 0). On définit la charge Q(t) associée à ce courant par :

Q(t) = Q =

∫
d3xJ0(t, ~x). (2.1.7)
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En effet, il est aisé de montrer qu’elle est constante dans le temps,

dQ

dt
= −

∫

Ω
d3x
−→∇ · −→J = −

∫

∂Ω

−→
ds · −→J (t, ~x) = 0.

Pour obtenir la première égalité on utilise la conservation du courant, ∂0J
0 +
−→∇ ·−→J = 0, et pour la

dernière on suppose qu’il n’y a pas de charges à l’infini et que
−→
J est à décroissance suffisamment

rapide à l’infini.

• Invariance par changement de phase locale

On va maintenant refaire le même travail pour un paramètre α qui dépend de la coordonnée
d’espace-temps, α → α(x), c’est-à-dire que l’on peut choisir arbitrairement la phase du champ ψ
en chaque point de l’espace sans que cela affecte les prédictions physiques (transformation de jauge
propre, ou de seconde espèce). Les transformations locales sont donc les suivantes

ψ(x) → ψ′(x) = eieα(x)ψ(x)

ψ̄(x) → ψ̄′(x) = e−ieα(x)ψ̄(x) (2.1.8)

et, si le terme de masse reste invariant (ψ̄ψ → ψ̄ψ), le terme cinétique ne l’est plus (ψ̄∂µψ 6= ψ̄′∂µψ′)
à cause de l’action de la dérivée sur le paramètre α(x) :

∂µψ
′ = ∂µ(eieα(x)ψ) = eieα(x)∂µψ + ie(∂µα(x))ψ.

La variation du lagrangien prend donc la forme suivante :

δL = −eψ̄(∂µα(x))γµψ,

qui n’est ni nulle ni une dérivée totale. On peut néanmoins rétablir cette invariance en introduisant
un champ vecteur, Aµ(x), et en modifiant le lagrangien :

L → ψ̄(x) (i(∂µ − ieAµ(x))γµ −m)ψ(x) ≡ ψ̄(x) (iDµγ
µ −m)ψ(x),

où Dµ = ∂µ − ieAµ(x) est la dérivée covariante, dont la variation est δ(Dµψ(x)) = ieα(x)Dµψ(x),
par définition. Sous l’action d’un élément du groupe de jauge le champ Aµ(x) devient donc :

Aµ(x)→ A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x).

Ainsi, sous une transformation infinitésimale, la variation du lagrangien est nulle, puisque la va-
riation associée au champ de jauge compense celle due au fermion. Les équations du mouvement
sont :

(i 6∂ −m)ψ(x) = −e 6A(x)ψ(x)︸ ︷︷ ︸
terme d’interaction

(2.1.9)

eψ̄γµψ = 0. (2.1.10)

où la deuxième équation résulte de la variation du champ Aµ. Physiquement, (2.1.10) impose soit
e = 0 (pas de charge électrique), soit ψ = 0 (pas de champ fermionique) ! On peut résoudre ce
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problème si l’on ajoute à L un terme dérivatif qui contient ∂µAν et qui spécifie comment le champ
de jauge se propage (terme cinétique). Pour préciser la forme de ce terme, nous allons utiliser le
fait que l’action que nous voulons construire est censée être un scalaire de Lorentz, sans dimension
et invariante de jauge. Il faut donc trouver un terme quadratique en ∂µAν , de dimension 4 (pour
compenser la dimension de la mesure d’intégration d4x qui vaut -4 en unités de masse, sachant que
[∂µAν ] = 2), invariant de jauge et scalaire de Lorentz. On vérifie facilement que le terme FµνFµν

avec
Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x)

invariant de jauge, satisfait à toutes les conditions énoncées ci-dessus. Ce terme n’est pas le seul
candidat, mais les autres possibilités sont en désaccord avec nos exigences. Par exemple,

— (FµνFµν)2 est un scalaire de Lorentz, mais il est de dimension 8 : dans la densité lagrangienne
il entrerait donc avec un couplage de dimension -4 (par exemple (F · F )2/M4). Mais une
théorie qui possède un couplage de dimension négative est non-renormalisable (voir sec. 4.6).

— F̃µνFµν avec F̃µν = ǫµνρσFρσ
1 satisfait à toutes les conditions énoncées plus haut, mais

c’est un pseudo-scalaire qui viole la parité alors que QED la préserve. On peut aussi noter
que ce terme ne résoud pas le problème (2.1.10) puisqu’il ne contribue pas aux équations de
mouvement (terme topologique) : en fait il se réduit à une dérivée totale 2.

Finalement, LQED pour un champ ψ s’écrit

LQED = −1

4
FµνFµν + ψ̄(i 6D −m)ψ (2.1.11)

où le facteur −1
4 est choisi de manière à obtenir la normalisation habituelle pour la charge e. A

priori, on aurait pu considérer un champ Aµ massif, mais il est facile de montrer qu’un terme de
la forme m2AµA

µ n’est pas invariant sous une transformation de jauge. C’est donc l’invariance de
jauge qui impose un champ de jauge (photon) de masse nulle. Les équations du mouvement pour
le photon sont :

δLQED

δAν(x)
− ∂µ

δLQED

δ∂µAν(x)
= 0 ⇒ (∂2gµν − ∂µ∂ν)Aµ(x) = eJν(x),

qui peuvent aussi s’écrire ∂µF
µν(x) = eJν(x), ce qui requiert, par cohérence, la conservation du cou-

rant puisque ∂µ∂νF
µν = 0 (Fµν est un tenseur antisymétrique). Finalement les équations d’Euler-

Lagrange pour QED sont :

(i 6D −m)ψ = 0 ⇔ (i 6∂ −m)ψ = −e 6A(x)ψ(x)
∂µF

µν(x) = eJν(x) ⇔ ∂µF
µν(x) = −eψ̄(x)γνψ(x)

(2.1.12)

Il faut rajouter aussi à ces équations
∂µF̃

µν(x) = 0 (2.1.13)

qui est évidente d’après la définition de F̃µν .

1. Le tenseur ǫµνρσ totalement antisymétrique en ses indices est défini par ǫ0123 = 1. On a donc ǫµνρσ = −ǫµνρσ.

2. F̃µνFµν = 4ǫµνρσ(∂µAν)(∂ρAσ) = 4ǫµνρσ∂µ(Aν∂ρAσ)−4ǫµνρσAν∂µ∂ρAσ où on a fait une intégration par partie.
Le dernier terme est évidemment nul puisque il y a contraction d’un tenseur antisymétrique en µρ avec un tenseur
symétrique en ces mêmes indices.
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Remarques :
Une forme utile pour le tenseur électromagnétique est

Fµν =
i

e
[Dµ,Dν ], (2.1.14)

une définition qui s’avèrera pratique pour QCD.

Introduisant les champs électrique et magnétique
−→
E ,
−→
B , on peut écrire :

Fµν(x) =




0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0




Exercice : Démontrer que

∂µF̃
µν(x) = 0 ⇔ −→∇.−→B = 0 ,

−→∇ ∧−→E = −∂
−→
B
∂t éqs. de Maxwell homogènes

∂µF
µν(x) = eJν(x) ⇔ −→∇.−→E = ϕ ,

−→∇ ∧−→B = ~j + ∂
−→
E
∂t éqs. de Maxwell inhomogènes.

où le courant covariant est Jµ(x) = (ϕ,~j).

2.2 Le spineur de Dirac libre

On recherche les solutions de l’équation de Dirac libre (e = 0) sous forme d’ondes planes et on
introduit

ψ+
k (x) = e−ik.xu(k)

avec k.x = ωkx0 − ~k.~x, ωk =
√
m2 + ~k2

ψ−
k (x) = e+ik.xv(k)

u(k), v(k) sont les spineurs de Dirac à 4 composantes que l’on va définir. L’action de l’opérateur
i∂µ ≡ i∂/∂xµ, agit seulement sur la phase

i ∂µ e
±ik.x = ∓kµ e±ik.x

L’équation de Dirac libre devient alors

(6k −m) u(k) = 0 (2.2.15)

(6k +m) v(k) = 0

On considère le cas au repos : kµ = (m,~0). On obtient alors

(6k −m)u(k) = 0 ⇒ 2m

(
0 0
0 −112

)
u = 0

(6k +m)v(k) = 0 ⇒ 2m

(
112 0
0 0

)
v = 0.
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Le spineur ψ+
k (x) correspond aux solutions d’énergie positive (phase e−ik.x) et les spineurs

u1 =




1
0
0
0


 u2 =




0
1
0
0




forment une base des solutions de l’équation de Dirac correspondante. u1, u2 représentent les deux
états de spin possibles du spineur. ψ−

k (x) correspond aux solutions d’énergie négative (phase eikx)
et les spineurs v correspondants sont

v1 =




0
0
1
0


 v2 =




0
0
0
1


 .

Plus généralement, relâchant la condition ~k = 0, les spineurs

uα(k) ∝ (6k +m)uα

sont, à un facteur de normalisation près, les deux solutions de Dirac d’énergie positive puisque

(6k −m)uα(k) ≡ (k2 −m2)uα = 0

par condition de couche de masse

6k 6k =
1

2
kµkν{γµ, γν} = k2 = m2

et

vα(k) ∝ (6k −m)vα

sont les solutions d’énergie négative car

(6k +m) vα(k) = (k2 −m2)vα = 0.

On peut définir les projecteurs d’énergie

Λ+ =
6k +m

2m
, Λ− = −6k −m

2m
(2.2.16)

qui satisfont

Λ2
+ = Λ+, Λ2

− = Λ−, Λ+Λ− = Λ−Λ+ = 0

Λ+ + Λ− = 114

Exercice : Démontrer les propriétés ci-dessus.
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Le développement en ondes planes d’une solution générale de l’équation de Dirac s’écrit

ψ(x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2ωk

2∑

α=1

(
bα(k) ψ+α

k (x) + d†α(k) ψ−α
k (x)

)
(2.2.17)

avec
ψ+α
k (x) = e−ik.x uα(k)

ωk =
√
m2 + ~k2

ψ−α
k (x) = eik.xvα(k),

(2.2.18)

où :
—
∫
d3k/2ωk =

∫
d4k θ(k0) δ(k2 −m2) est l’élément d’intégration invariant

— bα(k), d†α(k) sont en physique classique les coefficients de la superposition linéaire
— on utilise parfois la normalisation m/ωk au lieu de 1/2ωk dans l’intégrant définissant ψ(x).

Il est nécessaire de normaliser les spineurs solutions de l’équation de Dirac libre. une possibilité
est 3 :

uα(k) =
1√

m+ ωk
(6k +m) uα

vα(k) =
1√

m+ ωk
(− 6k +m) vα, (2.2.19)

ou, de façon équivalente,

ūα(k) =
1√

m+ ωk
ūα(6k +m)

v̄α(k) =
1√

m+ ωk
v̄α(− 6k +m).

On obtient alors les conditions de normalisation :

ūα(k) uβ(k) = 2m δαβ
ūα(k)vβ(k) = v̄α(k)uβ(k) = 0

v̄α(k) vβ(k) = −2m δαβ

(2.2.20)

Démonstration :

ūα(k)uβ(k) =
1

m+ ωk
ūα(6k +m)2 uβ

=
2m

m+ ωk
ūα(m+ ωkγ

0 − ~k.~γ)uβ

Le terme en ~k.~γ ne contribue pas puisqu’il est anti-diagonal et que les deux derniers éléments du uα,β sont
toujours nuls. De plus la forme de la matrice γ0 permet d’écrire

ūα(k)uβ(k) =
2m

m+ ωk
(m+ ωk) uTα uβ = 2m δαβ

3. En association avec le facteur de normalisation m/ωk dans l’éq. (2.2.17) on utilise, dans certains livres, la
définition uα(k) = ( 6k +m) uα/

√

2m(m+ ωk). L’éq. (2.2.20) devient alors ūα(k) uβ(k) = δαβ , v̄α(k) vβ(k) = −δαβ.
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On prouve de même

ūα(k)vβ(k) ≈ ūα(6k +m)(6k −m)vβ = 0

Exercice : Montrer que

u†α(k) uβ(k) = 2ωk δαβ

v†α(k) vβ(k) = 2ωk δαβ (2.2.21)

On remarque que ūα(k)uβ(k) = 2mδαβ est un scalaire sous une transformation de Lorentz alors

que u†α(k)uβ(k) = 2ωk δαβ ne l’est pas puisqu’il se transforme comme une énergie. On prouve
maintenant une relation concernant la matrice formée par

∑2
α=1 uα(k)ūα(k). On remarque d’abord

par inspection que :

2∑

α=1

uαūα =
1

2
(11 + γ0),

2∑

α=1

vαv̄α = −1

2
(11− γ0)

et par suite

2∑

α=1

uα(k) ūα(k) =
1

(m+ ωk)
(6k +m)

1

2
(11 + γ0)(6k +m)

=
1

(m+ ωk)

1

2

(
2m(6k +m) + (6k +m)γ0(6k +m)

)
. (2.2.22)

On utilise alors la relation 6kγ0 6k = −m2γ0 + 2ωk 6k pour factoriser (m + ωk) au numérateur, d’où
les relations très utiles et importantes,

2∑

α=1

uα(k)ūα(k) = 6k +m = 2mΛ+, (2.2.23)

2∑

α=1

vα(k)v̄α(k) = 6k −m = −2mΛ−, (2.2.24)

valables avec la normalisation des spineurs choisie en éq. (2.2.19). La somme sur les états de
polarisation des uαūα, vαv̄α est proportionnelle aux projecteurs d’énergie positive et négative. Ces
relations sont utilisées dans les calculs d’amplitude de diffusion avec fermions externes ainsi que
dans la dérivation du propagateur du fermion.

• Quantification du champ de Dirac (rappels)

Dans le formalisme de la seconde quantification les coefficents bα, d
†
α deviennent des opérateurs

agissant sur un espace de Fock à définir. La procédure de seconde quantification du champ de Dirac
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consiste à imposer les relations d’anticommutation entre les coefficients bα(k), dα(k), b†α(k), d†α(k)
du développement en ondes planes du champ de Dirac :

{bα(k), b†β(q)} = (2π)3 2ωk δαβ δ
(3)(k − q)

{dα(k), d†β(q)} = (2π)3 2ωk δαβ δ
(3)(k − q)

{bα, bβ} = {dα, dβ} = {bα, dβ} = {bα, d†β} = 0

(2.2.25)

Ceci permet d’écrire l’anticommutateur entre le champ ψ(x) et son moment conjugué Π(x) =
δL/δ∂0Ψ(x) = iψ†(x). En terme des composantes ψi, i = 1, 2, 3, 4 l’anticommutateur à temps égal
est :

{ψi(t, ~x), ψ†
j (t, ~y)} = δijδ

(3)(x− y) (2.2.26)

On démontre d’abord la relation :

{ψ(t, ~x), ψ̄(t, ~y)} = γ0δ(3)(x− y). (2.2.27)

dont l’éq. (2.2.26) est la conséquence immédiate.

Démonstration
Partant de la représentation éq. (2.2.17) pour ψ(x) et pour ψ̄(y) de :

ψ̄(y) =

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq

2∑

β=1

(
b†β(q) ūβ(q)eiq.y + dβ(q) v̄β(q)e−iq.y

)

l’anticommutateur à temps égal est :

{ψ(t, ~x), ψ̄(t, ~y)} =
∑

α,β

∫
d3k

(2π)3
1

2ωk

d3q

(2π)3
1

2ωq

(
{bα(k), b†β(q)} uα(k)ūβ(q) e−ik.x+iq.y

+{d†α(k), dβ(q)} vα(k)v̄β(q) eik.x−iq.y
)

On anticommute uniquement les opérateurs création et annihilation et non les fonctions d’onde car il faut
garder la structure matricelle de l’expression. Les relations d’anticommutation éqs. (2.2.25) permettent de
faire l’intégrale

∫
d3q, d’utiliser les formules éqs. (2.2.23), (2.2.24) et de contraindre les énergies ωq = ωk de

sorte que la composante en x0 disparâıt dans les facteurs exponentiels. On a alors :

{ψ(t, ~x), ψ̄(t, ~y)} =
∑

α

∫
d3k

(2π)3
1

2ωk

(
(6k +m) ei

~k.(~x−~y) + (6k −m) e−i
~k.(~x−~y)

)
(2.2.28)

Faisant le changement de variable ~k = −~k dans le deuxième terme permet de compenser les composantes
spatiales de 6k. Utilisant alors : ∫

d3k

(2π)3
e±i

~k.(~x−~y) = δ(3)(x− y),

on obtient immédiatement le résultat recherché.

On peut également montrer les relations plus générales :

{ψ(x), ψ̄(y)} = (i 6∂ −m)i∆(x− y) ; {ψ(x), ψ(y)} = 0. (2.2.29)
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avec la définition

i∆(x− y) =

∫
d3k

(2π)32ωk

[
e−ik.(x−y) − eik.(x−y)

]
. (2.2.30)

On construit l’espace de Fock par application des b†α, d
†
α sur le vide avec la définition que les

opérateurs bα et dα annihilent le vide :

bα(k)|0 >= dα(k)|0 >= 0 ; < 0|b†α(k) =< 0|d†α(k) = 0 ∀k, α.

On a, par exemple, deux états à un fermion d’impulsion k et deux états à un anti-fermion :

b†α(k)|0 >, d†α(k)|0 >, α = 1, 2.

A noter qu’à cause des relations d’anticommutation, on ne peut pas avoir deux fermions dans le
même état physique (même impulsion, même polarisation). On peut définir la charge et l’hamilto-
nien. Par exemple la charge est définie par (voir éq. (2.1.7) ) :

Q = :

∫
d3x J0(t, ~x) : = :

∫
d3x ψ†ψ :

en utilisant la forme du courant fermionique introduite à l’éq. (2.1.6). Introduisant le développement
en ondes planes de ψ on trouve

Q =:

∫
d3k

(2π)3
1

2ωk

∑

α

(
b†α(k)bα(k) + dα(k)d†α(k)

)
:

où on a utilisé les relations de normalisation u†α et de vβ . Le symbole : · · · : s’appelle produit normal
et implique que tous les opérateurs annihilation bα, dβ soient à droite et les opérateurs création

b†α, d
†
β soient à gauche. On doit changer les signes en anticommutant les opérateurs. Il vient alors

Q =

∫
d3k

(2π)3
1

2ωk

∑

α

[
b†α(k)bα(k)− d†α(k)dα(k)

]

On vérifie Q|0 >= 0 et le vide est bien de charge nulle. On prouve que :

[Q, bα(k)] = −bα(k) ; [Q, dα(k)] = +dα(k)

[Q, b†α(k)] = +b†α(k) ; [Q, d†α(k)] = −d†α(k)

Utilisant ces relations d’anticommutation il est facile de voir et que

Q b†α|0 >= b†α|0 >, Q d†α|0 >= −d†α|0 >, (2.2.31)

on dira alors que b†α|0 >, respectivement d†α|0 >, sont des états de charge +1, respectivement -1.
De la même façon on voit que (pas de somme sur l’indice α) :

Q bα b
†
α|0 >= |0 >, Q dα d

†
α|0 >= |0 >, (2.2.32)

ce qui montre que bα, respect. dα, annihile un état de charge +1, respect. -1.

En conclusion :
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— b†α crée une particule d’impulsion k, de charge +1, dont la fonction d’onde est ūα(k)
— bα détruit une particule d’impulsion k, de charge +1, dont la fonction d’onde est uα(k)

— d†α crée une antiparticule d’impulsion k, de charge -1, dont la fonction d’onde est vα(k)
— dα détruit une antiparticule d’impulsion k, de charge -1, dont la fonction d’onde est v̄α(k) .

On peut donc dire que ψ(x) porte une charge -1 puisqu’il détruit une particule de charge positive
et crée une particule de charge négative.

On définit aussi l’hamiltonien

H = :

∫
d3x i ψ†∂0ψ :

=

∫
d3k

(2π)3
1

2ωk
ωk

∑

α

[
b†α(k) bα(k) + d†α(k)dα(k)

]

On vérifie que H|0 >= 0, et que l’hamiltonien de tout état (non vide) est défini positif.

2.3 Le propagateur du fermion

D’après la discussion précédente on voit que ψ(x) détruit une particule à la coordonnée d’espace-
temps x et crée une antiparticule en x et vice-versa pour ψ̄(x). ψ, ψ̄ sont solutions de l’équation
de Dirac libre et donc décrivent le mouvement d’une particule libre. On peut alors utiliser ψψ̄ pour
décrire la propagation d’une particule libre. On définit

θ(t− t′) < 0| ψ(x)ψ̄(x′) |0 > ∼ < 0|(bα + d†α)(b†β + dβ)|0 >

qui crée à l’instant t′, à la coordonnée ~x′ une particule (b†β|0 >) et, à un instant ultérieur t, la
détruit à la coordonnée ~x. On décrit donc ainsi la propagation de la particule du point (t′, ~x′) au
point (t, ~x). De même,

θ(t′ − t) < 0| ψ̄(x′)ψ(x) |0 >∼ < 0|(dβ + b†β)(d†α + bα)|0 >

décrit la propagation de l’antiparticule (d†β |0 >) de la coordonnée (t, ~x) à la coordonnée (t′, ~x′). On
définit alors le produit chronologique de deux opérateurs de type fermionique par :

T ψ(x)ψ̄(x′) = θ(t− t′) ψ(x)ψ̄(x′)− θ(t′ − t) ψ̄(x′)ψ(x) (2.3.33)

On remarque le signe (−), réminiscence des relations d’anticommutation. Le propagateur de Feyn-
man est, par définition, la valeur sur le vide du produit chronologique de deux opérateurs :

S̃F (x− x′) =< 0| T ψ(x)ψ̄(x′)|0 > (2.3.34)

On va maintenant trouver l’expression du propagateur de Feynman libre mais on montre, aupara-
vant, que S̃F (x − x′) satisfait l’équation (la notation ∂x indique que l’opérateur différentiel n’agit
que sur la variable x) :

(i 6∂x −m) S̃F (x− x′) = iδ(4)(x− x′) (2.3.35)
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c’est à dire que le propagateur de Feyman est une fonction de Green de l’équation de Dirac.

Démonstration :

(i 6∂x −m)
[
θ(t− t′) ψxψ̄x′ − θ(t′ − t)ψ̄x′ψx

]

= iγ0

(
∂

∂t
θ(t− t′)

)
ψxψ̄x′ + θ(t− t′)(i 6∂x −m)ψxψ̄x′

−iγ0
(
∂

∂t
θ(t′ − t)

)

︸ ︷︷ ︸
action de 6∂ sur les fonctions θ

ψ̄x′ψx − θ(t′ − t)ψ̄x′(i 6∂x −m)ψx︸ ︷︷ ︸
nul par éq. de Dirac sur ψ

= iγ0 δ(t− t′){ψx, ψ̄x′} = iδ(4)(x− x′)

où la dernière égalité vient de l’expression de l’anticommutateur à temps égaux (2.2.27). (c.q.f.d.)

• Propagateur dans l’espace des impulsions
Pour trouver la solution de l’éq. (2.3.35) on introduit la transformée de Fourier du propagateur :

S̃F (x− x′) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik.(x−x′) SF (k) (2.3.36)

et dans l’espace des impulsions l’équation de Green (2.3.35) devient :

(6k −m) SF (k) = i

SF (k) =
i

6k −m = i
6k +m

k2 −m2
.

La transformation de Fourier inverse de SF n’est pas définie à cause de la singularité k2 −m2. Il
faut donc trouver une prescription pour contourner les pôles k0 = ±

√
m2 + k2. Celle-ci est imposée,

en fait, par la causalité. Pour obtenir cette prescription, on retourne à la définition du propagateur
de Feynman, éq. (2.3.34), dans laquelle on développera le champ ψ en ses composantes de Fourier.
On rappelle les solutions de l’équation de Dirac libre :

ψ(x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2ωk

2∑

α=1

(
bα(k)uα(k)e−ik.x + d†α(k)vα(k)eikx

)
,

ψ̄(x′) =

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq

2∑

β=1

(
b†β(q)ūβ(q)eiq.x

′

+ dβ(q)v̄β(q)e−iqx′
)
,

et celle du propagateur :

S̃F (x− x′) =< 0|θ(t− t′) ψ(x)ψ̄(x′)− θ(t′ − t) ψ̄(x′)ψ(x)|0 > (2.3.37)

On considère le premier terme soit,

S+
F (x− x′) = θ(t− t′) < 0|ψ(x)ψ̄(x′)|0 >

= θ(t− t′)
∫

d3k

(2π)3
1

2ωk

d3q

(2π)3
1

2ωq

∑

α,β

< |0
(
bαuα(k)e−ik.x + d†αvα(k)eikx

)

(
b†βūβ(q)eiqx

′

+ dβ v̄β(q)e−iqx′
)
|0 >
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Les opérateurs dα annihilent le vide, ⇒ dβ|0 >= 0, < 0|d†α = 0. On peut donc écrire

... < 0|bα(k)b†β(q)|0 >= ... + < 0|
{
bβ(k), b†β(q)

}
|0 > − < 0|b†β(q)bα(q)|0 >

Les relations d’anticommutation (2.2.25) donnent :

{
bα(k), b†β(q)

}
= (2π)3 2ωk δαβ δ

(3)(k − q),

un scalaire que l’on peut sortir de < 0| ... |0 >. On peut alors utiliser < 0|0 >= 1.

Remarque : en permutant ψ(x) et ψ̄(x′) pour construire ψ̄(x′)ψ(x) on a permuté uniquement les

opérateurs bα, d
†
α, ... mais non les spineurs. C’est-à-dire que l’on garde toujours les spineurs colonnes

uα, vα à gauche et les spineurs lignes ūβ, v̄β à droite de telle sorte que SF est bien une matrice 4×4
(et non un scalaire que l’on aurait obtenu si on avait considéré ūαuα!).

On a donc

S+
F (x− x′) = θ(t− t′)

∫
d3k

(2π)3
1

2ωk

d3q

(2π)3
1

2ωq


∑

α,β

uα(k)ūβ(q)δαβ




eiqx
′

e−ikx(2π)3 2ωk δ
(3)(k − q) (2.3.38)

— On fait l’intégration
∫
d3k δ(3)(k − q) ⇒ k = q

— On utilise l’équation (2.2.23) pour réduire
∑

α uα(q)ūα(q) = (6q +m).

Il vient alors :

S+
F (x− x′) =

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq
(6q +m)e−iq(x−x′)θ(t− t′).

Dans cette équation :

q(x− x′) = ωq(t− t′)− ~q.(~x− ~x′)
6q = ωqγ

0 − ~q.~γ

La variable énergie est ωq =
√

(m2 + ~q2), i.e. la particule est sur couche de masse quand elle se
propage de (t′, ~x′) à (t, ~x). On peut alors écrire :

S+
F (x− x′) =

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq
(6q +m) ei~q.(~x−~x′)

[
e−iωq(t−t′)θ(t− t′)

]
(2.3.39)

On va maintenant trouver une représentation intégrale de la fonction de Heavyside. Pour cela on
considère dans le plan complexe q0 l’intégrale suivante (voir figure) :

F+(t− t′) =
1

2πi

∫ +∞

−∞
dq0

e−iq0(t−t′)

q0 − ωq + iǫ
(2.3.40)

qui a un pôle simple dans le demi-plan inférieur et pas d’autre singularité.
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ωq-iε

C

q0

c

q0

ωq-iε

Figure 2.1 – Contour d’intégration dans le plan d’énergie q0 complexe.

— Si t − t′ < 0, on peut évaluer l’intégrale en fermant le contour dans le demi plan supérieur
par un demi grand cercle qui ne contribue pas, puisque Imq0(t− t′)→ −∞ :

e−iq0(t−t′) ∼ e(Imq0)(t−t′) → 0

Puisqu’il n’y a pas de singularité dans le demi-plan supérieur cette intégrale est nulle, par
le théorème des résidus (de Cauchy) :

F+(t− t′) ≡ 0, si t− t′ < 0.

— On suppose maintenant t− t′ > 0, et on ferme le contour dans le demi plan inférieur le long
du demi grand cercle, dont la contribution tend exponentiellement vers 0 quand le contour
tend vers l’infini. Par déformation du contour il suffit alors d’évaluer l’intégrale le long d’un
petit cercle, autour du pôle, dont le rayon tend vers 0. Le théorème de Cauchy donne alors :

F+(t− t′) = −e−iωq(t−t′) si t− t′ > 0

On a donc finalement :

F+(t− t′) = −θ(t− t′)e−iωq(t−t′) =
1

2πi

∫ ∞

−∞
dq0

e−iq0(t−t′)

q0 − ωq + iǫ
(2.3.41)

On peut remarquer le signe (−) dans cette équation, qui vient du fait que le contour C est orienté
dans le sens opposé au sens trigonométrique. On utilisera aussi plus tard le résultat :

F−(t− t′) = θ(t′ − t) eiωq(t−t′) =
1

2πi

∫
dq0

e−iq0(t−t′)

q0 + ωq − iǫ
(2.3.42)
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qui se démontre de la même manière que la formule précédente. Revenant au propagateur on peut
écrire :

S+
F (x− x′) = −1

i

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq

∫
dq0

2π

e−iq0(t−t′)+i~q.(~x−~x′)

q0 − ωq + iǫ
(6q +m)

= i

∫
d4q

(2π)4
1

2ωq

e−iq.(x−x′)

q0 − ωq + iǫ
(6q +m) (2.3.43)

où maintenant :
q.(x− x′) = q0(t− t′)− ~q(~x− ~x′)

6q = q0γ0 − ~q~γ
donc, dans le numérateur, on considère que la particule est ”hors-couche” puisque q0 6= ωq.

On considère maintenant l’autre partie du propagateur :

S−
F (x− x′) = θ(t′ − t) < 0|ψ̄(x′)ψ(x)|0 >

On peut voir aisément que seul le terme proportionnel à :

< 0|dβ(q) d†α(k)|0 >

ne s’annule pas et utilisant les relations d’anticommutation on a :

S−
F (x− x′) =

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq
eiq.(x−x′)

∑

α

vα(q)v̄α(q) θ(t′ − t)

Après usage de l’équation (2.2.23) on a :

S−
F (x− x′) =

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq
e−i~q.(~x−~x′) (6q −m)

[
eiωq(t−t′)θ(t′ − t)

]

= i

∫
d3q

(2π)3
1

2ωq
e−i~q.(x−x′) dq0

2π
(− 6q +m)

e−iq0(t−t′)

q0 + ωq − iǫ
où la fonction θ a été éliminée via l’éq. (2.3.42). Jusqu’à maintenant, dans l’expression − 6q+m on
avait considéré la particule sur couche de masse c’est à dire que :

− 6q +m = −ωq γ
0 + ~q ~γ +m

que l’on peut maintenant écrire :

− 6q +m = q0 γ0 + ~q ~γ +m

à cause du pôle q0 = −ωq. Pour reconstruire la bonne combinaison q0 γ0−~q ~γ, de même que le bon
exposant dans l’exponentielle, on fait dans l’intégrale

∫
d3q le changement de variable ~q = −~q ′ et∫

d3q =
∫
d3q′. Revenant à la notation ~q ′ = ~q on peut alors écrire

S−
F (x− x′) = i

∫
d3q

(2π)3
dq0

2π

1

2ωq
e−iq0(t−t′)+i~q(~x−~x′) (q0γ0 − ~q ~γ +m)

q0 + ωq − iǫ

= i

∫
d4q

(2π)4
1

2ωq
e−iq.(x−x′) 6q +m

q0 + ωq − iǫ



28 CHAPITRE 2. LAGRANGIEN QED, RÈGLES DE FEYNMAN

où le vecteur q = (q0, ~q) est maintenant hors-couche. On peut remarquer alors que les numérateurs
de S+

F et S−
F sont identiques. On peut donc les combiner pour obtenir

S̃F (x− x′) = S+
F (x− x′)− S−

F (x− x′)

= i

∫
d4q

(2π)4
e−iq.(x−x′)(6q +m)

1

2ωq

(
1

q0 − ωq + iǫ
− 1

q0 + ωq − iǫ

)
,

soit,

S̃F (x− x′) = i

∫
d4q

(2π)4
e−iq.(x−x′) (6q +m)

q2 −m2 + iǫ
(2.3.44)

où on a écrit

1

2ωq

(
1

q0 − ωq + iǫ
− 1

q0 + ωq − iǫ

)
=

1

q02 − ω2
q + 2ωqiǫ

, ǫ→ 0+

=
1

q2 −m2 + iǫ
, ǫ→ 0+

en notation covariante. Par comparaison avec l’éq. (2.3.36), on en tire la forme du propagateur dans
l’espace des impulsions (transformation de Fourier)

SF (q) = i
6q +m

q2 −m2 + iǫ
=

i

6q −m + iǫ
(2.3.45)

On voit que sous la forme éq. (2.3.37), définie dans l’espace des coordonnées, le propagateur cor-
respond,

— quand t′ < t, à la propagation d’une particule sur couche de masse (q0 = ωq) des coordonnées

(t′, ~x′) à (t, ~x)
— quand t′ > t à la propagation d’une antiparticule sur couche de masse (q0 = −ωq), des

coordonnées (t, ~x) à (t′, ~x′).
En revanche, sous la forme éq. (2.3.45), écrite dans l’espace des impulsions, le propagateur est
interprété comme décrivant la propagation d’une particule virtuelle (q0 6= ±ωq). On passe d’une
forme à l’autre, via l’éq. (2.3.36) et le théoreme de Cauchy, qui permet par fermeture du contour
d’intégration dans le plan de l’énergie complexe, d’isoler le pôle d’énergie positive ou le pôle d’énergie
négative suivant le signe de t−t′. Ceci est encapsulé dans la prescription ”iǫ” de Feynman où ǫ→ 0+.

2.4 Le champ du photon libre

On rappelle l’équation du mouvement du champ du photon en QED (éq.(2.1.12)) :

∂µ F
µν(x) ≡ (∂2 gµν − ∂ν∂µ)Aµ(x)

= eψ̄(x)γνψ(x) = e Jν(x) théorie en interaction

= 0 théorie libre (2.4.46)

Le champ Aµ(x) (potentiel vecteur en théorie classique) qui décrit la polarisation du photon, a
quatre composantes indépendantes (A0, A1, A2, A3) soit quatre degrés de liberté. Or, on sait que le
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photon n’a que deux degrés de liberté correspondant à ses deux états de polarisation transverse : cf.
la théorie des représentations du groupe de Poincaré pour une particule de masse nulle. La physique
est indépendante du choix de la jauge c’est à dire du choix :

A′
µ(x) ou Aµ(x) = A′

µ(x) + ∂µ α(x).

En effet, si A′
µ est solution de l’équation ci-dessus (libre ou en interaction) Aµ(x) est aussi solution

puisque :

(∂2 gµν − ∂µ∂ν)∂να(x) ≡ 0 ∀α(x).

On peut donc utiliser cette invariance de jauge pour réduire le nombre de degrés de liberté de Aµ en
imposant la condition de Lorentz ∂µA

µ = 0 par le choix ∂2α = −∂µA′µ(x). L’équation du photon
libre devient alors (� = ∂µ∂

µ) :

�Aµ(x) = 0.

On peut éliminer un autre degré de liberté en annulant une des coordonnées de Aµ (A0 par exemple)
à l’aide de la translation :

Aµ → Aµ + ∂µλ(x) , λ(x) telle que �λ(x) = 0

(choisir λ(x) = iae−ik.x par exemple) de sorte que l’on reste avec deux coordonnées indépendantes.

• Quantification
Le lagrangian du photon libre, cependant, pose problème lorsque l’on veut quantifier la théorie.
Introduisant la variable conjuguée de Aν(x),

πν =
δL

δ∂0Aν
= −∂0Aν + ∂νA0 = Fν0 (2.4.47)

les relations de commutation à temps égal (x0 = y0) sont :

[Aµ(x), πν(y)] = igµν δ
(3)(x− y), [Aµ(x), Aν(y)] = [πν(x), πν(y)] = 0. (2.4.48)

On voit que la relation [A0(x), π0(y)] = i δ(3)(x− y) ne peut être satisfaite puisque π0(y) = 0.

• Jauges covariantes
Une solution consistera à briser l’invariance de jauge au niveau des opérateurs et on la restaurera
uniquement quand on considèrera la valeur des opérateurs sur des états physiques. C’est la méthode
de Gupta-Bleuler. On considèrera donc le lagrangien modifié (photon libre) ”cassant” l’invariance
de jauge,

Lλ = −1

4
Fµν(x) Fµν(x)− λ

2
(∂µA

µ(x))2, (2.4.49)

où le terme (∂µA
µ)2 est le terme de ”fixation” de jauge pour une jauge covariante. L’impulsion

conjuguée devient :

πν(x) = Fν0(x)− λgν0∂µAµ(x), soit,

π0 = −λ∂ρAρ = −λ(Ȧ0 +
−→∇ · −→A ) et πi = ∂iA0 − Ȧi. (2.4.50)
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π0 est non nul en général et les πi(x) ne sont pas affectés car ils ne dépendent pas de λ. L’équation
du mouvement de la théorie modifiée devient :

�Aµ − (1− λ)∂µ∂νA
ν = 0 (2.4.51)

Si on choisit λ = 1 l’équation du mouvement se simplifie en :

�Aµ = 0. (2.4.52)

qui sont les équations des composantes du champ du photon en jauge de Feynman. Cela corres-
pond à quatre équations de Klein-Gordon indépendantes, une pour chaque composante de Aµ(x).
On cherche évidemment la solution sous forme d’une superposition d’ondes planes. Pour cela on
introduit, dans le repère où le photon est longitudinal, k = (k0, 0, 0, k), une base de quatre vecteurs
linéairement indépendants :

ǫ(0)µ = (1, 0, 0, 0), vecteur de polarisation ”scalaire”

ǫ(1)µ = (0, 1, 0, 0), ǫ(2)µ = (0, 0, 1, 0), vecteurs de polarisation ”transverse” (2.4.53)

ǫ(3)µ = (0, 0, 0, 1), vecteur de polarisation ”longitudinale”.

Ces vecteurs satisfont à ǫ
(κ)
µ ǫ(κ

′)µ = 0 si κ 6= κ′, ǫ(0)µ ǫ(0)µ = 1 et ǫ
(i)
µ ǫ(i)µ = −1 pour chaque i = 1, 2, 3.

On écrit la solution de l’éq. (2.4.52) :

Aµ(x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2ω

3∑

κ=0

(
a(κ)ǫ(κ)µ e−ik.x + a(κ)

†

ǫ(κ)µ eik.x
)

(2.4.54)

avec ω = |~k| (équation Klein-Gordon de masse nulle).

Normalisation :

ǫ(κ)µ ǫ(κ
′)µ ≡ ǫ(κ).ǫ(κ

′) = gκκ′ ; soit ǫ(0).ǫ(0) = 1 , ǫ(i).ǫ(i) = −1 (2.4.55)

Le tenseur somme sur les polarisations satisfait à :

3∑

κ,κ′=0

gκκ′ǫ(κ)µ ǫ(κ
′)

ν = gµν ⇔
3∑

κ=0

ξκ ǫ
(κ)
µ ǫ(κ)ν = −gµν , ξ0 = −1, ξi = +1 (2.4.56)

Les deux formulations sont strictement équivalentes et nous utiliserons l’une ou l’autre suivant le
contexte.

Exercice : Vérifier explicitement les relations (2.4.55) et (2.4.56).

Pour le choix de jauge λ = 1 (jauge de Feynman) on peut obtenir, à partir des relations de commu-
tation canoniques (2.4.48) et de la forme éq. (2.4.54) de Aµ(x), les relations de commutation entre

les opérateurs a(κ) et a(κ)
†

qui seront interprétés comme opérateurs d’annihilation et de création du
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photon. Pour le cas d’une jauge covariante générale, λ 6= 1, la solution de l’équation du mouvement
n’a pas une forme simple et l’obtention des relations de commutation des opérateurs est beaucoup
plus compliquée.

• Quantification du champ du photon en jauge de Feynman

Partant de la solution, éq. (2.4.54), de l’équation du mouvement et utilisant les relations de

quantification canonique (éqs. (2.4.48)) entre Aµ et πν , on montre que les opérateurs a(κ), a(κ)
†

de
la décomposition en ondes planes de Aµ satisfont les relations de commutation :

[a(κ)(k), a(κ
′)†(k′)] = −2ωk(2π)3 gκκ

′

δ(3)(k − k′)
[a(κ), a(κ

′)] = [a(κ)
†

, a(κ
′)† ] = 0. (2.4.57)

Démonstration
On extrait d’abord a(κ)(q) de Aµ(x) par une transformation de Fourier inverse en considérant :

∫
d3x eiq.xi

←→
∂0 ǫ

(κ)
µ Aµ(x).

avec f(x)
←→
∂0 g(x) = f(x)∂0g(x) − (∂0f(x))g(x). Injectant la représentation éq. (2.4.54) de Aµ(x), on en tire

facilement :

a(κ)(q) = −ξκ
∫
d3x eiq.xi

←→
∂0 ǫ

(κ)
µ (q)Aµ(x)

a(κ)
†

(q) = ξκ

∫
d3x e−iq.xi

←→
∂0 ǫ

(κ)
µ (q)Aµ(x)

où ξκ est défini en éq. (2.4.56). Pour construire les commutateurs entre opérateurs création et annihilation il
est nécessaire maintenant de trouver les commutateurs entre les Aµ(x) et les Ȧν(y) = ∂0A

ν(x) à partir des
éqs. (2.4.48) et de la définition éq. (2.4.50) des Πν(y). On trouve ainsi que :

[Aµ(x), Ȧν(y] = −igµν δ(3)(x− y), (2.4.58)

tous les autres commutateurs étant nuls. On peut alors évaluer :

[a(κ)(q), a(κ
′)†(q′)] = −ξκξκ′

∫
d3x d3y [eiq.xi

←→
∂0 ǫ

(κ)
µ (q)Aµ(x), e−iq

′.yi
←→
∂0 ǫ

(κ′)
ν (q′)Aν(y)]

= −ξκξκ′

∫
d3x d3y ǫ(κ)µ (q)ǫ(κ)µ (q′) ei(q.x−q

′.y) gµν δ(3)(x − y)(ωq + ωq′)

= −2ωq(2π)3 gκκ
′

δ(3)(q − q′). (2.4.59)

On prouve la nullité des autres commutateurs suivant la même procédure.

Les a(κ), a(κ)
†

deviennent les opérateurs de destruction et d’annihilation habituels d’un champ
de Klein-Gordon : e.g. a(0)

†
crée un γ ”scalaire”, a(3)

†
un γ ”longitudinal” et a(1)

†
, a(2)

†
créent

un γ en état de polarisation transverse. Il faut cependant remarquer le facteur −gκκ′
dans la

première relation ci-dessus qui est (-1) pour κ = κ′ = 0 alors qu’il est +1 pour les autres valeurs
κ = κ′ = 1, 2, 3 en accord avec les relations de commutation d’un champ scalaire (ce facteur vient
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des condition de normalisation des vecteurs ǫ
(κ)
µ données ci-dessus). Si on considère un état à une

particule de polarisation κ :

|1 >κ=

∫
d3k

(2π)32ωk
f(k) a(κ)

†

(k)|0 >

on peut calculer sa normalisation :

< 1|1 >κ =

∫
d3k

(2π)32ωk

∫
d3q

(2π)32ωq
f(k)∗f(q) < 0|[a(κ), a(κ)† ]|0 >

= +ξκ

∫
d3k

(2π)32ωk
|f(k)|2

L’état de polarisation scalaire a donc une norme négative ξ0 = −1 alors que les autres états de
polarisation ont une norme positive comme il se doit. On peut construire l’hamiltonien de façon
habituelle :

H =:

∫
d3x (πµ∂0Aµ − L) :

et trouver :

H =

∫
d3k

(2π)32ωk

∑

κ

ωkξκa
(κ)†(k) a(κ)(k) .

Appliqué à l’état à 1 photon d’impulsion k, de polarisation κ :

H|1κk >= ωk ξκ a
(κ)†

k |0 >

Le signe ξ0 = −1, associé au mode scalaire, dans l’expression de H est nécessaire pour que l’énergie
soit définie positive puisque l’énergie de tout état à une particule (y compris celui de polarisation
scalaire) contribue une énergie ωk. De même l’opérateur de comptage est défini par :

Nk = ξκ a
(κ)†(k) a(κ)(k).

• Etats physiques
Pour que la théorie fondée sur le lagrangien Lλ qui brise l’invariance de jauge décrive bien QED
dont le lagrangien est L = −(1/4)FµνFµν on va imposer la condition de Lorentz uniquement lorsque
les opérateurs agissent sur des états physiques (méthode de Gupta-Bleuler) c’est-à-dire :

< φ|∂µAµ(x)|φ >= 0, |φ > état physique

Il est suffisant en fait de choisir :
∂µA

+µ(x)|φ >= 0 (2.4.60)

où

A+
µ (x) =

∫
d3k

(2π)32ωk

3∑

k=0

ǫ(κ)µ a(κ) e−ik.x.

En effet on a alors :
< φ|∂µA−

µ = 0.
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On voit aisément que :

∂µA+
µ (x) =

∫
d3k

(2π)32ωk

3∑

κ=0

(kµ.ǫ(κ)µ ) a(κ) e−ik.x

où la somme ne concerne que les états scalaire et longitudinal puisque l’on a les relations de
transversité :

k.ǫ(1) = k.ǫ(2) = 0.

Sur les états physiques on aura alors nécessairement (voir la définitions des ǫ
(κ)
µ ) :

∂µA
+µ(x)|φ >= 0 ⇒ (ωk a

(0) − k a(3))|φ >= 0

⇔ (a(0) − a(3))|φ >= 0 ∀k. (2.4.61)

Pour calculer l’énergie d’un état physique on peut remarquer :

< φ|a(3)†a(3) − a(0)†a(0)|φ >=< φ|a(3)†(a(3) − a(0))|φ >= 0

et

< φ|H|φ >=< φ|
∫

d3k

(2π)32ωk

2∑

κ=1

ωka
(κ)†a(κ)|φ > (2.4.62)

Seuls les photons transverses contribuent à l’énergie. Ceci est vrai pour n’importe quel observable.
De façon qualitative on peut dire que les contributions de photons scalaires et longitudinaux se
compensent dans tout observable physique.

• Jauges non covariantes 4

Dans ce cas, le terme de fixation de jauge est, par exemple, de la forme nµA
µ où nµ est un

quadrivecteur arbitraire constant et le lagrangien est :

Lλ = −1

4
Fµν(x) Fµν(x)− λ

2
(nµA

µ(x))2, (2.4.63)

de sorte que l’équation du mouvement devient :

�Aµ(x)− ∂µ∂νAν(x)− λnµnνAν(x) = 0. (2.4.64)

Avec ce choix le moment conjugué π0(x) est toujours nul et on n’a pas résolu le problème qui
motivait l’introduction dans le lagrangien d’un terme brisant la symétrie ! On peut cependant
éliminer les coordonnés temporelles si l’on choisit nνA

ν = 0 avec nν = (1, 0, 0, 0). Si on impose de

plus la condition de Lorentz ∂νA
ν(x) = −−→∇ · −→A = 0 (jauge de Coulomb) on élimine les états de

polarisation scalaire et longitudinale et l’équation du mouvement se simplifie (�Aµ(x) = 0) et on
peut écrire :

Ai(x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2k0

2∑

κ=1

(
a(κ)ǫ

(κ)
i e−ik.x + a(κ)

†

ǫ
(κ)
i eik.x

)
(2.4.65)

4. Pour une revue, voir G. Leibbrandt, Rev. Mod. Phys. 59 (1987) 1067
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avec seulement les polarisations transverses (physiques). Il faut alors quantifier le système sous les
contraintes n ·A = ∂ · A = 0 ce qui est une tâche ardue.
Un peu de terminologie : la condition n ·A = 0 avec,
∗ n2 < 0, jauge axiale pure
∗ n2 = 0, jauge du cône de lumière
∗ n2 > 0, jauge temporelle.

2.5 Le propagateur du photon

Comme pour le cas du fermion on définit le produit chronologique de deux champs Aµ(x) et
Aν(y) et le propagateur du photon qui est la valeur sur le vide de ce produit :

G̃µν(x− y) ≡ < 0|T (Aµ(x)Aν(y))|0 >
= < 0|θ(x0 − y0) Aµ(x)Aν(y) + θ(y0 − x0)Aν(y)Aµ(x)|0 > (2.5.66)

• Jauges covariantes
On montre que le propagateur, en jauge covariante, satisfait à l’équation de Green :

(�gµν − (1− λ)∂µ∂ν) G̃νρ(x− y) = i gρµ δ
(4)(x− y) (2.5.67)

Exercice : Pour vérifier explicitement l’équation ci-dessus, c’est un peu plus compliqué que dans le cas du
fermion à cause des opérateurs ∂20 et ∂µ∂ν qui, on le rappelle, n’agissent que sur la variable x.
Démonstration
On considère dans un premier temps :

�gµνG̃
νρ(x − y) = (∂20 − ∂2i )G̃ρµ(x− y)

= ∂0{δ(x0 − y0)[Aµ(x), Aρ(y)] + θ(x0 − y0)∂0Aµ(x)Aρ(y) + θ(y0 − x0)Aρ(y)∂0Aµ(x)}
− θ(x0 − y0)∂2iAµ(x)Aρ(y)− θ(y0 − x0)Aρ(y)∂2iAµ(x)

L’opérateur ∂i n’agit pas sur les fonction θ tandis que ∂0θ(±x0 ∓ y0) = ±δ(x0 − y0), d’où l’apparition du
commutateur de deux champs qui est, en fait, nul par l’éq. (2.4.48). L’action de l’opérateur ∂0 de la deuxième
ligne donne de nouveau la fonction δ(x0 − y0) avec comme coefficient le commutateur du champ et de sa
dérivée temporelle, d’où :

�gµνG̃
νρ(x− y) = δ(x0 − y0)[∂0Aµ(x), Aρ(y)] + θ(x0 − y0)�gµνA

ν(x)Aρ(y) + θ(y0 − x0)Aρ(y)�gµνA
ν(x),

où on a reconstruit l’action de l’opérateur �gµν sur le champ Aν(x). De façon similaire on montre facilement
que :

∂νG̃
νρ = θ(x0 − y0)∂νA

ν(x)Aρ(y) + θ(y0 − x0)Aρ(y)∂νA
ν(x)

puisque même si ν = 0 et agit sur la function θ, la fonction δ(x0 − y0) produite aura comme coefficient un
commutateur de champs qui est nul. Finalement on a :

∂µ∂νG̃
νρ = gµ0δ(x0 − y0)[∂νA

ν(x), Aρ(y)] + θ(x0 − y0)∂µ∂νAν(x)Aρ(y) + θ(y0 − x0)Aρ(y)∂µ∂νA
ν(x).
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Recollant tous les morceaux pour construire le membre de gauche de l’éq. (2.5.67) on remarque que le
coefficient des fonctions θ(±x0 ∓ y0) est nul par l’équation du mouvement en jauge covariante,

(�gµν − (1− λ)∂µ∂ν) Aν(x) = 0,

de sorte qu’il reste un commutateur un peu compliqué :

(�gµν − (1− λ)∂µ∂ν) G̃νρ(x− y) = δ(x0 − y0)[∂0Aµ(x)− (1 − λ)gµ0∂νA
ν(x), Aρ(y)].

Pour µ = 0, le membre de droite est

δ(x0 − y0)[∂0Aµ(x) − (1− λ)gµ0∂νA
ν(x), Aρ(y)] = δ(x0 − y0){−[~∇. ~A(x), Aρ(y)]− [π0(x), Aρ(y)]

= i gρ0 δ
(4)(x− y).

Pour obtenir ce résultat on a utilisé la définition de π0(x) (éq. (2.4.50)), la relation de commutation (2.4.48)

et le fait que [~∇. ~A(x), Aρ(y)] = ~∇.[ ~A(x), Aρ(y)] = 0. Pour le cas µ = i, le membre de droite est :

δ(x0 − y0)[∂0Ai(x), Aρ(y)] = δ(x0 − y0)[∂iA0(x) − πi(x), Aρ(y)]

= δ(x0 − y0)[Aρ(y), πi(x)] = i gρi δ
(4)(x− y),

en faisant référence aux mêmes équations que pour le cas µ = 0.

On résout l’équation de Green en introduisant la transformée de Fourier :

G̃µν(x− y) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik.(x−y) Gµν(k)

qui satisfait à l’équation :

[−k2 gµν + (1− λ)kµ kν ] Gνρ(k) = i gρµ.

La solution la plus générale a la forme :

Gνρ(k) = A(k2)gνρ +B(k2)kνkρ.

L’équation de Green contraint les coefficients scalaires A(k2) et B(k2) et on trouve finalement :

Gµν(k) = − i

k2
gµν − i

(
1− λ
λ

)
kµkν
k4

Il faut choisir une prescription pour contourner le pôle (à masse nulle) k2 = 0. Comme dans le cas
du propagateur du fermion, la causalité impose le choix ”+iǫ” et donc k2 → k2 + iǫ, soit :

Gµν(k) = − i

k2 + iǫ

(
gµν −

(
1− 1

λ

)
kµkν
k2 + iǫ

)
(2.5.68)

qui est la forme la plus générale du propagateur en jauge covariante. Dans la discussion précédente
on avait choisi λ = 1, jauge de Feynman et donc,

Gµν(k) = −i gµν
k2 + iǫ

. (2.5.69)



36 CHAPITRE 2. LAGRANGIEN QED, RÈGLES DE FEYNMAN

Si λ→∞, on a la jauge de Landau :

Gµν(k) = −i gµν − kµkν/k
2

k2 + iǫ
. (2.5.70)

• Jauges non covariantes
Dans ce cas, la densité lagrangienne éq. (2.4.63) conduit, à l’équation de Green suivante :

(�gµν − ∂µ∂ν − λnµnν) G̃νρ(x− y) = i gρµ δ
(4)(x− y), (2.5.71)

et après avoir effectué la transformée de Fourier, à :

[−k2 gµν + kµ kν − λnµnν] Gνρ(k) = i gρµ.

On cherche la solution sous la forme d’une combinaison linéaire des tenseurs gνρ, kνnρ+kρnν , kνkρ

et nνnρ. On trouve finalement le propagateur :

Gµν(k) = − i

k2

(
gµν −

kµnν + kνnµ
k · n +

kµkν
(k · n)2

(n2 +
k2

λ
)

)
. (2.5.72)

Exercice
On peut remarquer que si on avait considéré, au lieu de Lλ (qui ne respecte pas l’invariance de
jauge), le lagrangien LQED initial, on n’aurait pas pu définir le propagateur car l’équation

(−k2gµν + kµkν) Gνρ = i gρµ

n’a pas de solution pour Gµρ. Le prouver.

2.5.1 Remarques sur le propagateur du photon

Comme on l’a fait pour le fermion on peut construire explicitement le propagateur en jauge de
Feynman dans l’espace des coordonnées et extraire ensuite sa forme dans l’espace des impulsions.
Pour cela on utilise la représentation éq. (2.4.54) du champ du photon, avec le choix éqs. (2.4.53)
des vecteurs polarisation. On trouve alors :

Gµν(k) = i
Pµν

k2 + iǫ
, (2.5.73)

avec

Pµν = −
3∑

κ,κ′=0

gκκ′ ǫ(κ)µ ǫ(κ
′)

ν . (2.5.74)

Le tenseur Pµν apparâıt comme la somme sur les états de polarisation de ǫ
(κ)
µ ǫ

(κ)
ν et le facteur gκκ′

est la conséquence des relations de commutation (2.4.57). D’après l’éq. (2.4.56), on a :

Gµν(k) = −i gµν
k2 + iǫ

, (2.5.75)
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et on retrouve bien la forme (2.5.69) du propagateur. On remarque que la trace de −Pµν = gµµ
compte simplement le nombre d’états de polarisation du champ Aµ, à savoir 4.
En jauge de Landau on remarque que le propagateur satisfait à la relation kµGµν = 0 ce qui
implique une contrainte sur le champ Aµ. Corrélativement, la trace du numérateur :

Tr(gµν − kµkν/k2) = 3 (2.5.76)

ce que l’on interprète par le fait le champ du photon contient 3 degrés de liberté dont un non
physique.
En jauge axiale on fait d’habitude le choix λ→∞ et le propagateur devient (éq. (2.5.72)) :

Gµν(k) = −i Pµν
k2 + iǫ

avec Pµν =

(
gµν −

(kµnν + nµkν)

k · n +
n2 kµkν
(k · n)2

)
, (2.5.77)

qui satisfait deux contraintes nµPµν(k) = 0 et, pour k2 de genre lumière, kµPµν(k) = 0. On vérifie
facilement que la trace du tenseur entre parenthèses est bien égale à 2 comme il se doit lorsque le
photon est sur couche de masse. Avec ce choix de jauge seuls les degrés de polarisation physique
sont inclus dans le calcul.

2.5.2 Indépendance de jauge et conservation du courant

Les différentes formes du propagateur diffèrent par des termes contenant kµ et on peut se
demander si les prédictions physiques en QED vont dépendre du choix du propagateur. La réponse
est négative puisque le photon est couplé à un courant conservé, kµJ

µ = 0, où Jµ(x) = −eψ̄γµψ.
On peut le voir de la façon suivante en ce qui concerne les jauges covariantes. Du lagrangien Lλ,
voir éq. (2.4.49), du photon en interaction :

Lλ = −1

4
Fµν(x) Fµν(x)− λ

2
(∂µA

µ(x))2 + ψ̄(x)(i/∂ −m)ψ(x) + eψ̄(x) /A(x)ψ(x), (2.5.78)

on tire facilement l’équation du mouvement du photon :

(�gµν − (1− λ)∂µ∂ν)Aν(x) = e Jµ(x),

dont la solution s’exprime à l’aide de la fonction de Green :

Aν(x) =

∫
d4y G̃νµ(x− y) Jµ(y)

Ceci est évident par simple substitution dans l’équation du mouvement. Introduisant la transformée
de Fourier du courant :

Jµ(y) =

∫
d4k

(2π)4
jµ(k) e−ik.y

ainsi que celle du propagateur avec la solution s’écrit alors :

Aν(x) = −i
∫

d4k

(2π)4
e−ik.x

[
gνµ

k2 + iǫ
+

1− λ
λ

kνkµ
(k2 + iǫ)2

]
jµ(k)
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et il devient évident que les termes dépendant de jauge s’annulent par conservation du courant
kµj

µ(k) = 0. En conclusion, les résultats des calculs ne doivent pas dépendre du choix particulier
fait pour la forme du propagateur du photon. A cause de cette propriété il n’est pas nécessaire dans
les calculs perturbatifs d’imposer la condition de Lorentz sur le champ Aµ(x) puisque le photon
étant soit émis soit absorbé par un courant conservé les états de polarisation scalaire et longitudi-
nale sont automatiquement découplés du monde physique.

• Remarque
On considère le lagrangien Lλ éq. (2.5.78) avec le terme d’interaction −Jµ(x)Aµ(x). Ce terme est
invariant est si on change ”la jauge du photon” c’est à dire si on fait Aµ → Aµ + ∂µα(x). On a
alors :

δ

∫
d4x JµA

µ =

∫
d4x Jµ(x)∂µα(x) =

∫
d4x [∂µ(Jµ(x)α(x)) − (∂µJµ(x))α(x)] = 0.

Dans la dernière forme de l’intérale ci-dessus, la dérivée totale ∂µ(Jµ(x)α(x)) ne contribue pas (pas
de sources à l’infini) et le terme (∂µJµ(x)) est nul par conservation du courant. Ceci illustre bien
le rôle fondamental joué par la conservation du courant en QED.

2.6 Règles de Feynman de QED

Nous avons dérivé ci-dessus les éléments de base qui permettent de construire le développement
perturbatif en QED. Ce développement s’exprime à l’aide de règles qui permettent d’écrire ”l’élément
de matrice invariant” Mfi, relié à la matrice S par

Sfi = δfi + i Tfi

Tfi = (2π)4δ(Σpext) Mfi,

à tout ordre de la théorie des perturbations. Les règles de Feynman sont simplement énoncées ici.
Pour une démonstration on peut consulter les livres de Bjorken et Drell ou Mandl et Shaw ou Ryder
ou · · · . On remarque seulement qu’au point d’interaction les particules entrantes sont annihilées

(on attachera donc la fonction d’onde uα(p) pour un fermion, v̄α(p) pour un antifermion et ǫ
(κ)
µ (k)

pour un photon) et les particules sortantes sont crées (soit ūα(p) pour un fermion, vα(p) pour un

antifermion et ǫ
(κ)
µ (k) pour un photon). Deux points d’interaction sont reliés par un propagateur.
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i
p-m+iε

=

=
i

k2+iε- gµν
λ

1-λ kµkν
k2+iε

+

= -ieγµ
µ

= uα(p)

= uα(p)

= vα(p)

= vα(p)

= εµ  (k)
(κ)

= εµ  (k)
(κ)

x   (-1)

Prop. de l'électron

Prop. du γ (covariant)

Vertex

Electron initial

Electron final

Positron initial

Positron final

Photon initial

Photon final

Boucle d'électron

Les règles de Feynman en QED (jauge covariante).

Un moyen mnémonique de se rappeler du couplage consiste à partir du lagarangien d’interaction :

i

∫
d4x LI = i

∫
d4x ψ̄(x) e Aµ(x)γµ ψ(x) (2.6.79)

et à prendre la dérivée fonctionnelle par rapport aux champs pour trouver :

δ

δψ̄(y)

δ

δψ(y)

δ

δAµ(y)
= −i e γµ (2.6.80)

où le signe (-) vient de l’anticommutation δ/δψ(y) avec ψ̄(x) lorsque l’on effectue la dérivée. Les
règles générales pour obtenir vertex et propagateurs seront données en sec. 7.2 et 7.3.
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Exercice : écrire l’élément Mfi pour

— e+e− → µ+µ−

— e+e− → e+e−

— γ e− → γ e− et montrer l’invariance de l’amplitude quand on fait la translation ǫ
(κ)
µ →

ǫ
(κ)
µ + kµ, où ǫ

(κ)
µ et kµ sont les vecteurs polarisation et impulsion d’un photon.

Calculer
∑

polarisations |Mfi |2 dans chacun des cas.

2.7 Appendice : propriétés des matrices γµ

Dans la représentation de Dirac les matrices γµ sont des matrices 4× 4 définies par :

γ0 =

(
112 0
0 −112

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, (2.7.81)

où les σi sont les matrices de Pauli :

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (2.7.82)

Les matrices de Pauli obéissent aux relations de commutation et d’anticommutation suivantes :

[
σi

2
,
σj

2
] = i ǫijk

σk

2
, {σ

i

2
,
σj

2
} = δij

112
2

(2.7.83)

Les matrices γµ ont les propriétés suivantes,

γ0γµ†γ0 = γµ, γ0
2

= 114, γi
2

= −114, γµγ
µ = 4114, µ = 0, 1, 2, 3, (2.7.84)

et elles satisfont les relations d’anticommutation :

{γµ, γν} = 2 gµν114. (2.7.85)

Il est utile d’introduire les notations suivantes :

σµν =
i

2
[γµ, γν ], γ5 = γ5 = i γ0γ1γ2γ3 =

(
0 112

112 0

)
. (2.7.86)

On prouve aisément :

• γµγαγ
µ = −2 γα

• γµγαγβγ
µ = 4 gαβ 114 (2.7.87)

• γµγαγβγδγ
µ = −2 γδγβγα.
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Pour l’évaluation des traces des produits de matrices γαγβ... on a les relations :

Tr(γαγβ) = 4 gαβ

Tr(γαγβγδγλ) = 4 [gαβ gδλ − gαδ gβλ + gαλ gβδ]

Tr(γαγβ ...) = 0 pour un nombre impair de matrices (2.7.88)

Tr(γ5γαγβ ...) = 0 for an odd number of γα matrices

Tr(γ5γαγβ) = 0

Tr(γ5γαγβγδγλ) = −4iǫαβδλ,

où ǫαβδλ est totalement antisymétrique sous la permutation de deux indices. Par convention on
prend ǫ0123 = +1. On a alors ǫαβδλ = −ǫαβδλ et, en particulier, ǫ0123 = −1. Une relation utile est :

ǫµναβǫ
ρσαβ = −2(δρµδ

σ
ν − δρνδσµ) (2.7.89)

Il existe d’autres représentations dues à Weyl et à Majorana qui satisfont les relations éq. (2.7.85)
à éq. (2.7.88). En règle générale, il n’est pas nécessaire dans les calculs d’utiliser la forme explicite
des matrices γµ.
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Chapitre 3

Divergences ultraviolettes,
renormalisation

Dans ce qui suit nous allons appliquer les règles de Feynman qui décrivent l’interaction entre
électrons et photons (QED) et entre quarks et gluons (QCD) à l’étude des processus à haute énergie.
Par exemple, si on étudie la diffusion e+µ− aux deux premiers ordre de la théorie perturbative on
est amené au calcul des diagrammes

M=

e

e

e-

µ-

+

e

e e

+ +...

M0 M1

e

e

+
e

e +

M2

+ +...

La section efficace est proportionnelle à l’amplitude de diffusion au carré |M|2 qui s’écrit :

|M|2 = |M0 +M2|2 + |M1|2

= |M0|2 + |M1|2 + 2 Re M0 M∗
2 +O(e8).

Le premier terme est d’ordre e4, les deux suivants d’ordre e6. On négligera |M2|2 qui est d’ordre
e8, donc d’un ordre plus élevé.

43
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• Nomenclature

Les termes d’ordre le plus bas sont habituellement appelés ”termes de Born”. Les diagrammes avec
une ou plusieurs particules émises, en plus de celles présentes dans le terme de Born, sont dits
”diagrammes réels”, tandis que ceux avec un champ émis et ré-absorbé dans le même diagramme
sont dits ”diagrammes virtuels” ou en ”boucles”. Un calcul cohérent en théorie des perturbations
nécessite la prise en compte de tous les diagrammes à un ordre donné, ainsi, évidemment, que de
tous ceux d’ordre plus bas. Dans la suite, nous ne considérerons que les deux premiers ordres de la
série perturbative, c’est-à-dire, dans l’exemple ci-dessus, les termes d’ordre e4 et e6 de l’élément de
matrice au carré.

L’évaluation des diagrammes d’ordre supérieur présente de nombreuses difficultés à cause de l’ap-
parition de divergences.

Dans les diagrammes en boucles ces divergences peuvent être de trois types :

— ultraviolettes (UV) qui reflètent le comportement aux courtes distances ou grandes impul-
sions de la théorie ; elles n’apparaissent que dans les termes virtuels où l’impulsion dans la
boucle n’a pas de limite supérieure. Pour les diagrammes réels il n’y a pas de divergences
ultraviolettes puisque l’énergie des particules finales est nécessairement finie (on calcule des
processus à énergie finie) ;

— infrarouges (IR) qui sont engendrées lorsque l’impulsion d’un photon ou d’un gluon réel ou
virtuel tend vers 0 ; elles reflètent le comportement de la théorie aux petites énergies ou
grandes distances ;

— colinéaires lorsque l’on considre un fermion de masse nulle emettant un photon ou un gluon
d’impulsion parallèle à celle du fermion.

Chaque type de divergence fait l’objet d’une procédure spécifique :

— La renormalisation permet d’évacuer les divergences ultraviolettes au prix d’une redéfinition
des paramètres du lagrangien et permet de construire un développement perturbatif à coef-
ficients finis (chapitres 3, 4, 8) ;

— les divergences infrarouges sont éliminées, ordre par ordre, en combinant termes réels et
virtuels lorsqu’on construit un observable : c’est le théorème de Lee-Kinoshita-Nauenberg
(chapitre 5) ;

— les divergences colinéaires sont une caractéristique de QCD où on suppose les quarks légers
de masse nulle : elles sont absorbées dans les fonctions de structure (objets non-perturbatifs)
qui donnent la distribution des quarks et gluons dans un hadron : c’est le théorème de fac-
torisation (chapitres 6, 9, 10).

Dans le reste du chapitre nous nous intéresserons, de façon ”qualitative”, aux divergences ultra-
violettes et à la procédure de renormalisation qui permet de donner un sens à la théorie et par
conséquent d’obtenir des prédictions finies. Nous illustrerons d’abord la procédure de renormali-
sation sur un modèle scalaire (pas de complication due au spin) . Nous introduirons ensuite les
outils qui permettent de calculer les diagrammes en boucles et de donner un sens mathématique
aux divergences.
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AA

q

p
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p
4

p
1

p
2

= +

3 4

1 2

p

p+q

+

1 2

3 4 34

1 2

+ + ...

Figure 3.1 – Diffusion 2→ 2 à une boucle dans le modèle λφ4. Les invariants de Mandelstam sont
(p1 − p3)2 = q2 = t, (p1 + p2)

2 = s, (p1 − p4)2 = u.

3.1 Divergences ultraviolettes et renormalisation en λφ4.

3.1.1 Divergences des diagrammes en boucle

La densité lagrangienne du modèle λφ4 est :

L =
1

2
(∂µφ(x))2 − m2

2
φ2(x)− λ

4!
φ4(x) (3.1.1)

où φ(x) est un champ scalaire réel. Les règles de Feynman correspondantes sont :

vertex : × = −iλ ; propagateur : =
i

p2 −m2 + iǫ

Aux deux premiers ordres de la théorie des perturbations la diffusion de deux particules est
représentée par les diagrammes de la figure 3.1. À noter que pour les besoins de notre discus-
sion qualitative il n’est pas nécessaire de considérer les diagrammes avec insertion d’une boucle
sur les pattes externes du terme de Born. Si on dénote q = p1 − p3 l’impulsion de transfert entre
particules entrante et sortante on a q2 = t < 0. L’amplitude de diffusion s’écrit :

M = −iλ+
λ2

2

∫
d4p

(2π)4
1

(p2 −m2 + iǫ)((p + q)2 −m2 + iǫ)
+ ... (3.1.2)

où p est l’impulsion dans la boucle et où ”...” dénote la contribution des deux derniers diagrammes
(le facteur 1/2 devant l’intégrale tient compte du fait des particules identiques dans la boucle). Il
faut intégrer, dans le deuxième terme du membre de droite sur une région où toutes les composantes
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de l’impulsion interne p tendent vers l’infini, que l’on dénote schématiquement par |p| → ∞. Une
analyse dimensionnelle élémentaire montre que, dans ce domaine, la contribution dominante sera :

λ2

2

∫

|p|→∞

d4p

p4
∼ λ2

2

∫

|p|→∞

p3dp

p4
(3.1.3)

qui diverge logarithmiquement (on a ignoré la contributions angulaire dans l’intégrale). Pour
régulariser la divergence ultraviolette de cette intégrale on introduit un cut-off Λ sur la norme
de p de telle sorte que l’amplitude de diffusion peut s’écrire :

M = −iλ+ i
3λ2

2(4π)2

(
ln

Λ2

−q2 + termes finis

)
. (3.1.4)

où −q2 agit comme un cut-off de l’intégrand quand l’impulsion p est petite et où nous définissons
comme termes finis les termes indépendants du cut-off Λ 1. Chaque diagramme en boucle donnant
une contribution ∼ ln Λ2

−q2
, on a donc introduit un facteur 3. On a aussi fait l’hypothèse dans la

dernière équation ci-dessus que −q2 >> m2. Le résultat du calcul dépend de l’invariant physique
q2 et du cut-off ultraviolet arbitraire Λ. On le notera donc :

− ig(q2,Λ2) = −iλ+
3i

2

λ2

(4π)2

(
ln

Λ2

−q2 + termes finis

)
, (3.1.5)

pour faire apparâıtre explicitement ces dépendances. Le module | |2 du membre de gauche est
relié à la section efficace qui est une observable. On a donc le résultat paradoxal que la prédiction
théorique de la section efficace dépend d’un cut-off non physique, introduit pour régulariser les
expressions mathématiques !

Si on considère maintenant le même processus à l’échelle q′2, la prédiction régularisée est évidem-
ment :

g(q′2,Λ2) = λ− 3

2

λ2

(4π)2

(
ln

Λ2

−q′2 + termes finis

)
. (3.1.6)

Eliminant λ à l’aide de l’équation (3.1.5) on a :

g(q′2,Λ2) = g(q2,Λ2) +
3

2

g2

(4π)2
ln
−q′2
−q2 + termes finis d’ordre g2 +O(g3) (3.1.7)

Dans le terme en λ2 on a substitué λ = g + O(g2) ce qui est tout à fait justifié puisque le calcul
est mené aux deux premiers ordres de la théorie des perturbations et que l’on néglige les termes
d’ordre supérieur en λ3 ∼ g3.

• Ré-interprétation de la série perturbative
Il est remarquable que dans l’expression (3.1.7) toute dépendence explicite en Λ a disparu. Ceci
suggère d’interpéter cette équation de la façon suivante. On suppose que l’on fait une expérience de
diffusion et que l’on mesure la section efficace à une impulsion de transfert

√
−q2 : reliant le résultat

1. L’origine du factor i devant le deuxième terme deviendra évidente dans la section suivante.



3.1. DIVERGENCES ULTRAVIOLETTES ET RENORMALISATION EN λφ4. 47

de cette mesure à g(q2), on obtient la valeur de g(q2). La théorie prédit alors, par l’équation (3.1.7),
quel sera le résultat d’une expérience à q′2, la relation entre les deux fonctions g(q2) et g(q′2) étant
finie, indépendante du cut-off Λ.

En général, la série perturbative pour une quantité physique, par exemple g(q′2) où q′2 est une
échelle qui caractérise l’énergie du processus étudié, construite à l’aide du paramètre λ (λ couplage
dans le lagrangien) n’est pas bien définie car les coefficients du développement sont dépendants du
cut-off non physique Λ, introduit pour régulariser les divergences ultraviolettes. En revanche, la
série perturbative pour g(q′2) construite à l’aide de g(q2), (q2 6= q′2) est parfaitement définie, les
coefficients de la série étant finis. Ce que prédit la théorie n’est donc pas la valeur de l’amplitude
de diffusion, en fonction de λ et des autres paramètres du lagrangien, mais seulement la variation
de l’amplitude avec l’échelle d’énergie, connaissant cette amplitude à une énergie donnée.

• Définitions, nomenclature

Le paramètre de couplage λ dans le lagrangien est appelé le ”couplage nu” : suivant la tradition on
le notera λB (bare = nu en anglais). On introduit un ”couplage renormalisé” dénoté λR fonction
de l’échelle q2 du processus étudié : par exemple g(q2) joue le rôle du couplage renormalisé dans la
discussion ci-dessus. La relation entre les deux couplages est écrite (renormalisation multiplicative) :

λB = Zλ λR (3.1.8)

où le facteur Zλ admet un développement perturbatif à ”coefficients divergents” 2 :

Zλ = 1 + cλ λR. (3.1.9)

Par exemple, inversant l’éq. (3.1.5) on obtient :

λB = g(q2)

[
1 +

3

2

g(q2)

(4π)2

(
ln

Λ2

−q2 + termes finis

)]
, (3.1.10)

qui définit la relation entre couplage nu et ”couplage renormalisé” g(q2) : dans ce cas cλ =
(3g(q2)/2(4π)2)

(
ln(Λ2/−q2) + termes finis

)
. Plus simplement on peut ne garder que les termes

divergents dans la relation entre couplages nu et renormalisé et définir λR(q2) par :

λB = λR(q2)

[
1 +

3

2

λR(q2)

(4π)2
ln

Λ2

−q2
]
, (3.1.11)

soit :

cλ =
3

2(4π)2
ln

Λ2

−q2 . (3.1.12)

En résumé, si l’on construit la série à l’aide de λB on a :

g(q′2) = λB +
3

2

λ2B
(4π)2

ln
−q′2
Λ2

+ termes finis d’ordre λ2B (3.1.13)

2. Si la théorie est renormalisable Zλ admet un développement à tous les ordres. Dans notre discussion (approxi-
mation à une boucle) il suffit de garder les deux premiers termes.
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où λB est la contribution du diagramme en arbre tandis que le terme en λ2B vient des diagrammes
à une boucle. Si on l’exprime en termes de λR on aura, utilisant les éqs. (3.1.11) et (3.1.13) :

g(q′2) =

[
λR(q2) +

3

2

λ2R
(4π)2

ln
Λ2

−q2
]

+
3

2

λ2R
(4π)2

ln
−q′2
Λ2

+ termes finis d’ordre λ2R +O(λ3R). (3.1.14)

Le facteur entre [ ] est la contribution du terme en arbre, exprimé en fonction du couplage re-
normalisé : le premier terme est le diagramme en arbre renormalisé tandis que le second est la
contribution du contre-terme dont le rôle est de compenser la divergence venant des diagrammes en
boucles. Le développement en fonction de λR de l’élément de matrice (ou d’une quantité physique)
est à coefficients finis, à tous les ordres, si la théorie est renormalisable. Le prix à payer est que,
dans notre exemple, λR(q2) doit être obtenu à partir de l’expérience.

La forme (3.1.14) est la forme sous laquelle on va construire la série perturbative, c’est-à-dire
directement en fonction du couplage renormalisé, défini par rapport au couplage nu par une relation
de type éq. (3.1.8). Pour cela, on doit réorganiser le lagrangien pour faire apparatre λR au lieu de
λB. La différence entre couplage nu et renormalisé est appelé contre-terme et ce dernier est choisi
pour compenser les divergences ultraviolettes des diagrammes en boucles.

3.1.2 Principes de la procédure de renormalisation

Une analyse systématique montre qu’il faut aussi introduire une masse renormalisée et un
champ renormalisé. Par exemple, considérant le propagateur et la correction à une boucle associée,
on trouve que le terme en boucle est divergent dans l’ultraviolet ce qui implique, comme on le
verra dans la section suivante, qu’il faut renormaliser le paramètre de masse et éventuellement la
fonction d’onde pour donner un sens à la théorie perturbative. En fait, pour chaque paramètre,
dit paramètre nu, apparaissant dans le lagrangien il faut introduire son équivalent renormalisé. On
écrit donc la densité lagrangienne :

L =
1

2
(∂µφB)2 − m2

B

2
φ2B −

λB
4!

φ4B (3.1.15)

où l’indice B dénote les quantités nues. On exprime la relation entre paramètres nus et les pa-
ramètres renormalisés par une généralisation de l’équation (3.1.8) :

φB = Z
1/2
3 φR

m2
B = Zm m2

R

λB = Zλ λR. (3.1.16)

Les φR, mR et λR sont les quantités renormalisées. Pour des raisons qui vont devenir évidentes, on
écrit habituellement :

Zm =
Z0

Z3
, Zλ =

Z1

Z2
3

(3.1.17)

Les Zi sont de la forme éq. (3.1.9), c’est-à-dire qu’ils admettent un développement perturbatif
en λR. Pour calculer les boucles on introduit une procédure de régularisation qui donne un sens
mathématique aux divergences ultraviolettes. Ci-dessus on a introduit un cut-off Λ, méthode qui
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n’est pas recommandée car elle brise l’invariance de Lorentz. Pour QED, QCD, l’approche moderne
consiste à travailler en n 6= 4 dimensions (voir section suivante). Puisque l’on veut travailler direc-
tement avec les quantités renormalisées on va ré-écrire le lagrangien en fonction des φR, mR, λR.
On trouve immédiatement :

L =
Z3

2
(∂µφR)2 − Z0

2
m2

R φ2R −
Z1

4!
λR φ4R (3.1.18)

Il est naturel d’écrire

Zi = 1 + δZi, avec i = 0, 1, 3 (3.1.19)

où les contre-termes δZi sont exprimés sous la forme d’une série perturbative, δZi = Σnc
(n)
i λnR. Le

lagrangien s’écrit alors :

L = LR + δL (3.1.20)

avec :

LR =
1

2
(∂µφR)2 − m2

R

2
φ2R −

λR
4!

φ4R (3.1.21)

et :

δL =
δZ3

2
(∂µφR)2 − δZ0

2
m2

R φ2R −
δZ1

4!
λR φ4R. (3.1.22)

Par définition, LR est identique à L sauf qu’il est exprimé en fonction des quantités renormalisées
tandis que δL contient les contre-termes. Pour un calcul à l’approximation d’une boucle on ne gar-
dera que le premier terme du développement perturbatif des δZi. Au lieu maintenant de construire
la série perturbative à partir de la forme éq. (3.1.15), comme on l’a fait dans l’exemple précédent,
on va la construire à partir de la décomposition éq. (3.1.20) de la densité lagrangienne sans suppo-
ser à priori la valeur des contre-termes. Les règles de Feynman pour LR sont les mêmes que celles
pour L sous la forme éq. (3.1.15), sauf qu’elles concernent maintenant les quantités renormalisées.
Il faudra alors ajouter la contribution des contre-termes qui sont traités comme de nouveaux cou-
plages et correspondent à de nouveaux diagrammes de Feynman. Pour les obtenir 3, une recette est
de considérer, comme en éq. (2.6.79), l’expression 4 :

i

∫
d4x δL = i

∫
d4x

[
−δZ3

2
φR ∂2φR −

δZ0

2
m2

R φ2R −
δZ1

4!
λR φ4R

]
. (3.1.23)

Introduisant φR(x) =
∫
dpφR(p) exp(−ipx) (on utilise la notation simplifiée dp = d4p/(2π4)) l’ex-

pression ci-dessus devient (après intégration sur x qui fait sortir le facteur de conservation d’énergie-
impulsion) :

∫
dp1dp2δ(p1 + p2)

[
i
δZ3

2
p21 − i

δZ0

2
m2

R

]
φR(p1)φR(p2)

∫
dp1dp2dp3dp4δ(p1 + p2 + p3 + p4)

[
−iδZ1

4!
λR

]
φR(p1)φR(p2)φR(p3)φR(p4). (3.1.24)

3. Voir sec. (7.2) pour une dérivation scientifique.
4. On ré-écrit (∂µφR)

2 = −φR ∂2φR à une dérivée totale près qui ne contribue pas à l’intégrale
∫

d4x.
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Prenant la dérivée (δ/δφR(p)) autant de fois que nécessaire et factorisant les fonctions δ de conser-
vation d’impulsion on obtient les règles suivantes :

= i p2 δZ3, contre-terme de la fonction d’onde

= −i m2
R δZ0, contre-terme de masse

= −i λR δZ1, contre-terme du vertex

(3.1.25)

Par exemple, pour la fonction à 4-points déjà considérée on aura à calculer la série de diagrammes
de la fig. 3.2 où, dans ce cas, seul le contre-terme de vertex entre en jeu. L’application des règles

= +      3 +q ’

Figure 3.2 – La fonction à 4-points à une boucle en terme des quantités renormalisées.

de Feynman donne alors,

−ig(q′2) = −iλR + i
3

2(4π)2
ln

Λ2

−q′2 λ
2
R + termes finis d’ordre λ2R − iδZ1λR (3.1.26)

où les boucles contribuent les deuxième terme et troisème termes du membre de droite tandis que le
contre-terme de vertex est le dernier. Puisque la séparation du lagrangien initial entre LR et δL est
arbitraire on est libre de choisir, par exemple, δZ1 = (3/2(4π)2) ln(Λ2/(−q2))λR(q2) qui compense
la divergence ultraviolette et l’on trouve :

g(q′2) = λR(q2) +
3

2(4π)2
ln
−q′2
−q2 λ2R + termes finis d’ordre λ2R (3.1.27)

g(q2) = λR(q2) + termes finis d’ordre λ2R.

Le couplage renormalisé λR peut être déterminé, à une valeur particulière q2, par comparaison avec
les données via la deuxième des équations ci-dessus. On dit alors qu’on a renormalisé la théorie
à q2. C’est un exercice intéressant de s’assurer que si on ”renormalise” le couplage à une valeur
différente, q20 au lieu de q2 par exemple, on aura une valeur du couplage renormalisé λR0 différente
mais la prédiction pour g(q′2) sera (perturbativement) inchangée.

Une condition nécessaire pour que la théorie soit renormalisable est que les divergences des dia-
grammes d’ordre supérieur aient la même forme/structure que les termes du lagrangien de sorte
qu’elles puissent être compensées par les contre-termes. Ainsi, les prédictions obtenues à partir de
la forme éq. (3.1.20) de la densité lagrangienne seront finies par un choix approprié des δZi. Il est
important de noter que le couplage renormalisé est fonction de l’échelle de masse q2 puisque δZλ
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est lui même fonction de q2 mais λB = (1 + δZλ)λR(q2) en est indépendant.

Dans la procédure de renormalisation que nous suivrons pour QCD, les contre-termes seront choisis
sans faire référence à un processus ”physique”, contrairement à ce qui est fait dans la discussion
ci-dessus, mais ils seront choisis de façon la plus commode pour éliminer les divergences associées
aux boucles. Comme on peut toujours arbitrairement ajouter des termes finis aux contre-termes,
ou changer la valeur du point −q2 où on ”soustrait” la divervence ultraviolette, on définit ainsi de
nombreux schémas de renormalisation. A l’ordre auquel on conduit le calcul tous les schémas de
renormalisation sont équivalents : ils conduisent au même résultat pour le calcul d’une quantité
physique.

En résumé, renormaliser une théorie c’est choisir les contre-termes de telle sorte que la série per-
turbative exprimée en fonction des paramètres renormalisés soit à coefficients finis. Si la théorie est
renormalisable tous les observables peuvent alors s’exprimer par une série dont les coefficients ne
contiennent pas de divergences ultraviolettes.

3.1.3 Renormalisation de la masse et de la fonction d’onde

Avant de d’entrer dans les détails de la procédure il est utile de rappeler la relation entre le
champ φ(x) et le propagateur de Feynman défini comme le produit chronologique :

G̃(x− y) = < 0|T φ(x) φ(y)|0 >
= θ(x0 − y0) < 0|φ(x) φ(y)|0 > +θ(y0 − x0) < 0|φ(y) φ(x)|0 > . (3.1.28)

On considère le champ nu φB que l’on développe en ondes planes,

φB(x) =

∫
d3p

(2π)32ωp
(ap e

−ip·x + a†pe
ip·x) (3.1.29)

où p = (ωp, ~p), ωp =
√
~p2 +m2

B, p · x = ωpx0 − ~p · ~x. Les opérateurs de création et annihilation

satisfont les relations de commutation usuelles,

[ap, a
†
p′ ] = (2π)3 δ(3)(p− p′) 2ωp, (3.1.30)

qui fixe aussi la normalisation du champ φB(x). Suivant la procédure mise en oeuvre pour le fermion
au chapitre précédent on trouve :

G̃(x− y) =

∫
d3p

(2π)32ωp
(θ(x0 − y0) e−iωp(x0−y0)+i~p(~x−~y) + θ(y0 − x0) eiωp(x0−y0)−i~p(~x−~y))

=

∫
d3p

(2π)32ωp

idp0
2π

[
e−ip0(x0−y0)+i~p(~x−~y)

p0 − ωp + iǫ
− e−ip0(x0−y0)−i~p(~x−~y)

p0 + ωp − iǫ

]
, (3.1.31)

où pour obtenir la dernière équation on a utilisé la représentation intégrale suivante (éqs. (2.3.41)
et (2.3.42)),

θ(±(x0 − y0)) e∓iωp(x0−y0) = ∓ 1

2πi

∫ ∞

−∞
dp0

e−ip0(x0−y0)

p0 ∓ ωp ± iǫ
. (3.1.32)
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Combinant les termes entre crochets dans l’expression du propagateur et simplifiant on arrive alors
à :

G̃(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y) i

p2 −m2
B + iǫ

. (3.1.33)

Sous cette forme, il faut noter que p ·(x−y) = p0(x0−y0)−~p.(~x−~y) avec p0 6= ωp, l’impulsion p est
hors couche de masse : p2 6= m2

B. On obtient alors trivialement la forme générale du propagateur
de Feynman dans l’espace des impulsions, qui est donc le transformé de Fourier de l’éq. (3.1.28) :

G(p) =
i

p2 −m2
B + iǫ

. (3.1.34)

• Relation entre les propagateurs des champs nu et renormalisé : cas libre
On introduit plusieurs propagateurs du champ libre dans l’espace des impulsions. Celui du champ
nu, construit à partir des deux premiers termes du lagrangien éq. (3.1.15) est le transformé de
Fourier de < 0|T φB(x) φB(y)|0 > :

GB(p) =
i

p2 −m2
B + iǫ

. (3.1.35)

Il y a également le propagateur du champ renormalisé qui, lui, est donné par :

GR(p) = Z−1
3 GB(p), (3.1.36)

puisque φR(x) = Z
−1/2
3 φB(x) d’après la première des éqs. (3.1.16). Ce propagateur s’écrit donc

simplement :

GR(p) =
i Z−1

3

p2 −m2
B + iǫ

(3.1.37)

=
i Z−1

3

p2 − (Z0/Z3)m2
R + iǫ

où on a introduit le paramètre mR d’après les éqs. (3.1.16, 3.1.17). Finalement il vient :

GR(p) =
i (1− δZ3)

p2 −m2
R(1 + δZ0 − δZ3) + iǫ

, (3.1.38)

Le facteur (1−δZ3) au numérateur relie la normalisation du champ renormalisé à celle du champ nu.
Comparant avec l’éq. (3.1.37) on voit que la combinaison m2

R(1+δZ0−δZ3), pôle du propagateur du
champ renormalisé, est indépendant du schéma de renormalisation, en d’autres termes la procédure
de renormalisation n’affecte pas la position du pôle du propagateur renormalisé. Finalement, on
introduit le propagateur obtenu à partir des deux premiers termes de la densité lagrangienne LR
de l’éq. (3.1.21) :

G(p) =
i

p2 −m2
R + iǫ

. (3.1.39)

C’est le propagateur libre du lagrangien LR : pour être cohérent avec le lagrangian initial L il doit
toujours être utilisé en association avec les contre-termes correspondants. C’est un intermédiaire
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de calcul qui servira à construire le propagateur renormalisé de la théorie en interaction, comme
on va maintenant le voir.

• Propagateur du champ en interaction
On construit maintenant le propagateur du champ en interaction dans l’approximation à une boucle.
Pour cela on part du lagrangien sous la forme éq. (3.1.20), LR + δL. A l’ordre le plus bas on a le
terme (3.1.39) auquel il faudra ajouter la correction à une boucle et l’insertion des contre-termes
de δL associés à la fonction à 2-points. On doit donc inclure les diagrammes de la fig. 3.3, où

+ + +

−i Πboucle(p2,m2
R) ip2δZ3 − im2

RδZ0

Figure 3.3 – Le propagateur à une boucle en terme des quantités renormalisées.

Πboucle(p2,m2
R), d’ordre O(λR), est la contribution de la boucle en général divergente. Le premier

terme est le propagateur obtenu à partir de LR, éq. (3.1.21), soit,

G(p) =
i

p2 −m2
R + iǫ

. (3.1.40)

Incluant tous les termes de la figure, le résultat à une boucle s’écrit :

G(1)(p) =
i

p2 −m2
R + iǫ

+
i

p2 −m2
R + iǫ

(−i Πboucle(p2,m2
R) + i p2 δZ3 − i m2

R δZ0)
i

p2 −m2
R + iǫ

(3.1.41)

Dénotant la totalité des termes d’ordre supérieur par :

Π(p2,m2
R) = Πboucle(p2,m2

R)− p2 δZ3 +m2
R δZ0 (3.1.42)

le propagateur prend la forme :

G(1)(p) =
i

p2 −m2
R + iǫ

[
1 +

Π(p2,m2
R)

p2 −m2
R + iǫ

]

=
i

p2 −m2
R −Π(p2,m2

R) + iǫ
+O(λ2R) (3.1.43)

où on n’a gardé que les termes d’ordre λR (la dernière ligne revient en fait à sommer l’insertion
Π(p2,m2

R) à tous les ordres de la théorie des perturbations). Afin d’étudier le comportement du
propagateur près du pôle il est traditionnel de faire le développement :

Πboucle(p2,m2
R) = Πboucle(m2

R,m
2
R) + (p2 −m2

R)
dΠboucle

dp2
|m2

R
(3.1.44)
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de telle sorte que le propagateur devient :

G(1)(p) =
i

(p2−m2
R)(1−dΠboucle/dp2|m2

R
+ δZ3)−Πboucle(m2

R,m
2
R)−m2

R (δZ0 − δZ3) + iǫ
+O(λ2R)

=
i

[p2−m2
R−Πboucle(m2

R,m
2
R)−m2

R(δZ0−δZ3)] [1+δZ3−dΠboucle/dp2|m2
R

]+iǫ
+O(λ2R)

(3.1.45)

Les équations ci-dessus sont équivalentes au sens perturbatif car elles diffèrent par des termes d’ordre
supérieur à celui auquel on a mené le calcul. Finalement, le propagateur renormalisé incluant les
corrections à une boucle prend la forme :

G(1)(p) = i
1− δZ3 + dΠboucle/dp2|m2

R

p2 −m2
R(1 + δZ0 − δZ3)−Πboucle(m2

R,m
2
R) + iǫ

+O(λ2R). (3.1.46)

On remarque qu’après ce raisonement standard mais un peu lourd on retrouve la structure en contre-
termes dérivée très simplement en (3.1.38). En général, les corrections à une boucle Πboucle(m2

R,m
2
R)

et dΠboucle/dp2|m2
R

ont une divergence ultraviolette qui sera éliminée par un choix approprié des

contres-termes 5. Un choix de schéma de renormalisation possible est par exemple (schéma physique
ou sur-couche ou on-shell),

δZ3 =
dΠboucle

dp2
|m2

R

δZ0 : m2
R(1 + δZ0 − δZ3) + Πboucle(m2

R,m
2
R) = m2

phys, (3.1.47)

de telle sorte que le propagateur, incluant les corrections, est

G(1)(p) =
i

p2 −m2
phys + iǫ

· (3.1.48)

Plus généralement, on peut choisir comme conditions de renormalisation :

−δZ3 +
dΠboucle

dp2
|m2

R
∼ fini

m2
R(1 + δZ0 − δZ3) + Πboucle(m2

R,m
2
R) ∼ fini. (3.1.49)

On montrera explicitement plus bas que la combinaison :

m2
R(1 + δZ0 − δZ3) + Πboucle(m2

R,m
2
R) (3.1.50)

ne dépend pas du schéma de renormalisation : c’est donc un invariant. Le pôle du propagateur qui
définit la masse physique de la particule est donc bien indépendant du schéma.

5. Dans le modèle λφ4 on verra que la fonction Πboucle(p2,m2
R), à une boucle, est indépendante de p2, donc la

dérivée par rapport à p2 est nulle et la fonction d’onde n’est pas renormalisée puisque δZ3 est alors égal à 0.
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3.1.4 Conséquence de la procédure de renormalisation : couplage mobile

Revenant à l’équation (3.1.11) on a le choix de définir la constante de couplage renormalisée à
q2 ou à q′2 = q2 + δq2. La relation entre les deux couplages est :

λR(q2 + δq2) = λR(q2) + c λ2R(q2) ln(1 +
δq2

q2
) +O(λ3R),

avec

c =
3

2(4π)2
en théorie λφ4,

soit

δλR(q2) = c λ2R(q2)
δq2

q2
+O(λ3R) ⇐⇒ δλR

λ2R
= c

δq2

q2
+O(λR).

En intégrant on obtient :

λR(q2) =
λR(q20)

1− c λR(q20) ln(q2/q20)
+O(λ3R). (3.1.51)

Ceci est la forme générique de la dépendance en l’échelle de masse du couplage renormalisé dans
une théorie renormalisable. C’est ce que l’on appelle le ”couplage mobile” (running coupling). Si on
considère deux schémas de renormalisation, l’un où on normalise la théorie au point q20 et l’autre
au point q2, alors les deux couplages λR(q20) et λR(q2) sont reliés par l’éq. (3.1.51) : cela garantit
que les prédictions fondées sur ces deux schémas sont identiques. On revient sur ce point dans le
chapitre suivant.

• Exemples
La figure ci-dessous illustre le cas des théories λφ4 et QED où le couplage crôıt avec l’énergie,
c’est-à-dire que la constante c dans l’éq. (3.1.51) est positive. On peut noter l’existence d’un pôle
dans le couplage mobile : le pôle de Landau. En QED la position du pôle est :

√
q2Landau ∼ me 10280.

L’échelle d’énergie correspondante peut être comparée à la masse baryonique de l’univers observable
qui est estimée à :

Munivers ∼ me 1082.

g(q2)

pôle de Landau
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Le monde physique est heureusement loin du pôle de Landau ! En fait, dans le cadre de l’unification
des interactions faible et electromagnétique, à une échelle d’énergie de l’ordre du TeV, le couplage
de la théorie unifiée est caractéristique d’une théorie non abélienne et le couplage est asymptoti-
quement décroissant.

En revanche, le cas c < 0 s’applique à la théorie λφ3 à six dimensions, à QCD et au modèle de
Weinberg-Salam. Le couplage décrôıt quand l’énergie augmente et la théorie est dite ”asymptoti-
quement libre” puisque le couplage s’annule quand |q2| → ∞.

g(q2)

q2th. perturbative
non valable dans 
cette région.

AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA

1

Si maintenant l’énergie décrôıt, le couplage augmente et pour QCD, par exemple, il devient ≃ 1
pour des masses de l’ordre du GeV : on entre dans la région du ”confinement” où la théorie des
perturbations n’est plus applicable.

3.1.5 Discussion

L’origine des divergences ultraviolettes est lié au fait que l’on suppose la théorie valable quelque
soit l’échelle d’énergie considérée, en particulier quand |q2| → ∞. Par les relations d’incertitude de
Heisenberg,

∆E ∆l ∼ 0.2 GeV fm, (3.1.52)

cela correspond à des distances infiniment petites. Ceci est à contraster avec la situation habituelle
en physique où les lois ont un domaine de validité limité. Par exemple, pour

— la physique atomique : ∆E ∼ 2 eV ⇔ ∆l ≃ 1 Å = 10−10 m
— la physique nucléaire : ∆E ∼ 200 MeV ⇔ ∆l ≃ 1 fm = 10−15 m
— physique des particules : ∆E ≥ 20 GeV ⇔ ∆l ≃ 10−17 m.

Toute la connaissance de la physique nucléaire nécessaire à la physique atomique se résume à
quelques constantes comme la masse et la charge du noyau. De même, la physique des particules
utile à la physique nucléaire se réduit à la connaissance de la masse du proton, du neutron, du pion
et du couplage πNN . Donc l’étude de la physique à une échelle donnée n’a pas besoin des détails de
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la physique à une échelle de distance beaucoup plus petite : seule la valeur de quelques paramètres
suffit. La procédure de renormalisation ramène le cas de la théorie des champs à une situation
habituelle en physique puisque toutes les complications liées aux divergences ultraviolettes peuvent
être éliminées par une re-définition de quelques paramètres tels que masse, couplage, normalisation
de la fonction d’onde.

Avant de passer aux détails des calculs on peut faire la remarque suivante concernant le cou-
plage mobile. Si dans le lagrangien, éq. (3.1.1) on avait choisi m = 0, il n’y aurait pas eu d’echelle
de masse explicite dans la théorie puisque λ est sans dimension. On aurait pu définir le couplage
mobile et on aurait alors trouvé l’éq. (3.1.51) qui dépend explicitement d’une échelle de masse. Ceci
peut parâıtre paradoxal mais c’est une conséquence de la procédure de renormalisation car, pour
donner un sens à la théorie perturbative il a fallu d’abord la régulariser par l’introduction d’un
cut-off ce qui a implicitement introduit une échelle de masse.

En résumé, la procédure de renormalisation se fait en deux étapes :

1. Régularisation de la théorie pour donner un sens mathématique aux divergences ultravio-
lettes (ou autres) ; la méthode moderne de régularisation dimensionelle est présentée dans
la section suivante.

2. Redéfinition des paramètres du modèle qui est la renormalisation proprement dite, pour
obtenir une série perturbative à coefficients finis. Il y a beaucoup de redéfinitions possibles,
c’est à dire de schémas de renormalisation, suivant les quantités finies que l’on absorbe
avec les quantiés ”infinies”. Les expressions obtenues dépendent explicitement du schéma de
renormalisation mais les prédictions pour un observable physique ne doivent pas en dépendre.
Cette contrainte fondamentale est exprimée par les équations du groupe de renormalisation
que nous n’aborderons que de façon très simple dans ces notes (voir le chapitre 12).

3.2 Techniques de calcul des diagrammes en boucle.

Dans cette section nous décrivons toutes les techniques mises en œuvre pour évaluer n’importe
quel diagramme en boucle en régularisation dimensionnelle 6 qui consiste à travailler dans un espace
à n dimensions,

n = 4− 2ε

de telle sorte qu’à la limite ε→ 0 on se retrouve dans l’espace-temps à 4 dimensions qui est le cas
qui nous intéresse. La métrique de l’espace à n-dimensions est définie par

gµν = (1,−1,−1, ...,−1︸ ︷︷ ︸
n−1 fois

) (3.2.1)

de telle sorte de la norme
gµµ = n = 4− 2ε, (3.2.2)

un résultat dont il faudra se rappeler lors du calcul des traces de diagrammes en QED et QCD.
Il existe plusieurs autres méthodes de régularisation : cut-off, Pauli-Villars, ... Il est important de

6. C.G. Bollini, J.J. Giambiagi, Nuovo Cim. B12 (1972) 20 ; G. ’t Hooft, M.J.G. Veltman, Nucl. Phys. B44 (1972)
189.



58 CHAPITRE 3. DIVERGENCES ULTRAVIOLETTES, RENORMALISATION

choisir une procédure qui respecte les invariances de la théorie. Le cut-off utilisé précédement brise
l’invariance sous les translations, puisqu’il donne une borne sur l’intégration de l’impulsion interne.
Pour QED et QCD, théories covariantes de Lorentz, ce choix n’est pas approprié pour les calculs
perturbatifs 7 et l’on préfere utiliser la régularisation dimensionnelle qui respecte l’invariance de la
théorie sous les translations, ainsi que l’invariance de jauge.

On va être amené à considérer des diagrammes du type :

p
1

p
2

p
3

k

k+p
1

En n-dimensions l’intégrale correspondante est :

∫
dnk

(2π)n
F (k)

(k2 −m2 + iǫ)((k + p1)2 −m2
1 + iǫ)((k + p1 + p2)2 −m2

2 + iǫ)...
,

n étant choisi de façon à ce que l’intégrale soit convergente. Le numérateur F (k) est un facteur qui
prend en compte la structure des vertex et des propagateurs de la théorie considérée.

3.2.1 Paramétrage de Feynman.

Pour évaluer l’intégrale ci-dessus on introduit le ”paramètre” de Feynman, x, qui permet de
linéariser le dénominateur dans l’intégrand à l’aide de la formule suivante :

1

ab
=

∫ 1

0

dx

(ax+ b(1− x))2
. (3.2.3)

Par dérivation successive par rapport à a ou b on prouve

1

apbq
=

Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)

∫ 1

0
dx

xp−1(1− x)q−1

(ax+ b(1− x))p+q
, avec Γ(p) = (p− 1)! . (3.2.4)

Par récurence et usage de l’éq. (3.2.4) on prouve

1

abc
=

∫ 1

0
2ydy

∫ 1

0
dx

1

(axy + b(1− x)y + c(1− y))3
. (3.2.5)

7. C’est cependant le choix fait pour les ”calculs sur réseau” qui permettent d’étudier le régime non-perturbatif
de QCD.
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Exemples :

∫
dnk

1

(k2 −m2 + iǫ)((p1 + k)2 −m2
1 + iǫ)

=

∫
dnk

∫ 1

0
dx

1

[k2 + 2x p1.k + xp21 −m2
1x−m2(1− x) + iǫ]2

=

∫
dnk

∫ 1

0
dx

1

[(k + xp1)2 + p21x(1− x)−m2
1x−m2(1− x) + iǫ]2

=

∫
dx

∫
dnk

1

[k2 − C + iǫ]2
(3.2.6)

Dans l’avant-dernière ligne on a ré-écrit le dénominateur de façon à faire disparâıtre les termes
explicitement linéaires en k en introduisant l’expression (k + xp1)

2 et dans la dernière ligne on a
fait le changement de variable k+xp1 → k qui est justifé si l’intégrale est convergente et, finalement,
on a permuté l’ordre d’intégration. Le terme C est indépendant de k, mais dépend seulement de x,
des masses et des invariants externes p2i :

C = m2(1− x) +m2
1x− p21 x(1− x) (3.2.7)

Avec la même technique on peut écrire :
∫
dnk

1

(k2 −m2 + iǫ)((p1 + k)2 −m2
1 + iǫ)((p1 + p2 + k)2 −m2

2 + iǫ)

=

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
2ydy

∫
dnk

1

[k2 − C ′ + iǫ]3
(3.2.8)

où on a fait le changement de variable k + y(p1 + xp2) → k et où C ′ est la pas très lumineuse
expression :

C ′ = (m2
1(1− x) +m2

2x)y +m2(1− y)− p22x(1− x)y − (p1 + xp2)
2y(1− y). (3.2.9)

Remarques importantes :
Après translation sur le vecteur k le dénominateur se ramène toujours à la forme (k2 − C + iǫ)n,
où C dépend des masses et des impulsions externes mais pas de k. On note :

— l’absence de dépendance angulaire au dénominateur facilite grandement l’évaluation de l’in-
tégrale

∫
dnk ;

— la phase est toujours +iǫ quelque soit le nombre de propagateurs que l’on combine. Ceci est
crucial pour l’évaluation de l’intégrale.

On considère maintenant les intégrales scalaires de type :

Ir,m =

∫
dnk

(2π)n
k2

r

[k2 − C + iǫ]m
, (3.2.10)

et on supposera toujours n tel que l’intégrale soit convergente, n < 2(m− r). On supposera de plus
C > 0, le passage éventuel à C < 0 se fera sur la forme intégrée.
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3.2.2 Rotation de Wick.

Re k0

X

X

Im k0

(C+k2)1/2 - iε

-(C+k2)1/2 + iε

On peut écrire

Ir,m =

∫
dn−1k

(2π)n

∫ ∞

∞
dk0

k2
r

[k20 − C − ~k2 + iǫ]m

Dans le plan k0 complexe, l’intégrand a des pôles multiples :

k0 = ±((~k2 + C)
1
2 − iǫ)

Au lieu d’intégrer le long de l’axe réel on peut déformer le contour de façon à inclure les quarts
de cercle à l’infini (qui ne contribuent pas puisque l’intégrand est suffisament convergent à l’∞)
et l’axe imaginaire. Comme la déformation du contour ne rencontre pas de singularités, l’intégrale∫∞
−∞ dk0 se réduit à une intégrale le long de l’axe imaginaire (c.f. le théorème de Cauchy). On peut

donc écrire

k0 = iω avec

∫ ∞

−∞
dk0 → i

∫ ∞

−∞
dω

et k2 = −ω2 − ~k2 = −k̄2 où k̄ = (ω,~k) est un vecteur euclidien (métrique euclidienne). On a alors

Ir,m = i(−)r−m

∫
dnk̄

(2π)n
k̄2r

[k̄2 + C − iǫ]m

Dans la suite, pour alléger l’écriture, on omettra souvent le terme +iǫ, ce qui est justifié si C est
supposé positif. Dans le cas contraire le facteur +iǫ pourra facilement être rétabli.

3.2.3 Intégrales en régularisation dimensionnelle.

On paramétre le vecteur k̄ à l’aide d’une généralisation des angles d’Euler,

k̄ = k(cos θ1, sin θ1 cos θ2, sin θ1 sin θ2 cos θ3, ..., sin θ1... sin θn−1) (3.2.11)

∫
dnk̄ =

∫
kn−1 dk dΩn−1 (3.2.12)
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où kn−1dk est l’intégrale sur la longueur du vecteur et où dΩn−1 est l’élément d’angle solide dans un
espace à n dimensions. On peut faire l’intégrale angulaire aisément puisque l’intégrand ne dépend
que de la longueur k. ∫

dΩn−1 =

∫ π

0
(sin θ1)

n−2dθ1...

∫ 2π

0
dθn−1 (3.2.13)

Usant de ∫ π

0
sin θmdθ =

√
π

Γ(m+1
2 )

Γ(m+2
2 )

, (3.2.14)

on trouve ∫
dΩn−1 = 2

π
n
2

Γ(n2 )
. (3.2.15)

L’intégrale
∫
dk se fait à l’aide de la formule suivante (voir une bonne table d’intégrales, russe de

préférence)

∫ ∞

0
dx

xp

(xn + an)q
= π(−1)q−1 ap+1−nq Γ((p+ 1)/n)

n sin(π p+1
n )Γ(q)Γ(p+1

n − q + 1)
.

Rassemblant tout on trouve finalement

Ir,m =

∫
dnk

(2π)n
k2

r

[k2 − C + iǫ]m
= i (C − iǫ)r−m+n

2
(−1)r−m

(4π)
n
2

Γ(r + n
2 )

Γ(n2 )

Γ(m− r − n
2 )

Γ(m)
(3.2.16)

Remarque : La représentation intégrale de Ir,m n’est pas définie pour m− r− n
2 < 0 car l’intégrand

ne s’annule pas assez vite quand k →∞. La forme intégrée de Ir,m est définie pour toute valeur de
n telles que

m− r − n

2
6= 0,−1,−2, ...

puisque la fonction Γ(z) (ici Γ(m− r − n
2 )) est définie ∀ z 6= 0,−1,−2, ...

• La fonction Γ(z)
La fonction Γ(z) de Euler est une généralisation à une variable complexe de la factorielle Γ(n) =
(n− 1)!. Elle admet la représentation intégrale :

Γ(z) =

∫ ∞

0
dt tz−1 e−t , Re z > 0. (3.2.17)

On peut facilement démontrer la relation de récurrence :

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
, (3.2.18)

qui permet la continuation analytique de Γ(z) définie par l’éq. (3.2.17) dans tout le plan complexe
sauf aux valeurs z = 0, −1, −2, . . . qui sont des poles simples (voir la figure). On a les relations
utiles :

Γ(z) Γ(1− z) =
π

sinπz
(3.2.19)
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1

1 2 z

Figure 3.4 – Représentation de la fonction Γ(z) pour z réel.

Γ(1 + ε) = 1− γε+ (γ2 +
π2

6
)
ε2

2!
+ . . . , ε→ 0 (3.2.20)

où γ = constante d’Euler.

• Intégrales tensorielles
On peut facilement prouver, en exercice, les intégrales suivantes qui seront très utiles dans le calcul
des boucles : ∫

dnk

(2π)n
kµ

(k2 − C + iǫ)m
= 0,

∫
dnk

(2π)n
kµkνkζ

(k2 − C + iǫ)m
= 0 (3.2.21)

qui s’évaluent par intégration symétrique - faire k → −k dans l’intégrand. En revanche les intégrales
avec un nombre pair de kµ au numérateur ne sont pas nulles. Par exemple :

∫
dnk

(2π)n
kµkν

(k2 − C + iǫ)m
=
gµν

n

∫
dnk

(2π)n
k2

(k2 − C)m
(3.2.22)

est proportionnelle à gµν qui est le seul tenseur à notre disposition et le coefficient de proportiona-
lité s’obtient facilement en considérant la trace.

On utilise d’habitude la notation : n = 4 − 2ε ⇔ ε = 2 − n
2 , qui permet d’écrire l’éq. (3.2.16)

sous la forme très utile

Ir,m =

∫
dnk

(2π)n
k2

r

[k2 − C + iǫ]m
= i

(−1)r−m

(4π)2

(
4π

C − iǫ

)ε

C2+r−m Γ(2 + r − ε)
Γ(2− ε)

Γ(m− r − 2 + ε)

Γ(m)
.

(3.2.23)
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La divergence ultraviolette est contenue dans le facteur Γ(m − r − 2 + ε) qui a un pôle en ε si
m − r − 2 ≤ 0. En pratique on développera de telles expressions en ε jusqu’aux termes d’ordre 0,
par exemple (

4π

C − iǫ

)ε

Γ(ε) =
1

ε
+ ln(4π)− γ − ln(C − iǫ) +O(ε), (3.2.24)

et iǫ dans le terme logarithmique indique la prescription pour définir ce terme quand C est négatif :

ln(C − iǫ) = ln |C| − i π θ(−C). (3.2.25)

• Applications
On aura souvent besoin de :

I0,2 =

∫
dnk

(2π)n
1

(k2 − C + iǫ)2
=

i

(4π)2

(
4π

C − iǫ

)ε

Γ(ε) =
i

(4π)2

(
4π

C − iǫ

)ε Γ(1 + ε)

ε
(3.2.26)

Le pôle en ε est la manifestation d’une divergence ultraviolette. En effet on remarque que cette
intégrale n’est pas définie en 4 dimensions puisque :

∫
d4k

k4
∼
∫
dk̄

k̄
, k →∞,

diverge logarithmiquement. Il faudra aussi calculer dans la suite :

I1,2 =

∫
dnk

(2π)n
k2

(k2 − C)2
(3.2.27)

qui diverge quadratiquement en 4 dimensions. En régularisation dimensionelle on trouve :

I1,2 =
i

(4π)2

(
4π

C − iǫ

)ε (2− ε)
(1− ε)

1

ε
Γ(1 + ε) C (3.2.28)

qui converge avec un pôle simple à ε = 0, le pôle à ε = 1 étant la marque de la divergence quadra-
tique.

• Intégrales sur la variable de Feynman
Une fois l’intégrale sur la boucle effectuée et les divergences ultraviolettes extraites il reste à évaluer
les intégrales sur le(s) paramètre(s) de Feynman, ce qu’il n’est pas toujours possible de faire de
façon simple. Cependant dans le cas d’une théorie sans masse, les expressions se simplifient et le
facteur C−ε dans l’éq. (3.2.23) conduit à évaluer des expressions de la forme, par exemple, :

∫ 1

0
dxxa−ε(1− x)b−ε =

Γ(a+ 1− ε) Γ(b+ 1− ε)
Γ(a+ b+ 2− 2ε)

. (3.2.29)

Il peut arriver que a ou b soient des entiers négatifs ce qui implique que l’intégrale est divergente dans
la limite à 4 dimensions. Un tel comportement est associé à la présence de divergences infrarouges ou
colinéaires. On en verra un exemple en QED dans la discussion de la self-énergie et de la correction
au vertex.
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3.2.4 Analyse dimensionnelle

Comme il est de coutume en physique des particules on travaille dans le système d’unités où
~ = c = 1 de telle sorte que énergie E, impulsion p et masse m ont toutes la même dimension
exprimée en unité de masse, [E] = [p] = [m] = 1, où le symbole [ ] dénote la dimension de la
quantité entre crochets. Par la relation de Heisenberg on voit qu’une longueur L a une dimension
inverse de celle d’une impulsion, d’où [L] = -1.
On rappelle que l’action est une quantité sans dimension qui s’écrit en n dimensions :

S =

∫
dnx L(φ, ∂µφ, λ).

Les paramètres (champs, couplage) voient donc leur dimension, exprimée en unité de masse, affectée
lorsque l’on passe de

∫
d4x à

∫
dnx. Pour la théorie scalaire éq. (3.1.1) on a, utilisant [S] = 0, [dnx] =

−n,

0 = −n+ 2 + 2[φ] ⇒ [φ] =
n− 2

2
= 1− ε pour le terme cinétique

0 = −n+ [λ] + 4[φ] ⇒ [λ] = 4− n = 2 ε pour le terme d’interaction. (3.2.30)

Dans la théorie λφ4 regularisée on écrira alors le couplage λµ2ε avec µ un paramètre de masse
arbitraire.
Dans le cas de QED on obtient de façon évidente (voir la densité lagrangienne éq. (4.0.6)),

[ψ̄∂µψ] = n ⇒ [ψ] = n−1
2 au lieu de 3

2 en un monde à 4 dimensions
[∂µAν∂

µAν ] = n ⇒ [Aµ] = n−2
2 au lieu de 1 à 4 dimensions

[eψ̄ 6Aψ] = n ⇒ [e] = 4−n
2 = ε au lieu de 0 à 4 dimensions

[mψ̄ψ] = n ⇒ [m] = 1

(3.2.31)

Le résultat important est que la charge électrique (couplage) acquiert une dimension ε. Dans la
théorie régularisée à n-dimensions, la charge sera alors écrite

eµε.

Il en sera de même pour le couplage fort g → gµε en QCD.

3.2.5 Règles de Feynman pour QED

Les propagateurs, dans l’espace des impulsions, sont les transformées de Fourier :

P (p) =

∫
dnx e−ip.x < 0|Tφ(x)φ(0)|0 > .

Donc

[P ] = −n+ 2[φ] , φ = Aµ, ψ.

Se reportant aux relations (3.2.31) on remarque que la dimension des propagateurs n’est pas af-
fectée quand on travaille en n dimensions et on vérifie que le propagateur du fermion a dimension
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-1 et le propagateur du boson a dimension -2.

En n-dimensions les règles de Feynman sont donc :

p

= i 6p+m
p2−m2+iǫ

q
= i

q2+iǫ

(
gµν + ( 1

λ − 1)
qµqν
q2+iǫ

)

= −ieµεγα
Le µε va jouer un rôle important dans la procédure de renormalisation : il va tenir, en quelque sorte
le rôle du point de soustraction arbitraire −q2 dans la discussion de la section précédente utilisant
la régularisation par un cut-off.

3.2.6 Diracologie en n-dimensions.

On rappelle que la métrique est donnée par l’éq. (3.2.1) et que la trace de la métrique est alors

gµµ = 4− 2ε, ce qui induit des changements notables lors de la manipulation des matrices γµ.

On garde toujours les relations d’anticommutation

{γµ, γν} = 2 gµν11, µ, ν = 0, 1, ..., n − 1

mais on a maintenant
γµγ

µ = n11 = (4− 2ε)11

au lieu de 4 11. Ceci entrâıne une modification des règles de réduction du produit de matrices γµ.
On prouve aisément, utilisant les relations d’anticommutation :

• γµγαγ
µ = −2(1− ε) γα

• γµγαγβγ
µ = 4gαβ 11− 2ε γαγβ (3.2.32)

• γµγαγβγδγ
µ = −2γδγβγα + 2ε γαγβγδ.

Pour l’évaluation des traces γ...γ on choisit Tr 11 = 4 et on aura toujours comme, à 4 dimensions,

Tr(γαγβ) = 4gαβ

Tr(γαγβγδγλ) = 4[gαβ gδλ − gαδ gβλ + gαλ gβδ]

Tr(γαγβ ...) = 0 pour un nombre impair de matrices (3.2.33)

3.3 Renormalisation du modèle λφ4 à une boucle

Revenant au modèle λφ4, on est en mesure maintenant d’extraire les divergences ultraviolettes
des diagrammes en boucle. Concernant la fonction à 4-points (fig. 3.1), l’application de l’éq. (3.2.26)
au premier diagramme en boucle du membre de droite donne :

(λRµ
2ε)2

2

∫
dnp

(2π)n
1

(p2 −m2
R + iǫ)((p + q)2 −m2

R + iǫ)
= iλRµ

2ε

[
λR
2

1

(4π)2
Γ(ε)

∫ 1

0
dx

(
4πµ2

Ct

)ε]
,
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avec Ct = m2
R − tx(1 − x) − iǫ ; le terme entre crochets représente la correction de la boucle par

rapport au terme de Born. On voit l’importance du paramètre µ pour établir la dimension correcte
des expressions en n dimensions puisque la quantité µ/Ct est sans dimension, comme il se doit. Les
deux autres diagrammes donnent une contribution similaire où t dans le facteur Ct est remplacé
respectivement par s = (p1 + p2)

2 et u = (p1 − p4)2. On a alors pour la contribution des boucles :

iλRµ
2ε

{
λR

2(4π)2
Γ(ε)

∫ 1

0
dx

[(
4πµ2

Ct

)ε

+

(
4πµ2

Cs

)ε

+

(
4πµ2

Cu

)ε]}

= iλRµ
2ε

{
3λR

2(4π)2
1

ε
+

λR
2(4π)2

[
3 ln(4π)− 3γ +

∫ 1

0
dx(ln

µ2

Ct
+ ln

µ2

Cs
+ ln

µ2

Cu

]}
(3.3.34)

où dans la dernière ligne on a fait un d’eveloppement de Taylor en ε (voir l’éq. (3.2.24)) pour
séparer le terme ”divergent” (en 1/ε) des facteurs ”finis”. Rassemblant, comme indiqué à la fig.
3.2, tous les termes nécessaires au calcul de la fonction à 4-points on a :

− iλRµ2ε
{

1− 3λR
2(4π)2

1

ε
− λR

2(4π)2

[
3 ln(4π)− 3γ +

∫ 1

0
dx(ln

µ2

Ct
+ ln

µ2

Cs
+ ln

µ2

Cu

]
+ δZ1

}
.

(3.3.35)
Le choix du contre-terme :

δZ1 =
3λR

2(4π)2
1

ε
, (3.3.36)

éliminera la divergences ultra-violette et le résultat sera :

− iλR
{

1− λR
2(4π)2

[
3 ln(4π) − 3γ +

∫ 1

0
dx(ln

µ2

Ct
+ ln

µ2

Cs
+ ln

µ2

Cu

]}
(3.3.37)

où l’on a fait ε = 0 puisque l’expression n’a plus de divergence. L’expression sera finie quelque soit
la valeurs de s, t, u. On prouvera plus bas que la dépendance en µ des termes finis est compensée
par celle, implicite, du couplage renormalisé λR = λR(µ2).

Si l’on se tourne maintenant vers l’étude du propagateur à une boucle, éq. (3.1.46), on doit calculer :

−i Πboucle(p2,m2
R) = −i λRµ2ε

∫
dnk

(2π)n
i

k2 −m2
R + iε

= i m2
R

λR
(4π)2

Γ(ε)

1− ε

(
4πµ2

m2

)ε

= i m2
R

λR
(4π)2

[
1

ε
+ ln(4π)− γ + 1 + ln

µ2

m2

]
, (3.3.38)

indépendante de l’impulsion externe p. On a donc d Πboucle/d p2 = 0 et se reportant à l’éq. (3.1.46)
on voit qu’il n’y a pas, à cet ordre du calcul, de renormalisation de la fonction d’onde : δZ3 = 0.
Quant au contre-terme de masse le choix :

δZ0 =
λR

(4π)2
1

ε
, (3.3.39)

compensera la divergence ultraviolette.

Attention : ne pas confondre ε de la régularisation dimensionnelle et ǫ de la prescription de Feynman
dans les propagateurs ! ! !



Chapitre 4

Renormalisation de QED à une boucle

En jauge covariante le lagrangien QED, exprimé en fonction des quantités nues, est (éq. .
(2.5.78)) :

L = −1

4
FBµν F

µν
B + ψ̄B(i 6∂ + eB 6AB)ψB −mBψ̄BψB −

λB
2

(∂µA
µ
B)2. (4.0.1)

On introduit les champs, couplage et masse renormalisés et leur relation avec leur équivalent nu :

Aµ
B = Z

1/2
3 Aµ mB =

Z0

Z2
m λB =

1

Z3
λ (4.0.2)

ψB = Z
1/2
2 ψ eB =

Z1

Z2Z
1/2
3

eµε. (4.0.3)

On n’inclut pas de facteur de renormalisation spécifique pour le terme de fixation de jauge, car
on peut montrer par des arguments généraux qu’il n’est pas renormalisé. Les notations et le choix
des fonctions Zi sont conventionnels. En fonction de ces nouvelles variables la densité lagrangienne
s’écrit :

L = −Z3

4
Fµν F

µν + Z2ψ̄i 6∂ψ + Z1eµ
εψ̄ 6A ψ − Z0mψ̄ψ −

λ

2
(∂µA

µ)2. (4.0.4)

que l’on décompose alors en

L = LR + δL (4.0.5)

avec

LR = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i 6∂ + eµε 6A)ψ −mψ̄ψ − λ

2
(∂µA

µ)2, (4.0.6)

qui a la même forme que la densité éq. (4.0.1) exprimé en fonction des quantités renormalisées, et

δL = −1

4
(Z3 − 1)FµνF

µν + (Z2 − 1)ψ̄i 6∂ψ + (Z1 − 1)eµεψ̄ 6Aψ − (Z0 − 1)m ψ̄ψ, (4.0.7)

qui contient les ”contre-termes”. Le lagrangien renormalisé LR donnent les règles de Feynman
usuelles tandis que δL introduit de nouvelles règles associées aux contre-termes. Ceux-ci sont traités
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comme des termes d’interaction, c’est-à-dire de façon perturbative, et on obtient les diagrammes
suivants :

(Z0 − 1)mψ̄ψ → X = −im(Z0 − 1) c.terme de masse

(Z2 − 1)ψ̄i∂̄ψ → = i 6p(Z2 − 1) c.terme de fn. d’onde

(Z1 − 1)eµǫψ̄Aψ → = −ieµǫγα(Z1 − 1) c.terme de couplage

−1
4(Z3 − 1)FµνF

µν → = i(qµqν − q2gµν)(Z3 − 1) c.terme de fonction
d’onde du photon

(4.0.8)

Dans la suite, nous allons extraire les divergences des diagrammes à une boucle et définir les contre-
termes δZi dans différents schémas de renormalisation. Pour simplifier on ne prendra en compte
qu’une espèce de leptons, l’électron par exemple.

4.1 Polarisation du vide : calcul de Z3

On considère ”la polarisation du vide” donnée par les diagrammes à 2 photons externes, à
l’ordre d’une boucle. On suppose les photons externes hors-couche q2 < 0 :

p

p−q

q

p

p−q

q

+

On dénote iΠµν(q) ces contributions et on a donc,

iΠµν(q) = iΠboucle
µν (q) + i(Z3 − 1)(qµqν − q2gµν). (4.1.9)

L’application des règles de Feynman donne immédiatement :

iΠboucle
µν (q2) = (−1)(−ieµε)2

∫
dnp

(2π)n
Tr(γµ i(6p +m) γν i(6p− 6q +m))

(p2 −m2 + iǫ)((p − q)2 −m2 + iǫ)
. (4.1.10)

Le facteur (-1) a son origine dans la règle de Feynman pour une boucle fermionique (voir sec. 2.6).

• Invariance de jauge
On prouve d’abord la relation qνΠµν(q) = 0. C’est évident pour le contre-terme. Pour la boucle il
suffit d’écrire :

iqνΠboucle
µν (q2) = −(−ieµε)2

∫
dnp

(2π)n
Tr

[
γµ

i

(6p−m+ iǫ)
6q i

(6p− 6q −m+ iǫ)

]
. (4.1.11)
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En ajoutant et retranchant 6 p −m à 6 q au numérateur puis en simplifiant avec les dénominateurs
on trouve :

iqνΠboucle
µν (q2) = −(−ieµε)2

∫
dnp

(2π)n
Tr

[
γµ

(
i

(6p− 6q −m+ iǫ)
− i

(6p −m+ iǫ)

)]
, (4.1.12)

qui est nul comme on peut le voir en faisant le changement de variable p− q → p dans le premier
terme (en n dimensions les intégrales sont convergentes). En fait, la propriété qνΠµν(q) = 0 est une
conséquence de la conservation du courant (voir sec. 2.5). On en conclut que Πboucle

µν , dont la forme
la plus générale est du type a gµν + b qµqν, est nécessairement de la forme :

Πboucle
µν (q) = (qµqν − q2gµν) Πboucle(q2) (4.1.13)

où Πboucle(q2) est une fonction scalaire. Il suffira alors de calculer la trace,

Πµ
µ(q2)|boucle = q2(1− n) Πboucle(q2)

= (2ε − 3) q2 Πboucle(q2).

pour avoir la forme complète de Πµν(q) = (qµqν − q2gµν)(Πboucle(q2) + δZ3).

Remarque
On s’attend, d’après l’éq. (4.1.10) à une divergence quadratique dans la boucle,

∫
dnp/p2 →

∫
p dp

en 4-dimensions. Une simple analyse dimensionnelle montre que, à cause du terme qµqν en facteur
de Πboucle, la divergence sera du type q2

∫
dnp/p4 →

∫
dp/p qui est logarithmique.

Prenant la trace de l’éq. (4.1.10), on a :

Πµ
µ(q2)|boucle = i(eµε)2

∫
dnp

(2π)n
Tr(γµ (6p +m) γµ (6p− 6q +m))

(p2 −m2 + iǫ)((p − q)2 −m2 + iǫ)
. (4.1.14)

• Paramétrage de Feynman

Suivant l’éq. (3.2.3), on écrit immédiatement

1

p2 −m2 + iǫ

1

(p− q)2 −m2 + iǫ
=

∫ 1

0
dx

1

(p′2 + q2x(1− x)−m2 + iǫ)2
(4.1.15)

où on a fait la translation p′ = p− qx.

• Calcul de la trace en n-dimensions

Tr( ) = 8
(
(2− ε)m2 − (1− ε)(p′2 − q2x(1− x)) + p′q(2x− 1)

)

On peut négliger le terme linéaire en p′ qui s’annule sous
∫
dnp′ (voir éqs. (3.2.21)).
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• Intégration
Rassemblant tout, on a (après avoir fait le changement p′ → p) :

(2ε− 3)q2Πboucle(q2) = i(eµε)2
∫ 1

0
dx

∫
dnp

(2π)n

8[−(1 − ε)p2 + (2− ε)m2 + (1− ε)q2x(1− x)]

[p2 − (m2 − q2x(1− x)) + iǫ]2
(4.1.16)

= − e2

(4π)2
(4π)ε

Γ(1 + ε)

ε
8

∫ 1

0
dx

(
µ2

m2 − q2x(1− x) + iǫ

)ε

(3− 2ε)q2x(1− x)

après application des équations (3.2.26), (3.2.28). Combinant la contribution de la boucle et du
contre-terme on a, après simplification par (3 − 2ε) q2 (définissant α = e2/4π) 1 :

Π(q2) = δZ3 + 2
α

π

Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε

∫ 1

0
dx x(1− x)

(
µ2

m2 − q2x(1− x) + iǫ

)ε

. (4.1.17)

On peut, à ce point, développer l’intégrand en ε :

(X)ε = 1 + ε ln(X) +O(ε2)

et :
Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε =

1

ε
+ ln 4π − γ +O(ε2)

pour écrire :

Π(q2) = δZ3 +
1

3
(
1

ε
+ ln 4π − γ)

α

π
− 2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

m2 − q2x(1− x) + iǫ

µ2
(4.1.18)

• Schémas de renormalisation
Le choix du contre-terme pour compenser la divergence en 1/ε définit le schéma de renormalisation :

— schéma MS : ”minimal subtraction scheme” (’t Hooft, Veltman)

δZMS
3 = −αMS

3πε
⇒ ΠMS(q2) =

α
MS

3π
(ln 4π−γ)−2

α
MS

π

∫ 1

0
dx x(1−x) ln

m2
MS
− q2x(1− x)

µ2

(4.1.19)
— schéma MS : ”modified minimal subtraction scheme”(Buras, Bardeen, ...)

δZMS
3 = −

α
MS

3π
(
1

ε
+ ln 4π − γ) (4.1.20)

⇒ ΠMS(q2) = −
2α

MS

π

∫ 1

0
dxx(1− x) ln

m2
MS
− q2x(1− x)

µ2
(4.1.21)

Il permet de se débarasser d’inutiles facteurs ln 4π − γ dans les quantités renormalisées.

1. En écho à la remarque sur invariance de jauge et degré de divergence de la boucle, on voit comment elle est
réalisée en pratique : dans l’éq. (4.1.16) le terme en p2 au numérateur mène à une divergence quadratique dans
l’intégration sur p : cette divergence se manisfeste comme un pôle en (1− ε) qui est en fait annulé par le coefficient
(1− ε).
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— schéma ON (= on-shell, schéma physique ou sur couche de masse) : c’est le schéma adopté
dans la discussion de λφ4. On soustrait le contre-terme à q2 = 0 (condition ”on shell”) en
imposant la contrainte

ΠON (q2 = 0) = 0, (4.1.22)

d’où

ZON
3 − 1 = −αON

3π
(
1

ε
+ ln 4π − γ) +

α
ON

3π
ln

m2
ON

µ2
(4.1.23)

et donc

ΠON (q2) = −2α
ON

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

m2
ON
− q2x(1− x)

m2
ON

≃ −αON

3π
ln
|q2|
m2

ON

quand q2 →∞, (−q2 >> m2
ON

) (4.1.24)

Le schéma ON est dit physique car la fonction ΠON (q2) ne dépend pas de la masse arbitraire
µ introduite par le schéma de régularisation mais seulement des variables physiques du
problème, m2 et q2. Ce genre de conditions est souvent utilisé en QED.

On voit que les différents schémas de renormalisation diffèrent par des termes constants.

• Remarque
Pour alléger l’écriture nous n’avons pas gardé le facteur iǫ qui accompagne le terme C = m2 −
q2x(1 − x) dans les expressions ci-dessus. Ce terme peut être facilement rétabli si nécessaire en
faisant m2 → m2 − iǫ et il devient important dans le cas où C est négatif car il fixe la prescription
pour définir les logarithmes d’argument négatif (voir éq. (3.2.25)) :

ln(m2 − q2x(1− x)− iǫ) = ln |m2 − q2x(1− x)| − iπθ(q2x(1− x)−m2). (4.1.25)

Dans ce cas, puisque 0 ≤ x ≤ 1, l’expression (m2 − q2x(1 − x)) ne devient négative que quand
q2 > 4m2, c’est à dire au dessus du seuil de production d’une paire de fermions. On peut montrer
que la partie imaginaire ainsi engendrée a une interprétation physique : ici elle est proportionnelle
au taux de désintégration d’un photon virtuel en une paire de fermions 2.

4.1.1 Conséquence et application

Le propagateur du photon est modifié par l’insertion de boucles et contre-termes. On peut
calculer la série complète :

+ +

correc. à une boucle + c.t.

+ + + ...

corrections à 2 boucles + c.t.

2. Voir la section 1 du chapitre 11 pour une discussion détaillée.
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On travaille en jauge de Landau. Pour simplifier la notation on introduit le tenseur

Pµν(q) = gµν −
qµqν
q2

(4.1.26)

qui satisfait
Pµµ′(q) Pµ′ν(q) = Pν

µ(q) (4.1.27)

de telle sorte que le propagateur prend la forme −iPµν(q)/(q2 +iǫ). Quant à l’insertion de la boucle
et du contre-terme elle s’écrit

−i q2 (δZ3 + Πboucle(q2))Pµν(q).

Le propagateur devient

− iPµν(q)

q2 + iǫ
+

(
− iPµµ′(q)

q2 + iǫ

) (
−i q2 (δZ3 + Πboucle(q2))Pµ′ν′(q)

) (
− iPν′ν(q)

q2 + iǫ

)
+ ...

= − iPµν(q)

q2 + iǫ

(
1− (δZ3 + Πboucle(q2)) + ...

)
(4.1.28)

= − iPµν(q)

q2 + iǫ

1

1 + δZ3 + Πboucle(q2)
(4.1.29)

Dans la dernière expression on a ”resommé” la série géométrique des insertions de boucles et contre-
termes. Le propagateur du photon ”complet” garde la même forme que le propagateur à l’ordre
le plus bas (i.e. pôle en 1/(q2 + iǫ)) mais il est ”renormalisé” par un facteur multiplicatif. Après
renormalisation dans le schéma R, le propagateur du photon s’écrit simplement

− iPµν(q)

q2 + iǫ

1

1 + ΠR(q2)
(4.1.30)

Le photon reste donc bien de masse nulle et l’invariance de jauge n’est pas brisée. Ceci est une
conséquence de la forme éq. (4.1.13) de la polarisation du vide.

On considère maintenant un processus physique tel que la diffusion e−(p1) + µ−(p2) → e−(p3) +
µ−(p4) par exemple. Prenant en compte les corrections au propagateur du photon les diagrammes
à calculer sont donnés ci-dessous :

+ ...
e

+ +

+ + ... =+

e

L’amplitude de diffusion s’obtient immédiatement et on trouve

M =
e2R

1 + ΠR(q2)
ū3γµu1

i

q2 + iǫ
Pµν ū4γνu2 =

e2R
1 + ΠR(q2)

ū3γµu1
i

q2 + iǫ
ū4γ

µu2. (4.1.31)
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La section efficace totale est, à haute énergie (s = (p1 + p2)
2), :

σ =
1

2s

∫
dp33

(2π)32E3

dp34
(2π)32E4

(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4)|M|2, (4.1.32)

d’où on tire la section efficace différentielle pour une diffusion à un angle θ (q2 = (p1 − p3)2 =
−(s/2)(1 − cos θ)) (négligeant la masse des fermions) :

dσ

d cos θ
=

(
α

R

1 + ΠR(q2)

)2 π

s

4 + (1 + cos θ)2

(1− cos θ)2
, où α

R
=
e2
R

4π
. (4.1.33)

On considère d’abord le schéma de renormalisation ON (physique). Ce schéma est défini par le
choix ΠON (q2 = 0) = 0 (voir éq. (4.1.22)). Prenant la limite de la section efficace à petit angle,
θ → 0, q2 → 0, on trouve :

(1− cos θ)2
dσ

d cos θ

∣∣∣∣
θ→0

= α2
ON

8π

s
.

Le membre de gauche peut être mesuré expérimentalement ce qui fixe la valeur de la constante de
couplage renormalisée dans le schéma ON . On trouve (valeur en 2016 du Particle Data Group) :

α
ON

=
1

137, 035999139(31)
, (4.1.34)

valeur que l’on dénote habituellement par α. Il faut noter qu’en réalité la valeur de α n’est pas
déterminée à l’aide de la diffusion e+µ mais dans des expériences de physique atomique. Si on avait
effectué la renormalisation dans le schéma MS la relation entre la section efficace e−+µ− → e−+µ−

et théorie aurait été :

(1− cos θ)2
dσ

d cos θ

∣∣∣∣
θ→0

=

(
α

MS
(µ2)

1− (α
MS

(µ2)/3π) ln(m2/µ2)

)2
8π

s
. (4.1.35)

ce qui permet de déterminer αMS(µ2) une fois la variable µ choisie. Bien que l’on ne l’ait pas men-
tionné explicitement, on voit que la charge renormalisée dans un schéma de type MS ou MS est
fonction de µ puisque le membre de gauche est indépendant de µ. On va voir maintenant comment
α

MS
(µ2) varie et on reviendra sur cette question de façon plus formelle en sec. 4.4.

Remarque : On n’a considéré qu’une partie des diagrammes à une boucle ce qui est, comme on
le verra plus bas, justifié en QED car les autres diagrammes, bien qu’ils donnent des corrections
finies, n’affectent pas la définition de la charge.

• Invariance de la charge effective et variance de la charge renormalisée
Il est facile de prouver, en général, que la charge effective

αR(q2, αR) = αR/(1 + ΠR(q2)) ≡ α(q2) (4.1.36)

est indépendante du choix du schéma de renormalisation où eR dénote le paramètre de charge
renormalisée et αR = e2R/4π. On prouvera plus bas (éq. . (4.3.95)) l’égalité Z1 = Z2 de telle sorte
que la relation entre charge nue et charge renormalisée est pour QED (cf. l’éq.(4.0.3)) :

eR µǫ = (ZR
3 )1/2 eB = (1 +

1

2
δZR

3 ) eB ⇒ αR µ2ǫ = ZR
3 αB = (1 + δZR

3 ) αB . (4.1.37)
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Eliminant αB , deux schémas R1 et R2 ont donc leur charges renormalisées reliés par :

αR1 (1 + δZR2
3 ) = αR2 (1 + δZR1

3 ) (4.1.38)

qui décrit la renormalisation finie entre les deux schémas. Substituant cette équation dans la charge
effective calculée dans le schéma R2 on obtient :

αR2

1 + ΠR2(q2)
=

αR1(1 + δZR2
3 )

(1 + δZR1
3 )(1 + ΠR2(q2))

=
αR1

1 + δZR1
3 − δZR2

3 + ΠR2(q2)
+O(α3). (4.1.39)

Mais ΠR est le reste fini de la combinaison δZR
3 +Πboucle, éq. (4.1.17), quand on a choisi le schéma :

ΠR1 = δZR1
3 + Πboucle, ΠR2 = δZR2

3 + Πboucle,

d’où :

δZR1
3 −ΠR1 = δZR2

3 −ΠR2 , (4.1.40)

ce qui, injecté dans l’éq. (4.1.39) prouve :

αR2

1 + ΠR2(q2)
=

αR1

1 + ΠR1(q2)
+O(α3) (4.1.41)

On a donc bien démontré, dans l’approximation une boucle, que la charge effective est, au sens
perturbatif, indépendante du shéma de renormalisation : en effet la différence entre deux prédictions
est d’un ordre supérieur à celui auquel on mène le calcul. Revenant à l’éq. (4.1.38) que l’on peut
écrire :

αR2 =
αR1

1 + δZR1
3 − δZR2

3

+O(α3) (4.1.42)

et spécifiant R2 = MS et R1 = ON , on trouve à l’aide des équations (4.1.20) et (4.1.23) :

α
MS

(µ2) =
α

ON

(1 + δZON
3 − δZMS

3 )
+O(α3) =

α
ON

1− α
ON

3π ln µ2

m2

+O(α3), (4.1.43)

ce qui donne la valeur de la charge renormalisée dans le schéma MS en fonction de celle dans le
schéma ON . La charge renormalisée α

MS
(µ2) dépend de la variable non physique µ, que l’on peut

choisir à sa guise, et cette dépendance garantit que les prédictions pour une quantité physique telle
α

MS
(q2), sont indépendantes du choix de µ.

• Application
On considère la réaction e+(p1) + e−(p2) → µ+(p3) + µ−(p4) à très haute énergie,

√
s ∼ 100 à

200 GeV, au LEP. Dans l’approximation à une boucle et pour le schéma de renormalisation R,
l’élément de matrice est

M =
e2R

1 + ΠR(s)
v̄1γµu2

i

s
ū4γ

µv3, (4.1.44)
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et la section efficace différentielle devient :

dσ

d cos θ
=

(
α

ON

1 + ΠON (s)

)2 2π

s
(1 + cos2 θ), (4.1.45)

si on spécifie le schéma ON . D’après l’éq. (4.1.24) on a donc

dσ

d cos θ
=

(
α

ON

1− α
ON

3π ln(s/m2)

)2
2π

s
(1 + cos2 θ) =

(
1/137

1− 1
137

1
3π ln(s/m2)

)2
2π

s
(1 + cos2 θ)

≈
(

1

128

)2 2π

s
(1 + cos2 θ), for

√
s ∼ 100 GeV à 200 GeV. (4.1.46)

La prise en compte des termes d’ordre supérieur de la théorie des perturbations implique donc que
la charge électrique effective dépend des conditions cinématiques de l’observation.

• Conclusion

Il convient, dans le shéma de renormalisation R, de distinguer le paramètre de charge renormalisée
αR de la charge effective dénotée α(q2) qui apparâıt dans le calcul des observables. La valeur du
paramètre de charge dépend du shéma de renormalisation alors que la charge effective définie comme
ci-dessus est un invariant. La constante de structure fine α est une constante fondamentale de la
physique mais sa valeur numérique α = 1/137, 035999139 est définie dans le cadre d’un schéma de
renormalisation spécifique ON , en un point particulier de l’espace des impulsions (q2 = 0).

4.2 Self-énergie du fermion : calcul de Z0 et Z2

On se tourne maintenant vers le diagramme à deux fermions externes supposant, pour le mo-
ment, le fermion légèrement hors couche (p2 6= m2). Il y a trois diagrammes à prendre en compte :

k

p p+k

←

+ X + =

−iΣboucle(p) + (−im)(Z0 − 1) + i 6p(Z2 − 1) = −iΣ(p)
contre-terme contre-terme
de masse de fn. d’onde

(4.2.47)

On considère le propagateur du fermion après sommation des corrections en boucles + contre-termes
(cf. discussion ci-dessus du propagateur du photon)

SF (p) = + +

=
i

6p−m+ iǫ
+

i

6p−m+ iǫ
(−iΣ(p))

i

6p −m+ iǫ
+

i

6p−m+ iǫ

(
−iΣ i

6p−m+ iǫ

)(
−iΣ i

6p−m+ iǫ

)
+ · · ·
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=
i

6p−m+ iǫ

1

1− Σ(p) /(6p −m+ iǫ)
,

après sommation de la série géométrique. Rappelant que si a, b sont des matrices, alors 1
a
1
b = 1

ba ,
et on a donc pour le propagateur complet

SF (p) =
i

6p−m− Σ(p) + iǫ
. (4.2.48)

• Calcul de la boucle
On calcule −iΣboucle(p)) en jauge covariante,

− iΣboucle(p) = (−ieµε)2
∫

dnk

(2π)n
γµ

i(6p+ 6k +m)

(p+ k)2 −m2 + iǫ
γν
−i(gµν − (1− ξ)kµkν/k2)

k2 + iǫ
(4.2.49)

où ξ = 1 pour la jauge de Feynman et ξ = 0 pour celle de Landau. L’application des méthodes
habituelles (paramétrage de Feynman, contraction des indices µ dans γµ...γµ par les éqs. . (3.2.32)),
translation k + px = l, donne

−iΣboucle(p) = −(eµε)2
∫ 1

0
dx

∫
dnl

(2π)n

[
(2(2 − ε)− (1− ξ))m− (2(1 − ε)(1 − x)− (1− ξ)(1 + x)) 6p

[l2 − C]2

−4
(1− ξ)(1− x)

[l2 − C]3 (
l2

2(2 − ε) + x2p2) 6p
]
, (4.2.50)

avec C = m2x − p2x(1 − x) − iǫ. Etant donné la complexité des expressions nous allons traiter
deux cas particuliers : cas massif en jauge de Feynman d’une part, et cas de masse nulle en jauge
covariante d’autre part.

• Renormalisation dans le cas massif en jauge de Feynman
Faisant le choix ξ = 1 dans l’éq. (4.2.50), on a seulement besoin de l’intégrale I0,2 (éq.(3.2.26)) pour
trouver la contribution de la boucle :

Σboucle(p) =
α

2π

Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε

∫ 1

0
dx

[
m2x− p2x(1− x)

µ2

]−ε

((2− ε)m− (1− ε)(1 − x) 6p) .

(4.2.51)

Pour étudier le comportement du propagateur (éq. (4.2.48)) près du pôle, qui doit correspondre
à la masse physique du fermion, on développe la fonction Σboucle(p) au voisinage de p2 = m2 ou
de façon équivalente 6 p = m où m est le paramètre de masse renormalisée. On définit donc les
coefficients scalaires :

Σ0 = Σboucle(6p = m)

Σ1 =
dΣboucle

d 6p |6p=m ⇔ γα Σ1 =
dΣboucle

dpα
|6p=m, (4.2.52)

de sorte que la boucle de self-énergie peut s’écrire :

Σboucle(p) = Σ0 + (6p−m) Σ1 + · · · .
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Le propagateur du fermion dans l’approximation à une boucle devient alors :

SF (p) =
1

(6p −m)(1 + δZ2 − Σ1)−m(δZ0 − δZ2)− Σ0 + iǫ

=
1

(6p −m− Σ0 −m(δZ0 − δZ2) + iǫ)(1 + δZ2 − Σ1)
+O(α2). (4.2.53)

A la suite de manipulations identiques à celles qui ont mené à l’éq. (3.1.46) on trouve :

SF (p) =
1− δZ2 + Σ1

6p−m− Σ0 −m(δZ0 − δZ2) + iǫ
+O(α2). (4.2.54)

Les deux formes de l’équation sont identiques au sens perturbatif puisque les δZi et les Σi sont tous
d’ordre α. L’expression pour Σ0 est facile à calculer et on trouve :

Σ0 = m
α

2π

Γ(1 + ε)

ε

(
4πµ2

m2

)ε(
3

2
+ 2ε

)

= m
3α

4π

(
1

ε
− γ + ln(4π) + ln

µ2

m2
+

4

3

)
. (4.2.55)

Quant au calcul de Σ1, utilisant la relation dF (p2)/d6p = 2 6p dF (p2)/dp2, on obtient après quelques
manipulations :

Σ1 =
α

2π

Γ(1 + ε)

ε

(
4πµ2

)ε ∫ 1

0
dx
[
−(1− ε)(1 − x)(m2x2)−ε

+2m2εx(1− x)(m2x2)−ε−1(1 + (1− ε)x)
]

=
α

2π

Γ(1 + ε)

ε

(
4πµ2

m2

)ε ∫ 1

0
dx(1 − x)x−2ε

[
−(1− ε)(1 − 2ε) + 2εx−1

]
. (4.2.56)

L’intégrale se fait trivialement à l’aide de l’eq. (3.2.29) et l’on voit que le deuxième terme présente
un pôle en ε (associé au comportement ”divergent” quand x → 0) qui sera indexé par le symbole
”ir” pour le distinguer du pôle en ε d’origine ultraviolette qui vient de l’intégrale sur l’impulsion
de la boucle. On note que ce terme divergent dans l’infrarouge est proportionnel au facteur ε qui
”tue” la divergence ultraviolette de sorte qu’il n’y a pas de double pôle 1/ε εir, comme il se doit
puisque ces deux divergences ont leur origine dans différentes régions de l’espace des impulsions.
On trouve finalement :

Σ1 =
α

2π
Γ(1 + ε)

(
4πµ2

m2

)ε [
− 1

2ε
− 1

εir
− 2

]

= − α

4π

[(
1

ε
− γ + ln(4π)

)
+ 2

(
1

εir
− γ + ln(4π)

)
+ 3 ln

µ2

m2
+ 4

]
. (4.2.57)

Les conditions de renormalisation seront choisies telles qu’il ne reste plus de divergences ultravio-
lettes (mais il peut rester des divergences infrarouges) :

δZ2 − Σ1 ∼ fini dans l’ultraviolet (4.2.58)

m (δZ0 − δZ2) + Σ0 ∼ fini dans l’ultraviolet (4.2.59)
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Nous avons maintenant tous les éléments pour définir différents schémas de renormalisation.

• Renormalisation ON
Pour le schéma ON , sur ”couche de masse”, on choisit les contre-termes de telle sorte que le
propagateur garde, après les corrections à une boucle la même forme qu’à l’ordre le plus bas. Les
contre-termes sont donc (voir éq. (4.2.54)) :

δZON
2 = Σ1 (4.2.60)

mON (δZON
0 − δZON

2 ) = −Σ0, (4.2.61)

et ils sont obtenus facilement à partir des éqs. (4.2.55, 4.2.57), c’est à dire que toute la dépendance en
les quantités non physiques (divergences ultraviolette et infrarouge, dépendance en µ) est absorbée
dans les contre-termes. Le propagateur de la théorie renormalisée est donc simplement :

SON
F =

i

6p−mON + iǫ
(4.2.62)

Comme le pôle du propagateur est par définition la masse physique de la particle, on a mON = mphys .

• Renormalisation MS
Dans ce cas, seules les divergences ultraviolettes et leur cortège de ln(4π) − γ sont absorbées sans
les contre-termes ;

δZMS
0 = −α

π
(
1

ε
+ ln 4π − γ)

δZMS
2 = − α

4π
(
1

ε
+ ln 4π − γ), (4.2.63)

et le propagateur de l’électron prend une forme compliquée :

SMS
F = i

1 + ΣMS
1

6p −mMS − ΣMS
0 + iǫ

, (4.2.64)

avec

ΣMS
0 = m

3α

4π
(ln

µ2

m2
+

4

3
) (4.2.65)

et

ΣMS
1 =

α

2π

[
−
(

1

εir
− γ + ln(4π)

)
− 3

2
ln

µ2

m2
MS

− 2

]
. (4.2.66)

• Invariance du pôle du propagateur, relation entre mMS et me

Il est facile de montrer que le pôle du propagateur dans un shéma arbiraire est à la masse physique
mphys. On considère dans le dénominateur de l’éq. (4.2.54) l’expression Σ0 +m(δZ0 − δZ2). Après
avoir choisi les contre-termes δZ0 et δZ2 dans le schéma R1 on aura :

ΣR1
0 = Σ0 +mR1(δZR1

0 − δZR1
2 ), (4.2.67)
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où ΣR1
0 est la partie finie de Σ0 restant après soustraction des termes divergents. De même pour

un schéma R2 on aura :
ΣR2
0 = Σ0 +mR2(δZR2

0 − δZR2
2 ), (4.2.68)

d’où on tire, éliminant Σ0 :

mR1(δZR1
0 − δZR1

2 )− ΣR1
0 = mR2(δZR2

0 − δZR2
2 )− ΣR2

0 . (4.2.69)

Mais la relation,

mB =
ZR1
0

ZR1
2

mR1 =
ZR2
0

ZR2
2

mR2 , (4.2.70)

s’écrit perturbativement

mR1 (1 + δZR1
0 − δZR1

2 ) = mR2 (1 + δZR2
0 − δZR2

2 ). (4.2.71)

Combinant avec les équations précédentes il en ressort :

mR1 + ΣR1
0 = mR2 + ΣR2

0 , (4.2.72)

ce qui démontre l’invariance du pôle du propagateur. Choisissant R1 = MS et R2 = ON on a bien

mON = mphys = mMS + ΣMS
0 . (4.2.73)

Le propagateur du fermion, dans le schéma MS s’écrit donc :

SMS
F = i

1 + ΣMS
1

6p−mphys + iǫ
(4.2.74)

La relation entre les paramètres de masse dans les différents schémas est d’après les éqs. (4.2.73)
et (4.2.65),

mphys = mMS(1 +
3α

4π
(ln

µ2

m2
+

4

3
)). (4.2.75)

Inversant cette équation on obtient :

mMS(µ) = mphys (1− 3α

4π
(ln

µ2

m2
phys

+
4

3
)) (4.2.76)

qui donne la dépendance explicite du paramètre de masse du schéma MS en la variable arbitraire
µ de façon que la physique soit indépendante du choix de cette variable. Dans un schéma tel que
MS, il faut bien distinguer, le paramètre de masse renormalisée de la masse physique, observable.

• Renormalisation de la fonction d’onde de l’électron
Le facteur 1 + ΣMS

1 qui apparâıt au numérateur de l’éq. (4.2.74) renormalise la fonction d’onde de
l’électron (le spineur de Dirac). En effet, on peut ré-écrire cette équation :

SMS
F = i

(6p +mphys)(1 + ΣMS
1 )

p2 −m2
phys + iǫ

, (4.2.77)
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mais comme on l’a montré en sec. 2.3, le numérateur n’est autre que la somme sur les états de
polarisation α de la combinaison uα(p)|MS ūα(p)|MS , ce qui conduit à normaliser la fonction d’onde
du fermion dans le schéma MS par la condition :

∑

α=1,2

uα(p)|MS ūα(p)|MS = (6p+mphys)(1 + ΣMS
1 ), (4.2.78)

d’où,

uα(p)|MS = (1 +
1

2
ΣMS
1 )uα(p)

vα(p)|MS = (1 +
1

2
ΣMS
1 ) vα(p), (4.2.79)

où les uα(p), vα(p) sont les spineurs ordinaires, définis en sec. 2.2, normalisés par uα(p)ūα(p) =

(6p + mphys) et vα(p)v̄α(p) = (6 p −mphys). Pour ΣMS
1 il est justifié d’utiliser sa valeur au pôle du

propagateur mphys au lieu de mMS et on a donc :

ΣMS
1 =

α

2π

[
−
(

1

εir
− γ + ln(4π)

)
− 3

2
ln

µ2

m2
phys

− 2

]
. (4.2.80)

En résumé, lors du calcul à une boucle avec électrons externes il faudra inclure les corrections sur
les pattes fermioniques externes comme indiqué sur le graphe ci-dessous :

Pour prendre en compte ce type de contributions il suffira de remplacer dans les diagrammes à
l’ordre le plus bas le spineur du fermion par le spineur renormalisé défini par les éqs. (4.2.79). Le
propagateur et le spineur ainsi définis ne peuvent être des quantités physique car ils dépendent de
quantités non-physiques : pôle en 1/εir, dépendance en µ. On peut montrer, lors du calcul d’une
quantité physique telle que section efficace ou taux de décroissance, que ces termes se compensent
et le résultat est indépendant de la procédure de renormalisation.

En règle générale, pour un schéma de renormalisation arbitraire, on note que l’éq. (4.2.54) implique
que les spineurs renormalisés soient modifiés de la façon suivante :

uα(p)→ (1 +
1

2
(−δZ2 + Σ1))uα(p)

vα(p)→ (1 +
1

2
(−δZ2 + Σ1)) vα(p), (4.2.81)

mais, dans le schéma de renormalisation ON, les spineurs ne sont, par définition, pas modifiés.
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• Divergence infrarouge
Nous avons vu que Σ1 contient un pôle en ε dont l’origine est le comportement de l’intégrand
de l’éq. (4.2.56) quand x → 0. On peut relier le comportement singulier de l’intégrale sur x au
comportement divergent de l’intégrale sur l’impulsion de la boucle de self-énergie quand le fermion
externe est sur couche de masse p2 = m2. En effet si on calcule la fonction Σ1 par l’éq. (4.2.52),
avant intégration sur l’impulsion dans la boucle, elle contient un terme de la forme :

Σ1 ∼
∫
dnk

∫ 1

0
dx

d

d 6p

[
1

((p + k)2 −m2)x + k2(1− x))2

]

p2=m2

∼
∫
dnk

∫ 1

0
dx

[
m x

(2 p · k x+ k2)3
+ · · ·

]

∼
∫
dnk

[
m

(
1

2p · k

)2 1

k2
+ termes O(

1

k3
)

]
, (4.2.82)

où le terme explicité vient de la borne inférieure de l’intégrale x = 0, qui fait apparâıtre le facteur
1/k2. Il est clair que l’intégrale sur k divergerait logarithmiquement pour k → 0 dans un espace à
4 dimensions mais conduit à un pôle en ε en n dimensions. Si le photon était massif, la masse du
photon jouerait le rôle de régulateur de cette divergence logarithmique dans un espace à 4 dimen-
sions. De même, si l’on était resté hors couche de masse le régulateur aurait été (p2 −m2), et on
aurait obtenu un ln(p2 −m2).

• Renormalisation dans le cas m = 0 en jauge covariante
Revenant à l’éq. (4.2.50), on a dans ce cas C = −p2x(1 − x) − iǫ et les intégrales sur l’impulsion l
de type I0,2, I0,3, I1,3, de l’éq. (3.2.23), se font très facilement. On obtient :

−iΣboucle(p) = −i e2

(4π)2

(
4πµ2

−p2
)ε

2 6p
∫ 1

0
dxx−ε(1− x)−ε [Γ(ε)(−(1 − ε)(1 − x) + (1− ξ)x)

−Γ(1 + ε)(1 − ξ)x], (4.2.83)

qui exhibe une divergence ultraviolette dans le premier terme. Cette intégrale est facile à évaluer
grâce à l’éq. (3.2.29) pour donner :

−iΣboucle(p) = i ξ
e2

(4π)2

(
4πµ2

−p2
)ε

Γ(1 + ε)

ε
(1 + ε) 6p+O(ε) (4.2.84)

= −iΣ(1)(p) 6p+O(ε)

où on a négligé un facteur Γ(1−ε)2/Γ(1−2ε) issu de l’intégrale sur x qui ne contribue pas puisqu’il
est d’ordre 1+ε2. A une boucle, le propagateur du fermion de masse nulle s’écrira donc en général :

SF (p) =
i

6p+ iǫ

(
1 + i (δZ2 −Σ(1)(p)) 6p i

6p+ iǫ

)

=
i

6p+ iǫ
(1− δZ2 + Σ(1)(p)) (4.2.85)
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Comme il n’y a pas de modification du dénominateur il n’y a pas de renormalisation de masse. Si
on travaille en jauge de Landau ξ = 0, alors il n’est pas nécessaire d’introduire un contre-terme
puisque Σboucle(p) = 0 et le propagateur du fermion à une boucle est i/(6 p + iε) comme à l’ordre
le plus bas. Dans le cas général, renormaliser sur couche de masse et obtenir la forme des spineurs
est plus subtil car cela implique de prendre la limite p2 = 0, ce qui est assez délicat. La procédure
consiste à d’abord effectuer la renormalisation off-shell (p2 6= 0) et, ensuite à prendre la limite
p2 → 0 de la théorie renormalisée. On écrira donc :

−δZ2 + Σ(1)(p) = −δZ2 − ξ
e2

(4π)2
Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε

−ξ e2

(4π)2
Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε

((
µ2

−p2
)ε

− 1

)
− ξ e2

(4π)2
, (4.2.86)

où on a explicité la divergence ultraviolette :

ΣUV = −ξ e2

(4π)2
Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε. (4.2.87)

Le contre-terme dans le schéma MS sera choisi pour compenser ce terme :

δZMS
2 = − ξ e2

(4π)2
(4π)ε

Γ(1 + ε)

ε
= − ξ α

4π
(
1

ε
+ ln(4π)− γ). (4.2.88)

Une fois l’expression renormalisée on peut faire, dans l’éq. (4.2.86), la continuation ε < 0 ce qui
permet alors de prendre la limite p2 → 0 de telle sorte que (µ2/(−p2))ε → 0. Le propagateur d’un
fermion de masse nulle dans le schéma MS est donc :

SMS
F =

i

6p + iε

[
1 + ξ

α

4π

(
1

εir
+ ln(4π) − γ − 1

)]
. (4.2.89)

La notation εir au lieu de ε rappelle l’origine de cette divergence qui n’est pas associée au compor-
tement ultraviolet du diagramme en boucle mais plutôt à son comportement lorsque la virtualité
du fermion tend vers 0.

• Remarque
Nous allons conclure cette discussion par une remarque qui sera utile pour la section suivante. Si on
considère les équations (4.1.18), (4.2.55) et (4.2.57) on remarque que la structure de la divergence
ultraviolette, dans le schéma MS, est la suivante :

boucle




dépendante
des impulsions

externes


 = K (4π)ε

Γ(1 + ε)

ε
+ termes finis




dépendants
des impulsions

externes


 (4.2.90)

et K est une constante qui ne dépend pas explicitement des impulsions externes. Cette structure
est naturelle puisque la divergence étant liée au comportement de l’intégrand quand l’impulsion de
la boucle tend vers l’infini, cette divergence est insensible à la valeur des impulsions externes finies.
Si on s’intéresse uniquement au calcul des contre-termes (détermination de K) on peut faire un
choix des impulsions qui simplifient le calcul. On va utiliser cette remarque pour simplifier le calcul
de Z1.
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4.3 Correction au vertex : calcul de Z1

Les diagrammes à considérer sont :

←
kp p'

p+k

α

↓q

+

p p'

↓q

L’application des règles de Feynman pour le diagramme en boucle donne en jauge de Feynman :

− ieµεΛboucle
α (p; p′) = (−ieµε)3

∫
dnk

(2π)n
γρi

(6p′+ 6k +m)

(p′ + k)2 −m2 + iǫ
γαi

(6p+ 6k +m)

(p + k)2 −m2 + iǫ
γσ
−igρσ
k2 + iǫ
(4.3.91)

• Extraction de la singularité ultraviolette
D’après le commentaire autour de l’éq. (4.2.90), il suffira, pour déterminer la partie divergente, de
choisir une cinématique particulière simple, par exemple

q = 0⇒ p = p′

On peut alors écrire :

Λα(p; p) = Λboucle
α (p; p) + (Z1 − 1)γα (4.3.92)

= (Z1 − 1)γα − i(eµε)2
∫

dnk

(2π)n
γρ

1

6p+ 6k −m+ iǫ
γα

1

6p+ 6k −m+ iǫ
γρ

1

k2 + iǫ
.

On prouve facilement la relation :

1

6p+ 6k −m+ iǫ
γα

1

6p+ 6k −m+ iǫ
= − d

dpα
1

6p+ 6k −m+ iǫ
. (4.3.93)

En effet :
— d

dpα (6p+ 6k −m+ iǫ) = γα ,
— Si a(p) est une matrice (ici a(p) = 6p+ 6k −m+ iǫ) alors

d

dpα
(
a(p) a−1(p)

)
= 0

donc la dérivée de l’inverse est :

d

dpα
a−1(p) = −a−1(p)

(
da(p)

dpα

)
a−1(p)

d’où l’équation (4.3.93).
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Le vertex devient alors :

Λα(p; p) = (Z1 − 1)γα + i(eµε)2
d

dpα

∫
dnk

(2π)n
γρ

1

6p+ 6k −m+ iǫ
γρ

1

k2 + iǫ

On reconnâıt immédiatement dans l’intégrale l’expression de Σboucle(p) (voir équation (4.2.49)) en
jauge de Feynman ce qui permet d’écrire

Λα(p; p) = (Z1 − 1)γα −
d

dpα
Σboucle(p)

= (Z1 − 1)γα −Σ1γα, (4.3.94)

d’après l’éq. (4.2.52). On voit que la condition sur Z1 qui rend cette quantité finie est identique à
la condition (4.2.58) sur Z2, d’où

Z1 = Z2 + termes finis.

Il est usuel de choisir alors simplement Z1 = Z2 et on trouve, dans le schéma MS par exemple,

Z1|MS = Z2|MS = 1− α

4π

(
1

ε
+ ln 4π − γ

)
(4.3.95)

Remarque
La relation Z1 = Z2 est une relation générale, valable à tous les ordres de la théorie des per-
turbations. Elle exprime le fait que la théorie construite à partir des quantités renormalisés est
invariante de jauge. En effet, cette condition garantit que sous une transformation de jauge des
champs renormalisés la variation des termes suivants dans le lagrangien (4.0.4) se compensent :

Z2ψ̄i 6∂ψ − Z1eψ̄ 6Aψ. (4.3.96)

C’est un cas particulier des identités de Ward-Takahashi. Une démonstration de cette identité est
proposée plus bas.

4.3.1 Correction au vertex : calcul complet

Pour simplifier le calcul, nous supposons les pattes fermioniques externes sur couche de masse,
p2 = p′2 = m2, et nous supposons implicitement que le diagramme est inséré entre les spineurs
u(p′) à gauche et u(p) à droite, de telle sorte que par anticommutation des impulsions 6 p vers la
droite et 6p′ vers la gauche on puisse utiliser les relations 6pu(p) = mu(p) et u(p′) 6p′ = mu(p′) dans
la réduction du numérateur de l’éq. (4.3.91). Le photon est supposé de genre espace q2 < 0.

• Paramètrage de Feynman
On revient à l’équation (4.3.91). La linéarisation du dénominateur fait intervenir deux paramètres de
Feynman (utiliser l’équation (3.2.5) : on regroupe d’abord les deux premiers facteurs du dénominateur
avec la variable x puis on introduit y). On trouve

1

(p′ + k)2 −m2 + iǫ

1

(p + k)2 −m2 + iǫ

1

k2 + iǫ
=

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy 2y

1

[l2 − C + iǫ]3
(4.3.97)
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avec l = k + y(xp′ + (1 − x)p) et C = y2(m2 − q2x(1 − x)). Le calcul est faisable mais devient
compliqué à cause des deux paramètres de Feynman et de la complexité du numérateur (produit
de cinq matrices γ).

• Calcul du numérateur
Réduire le numérateur est un exercice pénible, la seule simplification étant que l’on peut ignorer
les termes linéaires en l qui s’annulent dans l’intégration sur l’impulsion l de la boucle. Il restera
un terme quadratique qui contient la divergence ultraviolette et des termes indépendants de l dont
certains seront divergents dans l’infrarouge. On peut alors montrer que :

Λboucle
α (p; p′) = −i (eµε)2

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy2y

∫
dnl

(2π)n




UV︷ ︸︸ ︷
2

(1− ε)2
2− ε l2 γα +

ir︷ ︸︸ ︷
2(2m2 − q2)γα +

rég︷ ︸︸ ︷
yfα(p, p′, x, y)

(l2 − y2(m2 − q2x(1− x)) + iǫ)3




(4.3.98)
où fα a la forme peu transparente :

fα(p, p′, x, y) = [2(y(m2−q2x(1−x))−(4m2−q2))γα+4m(pα(x−y(1−x))+p′α(1−x−yx)]. (4.3.99)

On voit facilement que le premier terme de l’expression entre crochets dans l’éq. (4.3.98) contient
toute les divergences ultraviolettes. On le calcule facilement à l’aide de l’éq. (3.2.23) et le résultat,
après développement en ε est :

ΛUV
α (p; p′) =

α

4π
γα

([
1

ε
+ ln(4π)− γ

]
− 1− I0

)
(4.3.100)

avec

I0 =

∫ 1

0
dx ln

m2 − q2x(1− x)

µ2
(4.3.101)

Quant au deuxième terme, proportionnel à 2(2m2 − q2)γα, il a un pôle en ε du fait de l’intégrale
en y qui signale une divergence infrarouge :

Λir
α(p; p′) = − e2

(4π)2
Γ(1 + ε)(4π)ε γα

∫ 1

0
dx

2(2m2 − q2)µ2ε
(m2 − q2x(1− x))1+ε

∫ 1

0
dy y−1−2ε. (4.3.102)

On trouve alors :

Λir
α(p; p′) =

e2

(4π)2
Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε (2m2 − q2)γα

∫ 1

0
dx

1− ε ln((m2 − q2x(1− x)/µ2)

m2 − q2x(1− x)

=
α

4π
(2m2 − q2)γα

([
1

εir
+ ln(4π) − γ

]
I1 − I2

)
(4.3.103)

avec :

I1 =

∫ 1

0
dx

1

m2 − q2x(1− x)
et I2 =

∫ 1

0
dx

ln((m2 − q2x(1− x))/µ2)

m2 − q2x(1− x)
(4.3.104)



86 CHAPITRE 4. RENORMALISATION DE QED À UNE BOUCLE

Le pôle en ε, dénoté 1/εir pour rappeler son origine. En effet, dans l’éq. (4.3.98), si l’on fait d’abord
l’intégrale sur y il apparâıt la combinaison :

∫
dnl

(
1

(l2)2
− 1

(l2 −m2 + q2x(1− x))2

)
, (4.3.105)

le premier terme venant de borne inférieure y = 0 de l’intégrale. Cette expression exhibe bien une
singularité infrarouge associée au comportement divergent quand l→ 0 du premier terme mais elle
est régulière dans l’ultraviolet du fait de la compensation entre les deux termes. On note que le
terme en fα de l’éq. (4.3.98), que l’on va évaluer maintenant, est protégé d’une telle divergence par
le facteur y supplémentaire. Etant régulier on pourra prendre ε = 0 et on trouve :

Λrégulier
α (p; p′) = − α

4π

(
γα (1− 2(3m2 − q2)I1)− imσαβqβI1

)
, (4.3.106)

où σαβ = i [γα, γβ]/2. Cette dernière expression requiert quelques explications : l’intégrale sur y
du dernier terme fait apparâıtre des combinaisons du type pα(1 − x) + p′αx et p′α(1 − x) + pαx, le
reste de l’intégrand étant symétrique dans l’échange x ↔ 1 − x on peut facilement montrer que
ce terme sera finalement proportionnel à p′α + pα. On peut alors utiliser l’identité de Gordon qui
permet d’écrire

p′α + pα = 2mγα − iσαβqβ (4.3.107)

lorsque l’expression est insérée entre les spineurs u(p′) à gauche et u(p) à droite. Le diagramme de
vertex à une boucle, y compris le contre-terme peut alors s’écrire en introduisant les facteurs de
forme électrique F1(q2) et magnétique F2(q

2) :

Λα(p; p′) = γα F1(q2) +
i

2m
σαβ q

β F2(q2), (4.3.108)

avec

F1(q2) =
α

4π

{[
1

ε
+ ln(4π) − γ

]
+ (2m2 − q2)

([
1

εir
+ ln(4π) − γ

]
I1 − I2

)

+ 2 (3m2 − q2) I1 − 2− I0 + (Z1 − 1)

}
,

F2(q2) =
α

2π
m2 I1. (4.3.109)

Les divergences sont contenues dans le terme proportionnel à γα qui a la même forme que le ver-
tex à l’ordre le plus bas tandis qu’un nouveau terme fini, F2(q2), avec une forme différente apparâıt.

• Renormalisation dans le schéma MS

Le choix

ZMS
1 = 1− α

4π

[
1

ε
+ ln(4π)− γ

]
(4.3.110)

compense le terme divergent dans l’ultraviolet et l’on retrouve bien par calcul direct Z1 = Z2

(éq.(4.2.63) comme annoncé. Le vertex à une boucle a alors une forme compliquée et contient des
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termes divergents dans l’infra-rouge mais qui n’est qu’un facteur multiplicatif du vertex de Born.
On trouve :

FMS
1 (q2) =

α

4π

{
(2m2 − q2)

([
1

εir
+ ln(4π) − γ

]
I1 − I2

)
+ 2 (3m2 − q2) I1 − 2− I0

}
. (4.3.111)

• Renormalisation dans le schéma ON

Ce schéma est défini par la condition

F1(q2) = 1 à q2 = 0. (4.3.112)

Dans ces conditions on a

I0 = ln
m2

µ2
, I1 =

1

m2
, I2 =

1

m2
ln
m2

µ2
(4.3.113)

et on trouve

ZON
1 = 1− α

4π

([
1

ε
+ ln(4π)− γ

]
+ 2

[
1

εir
+ ln(4π) − γ

]
+ 4 + 3 ln

µ2

m2

)
, (4.3.114)

ce qui coincide avec les équations (4.2.60) et(4.2.57). Le vertex à une boucle ainsi défini ne contient
alors plus de divergences infrarouges à q2 = 0 mais elles subsistent pour tout autre valeur de q2.

4.3.2 Moment magnétique anomal de l’électron, du muon et application

Contrairement au facteurs de forme électrique F1(q2) qui dépend du shéma de renormalisation, le
terme F2(q

2) en est indépendant 3 et sa valeur à q2 = 0 (I1(q
2 = 0) = 1/m2) dénotée ae ou (g−2)/2

est le moment magnétique anomal de l’électron :

ae =
α

2π
∼ 1, 16110−3 (4.3.115)

dans l’approximation à une boucle. Le moment anomal de l’électron constitue actuellement un des
tests les plus précis de QED. Sa valeur expérimentale (en 2016 d’après le Particle Data Group) est :

ae|exp = (1 159, 652 180 91± 0, 000 000 26) 10−6. (4.3.116)

La précision actuelle est comparable à celle qui consiste à mesurer la distance de la terre à la lune
avec une erreur de l’épaisseur d’un cheveu. Le moment anomal a été calculé jusqu’à l’ordre α5 par
Kinoshita et al. 4 et ce calcul peut être utilisé pour obtenir la valeur de la constante de structure
fine à partir de l’éq. (4.3.116). On trouve alors pour α (dans le shéma ON) :

α−1 = 137, 035 999 1727 ± 0, 000 000 0341. (4.3.117)

3. En fait l’expression de ae dépend du schéma de renormalisation car la valeur de α en dépend mais la valeur de
ae ne dépend pas du schéma, ou plutôt sa dépendance est d’un ordre supérieur à celui calculé.

4. T. Aoyama, M. Hayakawa, T. Kinoshita and M. Nio, Physical Review D85, 03300 (2012)
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Ce résultat représente à ce jour la détermination la plus précise de α. D’autre part, on peut mesurer
la constante de stucture fine dans les expériences de physique atomique (mesure du rapport h/mRb

du rapport de la contante de Planck sur la masse de l’atome de 87Rb 5 ) et on trouve

α−1 = 137, 035 999 049± 0, 000 000 090. (4.3.118)

Avec cette valeur on prédit le moment anomal de l’électron :

ae|th = (1 159, 652 181 78± 0, 000 000 77) 10−6, (4.3.119)

résultat compatible avec la mesure expérimentale ci-dessus.

Le moment magnétique du muon est mesuré à une précision moindre que celle de ae mais malgré
cela il joue un rôle important dans les contraintes sur la ”nouvelle physique” (c’est à dire la physique
au-delà du Modèle Standard). Sa valeur expérimentale est (Particle Data Group) :

aµ = (1 165, 920 09± 0, 000 06) 10−6. (4.3.120)

Il existe actuellement un désaccord entre théorie et expérience qui est estimé à 6

aexpµ − athµ = δaµ = (0, 002 87± 0, 000 80) 10−6, (4.3.121)

soit un écart de 3,5 déviations standards 7. Cette différence peut être due soit à une mauvaise
estimation des erreurs expérimentales et/ou théoriques (soit à une erreur dans la mesure et/ou
dans le calcul dans le cadre du Modèle Standard !), soit à une contribution de ”nouvelle physique”
à aµ. En effet on peut estimer, de façon qualitative, que la contribution à une boucle de diagrammes
impliquant une nouvelle particule Z ′ de masse M ′, avec un couplage g′ aux muons (α′ = g′2/4π)

Z ’

induit, en général, une correction de l’ordre de (α′/2π)m2
µ/M

′2 en plus des contributions du Modèle
Standard. Pour que ce nouveau terme ”explique” la différence entre expérience et prédiction du
Modèle Standard il faudrait que

α′

2π

m2
µ

M ′2 ∼ δaµ ∼ 3 10−9, (4.3.122)

5. R. Bouchendira, P.Clade, S. Guellalti-Khelifa, F. Nez and F.Biraben, Phys. Rev. Lett. 106, 080801 (2011).
6. F. Jegerlehner et A. Nyffeler, Phys. Rep. 377, 1, 2009 [arXiv :0902.3360).
7. Dans une revue récente, P. Masjuan [arXiv :1411.6397], cite la valeur théorique aµ = (1 165, 918 52 ±

0, 000 059) 10−6 ce qui réduit un peu le désaccord entre théorie et expérience, δaµ = 0, 001 57, soit un écart d’environ
2,8 σ.
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qui impose que la masse de la nouvelle particule soit

M ′2 ∼ α′ 106 GeV2, (4.3.123)

c’est à dire M ′ ∼ 100 GeV pour α′ ∼ 10−2 ou M ′ ∼ 300 GeV pour α′ ∼ 10−1 ou M ′ ∼ 1 TeV pour
α′ ∼ 1. Ce type de limite est presque du même ordre de grandeur que celui espéré des expériences
au LHC ! La contribution d’un telle particule Z ′ au moment magnétique anomal de l’électron serait
de l’ordre de (α′/2π)(m2

e/M
′2), trop petite pour être mise en évidence.

En résumé, nous avons calculé dans les sections précédentes les contre-termes Zi qui rendent
l’électrodynamique quantique finie dans l’approximation à une boucle de la théorie des pertur-
bations. C’est à dire que tout processus physique calculé dans cette approximation n’aura pas
de divergences ultraviolettes et le résultat du calcul devra être fini. On rappelle ici la valeur des
contre-termes dans le schéma MS, en jauge de Feynman, éqs. (4.1.21), (4.2.63), (4.3.110) sont
respectivement :

→ Z3 = 1 + c3
Γ(1+ε)(4π)ε

ε α, c3 = − 1
3π

→ Z2 = 1 + c2
Γ(1+ε)(4π)ε

ε α, c2 = − 1
4π

Z0 = 1 + c0
Γ(1+ε)(4π)ε

ε α, c0 = − 1
π

→ Z1 = 1 + c1
Γ(1+ε)(4π)ε

ε α, c1 = c2





en MS

L’ expression des contre-termes dépend du choix du schéma de renormalisation et du choix de la
jauge et il en est de même pour les expressions résiduelles des fonctions de Green. Cependant le
calcul d’un processus physique doit en être indépendant. Pour cela il est nécessaire de calculer tous
les diagrammes à un ordre donné et pas seulement les termes virtuels comme on l’a fait dans ce
chapitre. Un exemple d’un tel calcul est discuté dans le chapitre suivant où l’on montrera comment
les divergences infrarouges des fonctions à 2 et 3 points se compensent avec les diagrammes dits
réels. On pourra alors obtenir les corrections finies d’ordre α par rapport au terme de Born.

4.4 Renormalisation : la fonction β(α) et le couplage mobile

Nous avons montré de façon intuitive que dans les schémas MS ou MS la constante de couplage
renormalisée dépendait du choix du paramètre arbitraire µ : c’est ce qu’on appelle le couplage
mobile. On avait également exprimé αMS(µ2) en fonction de αON . Le raisonnement fait alors n’est
pas transposable à QCD et on va introduire maintenant de façon plus formelle ce couplage mobile.
Nous travaillons dans un schéma (type MS ou MS) où les contre-termes n’ont pas de dépendance
explicite en une masse. Le point de départ est la relation éq. (4.0.3) entre couplage nu, couplage
renormalisé et les fonctions Zi

αB = α µ2ε
Z2
1

Z2
2Z3

(4.4.124)
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avec, dans le schéma MS, des Zi de la forme

Zi = 1 + ci
Γ(1 + ε)(4π)ε

ε
α (4.4.125)

Dans le cadre de l’approximation à une boucle (approximation d’ordre α) on peut toujours ré-écrire

Z2
1

Z2
2Z3

≡ Zα = 1 +
cα(ε)

ε
α (4.4.126)

où la constante cα(ε) est connue dès que les Zi le sont, puisque

cα(ε) = (2c1 − 2c2 − c3) Γ(1 + ε)(4π)ε. (4.4.127)

Dans nos notations simplifiées on a donc

αB = α µ2ε Zα(α, ε)

où α(µ), le couplage renormalisé, est une fonction de µ. On introduit de façon traditionnelle la
fonction β(α), dite fonction β de Gell-Mann/Low,

β(α) ≡ µ2 dα

dµ2
=

dα

d lnµ2
.

Le couplage αB est évidemment indépendant de µ2 : en effet, la masse µ et le couplage renormalisé
ne sont introduits que lorsqu’on sépare la densité lagrangienne, exprimée en fonction des quantités
nues, en une partie ”renormalisée” et les contre-termes (voir l’éq. (4.0.5)) :

L(ψB , αB , A
µ
B) = L(ψ,α,Aµ;µ2) + δL(ψ,α,Aµ; δZi;µ

2).

On a donc

µ2
dαB

dµ2
≡ 0 (4.4.128)

ce qui implique

µ2
d

dµ2
(αµ2εZα(α, ε)) ≡ β(α)µ2εZα(α, ε) + εαµ2εZα(α, ε) + αµ2εµ2

dZα(α, ε)

dµ2
= 0.

On simplifie par µ2ε et écrivant, puisque Zα ne dépend que de façon implicite de µ2,

µ2
dZα(α, ε)

dµ2
=
dZα(α, ε)

dα

µ2dα

dµ2
= βα

dZα(α, ε)

dα
,

on trouve

β(α) Zα(α, ε) + ε α Zα(α, ε) + α β(α)
dZα(α, ε)

dα
= 0, (4.4.129)

soit
β(α) = − ε α

1 + α dZα(α,ε)
dα /Zα(α, ε)

· (4.4.130)
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Puisque l’on fait un calcul perturbatif en le couplage α, ne gardant que les deux premiers ordres,
il est justifié de faire l’approximation Zα(α, ε) ≃ 1 dans l’équation ci-dessus et d’écrire de plus

β(α) ≃ −εα
(

1− α dZα(α, ε)

dα

)
. (4.4.131)

Substituant alors (voir l’éq. (4.4.126))

dZα(α, ε)

dα
=
cα(ε)

ε

il vient :

β(α) ≃ −εα+ cα(ε) α2 +O(α3). (4.4.132)

On peut alors prendre la limite ε→ 0 partout puisqu’il n’y a plus de divergence dans l’expression
et on voit que

β(α) ≡ dα

d ln µ2
= cα(0) α2 +O(α3). (4.4.133)

cα(0), dénoté maintenant simplement par cα, est connu via l’équation (4.4.127). Ceci est la forme
générique de la fonction de Gell-Mann/Low au premier ordre non trivial de la théorie des perturba-
tions. Le signe de la constante cα(0) détermine la variation du couplage renormalisé en fonction de
l’échelle d’énergie : croissant avec µ si cα est positif, décroissant dans le cas contraire. Si cα(0) = 0
la théorie est dite invariante conforme. Intégrant l’éq. différentielle (4.4.133),

− 1

α(µ2)
+

1

α(µ20)
= cα(0) ln

µ2

µ20
+O(ln(α(µ2)/α(µ20))

on obtient le couplage mobile sous sa forme usuelle,

α(µ2) =
α(µ20)

1− cα(0)α(µ20) ln(µ2/µ20)
+O(α3 ln(µ2/µ20)) (4.4.134)

où on a utilisé l’approximation ln(α(µ2)/α(µ20) ∼ α(µ20) ln(µ2/µ20) ∼ α(µ2) ln(µ2/µ20). Pour QED,
on aura donc,

α(µ2) =
α(µ20)

1− α(µ2
0)

3π ln(µ2/µ20)
+O(α3 ln(µ2/µ20)) (4.4.135)

qui montre que le couplage α crôıt avec µ. On peut comparer cette équation qui relie, dans le
schéma MS, le couplage renormalisé évalué à deux échelles différentes, à l’équation (4.1.43) expri-
mant le couplage MS en fonction du couplage ON : la dépendance en µ2 est évidemment identique.

• Remarque

La dérivation du couplage mobile que l’on vient de donner s’applique uniquement au schéma de
renormalisation de type MS ou MS ou plus généralement aux schémas dont les contre-termes
n’ont pas de dépendance explicite en une échelle de masse. Par exemple, dans le schéma ON , le
contre-terme Z3 contient un terme fini en ln(m2/µ2) qui introduirait un facteur supplémentaire
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dans la fonction β(α).

• Remarque
La relation du type deB

dµ ≡ 0 (éq. (4.0.3) n’est qu’un cas particulier des équations du groupe de renor-
malisation qui jouent un rôle fondamental en théorie des champs. Elles expriment que les prédictions
physiques (observables) ne doivent pas dépendre du choix de la procédure de régularisation ni du
schéma de renormalisation. En particulier, l’éq. (4.4.134) exprime comment le couplage α(µ) doit
varier en fonction de µ pour que, quand le ”point de renormalisation” µ varie, les prédictions phy-
siques soient indépendantes de µ.

• Remarque : invariance de la charge effective
Suite à la discussion sur la correction de polarisation du vide, on avait introduit de façon très
pédestre une charge effective (4.1.36) et on avait montré qu’elle était indépendante du schéma de
renormalisation, du moins au premier ordre correctif de la théorie des perturbations. Un argument
plus général, valable à tous les ordres, est le suivant. On considère la combinaison αB G

µν
B (q) où

charge et propagateur sont les quantités nues. Introduisant maintenant les quantités renormalisées
dans un schéma quelconque R on a (dans la limite ε = 0),

αRG
µν
R (q) =

Z3 Z
2
2

Z2
1

αB
1

Z3
Gµν

B (q)

= αB G
µν
B (q), (4.4.136)

en vertu des éqs. (4.0.3), (3.1.36) et de l’indentité de Ward Z1 = Z2. Le produit de la charge
au carré et du propagateur est donc indépendant du schéma de renormalisation. Paramétrant le
propagateur comme dans la discussion après l’équation (4.1.27), on voit que, après sommation à
tous les ordres de l’insertion de polarisation du vide, l’expression prend la forme :

αRG
µν
R (q) =

αR

1 + ΠR(q2)
(−i) Pµν(q)

(q2 + iǫ)
. (4.4.137)

Comme la forme tensorielle et le pôle en q2 ne sont pas modifiés par les corrections (invariance de
jauge oblige) on a bien prouvé l’invariance de la charge effective en QED définie par :

αR(q2, αR) =
αR

1 + ΠR(q2)
. (4.4.138)

4.5 Identités de Ward-Takahashi

Ce sont des relations entre fonctions de Green avec un nombre différent de pattes externes, par
exemple, fonction à trois points (vertex) et fonction à deux points (self-énergie). On considère un
diagramme quelconque avec m lignes d’électrons et n photons externes, la structure interne étant
arbitraire (voir fig. 4.1). On se concentrera sur la ligne électronique d’impulsion p entrante et q = pn
sortante et on suppose les pattes externes hors couche c’est à dire couplées à un propagateur et
non à une fonction d’onde. L’objet en question sera donc de la forme :

F0(p, · · · ; q, · · · ) =
1

6q −me
· · · 1

6p−me
(4.5.139)
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Figure 4.1 – a) L’amplitude F0(p, · · · ; q, · · · ) ; b) une composante de la fonction
kµFµ(p, · · · ; q, · · · ; k). Le photon (en rouge) d’impulsion kµ et de polarisation ǫµ doit être
inséré de toutes les façons possibles sur la ligne fermionique.

où les · · · dans F0 dénotent touts les impulsions externes qu’il n’est pas nécessaire d’expliciter. On
va considérer l’insertion d’un photon d’impulsion k et de vecteur polarisation ǫµ(k) de toutes les
façons possibles de long de la ligne fermionique (p, q). La quantité ainsi définie sera de la forme :

ǫµ(k)Fµ(p, · · · ; q, · · · ; k). (4.5.140)

En fait, on va plutôt étudier kµFµ(p, · · · ; q, · · · ; k) où on a remplacé le vecteur polarisation du
photon par son impulsion. L’insertion du photon sur la ligne externe d’impulsion p contribuera :

· · · i

6p1− 6k −me
γλ1

i

6p− 6k −me
(−ie 6k)

i

6p−me
= · · · i

6p1− 6k −me
γλ1 e

[
− i

6p−me
+

i

6p− 6k −me

]
.

· · ·
L’insertion du photon sur la ligne interne d’impulsion p1 contribuera :

· · · γλ2
i

6p1− 6k −me
(−ie 6k)

i

6p1 −me
γλ1

i

6p −me
= · · · γλ2 e

[
− i

6p1 −me
+

i

6p1− 6k −me

]
γλ1

i

6p−me
.
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· · ·
L’insertion du photon sur l’impulsion q = pn finale contribuera :

i

6q −me
(−ie 6k)

i

6q+ 6k −me
γλn

i

6pn−1 −me
· · · = e

[
− i

6q+ 6k −me
+

i

6q −me

]
γλn

i

6pn−1 −me
· · · .

Le résultat de l’insertion du photon sur la ligne fermionique sera la somme des termes ci-dessus,
mais on voit que les termes se compensent 2 à 2 (le terme de gauche dans le crochet d’une ligne
compense le terme de droite de la ligne inférieure) de sorte que l’expression recherchée sera de la
forme :

kµFµ(p, · · · ; q, · · · ; k) = e [F0(p− k, · · · ; q, · · · )−F0(p, · · · ; q + k, · · · )] . (4.5.141)

Le photon doit également être couplé aux boucles internes de fermions, mais on sait qu’une boucle
fermionique ne peut être couplée à un nombre impair de photons, donc de telles insertions ne
contribuent pas puisque l’insertion d’un photon sur une boucle du diagramme aura forcément un
nombre impair de photons. Dans l’éq. (4.5.141) le membre de gauche a un pôle à 6p = m et un autre
à 6q = m tandis que chacun des membres de droite n’a qu’un de ces pôles 8.

• Application : amplitude de diffusion avec photons externes
Si on ampute la fonction la fonction de Green Fµ(p, · · · ; q, · · · ; k) des propagateurs externes on
obtient la fonction de Green tronquée Mµ(p, · · · ; q, · · · ; k), et si de plus on met les fermions sur
couche de masse, c’est à dire

Mµ(p, · · · ; q, · · · ; k) = (6p−m) (6q −m) Fµ(p, · · · ; q, · · · ; k)|6p, 6q→m, (4.5.142)

on obtient
kµMµ(p, · · · ; q, · · · ; k) = 0 (4.5.143)

puisque qu’aucun des termes du membre de droite de l’éq. (4.5.141) n’a les deux pôles. En fait l’ex-
pression ǫµ(k)Mµ(p, · · · ; q, · · · ; k) est proportionnelle à une amplitude de diffusion et l’éq. ci-dessus
montre que si l’on substitue à la polarisation du photon l’impulsion du photon (réel ou virtuel)
alors la combinaison est nulle. C’est une contrainte que doit satisfaire toute amplitude avec photons
externes.

• Application : identité de Ward et relation Z1 = Z2

L’éq. (4.5.141) permet de trouver une relation entre la fonction vertex Λµ(p; q) étudiée en sec. 4.3 et
le propagateur du fermion SF (q). Cette discussion est valable à n’importe quel ordre de la théorie
des perturbations étant entendu que les diagrammes considérés sont régularisés mais ne contiennent
pas les contre-termes. Dans ce cas, la fonction F0(p, · · · ; q, · · · ) est simplement le propagateur du
fermion et Fµ de l’éq. (4.5.141) est le vertex fermion-fermion-photon incluant les propagateurs des
fermions externes. On peut alors écrire :

kµSF (q)[−ieΛµ(p; q)]SF (p) = e (SF (p− k)− SF (q + k)) (4.5.144)

que l’on simplifie en
kµ[−ieΛµ(p; q))] = e (S−1

F (q + k)− S−1
F (q)), (4.5.145)

8. Le raisonnement ci-dessus peut être répété pour toutes les lignes fermioniques du diagramme.
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où on a utilisé le fait que p − k = q. Cette égalité est évidente à l’ordre le plus bas de la théorie
des perturbations où Λµ(p; q) = γµ. Aux ordres plus élevés elle implique que les termes divergents
dans le vertex sont les mêmes que ceux de la combinaison de l’inverse des propagateurs du membre
de droite. Après avoir substitué dans le membre de droite la forme éq. (4.2.54) du propagateur du
fermion où l’on a omis les contre-termes,

SF (p) =
i

(6p−m− Σ0 + iǫ)(1 − Σ1)
,

on trouve :

kµΛµ(q + k; q)) = kµ(γµ + Λboucles
µ (q + k; q))

= 6k − 6kΣ1, (4.5.146)

ce qui permet de conclure que :

Λboucles
µ (q + k; q)) = − γµΣ1, (4.5.147)

c’est à dire que les divergences ultraviolettes du vertex sont proportionnelles à γµ et que, de plus,
elles sont les mêmes que celles qui affectent Σ1. Le contre-terme qui compensera les divergences du
vertex sera donc de la forme δZ1γµ et δZ1 contiendra les mêmes termes divergents que le contre-
terme de la fonction d’onde du fermion qui satisfait δZ2 −Σ1 ∼ fini dans l’ultraviolet, éq. (4.2.58),
et ceci quelque soit l’ordre des perturbations. Il est conventionnel de choisir alors δZ1 = δZ2.

4.6 Degré superficiel de divergence d’un diagramme

Dans la section précédente on a identifié trois diagrammes divergents dans l’ultraviolet ? Sont
ils les seuls ? D’autre part, il est intéressant de pouvoir identifier tous les les diagrammes poten-
tiellement divergents dans l’ultraviolet à tous les ordres. Pour cela on introduit le degré superficiel
de divergence ω(G) d’un graphe G comme la dimension en terme d’impulsion ou de masse de
l’intégrale correspondant à ce graphe. On prend ~ = c = 1 comme d’habitude et on étudie le com-
portement du diagramme supposant que toutes les composantes des impulsions internes tendent
vers l’infini. En effet, on s’attend à ce que cette configuration produise la divergence maximale :
si ω(G) ≥ 0 le diagramme est potentiellement divergent. On peut le calculer sur la base d’une
analyse dimensionnelle des différents éléments de ce graphe. Le résultat s’applique aux diagrammes
irréductibles à une particule c’est à dire à ceux qui ne peuvent pas être séparés en deux parties
disjointes en coupant une ligne interne. On travaille dans un espace-temps à 4 dimensions.

On considère un diagramme arbitraire caractérisé par :

1. EF fermions externes et EB bosons externes ;

2. IF propagateurs fermioniques et IB propagateurs bosoniques : pour chaque propagateur de
fermion on associe un facteur 1/p et chaque propagateur de boson un facteur 1/p2 ;

3. ni vertex de type i avec N =
∑

i ni le nombre total de vertex. Certains vertex peuvent
dépendre des impulsions et donc avoir une dimension di comme en QCD, par exemple, où
le vertex à 3 gluons est linéaire en les impulsions et apporte en conséquence un facteur p à
chaque vertex (di = 1 dans ce cas). En QED le vertex est sans dimension ;
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4. L le nombre de variables d’impulsions indépendantes sur lesquelles il faut intégrer, chacune
de ces impulsions contribuant un facteur d4p.

Le degré superficiel de divergence du diagramme est donc :

ω(G) = 4L− IF − 2IB +
∑

i

nidi. (4.6.148)

Si ω(G) = 0 la divergence est potentiellement logarithmique (
∫
dq/q), pour ω(G) = 1 elle serait

linéaire et quadratique pour ω(G) = 2. En QED, le dernier terme est absent car l’unique type de
couplage est sans dimension.
On a la relation :

L = IB + IF − (N − 1) (4.6.149)

qui exprime le fait que le nombre d’impulsions indépendantes est égal au nombre d’impulsions
internes moins le nombre de contraintes sur la conservation d’énergie-impulsion. Il y a une contrainte
par vertex mais les N vertex n’apportent que N−1 contraintes du fait de la conservation d’énergie-
impulsion globale. Il est utile de relier le nombre de propagateurs au nombre de pattes externes de
même type. Pour cela on compte le nombre de fermions de deux façons différentes en se rappelant
qu’un propagateur compte pour deux fermions. Ainsi on a :

EF + 2IF =
∑

i

nifi (4.6.150)

où le vertex de type i a fi fermions attachés. De même pour les bosons :

EB + 2IB =
∑

i

nibi (4.6.151)

où le vertex de type i a bi bosons attachés. Par exemple, pour QED il y a un seul type de vertex,
i = 1, et fi = 2 et bi = 1. La combinaison des équations ci-dessus permet d’écrire :

ω(G) = 4− EB −
3

2
EF +

∑

i

ni(bi + di +
3

2
fi − 4) (4.6.152)

Il existe une contrainte sur le dernier terme que l’on obtient par une analyse dimensionnelle similaire
à celle de la section 3.2.4 : en effet si le vertex de type i provient d’un terme du lagrangien de la
forme :

gi ψ · · ·ψ︸ ︷︷ ︸
fi

A · · ·A︸ ︷︷ ︸
bi

∂µ · · · ∂µ︸ ︷︷ ︸
di

(4.6.153)

couplant fi fermions et bi bosons avec di dérivées et un couplage gi qui peut être dimensionné de
dimension [gi], alors on a la relation :

0 = −4 + [gi] + bi + di +
3

2
fi, (4.6.154)

d’où le résultat final :

ω(G) = 4− EB −
3

2
EF −

∑

i

ni[gi]. (4.6.155)
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qui montre que le degré superficiel de divergence ne dépend que du nombre de pattes externes et
des constantes de couplage dimensionnés, et qu’il est d’autant plus petit que le nombre de pattes
est grand. En QED le résultat est encore plus simple puisqu’aucun couplage n’est dimensionné et
le dernier terme peut donc être ignoré. Le cas de QCD est un peu particulier et il est discuté au
chapitre 8 (voir la discussion menant à l’éq. (8.1.9)).

D’après l’équation ci-dessus, en QED, les seuls diagrammes superficiellement divergents sont :

— pour EB = 0, EF = 2 ⇒ ω(G) = 1, la self-énergie du fermion ;
— pour EB = 1, EF = 2 ⇒ ω(G) = 0, le vertex ;
— pour EB = 2, EF = 0 ⇒ ω(G) = 2, la polarisation du vide ;
— pour EB = 3, EF = 0 ⇒ ω(G) = 1, diagramme à 3 photons ;
— pour EB = 4, EF = 0 ⇒ ω(G) = 0, diagramme en bôıte à quatre photons.

Les trois premiers diagrammes ont été calculés et on a vérifié qu’ils sont effectivement divergents.
Pour les deux dernier cas, si les diagrammes à trois ou quatre photons sont individuellement di-
vergents, l’amplitude ou la fonction de Green correspondante ne l’est pas. En effet, dans le cas à
trois photons l’amplitude (à une boucle) est la somme de deux diagrammes dont on peut explici-
tement se convaincre qu’elle est nulle. Plus généralement, le photon ayant une parité C négative
(Aµ(x) → −Aµ(x) par tranformation de parité C) l’amplitude à un nombre impair de photons
est nulle puisque l’interaction électromagnétique conserve la parité. Dans le cas à quatre photons,
l’amplitude ou la fonction de Green correspondante est la somme de trois diagrammes qui est finie.
Ceci est une conséquence de l’invariance de jauge. L’amplitude, tronquée des vecteurs polarisation,
Mµνρσ(p1, p2, p3, p4) peut être écrite comme une somme de tenseurs (correctement symétrisés),
gµνgρσ, piµpjνgρσ, piµpjνpkρplσ à coefficients scalaires. Les contraintes :

pµiMµνρσ(p1, p2, p3, p4) = 0,

par exemple, implique que le coefficient des termes en gµνgρσ est proportionnel aux pi · pj et le
résulat final sera de la forme pi · pj

∫
d4p/p6 ou pi · pj pk · pl

∫
d4p/p8 donc convergent. En fait

comme pour la polarisation du vide, qui n’a qu’une divergence logarithmique au lieu de quadra-
tique (voir la discussion sur la contrainte d’invariance de jauge en sec. 4.1), l’invariance de jauge
réduit le degré de divergence de l’amplitude à quatre photons. Si cette amplitude avait été diver-
gente, QED n’aurait pas été renormalisable puisqu’il n’y a pas dans le lagrangien de contre-terme
(terme en (Aµ)4) pour compenser une telle divergence !

On peut avoir un diagramme superficiellement convergent avec ω(G) < 0 dont des sous-diagrammes
sont divergents comme par exemple l’insertion d’une self-énergie sur une ligne fermionique interne
ou bien d’une correction au vertex. De telles divergences sont compensées par les contre-termes
calculés dans les sections précédentes. Par exemple, le diagramme de diffusion de deux fermions
ci-dessous est fini après inclusion des contre-termes δZi de QED.
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Dans un diagramme avec ω(G) < 0, une fois la renormalisation des sous-diagrammes divergents à
deux et à trois points effectuée il n’apparâıt pas de nouvelle divergence. Pour les trois diagrammes
avec ω(G) ≥ 0 les divergences aux ordres supérieurs de la théorie des perturbations sont com-
pensées par le choix des contre-termes Z. i exprimés sous la forme d’un développement perturbatif
à coefficients divergents.

Il existe des théories ou modèles avec un couplage dimensionné : par exemple, dans le modèle de
Fermi de l’interaction faible, la constante de Fermi GF = 1, 166 10−5GeV−2 ou, en relativité, la
constante gravitationnelle (de Newton) GN = 6, 708 10−39GeV−2 dans le système d’unité ~ = c = 1
([GN ] = [GF ] = −2). Le degré de divergence ω(G), éq. (4.6.155), crôıt alors avec le nombre de vertex
et la théorie est non renormalisable. Par exemple, dans le modèle de Fermi le terme d’interaction
est de la forme GF ψ̄ψψ̄ψ, qui dôıt aussi être la forme du contre-terme. Il cependant facile de se
convaincre que l’amplitude à 6 fermions a un degré de divergence ω(G) = 1 et que la divergence
ultraviolette associée n’est pas compensée par un contre-terme du lagrangien.



Chapitre 5

Compensation des divergences
infrarouges

Dans ce chapitre nous allons illustrer sur un exemple concret le théorème de Lee-Kinoshita-
Nauenberg 1, selon lequel les divergences infrarouges se compensent entre termes réels et virtuels
lorsque l’on définit correctement l’observable. Nous considérons la diffusion d’un électron sur un
noyau de charge Ze et de masse M beaucoup plus grande que toute autre échelle d’énergie du
processus. Seule la radiation d’un photon par l’électron sera prise en compte. Le calcul est mené
dans le cadre de la régularisation dimensionnelle et du schéma de renormalisation MS.

5.1 Terme de Born

On travaille dans le repère du noyau au repos et on définit la cinématique comme suit :

noyau initial : P = (M,~0), noyau final : P = (E′, ~P ′)

électron entrant : p = (ω, ~p), électron sortant : p′ = (ω′, ~p′),

impulsion de transfert : q2 = (p − p′)2 = 2m2
e − 2 (ωω′ − pp′ cos θ) (5.1.1)

P

P’

p

p ’

q

Pour simplifier l’écriture et les calculs on se place dans la limite

M2 ≫ ωω′ ∼ −q2 ≫ m2
e (5.1.2)

1. T. Kinoshita, J.Math.Phys. 3 (1962), 650 ; T.D. Lee, M. Nauenberg Phys.Rev. 133 (1964), B1549.
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de telle sorte qu’on puisse considérer le noyau comme statique et q2 ∼ −2ωω′(1− cos θ). L’élément
de matrice à l’ordre le plus bas s’écrit :

M(0) = Z(−ie)2 ū(P ′)γµu(P )
−i

q2 + iǫ
ū(p′)γµu(p) (5.1.3)

Du fait que le noyau est statique l’interaction photon-noyau se réduit à ū(P )γ0u(P ) et le module
de l’élément de matrice au carré moyenné sur les états de spins initiaux et sommé sur les spins
finals de l’électron et le noyau devient alors :

Σ|M(0)|2 =
1

4
Z2e4 Tr 6P ′γ0 6Pγ0

1

(q2)2
Tr 6p′γ0 6pγ0

= Z2e4
M2

ωω′
1 + cos θ

(1− cos θ)2
. (5.1.4)

La section efficace s’écrit :

σ(0) =
1

4Mω

∫
d3P ′

(2π)32E′
d3p′

(2π)32ω′ (2π)4δ(4)(P + p− P ′ − p′) Σ|M(0)|2, (5.1.5)

où le facteur de flux est 4
√

(p · P )2 −m2
eM

2 ≃ 4Mω dans le cadre des approximations (5.1.2). On
peut faire l’intégrale sur l’impulsion finale P ′ du noyau à l’aide de la fonction δ de conservation
d’énergie-impulsion pour obtenir δ(2M(ω − ω′) + q2) qui se simplifie en δ(ω − ω′)/2M toujours
dans le cadre de nos approximations. La section efficace différentielle en l’angle solide Ω = (θ, φ)
de diffusion de l’électron devient finalement :

dσ(0)

dΩ
=
Z2α2

8 ω2

cos2(θ/2)

sin4(θ/2)

∫
dω′δ(ω − ω′), (5.1.6)

que l’on écrira pour un usage ultérieur :

dσ(0)

dΩdω′ =
dσBorn

dΩ
δ(ω − ω′). (5.1.7)

5.2 Corrections virtuelles

Ces corrections ont été calculées au chapitre précédent. Elles sont illustrées dans la figure ci-
dessous à laquelle il faut ajouter les diagrammes avec les contre-termes. Ce sont :

— correction au vertex : elle est donnée par l’éq. (4.3.108) et, ignorant le moment magnétique
anomal de l’électron qui est fini et dont le calcul de la contribution à la section efficace ne
présente pas de difficultés, ce sera le facteur multiplicatif FMS

1 (q2) au vertex γµ de la ligne
d’électron ;

— correction de self-énergie sur les pattes externes : il faudra utiliser u(p)|MS et ū(p′)|MS

(éq. (4.2.80)) comme spineurs pour les électrons, soit pour prendre en compte les deux
diagrammes ainsi que le terme de Born :

ū(p′)|MS γµ u(p)|MS = ū(p′) γµ u(p)(1 + ΣMS
1 ) ; (5.2.1)
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— correction au propagateur du photon : elle est prise en compte, comme discuté en sec. (4.1.1),
en utilisant dans l’expression de M(0), non pas la charge renormalisée αMS mais la charge
effective définie en éq. (4.1.36) :

α(q2, αMS) = αMS/(1 + ΠMS(q2)) ∼ αMS(µ2)/(1 − αMS

3π
ln
q2

µ2
)

qui comme on l’a vu est indépendante du schéma de renormalisation, donc du paramètre
arbitraire µ.

p ’

P

P’

p

q

P

P’

p

q

P

P’

q q

p ’

p

p ’

En résumé les corrections virtuelles sont donc un facteur multiplicatif au terme de Born et on a :

M(0) +M(1)
V =M(0) (1 + FMS

1 (q2) + ΣMS
1 ) (5.2.2)

On rappelle l’expression du facteur ΣMS
1 éq. (4.2.80) :

ΣMS
1 =

α

2π

[
−
(

1

εir
− γ + ln(4π)

)
− 3

2
ln
µ2

m2
e

− 2

]
. (5.2.3)

On simplifiera FMS
1 (q2), en accord avec nos hypothèses cinématiques, en prenant la limite −q2 ≫

m2
e de sorte que les intégrales I0, I1 et I2 se réduisent à (voir éqs. (4.3.101), (4.3.104) respective-

ment) :

I0 ∼ ln
−q2
µ2

, I1 ∼ −
2

q2
ln
−q2
me

2
, I2 ∼ −

2

q2
ln
−q2
µ2

ln
−q2
m2

e

− 1

q2
ln2 −q2

m2
e

, −q2 ≫ m2
e (5.2.4)

et :

FMS
1 (q2) =

α

4π

(
2

[
1

εir
− γ + ln(4π)

]
ln
−q2
m2

e

− 2 ln
−q2
µ2

ln
−q2
m2

e

− ln2 −q2
m2

e

− ln
−q2
µ2

+ 4 ln
−q2
m2

e

)
.

(5.2.5)
On note la présence de deux types de logarithmes : ceux, non physiques, associés au shéma de
renormalisation en ln(−q2/µ2) et ceux, cinématiques, associés à la masse de l’électron qui seraient
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divergents dans le cas d’une masse nulle (singularité de masse ou colinéaire). Le résultat exact de

FMS
1 (q2) contient évidemment d’autres termes ”finis”, non logarithmiques, indépendants de µ et

réguliers dans la limite me → 0. La contribution des diagrammes virtuels à la section efficace est

l’interférence entre l’amplitude de Born et M(1)
V et elle s’écrira donc :

dσ
(1)
V

dΩ
=
dσBorn

dΩ

∫
dω′δ(ω − ω′) (2 FMS

1 + 2 ΣMS
1 ). (5.2.6)

Regroupant avec le terme de Born on aura donc la contribution à la section efficace différentielle :

dσ
(0)+(1)
V

dΩdω′ =
dσBorn

dΩ
(1 + 2 FMS

1 + 2 ΣMS
1 ) δ(ω − ω′). (5.2.7)

5.3 Corrections réelles

Elles sont obtenues en prenant en compte les deux diagrammes où un photon réel est émis par le
lepton :

k

P

P’

p

p ’

q

P

P’

p

p ’

q

k

L’amplitude correspondante est :

M(1)
R = iZe2 ū(P ′)γ0u(P )

1

q2 + iǫ
ū(p′)

[
γ0

6p− 6k +me

(p − k)−m2
e + iǫ

γα + γα
6p′+ 6k +me

(p′ + k)−m2
e + iǫ

γ0
]
u(p)εα(k)

(5.3.1)
où εα(k) est le vecteur polarisation du photon. Pour étudier le comportement infrarouge de cette
amplitude on néglige k devant p ou p′ dans le numérateur (”approximation du photon mou”) ce
qui permet de simplifier considérablement la partie entre crochets par les manipulations suivantes :

(6p +me)γ
αu(p)εα(k) = (−γα 6p+meγ

α + 2 pα) u(p) εα(k)

= 2 p · ε(k) u(p) (5.3.2)

après usage de l’équation de Dirac. Ceci permet d’écrire la contribution des diagrammes réels comme
un facteur multiplicatif à l’amplitude de Born :

M(1)
R = e

[
p′ · ε(k)

p′ · k − p · ε(k)

p · k

]
M(0), (5.3.3)
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expression valable dans l’approximation infrarouge (on a négligé un terme en k2 devant p · k ou
p′ · k dans les dénominateurs). L’amplitude au carré sera alors après sommation sur la polarisation
du photon (on utilise l’éq. (2.4.56)) :

Σ|M(1)
R |2 = Σ|M(0)|2 e2

[
2 p · p′

p · k p′ · k −
m2

e

(p · k)2
− m2

e

(p′ · k)2

]
. (5.3.4)

On obtient la section efficace par :

σ
(1)
R =

1

4Mω

∫
d3P ′

(2π)32E′
d3p′

(2π)32ω′ (2π)4δ(4)(P + p− P ′ − p′ − k) Σ|M(0)|2

d3k

(2π)32k
e2
[

2 p · p′
p · k p′ · k −

m2
e

(p · k)2
− m2

e

(p′ · k)2

]
. (5.3.5)

L’intégration sur les impulsions finales P ′ et p′ du noyau et de l’électron se fait de la même manière
qu’en éqs. (5.1.5) et (5.1.6) ce qui permet d’écrire :

dσ
(1)
R

dΩ
=

dσBorn

dΩ

∫
dω′δ(ω − ω′ − k)

d3k

(2π)32k
e2
[

2 p · p′
p · k p′ · k −

m2
e

(p · k)2
− m2

e

(p′ · k)2

]
, (5.3.6)

où on a factorisé dans la section efficace une partie proportionnelle à la section efficace de Born
(dans laquelle on a pris ω′ = ω, négligeant ainsi la dépendance en k en accord avec l’approximation
qui mène à l’éq. (5.3.3)). Il est évident que chacun des termes entre crochets est divergent quand
l’impulsion k du photon tend vers 0 puisque chacun des termes se comporte comme

∫
dk/k : ces sont

des termes singuliers dans l’infrarouge. Pour régulariser ces divergences on va évaluer l’intégrale
dans un espace à n−1 dimensions avec, comme dans le chapitre précédent, n = 4−2ε ce qui amène
à faire la substitution :

e2
d3k

(2π)32k
→ e2 µ2ε

dn−1k

(2π)n−12k
(5.3.7)

où l’introduction du facteur µ2ε est nécessaire pour que la section efficace garde la bonne dimension
Pour évaluer de telles intégrales on se reporte aux éqs. (3.2.12), (3.2.13) avec la différence que l’on a
ici un vecteur euclidien en (n−1) dimensions et que l’intégrale sur l’angle polaire θ1 du photon avec
l’électron ne peut être faite à l’aide de l’éq. (3.2.14) puisque l’intégrand en dépend. Considérons
par exemple le terme :

e2µ2ε
∫

dn−1k

(2π)n−12k

m2
e

(p · k)2
=

e2µ2ε

(2π)n−1

∫
kn−3dk

2

∫ π

0
(sin θ1)n−3dθ1

∫
dΩn−3

m2
e

k2(ω − p cos θ1)2
.

(5.3.8)
Faisant l’intégrale sur l’angle solide dΩn−3 à l’aide de l’éq. (3.2.14) et passant à la notation en ε il
faudra alors calculer :

α

2π

(4πµ2)ε

Γ(1− ε)

∫
dk

k1+2ε

∫ 1

−1
(1− cos2 θ1)

−εd cos θ1
m2

e

(ω − p cos θ1)2
. (5.3.9)

On remarque que les intégrales sur l’impulsion et l’angle polaire se factorisent, la première donnant
lieu à la divergence infrarouge régularisée −1/εir. La section efficace différentielle de production
avec émission d’un photon pourra alors s’écrire :

dσ
(1)
R

dΩdω′ =
dσBorn

dΩ
µ2ε
∫

dk

k1+2ε
δ(ω − ω′ − k) (2 J1 + J2) (5.3.10)
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avec :

J1 = − α

2π

(4π)ε

Γ(1− ε)

∫ 1

−1
(1− cos2 θ1)

−ε d cos θ1
m2

e

(p · k̂)2

J2 =
α

2π

(4π)ε

Γ(1− ε)

∫ 1

−1
(1− cos2 θ1)−ε d cos θ1

2 p · p′

p · k̂ p′ · k̂
, (5.3.11)

où k̂ = (1, ~k/|k|) définit l’angle θ1 du photon avec l’impulsion de l’électron. Pour évaluer facilement
J2 on peut choisir un repère tel que ~p+ ~p′ = 0.

5.4 Définition de la section efficace

Avant d’évaluer ces expressions il convient de définir l’observable que l’on veut calculer. On mesure
le taux de diffusion d’un électron relativiste d’énergie ω′ à un angle solide Ω = (θ, φ) après diffusion
sur un noyau statique. On distingue deux possibilités. Si ω′ < ω, seules les corrections réelles
apportent une contribution et on a d’après l’éq. (5.3.10) :

dσ(1)

dΩdω′ =
dσBorn

dΩ

1

ω − ω′ (2 J1 + J2), ω′ < ω, (5.4.1)

où on a fait ε = 0 puisque ω − ω′ agit comme cut-off infra-rouge. On rappelle que cette expression
est valable pour une énergie du photon ω − ω′ pas trop grande devant ω du fait de nos hypothèses
cinématiques simplificatrices. En fait, le détecteur a une certaine résolution δω en énergie, c’est à
dire que la section efficace observée sera définie comme la moyenne de la section efficace mesurée
dans le petit intervalle [ω′ − δω, ω′] soit :

dσobs

dΩdω′ =
1

δω

∫ ω′

ω′−δω
dω′′ dσ

(1)

dΩdω′′ ≈
dσ(1)

dΩdω′ . (5.4.2)

Si maintenant ω′ = ω, alors Born, réels et virtuels contribuent de sorte que on a :

dσobs

dΩdω
=

1

δω

∫ ω

ω−δω
dω′ dσ

dΩdω′ . (5.4.3)

où l’intégrand est la somme des contributions éqs. (5.2.7) et (5.3.10). Dans le calcul il faudra
donc prendre en compte le cas où l’électron est produit avec une énergie exactement ω par les
diagrammes de Born et virtuels, ainsi que celui où l’électron est diffusé avec émission d’un photon
de faible énergie. La prédiction théorique est donc :

dσobs

dΩdω
=

dσBorn

dΩ

1

δω

∫ ω

ω−δω
dω′

[
(1 + 2 FMS

1 + 2 ΣMS
1 ) δ(ω − ω′)

+µ2ε
∫ ω

0

dk

k1+2ε
δ(ω − ω′ − k) (2 J1 + J2)

]

=
dσBorn

dΩδω
[1 + 2 FMS

1 + 2 ΣMS
1 + µ2ε

∫ δω

0

dk

k1+2ε
(2 J1 + J2)]. (5.4.4)
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L’énergie du photon est contrainte par la résolution du détecteur, k < δω, résolution supposée très
petite devant ω ce qui justifie l’approximation ω = ω′ que l’on fera dans l’évaluation des intégrales
réelles. Ainsi on aura par exemple 2 :

∫ δω

0
µ2ε

dk

k1+2ε
J1 = − α

2π

(4πµ2)ε

Γ(1− ε)

∫ δω

0

dk

k1+2ε

∫ 1

−1
(1− cos2 θ1)

−ε d cos θ1
m2

e

(ω − p cos θ1)2

= − α

2π

(4π)ε

Γ(1− ε)

[
− 1

2εir
+ ln

δω

µ

] [
2 + 2 ε

ω

p
ln

(ω + p)2

4m2
e

]
(5.4.5)

Le premier crochet est le résultat de
∫
dk et contient la ”divergence” infrarouge (la notation εir est

un mnémonique pour rappeler l’origine de la singularité) accompagnée du terme ”non-physique” en
lnµ. On note que le terme en 1/εir est également à l’origine d’un ln (ω + p)2/4m2

e par compensation
avec le terme en ε du deuxième crochet. On peut se rendre compte que les termes linéaires en k
négligés dans les numérateurs de l’éq. (5.3.1) sont de la forme

∫
dk k−2ε et ne donnent donc pas lieu

à une divergence infrarouge ni à un terme logarithmique. Après simplification p ∼ ω et ne gardant
que les ”grands” termes logarithmiques on arrive à :

∫ δω

0
µ2ε

dk

k1+2ε
J1 = − α

2π

[
−
(

1

εir
− γ + ln 4π

)
+ ln

(δω)2

µ2
− ln

ω2

m2
e

]
(5.4.6)

et de façon similaire :
∫ δω

0
µ2ε

dk

k1+2ε
J2 =

α

π

[
−
(

1

εir
− γ + ln 4π

)
ln
−q2
m2

e

+ ln
(δω)2

µ2
ln
−q2
m2

e

+
1

2
ln2 −q2

m2
e

]
. (5.4.7)

On peut alors injecter dans l’éq. (5.4.4) les résultats ci-dessus et on trouve finalement :

dσobs

dΩδω
=
dσBorn

dΩδω

[
1 +

α

π
(− ln

−q2
δω2

ln
−q2
m2

e

+ ln
−q2
δω2

+
3

2
ln
−q2
m2

e

+ termes finis)

]
, (5.4.8)

qui est le résultat recherché. On voit que les termes en 1/εir ainsi que les termes dépendant de µ
sont compensés entre contributions réelles et virtuelles. Le paramètre non physique µ a été remplacé
par la résolution en énergie δω de l’appareil de mesure. Les termes en ln2(−q2/m2

e) se compensent
aussi mais il reste des facteurs en ln−q2/m2

e qui seraient divergents dans la limite me nulle : leur
origine est l’intégrale angulaire sur cos θ1 dans l’éq. (5.4.5). Si on supposait me = 0, alors ω = p
et l’intégrale angulaire divergerait en 4 dimensions (divergences en masse ou colinéaires). Si −q2
est trop grand, ou si le détecteur a une résolution trop fine (δω trop petit), la correction en α
de l’équation précédente peut devenir grande et la section efficace calculée au deuxième ordre de
la théorie des perturbations est négative ce qui n’a aucun sens. On peut en fait montrer que ces
termes, restes de divergences infrarouges, peuvent être ”re-sommés” à tous les ordres de la théorie
des perturbations et s’exponentient pour trouver le résultat :

dσobs

dΩ
=
dσBorn

dΩ
exp

[
−α
π

(ln
−q2
δω2

ln
−q2
m2

e

+ ln
−q2
δω2

)

]
+ · · · . (5.4.9)

2. Le terme en ε de l’intǵrale angulaire peut facilement être obtenu à l’aide de
∫

ln x

(a+ bx)2
=

x ln x

a(a+ bx)
−

1

ab
ln(a+ bx)

.
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qui montre que la section efficace élastique tend vers 0, à petit δω ou à grands |q2|, du fait de
l’émission de photons mous.

• Conclusions
Les calculs perturbatifs engendrent deux types de ”grands logarithmes” :

- d’origine infrarouge
- d’origine colinéaire

de sorte qu’après compensation entre termes réels et virtuels les termes résiduels dominants ont la
structure suivante :

α

π
(ln
−q2
δω2

ln
−q2
m2

e

(+) ln
−q2
δω2

(+) ln
−q2
m2

e

), (5.4.10)

où δω est la résolution en énergie. Les termes d’origine infrarouge s’exponentient. En QCD, on
suppose les quarks légers de masse nulle ce qui conduit à des divergences colinéaires qui seront
régularisées soit par l’introduction d’une résolution angulaire comme dans le cas de la section efficace
de production de jets (voir secs. 10.2 et 13.3), soit par l’introduction de fonction de structure de
partons dans les hadrons (secs. 9.1 et 9.2) ou de hadrons dans les partons (sec. 10.3).



Chapitre 6

Hadrons et quarks + · · ·

Jusque dans les années 1950 on pouvait croire que l’électron, le proton et le pion, découvert
en 1947, étaient des constituants élémentaires de la matière. A partir des années 1960, de nom-
breuses résonances hadroniques ou hadrons furent découverts et on compte maintenant plus d’une
centaine de mésons et plus d’une centaine de baryons (cf. Review of Particle Properties 2014).
Un si grand nombre d’états hadroniques ne peuvent évidemment pas tous être élémentaires. Pour
essayer d’établir un certain ordre dans l’accumulation des données expérimentales, deux approches
complémentaires ont été suivies.

La première a consisté à classer les hadrons c’est à dire a en faire la spectroscopie. L’échelle d’énergie
caractéristique associée est de l’ordre de la masse des hadrons, soit approximativement le GeV. En
1964, Gell-Mann 1 et Zweig 2 suggérèrent indépendamment que les hadrons étaient en fait com-
posés de constituants plus fondamentaux : les quarks. Le modèle des quarks était alors plus une
méthode de classification des hadrons qu’un modèle dynamique capable de décrire les interactions
entre hadrons. Peu avant que le modèle des quarks ait été proposé, Gell-Mann 3 et Ne’eman 4

avaient indépendamment montré que les hadrons pouvaient être classés dans des représentations
irréductibles du groupe de symétrie SU(3). Ainsi les mésons appartenaient à la représentation sin-
gulet 1 ou octet 8 tandis que les baryons appartenaient à la représentation 8 ou décuplet 10 de
SU(3). Le modèle des quarks est une réalisation explicite de la symétrie SU(3) de saveur.

L’autre approche a consisté à faire des expériences de diffusion aux plus hautes énergies possibles
pour casser le hadron et libérer ses constituants, s’ils existent. C’est ce qui a conduit au modèle des
partons de J.D. Bjorken 5 et R.P. Feynman 6, formulé en 1969-1972, faisant suite à la découverte, en
1968, de la structure granulaire du proton dans la diffusion électron-proton à l’accélérateur linéaire
du SLAC par Friedman, Kendall, Taylor et al. 7.

1. M. Gell-Mann Phys. Lett. 8 (1964) 214.
2. G. Zweig, prétirage CERN-TH-412 (1964) ; cet article a été refusé à la publication.
3. M. Gell-Mann Phys. Rev. 125 (1962) 1067.
4. Y. Ne’eman Nuc. Phys. 26 (1961) 222.
5. J. D. Bjorken, Phys. Rev. 179 (1969) 1547.
6. R.P. Feynman, Photon-hadron interactions, Frontiers in Physics, W.A. Benjamin,Reading, Massachusetts, 1972.
7. E. D. Bloom et al., Phys. Rev. Lett. 23 (1969) 930 ; M. Breidenbach et al., ibid. 935.
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6.1 Spectroscopie et modèle des quarks

Considérons d’abord le système plus simple du proton et du neutron. On les distingue essen-
tiellement par leurs propriétés électromagnétiques puisqu’ils subissent la même interaction forte et
qu’ils ont presque la même masse.

• L’isospin
Pour ”comprendre” ceci Heisenberg a introduit la notion d’isospin et a considéré que le proton

et le neutron étaient les deux membres d’un même doublet (2) d’isospin :

p ≡ (I = 1
2 ; I3 = +1

2) isospin ”up”, proton

n ≡ (I = 1
2 ; I3 = −1

2) isospin ”down”, neutron

Du point de vue des interactions fortes le proton et le neutron apparaissent comme une seule et
même particule, le nucléon d’isospin I = 1

2 , leur seule diffèrence étant la charge électrique. Ceci

est en analogie formelle avec la notion de spin où une particule de spin s = 1
2 a deux états de

polarisation s3 = ±1
2 . Ceci est illustré par le diagramme

n p

-1/2 +1/2

Isospin

I3

Pour former le noyau des atomes on combine protons et neutrons et les règles pour obtenir l’isospin
d’un système à plusieurs nucléons sont analogues à celles utilisées pour additionner le spin. En
particulier, I3 est un nombre quantique additif. Ainsi pour un système de deux nucléons on a

(pp) ≡ (I = 1; I3 = 1)
1√
2
(pn+ np) ≡ (I = 1; I3 = 0)

(nn) ≡ (I = 1; I3 = −1)



 triplet (3) d’isospin

1√
2
(pn− np) ≡ (I = 0; I3 = 0) singulet (1) d’isospin

• Le groupe SU(2)
En langage mathématique on dit que le proton et le neutron appartiennent à la représentation

fondamentale du groupe de symétrie SU(2). Les deux éléments de cette représentation sont dénotés

ζ1 =

(
1
0

)
pour le proton et ζ2 =

(
0
1

)
pour le neutron,

et l’action d’un élément du groupe sur la représentation fondamentale est donnée par

U(θi) = e−iθi
σi
2 , i = 1, 2, 3

où les générateurs σi sont les matrices de Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
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qui satisfont [σi
2
,
σj
2

]
= iǫijk

σk
2
.

Le tenseur ǫijk est totalement antisymétrique avec ǫ123 = 1. Les θi, introduits plus haut, sont des
nombres réels. L’opérateur d’isospin I3 est donc représenté par I3 = σ3

2 puisque

I3 ζ
1 =

1

2
ζ1 , I3 ζ

2 = −1

2
ζ2

en accord avec les nombres quantiques I3 assignés au proton et au neutron. On peut remarquer
que la matrice U(θi) est unitaire (U †U = 1) puisque les matrices σi sont hermitiennes (σi = σ†i ).
Les transformations du groupe préservent donc la forme ζ†ζ. De plus, puisque det U(θi) = 1 on a
affaire au groupe SU(2) et non U(2).
Les représentations d’ordre supérieur sont construites comme produits tensoriels de représentations
fondamentales. Ainsi la collection des éléments ζ iζj peut être décomposée en

ζ iζj = ζ{ij} + ζ [ij]

où {ij} ([ij]) dénote respectivement la symétrisation (l’antisymétrisation) sur les indices ij. On peut
facilement montrer que les propriétés de symétrie et d’antisymétrie sont préservées par l’action d’un
élément du groupe et qu’aucun sous-ensemble des ζ{ij}, ζ [ij] n’est invariant sous l’action du groupe :
on dit que les ζ{ij} et ζ [ij] sont des représentations irréductibles du groupe SU(2). L’équation ci-
dessus signifie simplement que le produit de deux représentations fondamentales se décompose en
somme directe de deux représentations irréductibles que l’on écrit

2⊗ 2 = 3⊕ 1

où l’on caractérise chaque représentation n par le nombre d’éléments n qu’elle contient. Ainsi, la
représentation symétrique a 3 éléments et la représentation antisymétrique un seul élément qui est
donc invariant sous l’action du groupe (I = 0). On peut généraliser la construction ci-dessus et
écrire, par exemple,

2⊗ 2⊗ 2 = (3⊕ 1)⊗ 2
= 4⊕ 2⊕ 2

La représentation 4 est composée des éléments totalement symétriques ζ{ijk} alors que chacune des
représentations 2 est de symétrie mixte, composée respectivement des éléments ζ{[ij]k} et ζ [{ij}k].

• L’étrangeté
Parmi tous les hadrons apparaissant dans la table des particules certains ont un temps de

vie ”extrêmement” long : par exemple le baryon Σ− → nπ− avec un temps de vie τ ∼ 10−10

sec est à contraster avec le baryon ∆(1232), de masse similaire, qui se désintègre aussi en nπ
avec une largeur de l’ordre de Γ = 100MeV, soit un τ ∼ 10−23 sec (on rappelle τ = ~/Γ =
0, 67 10−23[MeVsec]/Γ[MeV]) qui est une valeur typique pour une résonance hadronique. De même
le méson K, de masse 494 MeV, a un temps de vie τ ∼ 10−8 sec qui est à comparer avec celui
du méson ρ(770), par exemple, qui est τ ∼ 10−23 sec. Ces particules sont cependant produites en
paires avec une section efficace typique des interactions fortes : ainsi la réaction πp → KΣ a une
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section efficace du même ordre de grandeur que πp→ ρ∆. Pour décrire ce phénomène, Gell-Mann
et Nishijima introduisirent, indépendamment, un nouveau nombre quantique additif, l’étrangeté.
Toutes les observations expérimentales pouvaient ”se comprendre” si l’on supposait que l’étrangeté
était une symétrie exacte des interactions fortes (ainsi que des interactions électromagnétiques)
c’est-à-dire que le nombre quantique d’étrangeté était conservé lors d’un processus d’interactions
fortes. On a assigné l’étrangeté

S = 0 à π, ρ, ..,N,∆, ... (particules ordinaires)
S = 1 à K+,K0

S = −1 à Λ,Σ±,Σ0

Les antiparticules ont l’étrangeté −S de la particule. Ainsi les réactions π−p→ K+Σ− et K−p→
K0n qui ont une étrangeté S = 0 ou −1 respectivement sont des processus d’interactions fortes
normaux. En revanche les désintégrations K+ → π+π− ou Σ− → nπ− violent la conservation
d’étrangeté et ne sont donc pas des processus d’interactions fortes : le taux de désintégration est
alors très petit (caractéristiques des interactions faibles) correspondant à un temps de vie très long.

Avec ce nouveau nombre quantique additif à notre disposition, l’idée a alors été d’élargir le
groupe de symétrie SU(2) d’isospin. Un candidat ”naturel” était SU(3).

• Le groupe SU(3)

La représentation fondamentale du groupe SU(3) est un triplet 3 d’éléments dénotés

ζ1 =




1
0
0


 , ζ2 =




0
1
0


 , ζ3 =




0
0
1


 .

Les éléments du groupe agissant sur cette représentation fondamentale sont paramètrés par les
matrices 3× 3

U(θj) = e−iθj
λ
2
j j = 1, ...8; θj paramètres réels.

Les huit matrices 3 × 3 de Gell-Mann, λj , sont pour le groupe SU(3) l’équivalent des matrices de
Pauli du groupe SU(2). Elles satisfont les relations d’anticommutation

[
λi
2
,
λj
2

]
= ifijk

λk
2

où les constantes de structure fijk du groupe sont totalement antisymétriques sur les indices. Il
peut être intéressant d’avoir la forme explicite de certaines matrices λj. Ainsi

λj =

(
σj 0
0 0

)
, j = 1, 2, 3 ; λ3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0


 ; λ8 =

1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2


 .

On peut construire les représentations d’ordre plus élevé par produit tensoriel de la représentation
fondamentale,

3⊗ 3 = 6⊕ 3̄
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où la représentation 6 est totalement symétrique et la représentation 3̄ est la représentation
conjuguée de la représentation fondamentale (l’action du groupe sur les élements de la représentation
conjuguée est paramètrée par les matrices U(θi)

∗). On a de plus

3⊗ 3̄ = 8⊕ 1

et

3⊗ 3⊗ 3 = 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1

où la représentation 10 est totalement symétrique et la représentation singulet 1 est totalement
antisymétrique.

On a observé que tous les mésons pouvaient être classés dans les représentations octet et singu-
let, c’est-à-dire dans des représentations irréductibles construites à partir du produit 3 ⊗ 3̄ tandis
que tous les baryons appartenaient à des octets ou des décuplets qui peuvent être construits à partir
du produit 3⊗3⊗3. Aucun hadron n’apparaissait comme membre de la représentation fondamen-
tale. Ces observations ont conduit Gell-Mann et Zweig à introduire les quarks comme éléments de
la représentation fondamentale de SU(3) et à construire les hadrons à partir des quarks. C’est ce
que l’on appelle la symétrie SU(3) de saveur où la saveur dénote ici l’isospin et l’étrangeté. Nous ne
parlerons pas des saveurs lourdes telles que le charme, la beauté, le ”top” pour lesquelles on peut
introduire le groupe SU(4), ....

• Le modèle des quarks de Gell-Mann et Zweig.
On introduit trois quarks 8 avec les nombres quantiques suivants :

quark saveur spin I I3 S B Y Q

u up 1/2 1/2 1/2 0 1/3 1/3 2/3

d down 1/2 1/2 −1/2 0 1/3 1/3 −1/3

s étrange 1/2 0 0 -1 1/3 −2/3 −1/3

Le nombre quantique baryonique B est additif et a pour valeur
- B = 0 pour les mésons (résonances hadroniques de spin entier ou nul),
- B = 1 pour les baryons (résonances de spin 1

2 , 3
2 , ...)

- B = −1 pour les antibaryons.
Il est introduit pour ”expliquer” pourquoi le nucléon et plus généralement les baryons ne se
désintègrent pas en pions. On a également l’étrangeté S et l’hypercharge, Y , qui n’est pas
un nombre quantique indépendant puisqu’elle satisfait :

Y = B + S

de sorte qu’avec le choix B = 1
3 pour les quarks la somme de l’hypercharge des membres du triplet

de quarks est nulle. Finalement la charge est reliée aux autres nombres quantiques par

Q = I3 +
Y

2
.

Dans le plan d’isospin et d’hypercharge, les triplets de quarks et d’antiquarks ont la représentation

8. Zweig les appelait les as.
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Y

d u

s

1/3

l31/2-1/2

-2/3

quarks

Y

2/3

l3

1/2-1/2

-1/3
du

s

antiquarks

En termes des éléments de la représentation fondamentale de SU(3) on fait l’identification suivante :

u =




1
0
0


 , d =




0
1
0


 , s =




0
0
1




et les générateurs d’isospin I3 et d’hypercharge sont les matrices diagonales,

I3 =
λ3
2

=
1

2




1
−1

0


 , Y =

λ8√
3

=
1

3




1
1
−2




de telle sorte que
I3 u = 1

2u , Y u = 1
3 u

I3 d = −1
2d , Y d = 1

3 d

I3 s = 0 , Y s = −2
3 s

en accord avec les nombres quantiques assignés aux quarks dans le tableau ci-dessus. Les antiquarks,
dénotés ū, d̄, s̄ appartiennent à la représentation conjuguée 3̄ et, écrits comme vecteurs lignes, se
transforment sous l’action de U † à droite.

• Les hadrons
Ils sont composés de quarks et d’antiquarks de sorte que leur charge et leur nombre baryonique
aient des valeurs entières.
Les mésons, qui ont un nombre baryonique nul (B = 0) sont des états liés quark-antiquark, soit

M = (qi q̄j) i, j = u, d, s...

Ils appartiennent donc aux représentations irréductibles 8 et 1 de SU(3)|saveur puisque

3⊗ 3̄ = 8⊕ 1.
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Le ”nonet” (8 + 1) de mésons a dans le plan (I3, Y ) la représentation suivante

1

l3
1

(us)

(ud)

K+

π+

K0

(sd)
-1

π0 η η '

(ds)

K0

(du)

-1

(su)

K-

π-

Le nonet du π (pseudoscalaire de spinparité JP = 0−)

Il y a trois états neutres c’est-à-dire des états avec I3 = Y = 0 :

1. le singulet dont la fonction d’onde s’écrit

1 =
1√
3

(uū+ dd̄+ ss̄)

Cet état est invariant sous l’action du groupe SU(3) et c’est donc aussi un singulet d’isospin,
I = 0.

2. deux membres de l’octet, l’un d’isospin I = 1, de fonction d’onde 1√
2
(uū − dd̄) que l’on

identifie au π0, l’autre, d’isospin I = 0, avec la fonction d’onde 1√
6
(uū+ dd̄− 2ss̄).

La symétrie SU(3)|saveur n’étant en fait pas une symétrie exacte (elle est brisée en particulier
par les termes de masse des quarks md ∼ mu 6= ms) les deux états avec I = 0 de l’octet et
du singulet se mélangent pour former les mésons η et η′.

On peut classer de cette façon les mésons vecteurs (J = 1) associés au méson ρ (nonet du
ρ) et, prenant en compte le moment angulaire orbital entre les quarks et antiquarks, classer
en principe tous les mésons. Il est amusant de constater que le modèle des quarks exclut les
états avec les nombres quantiques JPC = 0+−, 0−− et 1−+ (parité P , conjugaison de charge
C) pour lesquels il n’existe toujours pas ”d’évidence expérimentale” certaine (cf. table de
classification des mésons).

Les baryons, de nombre quantique baryonique 1, sont constitués de trois quarks

B = (qiqjqk) i, j, k = u, d, s...

et du point de vue des représentations on rappelle

3⊗ 3⊗ 3 = 10 + 8⊕ 8⊕ 1

Il n’existe pas de baryons correspondant à la représentation 1 totalement antisymétrique. L’octet
du proton (J = 1

2 ) et le décuplet du ∆(J = 3
2) ont la composition suivante



114 CHAPITRE 6. HADRONS ET QUARKS + · · ·

l3
Λ

(udd)

l3

le décuplet du ∆

y

(uud)

pn

Σ0Σ−

Ξ0Ξ−

(ddd) (uuu)

∆0∆− ∆+ ∆++

Ω−

l'octet du proton

Σ+ Σ− Σ0 Σ+

Ξ0Ξ−

Il est à noter que le baryon Ω = (sss) a été prédit par le modèle des quarks avant sa découverte
expérimentale.

• La couleur

L’exemple du décuplet permet d’illustrer de façon simple un problème fondamental du modèle
des quarks tel que décrit ci-dessus. Considérons, par exemple, la particule ∆++ = (uuu) et plus
précisément le ∆++ en un état de spin sz = 3

2 (chaque quark a son spin orienté vers le haut, ce que
l’on écrit dans le modèle

∆++(sz =
3

2
) = (u↑u↑u↑)

et la fonction d’onde du ∆++ est symétrique par échange de deux quarks, en contradiction avec la
statistique de Fermi-Dirac qui demande que la fonction d’onde soit antisymétrique. Pour résoudre
ce problème, on introduit un nouveau nombre quantique, la couleur 9. Chaque quark existe en trois
variétés de couleurs i = R,G,B de sorte que l’on a

u =




uR
uG
uB


 d =




dR
dG
dB


 s =




sR
sG
sB




A ce nouveau nombre quantique est associé le groupe de symétrie de couleur SU(3), quelquefois
dénoté SU(3)c pour le distinguer de la symétrie SU(3) de saveur opérant sur les u, d, s. Chaque quark
est donc un triplet de couleur et on postule que les hadrons sont des 1 de couleur (les hadrons sont
incolores) c’est à dire que leur fonction d’onde est invariante sous l’action d’un élément du groupe 10.

9. H. Fritzsch, M. Gell-Mann, H. Leutwyler, Phys. Lett. 47B (1973) 365.
10. Avant l’hypothèse de couleur à la Fritzsch/Gell-Mann/Leutwyler, O. W. Greenberg avait introduit les quarks

comme parafermions d’ordre 3 (Phys. Rev. Lett. 13 (1964) 598) ; un peu plus tard, M.Y. Han et Y. Nambu ont
proposé un modèle à trois triplets de quarks de charge entière fondé sur une double symétrie SU(3) (Phys. Rev.
139 (1965) B1006) ; en Union Soviétique le nombre quantique de couleur avait été proposé indépendamment par N.
N. Bogoliubov, B. Struminsky et A. Tavkhelidze, in High Energy Physics and Elementary Particles, IAEA, Vienna
(1965).
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Ainsi la fonction d’onde du ∆++ est :

∆++ =
1√
6
u↑iu

↑
ju

↑
k =

= =
1√
6

(
u↑Ru

↑
Gu

↑
B − u

↑
Ru

↑
Bu

↑
G + u↑Bu

↑
Ru

↑
G − u

↑
Bu

↑
Gu

↑
R + u↑Gu

↑
Bu

↑
R − u

↑
Gu

↑
Ru

↑
B

)

qui est antisymétrique sous la permutation de deux éléments. De manière générale, la fonction
d’onde du baryon est construite de façon qu’elle soit totalement antisymétrique dans l’espace des
couleurs mais totalement symétrique en ce qui concerne le moment orbital ⊗ spin ⊗ saveur. On
”comprend” aussi qu’il n’existe pas de baryon dans la représentation 1 de saveur, associé à l’octet
du proton et au décuplet du ∆, car sa fonction d’onde serait globalement symétrique, puisqu’anti-
symétrique à la fois dans l’espace des couleurs et des saveurs.

Les mésons sont aussi des singulets de SU(3)c, et leur fonction d’onde s’écrit, du point de vue de
la couleur

M =
1√
3

3∑

i

q̄iq
′
i =

1√
3

(
q̄Rq

′
R + q̄Gq

′
G + q̄Bq

′
B

)

Les règles ci-dessus ”expliquent” pourquoi il n’existe pas d’états hadroniques (qq) ou (qqq̄) puis-
qu’ils ne sont pas des 1 de couleur, mais n’exclut pas l’existence de mésons (qqq̄q̄) (tetraquarks)
ou de baryons (qqqq̄q) (pentaquarks). Ces états ”exotiques” auraient des signatures particulières :
mésons doublement chargés, baryons triplement chargés ou avec des nombres quantiques interdits
par le modèle : JPC = 0+−, 0−− et 1−+. La recherche de ces états fait l’objet de nombreuses études
expérimentales et théoriques mais la situation est en constante évolution, certaines résonances ob-
servées dans une expérience n’étant pas vues dans une autre 11.

On reviendra dans le chapitre consacré à QCD sur le choix de SU(3) plutôt que U(3) ou 0(3) comme
groupe de couleur (sec. 7.7).

Si la couleur est nécessaire pour la cohérence interne du modèle des quarks elle est aussi nécessaire
du point de vue expérimental comme on peut le voir sur l’exemple suivant et comme on le verra
dans les expériences à haute énergie telles que l’annihilation e+ + e− → hadrons.

• La désintégration π0 → γγ

Le diagramme correspondant à ce processus est

γ

γ

u,d

π0

11. Cependant la collaboration LHCb au CERN a récemment annoncé la découverte non ambigüe de deux états
pentaquarks, Pc(4380) et Pc(4450), respectivement de spin 3/2 et 5/2 ; R. Aaij et al., Observation of J/ψp resonances

consistent with pentaquark states in Λ0
b → J/ψK−p decays, Phys. Rev. Lett. 115 (2015) 072001.
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Comme la fonction d’onde du π0 ∼ uū− dd̄, l’élément de matrice est de la forme

M(π0 → γγ) ∼ (e2u − e2d)N

où eu, ed sont la charge des quarks et N = 3 le nombre de couleurs. Le calcul complet donne

Γ(π0 → γγ) =
( α

2π

)2 m3
π

8πfπ

(
N(e2u − e2d)

)2

où fπ ≈ 93 MeV est la constante de désintégration du pion (mesurée dans la voie π → µν) qui
est une mesure du facteur de forme de la transition π0 en qq̄. La charge des quarks apparâıt au
carré dans l’élément de matrice car la boucle de quark se couple à deux photons et le facteur N
est nécessaire pour prendre en compte la somme sur toutes les couleurs possibles des quarks dans
la boucle. Pour N = 3 on trouve un bon accord avec le résultat expérimental alors que l’absence
de couleur (N = 1) aurait conduit à un résultat 9 fois trop petit.

6.2 La diffusion profondément inélastique (DIS).

L’observation que les hadrons ne sont pas élémentaires mais composés de constituants ”plus
petits” vient aussi des processus de diffusion à haute énergie : comme on le sait, par les relations de
Heisenberg, les hautes énergies sont équivalentes aux courtes distances et permettent d’explorer la
matière aux petites échelles de longueur. Historiquement, l’expérience qui a joué un rôle fondamental
est la diffusion profondément inélastique du nucléon (Deep Inelastic Scattering : DIS) années 1960.
Le processus considéré est :

e−N → e−X(ou µ−N → µ−X)

où N est un nucléon et X un système hadronique non détecté. En diagramme, nous avons :

X

γ∗

k
k′

P

θ

q

Le photon virtuel émis par l’électron (ou le muon) est absorbé par le nucléon qui se casse en
de nombreux hadrons. Cette expérience a été faite dans plusieurs laboratoires (SLAC, CERN,
FERMILAB) sur des cibles fixes et plus récemment au collisionneur HERA électron-proton et
positon-proton du laboratoire DESY à Hambourg dont les derniers résultats par les collaborations
H1 et ZEUS ont été publiés en 2010. Les domaines d’énergie couverts sont typiquement :

SLAC Ee− ≃ quelques GeV , N au repos
√
seN ∼ 5 GeV 1968

CERN Eµ ≃ 100 GeV , N au repos
√
seN ∼ 15 GeV

FERMILAB Eµ ≃ 300 GeV , N au repos
√
seN ∼ 25 GeV

HERA Ee− ≃ 27 GeV , Ep ≃ 820 GeV
√
sep ∼ 300 GeV 2010
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6.2.1 Cinématique de la diffusion lepton-nucléon

Du point de vue expérimental, on n’observe que le lepton sortant à haute énergie et on ne
regarde pas les détails du système hadronique. Dans le référentiel du laboratoire on a les impulsions
suivantes pour les différentes particules en jeu :

nucléon, N P = (M,~0)
e− entrant, k = (ω, 0, 0, k) ≃ (ω, 0, 0, ω), ω >> m,masse du lepton
e− sortant, k′ = (ω′, ω′ sin θ, 0, ω′ cos θ)
photon virtuel, q = (ω − ω′,−ω′ sin θ, 0, ω − ω′ cos θ), impulsion du transfert,

où θ est l’angle de diffusion du lepton. On utilise habituellement les variables suivantes :

Q2 = −q2 = 4ωω′ sin2 θ
2 , carré de l’impulsion de transfert

ν = ω − ω′, énergie du γ∗ dans le laboratoire

y =
2Pq

2Pk
=
ν

ω
, fraction d’énergie de e− transférée au système hadronique

x =
Q2

2Pq
=

Q2

2Mν
, variable de Bjorken, sans dimension

(6.2.1)

La variable de Bjorken joue un rôle très important dans l’analyse des données de l’inélastique
profond et elle aura une signification physique dans le cadre du modèle des partons. On peut alors
écrire, pour la collision γ∗N → X,

M2
X = (P + q)2 = M2 +Q2 (1− x)

x

On observe que puisque M2
X > M2 (le nucléon étant le plus léger des baryons), on a nécessairement

0 ≤ x ≤ 1,

le cas x = 1 étant celui de la diffusion élastique. On a aussi la contrainte 0 < y < 1.

On va considérer le cas où ν, l’énergie du photon virtuel dans le laboratoire, et Q2, la virtualité
du photon, sont grandes, telles que x = Q2/2Mν fini soit 6= 0, 1. Cela correspond également
à une grande énergie invariante MX du système photon-hadron. Pourquoi cette limite est-elle
intéressante ? D’après les relations de Heisenberg on a

∆l ∼ 0, 2 GeV fm

|~q| [GeV]
.

Si |~q| varie de ∼ 2 à ∼ 200 GeV, alors ∆l varie de ∼ 10−1 à ∼ 10−3 fermi, à comparer à la dimension
du proton qui est d’environ 1 fermi = 10−15 mètre. Dans cette limite, à haute énergie, le photon
a un grand pouvoir de résolution et sert donc à explorer la structure du proton. On peut aussi
estimer le temps d’interaction dans le laboratoire qui est de l’ordre de :

∆t ∼ 6, 6 10−25 GeV sec

ν [GeV]
, ν énergie du γ∗,
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soit ∆t ∼ 3, 3 10−27 seconde pour ν ∼ 200 GeV. La limite ”profondément inélastique” est définie
par

Q2 →∞
2Mν = 2P.q →∞ de telle sorte que x = Q2

2P.q fini, 6= 0, 1,

aussi appelée limite de Bjorken.

6.2.2 Dynamique

La section efficace totale de la diffusion e−N → e−X est

σ =
1

4P.k

∫
d3k′

(2π)32ω′
d4PX

(2π)3
(2π)4δ(4)(P + q − PX)

∑
| M |2

=
1

4P.k

∫
d3k′

(2π)22ω′
∑
| M |2 (6.2.2)

où
∑ | M |2 est le carré de l’élément de matrice de la transition e−N → e−X, sommé sur tous les

états X et intégré sur l’impulsion du lepton final ainsi que sur la masse et l’impulsion du système
X. La variable d’intégration est d4PX plutôt que le traditionnel d3PX/(2EX ) puique la masse du
systme X n’est pas fixée (on rappelle d3PX/(2EX ) = d4PXδ(P

2
X −M2

X) θ(EX)). Enfin, 1/4P.k est
le facteur de flux (on néglige la masse des particules initiales). La carré de l’élément de matrice est
représenté par

X

γ∗

k
k′

P

γµ

q

γν
k′

k

γ∗

et on l’écrit sous forme factorisée,

∑

spin

| M |2=
e4

(Q2)2
LµνWµν . (6.2.3)

Le facteur e4 est conventionnel. L’interaction photon-lepton Lµν est connue et par application des
règles de QED on a, supposant mlept = 0,

Lµν =
1

2
Tr(6 k′γµ 6 kγν) = 2(kµk′ν + kνk′µ − k.k′gµν) (6.2.4)

qui est un tenseur symétrique en µ et ν. Le propagateur du photon contribue un facteur 1/(Q2)2

au carré de l’élément de matrice. L’interaction photon-hadron, en revanche, est inconnue et on va
donc la paramétrer. Après sommation sur les spins et prise en compte de la contrainte PX = P + q,
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W µν ne dépend plus que des impulsions P , q. Le tenseur le plus général que l’on peut construire
est le suivant :

W µν(P, q)=V1g
µν +V2P

µP ν+V3(q
µP ν+qνPµ)+V4(qµP ν − qνPµ)+V5q

µqν+V6ǫ
µνρσPρqσ (6.2.5)

où les Vi sont des fonctions des invariants Vi(Q
2, P.q, P 2) (ǫµνρσ est le tenseur totalement antisymé-

trique défini par ǫ0123 = 1). La conservation du courant impose les contraintes qµW
µν = qνW

µν = 0,
ce qui implique que les coefficients des vecteurs qµ, Pµ dans les équations ci-dessus soient nuls, d’où :

(V1 + V3P.q + V4P.q + V5q
2)qµ + (V2P.q + V3q

2 − V4q2)Pµ = 0,

(V1 + V3P.q − V4P.q + V5q
2)qν + (V2P.q + V3q

2 + V4q
2)P ν = 0.

Comme Pµ et qµ sont deux vecteurs indépendants, on aura :

V4 = 0, V1 + V3P.q + V5q
2 = 0, V2P.q + V3q

2 = 0, (6.2.6)

ce qui implique deux fonctions indépendantes parmi les V1, · · · , V5. D’autre part V6 n’est pas
contraint puisque ǫµνρσqνPρqσ = 0, mais il ne contribuera pas à la convolution LµνWµν puisque Lµν

est symétrique en µν et ce terme antisymétrique (terme de violation de la parité qui existe effecti-
vement dans la diffusion νN → eX, mais pas dans eN → eX ). Il est traditionnel de paramétrer le
tenseur hadronique par :

W µν = −2MW1(g
µν − qµqν

q2
) +

2W2

M
(Pµ − P.q

q2
qµ)(P ν − P.q

q2
qν) (6.2.7)

qui est la forme la plus générale pour l’amplitude W µν qui (i) respecte la parité et (ii) l’invariance
de jauge de QED. On a les relations suivantes entre les fonctions Vi et Wj :

W1 = − V1
2M

, W2 =
M

2
V2, V3 = −P.q

q2
V2, V5 =

(P.q)2

q4
V2 −

V1
q2
. (6.2.8)

Les fonctions de structure W1, W2 dépendent des scalaires Q2, 2P.q, P 2 = M2 mais on choisit
plutôt comme arguments x = Q2/2P.q,Q2,M2 et on écrit donc W1(x,Q2,M2), W2(x,Q

2,M2). On
note que chacun des deux tenseurs composant W µν satisfait à la condition qµT

µν = 0. Contractant
avec le tenseur leptonique on obtient :

e4

(Q2)2
LµνWµν =

e4

(Q2)2
2M

[
2W1Q

2 +W2

(
4(P.k)(P.k′)

M2
−Q2

)]
, (6.2.9)

avec k.q = −k′.q = −k.k′ = q2/2 = −Q2/2. Dans le repère du laboratoire, on a donc (2P.k =
2Mω, 2P.k′ = 2Mω′) :

e4

(Q2)2
LµνWµν = 8Mωω′ e4

(Q2)2

(
2W1 sin2 θ

2
+W2 cos2

θ

2

)
(6.2.10)

Reportant cette expression dans la section efficace lepton-proton éq. (6.2.2) on obtient :

σ = 2e4
∫

d3k′

(2π)22ω′
ω′

(Q2)2

(
2W1 sin2 θ

2
+W2 cos2

θ

2

)
, (6.2.11)
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d’où, avec |~k′| = ω′ et d3k′ = ω′2dω′d cos θdϕ → 2πω′2dω′d cos θ (| M |2 ne dépend pas de ϕ), on
obtient la section efficace différentielle dans le repère du laboratoire :

dσ

dω′d cos θ
=

2πα2

4ω2 sin4 θ
2

(
2W1(x,Q2,M2) sin2 θ

2
+W2(x,Q

2,M2) cos2
θ

2

)
.

En utilisant dQ2dν = 2ωω′dω′d cos θ, on peut écrire la section efficace différentielle comme

dσ

dQ2dν
=

4πα2

(Q2)2
ω − ν
ω

(
2W1(x,Q2,M2) sin2 θ

2
+W2(x,Q

2M2) cos2
θ

2

)
.

Remarques :
— La dynamique de l’interaction γ∗N est entièrement contenue dans les fonctions W1, W2.
— La section efficace décroit quand ω ou θ augmente, ou de façon équivalente, quand Q, ν

augmente. Puisque la section efficace à mesurer est très petite il faudra des faisceaux de
leptons à très haute luminosité pour obtenir des données à grands ω, θ ⇔ grands Q2, ν.

— à énergie intiale ω fixée, en jouant sur ω′, θ on fait varier x et Q2 et on peut extraire
W1(x,Q2,M2), W2(x,Q

2,M2) expérimentalement.
— les fonctions W1, W2 ont la dimension de l’inverse d’une masse, en GeV−1 par exemple,

puisque, si le symbole [...] dénote la dimension en unité de masse d’une quantité on a
[

dσ

dQ2dν

]
=

[
1

M5

]
=

[
W1

M4

]
=

[
W2

M4

]
.

MW1, MW2, νW1 νW2 sont alors sans dimension. Ne considérant que les fonctions MW1

et νW2, qui joueront un rôle plus bas, on peut les exprimer comme fonctions de variables
sans dimension et on est en droit d’écrire

MW1

(
x,
M2

Q2

)
= F1(x,

M2

Q2
), νW2

(
x,
M2

Q2

)
= F2(x,

M2

Q2
).

où MW1 et νW2 sont les notations historiques et F1 et F2 les notations modernes.

6.2.3 Résultats de l’expérience

L’expérience permet de mettre en évidence les deux faits importants suivants :

1.

νW2

(
x,
M2

Q2

)
≡ νW2(x) (6.2.12)

c’est-à-dire qu’il n’y a pas de dépendence explicite en Q2, à l’intérieur des barres d’erreurs
expérimentales (voir Fig. 6.1). C’est la propriété d’invariance d’échelle. On a même une
invariance d’échelle précoce puisque cette propriété est vérifiée pour des valeurs de Q aussi
petite que la masse du proton (∼ 1 GeV). Si on avait fait un modèle prenant en compte le
rayon R du proton on aurait eu une dépendance du type exp(−R2Q2) qui n’est pas observée.
Tout se passe donc comme si le photon virtuel était insensible à la taille du proton, en
d’autres termes le photon virtuel qui a un pouvoir de résolution meilleur que 10−1 fermi se
couple à un constituent du proton, sans structure, sans dimension, plutôt qu’au proton.
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2. La relation

2MW1(x) ≡ νW2(x)

x
=
P.q W2(x)

Mx
(6.2.13)

est satisfaite expérimentalement (relation de Callan-Gross). Le dernière expression est sim-
plement la forme invariante de νW2(x)/x.

Figure 6.1 – Résultats expérimentaux de SLAC en 1968, montrant l’invariance d’échelle de la
fonction νW2 à la valeur de x = 1/ω = 0, 25.

Avant de montrer comment ces deux propriétés se comprennent dans le modèle des partons de spin
1
2 , il est utile d’étudier la section différentielle sous forme invariante de Lorentz (⇒ dans un repère
général). D’après (6.2.9) et (6.2.2), la section efficace s’écrit

σ =
1

4P.k

e4

(2π)2

∫
d3k′

2ω′
2M

(Q2)2

(
2W1Q

2 +W2

(
4(k.P )(k′.P )

M2
−Q2

))
.
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Introduisons les ”variables de Mandelstam” s, t, u de la diffusion électron-proton,

(P + k)2 = s 2k.P = s−M2 2k.q = −Q2

(k − k′)2 = t = −Q2 (6.2.14)

(P − k′)2 = u 2k′.P = M2 − u 2k′.q = Q2,

où l’on a systématiquement négligé la masse des leptons. Le coefficient de W2 devient

−
(

(s−M2)(u−M2)

M2
+Q2

)

et, en utilisant la relation s+ t + u = M2
X +M2, ⇒ s + u = Q2/x +M2 ∼ Q2/x quand Q2 →∞,

on trouve :
ω′dσ
d3k′

=
α2

s

2

(Q2)2

{
Q2(2MW1 −

W2

M

P.q

x
) +

W2

2M
(s2 + u2)

}
. (6.2.15)

On remarque que le coefficient du terme en Q2 dans l’expression entre accolades n’est autre que la
formulation sous forme invariante de 2MW1 − νW2/x en terme des variables du laboratoire, qui
est nul par l’expérience. On obtient donc

ω′dσexp

d3k′
=
α2

s

(s2 + u2)

(Q2)2
W2

M
(6.2.16)

qui est l’expression sous forme invariante de la section efficace e−N → e−X ou µ±N → µ±X en
tenant compte de la contrainte expérimentale (6.2.13).

Note : La forme invariante est nécessaire car le modèle des partons n’est pas formulé dans le repère
du laboratoire mais dans le repère où P 0 = Enucléon →∞.

6.3 Le modèle des partons dans l’inélastique profond

Feynman a proposé de considérer le proton (ou le nucléon) comme composé de partons, qui
sont des objets sans structure (ponctuels) dont les nombres quantiques sont a priori inconnus (spin,
charge ...), mais qui doivent cependant former un objet de spin, charge, · · · connus. On va donc
supposer le proton composé de partons de type i portant chacun une impulsion pi :

pi = yiP

avec
∑

i yi = 1 et P = (E, 0, 0, E) = impulsion du proton. Toute l’impulsion du proton est portée par
les partons. On se place dans un repère où les composantes de P →∞ et on négligera éventuellement
les masses du proton et des partons.

Le postulat de base consiste à décrire l’interaction γ∗-hadron en termes d’interaction γ∗-parton
puisque le photon très virtuel a un pouvoir de résolution très élevé et qu’il peut donc ”voir” les
constituants du proton. Ceci est symbolisé par le diagramme suivant où le photon virtuel est absorbé
par le parton d’impulsion pi
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pi

γ∗

On peut faire le raisonnement très, très, très intuitif (à la russe) suivant pour comparer la durée de
l’interaction électromagnétique avec celle caractéristique de l’interaction qui lie les partons entre
eux dans le proton :

— Le ”temps de vie du photon virtuel” dans le repère d’énergie nulle est 1/
√
Q2 et dans le

repère du centre de masse photon-proton il peut être estimé à (q0/
√
Q2 est le facteur de

”boost” du repère du photon d’énergie nulle à celui du centre de masse) :

∆τem ∼
1√
Q2

q0√
Q2
∼ 1√

Q2
,

où on a négligé un facteur multiplicatif fonction de x d’ordre 1. ∆τem peut être considéré
comme le temps que dure l’interaction électromagnétique dans le repère du centre de masse
γ∗−proton et ∆τem → 0, quand

√
Q

2 →∞ ;
— Le temps caractéristique de l’interaction forte qui confine les partons dans le proton dans

le repère au repos du proton est 1/M (M , masse du proton est la seule échelle de masse-
énergie !) ; dans le repère γ∗−proton, c’est donc :

∆τint. forte ∼
1

M

E

M
∼
√
Q2

M2

.

Si on compare les temps caractéristiques, on a :

∆τem ∼
1√
Q2
≪ ∆τint. forte ∼

√
Q2

M2
.

On peut donc supposer que pendant le temps ∆τem que dure l’interaction γ∗pi, on va pouvoir
négliger l’interaction hadronique qui prend place sur une échelle de temps beaucoup plus grande :
les partons apparaissent libres et indépendants. Bien après l’interaction électromagnétique, les
partons se recombinent pour donner des hadrons avec une probabilité unité puisque l’on n’observe
que des hadrons dans le système X comme indiqué par le diagramme suivant :
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γ∗

e e

p
x

interactions fortes

interaction

electromagnétique

Les interactions fortes de confinement n’affectent pas l’interaction du γ∗ avec le parton. Il suffira
donc de calculer

γ∗

e e

interaction

electromagnétique

pi

pj

et d’ajouter ensuite de façon incohérente les sections efficaces invariantes epi pour reconstituer la
section efficace électron-proton.

6.3.1 Section efficace électron-parton

On va décomposer l’amplitude invariante de la manière suivante (cf. éq. 6.2.2) :

| M |2epi=
e2i e

4

Q4
Lµν Ŵµν︸︷︷︸

interact.γ∗-parton

.

où ei est la charge du parton mesurée par rapport à celle du proton e. La charge de l’électron
est prise égale à −e. On suppose pour le moment que les partons ont un spin 1

2 (certains partons

doivent avoir un spin 1
2 , puisque le proton a S = 1

2). On suppose que l’interaction photon-parton
est de la forme eieγµ ce qui conduit à poser par analogie avec QED (éq. 6.2.4),

Ŵµν = 2(piµp
′
iν + piνp

′
iµ − pi.p′igµν),

où l’impulsion du parton final est p′i = pi + q. Pour des partons de masse nulle on a alors,

| M |2epi= 8
e4e2i
Q4

(
(pi.k)2 + (pi.k

′)2
)

= 2
e4e2i
Q4

(
ŝ2 + û2

)
,
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avec les invariants partoniques ŝ = (pi + k)2 et û = (pi − k′)2. La section efficace sera donc :

σ̂ =
1

2ŝ

1

(2π)2

∫
d3k′

2ω′
d3p′i
2p

′0
i

δ(4)(k + pi − k′ − p′i) | M |2epi (6.3.17)

= 2
α2e2i
Q4

∫
d3k′

ω′ δ
(
2pi.q −Q2

) ŝ2 + û2

ŝ
. (6.3.18)

Au niveau partonique, la section efficace différentielle invariante aura donc la forme :

ω′dσ̂
d3k′

= 2
α2e2i
Q4

ŝ2 + û2

ŝ
δ(2pi.q −Q2). (6.3.19)

6.3.2 Section efficace électron-proton

Pour obtenir la section efficace hadronique, on va sommer de façon incohérente les diverses
contributions partoniques et calculer :

ω′dσ
d3k′

=
∑

i

∫ 1

0
dyFi(y)

ω′dσ̂
d3k′

∣∣∣∣
pi=yP

, (6.3.20)

où on exprime les invariants hadroniques en fonction des invariants partoniques et la fraction y
d’impulsion du quark dans le proton initial : ŝ = ys et û = yu, 2pi · q = y2P · q. Les Fi(y) sont
les probabilités de trouver dans le proton un parton de type i portant la fraction d’impulsion y du
proton. Dans notre modèle la section hadronique vaut donc :

ω′dσ
d3k′

= 2
α2

Q4

∑

i

e2i

∫ 1

0

dy

y
Fi(y) y2

s2 + u2

s
δ(2yP.q −Q2)

= 2
α2

s

s2 + u2

Q4
︸ ︷︷ ︸

indep. yi

∑

i

e2i

∫ 1

0
dy Fi(y) y δ(2yP.q −Q2)

=
α2

s

s2 + u2

Q4

∑

i

e2i
x

P.q
Fi(x) (6.3.21)

avec y = Q2/2Pq = x. Si on compare avec la formule de la section efficace différentielle invariante
électron-proton (6.2.16), on peut identifier :

W2

M
(x,

M2

Q2
) =

∑

i

e2i
x

P.q
Fi(x) (6.3.22)

qui est équivalent à (dans les variables du laboratoire P.q = Mν :

1

x
νW2(x,

M2

Q2
) =

∑

i

e2i Fi(x) (6.3.23)
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et, comme il n’y a pas de termes en Q2 dans
ω′dσ
d3k′

(voir éq. (6.2.15)), on retrouve aussi

2MW1(x,
M2

Q2
) =

1

x
νW2(x). (6.3.24)

Remarques :

— On voit donc que le modèle des partons reproduit bien l’invariance d’échelle, c’est-à-dire
W2(x,M2/Q2) = W2(x) ;

— La variable x = Q2/2P.q prend un sens physique : c’est l’impulsion normalisée du parton,
dans le proton, qui a subi l’interaction électromagnétique ;

— νW2/x est la somme, pondérée par le carré de la charge e2i , des probabilités de trouver un
parton de type i, ayant absorbé le photon, à un x donné.

— La relation 2MW1(x) = νW2(x)/x est une conséquence directe du spin 1
2 des partons et elle

montre que, dans le modèle des partons näıf, les seuls partons chargés dans le proton sont
de spin 1

2 .

Exercice : Montrer que pour des partons de spin 0 (couplage au γ donné par ei(pi + p′i)) on a
W1 ≡ 0.

6.3.3 Identification partons ≡ quarks + ...

Il est tentant d’identifier les partons de Feynman aux quarks de Gell-Mann et Zweig et de
supposer que le proton et le neutron, dans les expériences d’inélastique profond s’expriment comme
dans le modèle des quarks par :

proton = (uud)
neutron = (udd).

Ce sont les quarks de valence et on dénote uv(x) et dv(x) la distribution de ces quarks u et d dans
le proton. Avec le choix standard des charges, eu = 2/3 et ed = −1/3, on voit que le proton et le
neutron portent bien la charge 1 et 0 respectivement. Les nombres quantiques du nucléon (charge,
spin) sont portés par les quarks de valence. Par la symétrie d’isospin on a les relations entre les
densités partoniques du proton (p) et du neutron (n) :

F p
u (x) = Fn

d (x) = uv(x)
F p
d (x) = Fn

u (x) = dv(x)

L’expérience montrent que proton et neutron sont plus complexes que le modèle à 3 quarks ci-dessus
et qu’ils contiennent également des antiquarks. Ce sont les quarks de la mer, ou ”quarks matelots”,
dont la distribution est um(x) = ūm(x), dm(x) = d̄m(x). La somme des nombres quantiques portés
par les quarks de la mer est nulle ce qui explique les égalités précédentes. On définit :

u(x) = uv(x) + um(x)
d(x) = dv(x) + dm(x).
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En négligeant le rôle des quarks étranges, charmés, ”bottom”, on peut écrire suivant le modèle des
partons (voir éq. (6.3.23)) :

1

x
νW ep

2 =
4

9
(u(x) + ū(x)) +

1

9
(d(x) + d̄(x))

1

x
νW en

2 =
1

9
(u(x) + ū(x)) +

4

9
(d(x) + d̄(x)). (6.3.25)

où on utilise la notation simplifiée : um = ūm = ū, dm = d̄m = d̄. D’autre part, il est possible
de mesurer expérimentalement par la diffusion inélastique sur une cible (isoscalaire) de deutérium
= p+ n :

1

x
νW ep+en

2 =
5

9

(
u(x) + ū(x) + d(x) + d̄(x)

)

et ainsi calculer l’intégrale :

9

5

∫ 1

0
dx νW ep+en

2 =

∫ 1

0
dx x

(
u(x) + ū(x) + d(x) + d̄(x)

)

qui mesure l’impulsion totale, normalisée à celle du proton, portée par les quarks u, d, ū et d̄ dans
le nucléon. Si le proton et le neutron étaient formés seulement de quarks et d’antiquarks alors le
membre de droite devrait être égal à 1. Mais le résultat de cette expérience est :

〈x〉q+q̄ ≃ 0.45 6= 1. (6.3.26)

ce qui signifie que les quarks portent à peine la moitié de l’impulsion du nucléon, le reste étant
porté par des partons neutres : il est tentant, alors, d’identifier ces partons neutres aux ”gluons” qui
lient les quarks entre eux dans le nucléon On peut alors proposer l’image suivante pour le proton :

ds

ds

uv

uv
us

us

dv

Proton

Les quarks sont liés entre eux par une force portée par les gluons en QCD qui mènent à la création
de paires virtuelles uū, dd̄ (ss̄, cc̄, bb̄) comme schématisé ci-dessus. On ne sait pas calculer pertur-
bativement de telles interactions dans le proton.
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6.4 Diffusion neutrino-nucléon et modèle des partons

En complément à cette succinte introduction au modèle des partons näıf, on peut noter que la
diffusion ν-nucléon est susceptible d’une description similaire à celle de e-nucléon à condition de
remplacer l’échange d’un photon virtuel par l’échange d’un boson de jauge W± ou Z virtuel suivant
que l’on étudie les courants chargé ou neutre. Le cas des diffusions νµ-nucléon → µ−-nucléon ou
ν̄µ-nucléon → µ+-nucléon peuvent s’écrire particulièrement simplement 12. Dans le premier cas, au
vertex leptonique, un W+ virtuel est émis qui, dans le cas du modèle des partons, ne peut interagir
avec le proton que par W+ + d → u et W+ + ū → d̄, tandis que dans le deuxième cas on a, au
contraire W− + u→ d et W− + d̄→ ū comme représenté sur la figure ci-dessous :

W−

P

d
u

_ u

d

_

+

_

W+

P

d
u
_

u

d
_

−

W

P

d
u
_

u

d
_

On s’attend alors, de manière similaire à la diffusion e−-proton, à avoir les relations de type (cf.
éq. (6.3.25)) :

ν

x
W νp

2 (x) ∼ d(x) + ū(x) et
ν

x
W ν̄p

2 (x) ∼ u(x) + d̄(x). (6.4.27)

6.4.1 Diffusion neutrino-nucléon : courant chargé

Il existe plusieurs ensembles de données sur la diffusion ν ou ν̄ sur nucléon ou noyaux 13. Ils
couvrent cependant un domaine en Q2 relativement restreint, typiquement Q2 < 200 GeV2, com-
paré à la diffusion e±-N où on atteint des valeurs de Q2 = 3 104 GeV2 à HERA. D’autre part, du
fait de la non-conservation de la parité par l’interaction faible, la structure de la diffusion ν ou ν̄
avec production d’un lepton chargé, est différente de celle de e−-N . Suivant l’approche des sections
précédentes on va d’abord dériver la forme générale de la section efficace ν-N et en ensuite celle
dans le modèle des partons. La structure de l’amplitude de diffusion est donné par le diagramme

12. Les neutrinos sont produits par désintégration des pions chargés (aussi des kaons) et la désintégration du pion
en muon (π+ → µ+ + νµ, π

− → µ− + ν̄µ) est ∼ 104 plus importante qu’en électron (π+ → e+ + νe, π
− → e− + ν̄e).

13. Collaboration CDHSW, P. Berge et al., Zeit. Phys. C49 (1991) 187 ;
Collaboration E665, M.R. Adams et al., Phys. Rev. D54(1996) 3006 ;
Collaboration Chorus, G. Onengut et al., Phys. Lett. B632 (2006) 65 ;
Collaboration NuTeV, M. Tzanov et al., Phys. Rev. D74(2006) 012008.
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XN

W

−

k

k ’

q

où on reconnâıt le vertex leptonique, le propagateur du boson W et l’interaction inconnue W -
nucléon. Le vertex leptonique est :

−ig
W
γα(1− γ5) =

k ’

k

W

−

où on a introduit le couplage g
W

du boson W dont on specifiera la forme plus bas. Le propagateur
du boson de jauge est :

− i
gαβ − qαqβ/M2

W

q2 −M2
W

+ iΓ
W
M

W

. (6.4.28)

Contracté avec le vertex leptonique on voit que les termes proportionnels à qαqβ/M2
W

ne contribuent
pas si on néglige la masse des leptons. Comme pour la diffusion e−-N on écrit, sous forme factorisée,
le carré de l’amplitude de diffusion intégré sur tout l’espace de phase du système hadronique X,
voir éq. (6.2.2) :

∫
d4PX

(2π)3

∑

spin

| M |2 (2π)4δ(4)(P + q − PX) =
2πg4

W

(Q2 +M2
W

)2 + Γ2
W
M2

W

Lαβ
ν W ν

αβ

=
2πg4

W

M4
W

Lαβ
ν W ν

αβ (6.4.29)

où on a substitué le couplage et le propagateur du W à celui du photon. La deuxième ligne est la
forme appropriée pour les expériences actuelles où Q2 ≪ M2

W
(on a aussi Γ2

W
≪ M2

W
). Le tenseur

leptonique est construit à partir du vertex et on trouve :

Lαβ
ν = Tr[ū(k′)γα(1− γ5)u(k)ū(k)(1 + γ5)γβu(k′)]

= 8(k′αkβ + k′βkα − gαβk.k′ − iǫµανβk′µkν) (6.4.30)

où on a introduit le tenseur totalement antisymmétrique ǫµναβ tel que Tr(γµγνγαγβγ5) = −4iǫµναβ .
On peut voir facilement que pour la diffusion initiée par un ν̄ le signe du dernier terme est modifié
(cela revient à permuter k et k′) de sorte qu’on peut écrire en toute généralité :

Lαβ
ν/ν̄ = 8(k′αkβ + k′βkα − gαβk.k′ − iενǫµανβk′µkν) (6.4.31)

avec εν = +1 pour la transition ν → µ− et εν = −1 pour la transition ν̄ → µ+. Quant au tenseur
hadronique la forme la plus générale est donnée par l’éq. (6.2.5) mais, après contraction avec Lαβ

ν ,
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seuls survivent trois termes que l’on écrit (M la masse du nucléon) :

W ν
αβ = −2MW1gαβ +

2W2

M
PαPβ + i

W3

M
ǫρασβP

ρqσ. (6.4.32)

On note la différence d’avec l’éq. (6.2.7) et on a ici une troisième fonction de structure associée
au tenseur antisymétrique, conséquence de la violation de parité induite par le couplage γαγ5.
Contractant les deux tenseurs on trouve :

g4
W

M4
W

Lαβ
ν W ν

αβ = 8M
g4
W

M4
W

[
2W1Q

2 +W2

(
4(k.P )(k′.P )

M2
−Q2

)
+W3

Q2

M2
(k + k′).P

]
, (6.4.33)

le dernier terme issu de la contraction ǫµναβǫ
ρσαβ = −2(δρµδσν − δρνδσµ). Dans le Modèle Standard, le

couplage faible est proportionnel à la charge électrique :

g
W

=
e

2
√

2 sin θ
W

(6.4.34)

avec θ
W

, l’angle de mélange faible (souvent appelé angle de Weinberg bien qu’introduit par Gla-
show). Puisque seul le rapport g

W
/M

W
intervient dans les expressions il est usuel d’introduire la

constante de Fermi definie par :
GF√

2
=

e2

8 sin2 θ
W
M2

W

(6.4.35)

de sorte que l’on a finalement :
g4
W

M4
W

=
G2

F

2
. (6.4.36)

La section efficace ν-nucléon est alors donnée par (voir éq. (6.2.2)) :

σν =
1

4Pk

∫
d3k′

(2π)32ω′ 8πMG2
FL

αβ
ν W ν

αβ (6.4.37)

A partir de ces résultats on obtient facilement la section efficace différentielle exprimée en fonction
des invariants éqs. (6.2.14), dans l’approximation M2 ≪ Q2 :

ω′dσν/ν̄

d3k′
=

1

(2π)2
G2

F

s

(
Q2(2MW1 −

W2

M

P.q

x
) +

W2

2M
(s2 + u2) + ενx

W3

2M
(s2 − u2)

)
. (6.4.38)

On remarque que les deux premiers termes sont identiques à ceux de l’éq. (6.2.15) de la section
efficace de la diffusion e−-nucléon, ce qui se comprend aisément du fait que ces termes ne dépendent
que de la partie vectorielle du couplage du boson de jauge W . Il est traditionnel de présenter cette
section efficace sous plusieurs formes selon le choix fait pour les variables cinématiques. Se reportant
à la section 6.2.1 pour la définition de ces variables on trouve :

Variables ω′, θ :

dσν/ν̄

dω′dθ
=
G2

F

π
ω′2
(

2W1 sin2 θ

2
+W2 cos2

θ

2
+ ǫνW3

ω + ω′

M
sin2 θ

2

)
(6.4.39)
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Variables Q2, ν :

dσν/ν̄

dQ2dν
=
G2

F

2π

1

4ω2

(
2W1Q

2 +W2(4ω(ω − ν)−Q2) + ǫνW3
2ω − ν
M

Q2

)
(6.4.40)

Variables x, y :

dσν/ν̄

dxdy
=
G2

F

π
Mω

(
F1xy

2 + F2(1− y) + ǫνF3xy(1− y

2
)
)

(6.4.41)

avec les définitions :

F1 = MW1, F2 = νW2, F3 = νW3. (6.4.42)

Dans cette dernière formulation on a négligé Q2 = 2Mνx devant l’expression 4ω(ω − ν).

6.4.2 Modèle des partons

Dans le modèle des partons on suppose que le couplage du boson de jauge W aux quarks et
antiquarks est universel, identique au couplage leptonique :

−ig
W
γα(1− γ5) =

p ’

p

W

d

u
−i

i

p ’

p

W

u

d
+i

i

de sorte que le tenseur partonique par analogie avec l’éq. (6.4.31) s’écrit :

Ŵ
q/q̄
αβ = 8(p′iαpiβ + p′iβpiα − gαβpi.p′i − iεiǫµανβp′iµpiν) (6.4.43)

avec εi = ± selon que l’on a une diffusion sur un quark ou un antiquark. L’élément de matrice de
la diffusion ν(k) + quark(pi)→ µ−(k′) + quark(p′i) est :

M = (−ig
W

)2ū(k′)γα(1− γ5)u(k)
i

M2
W

ū(p′i)γ
α(1− γ5)u(pi), (6.4.44)

où on a simplifié le propagateur du boson de jauge sous l’hypothèse réaliste Q2 ≪M2
W

. Son carré
s’écrit, après somme et moyenne sur les spins :

Σ|M|2 =
1

4

g4
W

M4
W

Tr[γα(1− γ5) 6k(1 + γ5)γβ 6k′] Tr[γα(1− γ5) 6pi(1 + γ5)γβ 6p′i].

L’évaluation des traces conduit à :

Σ|M|2 =
g4
W

M4
W

{
Tr[6k′γα 6kγβ ] Tr[6p′γα 6pγβ] + ενεiTr[γα 6kγβ 6k′γ5] Tr[γα 6piγβ 6p′iγ5]

}

= 8
g4
W

M4
W

{
ŝ2 + û2 + ενεi(ŝ

2 − û2)
}
, (6.4.45)
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avec les notations ŝ = 2pi.k = 2p′i.k
′, u = −2p′i.k = −2pi.k

′. On a aussi écrit le cas général pour la
diffusion ν (εν = 1) ou ν̄ (εν = −1) sur un quark (εi = 1) ou un antiquark (εi = −1). On calcule
la section efficace partonique comme en éq. (6.3.17) ce qui permet de dériver la section efficace
différentielle :

ω′dσ̂ν/ν̄,i

d3k′
=

1

(2π)2
G2

F

ŝ

{
ŝ2 + û2 + ενεi(ŝ

2 − û2)
}
δ(2pi.q −Q2). (6.4.46)

Quant à la section efficace hadronique elle est obtenue via l’éq. (6.3.20) qui permet d’écrire :

ω′dσν/ν̄

d3k′
=

1

(2π)2
G2

F

s

∑

i=q,q̄

∫
dzFi(z)z

{
s2 + u2 + ενεi(s

2 − u2)
}
δ(2zP.q −Q2), (6.4.47)

où on a utilisé ŝ = zs, û = zu, 2pi.q = z2P.q. On trouve alors finalement :

ω′dσν/ν̄

d3k′
=

1

(2π)2
G2

F

s

x

2P.q

∑

i=q,q̄

Fi(x){s2 + u2 + ενεi(s
2 − u2)}, (6.4.48)

où z = x = Q2/2P.q est comme d’habitude la variable de Bjorken. La comparaison avec l’éq.
(6.4.38) permet d’obtenir l’expression des fonctions de structure Wi en fonction des distributions
partoniques Fi(x) :

• absence de terme en Q2, voir (éq. (6.2.15)) ⇒ 2MW1 = νW2/x : cette relation est identique à

celle de la diffusion e−-nucléon car elle repose sur la composante γα du couplage du boson W ;

• coefficient du terme en s2 + u2 ⇒ νW2/x =
∑

i=q,q̄

Fi(x) ;

• coefficient du terme en s2 − u2 ⇒ νW3 =
∑

i=q,q̄

εiFi(x) ,

où on rappelle que les Fi(x) sont les probabilités de trouver dans le proton un parton de type i
portant la fraction d’impulsion x du nucléon.

Comme application, on considère les diffusion ν-proton → µ−X et ν̄-proton → µ+X. Des
relations précédentes on tire :

νW νp
2 = x(d(x) + ū(x)), νW νp

3 = d(x)− ū(x)

νW ν̄p
2 = x(u(x) + d̄(x)), νW ν̄p

3 = u(x)− d̄(x). (6.4.49)

et la section différentielle exprimée en termes des invariants est d’après l’éq. (6.4.48) :

ω′dσνp

d3k′
=

G2
F

(2π)2
s x

P.q
[d(x) + ū(x)(1− y)2]

ω′dσν̄p

d3k′
=

G2
F

(2π)2
s x

P.q
[u(x)(1 − y)2 + d̄(x)], (6.4.50)
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où on rappelle que u = −s(1 − y) avec y = P.q/P.k ou ν/ω dans le laboratoire. En fonction de
l’énergie ω′ et l’angle de diffusion du lepton final dans le laboratoire on trouve :

dσνp

dω′d cos θ
=
G2

F

π

ω′ x
ω − ω′

1

ω2
[d(x)ω2 + ū(x)ω′2]

dσν̄p

dω′d cos θ
=
G2

F

π

ω′ x
ω − ω′

1

ω2
[u(x)ω′2 + d̄(x)ω2]. (6.4.51)

Il n’y a pas de dépendance explicite en l’angle θ qui apparâıt seulement via la variable x. Finalement
en fonction des invariants sans dimension x, y on a :

dσνp

dxdy
=
G2

F

π
s x [d(x)) + ū(x)(1 − y)2]

dσν̄p

dxdy
=
G2

F

π
s x [u(x)(1 − y)2 + d̄(x)]. (6.4.52)

6.4.3 Discussion

On remarque, d’après les équations ci-dessus, que la diffusion d’un neutrino sur un quark/antiquark
est similaire à celle d’un antineutrino sur un antiquark/quark, car associée à la même dépendance
en y. Si on suppose que les partons matelots ont la même distribution ū(x) = d̄(x) = um(x) = dm(x)
alors on voit que la fonction de structure W3 ne dépend que des quarks de valence avec d’après
l’éq. (6.4.49) :

W νp
3 = dv(x), νW ν̄p

3 = uv(x). (6.4.53)

Les expériences neutrinos sont donc très importantes pour déconvoluer la dépendance en x d’un
quark de valence de celle d’un quark de la mer de même saveur.

Exercice
Prouver dans un modèle à deux saveurs de quarks, u et d, que

νW νp
2 (x) = νW ν̄n

2 (x). (6.4.54)

Cette relation est-elle valable dans un modèle à quatre saveurs u, d, s et c ?

6.4.4 Règles de somme

A l’aide des relations (6.4.49) et de celles en éqs. (6.3.25) on peut alors reconstruire, en combinant
les résultats de plusieurs exériences, les distributions des quarks et antiquarks dans le nucléon.
L’interprétation des fonctions u(x), d(x) comme probabilités de trouver des quarks dans le nucléon
permet d’écrire de nombreuses ”règles de somme”. Par exemple, la différence :

ν

x
W ep

2 (x)− ν

x
W en

2 (x) =
ν

x
W ep−en

2 (x) =
1

3

(
u(x) + ū(x)− d(x)− d̄(x)

)
=

1

3
(uv(x)− dv(x))

dont l’intégrale donne :

3

∫ 1

0

dx

x
νW ep−en

2 (x) =

∫ 1

0
dx (uv(x)− dv(x)) = 1
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qui correspond bien à la différence du nombre de quarks de valence de type u et d.
Si l’on connait u, d, ū et d̄ indépendamment, on peut également vérifier les règles de somme de
charge :

∫ 1

0
dx

[
2

3
(u− ū)− 1

3
(d− d̄)

]
= 1 = charge du proton

∫ 1

0
dx

[
2

3
(d− d̄)− 1

3
(u− ū)

]
= 0 = charge du neutron

Ces règles de somme sont assez bien vérifiées expérimentalement.

6.5 Application du modèle des partons

On peut considérer le processus croisé de DIS, à savoir e+e− → hadrons :

γ∗

e-

e+

hadrons

Pour Ee+e− =
√
Q2 → ∞ on peut appliquer le modèle des partons : le photon virtuel de genre

temps (Q2 > 0) se couplera à une paire quark-antiquark qui, ”longtemps” après l’interaction
électromagnétique, se désintègrera en hadrons :

e-

e+

hadrons

qi

qi

La transition qiq̄i → hadrons se fait avec probabilité 1. On peut donc écrire :

σe
+e−→had =

∑

q

σe
+e−→qq̄.

Il est traditionnel de définir le rapport sans dimension :

R =
σe

+e−→had.

σe+e−→µ+µ− =
∑

i

e2i . (6.5.1)

On voit que les seules différences entre le processus hadronique et le processus purement leptonique
sont les facteurs de charge (les facteurs cinématiques, γµ, espace de phase sont identiques pour les
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quarks et les muons car ce sont des particules de spin 1/2, et on néglige les masses). On trouve
alors en dessous du seuil de production des particules charmées,

√
Q2 < 3, 5 GeV,

R =
4

9︸︷︷︸
u

+
1

9︸︷︷︸
d

+
1

9︸︷︷︸
s

=
2

3

et au dessus :

R =
4

9︸︷︷︸
u

+
1

9︸︷︷︸
d

+
1

9︸︷︷︸
s

+
4

9︸︷︷︸
c

+
1

9︸︷︷︸
b

=
11

9

où le quark bottom contribue pour
√
Q2 > 10 GeV (le seuil de production du quark top est

beaucoup plus élevé et correspond à
√
Q2 > 350 GeV) . Ce résultat est en désaccord avec les

résultats expérimentaux comme on peut le voir sur la fig. 6.2, plus bas, (les pics correspondent à la
production de résonances près du seuil d’une saveur additionnelle). En fait, dans le calcul ci-dessus,
on n’a pas tenu compte du fait que l’on a à faire à des quarks colorés. Prenant ceci en compte il
faut donc sommer sur les N = 3 types de couleur, ce qui donne :

R = N
∑

q

e2q = 2, au-dessous du seuil de production d’une paire cc

R = N
∑

q

e2q =
11

3
, au-dessus du seuil de production d’une paire bb, (6.5.2)

ce qui est en relativement bon accord avec l’expérience. L’accroissement de R aux grandes valeurs
de Q = Ecm est du à l’interférence entre la production d’un photon virtuel et celle d’un Z0 dans la
voie d’annihilation e+e−.

Note : si l’on prend en compte la couleur dans la discussion de la diffusion inélastique profonde
le résultat reste inchangé car sommer sur la couleur du quark final et moyenner sur celle du quark
initial revient à multiplier la sections efficace par 3/3 = 1 !

6.6 Le modèle des partons : formulation générale

1. Sous certaines conditions que l’on précisera ci-dessous, on considère qu’un hadron est constitué
de partons. On travaille dans le repère d’impulsion infinie du hadron. On a donc

H = {pi} i = 1,∞
P =

∑
ipi où les P, pi sont les impulsions du hadron et des partons respectivement.

On néglige toutes les masses (du hadron et des partons) et on peut alors écrire

pi = xiP avec
∑

i

xi = 1.

Les partons sont sans structure et on ignore leurs interactions à l’intérieur du hadron.
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2. L’interaction entre hadrons se réduit à une interaction entre partons selon le diagramme
suivant

H1

H2

x1

x2

pi

pj

pk

pl

σij
^

σ̂ij est la section efficace de l’interaction ”dure” entre partons. La section efficace hadronique
est une superposition incohérente des sections efficaces partoniques c’est-à-dire que l’on
ajoute les probabilités et non les amplitudes. On écrit alors :

σH1H2 =
∑

i,j

∫
dx1dx2 F

H1
i (x1) FH2

j (x2) α
p
s σ̂ij(x1, x2, s).

La fonction FH
i (x) est la densité partonique c’est-à-dire la probabilité de trouver dans le

hadron H un parton de type i portant la fraction x de l’impulsion du hadron. On néglige
les effets d’impulsion transverse. La fonction FH

i (x) est invariante d’échelle, c’est-à-dire
indépendante des variables (dimensionnées) de Mandelstam s, t, u. Elle contient les effets
à ”longue distance” (confinement) et la dépendance en x n’est pas prédite par la théorie
perturbative. Les effets de ”courte distance” sont contenus dans la section efficace partonique
”dure” σ̂ij d’où on a extrait la constante de couplage forte : par exemple pour le processus
partonique q q → photon photon l’exposant p = 0, tandis que q q → gluon gluon l’exposant
p = 2. Cette séparation (factorisation) entre physique à longue distance et physique à courte
distance est analogue à celle réalisée par l’approche beaucoup plus rigoureuse mais plus
restrictive du développement en produit d’opérateurs sur le cône de lumière (K. Wilson).

3. Le modèle des partons est un postulat valable quand toutes les variables dimensionnées
s, t, u sont grandes comparées à l’échelle de masse des hadrons (∼ 1 GeV2).

La Chromodynamique Quantique perturbative entre en jeu lorsque l’on étudie l’interaction
entre partons à haute énergie : dans ce cas on verra que la constante de couplage de QCD αs → 0
quand s, t, u→∞. Le résultat fondamental de l’application de QCD au modèle des partons est que
l’interprétation probabilistique du modèle est préservée par les corrections QCD. Le résultat final
est :

σH1H2 =
∑

i,j

∫
dx1 dx2 F

H1
i (x1,M) FH2

j (x2,M)

αp
s(µ)

[
σ̂ij(x1, x2, s) + αs(µ) σ̂

(1)
ij (x1, x2, s;µ,M) + α2

s(µ)σ̂
(2)
ij ...

] (6.6.1)
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où M est l’échelle de masse de factorisation, M2 ≃ s, t, u, et µ l’échelle de masse de renormalisation,
µ2 ≃ s, t, u. Plus précisément,

— les densités partoniques acquièrent une dépendance logarithmique en M : c’est la fameuse
”violation de l’invariance d’échelle” qui est prédite et calculable en QCD ;

— la section efficace partonique admet un développement en puissance de αs à coefficients finis
et calculables ;

— la propriété de factorisation entre physique à courte distance et physique à longue distance
est préservée par les corrections QCD.

Un des buts du cours sera de dériver la formule ci-dessus.

6.7 Conclusions

Nous avons essayé dans ce chapitre de décrire quelques résultats qui indiquent que les hadrons
sont constitués d’entités plus fondamentales. En effet, on peut comprendre un grand nombre de
phénomènes physiques aux échelles de masse de M∼1 GeV aussi bien que M≫1 GeV si l’on suppose
que les hadrons sont constitués de quarks qui ont été définis comme des objets ponctuels de spin
1
2 , et de charge fractionnaire. Ces quarks sont groupés en trois familles :

(
u
d

) (
c
s

) (
t
b

)

(le quark t ayant été officiellement découvert à Fermilab au printemps 1995). On peut décomposer
ces spineurs de Dirac q en deux spineurs de Weyl qL, qR. Alors, les composantes qL de chaque
famille forment des doublets sous le groupe SU(2) des interactions faibles tandis que les qR sont
des singulets.
D’autre part, dans le Modèle Standard, un quark de saveur donnée vient en 3 couleurs

q = (qi), i = 1, 2, 3,

q appartenant à la représentation fondamentale 3 du groupe SU(3)couleur. Les autres candidats
possibles pour le groupe de couleur comme O(3), SO(3) et U(3) sont éliminés car ils sont en
désaccord avec les résultats expérimentaux :

— O(3) et SO(3) permettent l’existence d’états [qq] singulets de couleur de charge fractionnaire,
car il ne distingue pas la couleur de l’anti-couleur. De tels états ne sont pas observés expé-
rimentalement.

— U(3) sera exclu ultérieurement lorsqu’on étudiera les gluons et le problème du confinement.

A priori, le Modèle Standard n’était pas la seule possibilité. En particulier, Han et Nambu ont
proposé une alternative où les quarks ont une charge entière (cf. table 6.1). La version jaugée
du modèle de Han-Nambu (due à Pati et Salam) a eu une certaine vogue : toutes les prédictions
∼ ∑

q e
2
q cöıncident avec celle du Modèle Standard. Elle a néanmoins été éliminée lorsque des

mesures précises de quantités expérimentales dépendant de
∑

q e
4
q sont apparues (p. ex. dans les

processus γ + p→ γ +X, pp→ γ + γ +X).

Jusqu’à présent, on ne s’est pas du tout intéressé à l’interaction entre quarks : à M∼ 1 GeV les
quarks apparaissent essentiellement comme des entités algébriques et à M≫ 1 GeV, ils apparaissent
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R G B

u 0 1 1

d -1 0 0

s -1 0 0

Table 6.1 – Charge des différents quarks colorés dans le modèle de Han-Nambu

libres. Si l’on s’intéresse à ces interactions, on verra que l’on doit inclure des particules neutres qui,
de façon similaire au photon de QED, sont les vecteurs de la force hadronique. Ces particules
neutres peuvent être identifiées aux constituants neutres du proton qui portent la moitié de son
impulsion comme nous l’avons déjà discuté dans la section concernant le modèle des partons. Nous
savons que la QED est basée sur la notion d’invariance de jauge. En effet, l’existence d’un photon
de masse nulle est intimement liée à l’invariance de LQED sous la transformation

ψe(x)→ eieα(x)ψe(x).

De même pour QCD, si on impose l’invariance de LQCD sous la transformation

ψq(x)→ Uψq(x), ψq =




ψ1

ψ2

ψ3


 , triplet de couleur

pour U une transformation locale, on obtient des bosons vecteurs de masse nulle dans la représen-
tation adjointe du groupe de jauge : les gluons (8 pour SU(3), 9 pour U(3)).
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36. Plots of cross sections and related quantities 9
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Figure 6.2 – Compilation par le ”Particle Data Group” des données expérimentales sur le rapport
R au dessous du pic du Z0.
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Chapitre 7

Chromodynamique Quantique : QCD

7.1 Lagrangien QCD

Comme pour QED, nous partons du Lagrangien pour un fermion libre

L = ψ̄(i 6∂ −m)ψ (7.1.1)

mais ψ dénote maintenant un triplet de spineurs de Dirac,

ψ =




ψ1

ψ2

ψ3


 .

On a donc ;
L = ψ̄1(i 6∂ −m)ψ1 + ψ̄2(i 6∂ −m)ψ2 + ψ̄3(i 6∂ −m)ψ3. (7.1.2)

On suppose que ψ appartient à la représentation fondamentale du groupe (spécial unitaire) SU(3),
c’est un triplet de SU(3) : ψ ∈ 3 1. L’action sur ψ d’un élément U du groupe est donnée par

ψ → ψ′ = Uψ; ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄ U † (7.1.3)

et l’invariance de L sous la transformation globale (rigide) découle directement de la propriété
d’unitarité de U :

U † = U−1.

D’après un résultat fondamental sur les groupes de Lie, tout élément U du groupe peut s’écrire,

U = eig
∑

a αaTa

, a = 1, · · · , 8, (7.1.4)

avec g le couplage, αa des constantes réelles arbitraires et T a, les générateurs de l’algèbre. La
condition d’unitarité impose

T a = T a† .

1. On aurait pu choisir O(3) ou U(3) comme groupe de symétrie mais ils sont exclus par les données expérimentales
(voir sec. 7.7)
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Appliquée à un élément de la représentation fondamentale de SU(3), les générateurs T a sont donc
des matrices hermitiennes 3 × 3. Puisque que l’on considère le groupe spécial SU(3), on a de plus
la condition, detU = 1 ce qui impose

Tr T a = 0.

On a donc bien 8 matrices T a, a = 1, . . . 8 pour SU(3), qui satisfont aux relations de commutation
d’une algèbre de Lie,

[T a, T b] = ifabcT c, (7.1.5)

avec fabc totalement antisymétrique et réel. De plus, les générateurs T a sont orthogonaux dans le
sens où

Tr(T aT b) =
1

2
δab. (7.1.6)

Si on travaillait avec le groupe U(3) on aurait une neuvième générateur qui serait la matrice unité,
11, 3× 3 qui commute avec tous les T a.

[11, T a] = 0,

et qui est donc un singulet de couleur (invariant) sous une transformation de SU(3).

• Invariance par changement de phase locale
On suppose maintenant que les paramètres αa deviennent des fonctions de la coordonnée d’espace-
temps, αa → αa(x) et on note :

U(x) = eigα
a(x)Ta

, a = 1, · · · , 8, (7.1.7)

où la sommation sur les indices de couleur a est implicite. L’action d’un élément du groupe sur les
fermions est :

ψ(x)→ ψ′(x) = U(x)ψ(x), ψ̄(x)→ ψ̄′(x) = ψ̄(x)U †(x) (7.1.8)

Il est pratique de considérer une transformation de jauge infinitésimale :

U(x) = 1 + igαa(x)T a (7.1.9)

de sorte que la variation des différents termes du lagrangien éq. (7.1.1) s’écrit :

δψ(x) = igαa(x)T aψ(x), δψ̄(x) = ψ̄(x)(−igαa(x)T a) (7.1.10)

δ{∂µψ(x)} = ∂µδψ(x) = igαa(x)T a∂µψ(x) + ig(∂µα
a(x))T aψ(x)

et celle du lagrangien est donc :

δL = δψ̄(x) i 6∂ψ(x) + ψ̄(x) iγµδ{∂µψ(x)} − δψ̄(x)mψ − ψ̄mδψ(x)

= ψ̄(x) {−g(∂µαa(x))T aγµ}ψ(x).

Le lagrangien n’est donc plus invariant à cause du terme dérivatif proportionnel à ∂µα
a(x). Par

analogie avec QED, on introduit des champs vecteurs, Ab
µ(x), et on ajoute dans le lagrangien un

terme qui a la même structure de groupe SU(3) et de Lorentz que le terme en ∂µα
a(x))T a, soit :

L = ψ̄(x)
(
i(∂µ − igAb

µ(x)T b)γµ −m
)
ψ(x), b = 1, . . . , 8,
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et on choisit la loi de transformation de ces champs de façon à rétablir l’invariance du lagrangien.
Pour cela on introduit la notation :

Dµψ(x) = (∂µ − igAb
µ(x)T b) ψ(x), (7.1.11)

et on impose que Dµ = ∂µ − igAb
µ(x)T b soit une dérivée covariante, c’est à dire que l’on impose la

loi de transformation :

(Dµψ(x))′ := D′
µ ψ

′(x) = D′
µ U(x)ψ = U(x)Dµψ(x), ∀ ψ(x). (7.1.12)

Sous une transformation de jauge Dµψ(x) se transforme comme ψ(x). Comme cela est vrai pour
tout ψ(x) on en déduit au niveau des opérateurs :

D′
µ = U(x)DµU

−1(x) = U(x)DµU
†(x) (7.1.13)

Pour éviter la manipulation d’indices de couleur on introduit les matrices 3×3, locales hermitiennes
de trace nulle :

Aµ(x) = Aa
µ(x)T a, α̃(x) = αa(x)T a, (7.1.14)

avec sommation implicite sur les indices de couleur. On a alors :

D′
µ = U(x) (∂µ − igAµ) U−1(x)

= ∂µ + U(x)(∂µU
−1(x))− igU(x)Aµ(x)U−1((x). (7.1.15)

D′
µ est donc de la forme ∂µ − igA′

µ(x) avec :

A′
µ(x) =

i

g
U(x)(∂µU

−1(x)) + U(x)Aµ(x)U−1(x), (7.1.16)

qui pour une transformation infinitésimale s’écrit :

A′
µ(x)−Aµ(x) = δAµ(x) = ∂µα̃(x)− ig[Aµ(x), α̃(x)] . (7.1.17)

Pour obtenir cette relation en terme des composantes colorées on considère Tr(T aδAµ(x)) qui, après
usage des relations de commutation éq. (7.1.5) et de (7.1.6), mène à :

δAa
µ(x) = ∂µα

a(x) + gfabcAb
µ(x)αc(x) . (7.1.18)

Sous la transformation de jauge définie par les éqs. (7.1.10) et (7.1.18) on a donc bien rétabli la
propriété d’invariance du lagrangian : δL = 0. Le dernière équation montre que Aa

µ(x) appartient
à la représentation adjointe (octet 8) de SU(3). Le deuxième terme (non abélien) de l’équation
illustre la différence fondamentale entre QED et QCD car il permet, comme on le verra plus bas,
le couplage des bosons de jauge entre eux ce qui conduira à la propriété de liberté asymptotique.
Mais comme pour QED, on vérifie facilement qu’un terme de masse de type m2ΣaA

a
µA

aµ associé
aux champs Aa

µ(x) n’est pas invariant de jauge. Les gluons sont donc des champs de masse nulle,
autocouplés, qui induisent des interactions à longue portée entre les quarks. Ce dernier argument
est déterminant pour le choix du groupe de jauge. En effet, si U(3) était le groupe d’invariance,
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on aurait une interaction hadronique à longue portée qui serait singulet 1 de couleur. Ceci est
contraire aux observations expérimentales : la force nucléaire forte entre les hadrons est à courte
portée : ∼ 1/mπ. Cet argument exclut donc le groupe U(3) comme groupe de couleur et on reste
avec SU(3) et 8 gluons colorés de masse nulle couplant à des champs de matière colorés, les quarks.

Il est utile d’introduire les générateurs du groupe opérant sur la représentation adjointe. Ce sont
des matrices 8× 8 dont les éléments sont donnés par :

(T c)ab = −if cab. (7.1.19)

Il est facile de vérifier qu’elles satisfont les relations de commutation de SU(3), éq. (7.1.5) :

[T a,T b] = ifabdT d (7.1.20)

qui sont équivalentes à

fabdf cde + f bcdfade + f cadf bde = 0. (7.1.21)

Cette dernière équation découle directement de l’indentité de Jacobi :

[T a, [T b, T c]] + [T b, [T c, T a]] + [T c, [T a, T b]] = 0. (7.1.22)

On introduit maintenant la dérivée covariante opérant sur la représentation adjointe dont les
éléments de matrice sont

(Dµ)ab = ∂µδ
ab − ig(T c)abAc

µ(x)

= ∂µδ
ab − gfabcAc

µ(x). (7.1.23)

Il est alors facile de voir que l’éq. (7.1.18) prend la forme :

δAa
µ(x) = (Dµ)abαb(x), (7.1.24)

qui met en évidence la nature non abélienne de la transformation de jauge SU(3) sur un élément
de la représentation adjointe. Cette formule sera utile pour la discussion sur la quantification de
QCD.

• Terme cinétique pour les gluons

Mais nous n’avons pas encore fini car, comme pour QED, le terme cinétique du champ de jauge est
absent et le modèle n’admet que des solutions triviales. On va donc définir le tenseur antisymétrique
qui généralise le Fµν de QED dans le cas non abélien par :

Fµν =
i

g
[Dµ,Dν ] (7.1.25)

avec Dµ donné par l’éq. (7.1.11). Ce terme a la bonne dimension en terme de masse. On montre
facilement, utilisant la formule de Leibniz ∂µAν = (∂µAν) +Aν ∂µ, que

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ,Aν ], (7.1.26)
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ou, en termes de composantes,

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + gfabcAb
µA

c
ν︸ ︷︷ ︸

terme non abélien

. (7.1.27)

Pour obtenir la variation du tenseur Fµν sous une transformation de jauge U il est utile de se
souvenir que, par  l’éq. (7.1.13), D′

µ = UDµU
†, ce qui est aussi le cas pour DµDν et par conséquent

pour le tenseur d’énergie-impulsion

F ′
µν = UFµνU

†. (7.1.28)

Pour une transformation infinitésimale U = 1 + igα̃(x), cela mène à,

δFµν = −ig[Fµν , α̃(x)]. (7.1.29)

Du point de vue des transformations du groupe SU(3), Fµν se transforme comme Aµ, c’est-à-dire
un élément de la représentation adjointe (éq. (7.1.17)). On définit le terme cinétique des champs
de jauge comme :

Lcin = −1

2
TrFµνFµν = −1

2
F a
µνF

bµν TrT aT b
︸ ︷︷ ︸

1
2
δab

= −1

4
F a
µνF

aµν ,

qui est évidemment un scalaire invariant de jauge, comme on le prouve aisément en utilisant l’éq.
(7.1.28) et la propriété de cyclicité de la trace. Finalement, le lagrangien, au niveau classique, pour
un fermion coloré s’écrit :

L = −1

2
TrFµνFµν + ψ̄ (i 6D −m)ψ. (7.1.30)

The premier terme contient les couplages à trois et quatre gluons tandis que le deuxième terme
contient le couplage des gluons aux fermions.

• Résumé des transformations de jauge

On rappelle les notations :

ψ = (ψi) , i = 1, 2, 3, champs de quark

Aµ(x) = Aa
µ(x)T a, a = 1, . . . , 8, champs de jauge (connexion)

Dµ = ∂µ − igAµ(x), dérivée covariante, représentation fondamentale

(Dµ)ab = ∂µδ
ab − gfabcAc

µ(x), dérivée covariante, représentation adjointe

Fµν(x) = F a
µν(x)T a = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x)− ig[Aµ(x),Aν(x)], courbure.

⇔ F a
µν(x) = ∂µA

a
ν(x)− ∂νAa

µ(x) + gfabcAb
µ(x)Ac

ν(x)

(7.1.31)
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La densité lagrangienne éq. (7.1.30), et par conséquent l’action, est invariante de jauge, c’est-à-dire
invariante sous la transformation de jauge paramétrée par la variable α̃ = αa(x)T a :

δψ = igα̃ψ, δψ̄ = −igψ̄α̃, δDµψ = igα̃(x)Dµψ

δAµ = ∂µα̃− ig[Aµ, α̃] ⇐⇒ δAa
µ(x) = (Dµ)abαb(x)

δFµν = −ig[Fµν , α̃] ⇐⇒ δF a
µν = gfabcF b

µν α
c(x).

(7.1.32)

La forme explicite des matrices T a n’intervient quasiment jamais. Cependant, quand c’est néces-
saire, nous utiliserons les matrices de Gell-Mann : T a = 1

2λ
a. On donne en appendice un certain

nombre de relations utiles entre les facteurs de couleur.

7.2 Quantification : théorie scalaire

On rappelle les difficultés rencontrées lors de la quantification de QED. D’une part, le fait de
représenter le photon par un champ vecteur Aµ(x) qui a quatre états de polarisation alors qu’une
particule de masse nulle n’en n’a que deux, nécessitait de s’assurer que les polarisations non phy-
siques n’affectaient pas les prédictions. D’autre part, pour respecter les relations de commutation
du photon il avait fallu briser l’invariance de jauge ce qui avait introduit dans le lagrangien, et
par conséquent dans le propagateur du photon, un paramètre arbitraire qui ne devait pas affecter
la prédiction des observables. On avait vu aussi le rôle primordial joué par le fait que le photon
se couplait aux fermions via un courant conservé ce qui conduisait au découplage des paramètres
non physiques dans la prédiction des observables. Le même phénomène est à l’oeuvre en QCD
mais, dans ce cas, l’autocouplage des gluons entre eux ne filtre pas les états de polarisation non
physique comme le faisait le couplage aux fermions et une procédure spéciale doit être introduite
pour l’éliminer. La façon moderne de procéder est d’utiliser le formalisme d’intégrale fonctionnelle
de Feynman et de suivre la procédure de Fadeev-Popov. Etant donné la subtilité de la logique et
du formalisme nous allons illustrer dans un premier temps la méthode et la dérivation des règles de
Feynman dans le cas d’un modèle scalaire où on ne s’embarasse pas de contraintes d’invariance de
jauge. Puis nous nous tournerons, dans la section suivante, vers QCD et introduirons les fantômes
de Fadeev-Popov qui permettent de d’écrire une fonctionnelle génératrice de QCD en respectant
l’invariance de jauge et ensuite nous assénerons les règles de Feynman correspondantes.

• Fonctionnelle génératrice et règles de Feynman
On considère le modéle λφ4 (déjà mentionné plus haut) dont la densité lagrangienne est

L =
1

2
∂µφ(x) ∂µφ(x)− m2

2
φ2(x)− λ

4!
φ4(x). (7.2.33)

Toute quantité physique peut se calculer à partir des fonctions de Green

Gn(x1, x2, · · · , xn) =
< 0|T (φ(x1)φ(x2) · · · φ(xn))|0 >

< 0|0 > . (7.2.34)

On peut montrer qu’elles peuvent être obtenues à partir de la fonctionnelle génératrice

W [J ] =

∫
[Dφ] exp

[
i

~

∫
d4x[L+ ~J(x)φ(x)]

]
(7.2.35)
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où [Dφ] signifie que l’on intègre sur toutes les fonction φ(x) pour tous les x, et J(x) est le terme de
source du champ φ(x). Dans ce formalisme une fonction de Green s’écrit (sans démonstration !) :

Gn(x1, x2, · · · , xn) =

∫
[Dφ]φ(x1)φ(x2) · · · φ(xn) exp[ i

~

∫
d4x L]∫

[Dφ] exp[ i
~

∫
d4x L]

(7.2.36)

qui peut être obtenue par dérivation fonctionnelle par rapport au terme de source (on prend ~ = 1) :

Gn(x1, x2, · · · , xn) =
1

W [0]

δnW [J ]

iδJ(x1) · · · iδJ(xn)
|J=0, (7.2.37)

où la dérivée fonctionnelle d’une expression telle que
∫
d4yφ(y)J(y) est δ

δJ(x)

∫
d4yφ(y)J(y) = φ(x).

Développant dans l’éq. (7.2.35) le terme exponentiel par rapport au terme de source on trouve

W [J ] =

∫
[Dφ]

∞∑

n=1

1

n!
φ(x1) · · ·φ(xn) J(x1) · · · J(xn) exp[i

∫
d4xL], (7.2.38)

ce qui montre que la fonctionnelle peut s’écrire

W [J ] = W [0]

∞∑

n=1

1

n!
Gn(x1, x2, · · · , xn) J(x1) · · · J(xn), (7.2.39)

et donc que la connaissance de toutes les fonctions de Green est équivalente à celle de la fonction-
nelle génératrice.

• Développement perturbatif

Dans le cadre d’une approche perturbative on sépare la densité lagrangienne entre une partie libre
L0 = (∂µφ(x) ∂µφ(x) − m2φ2(x))/2 et une partie contenant l’interaction (polynomiale) LI =
− λ

4!φ
4(x). On introduit d’abord la fonctionnelle génératrice de la théorie libre qui est construite à

partir de L0
W0[J ] =

∫
[Dφ] exp[i

∫
d4x(L0 + J(x)φ(x))], (7.2.40)

et qui permet, en particulier, d’obtenir le propagateur du champ libre par dérivation fonctionnelle
de W0[J ] (éq. (7.2.37)). On fait ensuite un développement de W [J ] en fonction du couplage λ, donc
en fonction de LI ,

W [J ] =

∫
[Dφ]

∞∑

n=1

1

n!

(∫
d4y iLI(φ(y))

)n

exp[i

∫
d4x(L0 + J(x)φ(x))]

=

∫
[Dφ]

∞∑

n=1

1

n!

(∫
d4y iLI(

δ

iδJ(y)
)

)n

exp[i

∫
d4x(L0 + J(x)φ(x))]

=

∫
[Dφ] exp[

∫
d4y iLI(

δ

iδJ(y)
)] exp[i

∫
d4x(L0 + J(x)φ(x))]

= exp[

∫
d4y iLI(

δ

iδJ(y)
)] W0[J ]. (7.2.41)
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Le passage de la première à la deuxième ligne s’explique par le fait qu’un facteur φ dans l’intégrand
s’obtient par dérivation par rapport au terme de source. La dernière équation permet de construire
la série perturbative, à n’importe quel ordre, à partir de la fonctionnelle génératrice de la théorie
libre en développant l’exponentielle en fonction du couplage. Ainsi :

W [J ] = exp

(
iLI(

δ

iδJ(y)
)

)
W0[J ]

=


1− i λ

4!

∫
d4x

(
δ

iδJ(x)

)4

− 1

2

(
λ

4!

)2
(∫

d4x

(
δ

iδJ(x)

)4
)2

+ · · ·


W0[J ] (7.2.42)

Cette expression donne la base d’une représentation graphique, que l’on introduira plus bas, de la
fonctionnelle génératrice et le premier terme non trivial contient la fonction de Green à 4-points à
l’ordre le plus bas (couplage).

• Le propagateur
Pour obtenir le propagateur de la théorie libre on va d’abord effectuer l’intégrale fonctionnelle de
W0[J ], éq. (7.2.40). Pour cela on ré-écrit l’action

∫
d4x L0 =

∫
d4x(−1

2
)(φ(x)∂2φ(x) +m2φ2(x))

= (−1

2
)

∫
d4x d4y φ(x)K(x, y)φ(y) (7.2.43)

où on a effectué une intégration par partie, en ignorant le terme dérivée totale comme il est de
coutume, et l’opérateur cinétique K(x, y) est défini par

K(x, y) = δ(4)(x− y) (�y +m2), (7.2.44)

avec �y = ∂
∂yµ

∂
∂yµ

n’opèrant que sur la variable y. La fonctionnelle W0[J ] prend alors la forme

W0[J ] =

∫
[Dφ] exp

[−i
2

∫
d4x d4y [φ(x)K(x, y)φ(y) + iJ(x)φ(y)δ4(x− y)]

]
, (7.2.45)

qui se prête à une intégration gaussienne comme on va le voir. Dans un premier temps on discrétise
cette expression

W0[J ] = lim
N→∞

∫
dφ1 · · · dφN exp


−i

2

∑

i,j

φiKijφj + i
∑

i

Jiφi


 . (7.2.46)

S’inspirant du cas à une dimension, N = 1, où on effectue une translation sur φ→ φ− J/K11 pour
reconstruire un carré parfait, ici on introduit la combinaison φ′i = φi −∆ikJk, ∆ij est un élément
d’une matrice ∆ à déterminer, et on ré-écrit la fonctionnelle

W0[J ] = lim
N→∞

∫
dφ1 · · · dφN exp


−i

2

∑

i,j,k,l

(φi −∆kiJk)Kij(φj −∆jlJl) +
i

2

∑

i,j,k,l

Jk∆kiKij∆jlJl


 ,

(7.2.47)



7.2. QUANTIFICATION : THÉORIE SCALAIRE 149

la matrice ∆ik étant contrainte par la condition que l’on retrouve bien le terme linéaire en les
sources, c’est à dire que l’on doit avoir

∆kiKij = δkj, Kij∆jl = δil. (7.2.48)

La matrice ∆ est donc simplement, l’inverse de la matrice K. La fonctionnelle génératrice peut
donc s’écrire, après changement de variables

W0[J ] = lim
N→∞

∫
dφ′1 · · · dφ′N exp


−i

2

∑

i,j

φ′iKijφ
′
j +

i

2

∑

i,j

Ji∆ijJj




=
c

det(K)
lim

N→∞
exp


 i

2

∑

i,j

Ji∆ijJj


 , (7.2.49)

où on a effectué l’intégrale gaussienne sur les variables φ′ (pour obtenir ce résultat facilement on
peut diagonaliser la matrice symétrique Kij). Le facteur de normalisation devant cette intégrale
peut être, comme d’habitude ignoré, et revenant à la limite du continu on trouve

W0[J ] = exp

[
i

2

∫
d4x d4y J(x) ∆(x, y) J(y)

]
, (7.2.50)

où l’opérateur ∆(x, y), satisfait la version continue de l’éq. (7.2.48), c’est à dire :

∫
d4z K(x, z) ∆(z, y) =

∫
d4z ∆(x, z) K(z, y) = δ(4)(x− y). (7.2.51)

On cherche la solution de cette équation en introduisant la transformée de Fourier

∆(z, y) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik(z−y) ∆(k) (7.2.52)

et on trouve facilement

∆(k) = − 1

k2 −m2 + iǫ
. (7.2.53)

Pour donner un sens à ces expressions on a attribué une petite partie imaginaire négative à la masse
m2 → m2 − iǫ pour respecter la causalité induite par l’opérateur T (voir sec. 2.3). Le propagateur
libre sera donc (voir éq. (7.2.37)) :

G2(x1, x2) =
1

W0[0]

δ2

iδJ(x1)iδJ(x2)
exp

[
i

2

∫
d4x d4y J(x) ∆(x, y) J(y)

]
|J=0

= −i ∆(x1, x2). (7.2.54)

Dans l’espace des impulsions on trouve alors que la propagateur d’une particule scalaire libre est
finalement :

G(k) =
i

k2 −m2 + iǫ
. (7.2.55)
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En règle générale, la propagateur de Feynman dans l’espace des impulsions est −i fois la trans-
formée de Fourier de l’inverse de l’opérateur cinétique du Langrangien de la théorie libre.

• Le vertex
On va s’attacher maintenant à expliciter le premier terme non trivial de l’éq. (7.2.42) :

− iλ
4!

∫
d4x

(
δ

iδJ(x)

)4

exp

[
i

2

∫
d4y d4z J(y) ∆(y, z) J(z)

]
, (7.2.56)

où on a utilisé la forme explicite éq. (7.2.50) de W0[J ]. L’application d’un opérateur δ/iδJ(x) sur
l’exponentielle engendre le terme

− iλ

4!

∫
d4x

(
δ

iδJ(x)

)3 1

2

[∫
d4z∆(x, z) J(z) +

∫
d4yJ(y) ∆(y, x)

]

exp

[
i

2

∫
d4y d4yz J(y) ∆(y, z) J(z)

]

= − iλ
4!

∫
d4x

(
δ

iδJ(x)

)3 [∫
d4z∆(x, z) J(z)

]
exp

[
i

2

∫
d4y d4yz J(y) ∆(y, z) J(z)

]
, (7.2.57)

puisque la fonction ∆(x, y) est symétrique en x et y (voir éqs. (7.2.52, 7.2.55)), de sorte que l’on
trouve finalement

− iλ

4!

[
−3

∫
d4x∆(x, x)∆(x, x)− 6 i

∫
d4x∆(x, x)

∫
d4y∆(x, y)J(y)

∫
d4z∆(x, z)J(z)

+

∫
d4y∆(x, y)J(y)

∫
d4z∆(x, z)J(z)

∫
d4t∆(x, t)J(t)

∫
d4u∆(x, u)J(u)

]
W0[J ]. (7.2.58)

On peut donner une représentation graphique de cette expression :

x

y z

tu
x

y x z

Le premier terme correspond à deux propagateurs qui se referment sur eux-mêmes au point x, le
deuxième à la création de champs φ aux points y et z par les sources et à leur propagation jusqu’au
point x où ils interagissent, enfin le dernier terme décrit la création de 4 champs aux points y, z, t
et u et leur propagation jusqu’au point x où ils se couplent entre eux. Le terme qui nous intéresse
est ce dernier terme qui est le seul qui va contribuer à la fonction de Green à 4 points. En effet,
cette fonction est obtenue par application de la formule éq. (7.2.37) pour n = 4 : il suffit pour cela
d’appliquer les opérateurs δ/δJ(xi) sur le terme quadratique en J de l’expression ci-dessus, leur
action sur W0[J ] donnant 0 lorsqu’on imposera J = 0 à la fin du calcul. On trouvera donc

G4(x1, x2, x3, x4) = −iλ
∫
d4x∆(x, x1)∆(x, x2)∆(x, x3)∆(x, x4) (7.2.59)
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où le facteur 1/4! d’origine est compensé du fait que chaque opérateur de dérivation δ/δJ(xi)
agit sur chacun des facteurs de type

∫
d4y∆(x, y)J(y) soit, en tout, 4! possibilités. Introduisant les

propagateurs dans l’espace des impulsions par l’éq. (7.2.52) et effectuant l’intégrale sur x, on trouve

G4(x1, x2, x3, x4) = −iλ
∫ 4∏

1

(
d4pj
(2π)4

i
eipjxj

p2j −m2 + iǫ

)
(2π)4δ(4)(p1 + p2 + p3 + p4) (7.2.60)

ce qui permet d’écrire la fonction à 4 points dans l’espace des impulsions (transformée de Fourier
de G4(xi)) :

G̃4(p1, p2, p3, p4) = −iλ(2π)4δ(4)(p1 + p2 + p3 + p4)
4∏

1

i

p2i −m2 + iǫ
(7.2.61)

où l’on a bien prouvé la conservation d’impulsion au point d’interaction des champs. Le vertex
au sens de diagramme de Feynman est, par définition, obtenu par amputation des propagateurs
des particules externes et suppression de la contrainte de conservation de l’impulsion ce qui donne
vertex = −iλ.

• Les règles Feynman en λφ4

Normalement on devrait montrer ici comment retrouver le théorème de Wick, engendrer les dia-
grammes de Feyman à n’importe quel ordre de la théorie des perturbations ainsi qu’inclure une
discussion sur les génératrices fonctionnelles des fonctions de Green connexes et irréductibles à une
particule mais nous ne le ferons pas pour rester dans l’esprit utilitaire et appliqué de ces notes.
Nous nous bornerons à rappeler les règles de Feynman qui permettent de calculer un élement de
matrice dans l’espace des impulsions :
- pour chaque vertex : - iλ
- pour chaque propagateur d’impulsion p : i/(p2 −m2 + iǫ)
- pour chaque boucle interne d’impulsion p :

∫
d4p/(2π)4.

7.3 Quantification : chromodynamique quantique

Nous revenons maintnant à QCD et nous nous tournons vers les difficultés causées par la
contrainte d’invariance de jauge.

• Fixage de la jauge

On ne considère dans un premier temps que le terme de jauge dans la densité lagrangienne, LG =
−F a

µν(x)F aµν(x)/4, et la fonctionnelle génératrice sans le terme de source (et on prend de plus
~ = 1) :

WG[0] =

∫
[DA] exp

[
i

∫
d4x LG

]
. (7.3.62)

La mesure d’intégration invariante est de la forme [DA] = Πa,x,µdA
a
µ(x) où l’on doit sommer sur

toutes les fonctions Aa
µ(x) y compris leurs transformées sous l’action des éléments g = g(αa(x)) du

groupe de jauge. Le terme LG étant invariant sous une transformation de jauge, on voit aisément
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que W [0] n’est pas définie puisque l’intégrale
∫

[Dg] =
∫

Πadα
a(x) est infinie (groupe non-compact).

Pour donner un sens à l’expression on va fixer la jauge par une contrainte de type

GµAa,g
µ (x)−Ba(x) = 0, ∀a = 1, · · · , 8 (7.3.63)

supposée définir une configuration de jauge unique. Différents choix sont possibles pour Gµ corres-
pondants à différents choix de jauge. Par exemple,

Gµ = ∂µ, jauge covariante (Lorentz)

Gµ = nµ, vecteur constant de genre espace, jauge axiale

Gµ = (0, ~∇), jauge de Coulomb. (7.3.64)

On introduit la fonctionnelle ∆G[Aµ] par

∆G[Aµ]

∫
[Dg]Πaδ(G

µAa,g
µ −Ba) = 1 (7.3.65)

avec [Dg] = Πadα
a(x) la mesure d’intégration invariante du groupe de jauge et Aa,g

µ le champ pour
le choix de l’élement du groupe de jauge g. ∆G[Aµ] est invariant sous transformation de jauge. En
effet :

∆−1
G [Ag′

µ ] =

∫
[Dg]Πaδ(G

µAa,gg′
µ −Ba)

=

∫
[Dgg′]Πaδ(G

µAa,gg′

µ −Ba)

=

∫
[Dg]Πaδ(G

µAa,g
µ −Ba)

= ∆−1
G [Aµ] (7.3.66)

On ré-écrit la fonctionnelle génératrice éq. (7.3.62) en injectant l’éq. (7.3.65) :

WG[0] =

∫
[DA]

∫
[Dg]Πaδ(G

µAa,g
µ −Ba)∆G[Aµ] exp i

[∫
d4x LG

]
. (7.3.67)

L’idée est de n’intégrer que sur une seule copie des champs de jauge et non sur toutes les configu-
rations obtenues à partir de cette copie par application des éléments g(αa(x)) du groupe. Profitant
de ce que tous les termes dans l’éq. ci-dessus sont invariants, sauf les champs Aa,g

µ dans les fonctions
δ, sous une transformation de jauge, on peut écrire :

WG[0] =

∫
[DA]

∫
[Dg]Πaδ(G

µAa,g
µ −Ba)∆G[Ag

µ] exp i

[∫
d4x LG

]
, (7.3.68)

faire le changement de notation Aa,g
µ → Aa

µ et factoriser l’intégrale sur les configurations de jauge∫
[Dg] puisque les autres facteurs n’en dépendent plus,

WG[0] =

(∫
[Dg]

)∫
[DA]Πaδ(G

µAa
µ −Ba)∆G[Aµ] exp i

[∫
d4x LG

]
. (7.3.69)
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Le facteur
∫

[Dg] apparâıt comme une constante multiplicative infinie qui s’élimine quand on
considére les rapports comme en éq. (7.2.36). On peut donc l’ignorer. On cherche maintenant
une expression pour ∆−1

G [Aµ], le déterminant de Fadeev-Popov. L’éq. (7.3.65) s’écrit :

∆−1
G [Aµ] =

∫
Πbdα

b(y)Πaδ(G
µAa,g

µ (x)−Ba)

= 1/det

(
δ(GµAa

µ(x))

δαb(y)

)

≡ 1

det(Mab
G (x, y))

. (7.3.70)

où le symbole g dans Aa,g
µ (x) est un élément du groupe de jauge paramétré par les αb(y). Le

déterminant apparâıt car, comme pour l’intégration ordinaire, quand on effectue l’intégrale sur une
variable, αb par exemple, à l’aide de la fonction δ(GµAa,g

µ (x) − Ba) on introduit une dépendance
implicite de cette variable sur les autres dont il faut tenir compte dans les intégrations successives.
La fonctionnelle génératrice avec source va pouvoir s’écrire maintenant

WG[J ] =

∫
[DA] det(Mab

G ) Πa δ(G
µAa

µ −Ba) exp i

∫
d4x

[
LG + JaµAa

µ

]
. (7.3.71)

Puisque la fonction Ba(x) est arbitraire, on va intégrer sur les Ba(x) avec un poids gaussien 2

∫
[DB] Πb exp[

−i
2ξ

∫
d4x(Bb(x))2] Πa δ(G

µAa
µ −Ba) = Πa exp[

−i
2ξ

∫
d4x(GµAa

µ)2] (7.3.72)

de sorte que l’on peut écrire

WG[J ] =

∫
[DA] det(Mab

G ) exp i

∫
d4x

[
LG − (GµAa

µ)2/2ξ + JaµAa
µ

]
. (7.3.73)

WG[J ] serait une fonctionnelle génératrice au sens habituel s’il n’y avait pas le déterminant de
Fadeev-Popov Mab

G dans l’intégrand. On va voir qu’on peut ré-écrire ce terme sous la forme d’une
intégrale fonctionnelle de façon à exprimer WG[J ] sous une forme standard mais au prix de l’intro-
duction de champs scalaires χa et χ∗a anti-commutants (variables de Grassmann), les fantômes de
Fadeev-Popov. On a la relation :

det(Mab
G (x, y)) =

∫
Πa,bdχ

∗a(x)dχb(y) exp[−i
∫
d4x d4y χ∗a(x)Mab

G (x, y)χb(y)], (7.3.74)

que l’on va discuter maintenant. Ce terme a bien la structure d’une fonctionnelle génératrice des
champs χa et χ∗a.

• Digression sur les variables de Grassmann
On introduit des c-nombres χj , qui anti-commutent

{χi, χj} = 0, (7.3.75)

2. Le terme qui ”fixe” la jauge par la contrainte (GµAa
µ −Ba) = 0, Ba(x) arbitraire, est l’équivalent du terme qui

”casse” l’invariance de jauge du lagrangien (éq. 2.4.49) dans la quantification canonique de QED avec 1/ξ = λ.
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ainsi toute expression de la forme E = χi1χi2 · · ·χik est nulle si elle contient deux χil identiques,
et toute fonction d’une seule variable de Grassmann est nécessairement de la forme

E(χ) = eo + e1χ, (7.3.76)

puisque χ2 = 0. On définit la dérivée à gauche de E par

∂

∂χi
(χi1χi2 · · ·χil · · ·χik) = (−1)l−1(χi1χi2 · · ·χik), si i = il

= 0, si i 6= il, ∀l. (7.3.77)

On a donc

∂2E

∂χi∂χj
= − ∂2E

∂χj∂χi
, (7.3.78)

et par conséquent,
∂2E

(∂χi)2
= 0. (7.3.79)

On introduit l’intégration sur les variables de Grassmann par les règles
∫
dχi = 0 et

∫
dχiχj = −

∫
χjdχi = δij, (7.3.80)

où les éléments d’intégration dχi sont également des variables de Grassmam satisfaisant les relations
éq. (7.3.75). La première définition permet de préserver la propriété d’invariance de l’intégrale sous
un changement de variable χ→ χ+a. On peut citer quelques propriétés amusantes et utiles, comme
par example l’identité suivante ∫

dχf(χ) =
∂

∂χ
f(χ). (7.3.81)

On note χ∗ la variable complexe conjuguée de χ et on considére χ∗ et χ sont comme deux variables
indépendantes.

Pour ”prouver” la relation éq. (7.3.74), c’est à dire l’exponentiation du déterminant de Fadeev-
Popov, on discrétise le problème et on définit l’intégrale :

I =

∫
dχ∗

1 · · · dχ∗
N dχ1 · · · dχN exp(

∑

i,j

χ∗
iA

ijχj), (7.3.82)

où (Aij) est une matrice NxN de nombres complexes. On somme sur les indices i, j dans l’équation.
Développant l’exponentielle on voit que seul le terme d’ordre N , (χ∗

iA
ijχj)

N/N !, survit car d’après
les définitions éq. (7.3.80) if faut une et seulement une variable de chaque type pour que l’intégrale
ne soit pas nulle. Collectant tous les χ∗

i à gauche et les χj à droite, on trouve

(χ∗
iA

ijχj)
N = (−1)N(N−1)/2

∑

i1··· ,j1···
Ai1j1 · · ·AiN jN χ∗

i1 · · ·χ
∗
iN
χj1 · · ·χjN

= (−1)N(N−1)/2
∑

i1··· ,j1···
εi1···iN εj1···jN Ai1j1 · · ·AiN jN χ∗

1 · · ·χ∗
N χ1 · · ·χN

= (−1)N(N−1)/2N !
∑

i1··· ,j1···
εj1···jN A1j1 · · ·ANjN χ∗

1 · · ·χ∗
N χ1 · · ·χN . (7.3.83)
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Les tenseurs totalement antisymmétriques de type εi1···iN apparaissent quand on anticommute les χ∗
i

et χj pour les ordonner de 1 à N . Pour comprendre le dernière ligne, il faut se rappeller que l’on N !

permutations de ii avec la combinaison par exemple de termes tels que ε12···iN [A1j1A2j2 · · ·AiN jN −
A2j1A1j2 · · ·AiN jN ]εj1···jN = 2ε12···iN A1j1A2j2 · · ·AiN jN εj1···jN après permutation des indices j1 et
j2 et changement de signe dans le deuxième terme. Dans la dernière ligne on reconnâıt bien, à un
signe près, le déterminant de la matrice (Aij) puisque :

det(Aij) = εj1···jN A1j1 · · ·ANjN . (7.3.84)

D’autre part, comme le facteurN ! dans l’équation compense un terme identique dans le développement
de l’exponentielle exp(χ∗

iA
ijχj) on a finalement ”démontré” l’éq. (7.3.74).

On peut remarquer, en passant, que l’introduction des variables de Grassmann est nécessaire pour
pouvoir ”exponentier” le déterminant de Fadeev-Popov. En effet, si on avait utilisé des variables
commutantes φa dans l’équation (7.3.74) le résultat aurait été

∫
Πa,bdφ

∗adφb exp[−iφ∗aMab
G φ

b] ∼ 1

det(Mab
G )

, (7.3.85)

résultat que l’on a déjà rencontré en éq. (7.2.49).

• Fonctionnelle génératrice des fantômes et forme de (Mab
G )

L’exponentiation du déterminant de Fadeev-Popov, éq. (7.3.74), conduit donc une nouvelle contri-
bution à la fonctionnelle génératrice de la théorie :

W [ζ, ζ∗]=
∫

[Dχ][Dχ∗] exp[−i
∫
d4x d4y χ∗a(x)Mab

G (x, y)χb(y)+i

∫
d4x(χ∗a(x)ζa(x)+ζ∗a(x)χa(x))],

(7.3.86)
avec ζa et ζ∗a les sources respectivement des champs χ∗a et χa. On rappelle que la matrice (Mab

G )
introduite en éq. (7.3.70) décrit la variation de la quantité GµAa

µ(x) sous un changement des
paramètres du groupe de jauge.

Pour une jauge covariante :

Mab
G (x, y) =

δ∂µAa
µ(x)

δαb(y)
=

∂µδAa
µ(x)

δαb(y)

=
∂µ(Dµ)acαc(x)

δαb(y)
= δ(4)(x− y) ∂µ(Dµ)ab, (7.3.87)

où on a utilisé une des équations (7.1.32) avec (Dµ)ac la dérivée covariante dans la représentation
adjointe.
Pour une jauge axiale :

Mab
G (x, y) =

δnµAa
µ(x)

δαb(y)
= δ(4)(x− y) nµ(Dµ)ab

= δ(4)(x− y)(δab n · ∂ − gfabcn ·Ac(x)). (7.3.88)
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L’éq. (7.3.86) devient donc en jauge covariante :

W [ζ, ζ∗] =

∫
[Dχ][Dχ∗] exp[i

∫
d4x(−χ∗a(x)∂µ(Dµ)abχb(x) + χ∗a(x)ζa(x) + ζ∗a(x)χa(x))],

(7.3.89)
avec une modification évidente pour le choix d’une jauge axiale.

• Le lagrangien et la fonctionnelle génératrice de QCD
Revenant à l’éq. (7.2.35) et rassemblant toutes les pièces du puzzle (contribution des gluons et
des fermions, fixage de la jauge, exponentiation du déterminant de Fadeev-Popov) on arrive à la
génératrice fonctionnelle de QCD pour une saveur de quark ψ :

W [J, η, η̄, ζ, ζ∗] =

∫
[DA][Dψ][Dψ̄][Dχ][Dχ∗]

exp

[
i

~

∫
d4x[LQCD + ~(JaµAa

µ + η̄ψ + ηψ̄ + χ∗ζ + ζ∗χ)]

]
(7.3.90)

où η et η̄ sont les sources des anti-fermions et des fermions respectivement, ζ et ζ∗ sont celles des
fantômes. LQCD est le lagrangien complet de QCD que l’on décompose en

LQCD = LG + LGF + LFP + LF (7.3.91)

avec respectivement le terme cinétique des gluons,

LG = −1

2
TrFµνFµν = −1

4
[∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + gfabcAb
µA

c
ν ] [∂µAaν − ∂νAaµ + gfadeAdµAeν ] ,(7.3.92)

le terme de fixage de jauge (covariante),

LGF =
−1

2ξ
(∂µAa

µ)2 , (7.3.93)

le terme cinétique des fantômes de Fadeev-Popov (jauge covariante),

LFP = −χ∗a ∂µ
(
Dab

µ χ
b
)

= (∂µχ∗a) Dab
µ χ

b

= (∂µχ∗a) (δab∂µ − gfabcAc
µ)χb,

(7.3.94)

le terme cinétique du quark (fermion),

LF = ψ̄ (i 6D −m)ψ = ψ̄
(
i(∂µ − igAb

µT
b)γµ −m

)
ψ. . (7.3.95)

On note que les première et deuxième égalités de l’éq. (7.3.94) diffèrent par une une dérivée totale
que l’on néglige, comme d’habitude, car elle donne une contribution nulle à l’intégrale

∫
d4x LFP

en supposant les champs suffisamment convergents à l’infini.
Une rapide inspection des différents termes du lagrangien montre qu’il existe un couplage dérivatif
à 3 gluons et un couplage à 4 gluons dans LG, un couplage fantôme-fantôme-gluon dans LFP . Ces
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termes d’interaction entre bosons de jauge sont nouveaux par rapport à QED et sont la conséquence
de la structure non abélienne du groupe de jauge. En revanche, les couplages des gluons aux fer-
mions sont similaires (à une matrice de couleur près) à ceux du photon aux fermions chargés en
QED. Mais comme prévu les fantômes ne sont pas couplés aux fermions.

Si on travaille en jauge axiale les termes LGF et LFP sont différents et on a :

le terme de fixage de jauge (axiale),

LGF =
−1

2ξ
(nµAa

µ)2 , (7.3.96)

le terme cinétique des fantômes de Fadeev-Popov (jauge axiale),

LFP = −χ∗a(nµDµ)abχb = −χ∗a (n · ∂ − gfabc n ·Ac)χb . (7.3.97)

Le choix n · Ac = 0 permet d’annuler l’interaction entre les gluons et les fantômes ce qui conduit
alors, pour ce choix de jauge, à ignorer les fantômes puisqu’ils ne couplent à aucun degré de liberté
physique 3.

7.4 Règles de Feynman en QCD

Pour dériver les règles de Feynman à partir de la fonctionnelle génératrice W [J, η, η̄, ζ, ζ∗], éqs.
(7.3.90) et (7.3.91) on procède en deux temps, comme pour le modèle λφ4 : on considère d’abord
W0[J, η, η̄, ζ, ζ

∗] obtenu en prenant le couplage nul dans la densité lagrangienne et on construit les
fonctions à deux points, éq. (7.2.37), en dérivant par rapport aux sources : cela permet d’obtenir
le propagateur libre des gluons, fantômes et fermions. Puis on dérivera les couplages de QCD via
une équation de type (7.2.42). Dans toute la discussion, la génératrice fonctionnelle libre joue un
rôle crucial : on utilisera la forme où l’intégration sur les champs a été effectuée selon la dérivation
menant à l’éq. (7.2.50) et il est facile de voir que cette génératrice peut s’écrire sous une forme
factorisée :

W0[J, η, η̄, ζ, ζ∗] = W0[J ] W0[ζ, ζ∗] W0[η, η̄]. (7.4.98)

• Les propagateurs

Gluons
Considérant maintenant chacune des composantes de W0[J, η, η̄, ζ, ζ

∗] de la génératrice fonctionnelle
libre de QCD, on a pour les termes gluoniques et celui de fixage de jauge (il est nécessaire de
considérer seulement la partie de la génératrice qui dépend des sources de gluons) :

W0[J ] = exp

[
i

2

∫
d4x d4y Jaµ(x) Pab

µν(x, y) Jbν(y)

]
. (7.4.99)

3. On remarque, qu’en jauge covariante, la condition ∂µAc
µ = 0 n’implique pas le découplage des gluons. En effet,

quelque soit la forme de l’éq. (7.3.94), il y a bien un couplage dérivatif du gluon aux fantômes : pour la première
forme on a χ∗a(δab�χb − gfabcAc

µ∂
µχb), tandis que pour la deuxième on trouve (∂µχ∗a)(δab∂µχ

b − gfabcAc
µχ

b).
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Pour obtenir cette expression on a effectué l’intégrale fonctionnelle sur les champs suivant la dis-
cusion précédent l’éq. (7.2.50) et la fonction Pab

µν(x, y) satisfait (voir éq. (7.2.51) :

∫
d4z Dacµν(x, z) Pcb

µν(z, y) = δabδ(4)(x− y), (7.4.100)

avec l’opérateur Dcbµν(z, y), jouant le rôle de l’opérateur K(z, y) dans le terme cinétique des gluons.
Il est extrait des éqs. (7.3.92) et (7.3.93) pour trouver :

Dcbµν(z, y) = δcb δ(4)(z − y) (−gµν�y + (1− 1

ξ
) ∂µy ∂

ν
y ). (7.4.101)

Cette forme est obtenue en faisant une intégration par partie dans LG et LGF et négligeant le terme
dérivée totale. Pour résoudre l’éq. (7.4.100), on introduit la transformée de Fourier :

Pac
µν(x, z) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·(x−z)Pac

µν(k) (7.4.102)

dans l’équation éq. (7.4.100) et on trouve après quelques manipulations simples :

Pab
µν(k) = δab

gµν − (1− ξ)kµkν/k2
k2 + iǫ

. (7.4.103)

Nous avons maintenant tous les éléments pour obtenir le propagateur du gluon dans l’espace des
coordonnées (voir éq. (7.2.37)) :

Gab
µν(x1, x2) =

δ2

iδJaµ(x1)iδJbν(x2)
exp

[
i

2

∫
d4x d4y Jcρ(x) Pcd

ρσ(x, y) Jdσ(y)

]

= −i Pab
µν(x1, x2). (7.4.104)

Dans l’espace des impulsions le propagateur du gluon est finalement, en jauge covariante :

Gab
µν(k) = −i Pab

µν(k) = δab
−i

k2 + iǫ
(gµν − (1− ξ)kµkν

k2
) = δab Gµν(k) . (7.4.105)

On mentionne également la forme du propagateur du gluon en jauge axiale dans la limite ξ → 0
(voir éq. (2.5.72)) :

Gab
µν(k) = δab

−i
k2 + iǫ

(gµν −
kµnν + kνnµ

k · n + n2
kµkν

(k · n)2
) . (7.4.106)

On vérifie bien les contraintes suivantes :

nµGab
µν(k) = nνGab

µν(k) = 0. (7.4.107)

Fantômes
Pour dériver le propagateur des fantômes en jauge covariante, on part de

∫
d4xL0FP

= −
∫
d4x d4y δ4(x− y) χ∗a(x)δabδ2y χ

b(y), (7.4.108)
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d’après l’éq. (7.3.94) ce qui permet d’écrire la génératrice libre (seule la partie de la génératrice
fonctionnelle dépendant des sources ζ∗a, ζb est à prendre en compte)

W0[ζ, ζ∗] = exp[i

∫
d4x d4y ζ∗a(x)Pab(x, y)ζb(y) (7.4.109)

où les ζ∗a, ζb sont les termes de source et Pab(x, y) est l’inverse de l’opérateur δ4(x− y)δab δ2y au
sens de l’équation (7.2.51). On trouve facilement sa transformée de Fourier

Pab(k) = −δab 1

k2 + iǫ
. (7.4.110)

Le propagateur du fantôme dans l’espace des coordonnées est

Gab(x1, x2) =

[
δ

iδζ∗a(x1)

(
δ

−iδζb(x2)

)
W0FP

[ζ, ζ∗]

]

ζ,ζ∗=0

= iPab(x1, x2). (7.4.111)

On rappelle le signe négatif associé à l’opérateur δ/δζb(y) dans l’équation ci-dessus du fait qu’il
faut anti-commuter cet opérateur avec le champ χ∗ dans la génératrice fonctionnelle (éq. (7.3.90))
pour construire le propagateur < T χ(x)χ∗(y) >. Dans l’espace des impulsions le propagateur est
donc :

Gab(k) = −δab i

k2 + iǫ
. (7.4.112)

On remarque que le signe du propagateur du fantôme est l’opposé de celui d’un champ scalaire
usuel (comparer l’equation avec (7.2.55)) : ceci est la conséquence du fait que les fantômes de
Fadeev-Popov sont des scalaires, de masse nulle qui, comme les fermions obéissent à des relations
d’anti-commutation.

En jauge axiale avec la condition n ·Ac = 0 la forme du propagateur est différente mais on verra
plus bas qu’il n’y a, dans ce cas pas lieu d’introduire les champs de fantômes.

Fermions
Un raisonnement similaire permet d’obtenir, à partir de W0[η, η̄] et de l’éq. (7.3.95) le propagateur
du fermion

Sij(p) = δij
i

6p−m+ iǫ
, (7.4.113)

avec la définition

− iSij(x1, x2) =
δ

iδη̄i(x1)

(
δ

−iδηj(x2)

)
exp[i

∫
d4x d4y η̄k(x) Pkl(x, y) ηl(y)]|η,η̄=0, (7.4.114)

où i, j sont les indices de couleur du fermion.
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• Les vertex
Gluons
Les termes d’interaction dans le lagrangien LG éq. (7.3.92) s’écrivent :

LGI
= −g

2
fa

′b′c′ [∂µ
′

Aa′ν′ − ∂ν′Aa′µ′

]Ab′

µ′Ac′

ν′ −
g2

4
fa

′b′c′fa
′d′e′Ab′

µ′Ac′

ν′A
d′µ′

Ae′ν′ (7.4.115)

D’après l’éq. (7.2.42), la partie de la génératrice fonctionnelle qui nous intéresse pour dériver les
auto-couplages du gluon est celle proportionnelle à LGI

dans laquelle les champs sont remplacés
par les opérateurs δ

iδJ . Ces opérateurs agissent sur la génératrice fonctionnelle libre calculée en éq.
(7.4.99). On devra donc calculer :

W [J ]G+GF =

[
−ig

2

∫
dx fa

′b′c′ [∂µ
′ δ

iδJa′
ν′
− ∂ν′ δ

iδJa′
µ′

]
δ

iδJb′µ′

δ

iδJc′ν′
(7.4.116)

−ig
2

4

∫
dx fa

′b′c′fa
′d′e′ δ

iδJb′
µ′

δ

iδJc′
ν′

δ

iδJd′µ′

δ

iδJe′ν′

]
exp

i

2

∫
dy dz Jgρ(y)Pgh

ρσ (y, z)Jhσ(z),

où toutes les sources dans les opérateurs δ

iδJa′

ν′

, · · · , sont évaluées au point x, δ

iδJa′

ν′
(x)

et on écrit dx

au lieu de d4x. On veut construire la fonction à 3-points qui est donnée par

Gabc
µνρ(x1, x2, x3) =

[
δ

iδJaµ(x1)

δ

iδJbν(x2)

δ

iδJcρ(x3)
W [J ]G+GF

]

∀J=0

, (7.4.117)

ainsi que celle à 4-points Gabcd
µνρσ(x1, x2, x3, x4) qui est donnée par une expression similaire. Seuls

contribueront les termes cubiques en les sources J dans l’équation (7.4.116) pour la fonction à
3-points et les termes quartiques en les sources pour la fonction à 4-points. Evaluant l’éq. (7.4.116)
ces termes sont :
[
−ig

2
fa

′b′c′
∫
dxdz1dz2dz3[∂µ

′Pa′h1ν′σ1(x, z1)− ∂ν′Pa′h1µ′σ1(x, z1)]Pb′h2
µ′σ2

(x, z2)Pc′h3
ν′σ3

(x, z3)

Jh1
σ1

(z1) Jh2σ2(z2) Jh3σ3(z3)

−ig
2

4
fa

′b′c′fa
′d′e′

∫
dxdz1dz2dz3dz4Pb′h1

µ′σ1
(x, z1)Pc′h2

µ′σ2
(x, z2)Pd′h3

ν′σ3
(x, z3)Pe′h4

ν′σ4
(x, z4)

Jh1σ1(z1) Jh2σ2(z2) Jh3σ3(z3) Jh4σ4(z4)
]

exp
i

2

∫
dy dz Jgρ(y)Pgh

ρσ (y, z)Jhσ(z).(7.4.118)

Il existe d’autres termes dans W [J ]G+GF , par exemple,

−ig
2
fabc

∫
dxdy ∂µPca ν

ν (x, x)Pbh
µσ(x, y)Jhσ(y) (7.4.119)

que l’on peut représenter graphiquement par un diagramme de ”tadpole” (tétard) comme indiqué
sur la figure.

y x

h b c

a
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Ce diagramme est nul puisque l’on contracte le tenseur fabc avec un propagateur symétrique en les
indices de couleur Pca : un gluon coloré ne peut s’annihiler en un état qui a les nombres quantiques
du vide puisque la symétrie de couleur est exacte. Quant au terme en g2 il contient deux autres
facteurs, un sans source et l’autre proportionnel au produit de deux sources : ils ne sont pas nuls
et ont la même interprétation que des termes similaires dans le modèle λφ4 (voir la discussion de
l’éq. (7.2.58)).

Appliquant l’éq. (7.4.117) à l’éq. (7.4.118), seul contribuera le terme en −ig/2 à la fonction à trois
pattes. L’action de la dérivée par rapport aux trois sources donne le résultat suivant

g

2
fa

′b′c′
∫
dx
{

[∂µ
′Pa′aν′µ(x, x1)− ∂ν′Pa′aµ′µ(x, x1)][Pc′b

ν′ν(x, x2)Pb′c
µ′ρ(x, x3) + Pb′b

µ′ν(x, x2)Pc′c
ν′ρ(x, x3)]

+[∂µ
′Pa′bν′ν(x, x2)− ∂ν′Pa′bµ′ν(x, x2)][Pb′c

µ′ρ(x, x3)Pc′a
ν′µ(x, x1) + Pc′c

ν′ρ(x, x3)Pb′a
µ′µ(x, x1)]

+[∂µ
′Pa′cν′ρ(x, x3)− ∂ν′Pa′cµ′ρ(x, x3)][Pb′b

µ′ν(x, x2)Pc′a
ν′µ(x, x1) + Pc′b

ν′ν(x, x2)Pb′a
µ′µ(x, x1)],

}

(7.4.120)

où chaque ligne correspond à l’action de δ/iδJcρ(x3) sur chacun des Jhiσ3(zi) de l’éq. (7.4.118).
Rappelant que les tenseurs P sont proportionnels aux propagateurs, Pa′a

µ′µ(x, y) = i Ga′a
µ′µ(x, y) et

introduisant la transformée de Fourier de ces derniers (voir les éqs. ((7.4.104), 7.4.105)),

Ga′a
µ′µ(x, xi) =

∫
dk

(2π)4
exp−ik(x−xi) δa

′aGµ′µ(k), (7.4.121)

dans l’éq. (7.4.120), puis effectuant l’intégrale sur x on trouve

Gabc
µνρ(x1, x2, x3) = −g

2
fa

′b′c′
∫ 3∏

i=1

(
dki

(2π)4
eikixi

)
(2π)4δ(4)(k1 + k2 + k3)

{
δa

′a[kµ
′

1 G
ν′µ(k1)− kν′1 Gµ′µ(k1)][δb

′bGµ′ν(k2)δc
′cGν′ρ(k3) + δc

′bGν′ν(k2)δb
′cGµ′ρ(k3)]

δa
′b[kµ

′

2 G
ν′ν(k2)− kν′2 Gµ′ν(k2)][δb

′cGν′ρ(k3)δc
′aGν′µ(k1) + δc

′cGν′ρ(k3)δb
′aGµ′µ(k1)]

δa
′c[kµ

′

3 G
ν′ρ(k3)− kν′3 Gµ′ρ(k3)][δb

′bGµ′ν(k2)δc
′aGν′µ(k1) + δc

′bGν′ν(k2)δb
′aGµ′µ(k1)]

}
.

Contractant les indices de couleurs on fait facilement sortir un facteur global fabc, et regroupant les
termes de façon à faire apparâıtre la combinaison d’impulsions k1 − k2 portant l’indice de Lorentz
de l’impulsion k3, soit (k1 − k2)µ

′
Gµ′ρ(k3) (et de même pour les autres permutations), on trouve

finalement

Gabc
µνρ(x1, x2, x3) =

∫ 3∏

i=1

(
dki

(2π)4
eikixi

)
(2π)4δ(4)(k1 + k2 + k3)Gµ′µ(k1)Gν′ν(k2)Gρ′ρ(k3)

gfabc[(k1 − k2)ρ
′

gµ
′ν′ + (k2 − k3)µ

′

gν
′ρ′ + (k3 − k1)ν

′

gρ
′µ′

]. (7.4.122)

Le vertex, au sens de diagramme de Feynman, est obtenu en tronquant la fonction à trois points des
propagateurs externes et en omettant la conservation d’énergie-impulsion au vertex et le résultat est
donc donné par la deuxième ligne de l’équation ci-dessus. La dérivation du couplage à trois gluons
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a été donnée avec suffisament de détails pour obtenir ”facilement” le couplage à quatre gluons et
on trouvera qu’il est proportionnel à −ig2 fois une structure tensorielle en indices de couleur et
de Lorentz relativement compliquée qui sera donnée plus bas. On remarque la différence de phase
entre les couplages à trois et quatre gluons : l’absence de facteur i dans le cas de trois gluons est

liée au fait que les dérivées ∂µ
′
, ∂ν

′
dans l’éq. (7.4.120) font ”descendre” les facteurs −ikµ′

i dans le
résultat final.

Fantômes
Pour le couplage, en jauge covariante, des fantômes aux gluons, on part de la densité lagrangienne
d’interaction que l’on lit facilement de l’éq. (7.3.94) :

LFP I
= −gfa′b′c′(∂µ′

χ∗a′)χb′Ac′

µ′ . (7.4.123)

La partie de la génératrice fonctionnelle à considérer pour extraire le couplage sera donc d’après
l’éq. (7.2.42)

W [J, ζ, ζ∗] = −igfa′b′c′
∫
dx

(
∂µ

′ δ

iδζ∗a′(x)

)(
δ

−iδζb′(x)

)
δ

iδJc′µ′(x)
W0[J ] W0[ζ, ζ

∗] (7.4.124)

avec la génératrice des champs libres des gluons et des fantômes :

W0[J ] W0[ζ, ζ
∗] = exp i

∫
dydz[ζ∗d(y)Pde(y, z)ζe(z) +

1

2
Jdρ(y) Pde

ρσ(y, z) Jeσ(z)], (7.4.125)

donnée par les éqs. (7.4.99), (7.4.109). La fonction à 3-points fantôme-fantôme-gluon est obtenue
suivant l’éq. (7.2.37) par :

Gabc
FP,FP,µ(x1, x2, x3) =

[
δ

iδζ∗c(x3)

(
δ

−iδζb(x2)

)
δ

iδJaµ(x1)
W [J, ζ, ζ∗]

]

J,ζ,ζ∗=0

, (7.4.126)

ce qui permet de dériver le couplage après troncation des propagateurs et de la fonction de conser-
vation d’énergie implusion :

a

b c

r

µ

= −gfabcrµ.

On remarque que ce couplage ne dépend que de l’impulsion r du champ de fantôme sortant en
accord avec l’éq. (7.4.123) où l’opérateur de dérivation n’agit que sur le champ χ∗. On remarque
également qu’il est valable dans la jauge de Landau aussi bien que dans la jauge de Feynman puis-
qu’indépendant du paramètre ξ de l’éq. (7.4.105).

Dans le cas de la jauge axiale, avec le choix n · Ac = 0, les fantômes ne se couplent pas aux
gluons comme on le voit en éq. (7.3.97). N’ayant pas d’interaction non plus avec les fermions, ils
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ne se couplent donc à aucun champ ”physique” et on peut les ignorer dans les calculs.

Fermions
On peut utiliser les techniques ci-dessus pour dériver le couplage du gluon aux fermions. On peut
beaucoup plus simplement comparer le terme d’interaction d’un photon avec un fermion ψ de charge
e dans LQED et celui d’un gluon avec un fermion ψ = {ψi} de charge gT a (gT a

ji en composantes de
couleur) dans LQCD, pour facilement en déduire par analogie le couplage recherché :

i

j

µ

a

= −igT a
jiγ

µ,

où un gluon de couleur a est absorbé par un fermion de couleur i pour donner un fermion de couleur
j comme indiqué sur le schéma.

• Remarques sur le propagateur du gluon
On peut se reporter à la section 2.5.1 pour discuter la relation entre la forme du propagateur du
gluon et le nombre de degrés de liberté des vecteurs polarisation. On a vu que les formes covariantes
du propagateur :

Gab
µν(k) = −i δab gµν

k2 + iǫ
et Gab

µν(k) = −i δab gµν − kµkν/k
2

k2 + iǫ
, (7.4.127)

respectivement en jauge de Feynman et de Landau contenaient des composantes de polarisation
(scalaire, longitudinale) non physiques. En QED, le photon est couplé à un courant fermionique
conservé et on a vu que ces composantes non physiques ne contribuent pas aux observables. Il en de
même pour un gluon couplé à un fermion. Mais un gluon interagit également avec les gluons par un
couplage qui ne filtre pas les états non physiques. Il est donc nécessaire d’éliminer ces contributions
par les champs de fantômes couplés aux gluons. En revanche, en jauge axiale dans la limite ξ → 0,

Gab
µν(k) = − i δab

k2 + iǫ

(
gµν −

kµnν + kνnµ
n.k

+ n2
kµkν

(n.k)2

)
, (7.4.128)

les degés de polarisation non physiques sont éliminés (comme en QED, voir la discussion suivant
l’éq. (2.5.77)) et les fantômes ne sont pas nécessaires.

7.5 Invariance BRS-T : Becchi-Rouet-Stora et Tyutin

L’interaction entre quarks et gluons a été construite au niveau classique en imposant l’invariance
de jauge sous une transformation locale du groupe de couleur SU(3) : la densité lagrangienne éq.
(7.1.30) de la section (7.1) est bien invariante sous la tranformation de jauge définie par les équations
(7.1.32). Mais on a vu que la procédure de quantification, respectant l’invariance de jauge, nécessite
l’extension de ce lagrangien à la forme éq. (7.3.91) contenant la combinaison LGF + LFP qui n’est
pas invariante. On peut cependant montrer que ce lagrangien est invariant sous la transformationa
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BRS (Becchi-Rouet-Stora et plus tard Tyutin) qui est une extension de la transformation de jauge
usuelle. Pour définir ces transformations on écrit, en toute généralité, le paramètre de jauge

αa(x) = ǫχa(x) (7.5.129)

où ǫ est une variable de Grassman et χa(x) le champ de fantôme. On peut vérifier que les trans-
formations BRS :

δψ = igǫχaT aψ

δAa
µ = ǫDab

µ χ
b

δχa = −1

2
gfabcǫχbχc

δχ∗a = −1

ξ
(∂µAa

µ)ǫ (7.5.130)

laissent LQCD invariant. Ceci est évident pour la partie LG+LF (les deux premières équations sont
identiques aux deux premières lignes des éqs. (7.1.32), mais cela nécessite un peu de travail pour
les autres termes. On ré-écrit d’abord LFP = −χ∗a∂µ(Dab

µ χ
b) qui est équivalent à l’éq. (7.3.94) à

une dérivée totale près que l’on néglige. On doit donc prouver que :

δ(LGF + LFP ) = −1

ξ
(∂µAa

µ)(∂νδAa
ν)− (δχ∗a) ∂µ(Dab

µ χ
b)− χ∗a∂µδ(Dab

µ χ
b) (7.5.131)

est nulle. On voit facilement que, substituant δAa
µ et δχ∗a des éqs. (7.5.130) respectivement dans

le premier et deuxième terme du membre de droite, ces deux termes s’annulent de sorte qu’il s’agit
de montrer maintenant que δ(Dab

µ χ
b) = 0. On a

δ(Dab
µ χ

b) = ∂µ(δχa)− gfabc[(δAc
µ)χb +Ac

µδχ
b]

= −1

2
gfabcǫ ∂µ(χbχc)− gfabc[(ǫ Dcd

µ χ
d)χb − 1

2
gf bdeAc

µǫχ
dχe]

= −gfabcǫ [
1

2
((∂µχ

b)χc + χb∂µχ
c) + (∂µχ

c)χb − gf cdeAe
µǫχ

dχb − 1

2
gf bdeAc

µ ǫ χ
dχe].

Le terme linéaire en g de la dernière ligne s’annule du fait de l’antisymétrie de fabc et de l’anti-
commution des χi. Quant auc terme en g2, il faut pour le réduire utiliser l’identité de Jacobi (cf
éq. (7.1.22)) :

fabcf bde = fdcbfabe + fadbf cbe (7.5.132)

qui permet de d’écrire

g2ǫ [fabcf cdeAe
µχ

dχb +
1

2
fd

′c′b′fab
′e′Ac′

µχ
d′χe′ − 1

2
fad

′b′f c
′b′e′Ac′

µχ
d′χe′ ], (7.5.133)

où on a ”primé” certains indices pour changement de notation ultérieur. Si l’on fait maintenant
(b′, c′, d′, e′) = (c, e, d, b) dans le deuxième facteur et (b′, c′, d′, e′) = ((c, e, b, d) dans le troisième,
alors on reconstruit

g2fabcǫ [f cdeAe
µχ

dχb − 1

2
fdecAe

µχ
dχb +

1

2
f ecdAe

µχ
bχd] = g2fabcf cdeǫ [χdχb − 1

2
χdχb +

1

2
χbχd],
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qui est bien nul.

On remarque que si on applique deux fois les transformations BRS c’est à dire si on calcule δ2ψ, ...
alors le résultat est nul puisqu’il apparâıt la combinaison ǫǫ qui s’annule. Les transformations BRS
sont dites nilpotentes. Il est possible de déduire des transformations BRS les identités de Slavnov-
Taylor, l’équivalent des identités de Ward-Takahashi pour les théories de jauge non abéliennes, à
l’aide desquelles on prouve la renormalisabilité de ces dernières à tous les ordres de perturbation.

7.6 Exemples de processus en arbre

A l’aide des règles ci-dessus on peut ”facilement” calculer les éléments de matrice de diffusion
2→ 2 qui seront utiles pour le calcul des sections efficaces de processus hadroniques au niveau de
Born. On donnera suffisament de détails pour les premiers cas étudiés de façon à familiariser le
lecteur avec les règles de Feynman en QCD et on sera plus expéditif à la fin. Les particules entrantes
sont labelées 1 et 2 et les sortantes 3 et 4. Les variables cinématiques sont :

s = 2p1 · p2 = 2p3 · p4 , t = −2p1 · p3 = −2p2 · p4 , u = −2p1 · p4 = −2p2 · p3 . (7.6.134)

On suppose les quarks de masse nulle.

• q1 q
′
2 → q3 q

′
4

Les quarks q et q′ ne sont pas identiques. Il existe un seul diagramme de Feynman avec échange
d’un gluon dans la voie t :

t

1

2

3

4

L’amplitude de diffusion s’écrit :

M = (−ig)2(ū3T
aγµu1)(− i

t
)(ū4T

aγµu2), (7.6.135)

où T a est le facteur de couleur du vertex quark-quark-gluon. Cette expression est valable quelque
soit la forme du propagateur du gluon (éq. (2.5.73) à 2.5.77)) puisque les termes dépendants de son
impulsion s’annulent aux vertex. L’élément de matrice au carré sommé sur les états de polarisation
et couleurs initiales et finales est :

Σ|M|2 =
g2

t2

∑

spin, couleur

< T a
jiT

b
i′j′ > (ū3jγµu1iū1i′γνu3j′) < T a

lkT
b
k′l′ > (ū4kγ

µu2lū2l′γ
νu4k′)

où on a specifié l’indice de couleur des fermions. Usant de u1iū1i′ = δii′ 6 p1 et autres relations
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similaires on trouve finalement :

Σ|M|2 = g4 < Tr(T aT b)Tr(T aT b) > Tr(6p3γµ 6p1γν)
1

t2
Tr(6p4γµ 6p2γν)

= g4 <
δab

2

δab

2
> 8

4 p1 · p3 p2 · p4 + 4 p1 · p2 p3 · p4
t2

= g4 <
N2 − 1

4
> 8

s2 + u2

t2
(7.6.136)

où on a systématiquement écrit le facteur de couleur entre < > (N est le nombre de couleurs).
Pour obtenir le résultat recherché il faut diviser par le nombre d’états de polarisation et de couleur
du système initital soit 1/4N2 et on trouve,

Σ|M|2 = g4 <
CF

2N
> 2

s2 + u2

t2
= g4

4

9

s2 + u2

t2
, (7.6.137)

où le symbole Σ|M|2 dénote le carré d’une amplitude sommé sur les états de polarisation et cou-
leur finals et moyenné sur états initiaux. Ce résultat est valable pour la diffusion q1 q

′
2 → q3 q

′
4 et

q1 q̄
′
2 → q3 q̄

′
4.

• q1 q2 → q3 q4 : quarks identiques
Dans ce cas il y a deux diagrammes avec l’échange d’un gluon dans la voie t ou dans la voie u :
l’élément de matrice est la différence de deux termes M =M1 −M2,

1

2 3

4

t u

1

2

3

4

M1 M2

et s’écrit :

M = (−ig)2[(ū3T
aγµu1)(− i

t
)(ū4T

aγµu2)− (ū4T
aγµu1)(− i

u
)(ū3T

aγµu2)], (7.6.138)

où le signe − relatif entre les deux termes vient de l’interchange des quarks 3 et 4 qui obéissent
à la statistique de Fermi-Dirac. Le calcul du carré de chacun de ces termes est similaire au cas
précédent. Le terme d’interférence a une forme différente puisqu’il implique une seule trace et il
s’écrit :

− 2g2 < TrT aT bT aT b >
1

ut
Tr 6p3γµ 6p1γν 6p4γµ 6p2γν . (7.6.139)

Le réduction du facteur de couleur donne (voir l’appendice sec. 7.9) :

Tr T aT bT aT b = Tr T bT aT aT b + i fabcTr T cT aT b

= cFTr T bT b +
i

2
fabcTr T c[T a, T b]

= cF
2N − 1

2
fabdfabcTr T cT d

= −cF
2
, (7.6.140)
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Figure 7.1 – Diffusion de deux quarks identiques : à gauche représentation de M1M1
∗, à droite

celle deM1M2
∗.

tandis que la trace sur les matrices de Dirac ne présente pas de difficultés et ce terme d’interférence
est simplement

− cF
2
g216

s2

ut
. (7.6.141)

Prenant la moyenne sur les états initiaux (il faut diviser par 4N2) on trouve pour la diffusion de
deux quarks identiques

Σ|M|2 = g4 <
CF

2N
> 2

[
s2 + u2

t2
+
s2 + t2

u2
− < 1

N
> 2

s2

ut

]

= g4
[

4

9
(
s2 + u2

t2
+
s2 + t2

u2
)− 8

27

s2

ut

]
. (7.6.142)

qui est également valable pour la diffusion q1 q̄2 → q3 q̄4.
On peut donner une représentation graphique du carré de l’élément de matrice. Le complexe
conjugué de l’amplitude 1 + 2 → 3 + 4 est celle de 3 + 4 → 1 + 2 que l’on peut représenter
par des diagrammes similaires à ceux de l’amplitude originale. Rapprochant un diagramme de son
complexe conjugé et refermant les lignes qui portent le même label on obtient le diagramme de
gauche de la figure 7.1 avec deux boucles de fermions (correspondant à deux traces), à chacune des
desquelles on associe un facteur N de couleur. Le terme d’interférence, representé par le diagramme
de droite, comprend au contraire une seule boucle (une seule trace) et un seul facteur N , d’où le
1/N relatif dans l’éq. (7.6.142).

• q1 q̄2 → G3 G4; q1 G2 → q3 G4; G1 G2 → q3 q4 : diffusion quark-gluon
Ce processus est intéressant puisqu’il permet d’illustrer les subtilités des calculs QCD en faisant
intervenir explicitement la structure non-abélienne de la théorie. Les trois diagrammes à considérer
sont indiqués dans la figure :
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1

2

3

4

t u

1

2 3

4

3

4

s

a

b

cd

et l’amplitude de diffusion pour des gluons de polarisation κ3, κ4 s’écrit

M(κ3,κ4) =Mab,µνǫa,(κ3)
µ (p3) ǫ

b,(κ4)
ν (p4) (7.6.143)

où on suppose que les vecteurs polarisation des gluons d’impulsion p3 et p4 satisfont la condition
de Lorentz :

p3 · ǫa,(κ3)(p3) = 0 et p4 · ǫb,(κ4)(p4) = 0. (7.6.144)

L’amplitude pour q1 q̄2 → G3 G4 (le résultat pour les autres processus se déduit par croisement)
s’écrit :

Mab,µν = (−ig) v̄2 [(−ig) T bT a γν
6p1− 6p3

t
γµ + (−ig) T aT b γµ

6p3− 6p2
u

γν

+ g T d γσ
Gdc

σρ(p3 + p4)

s
fabcV µνρ(p3, p4,−p3 − p4)] u1, (7.6.145)

avec Gdc
σρ(p3 + p4) l’une des trois formes du propagateur du gluon (éqs. (7.4.127) et (7.4.128)) et la

fonction V µνρ(p, q, r) = (p−q)ρgµν +(q−r)µgνρ+(r−p)µgνρ est la partie dépendant des impulsions
du couplage à 3 gluons, les impulsions p, q, r étant supposées sortantes du vertex.

• 1ère remarque : Seul le terme gσρ dans le propagateur du gluon contribue : en effet, les termes
contenant (p1 + p2)σ contractés avec v̄2γ

σu1 s’annulent par l’équation de Dirac (conservation du
courant fermionique) et les termes en (p1 + p2)ρ contractés avec Fµνρ(p3, p4,−p1− p2) se réduisent
à (pµ4p

ν
4−pµ3pν3) qui s’annule quand contracté avec les vecteurs polarisation des gluons. Dans la suite

on utilisera la forme éq. (7.4.127) pour le propagateur du gluon.

• 2ème remarque : On vérifie, comme pour QED, que si on substitue l’impulsion à l’un des vecteurs

polarisation les quantités Mab,µνp3µǫ
b,(κ4)
ν = Mab,µνǫ

a,(κ3)
µ p4ν = 0, mais, contrairement à QED, le

terme impliquant le couplage à 3 gluons est nécessaire pour compenser la contribution des 2 premiers
termes d’apparence abélienne dans la figure ci-dessus. En détail,

Mab,µνp3µǫ
b,(κ4)
4ν = −ig2 v̄2 [T bT a 6ǫb,(κ4) 6p1− 6p3

t
6p3 + T aT b 6p3

6p3− 6p2
u

6ǫb,(κ4) (7.6.146)

−ifabcT c1

s
((6p3− 6p4)p3 · ǫ4 + (p3 + 2p4) · p3 6ǫb,(κ4) − (p4 + 2p3) · ǫb,(κ4) 6p3)] u1.

On effectue facilement la ”diracologie” en prouvant que

6p1− 6p3
t

6p3 = −1 et
6p3− 6p2
u

6p3,= 1 (7.6.147)
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quand évalué dans v̄2 [· · · ] u1, et que le coefficient de −ifabcT c/s se réduit à s 6ǫb,(κ4) ce qui permet
d’écrire :

Mab,µνp3µǫ
b,(κ4)
4ν = −ig2 v̄2 [(−T bT a + T aT b) 6ǫb,(κ4) − i fabcT c 6ǫb,(κ4)] u1

= −ig2 v̄2 [i fabcT c − i fabcT c] 6ǫb,(κ4) u1 = 0. (7.6.148)

Cette vérification ne prouve pas l’invariance de jauge QCD, comme c’était le cas en QED, mais

seulement l’invariance par la translation ǫ
a,(κ)
µ (p) → ǫ

a,(κ)
µ (p) + pµ. En fait, les vecteurs ǫa,(κ)(p)

contraints par l’éq. (7.6.144) contiennent un état de polarisation non physique, somme des pola-

risations scalaire et longitudinale, (ǫ
a,(0)
µ (p) + ǫ

a,(3)
µ (p)) ∝ p (voir éqs. (2.4.53) et la relation telle

que :

Mab,µνp3µǫ
b,(κ4)
4ν = 0

signifie que cet état de polarisation ne contribue pas aux processus physiques.

• Calcul de ΣM2 : On calcule maintenant explicitement le carré de l’élément de matrice sommé
sur polarisation et couleur. On travaille en jauge de Feynman éq. (7.4.127). Pour la somme sur la
polarisation des gluons externes on choisit également gµν (voir éq. 2.4.56) ce qui implique 4 que l’on
somme sur les états de polarisation non physiques et il faudra donc les compenser en incluant dans
le calcul la production de fantômes (voir plus bas). On décompose l’amplitude en trois termes :

Mab,µν =Mab,µν
1 +Mab,µν

2 +Mab,µν
3 (7.6.149)

les deux premiers d’apparence abélienne et le troisième contenant le couplage à trois gluons. En
notation simplifiée on a

Σ|M1 +M2|2 = g4
[
Tr(6p2γν

6p4− 6p2
t

γµ 6p1 γµ
6p4− 6p2

t
γν) Tr(T bT aT aT b)

+ Tr(6p2γµ
6p3− 6p2
u

γν 6p1 γν
6p3− 6p2
u

γµ) Tr(T aT bT bT a)

+ 2 Tr(6p2γν
6p4− 6p2

t
γµ 6p1 γν

6p3− 6p2
u

γµ) Tr(T bT aT bT a)

]
(7.6.150)

Les traces sur les matrices γ s’effectuent facilement et on trouve pour les deux premières qu’elles
sont simplement égales à 8tu quant à la troisième elle est tout simplement nulle. Les traces sur les
matrices de couleur sont triviales Tr(T bT aT aT b) = Tr(T aT bT bT a) = c2FN. de sorte que :

Σ|M1 +M2|2 = g4 < c2FN > 8 (
u

t
+
t

u
). (7.6.151)

Le carré du terme contenant le couplage à 3 gluons est

|ΣM3|2 = g4fabcfabdTr(T cT d)
1

s2
Tr(6p2γρ 6p1γσ)[(p3 − p4)ρgµν + (p3 + 2p4)

µgνρ − (p4 + 2p3)νgρµ]

[(p3 − p4)σgµν + (p3 + 2p4)µgνσ − (p4 + 2p3)νgσµ]

= g4 < cFN
2 >

1

s2
Tr(6p2γρ 6p1γσ)[12pρ4p

σ
4 + 4sgρσ + pρ3p

σ
4 + pρ4p

σ
3 ]

= −g4 < cFN
2 >

4

s2
(4(t2 + u2) + 3tu]. (7.6.152)

4. Avec ce choix on n’impose pas la contrainte pi · ǫ
a,(κi)(pi) = 0 aux vecteurs polarisation.
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Il faut encore évaluer le terme d’interférence

2 ReM1M∗
3 = g4

2

ts
(ifabcTr(T bT aT c)Tr(6p2γν(6p1− 6p3)γµ6 p1γ

ρ)

[(p3 − p4)ρgµν + (p3 + 2p4)µgνρ − (p4 + 2p3)νgρµ]. (7.6.153)

La réduction des traces de matrices de Dirac est un peu longue mais on trouve finalement

2 ReM1M∗
3 = g4 <

cFN
2

2
> (−16

t

s
)

2 ReM2M∗
3 = g4 <

cFN
2

2
> (−16

u

s
). (7.6.154)

Le calcul n’est malheureusement pas encore terminé car on a sommé sur des états de polarisation
non physiques en utilisant éq. 2.4.56. Pour compenser leur contribution dans le calcul précédent il
faut inclure la contribution des fantômes en évaluant la contribution des diagrammes suivants :

2 4

3a

b
c

1 1

2

4

3
c

b

a

Ces diagrammes correspondent respectivement à la production des couples χaχb∗ et χbχa∗. Il n’in-
terfèrent donc pas ni d’ailleurs avec les diagrammes de production de gluons et il suffira donc
d’évaluer le carré de chacun pour s’approcher de la fin du calcul. Les amplitudes correspondant à
ces diagrammes sont respectivement :

Mgh1 = (−ig)v̄2T cγρu1(
−i
s

)(−gf cbapρ3)

Mgh2 = (−ig)v̄2T cγρu1(
−i
s

)(−gf cabpρ4). (7.6.155)

Le carré de ces termes est

M2
gh1 +M2

gh2 = g4 < f cbafdba Tr(T cT d) >
Tr(6p2 6p3 6p1 6p3)

s2
+ 3↔ 4

= g4 < NTr(T cT c) >
2p1 · p3 Tr(6p2 6p3)

s2
+ 3↔ 4

= g4 < cFN
2 > 4

tu

s2
(7.6.156)

Cette contribution doit être soustraite de celle des diagrammes de production de gluons de sorte
que l’amplitude carré de qq̄ → G G sommée sur polarisation et couleur est

ΣM2 = Σ|M1 +M2|2 + Σ|M3|2 + 2Re Σ(M1 +M2)M∗
3 − Σ|Mgh1|2 − Σ|Mgh2|2

= g4 < cFN > 8

[
< cF > (

t

u
+
u

t
)− < N >

t2 + u2

s2
)

]
. (7.6.157)

On reconnâıt dans cette expression une partie de type QED proportionnelle à cF et l’autre de type
non-abélien proportionnelle à N . On peut facilement obtenir alors le carré des éléments de matrice
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moyennés sur les états initiaux pour les différents cas, après croisement approprié des particules
initiales et finales.
- q(p1) q̄(p2)→ G(p3) G(p4) : il faut multiplier l’éq. (7.6.157) par 1

4N2

ΣM2 = 2g4 <
cF
N

>

[
< cF > (

t

u
+
u

t
)− < N >

t2 + u2

s2

]
= g4

[
32

27
(
t

u
+
u

t
)− 8

3

t2 + u2

s2

]

(7.6.158)
- G(p1) q(p2)→ G(p3) q(p4) : il faut multiplier l’éq. (7.6.157) par 1

4N(N2−1)

ΣM2 = −g4 < 1

N
>

[
< cF > (

s

u
+
u

s
)− < N >

s2 + u2

t2

]
= g4

[
−4

9
(
s

u
+
u

s
) +

s2 + u2

t2

]

(7.6.159)
- G(p1) G(p2)→ q(p3) q̄(p4) : il faut multiplier l’éq. (7.6.157) par 1

4(N2−1)2

ΣM2 = g4 <
1

N2 − 1)
>

[
< cF > (

t

u
+
u

t
)− < N >

t2 + u2

s2

]
= g4

[
1

6
(
t

u
+
u

t
)− 3

8

t2 + u2

s2

]

(7.6.160)

Pour dériver ces résultats une alternative aurait été de travailler avec seulement des états de pola-
risation physiques, c’est à dire d’utiliser l’expression

(
gµν −

kµnν + kνnµ
n.k

+ n2
kµkν

(n.k)2

)

pour la somme sur les états de polarisation (voir éq. (7.4.128)). Dans ce cas il n’y a pas lieu
d’introduire de fantômes, puisqu’il n’y a pas de contributions non physiques à soustraire, en accord
avec la discussion sur les règles de Feynman en jauge ”physique” (sec. 7.4). Le vecteur nµ peut
être choisi de façon à simplifier le calcul, ainsi pour la réaction G1 q2 → G3 q4 on peut imposer
p2 · ǫa,(κ1)(p1), p4 · ǫb,(κ3)(p3) = 0 de sorte que

2∑

κ=1

ǫa,(κ)µ (p1) ǫa
′,(κ′)

ν (p1) = − δaa
′

(gµν −
p1µp2ν + p2µp1ν

p1 · p2
),

2∑

κ=1

ǫa,(κ)µ (p3) ǫa
′,(κ′)

ν (p3) = − δaa
′

(gµν −
p3µp4ν + p4µp3ν

p3 · p4
). (7.6.161)

On laisse le lecteur retrouver les formules éqs. (7.6.158) à (7.6.160) avec ce choix de vecteurs pola-
risation (voir l’exercice).

• G G → G G : diffusion gluon-gluon
Les diagrammes à évaluer sont :

2 2

1

2

3

4 3

3

4

t u

s
1

2 4

31 1 4
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avec éventuellement les diagrammes impliquant les fantômes si on travaille en jauge covariante. On
trouve :

ΣM2 = g4 <
16N2

N2 − 1
>

1

4
[3− tu

s2
− us

t2
− st

u2
] = g4

9

2
[3− tu

s2
− us

t2
− st

u2
] (7.6.162)

Par complétude nous citons ici les résultats pour la diffusion de partons impliquant l’émission ou
l’absorption d’un photon.

• q q̄ G γ → 0 : diffusion photon-parton
Ces processus sont de type QED,

1

2

3

4

t u

1

2 3

4

Il n’y a pas de couplage à 3 bosons de jauge et donc pas de terme non abélien dans l’élément de
matrice : on ignore donc le terme proportionnel à N dans la partie entre [...] de l’éq. (7.6.157) et
la sommation sur la couleur de tous les partons contribue le facteur :

Tr(T aT a) = δaa/2 =
N2 − 1

2
= cFN, (7.6.163)

au lieu de < c2FN >. Pour les différents processus on a donc, après moyenne sur polarisation et
couleur initiales,
- q(p1) q̄(p2)→ γ(p3) G(p4) (il faut multiplier par 1

4N2 ) :

ΣM2 = e2q g
2 <

cF
N

> 2 [
t

u
+
u

t
] = e2q g

2 8

9
[
t

u
+
u

t
] (7.6.164)

- G(p1) q(p2)→ γ(p3) q(p4) (il faut multiplier par 1
4N(N2−1)

) :

ΣM2 = −e2q g2 <
1

2N
> 2 [

u

s
+
s

u
] = −e2q g2

1

3
[
u

s
+
s

u
] (7.6.165)

- γ(p1) q(p2)→ G(p3) q(p4) (il faut multiplier par 1
4N ) :

ΣM2 = e2q g
2 < cF > 2 [

u

s
+
s

u
] = e2q g

2 8

3
[
u

s
+
s

u
] (7.6.166)
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7.7 Hadrons et quarks colorés

On a vu dans la section 6.1 qu’un méson est composé d’une paire quark-antiquark et un baryon
d’un triplet de quarks avec la contrainte que leur fonction d’onde est invariante sous l’action d’un
élément du groupe de couleur, c’est à dire que méson et baryon sont respectivement de la forme :

M =
∑

(q̄i q
′
i), B = ǫijk qi q

′
j q

′′
k (7.7.167)

avec l’indice de couleur i, j, k = 1, 2, 3. Sous une transformation de type éq. (7.1.3) M est bien
invariant puisque U est unitaire. Pour le cas du baryon si on paramètre la matrice U = (uij), alors
sous l’action d’un élément du groupe B devient

B′ = ǫijk uil ujm ukn ql q
′
m q′′n. (7.7.168)

On vérifie facilement que si deux parmi les indices l,m, n sont égaux alors la combinaison est
nulle et si on fait ql q

′
m → qm q′l alors B′ → −B′. Finalement pour l = 1,m = 2, n = 3 on a

ǫijk ui1 uj2 uk3 q1 q
′
2 q

′′
3 = detU q1 q

′
2 q

′′
3 . Combinant toutes ces observations on prouve que, sous

une transformation de type éq. (7.1.3), B′ = detU (ǫlmn ql q
′
m q′′n) = detU B qui est bien invariant

si le groupe est spécial unitaire puisque alors detU = 1. Si on avait choisi U(3) plutôt que SU(3)
comme groupe d’invariance locale on aurait eu un problème de normalisation de la fonction d’onde
du baryon mais, plus important encore, on aurait un ”gluon incolore” de masse nulle qui aurait
engendré une interaction à longue portée entre hadrons singulets de couleur ce qui est physiquement
exclu car on sait que l’interaction forte entre hadrons est de portée finie de l’ordre de 1/mpion. On
rappelle finalement que le groupe d’invariance n’aurait pas pu être O(3) ou SO(3) puisque, dans
ce cas, les quarks et les antiquarks appartiennent à la même représentation et on pourrait alors
construire des systèmes à deux quarks,

∑
(qi q

′
i), singulets de couleur, qui ne sont pas observés.

7.8 Appendice I : Résumé des règles de Feynman en QCD

— Propagateur du fermion
i j

= δij
i

6p−m+ iǫ

— Propagateur du gluon, jauge covariante

Gab
µν(k) = δab

−i
k2 + iǫ

(gµν − (1− ξ)kµkν
k2

) = δab Gµν(k). (7.8.169)

où ξ = 0 jauge de Landau, ξ = 1 jauge de Feynman
— Propagateur du gluon, jauge axiale, n · Aa

µ(x) = 0

Gab
µν(k) = δab

−i
k2 + iǫ

(gµν −
kµnν + kνnµ

k · n + n2
kµkν

(k · n)2
). (7.8.170)

— Propagateur du fantôme
a b

p

= −δab
i

p2 + iǫ
.
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— Vertex gluon-fermion-fermion

i

j

µ

a = −igT a
jiγ

µ,

— Vertex à 3 gluons

a

b

c

p q

r

λ

µ

ν
gfabc [(p− q)νgλµ + (q − r)λgµν + (r − p)µgνλ] = gfabcVλµν(p, q, r)

— Vertex à 4 gluons

a

b

c

d

λ
µ

ρ

ν

−ig2
[
fabef cde(gλνgµρ − gλρgµν) + facef bde(gλµgνρ − gλρgµν) + fadef bce(gλµgνρ − gλνgµρ)

]

= −ig2 V abcd
λµνρ

— Vertex gluon-fantôme-fantôme, jauge covariante

= −gfabcrµ.

a

b c

r

µ

— Boucle de fantômes, jauge covariante
Les fantômes obéissant à la statistique de Fermi-Dirac il faut associer un facteur −1 à chaque
boucle de fantômes (comme pour les fermions).
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7.9 Appendice II : Facteurs de couleur pour SU(N)

Les relations suivantes sont utiles pour le calcul des facteurs de couleur des diagrammes en
QCD :

[T a, T b] = ifabcT c, fabc totalement antisymétrique

{T a, T b} =
δab

N
+ dabcT c, dabc totalement symétrique

Tr T a = 0

Tr T aT b =
δab

2
∑

a

(T aT a)ij = cF δij , cF =
N2 − 1

2N
, Casimir de la représentation fondamentale

∑

cd

facdf bcd = cAδ
ab, cA = N, Casimir de l’ adjointe

∑

cd

dacddbcd = (N − 4

N
)δab

Une représentation utile des générateurs de SU(3) est T a = λa/2 avec λa, les matrices de Gell-Mann.
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Chapitre 8

Chromodynamique Quantique :
Renormalisation à une boucle

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’identifier les divergences ultraviolettes des diagrammes à une boucle
de QCD et après avoir défini un schéma de renormalisation d’introduitre le couplage mobile et
démontrer la propriété de liberté asymptotique. Comme pour QED, on suppose que le lagrangien
éq. (7.3.91) de la section 7.3,

LQCD = LG + LGF + LFP + LF , (8.1.1)

est exprimé en termes des quantités nues et on introduit à priori des quantités renormalisées en
relation avec ces dernières. On contruira le développement perturbatif à l’aide des quantités renor-
malisées. Ceci est un peu fastidieux mais nécessaire ! On définit donc :

ψB = Z
1/2
2 ψ ; Aa

Bµ = Z
1/2
3 Aa

µ ; χa
B = Z̃

1/2
3 χa ; mB =

Z0

Z2
m (8.1.2)

gB =
Z1F

Z2Z
1/2
3

gµε =
Z1

Z
3/2
3

g̃µε =
Z̃1

Z̃3Z
1/2
3

˜̃gµε ; ξB = Z3 ξ. (8.1.3)

On a introduit trois constantes renormalisées : g couplage gluon-fermion, g̃ autocouplage des gluons
et ˜̃g couplage gluon-fantômes. On peut montrer qu’il n’est pas nécessaire d’introduire une constante
de renormalisation spécifique pour le paramètre de jauge. En fonction des ces nouvelles variables
la densité lagrangienne s’écrit :

LQCD = −1

4
Z3

(
∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + (
Z1

Z3
g̃)fabcAb

µA
c
ν

)2

+ Z̃3(∂µχ∗a)

(
δab∂µ − (

Z̃1

Z̃3

˜̃g)fabcAc
µ

)
χb − 1

2ξ
(∂µAa

µ)2

+ Z2ψ̄ i

(
∂µ − i(

Z1F

Z2
g)Ab

µT
bγµ
)
ψ − Z0ψ̄mψ. (8.1.4)

177
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La transformation BRS sur les champs nus, éqs. (7.5.130), implique la transformation sur les champs
renormalisés :

δψ = ig
Z1F

Z2
ǫχaT aψ

δAa
µ = ∂µǫχ

a − g̃ Z1

Z3
fabcǫχb Ac

µ

δχa = −1

2
˜̃g Z̃1

Z̃3

fabcǫχbχc

δχ∗a = −1

ξ
(∂µAa

µ)
1

Z̃3

ǫ (8.1.5)

où ǫ = (Z̃3/Z3)
1/2ǫB, qui laissera le lagrangien éq. (8.1.4) invariant. Si la théorie est renormalisable,

les constantes g, g̃, ˜̃g doivent être finies. Si c’est le cas, on peut choisir un schéma tel que g = g̃ = ˜̃g,
et donc nécessairement, par (8.1.3),

Z1F

Z2
=
Z1

Z3
=

Z̃1

Z̃3

, (8.1.6)

qui est l’équivalent de Z1 = Z2 en QED. Ces relations peuvent être prouvées par un calcul ex-
plicite à une boucle. On peut le prouver à tous les ordres grâce aux identités de Slavnov-Taylor
conséquences de l’invariance BRS.

Introduisant les contre-termes et notant tous les couplages renormalisés par g on a (avec la notation
δZi = Zi − 1)

LQCD = −1

4
FµνF

µν + (∂µχ∗a) Dab
µ χ

b − 1

2ξ
(∂µAa

µ)2 + ψ̄ (i 6D −m)ψ

−1

4
δZ3(∂µA

a
ν − ∂νAa

µ)2 + δZ̃3(∂µχ∗a)(∂µχ
a) + iδZ2ψ̄ 6∂ ψ

−1

2
δZ1gµ

ε(∂µA
a
ν − ∂νAa

µ)fabcAb
µA

c
ν −

1

4
(2δZ1 − δZ3)(gµε)2fabcAb

µA
c
νf

adeAdµAeν

−δZ̃1gµ
ε(∂µχ∗a)fabcAc

µχ
b + δZ1gµ

εψ̄ 6AaT aψ (8.1.7)

où la première ligne est identique au lagrangien éq. (8.1.1) mais exprimé en fonction des quantités
renormalisées, la deuxième ligne contient les contre-termes de fonctions d’onde et les dernières les
contre-termes de couplage. Les diagrammes de Feynman corespondant à ces contre-termes sont
faciles à écrire puisque qu’ils ont la même forme que les termes du lagrangien initial :

— Contre-terme du champ de gluon :

i δZ3δ
ab(qµqν − q2gµν) =

q
a b

— Contre-terme du champ de fantôme :

i δZ̃3δ
abq2 = a q

— Contre-terme du champ de fermion :

i δZ2δ
ji 6p = i j

p
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— Contre-terme de masse de fermion :
−i δZ0δ

jim = i j

— Contre-terme du couplage à 3 gluons :

gµεδZ1f
abcVµνρ(q1, q2, q3) = b

c

q
1

q

q
2

3

a

Vµνρ(q1, q2, q3) défini en sec. 7.8

— Contre-terme du couplage à 4 gluons :

−i g2µ2ε(2δZ1 − δZ3)V abcd
µνρσ =

a b

cd

V abcd
µνρσ défini en sec. 7.8

— Contre-terme du couplage du fantôme au gluon :

−gµεδZ̃1f
abcrµ = a

c

b

r

— Contre-terme du couplage du fermion au gluon :

−i gµεδZ1FT
a
jiγµ =

i

j

a

• Identification des diagrammes divergents
Pour identifier les diagrammes potentiellement divergents, en 4 dimensions, de la théorie on applique
la technique de calcul du degré superficiel de divergence de la sec. 4.6 et on trouve, cf. l’éq. (4.6.155) :

ω(G) = 4− EG − Egh −
3

2
EF . (8.1.8)

où EG, Egh, et EF sont respectivement le nombre de pattes externes de gluons, fantômes et fer-
mions. On note que dans cette relation les fantômes sont considérés comme des bosons puisque du
point de vue dimensionnel ils ont la même dimension que les gluons. Cependant cette formule n’est
pas correcte à cause de la spécificité du couplage des fantômes au gluon : seul le fantôme ”sortant”
du vertex contribue un facteur d’impulsion à l’amplitude si bien que pour un fantôme ”sortant”
d’un diagramme le vertex correspondant ne contribuera pas un facteur d’impulsion interne et donc
le degré de divergence du diagramme doit être réduit d’une unité par fantôme sortant dont le
nombre est égal à Egh/2. En revanche, pour un vertex impliquant des fantômes internes l’impul-
sion ”sortante” est également interne et du point de vue dimensionnel le vertex avec fantômes se
comporte comme le vertex à 3 gluons. La formule correcte sera donc pour QCD :

ω(G) = 4−EG −
3

2
(EF + Egh), (8.1.9)

si bien que, finalement, les fantômes contribuent comme les quarks au degré de divergence d’un
diagramme bien qu’ils aient la même dimension que les gluons ! On dénombre ainsi sept classes de
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diagrammes en boucles potentiellement divergents :
- polarisation du gluon, polarisation du fantôme, self-énergie du quark ;
- vertex à 3 gluons, vertex gluon-fantôme-fantôme, vertex gluon-quark-quark ;
- vertex à 4 gluons.
Toutes ces topologies correspondent à des contre-termes dans le lagrangien ce qui suggère que la
théorie peut être renormalisable.

On ne calculera que quelques contre-termes et s’assurera qu’ils peuvent être choisis pour annuler
les divergences. On supposera, pour simplifier, que les quarks sont de masse nulle (mB = m = 0,
voir éq. (8.1.3), et il n’y aura pas lieu d’introduire Z0). On commence par les termes les plus faciles
à savoir le couplage gluon-fermion et qui permettra de définir le couplage renormalisé par

gB =
Z1F

Z2

√
Z3

gµε. (8.1.10)

8.2 Calcul des Zi

Le calcul est effectué en jauge covariante, le propagateur du gluon étant choisi de la forme

δab
i

q2 + iǫ

(
−gµν + (1− ξ) qµqν

q2 + iǫ

)

où ξ dénote, dans la suite, le paramètre de jauge avec ξ = 0 en jauge de Landau et ξ = 1 en
jauge de Feynman. Avec ce choix de jauge il faudra donc inclure les boucles de ”fantômes”. Les
contre-termes seront définis dans le shéma MS ou éventuellement MS. Cela n’a pas de sens de
définir le schéma ON , sur couche de masse, puisque les partons sont confinés dans des hadrons et
sont donc hors couche.

8.2.1 Calcul de Z2

Dans cette section nous évaluons le contre-terme de la fonction d’onde du quark. On rappelle
que le contre-terme δZ0 = 0 puisque la masse est supposée nulle. Les diagrammes à considérer sont
similaires à ceux de QED avec essentiellement le facteur de couleur en plus :

l

p

p + li j
+

ji

−iΣji(p) = −iΣboucle
ji (p) + i (Z2 − 1) δji 6p

Le diagramme en boucle s’écrit :

−iΣboucle
ji = (−igµε)2 < T a

jkT
a
ki >

∫
dnl

(2π)n
γµ

i(6p+ 6 l)
(p+ l)2 + iǫ

γν
i

l2 + iǫ
(−gµν + (1− ξ) l

µlν

l2
)
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où nous indiquons le facteur de couleur entre < ... >. D’après les formules de la section 7.9 ce
facteur se réduit à ∑

a

(T aT a)ji = cF δji =
4

3
δji

après avoir sommé sur l’indice de couleur a du gluon interne et k du quark interne. L’intégrale sur
l’impulsion de la boucle a été faite lors du calcul de la self-énergie en QED et on trouve :

Σboucle
ji (p) = −ξ < cF δji >

g2

16π2

(
4πµ2

−p2
)ε

Γ(1 + ε)

ε
(1 + ε) 6p

= Σ(1)(p) 6p δji, (8.2.11)

qui est identique, au facteur de couleur près, à l’éq. (4.2.84). Tenant compte du contre-terme on a
alors

Σji(p) = (Σ(1)(p)− (Z2 − 1)) 6p δji. (8.2.12)

Si on choisit de travailler en jauge de Landau on a alors trivialement Σ(1)(p) = 0 et donc néces-
sairement

ZMS
2 = 1, jauge de Landau, (8.2.13)

puisqu’il n’y a pas de divergence à compenser ! Pour la renormalisation dans le cas général, on peut
se reporter au calcul similaire dans le cas de QED, extraire la divergence ultraviolette de Σ(1)(p)
et choisir le contre-terme comme dans l’éq. (4.2.88) :

ZMS
2 = 1 + c2

αs

4π

Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε. (8.2.14)

avec
c2 = −ξ < cF > . (8.2.15)

Le propagateur du fermion aura alors la forme, comme en éq. (4.2.89) :

SMS
F = i δij

1 + ΣMS

6p+ iǫ
=

i δij
6p+ iǫ

[
1 + ξ

αs

4π
< cF >

(
1

εir
+ ln(4π)− γ − 1

)]
. (8.2.16)

Ce résultat illustre bien le fait qu’un propagateur ou une fonction de Green n’est pas individuel-
lement indépendant du choix de jauge alors que les observables physiques doivent nécessairement
l’être. On rappelle que pour un calcul aux ordres supérieurs la correction de self-énergie sur un
spineur externe u(p) consistera à ajouter un facteur u(p)ΣMS/2 comme discuté en sec. 4.2.

8.2.2 Calcul de Z3

Le calcul de ce contre-terme est bien plus compliqué et il met en jeu des diagrammes typiques
d’une théorie non abélienne puisqu’ils contiennent des fantômes et des couplages à trois ou quatre
bosons de jauge. Il faut évaluer :

=

a                    b
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Dans une notation évidente on décompose le diagramme de polarisation du gluon en une série de
termes

Παβ,ab(q) = Παβ,ab
F (q) + Παβ,ab

g (q) + Παβ,ab
gh (q) + Παβ,ab

4g (q) + (Z3 − 1)δab(qαqβ − q2gαβ). (8.2.17)

• Παβ,ab
F (q)

Ce diagramme contient une boucle fermionique et du point de vue structure de Lorentz il est
similaire au diagramme de polarisation du vide en QED. Aucun nouveau calcul n’est, en principe,
nécessaire pour évaluer l’intégrale sur l’impulsion interne : il suffit de se reporter à l’éq. (4.1.17) et
de choisir m = 0 avant le développement en ε ce qui permet de faire très facilement l’intégrale sur
le paramètre de Feynman. Quant à la partie de couleur, elle est simplement

T a
jiT

b
ij = Tr T aT b =

δab

2
.

Ainsi, on obtient :

Παβ,ab
F (q) = <

δab

2
>

g2

2π2

(
4πµ2

−q2
)ε

Γ(ε)

∫ 1

0
dx x1−ε(1− x)1−ε (qαqβ − q2gαβ)

= <
δab

2
>

g2

2π2

(
4πµ2

−q2
)ε

Γ(ε)
Γ(2− ε)Γ(2 − ε)

Γ(4− 2ε)
(qαqβ − q2gαβ) (8.2.18)

= <
δab

2
>

g2

12π2
Γ(1− ε)Γ(1− ε)

Γ(1− 2ε)

(
4πµ2

−q2
)ε

Γ(ε) (1 +
5

3
ε) (qαqβ − q2gαβ).

Chaque espèce de quark léger contribue à part égale (quarks de masse nulle) à la boucle fermionique
et il faudra multiplier le résultat précédent par Nf , le nombre de saveurs considérées. Ainsi, on
trouve finalement

Παβ,ab
F (q) =< Nf

δab

2
>

g2

(4π)2

(
4πµ2

−q2
)ε

(Γ(1− ε))2
Γ(1− 2ε)

Γ(ε)
4

3
(1 +

5

3
ε) (qαqβ − q2gαβ) (8.2.19)

• Παβ,ab
4g (q)

C’est le diagramme de type ”tadpole”, le seul qui fasse intervenir le couplage à quatre gluons. Il se
trouve être égal à 0 en régularisation dimensionnelle. En effet, si on ignore le détail des facteurs de
couleur, la partie de Lorentz est de la forme :

Παβ,ab
4g (q) ∼

∫
dnk

(2π)n
agαβ + bkαkβ/k2

k2 + iǫ
= (a+

b

4− 2ε
)gαβ

∫
dnk

(2π)n
1

k2 + iǫ
,

d’après les éqs. (3.2.16), (3.2.21). On introduit maintenant une faible massem pour évaluer l’intégrale

lim
m→0

∫
dnk

(2π)n
1

k2 −m2 + iǫ
= m2−2ε Γ(−1 + ε)

et on prend m→ 0 après l’intégration. On trouve donc bien

Παβ,ab
4g (q) = 0.
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Remarque : Attention à l’ordre des limites ! Il faut d’abord prendre le régulateur infrarouge vers 0
(m→ 0) avant de prendre (le régulateur ultraviolet) ε→ 0.

• Παβ,ab
g (q)

Le calcul de l’intégrale sur l’impulsion est très long mais ne présente aucune difficulté majeure. Nous
nous bornons à citer le départ et l’arrivée. Les notations sont définies dans la figure ci-dessous :

k

−−>q q
k−q

−−>

<−−

En lettres cela devient :

iΠαβ,ab
g (q) = (gµε)2

1

2

∫
dnk

(2π)n

×
(
fadc

[
gαδ(q + k)γ + gδγ(q − 2 k)α + gγα(k − 2 q)δ

]

× −i δ
cc′

k2 + i ǫ

[
gδδ

′ − (1− ξ) kδkδ
′

k2 + i ǫ

]
(8.2.20)

× −i δdd′

(k − q)2 + i ǫ

[
gγγ

′ − (1− ξ)((k − q)γ(k − q)γ′

(k − q)2 + i ǫ

]

×f c′d′b
[
gγ

′δ′(q − 2 k)β + gδ
′β(q + k)γ

′

+ gβγ
′

(k − 2 q)δ
′
])

On note le facteur 1/2 global pour la symétrisation de particules identiques dans la boucle. L’intégrale
sur l’impulsion interne et la variable de Feynman se font suivant les règles habituelles et on trouve,
après un pénible calcul :

Παβ,ab
g (q) = < N δab >

g2

(4π)2

(
4πµ2

−q2
)ε

(Γ(1− ε))2
Γ(1− 2 ε)

Γ(ε) (8.2.21)

1

1− 2ε

[
q2 gαβ

(
19

12
+

1

18
ε

)
− qαqβ

(
11

6
+

1

18
ε

)

+(1− ξ)
(
q2 gαβ − qαqβ

) (1

2
− 2 ε

)

+
1

4
(1− ξ)2

(
q2 gαβ − qαqβ

)
ε

]

La contribution provenant de la boucle de gluons n’est pas transverse.

• Παβ,ab
gh

(q)
L’application des règles de Feynman permet d’écrire facilement avec les conventions de la figure
(attention aux signes et au facteur (-) associé à la boucle de fantômes !) :
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k

−−>q q
k−q

−−>

<−−

En lettres on a :

iΠαβ,ab
gh (q) = (−)(gµ)2ε

∫
dnk

(2π)n

(
facdkα

−i δcc′

k2 + i ǫ
f bd

′c′ (k − q)β −i δdd′

(k − q)2 + i ǫ

)
(8.2.22)

Le calcul est beaucoup plus simple que le cas précédent. Après intégration sur x, on obtient :

Παβ,ab
gh (q) = < N δab >

g2

(4π)2

(
4πµ2

−q2
)ε

(Γ(1− ε))2
Γ(1− 2 ε)

Γ(ε)

1

1− 2ε

[
q2 gαβ

(
1

12
+

1

18
ε

)
− qαqβ

(
−1

6
+

1

18
ε

)]
. (8.2.23)

• Résultat
Dans tous les résultats précédents apparâıt le facteur (Γ(1− ε))2/Γ(1 − 2ε), typique de l’intégrale
sur la variable de Feynman dans le cas d’une masse nulle. Il admet le développement en ε (voir éq.
(3.2.20)),

(Γ(1− ε))2
Γ(1− 2ε)

= 1− π2

6
ε2 +O(ε3), (8.2.24)

et ce terme peut donc être remplacé par 1 car la divergence de toutes les contributions à la polari-
sation du gluon est d’ordre 1/ε puisque Γ(ε) = Γ(1 + ε)/ε. Regroupant toutes les contributions en
boucle à l’éq. (8.2.17) on peut les écrire :

Παβ,ab
boucle(q) = (ΠUV + Πrest) < δab > (qαqβ − q2 gαβ) (8.2.25)

avec

ΠUV = − g2

(4π)2
Γ(1 + ε)

ε

(
4πµ2

−q2
)ε(

(
13

6
− ξ

2
) < N > −4

3
<
Nf

2
>

)
(8.2.26)

Πrest = − g2

(4π)2

(
(
22

9
+ ξ +

1

4
(1− ξ)2) < N > −20

9
<
Nf

2
>)

)
(8.2.27)

Elles ont bien la forme transverse canonique. La constante de renormalisation dans le schéma MS
compense la divergence UV :

ZMS
3 = 1 + c3

αs

4π

Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε, (8.2.28)

avec

c3 =

(
(
13

6
− ξ

2
) < N > −4

3
<
Nf

2
>

)
(8.2.29)
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et

ΠMS = c3
αs

4π
ln

(−q2
µ2

)
+ Πrest. (8.2.30)

Comme pour QED (voir sec. 4.1.1) la correction des termes de polarisation du gluon apportera

un facteur multipicatif au couplage αMS(µ2) → −αMS(µ2) ΠMS , mais contrairement à QED ce
couplage recevra aussi des contributions du vertex et de la self-énergie du fermion.

8.2.3 Calcul de Z1F

Il y a trois diagrammes :

a

µ

p

p'

+ a

b

c

i

j

l + µ
a

−igµε Λα,a
ji (p, p′)|boucle + (−igµε) (Z1F − 1) T a

ji γ
α

Nous supposons les fermions externes sur couche de masse, p2 = p′2 = 0, mais le gluon virtuel
(p− p′)2 = q2 6= 0.
- La première boucle (avec 2 fermions internes) est identique au vertex QED à part un facteur
multiplicatif de couleur que l’on spécifiera plus bas. La partie divergente dans l’ultraviolet est donc
en relation avec celle de la self-energie du fermion (8.2.11)) et on pourrait avoir immédiatement sa
contribution au facteur Z1F . Cependant, il est intéressant d’évaluer ce diagramme plus précisement
pour illustrer les complications associées aux divergences infrarouge et colinéaire. Cela peut être
fait facilement, en jauge de Feynman, à partir de l’éq. (4.3.98) en posant m = 0 dans cette équation.
Ignorant pour le moment les facteurs de couleur, il faut donc évaluer,

Λα,a
ji (p; p′)|boucle,”QED” ≈ −i (gµε)2

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy 2y

∫
dnl

(2π)n
γα

[2 (1−ε)2

2−ε l2 − 2q2(1− y)− 2q2y2x(1− x)]

(l2 + q2y2x(1− x) + iǫ)3
. (8.2.31)

Comme en QED, le premier terme du numérateur contient toutes les divergences ultraviolettes et
on trouve

Λα,a
ji |UV

boucle,”QED” ≈
g2

(4π)2
γα

(
4πµ2

−q2
)ε

(Γ(1− ε))2
Γ(1− 2ε)

Γ(1 + ε)

ε
(1 + ε), (8.2.32)

qui est bien similaire à l’éq. (8.2.11) pour ξ = 1.
Le deuxième terme du numérateur de (8.2.31), −2q2(1 − y), est régulier dans l’ultraviolet mais
contient toutes les divergences infrarouge et colinéaire (voir éq. (4.3.103)). On trouve après intégration
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sur l’impulsion de la boucle

Λα,a
ji |irboucle,”QED” ≈ g2

(4π)2
γα

(
4πµ2

−q2
)ε

2 Γ(1 + ε)

∫ 1

0
dy y−1−2ε(1− y)

∫ 1

0
dx x−1−ε(1− x)−1−ε

≈ − g2

(4π)2
γα

(
4πµ2

−q2
)ε

Γ(1 + ε)
(Γ(1− ε))2
Γ(1− 2ε)

(
2

ε2ir
+

4

εir
+ 8

)
. (8.2.33)

On voit que les intégrales sur les paramètres de Feynman sont toutes deux divergentes quand ε→ 0.
La divergence en y = 0 reflète la divergence infrarouge, l → 0 du diagramme (voir la discussion
autour de l’expression éq. (4.3.105)) tandis que celles en x = 0 et x = 1 sont associées à la divergence
de masse m = 0. Il suffit de se reporter à l’éq. (4.3.103) pour voir que l’intégrale I1, coefficient de
1/εir n’est pas définie quand m = 0. Pour lui donner un sens il faut évaluer les expressions avant
de faire le développement en ε, comme nous l’avons fait dans l’équation ci-dessus, ce qui mène
à un pôle en ε (voir aussi éq. (4.3.102)). On utilise le même symbole ir pour noter l’origine des
divergences infrarouge et colinéaire mais on rappelle que ce n’est qu’un mnémonique et l’on a bien
ε = εir.
Le troisième terme du numérateur de (8.2.31), −2q2y2x(1− x) est régulier et s’évalue facilement :

Λα,a
ji |

régulier
boucle,”QED” ≈ −

g2

(4π)2
γα

(
4πµ2

−q2
)ε

.

Il reste maintenant à introduire le facteur de couleur qui s’écrit :

(T b
jl T

a
lk T

b
ki) = (Tb Ta Tb)ji =

(
T b T b T a + i fabc T bT c)

)
ji

= cFT
a
ji +

i

2
fabc

(
[T b, T c] + {T b, T c}

)
ji

= cFT
a
ji −

1

2
fabcf bceT e

ji

= < (cF −
N

2
) T a

ji > . (8.2.34)

Finalement, rassemblant tout on trouve que, en jauge de Feynman, la contribution au vertex de la
boucle de type QED est :

Λα,a
ji (p, p′)|boucle,”QED” = < (cF −

N

2
) T a

ji >
g2

(4π)2
γα

(
4πµ2

−q2
)ε

(Γ(1− ε))2
Γ(1− 2ε)

Γ(1 + ε)

[(
1

ε
+ 1

)
−
(

2

ε2ir
+

4

εir
+ 9

)]
. (8.2.35)

On remarque qu’en QCD, même si les divergences ultraviolettes du vertex et de la self-énergie
sont identiques, elles ne se compensent pas à cause du facteur de couleur différent pour les deux
diagrammes : < cF > pour la self comparé à < cF − N

2 > pour le vertex de type QED.
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- La seconde boucle (avec 2 gluons internes) a le facteur de couleur

fabc T b
jl T

c
li = fabc(T bT c)ji = fabc

1

2
[T b, T c]ji

=
1

2
fabc i f bcd T d

ji

=
i

2
cAT

a
ji =

i

2
NT a

ji (8.2.36)

Nous ne détaillerons pas le calcul fastidieux de ce diagramme mais citerons seulement le résultat
du vertex complet (c’est à dire comprenant les deux diagrammes en boucle), en jauge covariante.
On peut l’exprimer sous la forme :

Λα,a
ji (p; p′)|boucle = (ΛUV + Λrest) T

a
ji γα (8.2.37)

avec

ΛUV =
g2

(4π)2

(
4πµ2

−q2
)ε

(Γ(1 − ε))2
Γ(1− 2ε)

Γ(1 + ε)

ε

(
(cF −

N

2
) ξ +

3

4
N(1 + ξ)

)
(8.2.38)

Λrest =
g2

(4π)2

(
4πµ2

−q2
)ε

(Γ(1− ε))2
Γ(1− 2ε)

Γ(1 + ε)

(
a2
ε2ir

+
a1
εir

+ a0

)
(8.2.39)

avec :

a2 = −2

(
cF −

N

2

)

a1 = −(3 + ξ)

(
cF −

N

2

)
− 2N

a0 = −8

(
cF −

N

2

)
−N

(
1− 1

2
(1− ξ) +

1

4
(1− ξ)2

)
(8.2.40)

Concernant les pôles en εir seul le diagramme de type QED contribue au double pôle (singularité
infrarouge et singularité de masse) puisqu’il est associé au facteur de couleur (cF −N/2). Le vertex
à trois gluons est, en effet, moins divergent dans l’infrarouge puisque le couplage correspondant
contient un facteur d’impulsion interne supplémentaire suffisant pour compenser la singularité in-
frarouge, de sorte qu’il ne survit qu’une singularité de masse. D’autre part on note que le facteur
(Γ(1− ε))2/Γ(1− 2ε) peut être ignoré dans ΛUV , du fait de l’éq. (8.2.24), et de même dans Λrest

pourvu que l’on fasse a0 → a0 − a2π2/6.

• Résultat
La correction à une boucle au vertex étant :

Λα,a
ji (p, p′) = (ΛUV + Λrest + Z1F − 1) T a

ji γ
α, (8.2.41)

le choix

ZMS
1F = 1 + c1

αs

4π

Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε (8.2.42)
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avec

c1 = −(< cF > ξ+ < N >
3 + ξ

4
), (8.2.43)

annulera la divergence et il restera

ΛMS = c1
αs

4π
ln

(−q2
µ2

)
+ Λrest (8.2.44)

qui est seulement un facteur multiplicatif au vertex T a
ji γ

α à l’ordre de Born. Les termes divergents
d’origine infrarouge restant dans l’expression du vertex se compenseront dans le calcul d’une obser-
vable physique comme on l’a vu dans le chapitre 5 et ceux d’origine colinéaire seront traités dans
le chapitre suivant.
De fastidieux calculs similaires à ceux que l’on vient de discuter permettront de déterminer Z1, Z̃1, Z̃3

et on peut vérifier les égalités (8.1.6), d’où il s’ensuit, d’après les éqs. (8.1.3), que l’on peut identifier

les couplages g, g̃, ˜̃g.

• Application
On considère la diffusion quark − quark′ à grands transferts d’énergie t = −q2. Les diagrammes
virtuels à considérer aux deux premiers ordres des perturbations sont 1

théorie

+ +...

2

AA
AA
AA

q→

q1 q2

2

=

Comme on l’a vu, ces corrections ne sont que des facteurs multiplicatifs : ΣMS/2 pour chaque

spineur externe, ΛMS pour chaque vertex, −ΠMS pour le couplage αs(µ
2). L’amplitude de diffusion,

corrigée des termes virtuels, est donc aux deux premiers ordres de la théorie des perturbations :

4π αs(µ
2)Mq1q′2→q3q′4 = 4π αs(µ

2)
{

1 + 2 ΣMS + 2 ΛMS −ΠMS
}
Mq1q′2→q3q′4

0

= 4π αs(µ
2)

{
1 + 2 ΣMS + 2 c1

αs

4π
ln

(−q2
µ2

)
+ 2 Λrest

−c3
αs

4π
ln

(−q2
µ2

)
−Πrest

}
Mq1q′2→q3q′4

0 . (8.2.45)

Dans cette équation, Mq1q′2→q3q′4
0 dénote l’amplitude à l’approximation de Born. Si on garde µ2

fixe et que l’on s’intéresse aux hautes énergies (−q2 grand) on peut avoir de grandes corrections
logarithmiques. Un choix astucieux consiste à prendre µ2 = −q2 de sorte que tous les grands
logarithmes disparaissent et on aura pour l’élément de matrice

4π αs(−q2)
{

1 +O(αs(−q2))
}
Mq1q′2→q3q′4

0 (8.2.46)

1. On ignore les diagrammes avec échange de deux gluons entre q1 et q2 qui n’ont pas de divergences ultraviolettes.
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Dans l’approximation des logarithmes dominants (leading logarithm approximation), notée LO, on
ne garde que le premier terme de l’équation, c’est à dire le terme de Born mais avec le couplage fort
évalué à l’échelle caractéristique du processus. La section efficace calculée, en incluant l’effet des
corrections à une boucle, a alors exactement la même expression que celle calculée en ne considérant
que les diagrammes d’ordre le plus bas : la seule différence entre les deux expressions est que, dans
le premier cas, le couplage dépend de l’échelle caractéristique du processus dur étudié qui est ici
l’impulsion de transfert de la réaction. Si on travaille à l’approximation suivante (next-to-leading
logarithmic approximation), dite NLO, le terme correctif, d’ordre α2

s, contient en fait des divergences
infrarouges et colinéaires : les pôles d’origine infrarouge seront compensées par des termes similaires
venant des diagrammes réels lorsque l’on construira la section efficace, comme on l’a vu au chapitre
5 ou comme on le verra sur des exemples dans les chapitres suivants. Les divergence colinéaires
doivent, suivant les observables, se compenser ou bien être ”factorisées” dans des fonctions de
structure.

8.2.4 Le couplage mobile αs et application

Revenant à la première des éqs. (8.1.3) reliant le couplage nu au couplage renormalisé, on a la
relation :

gB =
Z1F

Z2Z
1/2
3

g(µ2)µε. (8.2.47)

Reprenant les notations de la section 4.4 et définissant αB = g2B/4π et αs = g2/4π,

αB =
Z2
1F

Z2
2Z3

αs(µ
2)µ2ε = Zα αs(µ

2)µ2ε (8.2.48)

avec

Zα = (1 +
cα(ε)

ε
αs(µ

2)) (8.2.49)

où cα(ε) est calculé à partir des éqs. (8.2.15), (8.2.29), (8.2.43) :

cα(ε) =
2c1 − 2c2 − c3

4π
Γ(1 + ε) (4π)ε = − 11N − 2Nf

12π
Γ(1 + ε) (4π)ε. (8.2.50)

Nous sommes maintenant en mesure de calculer l’évolution du couplage de QCD et de prouver la
propriété de liberté asymptotique invoquant l’éq. (4.4.133). On trouve :

β(αs) = cα(0)α2
s(µ2) +O(α3

s)

= − 11N − 2Nf

12π
α2
s(µ2) +O(α3

s) (8.2.51)

et d’après l’éq. (4.4.134) :

αs(µ
2) =

αs(µ
2
0)

1 +
(11N−2Nf )

12π αs(µ20) ln(µ2/µ20)
+O(α3

s ln(µ2/µ20)) . (8.2.52)
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Le couplage décrôıt quand µ crôıt si 11N − 2Nf > 0, c’est à dire si le nombre Nf de saveurs de
quarks est inférieur à 17 : dans ces conditions la théorie est dite asympotiquement libre.

• Remarques
On retrouve le résultat pour QED si N = 0 (pas de couleur, théorie abélienne, pas de couplage entre
bosons de jauge) et Nf <

1
2 >= 1 (voir le calcul de facteur de couleur de la boucle fermionique de

Παβ,ab
F .

Le terme proportionnel à N dans l’équation ci-dessus, qui vient des termes ”non-abéliens” avec cou-
plage à trois gluons, est responsable de la propriété de liberté asymptotique (il est positif) tandis
que le terme dépendant de Nf , qui vient uniquement de la boucle fermionique, est négatif comme
en QED. On peut se rappeler le signe relatif entre ces deux types de contributions en se souvenant
que les boucles de fermions ont un facteur (−1) supplémentaire dû à la statistique de Fermi-Dirac.

On remarque que β(αs) et par conséquent αs ne dépendent pas du paramètre de jauge ξ. Ce résultat
est vrai à tous les ordres de la théorie des perturbations comme on le montre en section 12.4.

La signification physique de l’équation (8.2.52) est la suivante : pour faire les calculs à une boucle
en QCD nous avons dû choisir un schéma de régularisation (régularisation dimensionnelle) ce qui
a introduit une échelle de masse arbitraire µ ; pour faire des prédictions que l’on veut comparer à
l’expérience il faudra choisir une valeur particulière de µ, soit µ0, ainsi que la valeur des impulsions
du processus que l’on considère, et choisir la valeur numérique αs(µ0) de façon que les expressions
mathématiques reproduisent le résultat expérimental. La relation éq. (8.2.52) exprime la valeur que
doit avoir le couplage αs(µ) de la théorie renormalisée à l’échelle µ, pour que les prédictions de
cette théorie soient identiques aux prédictions de la théorie renormalisée à µ0. En d’autres termes,
la théorie renormalisée à µ0 et celle renormalisée à µ1 seront équivalentes au sens perturbatif, si les
couplages renormalisés αs(µ

2
0) et αs(µ

2
1) sont reliés par l’éq. (8.2.52).

8.2.5 Définition de ΛQCD

Le couple de valeurs (µ, αs(µ)) ne correspond pas à deux variables indépendantes mais à
une seule puisqu’elles sont contraintes par une relation pour pouvoir décrire la même physique
quelque soit µ. Mathématiquement cela s’exprime par le fait que l’on peut introduire une échelle de
masse unique qui déterminera complètement le couplage mobile. En effet, on peut écrire l’équation
(8.2.52) :

αs(µ
2) =

1
1

αs(µ2
0)

+
11N−2Nf

12π ln µ2

µ2
0

=
12π

(11N − 2Nf ) ln µ2

Λ2

, (8.2.53)

avec

Λ2 = µ20 exp

(
− 12π

(11N − 2Nf ) αs(µ20)

)
. (8.2.54)
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Λ est la constante fondamentale de QCD que l’on détermine expérimentalement. Dans l’approxi-
mation des logarithmes dominants on écrit

αs(µ
2) =

1

b ln(µ2/Λ2)
avec b = − cα(0) =

11N − 2Nf

12π
(8.2.55)

L’échelle de masse Λ contrôle l’ordre de grandeur des interactions fortes mais sa valeur numérique,
exprimée en MeV ou GeV, dépend du schéma de renormalisation dans lequel on travaille. On va
prouver ceci en comparant le valeur de Λ dans les schémas MS et MS. Revenant à la relation entre
couplages nu et renormalisé on a,

αB = Z
MS

α α
MS

(µ2) µ2ε

= Z
MS

α α
MS

(µ2) µ2ε (8.2.56)

avec pour Z
MS

α (voir les éqs. (8.2.50) et (8.2.52)),

Z
MS

α = 1 + α
MS

(µ2) cα

(
1

ε
+ ln 4π − γ

)
, (8.2.57)

tandis que pour le schéma MS on aura :

Z
MS

α = 1 + α
MS

(µ2) cα

(
1

ε

)
, (8.2.58)

la valeur de cα étant, par définition, commune aux deux cas. On en tire immédiatement :

α
MS

(µ2) =
Z

MS

α

ZMS

α

α
MS

(µ2)

⇒ 1

α
MS

(µ2)
=

1

α
MS

(µ2)
(1 + α

MS
(µ2) b (ln 4π − γ)) +O(α

MS
(µ3)). (8.2.59)

Utilisant la forme α(µ2) = 1/b ln(µ2/Λ2) pour chacun des schémas on obtient facilement la relation

Λ2
MS
≈ 4π e−γ Λ2

MS
. (8.2.60)

Cette relation est nécessaire pour que les prédictions physiques dans le schéma MS soient identiques
à celles dans le schéma MS.

8.2.6 Au-delà des logarithmes dominants

Techniquement parlant, on note que la distinction entre schéma MS et schéma MS ne peut se faire
que si on travaille dans l’approximation ”au-delà des logarithmes dominants” : en effet à l’approxi-
mation des logarithmes dominants, par convention, on ne distingue pas ln(µ2/Λ2

MS
) de ln(µ2/Λ2

MS
)

et les deux schémas sont équivalents.

La fonction β(αs) de Gell-Mann-Low admet un développement perturbatif de la forme :

β(αs) =
µ2dαs(µ

2)

dµ2
= −b α2

s (1 + b′ αs + b′′ α2
s + b′′′ α3

s + · · · ). (8.2.61)
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En QCD ce développement est connu jusqu’à 5 boucles 2, c’est à dire jusqu’au coefficient b′′′′. On
cite la valeur des deux premiers :

b =
11N − 2Nf

12π
; b′ =

17N2 −Nf (5N + 3 cF )

2π(11N − 2Nf )
. (8.2.62)

Le paramètre b étant défini comme b = −cα(0) de l’éq. (8.2.50) et intégrant l’équation ci-dessus on
obtient :

b ln
µ2

µ20
=

1

αs(µ2)
− 1

αs(µ
2
0)

+ b′ ln
αs(µ

2)

αs(µ
2
0)
− b′ ln

1 + b′ αs(µ
2)

1 + b′ αs(µ
2
0)
. (8.2.63)

Regroupant tous les termes du membre de droite en αs(µ
2
0), qui dépendent des conditions initiales,

avec le terme b(lnµ2/ lnµ20) du membre de gauche, on introduit Λ2
MS

tel que

b ln
µ2

Λ2
MS

∼ 1

αs(µ2)
+ b′ ln

αs(µ
2)

1 + b′ αs(µ2)
, (8.2.64)

définition valable à l’approximation ”au-delà des logarithmes dominants” (NLO). On peut alors
obtenir αs(µ

2) en fonction de t = ln(µ2/Λ2
MS

) en inversant numériquement cette équation. Une
expression analytique approchée est obtenue en résolvant l’équation perturbativement et itérative-
ment :

αs(µ
2) =

1

b t

(
1− b′

b t
ln t+

b′2

b2t2
(ln2 t− ln t− 1) +

b′′

b2t2

)
, (8.2.65)

où on s’est payé le luxe d’inclure la contribution du calcul à trois boucles proportionnelle à b′′.
Cette expression donne la dépendance du couplage en fonction de la masse µ à l’approximation
NNLO (next-to-next-to-leading logarithm). A l’approximation NLO seuls les deux premiers termes
sont gardés.

8.2.7 Résultats

De très nombreuses expériences ont été réalisées qui permettent de mesurer Λ
MS

. Une compilation 3

des données expérimentales donne, pour cinq saveurs actives (Nf = 5) à l’approximation NNLO :

Λ
MS

= 210±11 MeV, (8.2.66)

ou, de façon équivalente, il est devenu usuel de donner la valeur de αs à la masse du Z :

αs(M
2
z ) = 0, 1181 ± 0, 0011. (8.2.67)

Comme le montre la figure 8.1, ce résultat est fondé des expériences couvrant un très grand domaine
d’énergie, du GeV à l’énergie du LHC, et une variété d’observables : inélastique profond, diffusion
e+ e−, collisions hadroniques, désintégrations de particules lourdes, désintégration du lepton τ .

2. P.A. Baikov, K.G. Chetyrkin, J.H. Kühn, Phys. Rev.Lett. 118 (2017) 082002, arXiv : 1606.08659 [hep-ph] ;
F. Herzog, B. Ruijl, T. Ueda, J.A.M. Vermaseren, A. Vogt, JHEP 1702 (2017) 090, arXiv : 1701.01404 [hep-ph] ; T.
Luthe, A. Maier, P. Marquard, Y. Schroder, JHEP 1703 (2017) 020, arXiv : 1701.07068 [hep-ph] .

3. C. Patrignani et al. (Particle Data Group), Chin. Phys. C40 100001 (2016).
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On peut comparer la situation en QCD avec celle en QED. La constante de structure fine de QED
α = 1/137, 035999074 pourrait parâıtre plus fondamentale que celle de QCD αs(M

2
z )|

MS
= 1/8, 467

pour laquelle il faut spécifier le schéma de renormalisation ainsi qu’une valeur de masse. En fait
il n’en n’est rien et la situation est identique dans les deux cas (hormis la précision des mesures
expérimentales !). En effet, la valeur de α ci-dessus est donnée, de façon traditionelle dans le schéma
de renormalisation sur couche de masse (schéma ON de la section 4) dans la limite où l’échelle de
masse → 0. Comme c’était, pendant longtemps, le seul schéma de renormalisation utilisé en QED
on ”oubliait” de le préciser. Dans le schéma MS la valeur de α serait différente et elle peut être
calculée avec les formules de la section 4. La différence avec QCD réside dans le fait qu’il n’est pas
possible de définir un schéma ON en chromodynamique car les quarks et les gluons étant confinés
dans les hadrons ils ne sont pas sur leur couche de masse. D’autre part il n’est pas possible de
prendre la limite de masse nulle pour l’échelle de renormalisation car la théorie perturbative ne
serait plus définie puisqu’alors le couplage →∞.
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QCD αs(Mz) = 0.1181 ± 0.0011

pp –> jets
e.w. precision fits (N3LO)  
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Figure 8.1 – Compilation des données expérimentales de αs, C. Patrignani et al. (Particle Data
Group), Chin. Phys. C40 100001 (2016).



Chapitre 9

Violations de l’invariance d’échelle

Dans la discussion précédente nous n’avons étudié que les diagrammes en boucles : polarisation
du vide, self-énergie du fermion et correction au vertex. Nous avons extrait de ces diagrammes la
partie divergente dans l’ultraviolet (∼ 1/ε + ln 4π − γ) et nous avons vu que, par la renormalisa-
tion, on pouvait absorber ces singularités et définir un couplage renormalisé dépendant de l’échelle
d’énergie du processus étudié. On a vu que si on considère les diagrammes suivants de la diffusion
qq → qq à grande impulsion de transfert [Q = −

√
−q2] :

++
M  =

V

+ + . . .

M  =
B

leur contribution à la section efficace est de la forme :

σV ≈ |MB +MV |2 = |MB |2 + 2ReMB M∗
V + |MV |2

= α2

MS
(Q2)

(
|AB |2 + 2 α

MS
(Q2) ReABBV

)
+O(α4)

si l’on a effectué la renormalisation dans le schéma MS, et la contribution BV des diagrammes en
boucle n’a plus de singularité ultraviolette. A ce point, cependant, le calcul de la section efficace
n’est pas complet, car au même ordre contribuent aussi les diagrammes ”réels” correspondant à la
production de quanta sur couche de masse (”réels”). Ce sont les processus du type 2 corps → 3
corps tels que :

195
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k

k

p

p ’

p

p ’

+ .....+ +M  =  
R

dont la contribution à σ est de la forme σR ∼ |MR|2 qui est d’ordre α3
MS

. Ces termes ne peuvent
avoir de divergences ultraviolettes puisque l’énergie des partons finals est limitée par l’énergie initiale
finie, en particulier l’énergie du gluon émis est k <

√
s. En revanche, ils possèdent des ”divergences

colinéaires” ou ”singularités de masse” ainsi que des ”divergences infrarouges”. De façon similaire
à la diffusion discutée en sec. 5.3, pour chaque gluon de vecteur polarisation ǫ(k) émis par un quark
d’impulsion p on a un facteur gp.ǫ(k)/p.k (éq. (5.3.3)) ce qui contribue au carré de l’amplitude
(interférence des deux premiers diagrammes ci-dessus) un facteur (voir l’éq. (5.3.6)) :

g2
∫

d3k

(2π)32k

2 p · p′
p · k p′ · k . (9.0.1)

On suppose une petite masse aux quarks et on se place dans le centre de mase quark-quark. La
cinématique est :

p = (ω, 0, 0, p), p′ = (ω, 0, 0,−p), ω =

√
s

2
, p ≈ ω − m2

√
s

; k = (k, k sin θ, 0, k cos θ)

L’expression ci-dessus devient :

g2

(2π)3
1

2

∫ √
s

λ

k2dk

k

∫ 1

−1
d cos θ

∫ 2π

0
dφ

s

k2(ω − p cos θ)(ω + p cos θ)
(9.0.2)

où on a introduit un cut-off λ pour régulariser l’intégrale sur l’impulsion k dans l’infrarouge. Toutes
les intégrales se font trivialement pour trouver :

g2

(2π)2
1

2
ln

√
s

λ

s

ωp
ln
ω + p

ω − p ≈
g2

(2π)2
ln

s

λ2
ln

s

m2
(9.0.3)

Il apparâıt que :

— Le facteur ln s
m2 , résulte de l’intégrale sur cos θ : il diverge quand m → 0, comme on le

suppose en QCD, et la divergence vient de la configuration où le gluon est colinéaire au
quark qui émet ce gluon (cos θ = ±1). On parle alors de ”singularité de masse” ou de
”singularité colinéaire”.

— Le facteur ln s
λ2 reflète la divergence infrarouge, c’est-à-dire la singularité de |MR|2 quand

le gluon émis devient ”mou”. Cette singularité est caractéristique de l’émission de boson
de jauge et il n’y a pas de singularité infrarouge associée à l’émission de quark d’impulsion
nulle.
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On rappelle que les divergences colinéaires et infrarouges apparaissent aussi dans le calcul des
boucles, en particulier self-énergie d’un fermion et correction au vertex, car les intégrales corres-
pondantes impliquent de prendre en compte la région où le photon ou le gluon virtuel devient mou.

En général la structure d’un calcul perturbatif aux deux premiers ordres, avant renormalisation, est
la suivante, dans le cas où on introduit ΛUV régulateur ultraviolet, λ régulateur I.R., m = mquark

régulateur colinéaire (F symbolise les fonctions de structure et ⊗ la convolution avec les sections
partoniques),

σB = αp F ⊗ σ̂

σV = αp+1 F ⊗
[
σ̂

(
a ln

ΛUV

Q
+ contre-termes + b1 ln

Q

λ
ln
Q

m
+ b2 ln

Q

λ
+ b3 ln

Q

m

)
+ c

]

σR = αp+1 F ⊗
[

σ̂

(
b′1 ln

Q

λ
ln
Q

m
+ b′2 ln

Q

λ
+ b′3 ln

Q

m

)
+ c′

]

où la première ligne est la section efficace dans l’approximation de Born, c’est à dire à l’ordre
le plus bas en α (ici d’ordre p), tandis que les deux lignes suivantes symbolisent respectivement
la contribution des diagrammes virtuels et réels d’ordre supérieur. On peut noter qu’il n’y a pas
de terme tel que ln ΛUV lnλ ou ln ΛUV lnm car les divergences viennent de régions disjointes de
l’espace de phase. Par exemple,

∫ ΛUV

λ

dk

k
= ln

ΛUV

Q
+ ln

Q

λ
.

On peut prouver que
b1 + b′1 = b2 + b′2 = 0.

C’est le théorème de Lee-Kinoshita-Nauenberg déjà introduit au chapitre 5 : dans le calcul d’un
observable les divergences infrarouges se compensent entre diagrammes réels et virtuels. Donc, après
renormalisation, et après compensation des singularités I.R. on a

σ = αp
MS

(Q2)F ⊗
[
σ̂

(
1 + α

MS
(Q2)(b3 + b′3) ln

Q

m

)
+ α

MS
(Q2)(c+ c′)

]

où on a effectué la renormalisation dans le schéma MS et on a choisi Q comme échelle de renorma-
lisation. De façon similaire à la renormalisation, on verra que l’on peut éliminer de cette expression
les divergences colinéaires par une redéfinition des fonctions de structure qui acquièrent alors une
dépendence en une variable de masse, ici Q. Ainsi définissant la fonction :

F
MS

(Q2) = F ⊗
[
1 + α

MS
(Q2)(b3 + b′3) ln

Q

m

]

la section efficace hadronique s’écrit alors simplement :

σ = αp
MS

(Q2) F
MS

(Q2)⊗
[
σ̂ + α

MS
(Q2)(c+ c′)

]
(9.0.4)

On dit que les fonctions de structure ainsi définies violent l’invariance d’échelle. Comme dans le cas
du couplage mobile, on pourra définir F (Q2) de plusieurs façons (par exemple, F

MS
(Q2), F

MS
(Q2),
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FDIS(Q2), ...) suivant les termes finis que l’on inclut dans la relation entre F et Fi(Q
2). Cette pro-

priété, qui consiste à définir Fi(Q
2) à partir de F est une illustration du théorème de factorisation :

les divergences de masse peuvent être factorisées du sous-processus partonique dur (c’est-à-dire
de la série σ̂ + α

MS
(c + c′) + ...) et associées aux pattes externes modifiant ainsi les distributions

des partons dans les hadrons. Ce théorème a d’abord était prouvé aux deux premiers ordres de la
théorie par H.D. Politzer 1 puis, à tous les ordres, par plusieurs 2 groupes 3.

Dans les calculs effectifs on utilisera évidemment la régularisation dimensionnelle pour extraire les
divergences infrarouges et colinéaires. La formule éq. (9.0.1) devient alors :

g2
∫

d3k

(2π)32k

2 p · p′
p · k p′ · k → (gµε)2

∫
dnk

(2π)n−12k

2 p · p′
p · k p′ · k .

Cette dernière intégrale s’évalue facilement en usant des formules de la sec. 3.2.3 :

g2

(2π)2
(4πµ)ε

Γ(1− ε)

∫ √
s

0

dk

k1+2ε
2

∫ 1

0
d cos θ(1− cos2 θ)−1−ε

=
g2

(2π)2
(4π)ε

Γ(1− ε)

[
1

−2εir

(
s

µ2

)ε] [ 2
√
π

−εcol
Γ(1− ε)
Γ[1/2− ε

]

où le premier crochet est la ”singularité” infrarouge avec ε noté εir et le deuxième est la ”singula-
rité” colinéaire avec ε noté εcol (pour faire l’intégrale angulaire il suffit de choisir comme variable
y = cos2 θ et d’appliquer la formule (3.2.29)). On retrouve bien une divergence en 1/ε2 comme dans
la correction au vertex éq. (8.2.39) en QCD et ces deux termes se compenseront dans le calcul de
la section efficace.

On va illustrer cette discussion par l’étude qualitative de la diffusion inélastique profonde à l’ordre
αs : on rappelle les résultats à l’ordre le plus bas puis on se tourne vers la discussion des résultats
à l’ordre αs. Dans un deuxième temps on fera un calcul exact à l’ordre αs en régularisation dimen-
sionnelle qui est le prototype des calculs perturbatifs actuels.

9.1 Violations d’invariance d’échelle : les logarithmes dominants

9.1.1 Terme de Born

P

q
p'

γ*

α

p=xP

β

1. H.David Politzer, Nucl.Phys. B129 (1977), 301.
2. D. Amati, R. Petronzio, G. Veneziano, Nucl.Phys. B140 (1978), 54 ; ibid B146 (1978), 29.
3. R.K. Ellis, H. Georgi, Marie Machacek, H.D. Politzer, G. G. Ross, Nucl.Phys. B152 (1979), 285.
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Cet exemple a été traité en détail, à l’approximation de Born, au chapitre 6 dans la section 6.3.
On simplifie par rapport à cette étude en ne gardant que le vertex hadronique, c’est-à-dire en ne
considérant que le tenseur Wµν(P, q) qui décrit γ∗ + p → hadrons et, dans le cadre du modèle

des partons, le tenseur Ŵµν(p, q) qui décrit γ∗(q) + quark(p)→ quark(p′) (pour alléger l’écriture,
on ne prend en compte qu’une seule saveur de quarks de charge eeq, où eq est la charge du quark
normalisée à celle e du proton : eu = ec = 2/3, ed = es = −1/3). On rappelle les limites de validité
du modèle des partons :

Q2 = −q2 →∞

2Pq = s→∞ tels que x =
Q2

2P.q
fixé, (9.1.5)

et l’on suppose le hadron incident de masse nulle P 2 = 0. De plus on sommera sur la polarisation
du photon virtuel, ce qui nous amène à construire la section efficace partonique (fictive !) :

σ̂γ
∗q

0 (p, q) =
1

flux
(−gµν) Ŵµν =

−1

4p · q Ŵ
µ
µ (p, q)), (9.1.6)

avec p l’impulsion du quark entrant et q celle du photon virtuel. La section hadronique est une
superposition de sections efficaces au niveau partonique :

σγ
∗p

0 (P, q) =

∫
dy q0(y) σ̂γ

∗q
0 (yP, q) (9.1.7)

où q0(y) est la densité de quarks dans le hadron [on dit aussi fonction de structure du hadron]
et y est la fraction d’impulsion du proton portée par le quark interagissant, p = yP . Au niveau
partonique la section efficace s’écrit (voir section 6.3) :

σ̂γ
∗q

0 = (eeq)
2 < N >

< N >

1

4p.q

∫
d3p′

2E′ (2π) δ(4)(p′ − q − p) −g
µν

2
Tr(6pγµ 6p′γν)

= (eeq)
2 1

4p.q
2πδ(−Q2 + 2p.q) 4p.q

= (eeq)
2 2πz

Q2
δ(1− z), (9.1.8)

avec z = Q2/2p.q, la variable de Bjorken au niveau partonique. Insérant dans l’éq. (9.1.7), avec
z = Q2/2yP.q = x/y, la section hadronique est le produit de la section partonique ”dure” fois la
distribution du quark évaluée à y = x :

σγ
∗p

0 (P, q) = σ̂0 (eeq)
2q0(x), avec σ̂0 =

2πx

Q2
(9.1.9)

où nous avons introduit l’indice 0 pour rappeler que le calcul a été fait à l’ordre le plus bas.

La section suivante est consacrée à une présentation et interprétation des résultats sans détailler
les calculs. On supposera une petite masse m au quark (m2 ≪ Q2), ce qui permet de régulariser la
divergence colinéaire qui survit dans l’expression de la section efficace lorsqu’on inclut les corrections
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QCD. Cette divergence sera absorbée dans une redéfinition de la distribution du quark dans le
proton par une procedure similaire à celle qui permet d’absorber la divergence ultraviolette par une
redéfinition de la constante de couplage. Le calcul détaillé fait l’objet d’un chapitre ultérieur dans
le cadre de la régularisation dimensionnelle en cohérence avec la méthode utilisé pour le calcul des
diagrammes virtuels au chapitre précédent.

9.1.2 Corrections radiatives d’ordre αs : violation de l’invariance d’échelle

Au premier ordre des interactions fortes, c’est-à-dire à l’ordre αs, il faut considérer les dia-
grammes réels suivants :

P PyP

xP

ainsi que les diagrammes virtuels contribuant au même ordre. Les calculs sont compliqués, comme
on le verra plus bas mais le résultat est relativement simple et, surtout, il admet une interprétation
physique simple. En effet on trouve que la section efficace hadronique est proportionnelle à la section
partonique ”dure” σ̂0 (eeq)

2 fois une fonction compliquée dépendant logarithmiquement de Q2 :

σγ
∗p

1 (P, q) = σ̂0 (eeq)
2

∫ 1

x

dy

y
q0(y)

{
δ(1 − x

y
) +

αs

2π
Pqq(

x

y
) ln

Q2

m2
+
αs

2π
fq(

x

y
)

}
. (9.1.10)

Par analogie avec l’éq. (9.1.9) il est naturel d’introduire une distribution de quark violant l’inva-
riance d’échelle :

q(x,Q2) =

∫ 1

x

dy

y
q0(y)

[
δ(1 − x

y
) +

αs

2π
Pqq(

x

y
) ln

Q2

m2

]
, (9.1.11)

de sorte que la section efficace γ∗ proton, incluant les corrections QCD, a la même forme que la
section efficace de Born σγ

∗p
0 modulo une correction d’ordre αs

4 :

σγ
∗p

1 (P, q) = σ̂0 (eeq)
2

(
q(x,Q2) +

αs

2π

∫ 1

x

dy

y
q(y,Q2) fq(

x

y
)

)
. (9.1.12)

Dans les équations ci-dessus les fonctions Pqq(x/y) et fq(x/y) sont le résultat du calcul. Elles seront
spécifiées plus tard. On a explicité le terme proportionnel au ”grand” logarithme ln(Q2/m2) dont
l’origine est la divergence colinéaire (singularité de masse) lorsque le gluon émis est parallèle au
quark initial : en effet le calcul du carré de l’élément de matrice fait apparâıtre une expression qui

4. Dans le deuxième terme du membre de droite de l’équation on a substitué q(y,Q2) à q(y) ce qui est perturba-
tivement justifié puisque les termes négligés sont d’ordre α2

s.
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contient :

∫
d3k

k

1

(p− k)2 −m2
≈
∫
dk d cos θ dφ

1

ω − p cos θ

≈ 2π

∫
dk ln

ω + p

ω − p ∼
∫
dk ln

Q2

m2z(1− z) . (9.1.13)

Pour voir cela on se place dans de repère du centre de masse du système γ∗ − quark où |~p| = |~q|,
ω − |~p| ≈ m2/2|~q|, ω + |~p| ≈ 2|~q|, et on peut prouver que 4|~q|2 = Q2/z(1 − z) où z est la variable
de Bjorken au niveau partonique (voir l’éq. (9.1.8) pour la cinématique).

Interprétation
La fonction q(x,Q2) est la distribution des quarks dans le proton et elle dépend maintenant lo-
garithmiquement de l’échelle d’énergie du processus considéré : on parle alors de ”violation loga-
rithmique de l’invariance d’échelle”. Ceci est à contraster avec l’invariance d’échelle de la distri-
bution de quarks q(x) introduit dans le modèle des partons näıf. L’interprétation de l’éq. (9.1.11)
est la suivante : le quark qui interagit avec le photon virtuel avec une fraction x de l’impulsion
du proton résulte soit d’un quark qui interagit directement, soit d’un quark portant la fraction
y > x de l’impulsion du proton et qui a perdu une fraction x/y de son impulsion après avoir
émis un gluon ”quasi-colinéaire”. On peut estimer la ”probabilité” de rayonnement d’un gluon à
(αs/2π)Pqq(x/y) ln(Q2/m2). La divergence en ln(Q2/m2) apparue dans le calcul du processus par-
tonique dur, γ∗ +quark→ quark+gluon, peut en fait être associée à la distribution du quark dans
le proton, éq. (9.1.11), plutôt qu’au processus dur : on dit alors que cette ”divergence” est factorisée
dans la fonction de structure. On peut deviner que le calcul au premier ordre n’est pas suffisant
puisque la ”probabilité” d’émission du gluon est d’O(αs ln(Q2/m2)) ∼ 1 si on suppose, comme
cela parâıt raisonable, que αs ∼ 1/ lnQ2. Il faut alors sommer de tels termes à tous les ordres. On
peut montrer que la propriété de factorisation est vraie à tous les ordres de perturbation et elle est
connue sous le nom de ”théorème de factorisation”.

En fait, de même que l’on a plusieurs schémas de renormalisation (relations entre couplage nu
et renormalisé) on peut définir différents ”schémas de factorisation” c’est à dire différentes rela-
tions entre distributions partoniques invariante et violant l’invariance d’échelle. Par exemple, si on
choisit :

q(x,Q2) =

∫ 1

x

dy

y
q0(y)

[
δ(1 − x

y
) +

αs

2π
Pqq(

x

y
) ln

Q2

m2
+
αs

2π
fq(

x

y
)

]
(9.1.14)

la section efficace γ∗ proton devient alors dans ce schéma simplement :

σγ
∗p

1 (P, q) = σ̂0 (eeq)
2q(x,Q2). (9.1.15)

Un dernier commentaire concernant les éqs. de type (9.1.11) et (9.1.14) : techniquement elles ne
sont pas définies dans la limite m = 0 qui nous intéresse mais si on compare q(x,Q2) à la même dis-
tribution définie à une échelle de référence Q2

0 et que l’on exprime q(x,Q2) en fonction de q(x,Q2
0),

alors toute dépendance en m2 a disparu et on peut, en principe, prédire la distribution partonique
à tout Q2 une fois la distribution connue expérimentalement à un Q2

0 donné.
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Le calcul de la section efficace γ∗ proton n’est, en fait, pas encore complet car, à l’ordre auquel on
travaille, il faut prendre en compte la composante gluon du proton qui contribue à la fonction de
structure par le processus γ∗ + gluon→ quark + antiquark :

yP

xP

P P

Deux diagrammes de Feynman sont à prendre en compte. Il n’existe pas, à l’ordre auquel on
mène la discussion, de termes virtuels associés. Sans faire de calcul on peut deviner la forme que
prendra cette contribution à la section efficace γ∗ proton. Le gluon se fragmente en une paire
quark-antiquark qui peut être en configuration colinéaire suivie de l’interaction dure du photon
virtuel avec le quark ou l’antiquark. Comme dans le cas précédent, cette fragmentation colinéaire
a une singularité de masse régularisée par le paramètre m et engendre un terme de la forme
αsPqG(x/y) lnQ2/m2. Si on note G0(y) la fonction de distribution du gluon ce processus apporte
donc une nouvelle contribution puisque il engendre un quark d’impulsion x avec une ”probabilité”

d’ordre G0(y)αsPqG(xy ) ln Q2

m2 . Sa contribution s’ajoutera à la section hadronique éq. (9.1.10) qui
devient alors :

σγ
∗p

1 (P, q) = σ̂0 (eeq)
2

∫ 1

x

dy

y

{
q0(y)

[
δ(1 − x

y
) +

αs

2π
Pqq(

x

y
) ln

Q2

m2
+
αs

2π
fq(

x

y
)

]

+G0(y)

[
αs

2π
PqG(

x

y
) ln

Q2

m2
+
αs

2π
fG(

x

y
)

]}
(9.1.16)

On peut alors définir, en prenant en compte les réactions γ∗+quark→ gluon+quark et γ∗+gluon→
quark + antiquark, la distribution de quark dépendante de Q2 :

q(x,Q2) =

∫ 1

x

dy

y

{
q0(y)

[
δ(1 − x

y
) +

αs

2π
Pqq(

x

y
) ln

Q2

m2

]
+
αs

2π
G0(y)PqG(

x

y
) ln

Q2

m2

}
. (9.1.17)

au lieu de l’éq. (9.1.11) : le gluon d’impulsion y apparâıt donc comme une source de quarks d’im-
pulsion x < y. La section efficace hadronique s’écrira donc :

σγ
∗p

1 (P, q) = σ̂0 (eeq)
2
(
q(x,Q2) +

αs

2π

∫ 1

x

dy

y
[q(y,Q2) fq(

x

y
) + G(y,Q2) fG(

x

y
)]
)
. (9.1.18)

Dans cette expression, on a supposé que la distribution du gluon, comme celle du quark, était
également dépendante de l’échelle caractéristique du processus dur. On note, en passant, que ce
processus de création d’une paire qq̄ est aussi une source d’antiquarks d’impulsion x avec avec une

”probabilité”
∫ 1
x

dy
y

αs

2π G0(y)PqG(xy ) ln Q2

m2 qui s’ajoutera à la distribution q̄(x) du proton.
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Note technique
Les équations ci-dessus s’écrivent également, après le changement de variable x/y → y,

q(x,Q2) =

∫ 1

x

dy

y

{
q0(

x

y
)

[
δ(1 − y) +

αs

2π
Pqq(y) ln

Q2

m2

]
+
αs

2π
G0(

x

y
)PqG(y) ln

Q2

m2

}
. (9.1.19)

σγ
∗p

1 (P, q) = σ̂0 (eeq)
2
(
q(x,Q2) +

αs

2π

∫ 1

x

dy

y
[q(
x

y
,Q2) fq(y) + G(

x

y
,Q2) fG(y)]

)
. (9.1.20)

9.1.3 Equations d’évolution de la distribution de quark : équation DGLAP

La divergence colinéaire a été factorisée, dans l’éq. (9.1.17), à l’échelle Q2. On aurait pu aussi
bien choisir .5 Q2 ou 4 Q2. Plus généralement, on introduit une ”échelle de factorisation” M
arbitraire, mais d’ordre

√
Q2 et, après avoir décomposé ln(Q2/m2) = ln(M2/m2) + ln(Q2/M2) et

défini :

q(x,M2) =

∫ 1

x

dy

y

{
q0(y)

[
δ(1 − x

y
) +

αs

2π
Pqq(

x

y
) ln

M2

m2

]
+
αs

2π
G0(y)PqG(

x

y
) ln

M2

m2

}
, (9.1.21)

on peut ré-écrire la section efficace γ∗ proton :

σγ
∗p

1 (P, q) = σ̂0 (eeq)
2

∫ 1

x

dy

y

{
q(y,M2)

[
δ(1 − x

y
) +

αs

2π
Pqq(

x

y
) ln

Q2

M2
+
αs

2π
fq(

x

y
)

]

+G(y,M2)

[
αs

2π
PqG(

x

y
) ln

Q2

M2
+
αs

2π
fG(

x

y
)

]}
(9.1.22)

A l’ordre auquel est fait le calcul, la section efficace σγ
∗p

1 est strictement indépendante du choix de
l’échelle de factorisation. L’introduction de l’échelle M peut parâıtre artificielle à ce point mais on
discutera son rôle plus bas. On considére maintenant la dérivée par rapport à M2 de l’éq. (9.1.21).
On trouve :

M2 dq(x,M
2)

dM2
=
αs

2π

∫ 1

x

dy

y

[
q0(y) Pqq(

x

y
) +G0(y) PqG(

x

y
)

]
, (9.1.23)

L’expression obtenue est parfaitement finie même quand le cut-off infrarouge m est pris égal à 0,
car ce dernier n’apparâıt pas dans l’équation intégro-différentielle. A l’ordre auquel on a fait le
calcul cette équation est équivalente à :

M2 dq(x,M
2)

dM2
=
αs(M

2)

2π

∫ 1

x

dy

y

[
q(y,M2) Pqq(

x

y
) +G(y,M2) PqG(

x

y
)

]
, (9.1.24)

puisque q0(y) et q(y,M2) (idem pour G0(y) et G(y,M2)) diffèrent par des termes d’O(αs), et donc
les termes négligés dans la substitution sont d’ordre α2

s. On a d’autre part choisi de renormali-
ser la théorie à M2, d’où le choix αs → αs(M

2). Cette équation est une des équations DGLAP
(Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi) 5 qui donne l’évolution en fonction de l’échelle de la

5. Yu.L. Dokshitzer, Sov.Phys. JETP 46 (1977), 641, Zh.Eksp.Teor.Fiz. 73 (1977), 1216 ; G. Altarelli, G. Parisi,
Nucl.Phys. B126 (1977), 298.
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distribution du quark dans le proton mais ne dit rien sur la dépendance en x. On peut obtenir
la distribution elle-même en résolvant l’équation intégro-différentielle avec comme condition aux
limites la valeur de la fonction à une échelle M0, q(x,M2

0 ), qui sera prise par comparaison aux
données expérimentales (voir sec. 9.1.8). L’approximation à laquelle on a dérivé cette équation est
dite ”ordre des logarithmes dominants (LO leading logarithm order)” puisqu’on n’a gardé que les
termes d’ordre αs.

Finalement, si on revient à la fonction de structure νW2 avec Nf saveurs de quarks, introduite lors
de la discussion de la diffusion profondément inélastique, elle prend dans le schéma de factorisation
défini par l’éq. (9.1.17) la forme suivante (comparer l’éq. (6.3.23) à (9.1.18)) :

1

x
νW2(x,Q

2) ≡ F2(x,Q2) (9.1.25)

=

Nf∑

i,̄i

(eei)
2

{
qi(x,Q

2) +
αs(Q

2)

2π

∫ 1

x

dy

y

[
qi(y,Q

2)fq(
x

y
) +G(y,Q2)fG(

x

y
)

]}
,

où on a remplacé la distribution partonique dénotée Fi en éq. (6.3.23) par celle qi(x,Q
2) violant

l’invariance d’échelle et pris en compte les corrections d’ordre αs. Pour les quarks de masse nulle les
fonctions Pqq, PqG, fq et fG sont indépendantes de la saveur i du quark. Dans l’équation ci-dessus
on a choisi pour l’échelle de factorisation M = Q. On laisse au lecteur le soin de d’écrire la formule
générale pour une échelle arbitraire M (voir l’éq. (9.1.22)).

Utilisant pour qi(x,M
2) la solution de l’équation intégro-différentielle plutôt que l’éq. (9.1.21)

permet de troquer l’arbitraire du choix du cut-off m pour l’arbitraire d’une échelle de masse plus
physique M qui sera choisie lorsqu’on fera l’ajustement des distributions partoniques aux données.
Ceci est reminiscent de la relation entre un couplage renormalisé et un couplage nu, où on a ajusté
la constante de couplage renormalisée aux données pour pouvoir faire des prédictions : alors on
ajustait un point, ici on ajuste une fonction ! L’arbitraire du choix de l’échelle de factorisation est
similaire à celui du choix de l’échelle de renormalisation et les observables ne doivent pas dépendre,
à des termes d’ordre supérieur près, du choix de M .

9.1.4 Solution de l’équation d’évolution par la méthode des moments.

On peut ramener l’équation intégro-différentielle (9.1.24) à une équation différentielle ordinaire
en considérant les moments :

Mn(τ) =

∫ 1

0
dx xn−1 q(x,M2) (9.1.26)

où on a introduit la variable naturelle τ = ln(M2/Λ2) avec Λ tel que défini dans l’éq. (8.2.55) par
exemple. Pour simplifier la discussion on étudie l’évolution de la distribution d’un quark de valence
qv(x,M2) = q(x,M2) − q̄(x,M2) où q(x,M2) et q̄(x,M2) sont les distributions d’une saveur de
quark et d’antiquark dans le proton : la contribution du gluon se compense dans cette combinaison
et l’équation DGLAP est simplement :

M2 dqv(x,M2)

dM2
=
αs(M

2)

2π

∫ 1

x

dz

z
qv(z,M2) Pqq(

x

z
), (9.1.27)



9.1. VIOLATIONS D’INVARIANCE D’ÉCHELLE : LES LOGARITHMES DOMINANTS 205

En terme des moments on obtient :

dMn(τ)

dτ
=
αs(M

2)

2π
Mn(τ) d(n)qq (9.1.28)

avec d
(n)
qq , appelé n-ième moment de la dimension anomale, donnée par :

d(n)qq =

∫ 1

0
dy yn−1 Pqq(y). (9.1.29)

La solution est obtenue par :

1

Mn(τ)

dMn(τ)

dτ
=
d
(n)
qq

2π

1

bτ

où on a substitué à αs(M
2) sa dépendance explicite en fonction de l’échelle, éq. (8.2.53),

αs(M
2) =

1

b ln(M2/Λ2)
=

1

bτ
avec b =

11N − 2Nf

12π
, (9.1.30)

d’où on tire :

ln
Mn(τ)

Mn(τ0)
=
d
(n)
qq

2πb
ln
τ

τ0

soit :

Mn(τ)

Mn(τ0)
=

(
αs(M

2)

αs(M2
0 )

)− d
(n)
qq
2πb

. (9.1.31)

On peut montrer que :
d(1)qq = 0, d(n)qq < 0 pour n ≥ 2. (9.1.32)

Plus n est grand, plus le poids de la région à grand x est important dans l’intégrale (9.1.26). Donc
l’évolution en M de Mn(τ) à grand n reflète l’évolution en M de q(x,M2) à grand x. L’éq. (9.1.31)
donne

Mn(τ) ∼
(

1

lnM2/Λ2

)− d
(n)
qq
2πb

(9.1.33)

qui décrôıt quand M crôıt pour n ≥ 2. D’où q(x,M2) décrôıt à grand x quand M crôıt. La
dépendance en M est lente puisque logarithmique. On peut comprendre cette variation car, en
QCD, le quark perd de son énergie par émission de gluon et se retrouve à plus bas x.

Le comportement en M du moment de l’éq. (9.1.31) correspond à la sommation à tous les ordres

des termes en αs ln M2

M2
0

. On peut voir ceci en utilisant la forme éq. (8.2.52) du couplage αs(M
2), ce

qui mène à :

Mn(τ) = Mn(τ0)

(
1 + b αs(M

2
0 ) ln

M2

M2
0

) d
(n)
qq
2πb

= Mn(τ0)

(
1 +

αs(M
2
0 )

2π
d(n)qq ln

M2

M2
0

+ · · ·
(
αs(M

2
0 )

2π
ln
M2

M2
0

)2

+ · · ·
)
. (9.1.34)
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La forme éq. (9.1.31) de la distribution partonique correspond bien à un développement en série à
tous les ordres en αs mais à chaque ordre on n’a gardé que les termes αs ln(M2) : on dit alors que
l’on a fait ”l’approximation des logarithmes dominants” ou que l’on a resommé les logarithmnes
dominants. Si on ne garde que les deux premiers termes on retrouve bien sous forme de moments
la relation entre q(z,M2) et q(z,M2

0 ) obtenue à partir de l’équation (9.1.21 (où on a évidemment
ignoré la contribution du gluon puisqu’on a discuté seulement l’évolution du quark de valence).

9.1.5 Approche intuitive

L’équation (9.1.31) peut également être obtenue en sommant explicitement les diagrammes en
échelle du type ci-dessous : Soit q0 l’impulsion du quark dans le proton avant emission de gluon
et q1 celle après émission du premier gluon, .... , qi l’impulsion du quark après émission du gluon
d’impulsion ki. On peut montrer que :

q2i ∼ q2i−1 − k2iT /xi (9.1.35)

où on a supposé qi →∞, xi ∼ ki/qi ≪ 1 et on mesure l’impulsion transverse du gluon par rapport
à la direction du quark.

i−1

P

q 

q
2

q
i−1

q
i

k
1

k
2

k

k i

=
1

z1q
0

q
0

A chaque émission de gluon la virtualité du quark est négative et crôıt en module, de sorte que
l’on a la hiérarchie −q2i+1 = Q2

i+1 > Q2
i = −q2i . Comme pour l’émission d’un gluon en éq. (9.1.11),

à chaque émission on a un facteur :

αs(Q
2
i )

2π

dQ2
i

Q2
i

Pqq(zi)dzi (9.1.36)

où zi est la fraction d’impulsion du quark qi−1 cédée au quark qi (zi = 1− xi). On a ”amélioré” la
théorie des perturbations en choisissant Q2

i comme échelle dans la constante de couplage (voir sec.
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8.2.4). Si on somme sur toutes les émissions de gluon on a :

∞∑

p=0

∫ Q2

Q2
0

αs(Q
2
1)

2π

dQ2
1

Q2
1

Pqq(z1)dz1 · · ·
∫ Q2

Q2
i−1

αs(Q
2
i )

2π

dQ2
i

Q2
i

Pqq(zi)dzi · · ·
∫ Q2

Q2
p−1

αs(Q
2
n)

2π

dQ2
n

Q2
n

Pqq(zp)dzp

Utilisant la forme αs(Q
2
i ) = 1/b ln(Q2

i /Q
2
0) on montre que le résultat s’écrit :

∞∑

p=0

1

p!

(
P̃

2πb
ln

lnQ2

lnQ2
0

)p

=

(
lnQ2

lnQ2
0

) P̃
2πb

=

(
αs(Q

2)

αs(Q
2
0)

)− P̃
2πb

(9.1.37)

où la notation P̃ =
∫
Pqq(zi) dzi. Cette expression est un cas particulier, avec p = 1, de l’éq. (9.1.31)

obtenue dans l’espace des moments mais elle donne une image de la cinématique à l’œuvre dans
l’approximation des logarithmes dominants : le parton issu du proton porte une fraction d’impul-
sion z et une petite virtualité d’ordre Q2

0. A chaque émission d’un gluon le quark gagne en virtualité
négative et perd une petite partie (négligée dans notre approche semi-quantitative) de son impul-
sion. Lors de l’interaction avec le photon il aura une virtualité d’ordre Q2 et une impulsion x < z.
De façon équivalente une discussion plus fine montre l’émision des gluons est ordonnée en angle par
rapport à la direction du quark : une grande virtualité étant associé à un grand angle.

9.1.6 Equations d’évolution couplées des quarks et des gluons

S’affranchissant des détails de la collision dure on peut résumer l’étude précédente par les
diagrammes

P

xP

Q

H

+ quark

gluon 

Le symbole

Q

indique la collision ”dure” du parton : dans le cas précédent ce processus est simplement
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γ∗

Q

q

≡

Q

absorption d'un photon 
très virtuel

L’éq. (9.1.17) exprime le fait que toutes les singularités de masse sont absorbées dans la distribution
du quark indépendemment du processus dur auquel le quark participe. La même propriété est vraie
pour la distribution de gluon mais auparavant il est utile de définir la distribution ”singulet” pour
Nf saveurs :

Σ(x,M2) =

Nf∑

i

(qi(x,M
2) + q̄i(x,M

2)) (9.1.38)

qui est la probabilité de trouver un quark ou un antiquark dans le hadron, quelque soit sa saveur,
et de façon évidente, à l’ordre αs, il vient par analogie avec l’éq. (9.1.17) :

Σ(x,M2) =

∫ 1

x

dy

y

{
Σ(y)

[
δ(1 − x

y
) +

αs(M
2)

2π
Pqq(

x

y
) ln

M2

m2

]

+G(y)
αs(M

2)

2π
PqG(

x

y
) ln

M2

m2
× 2︸︷︷︸

qi+q̄i

× Nf︸︷︷︸
nb. de saveurs



 (9.1.39)

Sous forme différentielle on trouve

dΣ(x,M2)

d lnM2
=
αs(M

2)

2π

∫ 1

x

dy

y

{
Σ(y,M2)Pqq(

x

y
) +G(y,M2) 2NfPqG(

x

y
)

}
(9.1.40)

et de même pour la quantité ”non-singulet” ou de valence

Vi(x,M
2) = qi(x,M

2)− q̄i(x,M2) (9.1.41)

dont l’évolution est gouvernée par

dVi(x,M
2)

d lnM2
=
αs(M

2)

2π

∫ 1

x

dy

y
Vi(y,M

2) Pqq(
x

y
) (9.1.42)

Dans cette dernière équation le terme proportionnel à G(y,M2) disparait puisqu’il contribue autant
à qi(x,M

2) qu’à q̄i(x,M
2).

Jusqu’à maintenant nous n’avons considéré que le cas où le quark participe directement à la
sous-collision dure (absorbtion du photon virtuel) mais on peut imaginer des processus, purement
hadroniques, où le gluon peut lui aussi participer à la diffusion dure et on a alors à prendre en
compte les diagrammes suivants :
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H

G
+ + qi + qi

qui mènent aux équations d’évolution pour le gluon :

dG(x,M2)

d lnM2
=
αs(M

2)

2π

∫ 1

x

dy

y

{
G(y,M2) P

GG
(
x

y
) + Σ(y,M2)P

Gq(
x

y
)

}
. (9.1.43)

Le premier terme du membre de droite est la contribution du gluon dans le hadron qui participe à
la collision dure après émission d’un gluon quasi-colinéaire tandis que le deuxième terme vient du
cas où le gluon est émis par un quark ou un antiquark du hadron initial.

Regroupant tout, on obtient les équations DGLAP :

dVi(x,M
2)

d lnM2
=
αs(M

2)

2π

∫ 1

x

dy

y
Pqq(

x

y
) Vi(y,M

2) (9.1.44)

pour chaque saveur, et les équations intégro-différentielles couplées pour les distributions du singulet
et du gluon

d

d lnM2

(
Σ(x,M2)
G(x,M2)

)
=
αs(M

2)

2π

∫ 1

x

dy

y

(
Pqq(

x
y ) 2NfPqG(xy )

P
Gq(

x
y ) P

GG
(xy )

)(
Σ(y,M2)
G(y,M2)

)
(9.1.45)

Les Pij(z), appelés noyaux d’Altarelli-Parisi, sont prédits par la théorie et dans l’approximation
des logarithmes dominants on trouve :

Pqq(z) = < cF >

(
1 + z2

(1− z)+
+

3

2
δ(1 − z)

)

PqG(z) = <
1

2
> (z2 + (1− z)2) (9.1.46)

P
Gq(z) = < cF >

1 + (1− z)2
z

P
GG

(z) = < 2N >

(
z

(1− z)+
+

1− z
z

+ z(1− z)
)

+

〈
11N − 2Nf

6

〉
δ(1 − z)

où la prescription ”+” est la notation habituelle pour la régularisation des divergences infrarouges
et elle est définie au sens des distributions par :

∫ 1

0
dz

h(z)

(1 − z)+
=

∫ 1

0
dz
h(z) − h(1)

1− z , (9.1.47)

h(z) étant une fonction test régulière en z = 1.
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9.1.7 Stabilité de l’interprétation partonique : règles de somme

Dans le modèle des partons näıf on était conduit aux règles de somme suivantes :
∫ 1

0
dx Vi(x) = ni ≡ nombre de quarks de valence de type i

∫ 1

0
dx x (Σ(x) +G(x)) = 1 ≡ conservation de l’impulsion.

Ces lois de conservation sont indépendantes de l’échelle Q de la collision dure. Est-ce vrai après
corrections QCD, c’est-à-dire est-ce que les relations :

d

d lnQ2

∫ 1

0
dxVi(x,Q

2) = 0 ;
d

d lnQ2

∫ 1

0
dx x(Σ(x,Q2) +G(x,Q2)) = 0

sont vérifiées ? On peut facilement voir que :
—

d

d lnQ2

∫ 1

0
dx Vi(x,Q

2) =
αs(Q

2)

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1

x

dz

z
Vi(

x

z
,Q2)Pqq(z)

=
αs(Q

2)

2π

∫ 1

0
dz Pqq(z)

∫ 1

0
dy Vi(y,Q

2), avec z = x/y,

= 0 (9.1.48)

puisqu’on peut montrer que : ∫ 1

0
dz Pqq(z) = 0. (9.1.49)

— De même, la deuxième loi de conservation est satisfaite car :
∫ 1

0
dz z [Pqq(z) + P

Gq(z)] = 0

∫ 1

0
dz z [P

GG
(z) + 2NfPqG(z)] = 0. (9.1.50)

L’interprétation physique du modèle näıf est bien préservée par les corrections QCD au premier
ordre, et même à tous les ordres.

Les fonctions P
Gq(z) et P

GG
(z) ne sont pas définies pour z = 0. On peut introduire une forme

régularisée :

P
Gq(z) = < cF >

(
1 + (1− z)2

z+
+

3

2
δ(z)

)
(9.1.51)

P
GG

(z) = < 2N >

(
z

(1− z)+
+

1− z
z+

+ z(1− z)
)

+

〈
11N − 2Nf

6

〉
(δ(1 − z) + δ(z)),

Ces fonctions satisfont les relations de symétrie :

P
Gq(z) = Pqq(1− z), 0 ≤ z ≤ 1

P
GG

(z) = P
GG

(1− z), 0 ≤ z ≤ 1. (9.1.52)
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qui sont évidentes dans l’interprétation partonique des noyaux d’Altarelli-Parisi. Utilisant également
la relation PqG(z) = PqG(1− z), on prouve facilement à partir des éqs. (9.1.46) et (9.1.51) les règles
de somme suivantes :

∫ 1

0
dz [Pqq(z) + PGq(z)] = 0

∫ 1

0
dz [P

GG
(z) + 2NfPqG(z)] = 0. (9.1.53)

qui seront utiles plus bas dans la discussion sur la compensation des divergences infrarouge et
colinéaire.

9.1.8 Phénoménologie

La figure 9.1 montre une compilation des données récentes sur la fonction de structure du pro-
ton obtenues dans les collisions e+p, e−p et µ−p. On peut remarquer l’étendue du domaine en x
couvert par les expériences, 5, 0 10−5 < x < 0, 85, ainsi que la remarquable précision expérimentale
qui est de quelques % dans un grand domaine en x et Q2, 2 < Q2[GeV2] < 2 104. Pour mesurer
les progrès accomplis depuis les premières mesures de SLAC on peut se reporter à la figure 6.1.
La violation de l’invariance d’échelle a tendance à faire décrôıtre F2(x,Q

2) à x > 0, 25 quand Q2

augmente, en accord avec la discussion suivant l’éq. (9.1.33), tandis qu’aux petites valeurs de x la
fonction de structure F2(x,Q2) crôıt rapidement avec Q2 (augmentation de la densité de quarks
matelots, produits de désintégration des gluons rayonnés). L’apparente invariance d’échelle pour
0, 05 < x < 0, 25 n’est en fait que la limite entre les deux régimes. La détermination du com-
portement de F2(x,Q2) aux petites valeurs de x fait actuellement l’objet de nombreuses études
théoriques : à petits x, dans le calcul perturbatif, des termes de la forme αs(Q

2) ln(1/x) deviennent
importants et il faut, en principe, les sommer à tous les ordres : c’est le régime BFKL 6 pertinent
dans le domaine ”petits x, petits Q2”, en contraste avec le régime DGLAP qui concerne la somma-
tion des ”grands” αs(Q

2) lnQ2.

A partir de ces données, et en utilisant aussi d’autres réactions comme on le discutera dans le
chapitre sur les applications du modèle des partons, il est possible d’extraire la distribution des
quarks u, d, ... et du gluon dans le proton. Une façon de procéder est la suivante : on fait une
hypothèse sur la forme en x des distributions partoniques, par exemple 7 :

xuv(x) = au x
bu(1− x)cu(1 + dux

2), quark u de valence,

xdv(x) = ad x
bd(1− x)cd , quark d de valence,

xqs(x) = as x
bs(1− x)cs , quark matelot, on approxime souvent us = ūs = ds = ... = qs,

xG(x) = ag1 x
bg1(1− x)cg1 − ag2 xbg2(1− x)cg2 , (9.1.54)

6. I.I. Balitsky, L.N. Lipatov, Sov.J.Nucl.Phys. 28 (1978), 822, Yad.Fiz. 28 (1978) 1597 ; E. A. Kuraev, L. N.
Lipatov, Victor S. Fadin, Sov.Phys. JETP 44 (1976) 443, Zh.Eksp.Teor.Fiz. 71 (1976), 840, Erratum-ibid. 45 (1977),
199.

7. Si on ne s’intéresse qu’aux données F2 de la diffusion inélastique sur cible iso-scalaire d’un électron ou d’un
muon il suffit de paramétrer Σ(x,Q2

0) et G(x,Q2
0) mais on ne peut alors pas accéder au résultat individuellement pour

chaque saveur. Pour cela il faut inclure d’autres donnés, en particulier la DIS neutrino-proton ou neutrino-neutron
qui distingue la diffusion sur un quark de celle sur un antiquark
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Figure 9.1 – Fonction de structure du proton mesurée dans les collisions e p par les collaborations
SLAC, NMC, E665, BCDMS, H1 et ZEUS, compilation des données expémentales par le Particle
Data Group, J. Beringer et al. Phys. Rev. D86, 01001 (2012).

à une valeur de Q2 = Q2
0 (typiquement Q2

0 = 2 GeV2). Utilisant les équations DGLAP et comparant
aux données F2(x,Q2) telles que celles de la figure 9.2, on peut déterminer les paramètres a, b, c, · · ·
ainsi que la valeur de ΛMS. Un excellent accord est obtenu, ce qui est une bonne vérification
expérimentale des équations DGLAP et donc de QCD. Actuellement les ajustements sont faits
à l’ordre NLO et même NNLO (next-to-next leading order) avec des techniques de régression et
d’estimations d’erreurs sur les paramétrages très élaborées. On trouvera sur la base de données
”HEPDATA - PARTON DISTRIBUTIONS” : http ://durpdg.dur.ac.uk/hepdata/cteq.html
ou LHAPDF : http ://lhapdf.hepforge.org/pdfsets.html
différents ensembles de distributions partoniques avec évolution au LO ou au NLO ou au NNLO,
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les plus couramment utilisés étant ceux de CTEQ 8, MRSTW 9, ALEKHIN 10, HERAPDF 11 ou
les nouvelles distributions NNPDF 12 qui attachent une importance particulière à la réduction des
biais de la méthode.
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Figure 9.2 – Ajustement des distributions partoniques aux données e+p de la collaboration H1 et
à des données sur cible fixe.

8. CTEQ : J. Pumplin, D.R. Stump, J. Huston, H.L. Lai, P. Nadolsky, W.K. Tung, JHEP 0207 (2002), 012,
[hep-ph/0201195]

9. MRSTW : A. D. Martin, W. J. Stirling, R.S. Thorne, G. Watt, Eur.Phys.J. C70 (2010), 51, [arXiv :1007.2624]
10. ALEKHIN : S. Alekhin, J. Blümlein, S. Klein, S. Moch, Phys. Rev. D81, (2010), 014032, [arXiv :0908.3128]
11. HERAPDF : H1 and ZEUS collaborations, Eur. Phys. J. C73 (2013), 2311, [arXiv :1211.1182] ;

[arXiv :1506.06042]
12. NNPDF : R. Ball et al., [arXiv :1410.8849].
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Figure 9.3 – Fonctions de distributions des quarks u, d et gluon dans le proton (collaboration
CTEQ)

La figure 9.3 montre la dépendance en x des distributions des quarks xu(x,Q2), xd(x,Q2) et du
gluon xG(x,Q2) dans le proton, contraintes par l’ajustement aux données DIS. On a choisi deux
valeurs de Q2 : Q2 = 100 GeV2, valeur typique pour les expériences sur cible fixe et Q2 = 106 GeV2

d’intérêt pour la physique au LHC. Pour le quark u la distinction est faite entre la composante
de valence uv qui domine au delà de x = 0, 05 mais tend vers 0 à x = 0, et celle de la mer
(quarks matelots) us = ūs). Les quarks matelots dominent largement aux petites valeurs de x :
ils sont engendrés essentiellement par le processus gluon → q q̄ ce qui explique la quasi égalité
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u(x,Q2) ∼ d(x,Q2) à petits x. Comparant la distribution des quarks et du gluon, on voit la
dominance des quarks u et d sur le gluon aux grandes valeurs de x, alors que le gluon devient
important pour x < 0, 2 et domine déjà d’un ordre de grandeur les distributions de quarks pour
x < 0, 001. A grands Q2 toutes les distributions tendent à devenir ”piquées” aux petites valeurs de
x : en première approximation les distributions décroissent quand Q2 augmente pour x > 0, 05 et
croissent aux valeurs de x inférieures. Techniquement, cela vient du fait que les termes diagonaux Pqq

et P
GG

, qui jouent un rôle prédominant dans l’équation d’évolution (9.1.45), sont négatifs à grand
x. Physiquement, cela s’interprète en disant que plus Q2 est élevé, plus les partons ”rayonnent” en
se cassant en deux partons d’impulsion plus basse. Ceci explique la présence du pic qui apparâıt
dans la distribution des quarks à x = 0, pic dû aux quarks de la mer produits de désintégration du
gluon comme déjà observé plus haut. Il faut se rappeler que ces distributions partoniques, surtout
celle du gluon, sont entachées d’erreurs expérimentales (statistiques et systématiques) et théoriques
(arbitraire du choix des échelles de renormalisation et factorisation). En fait tous les paramétrages
modernes utilisent des méthodes très élaborées pour quantifier les erreurs, un problème hautement
non trivial.

9.1.9 Conclusions

Dans cette section nous avons donné une présentation qualitative et phénoménologique de la
violation d’invariance d’échelle de la fonction de structure du proton νW2 = F2 et par conséquent de
la distribution des quarks et du gluon dans un hadron. On a mentionné que l’hypothèse du modèle
des partons näıf, à savoir la factorisation de la section hadronique entre distributions partoniques
et processus durs, est préservée par les corrections QCD du premier ordre, mais ces distributions
acquièrent une dépendance en une échelle de factorisation qui est donnée par les équations DGLAP.
La discussion a été menée à l’approximation des logarithmes dominants c’est à dire que les fonctions
Pij(z), éqs. (9.1.46), sont les coefficients des divergences colinéaires logarithmiques d’un calcul
des corrections QCD au premier ordre de la théorie des perturbations. Poursuivre les calculs aux
ordres supérieurs conduirait à un développement en αs des Pij(z). Cette dépendance des fonctions
de structure en l’échelle de masse est universelle c’est-à-dire qu’elle est la même quelque soit le
processus dur où apparaissent ces fonctions de structure. Résoudre les éqs. DGLAP (9.1.44) et
(9.1.45) revient à sommer tous les termes de la série perturbative en (αs lnM2)p. Cela introduit une
dépendance résiduelle des prédictions théoriques pour la section hadronique d’un ordre supérieur à
celui auquel on travaille. Cela peut se voir en se reportant à l’éq. (9.1.25) :

1

x
νW2(x,Q

2) =

Nf∑

i,̄i

e2i

{
qi(x,M

2) +
αs(M

2)

2π

∫ 1

x

dz

z

[
qi(z,M

2)

(
Pqq(

x

z
) ln

Q2

M2
+ fq(

x

z
)

)
+G(z,M2)

(
PqG(

x

z
) ln

Q2

M2
+ fG(

x

z
)

)]}
.

Prenant la dérivée de cette équation par rapport à lnM2 et usant de l’éq. (9.1.24), on voit que
le membre de droite est d’ordre α2

s pour un calcul mené à l’ordre αs. Ceci est une conséquence
inéluctable la théorie des perturbations : tout série perturbative tronquée à l’ordre αp

s souffre d’une
ambiguité, due au choix de l’échelle de factorisation, d’ordre αp+1

s . En d’autres termes, les résultats
pour deux échelles de factorisation différentes diffèrent par des termes d’ordre αp+1

s . Cette ambi-
guité est souvent l’une des incertitudes dominantes des calculs perturbatifs qu’il est essentiel de
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prendre en compte quand on compare théorie et expérience.

La section suivante est consacrée à la dérivation de certains résultats présentés ci-dessus, notamment
l’équation d’évolution DGLAP de la distribution du quark. Les calculs seront conduits dans le cadre
de la régularisation dimensionnelle.

9.2 Violations d’invariance d’échelle : calcul exact

On rappelle le paramètrage, introduit dans la section 6.2, éq. (6.2.7), de l’interaction entre
un photon virtuel et un hadron avec les fonctions de structure W1 et W2. Par analogie, pour
l’interaction γ∗ quark(p1)→ quark(p2) on écrit 1 :

Ŵ µν = −Ŵ1 (gµν − qµqν

q2
) + Ŵ2 (pµ1 −

p1q

q2
qµ)(pν1 −

p1q

q2
qν). (9.2.55)

Pour notre étude il suffira de considérer la trace en n dimensions :

− gµνŴ µν = (3− 2ε)Ŵ1 +
(p1q)

2

q2
Ŵ2, (9.2.56)

qui revient à sommer sur les états de polarisation du photon en jauge de Feynman. Introduisant,
pour notre convenance, les fonctions de structure :

F̂1 = 2 Ŵ1, F̂2 =
p1q

z
Ŵ2, (9.2.57)

on trouve

− gµνŴ µν = (1− ε)F̂2 + (
3

2
− ε) (F̂1 − F̂2). (9.2.58)

9.2.1 Calcul du terme de Born

Dans le cadre du modèle des partons näıf l’amplitude de diffusion γ∗ quark → quark est

Vµ(0) = −ieeqµε u(p2)jγ
µu(p1)i δij , (9.2.59)

où on a explicité les indices de couleur i et j des fermions. On ne considère dans la suite qu’un seul
type de quark de charge eeq. Pour construire la section efficace partonique on doit évaluer, comme
en éq. (9.1.6) :

−gµνŴ µν = −gµν
∫

dn−1p2
(2π)n−12p2

(2π)nδ(n)(p+ q − p2) Vµ(0)(V
ν
(0))

∗

= −(eeqµ
ε)2
∫

dn−1p2
(2π)n−12p2

(2π)nδ(n)(p+ q − p2) <
δjj
3
>

[
1

2
Tr((6p1+ 6q)γµ 6p1γµ)

]

= (eeqµ
ε)2 2π δ(+)(q2 + 2p1q) [4 (1− ε) p1q] , (9.2.60)

1. Notez la normalisation différente des fonctions W1 et W2 introduite ici comparée à la notation ”historique”
utilisée dans la section 6.2
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où la trace est évaluée en n dimensions et la moyenne sur le spin et la couleur du fermion a été
faite. On définit la section efficace γ∗ quark en normalisant par le facteur de flux :

σ̂0
γ∗q =

1

4p1q
(−gµνŴ µν)

=
2π

2p1q
(1− ε) (eeqµ

ε)2 δ(1 − z)

=
2πz

Q2
(1− ε) (eeqµ

ε)2 δ(1 − z), (9.2.61)

avec la variable de Bjorken définie au niveau partonique,

z =
Q2

2p1q
. (9.2.62)

On donne un nom spécifique au coefficient de la fonction δ(1 − z), qui dépend de ”l’échelle dure”,
car il apparâıtra systématiquement dans tous les calculs d’ordre supérieur :

σ̂0(Q2, z, ε) =
2πz

Q2
(1− ε) µ2ε. (9.2.63)

La section efficace partonique, dans l’approximation d’ordre 0 en QCD, est donc simplement :

σ̂0
γ∗q = (eeq)

2 σ̂0(Q2, z, ε) δ(1 − z), (9.2.64)

qui se réduit bien à l’éq. (9.1.8) quand ε → 0. Le modèle des partons permet d’écrire la section
efficace hadronique en convoluant la section efficace partonique avec la distribution du quark q0(z′),
z′ fraction d’impulsion du proton portée par le parton. L’impulsion du quark est alors p1 = z′P
d’où z = Q2/2z′Pq = x/z′ avec x = Q2/2Pq la variable de Bjorken. La section efficace hadronique,
calculée à l’ordre le plus bas, est donc :

σγ
∗p

Born
(Q2, x, ε) = (eeq)

2

∫ 1

0
dz′ q0(z′) σ̂0(Q2,

x

z′
, ε) δ

(
1− x

z′

)

= σ̂0(Q2, x, ε) (eeq)
2 q0(x), (9.2.65)

qui est factorisée en un terme ”courte distance”, σ̂0 (section efficace ”dure” dépendant de Q2 et de
x), et un terme ”longue distance” indépendant de Q2, q0(x) la distribution de quark 13. Ceci est la
version en n dimensions de l’éq. (9.1.9). On note en passant, par comparaison avec l’éq. (9.2.58),
l’absence de terme en 3/2− ε dans l’équation d’où on obtient la relation :

F̂1(x) = F̂2(x), (9.2.66)

conséquence du fait que le parton est de spin 1/2.

Il s’agit maintenant de calculer les corrections au premier ordre en QCD au terme de Born. Les
calculs sont compliqués et peu de détails seront épargnés au lecteur éventuel. On calculera d’abord

13. Par rapport à la section 9.1 on a changé la notation des arguments des sections efficaces.
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la contribution des diagrammes réels : processus Compton γ∗ quark → gluon quark, d’une part
et processus de création de paires γ∗ gluon → quark antiquark, d’autre part. Le premier cas
fera apparâıtre des divergences infrarouges et colinéaires d’où la présence de termes en 1/ε2. Les
divergences infrarouges seront compensées par la contribution des diagrammes virtuels pour ne
laisser que des termes en 1/ε, les divergences colinéaires, dont on montrera qu’ils peuvent tous être
absorbés dans une redéfinition de la distribution du quark dans le proton.

9.2.2 Corrections d’ordre αs : contribution de γ∗ quark → gluon quark

On doit calculer les deux diagrammes de type Compton :

L’élément de matrice est

Ma,µ=(−ieeqµε) (−igµε)ū2(p2)j

[
γµ

i(6p1− 6k)

(p1 − k)2 + iǫ
γρǫ

ρ + γρǫ
ρ i(6p2+ 6k)

(p2 + k)2 + iǫ
γµ

]
T a
jiu1(p1)i,(9.2.67)

où on note kρ et ǫρ respectivement l’impulsion et le vecteur polarisation du gluon. T a est la matrice
de couleur associée au couplage du gluon de couleur a aux quarks de couleur i, j. On vérifie d’abord
l’invariance de cette amplitude sous la translation ǫρ → ǫρ + kρ ce qui signifie que son carré sera
indépendant du choix fait pour la somme sur les états de polarisation du gluon. Pour simplifier
on choisira la jauge de Feynman avec la relation Σpolarǫ

ρǫρ
′

= −gρρ′ . Il faut maintenant trouver
l’expression pour −gµνMa,µ(Ma,ν)∗ où on a moyenné/sommé sur les états de polarisation et de
couleur des quarks et du gluon. Le terme de couleur (on moyenne sur la couleur du quark initial)
se factorise et il s’évalue très facilement : c’est simplement

facteur de couleur =
1

3
TrT aT a =

1

3
cF δii = cF (9.2.68)

Pour simplifier l’écriture de la partie Lorentz du résultat il est utile d’introduire les variables de
Mandelstam :

(p1 + q)2 = q2 + 2p1q = (p2 + k)2 = 2p2k = ŝ

(p2 − q)2 = q2 − 2p2q = (p1 − k)2 = −2p1k = t̂

(q − k)2 = q2 − 2qk = (p2 − p1)2 = −2p1p2 = û. (9.2.69)

En jauge de Feynman pour le gluon et se rappelant les règles de diracologie en n−dimensions pour
l’évaluation des traces on trouve,

1. carré du premier terme :

(eeqµ
ε)2(gµε)24(1− ε)2 ŝ

−t̂
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2. carré du premier terme :

(eeqµ
ε)2(gµε)24(1− ε)2−t̂

ŝ

3. terme d’interférence :

(eeqµ
ε)2(gµε)2(−8)(1 − ε)

[
û q2

ŝ t̂
− ε
]

où on a pris la moyenne sur le spin du quark initial. Regroupant tous les termes, couleur et Lorentz,
on trouve

Σ |M|2γ∗q = −Σcouleur,polarMa,µ(Ma
µ)∗

= (eeqµ
ε)2(gµε)2 cF 4(1− ε)

[
(1− ε)

(−t̂
ŝ

+
ŝ

−t̂

)
− 2

û q2

ŝ t̂
+ 2ε

]
. (9.2.70)

Cette expression est indépendante du choix de la jauge pour le gluon.

• Choix du repère
Pour calculer la section efficace γ∗ quark on peut se placer dans le repère du centre de masse de la
collision photon-parton. Les coordonnées des vecteurs sont définies, en n-dimensions, par :

p1 = (e1 , 0, · · · , e1) ; q = (q0, 0, · · · ,−e1) ; k = (k, · · · , k cos θ1), (9.2.71)

de sorte que les invariants prennent la forme :

e1 =
ŝ+Q2

2
√
ŝ

; t̂ = −(ŝ+Q2)

2
(1− cos θ1) ; û = −(ŝ+Q2)

2
(1 + cos θ1). (9.2.72)

L’élément de matrice au carré dépend uniquement de l’angle polaire θ1, et non de l’angle azimutal
ou des angles non-physiques.

• Intégrale sur l’espace de phase
On doit intégrer sur l’espace de phase en n dimensions pour le quark et le gluon finals :

PS =

∫
dn−1p2

(2π)n−12e2

dn−1k

(2π)n−12k
(2π)nδ(n)(p1 + q − p2 − k)

= (2π)2−n

∫
dn−1k

2k
dnp2 δ

+((p1 + q − k)2) δ(n)(p1 + q − p2 − k)

= (2π)2−n

∫
kn−3

2
dk dΩn−2 δ(ŝ − 2

√
ŝ k) (9.2.73)

= (2π)2−n (
√
ŝ )n−4

2n−1

∫
dΩn−2

où dΩn−2 est l’élément d’angle solide dans un espace à n − 1 dimensions (cf éq. (3.2.12)). L’im-
pulsion du gluon est contrainte par la relation k =

√
ŝ/2. Contrairement au calcul, en régulation

dimensionnelle, des intégrales des diagrammes en boucles on ne peut pas faire ici l’intégrale sur
tous les angles puisque l’angle polaire apparâıt explicitement dans l’élément de matrice. On peut



220 CHAPITRE 9. VIOLATIONS DE L’INVARIANCE D’ÉCHELLE

néamoins adapter les expressions éqs. (3.2.13), (3.2.14) pour faire les intégrales sur les angles non
physiques et azimutal et ne garder comme variable que l’angle polaire θ1 de sorte que :

∫
dΩn−2 =

∫ π

0
(sin θ1)

n−3dθ1

∫
dΩn−3,

= 2
π(n−2)/2

Γ((n− 2)/2)

∫ π

0
(sin θ1)

n−3dθ1 (9.2.74)

d’après (3.2.14). Faisant le changement de variable cos θ1 = 2y−1 et usant de n = 4−2ε on trouve :

∫
dΩn−2 =

(4π)1−ε

Γ(1− ε)

∫ 1

0
dy y−ε(1− y)−ε (9.2.75)

de sorte que l’intégrale sur l’espace de phase devient :

PS =
1

8π

(
4π

ŝ

)ε 1

Γ(1− ε)

∫ 1

0
dy y−ε(1− y)−ε, (9.2.76)

valable pour la production de deux partons de masse nulle dans un processus 2→ 2. La contribution
du processus Compton à la section efficace photon-quark est la convolution du facteur d’espace de
phase et de l’amplitude au carré :

σ̂γ
∗q

1 (Q2, z, ε) =
1

4p1q
PS Σ |M|2γ∗q, (9.2.77)

que l’on va maintenant évaluer.

• Cinématique
Se rappelant la définition de la variable de Bjorken au niveau partonique, z = Q2/2p1q, on peut
exprimer tous les invariants du problème à l’aide de Q2 et des variables sans dimensions y et z :

ŝ = Q2 1− z
z

; t̂ = −Q2 1− y
z

; û = −Q2 y

z
. (9.2.78)

La positivité de ŝ impose z ≤ 1. D’autre part, se rappelant que le parton porte une fraction z′ ≤ 1
de l’impulsion du proton et que reliant les variables de Bjorken partonique et hadronique on a
z′ = z/x la condition z′ ≤ 1 impose la restriction

x ≤ z ≤ 1. (9.2.79)

Le carré de l’élément de matrice s’écrit :

Σ |M|2γ∗q = (eeqµ
ε)2(gµε)2 < cF > 4(1− ε)

[
(1− ε)

(
1− y
1− z +

1− z
1− y

)
+ 2

yz

(1 − y)(1− z) + 2ε

]
.

(9.2.80)



9.2. VIOLATIONS D’INVARIANCE D’ÉCHELLE : CALCUL EXACT 221

• Divergences colinéaire et infrarouge
Se concentrant sur l’intégrale angulaire il faut donc évaluer, à l’aide de l’éq. (3.2.29),

∫ 1

0
dy y−ε(1− y)−ε

[
(1− ε)

(
1− y
1− z +

1− z
1− y

)
+ 2

yz

(1 − y)(1− z) + 2ε

]

=
Γ(1− ε)2
Γ(1− 2ε)

[
−1

ε

1 + z2

1− z −
3

2

1

1− z + 3− z − 7

2

ε

1− z + 2ε

]
, (9.2.81)

où on n’a gardé que les termes jusqu’à l’ordre ε. On voit que les termes en 1/(1 − y) seraient
divergents en y = 1 (⇔ t̂ = 0 ⇔ cos θ = 1) si ε était nul : on a donc bien une divergence colinéaire,
quand le gluon est émis parallèlement au quark intial. Rassemblant tous les termes on trouve :

σ̂γ
∗q

1 (Q2, z, ε) = (eeq)
2σ̂0(Q2, z, ε)

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

zε(1− z)−ε Hq(z, ε)

]
, (9.2.82)

où on a mis en évidence le facteur σ̂0 , éq. (9.2.63) caractéristique de la section efficace à l’ordre
de Born. Le terme entre crochets contient la contribution QCD, proportionnelle à αs et a une
expression compliquée :

Hq(z, ε) =< cF >

[
−1

ε

1 + z2

1− z −
3

2

1

1− z + 3− z − 7

2

ε

1− z + 2ε

]
(9.2.83)

L’origine du terme zε(1− z)−ε dans l’équation ci-dessus est la substitution
(

1

ŝ

)ε

=

(
1

Q2

)ε

zε(1− z)−ε (9.2.84)

dans le facteur d’espace de phase éq. (9.2.76). Ce terme est important car il permettra la régularisation
des divergences infrarouges lors du calcul de la diffusion γ∗ proton qui nécessitera l’intégration sur
la variable z′, donc sur z = x/z′. En effet, l’impulsion k du gluon est, d’après la contrainte de la
fonction δ dans l’équation (9.2.73),

k =

√
ŝ

2
=

√
Q2

2

√
1− z
z

(9.2.85)

qui s’annule en z = 1⇒ k = 0. Les termes en 1/(1− z) dans la fonction Hq(z, ε) conduisent à une
divergence quand on intègre sur l’impulsion du quark initial pour construire la section efficace au
niveau hadronique.

9.2.3 Corrections d’ordre αs : contribution de γ∗ gluon→ quark antiquark

Les deux diagrammes à évaluer sont :
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Le carré de l’élément de matrice de ce processus peut être obtenu par croisement à partir de l’éq.
(9.2.70) : le gluon sortant d’impulsion k du processus Compton devient entrant d’impulsion p1, d’où
k → −p1, tandis que le quark entrant d’impulsion p1 devient un antiquark sortant d’impulsion k,
d’où p1 → −k, les autres impulsions restant inchangées, de sorte que les variables de Mandelstam
deviennent :

Compton création de paire
(q + p1)

2 = ŝ → (q − k)2 = û

(q − p2)2 = t̂ → (q − p2)2 = t̂
(q − k)2 = û → (q + p1) = ŝ

(9.2.86)

Avant de substituer ces nouvelles variables dans l’éq. (9.2.70) il faut se rappeler de modifier la
normalisation du fait de la moyenne sur les états de couleur et polarisation des particules entrantes :
- pour la couleur : Compton = 1

3Σcouleur → création de paire = 1
8Σcouleur

- pour le spin : pas de changement car quark et gluon ont chacun deux états de polarisation,
Donc au lieu du facteur cF on aura 3 cF /8 = 1/2 et ainsi le carré de l’élément de matrice pour la
création d’une paire q q̄ est :

Σ |M|2γ∗G = −Σcouleur,polarMa,µ(Ma
µ)∗

= (eeqµ
ε)2(gµε)2 <

1

2
> 4(1 − ε)

[
(1− ε)

(
t̂

û
+
û

t̂

)
+ 2

ŝ q2

û t̂
− 2ε

]
, (9.2.87)

où on n’a pas oublié un facteur −1 global du fait que l’on a croisé un fermion (le carré de l’élément
de matrice doit être positif). On utilise ensuite les relations éqs. (9.2.78) pour écrire notre expression
en fonction des variables invariantes d’échelle y et z :

Σ |M|2γ∗G = (eeqµ
ε)2(gµε)2 <

1

2
> 4(1− ε)

[
(1− ε)

(
1

1− y +
1

y
− 2

)
− 2z(1 − z)

(
1

1− y +
1

y

)
− 2ε

]
.

(9.2.88)

• Intégrale sur l’espace de phase
L’intégrale sur l’impulsion des partons finals se fait de la même façon que pour la diffusion Compton,
à l’aide de l’éq. (9.2.76). Négligeant pour le moment la normalisation, on a pour l’intégrale sur la
variable angulaire y :

∫ 1

0
dy y−ε(1− y)−ε

[
(1− ε)

(
1

1− y +
1

y
− 2

)
− 2z(1 − z)

(
1

1− y +
1

y

)
− 2ε

]

=
Γ(1− ε)2
Γ(1− 2ε)

[
−2

ε
(z2 + (1− z)2) +O(ε)

]
. (9.2.89)

Le facteur −2/ε est issu des divergences colinéaires à y = 0 (t̂ = 0⇒ q̄ // gluon, diffusion dure γ∗ quark)
et y = 1 (û = 0 ⇒ q // gluon, diffusion dure γ∗ antiquark). D’autre part, il n’y a dans ce proces-
sus pas de divergences infrarouges car les conditions cinématiques empêchent le gluon d’avoir une
énergie nulle : en effet, cette dernière est d’après les éqs. (9.2.72) et (9.2.78) :

e1 =

√
Q2

2

1√
z(1 − z)

(9.2.90)
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avec x < z < 1. On reconstruit alors la section efficace au niveau partonique avec tous les facteurs
de normalisation (de l’élément de matrice, de l’espace des phases et du flux) pour trouver :

σ̂γ
∗G

1 (Q2, z, ε) = (eeq)
2 σ̂0(Q2, z, ε)

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

zε(1− z)−ε HG(z, ε)

]
(9.2.91)

avec

HG(z, ε) =<
1

2
>

[
−1

ε
(z2 + (1− z)2) +O(ε)

]
. (9.2.92)

Il n’y a pas de singularité en z dans l’intervalle x ≤ z ≤ 1 donc pas de divergence infrarouge dans
le processus de création de paire q q̄.

9.2.4 Diffusion γ∗ proton : contribution des termes réels

Regroupant toutes les contributions déjà calculées, Born éq. (9.2.61), Compton éq. (9.2.82) et
création de paire éq. (9.2.91), et appliquant l’hypothèse du modèle des partons näıf pour construire
la section γ∗ proton, on peut écrire, en rappelant que z = x/z′ :

σγ
∗p

réel(Q
2, x, ε) =

∫ 1

x
dz′

{
q0(z′) [σ̂γ

∗q
0

(Q2,
x

z′
, ε) + σ̂γ

∗q
1 (Q2,

x

z′
, ε)] +G0(z′) σ̂γ

∗G
1 (Q2,

x

z′
, ε)
}
.

(9.2.93)
Les bornes d’intégration sont données par l’éq. (9.2.79). Faisant le changement de variable d’intégration
z′ → z et substituant les expressions pour les différentes composantes de la section efficace on a :

σγ
∗p

réel(Q
2, x, ε) = (eeq)

2 σ̂0(Q2, x, ε)

∫ 1

x

dz

z

{
q0(

x

z
) δ(1 − z)

+
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

zε(1− z)−ε
[
q0(

x

z
) Hq(z, ε) + G0(

x

z
) HG(z, ε)

]}
.

(9.2.94)

On reconnâıt facilement que cette expression est factorisée en une section efficace dure, la même
que celle du terme de Born, et une intégrale qui contient, à l’ordre αs, des divergences colinéaires
et, dans le terme Hq(z, ε), des divergences à z = 1 qu’il s’agit maintenant d’extraire.

• Extraction des divergences infrarouges de la diffusion Compton

Pour cela il est nécessaire d’évaluer des expressions potentiellement divergentes telles que :

∫ 1

0
dz zε(1− z)−ε F (z)

1− z , ou − 1

ε

∫ 1

0
dz zε(1− z)−ε F (z)

1− z , (9.2.95)

qui apparaissent dans la fonction Hq(z, ε) de l’éq. (9.2.83). Il s’agit de les exprimer sous la forme
de pôles en ε et de termes finis. Dans les expressions ci-dessus la fonction F (z) est une fonction



224 CHAPITRE 9. VIOLATIONS DE L’INVARIANCE D’ÉCHELLE

arbitraire supposée régulière à z = 1. Pour cela on développe l’intégrand de la façon suivante :

∫ 1

0
dz zε(1− z)−ε F (z)

1− z =

∫ 1

0
dz

F (z)

(1− z)1+ε
(1 + ε ln z) (9.2.96)

=

∫ 1

0
dz
F (z) − F (1)

(1− z)1+ε
+ F (1)

∫ 1

0
dz

1

(1− z)1+ε
+ ε

∫ 1

0
dz F (z)

ln z

(1− z)1+ε

=

∫ 1

0
dz
F (z) − F (1)

(1− z) (1− ε ln(1− z))− 1

ε
F (1) + ε

∫ 1

0
dz F (z)

ln z

(1− z) .

Puisque le terme (F (z) − F (1))/(1 − z) est régulier en z = 1, le développement en ε de l’intégrand
du premier terme est justifié. Le deuxième terme est evalué grâce à l’éq. (3.2.29), quant au dernier,
le facteur ln z/(1 − z) est régulier en z = 1 et on peut donc prendre ε = 0 dans l’exposant du
dénominateur. On introduit les notations standards suivantes :

∫ 1

0
dz

F (z)

(1− z)+
=

∫ 1

0
dz

F (z)− F (1)

(1− z)

∫ 1

0
dz F (z)

(
ln(1− z)
(1− z)

)

+

=

∫ 1

0
dz (F (z)− F (1))

ln(1− z)
(1− z) . (9.2.97)

On peut donc écrire l’intégrale ci-dessus de la façon suivante :

∫ 1

0
dz zε(1− z)−1−ε F (z) =

∫ 1

0
dz F (z)

{
−1

ε
δ(1 − z) +

1

(1− z)+
+ ε

ln z

1− z − ε
(

ln(1− z)
(1− z)

)

+

}
.

(9.2.98)
En fait, l’expression des sections efficaces , telles que (9.2.93), implique une intégrale sur la variable
z de x 6= 0 à 1. On définira donc :

∫ 1

x
dz

F (z)

(1− z)+
=

∫ 1

0
dz

F (z)

(1− z)+
−
∫ x

0
dz

F (z)

(1− z)

∫ 1

x
dz F (z)

(
ln(1− z)
(1− z)

)

+

=

∫ 1

0
dz F (z)

(
ln(1− z)
(1− z)

)

+

−
∫ x

0
dz F (z)

ln(1− z)
(1− z) . (9.2.99)

L’application de cette technique à l’évaluation de la contribution du terme Compton éq. (9.2.83) à
la section efficace hadronique permet d’ obtenir le résultat suivant :

∫ 1

0

dz

z
q0(

x

z
) zε(1− z)−ε Hq(z, ε) =

∫ 1

0

dz

z
q0(

x

z
) Fq(z, ε) (9.2.100)

où on a défini :

Fq(z, ε) = < cF >

[
2

ε2
δ(1 − z)− 1

ε

1 + z2

(1− z)+
+

3

2ε
δ(1 − z) +

7

2
δ(1 − z)

+ (1 + z2)

(
ln(1− z)
(1− z)

)

+

− 3

2

1

(1− z)+
− 1 + z2

1− z ln z + 3− z
]
. (9.2.101)



9.2. VIOLATIONS D’INVARIANCE D’ÉCHELLE : CALCUL EXACT 225

La présence de termes en δ(1 − z) et des distributions ” + ” sont caractéristiques des divergences
infrarouges. Si de plus on a une divergence colinéaire, cela engendre des facteurs tels que δ(1−z)/ε2
ainsi que (ln(1− z)/(1− z))+.

L’intégrale sur z de HG(z, ε), éq. (9.2.92), ne présente pas de difficultés (pas de divergence infra-
rouge) et on trouve :

∫ 1

0

dz

z
G0(

x

z
) zε(1− z)−ε HG(z, ε) =

∫ 1

0

dz

z
G0(

x

z
)FG(z, ε) (9.2.102)

avec

FG(z, ε) = <
1

2
> (z2 + (1− z)2)

[
−1

ε
+ ln

1− z
z

]
. (9.2.103)

Regroupant toutes les contributions réelles, après avoir extrait les divergences infrarouges, l’équation
(9.2.94) devient :

σγ
∗p

réel(Q
2, x, ε) = (eeq)

2 σ̂0(Q2, x, ε)

∫ 1

x

dz

z

{
q0(

x

z
) δ(1 − z)

+
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

[
q0(

x

z
) Fq(z, ε) + G0(

x

z
) FG(z, ε)

]}
. (9.2.104)

Les fonctions Fq et FG, ne sont autres que, respectivement, zε(1 − z)εHq et zε(1 − z)εHG de l’éq.
(9.2.94) où on a explicité le comportement infrarouge.

9.2.5 Corrections d’ordre αs : contribution des termes virtuels

Les diagrammes à calculer sont :

q

p

p

1

2

k

On travaille en jauge de Landau : on a vu qu’alors la correction de self-énergie est strictement nulle
(éq. 8.2.11) pour des fermions de masse nulle. En revanche le calcul de la correction au vertex est
long et pénible. Avec le choix des impulsions de la figure le terme à calculer est (voir la section
(4.3.1) pour le calcul QED en jauge de Feynman) :

Vµ(1) = −ieeqµε (−igµε)2 u(p2)j

∫
dnk

(2π)n

{
γρ(6p2+ 6k)γµ(6p1+ 6k)γρ

(p2 + k)2(p1 + k)2 k2

− 6k(6p2+ 6k)γµ(6p1+ 6k) 6k
(p2 + k)2(p1 + k)2 (k2)2

}
T a
jkT

a
ki u(p1)i, (9.2.105)
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où on somme les couleurs i et j des quarks et a du gluon. Le facteur de couleur se réduit à cF δji.
Introduisant deux paramètres de Feynman, on peut linéariser les dénominateurs :

∫
dnk

(2π)n
1

(p2 + k)2(p1 + k)2 k2
=

∫ 1

0
dx 2 y dy

∫
dnl

(2π)n
1

(l2 + q2y2x(1− x) + i ǫ)3

∫
dnk

(2π)n
1

(p2 + k)2(p1 + k)2 (k2)2
=

∫ 1

0
dx 6 y (1− y) dy

∫
dnl

(2π)n
1

(l2 + q2y2x(1− x) + i ǫ)4
,

où l’impulsion dans la boucle l est définie par l = k + y (xp1 + (1 − x)p2). Après réduction de la
trace on peut réécrire le vertex à une boucle, en supposant les quarks p1 et p2 sur couche de masse
(i.e. 6p1u(p1)i = u(p2)j 6p2 = 0),

Vµ(1) = −eeqµε(gµε)2 < cF > u(p2)j

∫ 1

0
dx dy 2y

∫
dnl

(2π)n

{
(1− 2ε)l2γµ − 4(1 − ε) 6 l lµ

(l2 + q2y2x(1− x) + i ǫ)3
(9.2.106)

+
(−2 + y − (1− 2ε)y2x(1− x))q2

(l2 + q2y2x(1− x) + i ǫ)3
γµ − 3(1− y)

4p1lp2l + y2x(1− x)(q2)2

(l2 + q2y2x(1− x) + i ǫ)4
γµ
}
u(p1)j.

Seul le premier terme est potentiellement divergent dans l’ultraviolet,
∫
dln/l4 ∼

∫
dl/l1+2ε : il est

facilement évalué à l’aide de l’éq. (3.2.22) qui permet de réduire le terme 6 l lµ à l2γµ/2(2 − ε) et
de l’éq. (3.2.23) qui permet d’effectuer l’intégrale sur l’impulsion de la boucle. Sa contribution au
vertex est alors :

−ieeqµε(gµε)2 < cF > u(p2)jγ
µu(p1)j

∫ 1

0
dx dy y

1

(4π)2

(
4π

−q2y2x(1− x) + i ǫ

)ε

(−3ε+ 2ε2)
Γ(1 + ε)

ε

= −ieeqµε < cF >
g2

(4π)2

(
4πµ2

−q2 + i ǫ

)ε

u(p2)jγ
µu(p1)j

∫ 1

0
dx dy y1−2εx−ε(1− x)−ε(−3 + 2ε) Γ(1 + ε)

= −ieeqµε < cF >
g2

(4π)2

(
4πµ2

−q2 + i ǫ

)ε

(−3

2
)

Γ(1 + ε)(Γ(1 − ε))2
Γ(1− 2ε)

u(p2)jγ
µu(p1)j, (9.2.107)

où on a négligé des termes d’ordre ε. On observe que la divergence ultraviolette de l’intégrale sur
l’impulsion (voir la première ligne) est compensée par le coefficient d’ordre ε. Ceci est en accord avec
le résultat obtenu en QED où on a montré que vertex et self-énergie avaient les mêmes divergences
ultraviolettes (voir sec. 4.3) : en l’occurence, en jauge de Landau, ni le vertex ni la self-énergie
n’ont de divergences UV. Si les deux derniers termes de l’équation (9.2.106) ne présentent pas de
divergences lors de l’intégration sur l’impulsion l, cette dernière engendre cependant des termes de
type y−1−2εx−1−ε(1−x)−1−ε et y−2εx−1−ε(1−x)−1−ε qui conduisent finalement à des termes 1/ε2

et 1/ε, signes de singularités colinéaires et infrarouges. L’éq. (3.2.29) permet de faire les intégrales∫
dx dy et un usage immodéré de la formule de récursion sur les fonctions Γ, éq. (3.2.18), conduit

finalement au résultat relativement simple où on a inclus tous les termes de l’éq. (9.2.105) :

Vµ(1) = Vµ(0) < cF >
g2

(4π)2

(
4πµ2

−q2 + i ǫ

)ε
Γ(1 + ε)(Γ(1 − ε))2

Γ(1− 2ε)

{
− 2

ε2
− 3

ε
− 8 +O(ε)

}
. (9.2.108)

On remarque que la contribution des termes en boucle à la diffusion γ∗quark → quark est simple-
ment un facteur multiplicatif à l’amplitude de Born et on peut écrire :

Vµ(1) = Vµ(0)
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

V1(ε) (9.2.109)
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avec (en jauge de Landau)

V1(ε) =< cF >
1

2

{
− 2

ε2
− 3

ε
− 8− π2

3

}
(9.2.110)

où on a utilisé la relation

Γ(1 + ε)Γ(1− ε) = 1 + ε2
π2

6
, (9.2.111)

et le fait que −q2 = Q2 > 0 permet d’ignorer le facteur i ǫ associé à −q2. Finalement la contribution
des termes virtuels à la section efficace qui est deux fois la partie réelle de l’interférence du terme
de Born avec la correction au vertex est donc simplement :

σ̂γ
∗q

virtuel(Q
2, z, ε) = (eeq)

2 σ̂0(Q2, z, ε) δ(1 − z) αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

2V1(ε) (9.2.112)

On remarque que la structure de cette équation est très similaire à celle des contributions parto-
niques réelles.

9.2.6 Diffusion γ∗proton au premier ordre de QCD

Regroupant tous les termes, Born, contributions réelles éq. (9.2.104) et contributions virtuelles
éq. (9.2.112) on a :

σγ
∗p(Q2, x, ε) = (eeq)

2σ̂0(Q2, x, ε)

∫ 1

x

dz

z

{
q0(

x

z
) δ(1 − z) (9.2.113)

+
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

[
q0(

x

z
)
(
Fq(z, ε) + 2V1(ε) δ(1 − z)

)
+ G0(

x

z
) FG(z, ε)

]}
.

Se reportant aux éqs. (9.2.101) et (9.2.110) on voit facilement que le terme en 1/ε2 de la correction
virtuelle V1(ε) compense un terme équivalent mais de signe opposé inclus dans la contribution
Compton Fq(z, ε). D’autre part, les morceaux en 1/ε de ces deux contributions se combinent pour
former l’expression :

− 1

ε
Pqq(z) = −1

ε
< cF >

(
1 + z2

(1− z)+
+

3

2
δ(1 − z)

)
. (9.2.114)

L’autre terme divergent subsistant dans l’éq. (9.2.113) est contenu dans FG(z, ε) et on le note :

− 1

ε
PqG(z) = −1

ε
<

1

2
> (z2 + (1− z)2). (9.2.115)

Rétablissant tous les impedimenta associés à ces termes divergents on peut ré-écrire la diffusion
γ∗ proton en séparant termes divergents et finis quand ε→ 0 :

σγ
∗p(Q2, x, ε) = (eeq)

2σ̂0(Q2, x, ε)

∫ 1

x

dz

z

{
q0(

x

z
) δ(1 − z)

+
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

(
−1

ε

)[
q0(

x

z
)Pqq(z) + G0(

x

z
)PqG(z)

]

+
αs

2π

[
q0(

x

z
) fq(z) +G0(

x

z
) fG(z)

]}
. (9.2.116)
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Les termes finis,

fq(z) = < cF >

(
7

2
δ(1 − z) + (1 + z2)

(
ln(1− z)
(1− z)

)

+

− 3

2

1

(1− z)+
− 1 + z2

1− z ln z + 3− z
)

fG(z) = <
1

2
> (z2 + (1− z)2) ln

1− z
z

, (9.2.117)

sont obtenus à partir des équations (9.2.101), (9.2.110) et (9.2.103). Dans l’esprit du modèle des
partons on donne un nom à l’intégrale contenant le terme de Born et tous les morceaux divergents :
c’est une fonction de x et de Q2 que l’on suppose finie (comme on le justifiera plus bas) et qui est
notée, sans surprise (c’est la version en régularisation dimensionnelle de l’éq. (9.1.17) :

q(x,Q2) = q0(x)− 1

ε

αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

∫ 1

x

dz

z

(
q0(

x

z
) Pqq(z) +G0(

x

z
) PqG(z)

)
,

(9.2.118)
de telle sorte que la section efficace s’écrit relativement simplement :

σγ
∗p(Q2, x) =

[
2πx

Q2

]
(eeq)

2

[
q(x,Q2) +

αs(Q
2)

2π

∫ 1

x

dz

z

(
q(
x

z
,Q2) fq(z) +G(

x

z
,Q2) fG(z)

)]
.

(9.2.119)
Pour obtenir cette expression on a fait une certain nombre d’approximations toutes parfaitement
justifiées dans le cadre d’un développement perturbatif. Il y a également un brin d’anticipation.
Le premier terme est évident : il résulte trivialement de la substitution de l’éq. (9.2.118) dans l’éq.
(9.2.116) et l’on a pris ε = 0 puisque les pôles en ε ont disparu. Ce terme est identique à l’expression
du modèle des partons näıf sauf que la distribution partonique dépend de l’échelle Q2. Le deuxième
terme d’ordre αs est la première corrections QCD à la diffusion profondément inélastique et les
fonctions fq(z) et fG(z) sont calculables et données en (9.2.117). A l’ordre auquel le calcul est
conduit il est justifié d’avoir fait, dans ce terme, la substitution q0(xz ) → q(xz , Q

2) qui engendre
des corrections d’ordre α2

s qui sont donc hors du cadre de l’approximation d’ordre αs que l’on
considère ici. De même pour la substitution G0(xz ) → G(xz , Q

2), anticipant le fait que l’on a une
relation similaire à l’éq. (9.2.118) pour la distribution du gluon. Finalement le choix αs → αs(Q

2)
est (relativement) arbitraire et montre seulement que l’on a choisi de travailler dans le cadre d’une
théorie renormalisée à µ2 = Q2. Il est inutile de préciser que l’on a pris ε = 0 partout puisque tous
les termes dans (9.2.119) sont finis. L’équation dérivée ci-dessus est bien l’éq. (9.1.18), assénée au
lecteur en sec. 9.1.

9.2.7 Schémas de factorisation et équation DGLAP

La relation (9.2.118) définit le schéma de factorisation MS (par analogie avec le schéma de
renormalisation). En effet, développant en ε les termes singuliers on a :

q(x,Q2) = q0(x) +
αs

2π

(
−1

ε
− ln 4π + γ + ln

Q2

µ2

) ∫ 1

x

dz

z

(
q0(

x

z
) Pqq(z) +G0(

x

z
) PqG(z)

)
,

(9.2.120)
et l’on voit que tous les termes 1/ε+ ln 4π− γ sont absorbés dans la redéfinition de la distribution
de quarks avec le choix µ2 = Q2. On aurait pu définir la distribution partonique à une échelle
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M2 6= Q2 et/ou inclure des termes finis cq(z), cG(z) arbitraires, par exemple :

q(x,M2) = q0(x) +
αs

2π

(
−1

ε
− ln 4π + γ + ln

M2

µ2

)∫ 1

x

dz

z

(
q0(

x

z
) Pqq(z) +G0(

x

z
) PqG(z)

)
,

+
αs

2π

∫ 1

x

dz

z

(
q0(

x

z
) cq(z) +G0(

x

z
) cG(z)

)
(9.2.121)

auquel cas l’expression de la section efficace hadronique aurait été (avec un couplage renormalisé à
M2) :

σγ
∗p(Q2, x) = (eeq)2

[
2πx

Q2

]{
q(x,M2) +

αs(M
2)

2π

∫ 1

x

dz

z

(
q(
x

z
,M2) (Pqq(z) ln

Q2

M2
+ fq(z)− cq(z))

+ G(
x

z
,M2) (PqG(z) ln

Q2

M2
+ fG(z)− cG(z))

)}
(9.2.122)

qui est l’expression la plus générale de la section efficace, pour un choix arbitraire de l’échelle de
factorisation M et du schéma de factorisation défini par cq(z) et cG(z). Le choix fq(z) = cq(z),
fG(z) = cG(z) et M2 = Q2, autrefois populaire, définit le schéma de renormalisation DIS dans
lequel la section efficace garde la même forme, à l’ordre αs, qu’à l’ordre de Born

σγ
∗p = (eeq)

2

[
2πx

Q2

]
q(x,Q2) (9.2.123)

toutes les corrections d’ordre supérieur ayant été absorbées dans la définition de la distribution
partonique avec violation de l’invariance d’échelle. Il est évident qu’un changement d’échelle M2

n’affecte pas les prédictions puisque la variation du premier terme q(x,M2), est compensée exac-
tement par une variation opposée des termes en lnQ2/M2.

• Equation DGLAP
Prenant la dérivée par rapport à M2 de l’éq. (9.2.121) on trouve

M2 dq(x,M
2)

dM2
=
αs(M

2)

2π

∫ 1

x

dz

z

(
q(
x

z
,M2) Pqq(z) +G(

x

z
,M2) PqG(z)

)
, (9.2.124)

où toutes les divergences de l’éq. (9.2.121) ont disparu. La solution de cette équation intégro-
différentielle permettra de ”prédire” q(x,M2), ∀x,M2, connaissant q(x,M2

0 ) à une valeur de réfé-
rence de l’échelle de masse : on a vu que cela revenait à faire une sommation à tous les ordres des
corrections dominantes. On peut noter qu’à ce niveau d’approximation (LO) l’équation d’évolution
est indépendante du schéma de factorisation, MS ou DIS ou autre. Revenant à l’éq. (9.2.122),
on observe que la prédiction théorique pour σγ

∗p(Q2, x), connaissant q(x,M2) solution de l’éq.
(9.2.124), exhibera une dépendance en l’échelle de factorisation M puisque maintenant la variation
de q(x,M2) est sommée à tous les ordres tandis que le terme compensatoire n’est évalué qu’au
premier ordre en αs, mais l’ambiguité est en principe petite puisque d’ordre α2

s. Il est courant lors
de l’étude d’un processus caractérisé par une échelle Q2 de faire varier l’échelle de factorisation
entre Q2/4 et 4Q2 (le facteur 4 est totalement arbitraire !) et d’appeler la variation correspondante
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”erreur théorique”.

On rappelle que l’éq. (9.2.124) fait référence à une seule saveur de quark. Les équations DGLAP
complètes sont données en éqs. (9.1.45) et (9.1.44). Espérons que le lecteur n’est pas trop déprimé
par la lourdeur des calculs présentés dans cette section et qu’il ne renoncera pas à approfondir ses
connaissances en QCD perturbatif.

9.3 Diffusion Drell-Yan

Ce processus du type hadron hadron → γ∗ X fait donc intervenir la convolution de deux
distributions partoniques dans l’état initial et on montrera que les divergences colinéaires subsistant
dans un calcul d’ordre supérieur se factorisent comme dans l’éq. (9.2.121) ce qui permet d’affirmer
l’universalité de la définition des distributions violant l’invariance d’échelle puisque la relation entre
les distribution partoniques ”nues” et celles renormalisés ne dépendent pas du processus auquel elles
participent.

9.3.1 Calcul du terme de Born

Le diagramme à l’ordre le plus bas est :

hadron

hadron

P

P
q

1

2

L’élément de matrice de la réaction q(p1) + q̄(p2)→ γ∗(q) est :

M0 = −ieeqµε v̄(p2)jγνu(p1)j ǫ
ν . (9.3.125)

Son carré, sommé/moyenné sur les polarisations et les couleurs est donc :

Σ |M0|2 = (eeqµ
ε)2 <

1

3
> (1− ε) ŝ. (9.3.126)

L’intégrale sur l’espace de phase de la particule finale de masse carrée Q2 est en n−dimensions :

PS0 =

∫
dn−1q

(2π)n−12q0
(2π)n δ(n)(p1 + p2 − q)

=
2π

ŝ
δ(1 − z) (9.3.127)

où on a défini la variable sans dimension :

z =
Q2

ŝ
, avec q2 = Q2 > 0. (9.3.128)
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La section efficace partonique à l’approximation de Born est donc :

σ̂qq̄
0

=
1

2ŝ
PS0 Σ |M0|2

=
πz

Q2
<

1

3
> (1− ε) (eeqµ

ε)2 δ(1 − z). (9.3.129)

On note la similarité de cette expression avec celle, éq. (9.2.61), de la diffusion inélastique profonde
ce qui est naturel puisque ces processus sont reliés par croisement. Pour les mêmes raisons que dans
l’inélastique on donne un nom au terme contenant l’échelle dure :

σ̂0(Q2, z, ε) =
πz

Q2
<

1

3
> (1− ε)µ2ε. (9.3.130)

Au niveau hadronique, introduisant seulement un type de quark de distribution q0(x), on doit
convoluer la section partonique avec le produit des distributions q0(x1) q̄0(x2) :

σpp
Born

= (eeq)
2

∫
dx1 dx2 σ̂0(Q2, z, ε)δ(1 − z) {q0(x1) q̄0(x2) + [1↔ 2]} (9.3.131)

La variable d’énergie partonique ŝ est donnée par ŝ = x1 x2 s de sorte que définissant :

x =
Q2

s
on a

Q2

ŝ
= z =

x

x1x2
, (9.3.132)

et la section hadronique s’écrit alors :

σpp
Born

(Q2, x, ε) = σ̂0(Q2, x, ε)(eeq)2
∫
dx1
x1

dx2
x2

δ(1 − x

x1x2
) {q0(x1) q̄0(x2) + [1↔ 2]} (9.3.133)

9.3.2 Corrections d’ordre αs : contribution de quark antiquark → γ∗ gluon

Les diagrammes d’annihilation de la paire q(p1) + q̄(p2)→ γ∗(q) +G(k) sont :

p
1

2

q

k q

kp
1

p p
2

L’élément de matrice s’obtient très facilement à partir de celui du processus de création de paire
traité dans une section précédente : il suffit de renverser le signe de toutes les impulsions et donc
les invariants ŝ, t̂, û gardent la même signification. Quant à la somme/moyenne sur spin et couleur
il faut mutliplier l’éq. (9.2.87) par 8 (nombre de couleurs du gluon) et 2 (nombre de degrés de
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polarisation du gluon) et diviser par 9 (couleur des quarks initiaux) et 4 (polarisation). On trouve
finalement (cf éq. pour le cas Q2 = 0) :

Σ |M|2qq̄ = (eeqµ
ε)2(gµε)2 <

1

3
cF > 2 (1 − ε)

[
(1− ε)( t̂

û
+
û

t̂
) + 2

ŝ q2

û t̂
− 2ε

]
, (9.3.134)

avec cF = 4/3.

• Intégrale sur l’espace de phase
On se place dans le repère du centre de masse des partons initiaux où les cordonnées sont :

p1 = (
√
ŝ/2, 0, · · · ,

√
ŝ/2) ; p2 = (

√
ŝ/2, 0, · · · ,−

√
ŝ/2) ; k = (k, · · · , k cos θ1). (9.3.135)

Pour évaluer l’intégrale sur les impulsions finales on suit la même procédure que celle des éqs.
(9.2.73) la seule différence étant que maintenant l’une des particules finales, le photon, est massive :

PS =

∫
dn−1k

(2π)n−12k

dn−1q

(2π)n−12q0
(2π)nδ(n)(p1 + p2 − q − k)

= (2π)2−n

∫
dn−1k

2k
δ+((p1 + p2 − k)2 −Q2)

=
(2π)2−n

4
√
ŝ

(
ŝ−Q2

2
√
ŝ

)n−3 ∫
dΩn−2. (9.3.136)

L’intégrale angulaire se fait comme en éq. (9.2.75) pour trouver, définissant comme auparavant
cos θ1 = 2y − 1,

PS =
1

8π

(
4π

Q2

)ε zε(1 − z)1−2ε

Γ(1− ε)

∫ 1

0
dy y−ε(1− y)−ε, (9.3.137)

En terme des variables sans dimension les invariants sont :

ŝ =
Q2

z
; (p1 − k)2 = t̂ = −Q

2

z
(1− y)(1− z) ; (p2 − k)2 = û = −Q

2

z
(1− z)y (9.3.138)

de sorte que le carré de l’élément de matrice s’écrit :

Σ |M|2qq̄ = (eeqµ
ε)2(gµε)2 <

1

3
cF > 2 (1 − ε)

[
(1− ε)

(
1

y
+

1

1− y − 2

)
+

z

(1− z)2
2

y(1− y)
− 2ε

]
.

(9.3.139)

• Divergences colinéaire et infrarouge
Combinant alors élément de matrice et espace de phase on construit la section efficace au niveau
partonique pour trouver après intégration angulaire :

PS Σ |M|2qq̄ =
1

8π

(
4π

Q2

)ε zε(1− z)1−2ε

Γ(1− ε)

∫ 1

0
dy y−ε(1− y)−ε Σ |M|2qq̄

=

[
(1− ε) (eeqµ

ε)2 <
1

3
>

]
< cF >

g2

8π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

(
−4

ε

)

{
2

z1+ε

(1 − z)1+2ε
+ zε(1− z)1−2ε

}
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Le pôle en ε résulte de la divergence colinéaire y = 1 ⇔ cos θ1 = 1 quand le gluon est émis
parallèlement au quark initial ou y = 0 ⇔ cos θ1 = −1 quand le gluon est parallèle à l’antiquark.
On remarque, d’autre part, que le premier terme entre accolades a une singularité qui serait non
intégrable à z = 1 en 4 dimensions. Cela correspond à ŝ = Q2 : dans ce cas l’énergie du gluon final
est nécessairement nulle (seuil de production du photon virtuel par la paire qq̄) et cela engendre une
singularité infrarouge lors de l’intégration sur l’impulsion des quark et antiquark de l’état initial
dans la construction de la section efficace hadronique. De façon similaire à l’éq. (9.2.98) on écrit
pour un terme singulier en z = 1 :

zε(1− z)−1−2εF (z) = F (z)

{
− 1

2ε
δ(1 − z) +

1

(1− z)+
+ ε

ln z

1− z − 2ε

(
ln(1− z)
(1− z)

)

+

}
, (9.3.140)

où ici F (z) = 2z. La différence entre ce résultat et celui de l’éq. (9.2.98) provient du facteur d’espace
de phase qui reflète une cinématique différente : pour le voir il suffit de comparer les facteurs PS
des éqs. (9.2.76) et (9.3.137). Pour le deuxième terme entre accolades qui est régulier, il suffit pour
le calculer de faire le développement en ε

zε(1− z)1−2ε = (1− z)(1 + ε ln z − 2 ε ln(1− z)). (9.3.141)

Finalement la contribution du processus d’annihilation à la section efficace partonique est donc

σ̂qq̄1 (Q2, z, ε) =
1

2ŝ
PS Σ |M|2qq̄

= (eeq)
2σ̂0(Q2, z, ε)

αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

Fqq̄(z, ε) (9.3.142)

avec

Fqq̄(z, ε) =< cF > 2

[
1

ε2
δ(1 − z)− 1

ε

1 + z2

(1− z)+
+ 2 (1 + z2)

(
ln(1− z)

1− z

)

+

− (1 + z2)
ln z

1− z

]

(9.3.143)

9.3.3 Corrections d’ordre αs : contribution de quark gluon→ γ∗ quark

L’élément de matrice pour le processus q(p1) + g(k) → q(p2) + γ∗(q) s’obtient de la réaction
précédente par croisement :

ŝ→ t̂ ; t̂→ ŝ ; û→ û (9.3.144)

et on trouve (ne pas oublier le facteur -1 pour le croisement de la ligne fermionique) :

Σ |M|2qG = (1− ε) (eeqµ
ε)2(gµε)2 <

1

6
> 2

[
(1− ε)(− ŝ

û
− û

ŝ
)− 2

t̂ q2

û ŝ
+ 2ε

]
(9.3.145)

= (1− ε) (eeqµ
ε)2(gµε)2 <

1

6
> 2

[
(1− ε)( 1

y(1− z) + y(1− z))− 2
1− y
y

z + 2ε

]
,

après prise en compte de la moyenne sur les couleurs et polarisations et utilisation la définition
des invariants éq. (9.3.138). Comme d’habitude on construit la section efficace partonique et après
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intégration sur la variable angulaire on trouve :

σ̂qG1 (Q2, z, ε) =
1

2ŝ
PS Σ |M|2qG

=

[
(1− ε) (eeqµ

ε)2 <
1

3
>
π

ŝ

]
<

1

2
>

g2

8π2

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)

Γ(1− 2 ε)
zε(1− z)−2 ε

(
−1

ε
(z2 + (1− z)2 + z +

3

2
(1− z2)

)

(9.3.146)

que l’on peut ré-écrire :

σ̂qG1 (Q2, z, ε) = (eeq)
2σ̂0(Q2, z, ε)

αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

FqG(z, ε) (9.3.147)

avec

FqG(z, ε) =<
1

2
>

[
−1

ε
(z2 + (1− z)2) + (z2 + (1− z)2 ln

(1− z)2
z

+ z +
3

2
(1− z2)

]
(9.3.148)

Ces deux dernières équations sont aussi valables pour σ̂q̄G1 (Q2, z, ε).

9.3.4 Corrections d’ordre αs : contributions des termes virtuels

Elles sont très faciles à obtenir à partir des termes équivalents de la diffusion profondément
inélastique. C’est simplement un facteur multiplicatif à l’amplitude de Born (9.3.125). Sans refaire
le calcul, la correction de la boucle au vertex s’écrit de façon similaire à (9.2.108), avec comme
résultat :

M(1) =M(0) < cF >
g2

(4π)2

(
4πµ2

−q2 + i ǫ

)ε
Γ(1 + ε)(Γ(1 − ε))2

Γ(1− 2ε)

{
− 2

ε2
− 3

ε
− 8 +O(ε)

}
.

(9.3.149)
Mais −q2 = −Q2 est maintenant négatif et il faut faire une petite manipulation pour simplifier le
facteur (· · · )ε. On a :

(
4πµ2

−Q2 − iǫ

)ε

= (4π)ε eε ln(−Q2/µ2−iǫ)

= (4π)εeε(ln(Q
2/µ2)−iπ) =

(
4πµ2

Q2

)ε

e−iπ ε

=

(
4πµ2

Q2

)ε

(1− iπε− π2

2
ε2), (9.3.150)

où on a utilisé le fait que la prescription −i ǫ impose une partie imaginaire −i π au logarithme
d’argument négatif. D’où (en jauge de Landau) :

M(1) =M(0)
αs

4π
< cF >

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

{
− 2

ε2
− 3

ε
− 8 + 2

π2

3

}
, (9.3.151)
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expression dans laquelle on a utilisé la relation (9.2.111). On a omis dans cette équation une partie
imaginaire car ce qui est recherché est deux fois la partie réelle de l’interférence de la boucle avec
le terme de Born ce qui apportera à la section efficace partonique la contribution :

σ̂qq̄virtuel(Q
2, z, ε) = (eeq)

2σ̂0(Q2, z, ε) δ(1 − z) αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

2 V1(ε) (9.3.152)

avec, par analogie avec l’inélastique profond, on a défini :

V1(ε) =< cF >
1

2

{
− 2

ε2
− 3

ε
− 8 + 2

π2

3

}
. (9.3.153)

On remarque que les sections partoniques σ̂qq̄1 , σ̂qq̄virtuel and σ̂qG1 ne dépendent que de z = Q2/(sx1x2)

et donc sont invariantes sous l’échange x1 → x2. On a donc σ̂qq̄1,virtuel = σ̂q̄q1,virtuel et σ̂qG1 = σ̂Gq
1 .

9.3.5 Diffusion Drell-Yan au premier ordre de QCD

La section efficace hadronique sera la somme des sections partoniques, ”Born + virtuelle +
annihilation + QCD Compton” convoluées avec le produit des distributions partoniques initiales :

σpp=

∫
dx1dx2

{[
q0(x1)q̄0(x2)(σ̂qq̄

0
+ σ̂qq̄1 + σ̂qq̄virtuel) + (q0(x1) + q̄0(x1))G0(x2)) σ̂qG1

]
+
[
1↔ 2

]}
.

En détail on aura donc avec σ0(Q2, z, ε) = σ0(Q2, x, ε)/(x1x2) :

σpp = (eeq)
2σ̂0(Q2, x, ε)

∫
dx1
x1

dx2
x2

{[
q0(x1) q̄0(x2) δ(1 − z) +

αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

· [q0(x1) q̄0(x2) (Fqq̄(z, ε) + 2 V1(ε)δ(1 − z)) + (q0(x1) + q̄0(x1))G0(x2)FqG(z, ε)]
]

+
[
1↔ 2

]}

On voit que les termes en 1/ε2 se compensent entre la contribution virtuelle et Fqq̄(z, ε) de l’éq.
(9.3.143) et que les termes divergents restant sont proportionnels aux fonctions Pqq(z) et Pqg(z)
donnés en éqs. (9.2.114) et (9.2.115). Quant aux termes finis on les note :

fqq̄(z) =< cF >

[(
2π2

3
− 8

)
δ(1 − z) + 4 (1 + z2)

(
ln(1− z)

1− z

)

+

− 2 (1 + z2)
ln z

1− z

]
(9.3.154)

fqG(z) =<
1

2
>

[
(z2 + (1− z)2 ln

(1− z)2
z

+ z +
3

2
(1− z2)

]
(9.3.155)

de sorte que la section efficace hadronique devient :

σpp = (eeq)
2σ̂0(Q2, x, ε)

∫
dx1
x1

dx2
x2

{[
q0(x1) q̄0(x2)δ(1 − z) +

αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

·
(
q0(x1) q̄0(x2)

(
−2

ε

)
Pqq(z) + (q0(x1)G0(x2) +G0(x1) q̄0(x2))

(
−1

ε

)
PqG(z)

)

+
αs

2π
(q0(x1) q̄0(x2) fqq̄(z) + (q0(x1)G0(x2) +G0(x1) q̄0(x2)) fqG(z))

]
+

[
1↔ 2

]}
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où on a regroupé les termes divergents et pris la limite ε = 0 dans les termes finis de la dernière
ligne. On a également réarrangé les termes reliés par symétrie en faisant apparâıtre explicitement
la combinaison (G0(x1) q̄0(x2) + q0(x1)G0(x2)). Se concentrant maintenant sur le terme de Born et
les facteurs qui ont un pôle en ε on les écrit, utilisant comme variables d’intégration, plutôt que x1
et x2, soit x1 et z = x/x1x2, soit x2 et z,

σppdiv = (eeq)
2σ̂0(Q2, x, ε)

{[∫
dx1
x1

q0(x1) q̄0(
x

x1
)

+

∫
dx1
x1

q0(x1)

(
−1

ε

)
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

∫
dz

z

(
q̄0(

x/x1
z

)Pqq(z) +G0(
x/x1
z

)PqG(z)

)

+

∫
dx2
x2

q̄0(x2)

(
−1

ε

)
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

∫
dz

z

(
q0(

x/x2
z

)Pqq(z) +G0(
x/x2
z

)PqG(z)

)]

+

[
1↔ 2

]}
(9.3.156)

Les intégrales des deux premières lignes se combinent simplement en :

∫
dx1
x1

q0(x1) q̄(
x

x1
, Q2) =

∫
dx2
x2

q̄(x2, Q
2) q0(

x

x2
), (9.3.157)

où on a introduit la distribution d’antiquark avec violation d’invariance d’échelle grâce à l’éq.
(9.2.118). Substituant alors dans la troisième ligne q̄(x2, Q

2) à q̄0(x2), négligeant les termes d’O(α2
s)

ainsi introduits, et combinant avec la deuxième forme de l’éq. (9.3.157) on voit que l’expression
σppdiv se réduit à :

(eeq)
2σ̂0(Q2, x, ε)

∫
dx1
x1

dx2
x2

{[
q(x1, Q

2) q̄(x2, Q
2)δ(1 − z)

]
+
[
1↔ 2

]}
, (9.3.158)

où toutes les singularités ont disparu. Le résultat de cette longue discussion est que la section
efficace de production d’une paire de leptons dans les collisions proton-proton s’écrit relativement
simplement comme :

σpp(Q2, x) =
πx

Q2
<

1

3
> (eeq)

2

∫
dx1
x1

dx2
x2

{[
q(x1, Q

2) q̄(x2, Q
2) δ(1 − z)

+
αs(Q

2)

2π

[
q(x1, Q

2) q̄(x2, Q
2) fqq̄(z) + (G(x1, Q

2) q̄(x2, Q
2) + q(x1, Q

2)G(x2, Q
2)) fqG(z)

] ]

+

[
1↔ 2

]}
.

(9.3.159)

où la deuxième ligne est la correction, au premier ordre, à l’approximation des logarithmes do-
minants (LO) de la première. Le choix de l’échelle dans le couplage fort est arbitraire mais il est
naturel de choisir Q2. Dans les manipulations ci-dessus on a systématiquement ignoré tous les
termes d’ordre α2

s et on a supposé que la distribution de gluon avait aussi une dépendance en
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l’échelle caractéristique du processus considéré. On voit qu’on a donc bien absorbé les termes di-
vergents du processus Drell-Yan dans la même redéfinition de la distribution de quarks que celle
utilisée dans la diffusion inélastique profonde via l’éq. (9.2.118) : ceci est une démonstration, au
premier ordre, du ”théorème” général de factorisation qui affirme que, à tous les ordres de la théorie
des perturbations, les singularités de masse sont absorbées par l’introduction des distributions par-
toniques violant l’invariance d’échelle et que la relation entre distributions nues et distributions
violant l’invariance d’échelle sont indépendantes du processus dur considéré. La conséquence fon-
damentale en est que les distributions partoniques sont universelles : ce sont les mêmes quelque
soit le processus de diffusion dur dans lesquelles elles apparaissent. Elles sont universelles mais leur
forme explicite dépend cependant du choix de schéma de factorisation. En effet, pour un choix
de schéma de factorisation défini comme en éq. (9.2.121) et d’échelle de factorisation arbitraire
M2 6= Q2, on montre facilement que la section efficace est obtenue à partir de la formule ci-dessus
où on substitue M2 à Q2 et :

fqq̄(z)→ fqq̄(z) + 2Pqq(z) ln
Q2

M2
− 2 cq(z)

fqG(z)→ fqG(z) + PqG(z) ln
Q2

M2
− cG(z). (9.3.160)

Les fonctions de stucture ainsi définies satisferont aux mêmes équations d’évolution mais les condi-
tions initiales à Q2

0 seront différentes.

A l’approximation des logarithmes dominants où on néglige les termes d’ordre αs on a l’expres-
sion très simple :

σpp(Q2, x) = (eeq)
2 <

1

3
>
π

s

∫
dx1
x1

dx2
x2

{
q(x1,M

2) q̄(x2,M
2)δ(1 − x

x1x2
) + [1↔ 2]

}
(9.3.161)

mais on perd en pouvoir prédictif car si on varie l’échelle de factorisation arbitraire M la section
efficace calculée varie de façon monotone car on n’a plus le mécanisme de compensation entre les
termes d’ordre αs ln(Q2/M2) et la variation des distributions partoniques induite par les équations
DGLAP.
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Chapitre 10

Annihilation e+ e− → hadrons

On a déjà brièvement mentionné dans la section 6.5 la réaction e+ e− → hadrons comme test
du modèle des partons näıf. Dans ce chapitre on va étudier, au premier ordre en QCD, différents
observables tels que la section efficace totale, la section efficace de production de ”jet” et celle
inclusive de production d’un hadron, ce qui nécessitera, dans les deux derniers cas, l’introduction
d’une part de la notion d’algorithme de définition de ”jet” ou gerbe hadronique et d’autre part de
la fonction de fragmentation d’un parton en hadron. Dans tous les cas il s’agit de traiter les diver-
gences infrarouges et colinéaires qui surgissent dans les étapes intermédiaires des calculs, soit par
compensation complète entre diagrammes réels et virtuels (section totale, production de jet), soit
par absortion des divergences colinéaires restantes dans une fonction de structure non perturbative
(production inclusive d’un hadron). Pour simplifier les expressions, de façon similaire à DIS, on va
discuter la désintégration d’un photon virtuel γ∗ → hadrons plutôt que e+ e− → hadrons puisque
la partie QCD est complètement découplée de la partie électromagnétique dans la mesure où on
somme sur l’état de polarisation des particules initiales et finales.
Comme pour calculs précédents on trouve d’abord l’expression de la contribution à l’ordre le plus
bas en n-dimensions puis celle au premier ordre en QCD. Les différents observables partagent tous
la même dynamique (amplitude de diffusion) mais diffèrent par l’espace de phase final considéré.

10.1 Section efficace totale

L’élément de matrice à l’approximation de Born de la désintégration d’un photon virtuel en une
paire quark-antiquark, γ∗(q)→ q(p1) + q̄(p2), est :

M(0) = −ieeqµε ū(p1)jγνv(p2)j ǫ
ν . (10.1.1)

C’est évidemment le processus croisé de Drell-Yan éq. (9.3.125) où on a renversé le signe de toutes
les impulsions. Le carré sommé sur les polarisations et les couleurs est donc (voir éq. (9.3.126))

Σ |M(0)|2 = (eeqµ
ε)2 4 < N > (1− ε)Q2, (10.1.2)

où q2 = Q2 est la masse carrée du photon virtuel. Le facteur 4 concerne la polarisation des quarks.
Par convention, en accord avec notre pratique dans le DIS, on a sommé sur la polarisation du
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photon initial (ǫνǫν
′

= −gνν′). L’espace de phase est (voir éqs. (9.2.73)) :

PS2 =

∫
dn−1p1

(2π)n−12ω1

dn−1p2

(2π)n−12ω2

(2π)nδ(n)(p1 + p2 − q)

= (2π)2−n

∫
ωn−3

1

2
dω1dΩ1n−2 δ(Q

2 − 2
√
Q2 ω1)

=
1

(4π)2
π3/2−ε

Γ(3/2 − ε)

(
16π2

Q2

)ε

, (10.1.3)

où on a fait l’intégration angulaire grâce à l’éq. (3.2.15) et utilisé la notation habituelle n = 4− 2ε.
Combinant espace de phase et élément de matrice on trouve pour le taux de désintégration du
photon en une saveur de quark :

e2qΓ0(Q
2, ε) =

1

2
√
Q2

PS2 Σ|M(0)|2

= < N >
α

2π
e2q
√
Q2 (1− ε) π3/2−ε

Γ(3/2 − ε)

(
16π2µ2

Q2

)ε

. (10.1.4)

On remarque que pour ε = 0 l’expression devient très simple,< N > αe2q
√
Q2 puisque π3/2/Γ(3/2) =

2π3/2/Γ(1/2) = 2π d’après l’éq. (3.2.19). On aurait presque pû l’écrire directement : le facteur αe2q
est évident de même que N qui compte le nombre d’états de couleur final et

√
Q2 qui est la seule

variable dimensionné qui donne la bonne dimension à la largeur de désintégration. Finalement,
seule la normalisation (un facteur 1 !) n’aurait pû être devinée.

10.1.1 Corrections d’ordre αs : termes virtuels

Il est trivial d’obtenir la contribution des termes virtuels : ça sera le même terme multiplicatif à
l’amplitude de Born que pour la production Drell-Yan (Q2 > 0), comme en éq. (9.3.151), où M(0)

est maintenant donné par le terme d’ordre 0 de γ∗ → q+ q̄, éq. (10.1.2). Le double de l’interférence
avec le terme de Born sera donc :

e2qΓvirtuel
1 (Q2, ε) = e2qΓ0(Q

2, ε) < cF >

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

]{
− 2

ε2
− 3

ε
− 8 + 2

π2

3

}
.

(10.1.5)

10.1.2 Corrections d’ordre αs : termes réels

Les diagrammes à considérer sont :

p

q

p

p

1

k1

2

k

2
p
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Pour obtenir directement le carré de l’amplitude des termes réels, γ∗ → q(p1) + q̄(p2) + G(k) on
peut partir de la diffusion q(p1)+ q̄(p2)→ γ∗(q)+G(k), éq. (9.3.134), et renverser le signe de toutes
les impulsions sauf celle du gluon qui reste une particule finale :

p1 → −p2 ; t̂ = (p1 − k)2 → ŝ2 = (p2 + k)2 = (q − p1)2

p2 → −p1 ; û = (p2 − k)2 → ŝ1 = (p1 + k)2 = (q − p2)2

q → −q ; ŝ = (p1 + p2)
2 → ŝ3 = (p1 + p2)

2 = (q − k)2,
(10.1.6)

pour obtenir :

Σ |Mréel
(1) |2 = (eeqµ

ε)2(gµε)2 < N cF > 8 (1 − ε)
[
(1− ε)( ŝ1

ŝ2
+
ŝ2
ŝ1

) + 2
ŝ3 q

2

ŝ1 ŝ2
− 2ε

]
, (10.1.7)

où on a modifié de façon appropriée les facteurs de polarisation et de couleur.

• Intégrale sur l’espace de phase
Dans tous les cas précédents l’espace de phase final comptait deux particules et les calculs étaient
relativement faciles. Ici, pour obtenir la contribution des termes réels au taux de production ha-
dronique il faut intégrer l’espace de phase à 3 corps en n-dimensions, soit évaluer :

PS3 Σ|Mréel
(1) |2 =

∫
dn−1p1

(2π)n−12ω1

dn−1p2

(2π)n−12ω2

dn−1k

(2π)n−12k
(2π)nδ(n)(p1 + p2 + k − q) Σ|Mréel

(1) |2

(10.1.8)

Pour cela on se place dans le repère au repos du photon virtuel, ~q = 0, et on est libre de choisir
l’axe Oz le long de l’impulsion finale p1 puisqu’il n’y a pas d’impulsion initiale privilégiée (car on
a sommé sur les états de polarisation du photon). Tous les vecteurs du problème seront dans un
plan, soit xOz, et on pourra ainsi faire trivialement l’intégrale sur tous les angles sauf sur l’angle
(polaire) θ1 entre ~p1 et ~k. C’est la seule variable angulaire dont dépend |Mréel

(1) |2. On a :

ŝ1 = 2ω1k(1−cos θ1) = Q2−2
√
Q2 ω2 ; ŝ2 = Q2−2

√
Q2 ω1 ; ŝ3 = Q2−2

√
Q2 k. (10.1.9)

Dans l’éq. (10.1.8) on peut se débarasser de p2 en écrivant comme d’habitude :
∫
dn−1p2

2ω2

=

∫
dnp2 δ

+(p22), (10.1.10)

et en effectuant cette intégrale avec la conservation d’énergie-impulsion δ(n)(p1 + p2 + k− q). Tous
les angles de p1 se font trivialement à l’aide de la relation (3.2.14) :

∫
dn−1p1

2ω1

=
1

2

∫
dω1ω

n−3
1

dΩ1n−2

=
π

n−1
2

Γ(n−1
2 )

∫
dω1 ω

n−3
1

et de même pour les angles de k, sauf l’angle polaire θ1 que l’on doit garder :
∫
dn−1k

2k
=

1

2

∫
dk kn−3 dθ1(sin θ1)n−3 dΩn−3

=
π

n−2
2

Γ(n−2
2 )

∫
dk kn−3 d cos θ1(1 − cos2 θ1)

n−4
2 .
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L’espace des phases devient alors

PS3 =
1

(2π)2n−3

π
n−1
2

Γ(n−1
2 )

π
n−2
2

Γ(n−2
2 )

∫
dω1 ω

n−3
1

dk kn−3 d cos θ1(1− cos2 θ1)
n−4
2 δ+((q − p1 − k)2)

=
πn−

3
2

(2π)2n−3

1

Γ(n−1
2 )Γ(n−2

2 )

∫
dω1 ω

n−3
1

dk kn−3 d cos θ1(1− cos2 θ1)
n−4
2

δ+(Q2 − 2(ω1 + k)
√
Q2 + 2ω1k(1− cos θ1)), (10.1.11)

ce qui contraint l’angle polaire :

1− cos θ1 = −Q
2 − 2(ω1 + k)

√
Q2

2ω1k
, (10.1.12)

laissant finalement comme variable d’intégration les énergies ω1 et k.

• Cinématique
Les éqs. (10.1.9) impliquent les contraintes 0 < ω1 , ω2 , k <

√
Q2/2. Si on substitue par conservation

d’énergie ω2 =
√
Q2 − ω1 − k on a alors les conditions

√
Q2 > ω1 + k >

√
Q2/2. Il est pratique

d’introduire les variables sans dimension zi via :

k =

√
Q2

2
z, ω1 =

√
Q2

2
z1, ω2 =

√
Q2

2
z2 =

√
Q2

2
(2− z − z1) , (10.1.13)

le domaine de variation des zi étant 0 < z, z1, z2 < 1 et 2 > z + z1 > 1. Les invariants et angles du
problème s’écrivent :

ŝ1 = (p1 + k)2 = (q − p2)2 = Q2(z + z1 − 1),

ŝ2 = (p2 + k)2 = (q − p1)2 = Q2(1− z1),

ŝ3 = (p1 + p2)2 = (q − k)2 = Q2(1− z),

1− cos θ1 = 2
z + z1 − 1

z z1
, 1 + cos θ1 = 2

(1− z)(1 − z1)

z z1
. (10.1.14)

L’intégrale d’espace de phase (10.1.11) devient alors après intégration sur l’angle :

PS3 =
πn−

3
2

(2π)2n−3

1

Γ(n−1
2 )Γ(n−2

2 )

∫
dω1 ω

n−3
1

dk kn−3(1− cos2 θ1)
n−4
2

1

2ω1k

=

[
1

(4π)2
π3/2−ε

Γ(32 − ε)

(
16π2

Q2

)ε
]

Q2

(4π)2

(
4π

Q2

)ε 1

Γ(1− ε)

∫ 1

0
dz(1− z)−ε (10.1.15)

∫ 1

1−z
dz1 (1− z1)−ε(z + z1 − 1)−ε,

où on a organisé le coefficient devant l’intégrale de façon à faire apparâıtre des termes déjà présents
dans PS2. Pour faciliter la suite du calcul on choisit des variables telles que les deux intégrales se
découplent et que leurs bornes d’intégration soient 0 et 1. Pour cela on fait l’ultime changement de
variable :

z1 = 1− z u, (10.1.16)
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de sorte l’espace de phase s’écrit :

PS3 =

[
1

(4π)2
π3/2−ε

Γ(32 − ε)

(
16π2

Q2

)ε
]

Q2

(4π)2

(
4π

Q2

)ε 1

Γ(1− ε)

∫ 1

0
dz z1−2ε(1−z)−ε

∫ 1

0
duu−ε(1−u)−ε.

(10.1.17)
Les variables cinématiques ont alors l’expression :

ŝ1 = Q2z(1− u), ŝ2 = Q2zu, ŝ3 = Q2(1− z),

1 + cos θ1 = 2
(1− z)u
1− zu , 1− cos θ1 = 2

1− u
1− zu. (10.1.18)

Avec ces nouvelles variables le carré de l’élément de matrice s’écrit :

Σ |Mréel
(1) |2 = (eeqµ

ε)2(gµε)2 < N cF > 8 (1 − ε)
[
(1− ε)(1 − u

u
+

u

1− u) + 2
1− z

z2u(1− u)
− 2ε

]

= (eeqµ
ε)2(gµε)2 < N cF > 8 (1 − ε)

[(
(z − 1)2 + 1

z2
− ε
)(

1

u
+

1

1− u

)
− 2

]
.(10.1.19)

• Divergences infrarouge et colinéaire
Il est facile d’identifier les régions d’intégration qui engendreront des singularités. La limite u →
1 ⇔ cos θ1 → 1 implique la colinéarité des vecteurs k et p1 (ŝ1 = 0) et celle u → 0 ⇒ cos θ1 →
−1 implique la colinéarité des vecteurs k et p2 (ŝ2 = 0) d’où l’apparition de divergences lors de
l’intégration de l’élément de matrice ci-dessus. La condition z → 0⇔ k → 0 est la limite infrarouge
qui produit également une divergence à cause du pôle en z. En revanche, la limite z → 1⇔ ŝ3 → 0,
qui est celle de la collinéarité du quark et de l’antiquark est parfaitement régulière. La contribution
des termes réels au taux de désintégration sera donc :

e2qΓréels
1 (Q2, ε) =

1

2
√
Q2

PS3 Σ |Mréel
(1) |2

= e2qΓ0(Q
2, ε) < cF >

αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
1

Γ(1− ε)

∫ 1

0
dz

∫ 1

0
du (10.1.20)

z1−2ε(1− z)−εu−ε(1− u)−ε

[(
(z − 1)2 + 1

z2
− ε
)(

1

u
+

1

1− u

)
− 2

]

On voit que les deux intégrales se factorisent et sont de la forme éq. (3.2.29) : elles peuvent être
effectuées à l’aide de fonctions Γ, puisqu’elles ne font intervenir que des monômes u, 1−u, z, 1− z.
La structure du résultat sera claire : les pôles en u et 1 − u engendrent les divergences colinéaires
en 1/ε, quant au terme en 1/z2 il présente une divergence infrarouge et le produit des deux sera
un terme en 1/ε2. On trouve finalement :

e2qΓréels
1 (Q2, ε) = e2qΓ0(Q

2, ε) < cF >

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

] [
2

ε2
+

3

ε
+

19

2
− 2π2

3

]
. (10.1.21)

Quelques explications sont nécessaires : on a factorisé l’expression Γ(1− ε)/Γ(1− 2ε) qui apparâıt
déjà dans la contribution virtuelle (10.1.5) ce qui amènera à évaluer l’expression :

Γ(1− ε)Γ(1− 2ε)

Γ(1− 3ε)
= 1− π2

3
ε2 +O(ε3), (10.1.22)
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d’après la relation (3.2.20). Dans la dernière ligne de (10.1.21) on a évidemment ignoré les termes
d’ordre ε.

10.1.3 Taux de désintégration en hadrons

Au premier ordre en QCD perturbatif, pour une saveur de quark de masse nulle, la largeur de
désintégration sera finalement :

e2qΓ1(Q
2) = e2q

[
Γ0(Q

2, ε) + Γréels
1 (Q2, ε) + Γvirtuels

1 (Q2, ε)
]

= e2qΓ0(Q2, 0)

[
1 +

αs

2π
< cF >

3

2

]

= e2qΓ0(Q2, 0)
[
1 +

αs

π

]
, (10.1.23)

où tous les termes divergents ont été compensés entre contributions réelle et virtuelle et la cor-
rection à la prédiction à l’ordre 0 est un simple facteur multiplicatif. Au premier ordre en QCD,
on identifiera

∑
q e

2
qΓ1(Q2) à la largeur de désintégration du photon virtuel en hadrons puisque

les quarks et les gluons se matérialisent en hadrons avec une probabilité unité. Le rapport de la
production hadronique sur celle d’une paire de muons, défini en éq. (6.5.1) sera donc :

R =< 3 >
∑

q

e2q (1 +
αs

π
) (10.1.24)

où on a sorti le facteur N = 3 de couleur contenu dans Γ0. On peut citer le résultat à l’orde α3
s qui

est 1 :

R = 3
∑

q

e2q

[
1 +

αs

π
+
(αs

π

)2
(1.9857 − 0.1153Nf )−

(αs

π

)3
(6.6368 + 1.2001Nf + 0.0052N2

f )

]

−
(αs

π

)3
1.2395 (

∑

q

eq)
2 (10.1.25)

where Nf is the number of active quark flavors. Ce résultat est valable pour des quarks de masse
nulle, dans le schéma MS avec le choix d’échelle de normalisation µ2 = Q2.

10.1.4 Compensation des divergences et généralisation

Il est intéressant de voir plus en détail le mécanisme de compensation des divergences. Pour
cela on revient à e2qΓréels

1 (Q2, ε), éq. (10.1.20), ne gardant que les termes menant à des pôles en ε :

e2qΓréels
1 (Q2, ε)|div ≈

< cF >

Γ(1− ε)

∫ 1

0
dz z−2ε(1− z)−ε (z − 1)2 + 1

z

∫ 1

0
du u−ε(1− u)−ε

(
1

u
+

1

1− u

)
.

L’intégrale angulaire se fait trivialement pour obtenir :

e2qΓréels
1 (Q2, ε)|div ≈< cF >

Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

(−2

ε

)∫ 1

0
dz′ (1− z′)−2εz′−ε z

′2 + 1

1− z′ ,

1. voir par exemple, K.G. Chetyrkin, J.H. Kuhn and A.Kwiatkowski, Phys. Rept. 277 (1996) 189.
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où on fait le changement de variable z′ = 1 − z qui, dans une configuration colinéaire u = 1 ou
u = 0, est la fraction d’impulsion emportée par le quark ou l’antiquark produit de la fragmentation
q → q +G ou q̄ → q̄ +G 2. Combinant maintenant cette expression avec la partie divergente de la
contribution virtuelle, comme en éq. (10.1.23), on a :

e2q

(
Γréels
1 (Q2, ε)|div + Γvirtuels

1 (Q2, ε)|div
)
≈ < cF >

Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

∫ 1

0
dz′
{(−2

ε

)
(1− z′)−2εz′−ε z

′2 + 1

1− z′ −
(

2

ε2
+

3

ε

)
δ(1− z′)

}
,

qui se réduit, après extraction de la divergence infrarouge suivant la méthode usuelle de l’éq.
(9.2.96), à :

e2q

(
Γréels
1 (Q2, ε)|div + Γvirtuels

1 (Q2, ε)|div
)
≈
(−2

ε

)
< cF >

∫ 1

0
dz′
{

z′2 + 1

(1− z′)+
+

3

2
δ(1 − z′)

}
,

(10.1.26)

où on a ignoré les termes non divergents en ε. Le coefficient du pôle (divergence colinéaire) est
simplement l’intégrale

∫ 1
0 dzPqq(z) du noyau d’Altarelli-Parisi, éq. (9.1.46), qui décrit la fragmen-

tion colinéaire d’un quark. Mais on a déjà mentionné que cette intégrale est nulle. C’est la règle de
somme, éq. (9.1.49), qui garantit la conservation du nombre de quarks de valence lorsqu’on prend
en compte les corrections QCD au modèle des partons et qui garantit également ici la compensation
des divergences infrarouges.

La discussion ci-dessus concerne la correction à la production d’un quark dur par émission d’un
gluon. La configuration (quasi-)colinéaire de la fragmentation q → q+G induit une terme divergent
de la forme :

αs

2π

(−1

ε

)∫ 1

0
dzPqq(z). (10.1.27)

S’inspirant de ce résultat on peut ”deviner” qu’elle doit être la forme de la correction à la production
d’un gluon dans un processus dur. Dans ce cas, les corrections d’ordre supérieur qui contribuent
à une divergence colinéaire sont les fragmentations G → G + G et G → q + q̄ où il faut sommer
sur les Nf saveurs de quarks produits : les deux engendrent une divergence colinéaire, la première
ayant aussi une divergence infrarouge. La cinématique étant identique au cas q → q + G on aura
alors un terme :

αs

2π

(−1

ε

)∫ 1

0
dz
(
PGG(z) + 2Nf PqG(z)

)
, (10.1.28)

où PGG(z) et PqG(z) sont les noyaux d’Altarelli-Parisi associés à la fragmentation du gluon. D’après
la règle de somme éq. (9.1.50) on voit que le résidu au pôle en ε s’annule et la divergence colinéaire
disparâıt.

• Exercice
Calculer la section efficace e+e → hadrons au premier ordre en QCD supposant les quarks de
masse nulle. Calculer le rapport R = e+e→ hadrons/e+e→ µ+µ− en fonction de Q2. Est-ce-que

2. Si u = 1, cos θ1 = 1 et z′ = z1 = 1− z ; si u = 0, cos θ1 = −1 et z′ = z2 = 1− z.
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la correction en αs améliore l’accord avec les données expérimentales de la figure 6.2 ? On prendra
en compte l’évolution du couplage αs(Q

2) en fonction de Q2 ainsi que de façon näıve le seuil de
production du quark c de masse mc = 1, 275 GeV et du quark b de masse mb = 4, 65 GeV. A quel
diagramme est dû le terme en (

∑
q eq)

2 dans l’éq. 10.1.25.

10.2 Production de gerbes hadroniques ou ”jets”

On a vu en QED (chap. 5) que la définition de la section efficace de diffusion d’un électron
d’énergie E, faisait intervenir la précison de l’appareil de mesure : la section efficace observable est
définie théoriquement comme la section de production d’un électron d’énergie exactement égale E
et d’un électron d’énergie plus faible accompagné d’un photon mou (non détecté) dont l’énergie
maximale est définie par la résolution de l’appareil de mesure. La section efficace ainsi construite
est finie dans l’infrarouge, mais il reste dans l’expression théorique des termes du type log(E/me)
associés à la colinéarité du photon avec l’électron. En QCD de tels termes ne sont pas définis,
en quatre dimensions, puisque la masse du fermion est supposée nulle. Dans ce cas l’observable
sera construit de façon à ce que l’état à un quark et celui à un quark accompagné d’un gluon
quasi-colinéaire et/ou mou soient indistinguables et donc considérés comme un seul état physique
(observable).

Figure 10.1 – Evènements à deux jets (à gauche) et à trois jets (à droite) dans la désintégration
du boson Z au LEP (Collaboration DELPHI).

En QCD, les quarks et les gluons ne sont pas observables directement mais seulement par leurs
produits de désintégration hadronique. Ainsi dans une collision e+e− à grand Q2, on observera
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la production de deux ou plusieurs gerbes hadroniques (voir Fig. 10.1), une gerbe ou ”jet” étant
défini comme un ensemble de particules quasi colinéaires c’est à dire dont l’impulsion transverse
par rapport à l’axe de la gerbe est petite, chaque gerbe ou ”jet” étant associé à l’hadronisation
d’un parton. Ainsi la production de deux jets correspond théoriquement à la production d’une paire
quark-antiquark, trois jets à une paire quark-antiquark et un gluon, quatre jets à deux paires quark-
antiquark ou une paire quark-antiquark et deux gluons, etc. Mais un évènement à deux jets peut
aussi correspondre à la production d’une paire quark-antiquark associée à un gluon où ce dernier
est quasi colinéaire au quark ou à l’antiquark : expérimentalement on ne peut pas distinguer une
gerbe hadronique produite par un quark à haute énergie de celle produite par l’association d’un
quark et d’un gluon quasi colinéaires. Dans le calcul perturbatif il est donc naturel d’introduire
deux classes d’événements :
- ceux à deux jets qui recevront une contribution des :

terme de Born + contributions virtuelles

+ réels avec gluon mou ou quasi colinéaire au quark ou quasi colinéaire à l’antiquark

- ceux à trois jets :

termes réels à 3 partons, tous d’énergie supérieure à une valeur minimale et non colinéaires

Ceci est illustré sur le schéma suivant où les vecteurs représentent l’impulsion des partons finals :

2 gerbes hadroniques 3 gerbes hadroniques

On va montrer par calcul explicite que les singularités infrarouge et colinéaire se compensent dans
la classe des événements à deux jets. De façon simple, on évalue d’abord la largeur de désintégration
en trois jets, qui est régulière et donc calculable en 4-dimensions, et par soustraction de celle ci de
la largeur totale, éq. (10.1.23), on obtient la largeur de désintégration en deux jets.

• Taux de production de 3 jets
Un parton est ”observable” en tant que ”jet” s’il a une énergie suffisante et s’il est géométriquement
séparé des autres, ce qui conduit à introduire la notion de ”distance” entre deux partons. Cette
”distance” peut être définie de plusieurs façons. On peut par exemple choisir les invariants comme
mesure et on imposera alors que les invariants satisfassent à ŝi > s0 : si pour une paire de partons
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ŝi < s0 alors cette paire formera un seul jet et l’évènement aura une topologie à deux gerbes. Il est
plus physique d’utiliser la méthode de Sterman et Weinberg 3 qui introduisent deux paramètres, ǫ
et δ, que l’on suppose petits : ǫ est la fraction d’énergie minimale portée par un parton et δ définit
l’angle minimal de séparation entre deux jets. Cela va introduire des restrictions sur l’espace de
phase PS3. Ces conditions impliquent en particulier :

z > ǫ, cut-off infrarouge

1− cos θ1 =
2(1 − u)

1− zu > 1− cos δ ≈ δ2

2
, cut-off angulaire ~k 6 ‖ ~p1

1− cos θ2 =
2u

1− z(1− u)
> 1− cos δ ≈ δ2

2
, cut-off angulaire ~k 6 ‖ ~p2. (10.2.29)

Ces conditions angulaires se traduisent par :

(1− z) δ2/4
1− z δ2/4 < u <

1− δ2/4
1− z δ2/4 ⇒ u0 = (1− z) δ2/4 < u < 1− (1 − z) δ2/4 = u1,

où dans les dernières inégalités on a négligé des termes d’ordre δ4. Avec la contrainte z > ǫ ces
conditions sont suffisantes pour éviter les singularités en z et u dans l’intégrale sur l’espace de
phase PS3. On peut alors prendre ε = 0 (n = 0) dans l’expression éq. (10.1.20) de e2qΓréels

1 (Q2, ε)
et évaluer simplement :

e2qΓ3 jets(Q2, ǫ, δ) = e2qΓ0(Q
2)

2αs

3π

∫ 1

ǫ
dz

∫ u1

u0

du

[
1 + (1− z)2

z

(
1

u
+

1

1− u

)
− 2

]
. (10.2.30)

Les intégrales sont faciles à calculer et on trouve :

e2qΓ3 jets(Q2, ǫ, δ) = e2qΓ0(Q
2)

4αs

3π

{
2 ln

4

δ2

(
ln

1

ǫ
− 3

4
+ ǫ− ǫ2

4

)
+
π2

3
− 5

4

−δ
2

4

(
2 ln

1

ǫ
− 23

3
+ 6ǫ− 5

2
ǫ2
)
− 2ǫ + ǫ2

}

∼ e2qΓ0(Q
2)

4αs

3π

{
2 ln

4

δ2
ln

1

ǫ
− 3

2
ln

4

δ2
+
π2

3
− 5

4

}
. (10.2.31)

Dans cette expression on a imposé les contraintes cinématiques uniquement sur l’énergie du gluon et
sur l’angle entre impulsions du gluon et des quark/antiquark mais non sur l’énergie des quark/anti-
quark et leur angle relatif. Prendre ces dernières contraintes en compte induirait des corrections à
l’éq. (10.2.31) d’ordre ǫ et δ2, sans ”grands” facteurs logarithmiques puisque les régions d’espace
de phase concerné ne présentent pas de comportement divergent. Ces corrections sont négligeables.

• Taux de production de 2 jets
A l’ordre auquel le calcul a été mené la largeur de désintégration d’un photon virtuel en deux jets
s’obtient facilement par soustraction :

e2qΓ2 jets(Q2, ǫ, δ) = e2qΓ1(Q2)− e2qΓ3 jets(Q2, ǫ, δ) (10.2.32)

3. G.F. Sterman et S. Weinberg, Phys.Rev.Lett. 39 (1977), 1436



10.2. PRODUCTION DE GERBES HADRONIQUES OU ”JETS” 249

de celle à trois jets de la largeur totale, Γ1(Q
2), donnée par l’éq. (10.1.23). Le résultat est régulier et

dépend bien sûr des paramètres caractérisant le jet. La comparaison du résultat pertubatif avec les
données expérimentales est non trivial. Une possibilité est de coupler un programme de génération
de deux et trois jets au sens ci-dessus avec un code d’hadronisation de jets tel que PYTHIA 4 et
en imposant ensuite le même algorithme de reconstruction de jets sur les données simulées et les
donnés expérimentales.

Le résultat éq. (10.2.32) sera valable seulement si Γ3 jets(Q2, ǫ, δ), d’ordre αs, est inférieure à Γ1(Q2)
ou plutôt à Γ2 jets(Q2, ǫ, δ) qui est d’ordre 1. Cela suppose que ǫ et δ ne soient pas trop petits. Ce
type de problème a déjà été rencontré en QED. Pour améliorer la situation il faudrait faire le calcul
aux ordres supérieurs et introduire les topologies à quatre jets, . . ., n jets. Un calcul à tous les
ordres mènerait à l’”exponentiation” des ”grands logarithmes” comme en QED. Cela résulte du
fait que pour qu’un événement à n partons produise une topologie à trois jets par exemple, il faut
contraindre n− 3 partons à rester invisibles ce qui introduit un facteur de suppression qui sommé
∀ n s’exponentie (facteur de Sudhakov) 5.

• Discussion
Le taux de production de deux gerbes hadroniques a été construite comme le complément de

2 jets 2 jets

2 jets

3 jets

0               u                                           u               1
0                                                         1

1

Z

U

Figure 10.2 – Espace de phase des topologies à 2 gerbes et 3 gerbes.

la largeur à 3 gerbes. Ceci est illustré par la figure où on a représenté l’espace de phase total
avec 0 < u < 1, la variable angulaire en abcisse et 0 < z < 1, l’énergie du gluon en ordonnée.
Les configurations où le gluon est quasi colinéaire au quark ou à l’antiquark sont les deux bandes

4. T. Sjöstrand et al., An introduction to PYTHIA 8.2, arxiv :1410.3012 [hep-ph].
5. G. Parisi et R. Petronzio, Nucl.Phys. B154 (1979), 427.
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verticales 0 < u < u0 et u1 < u < 1 et celle à 3 jets est le domaine en gris foncé. On voit clairement
que la configuration à 2 jets comprend en plus des deux bandes verticales (gluon colinéaire) aussi
la portion d’espace de phase où le gluon est mou z < ǫ mais n’est colinéaire à aucun des quarks.
Ceci est nécessaire pour que la contribution des termes réels compense la divergence infrarouge du
terme virtuel. On peut le vérifier explicitement en intégrant les termes réels sur l’espace de phase :

∫ 1

0
dz

∫ u0

0
du+

∫ 1

0
dz

∫ 1

u1

du+

∫ ǫ

0
dz

∫ u1

u0

du (10.2.33)

Du point de vue observationnel, un parton mou engendre des hadrons de petite énergie qui contri-
buent au bruit de fond hadronique et non à la constitution de jets de sorte que les définitions
théorique et expérimentale d’un évènement à 2 jets sont compatibles.

Nous reviendrons sur la définition d’un ”jet” lors de la discussion sur la production de gerbes
hadroniques dans les collisions proton-proton.

10.3 Production inclusive d’un hadron

On s’intéresse à l’observable e+e− → hX. Comme précédemment on ne considèrera en fait que
la partie γ∗ → hX. Dans l’esprit du modèle des partons näıf on supposera que le photon virtuel
se casse en une paire quark-antiquark et que quark et antiquark se fragmentent, indépendamment,
colinéairement en un hadron plus d’autres particules que l’on n’observe pas : ceci est paramétré par

une ”fonction de fragmentation” D
h/q
0 (z) où z est la fraction d’impulsion du quark (ou antiquark)

hadron observé

D
h/G

hadron observé

D
h/q

D
h/q

hadron observé

Figure 10.3 – Production inclusive d’un hadron dans une collision e+ e−. Le hadron observé est
contenu dans les fragments de la désintégration de n’importe lequel des partons, quark, antiquark
ou gluon produits dans l’annilation e+ e−.

emportée par le hadron h détecté. La fonction de fragmentation paramètre en quelque sorte le
processus croisé de celui décrit par la densité partonique q0(z) introduite dans la discussion sur
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DIS. Toujours dans l’esprit du modèle des partons où on convolue des probabilités et non des
amplitudes, la production d’un hadron h d’énergie E = y

√
Q2/2, fragment de désintégration d’un

quark q ou d’un anti-quark q̄, est donnée par la convolution suivante :

dΓh
0

dy
(Q2, y) =

∑

q

∫ 1

y
dz e2q

dΓ̂q
0

dz
D

h/q
0 (

y

z
) +

∑

q̄

∫ 1

y
dz e2q

dΓ̂q̄
0

dz
D

h/q̄
0 (

y

z
) (10.3.34)

où dΓ̂q
0/dz est le taux de production d’un quark (ou antiquark) d’impulsion ω = z

√
Q2/2. L’ar-

gument y/z dans les fonctions de fragmention est bien la fraction dénergie du parton transférée
au hadron avec, évidemment, la condition y/z < 1. Intuitivement la création de la paire quark-
antiquark est un processus dur, à courte distance (

√
Q2 grand), tandis que l’hadronisation est

un phénomène à longue distance d’échelle caractéristique de l’ordre du GeV, ce qui justifie la
factorisation éq. (10.3.34). Tous les ingrédients pour calculer ce taux de production sont donnés
en section 10.1 : l’élément de matrice au carré est donné en (10.1.2) et l’intégrale sur l’espace de
phase en (10.1.3) où on a omis d’effectuer l’intégration sur l’énergie du quark ou de l’antiquark
ω = z

√
Q2/2. L’intégrale sur l’espace de phase peut s’écrire :

dPS2

dz
=

1

(4π)2
π3/2−ε

Γ(3/2 − ε)

(
16π2

Q2

)ε

δ(1− z). (10.3.35)

Combinant espace de phase et élément de matrice on obtient le taux de production d’un quark
(antiquark) :

e2q
dΓ̂q

0

dz
=< N >

α

2π
e2q
√
Q2(1− ε) π3/2−ε

Γ(3/2 − ε)

(
16π2µ2

Q2

)ε

δ(1 − z),

soit

e2q
dΓ̂q

0

dz
= e2q Γ0(Q

2, ε) δ(1 − z). (10.3.36)

où Γ0(Q2, ε) a été définie à l’éq. (10.1.4). Finalement le taux de production d’un hadron se réduit
donc simplement à :

dΓh
0

dy
(Q2, y, ε) = Γ0(Q

2, ε)

[∑

q

e2qD
h/q
0 (y) +

∑

q̄

e2qD
h/q̄
0 (y)

]
. (10.3.37)

10.3.1 Corrections d’ordre αs : termes virtuels

Les corrections virtuelles ne changent pas la topologie du processus et on a vu que leur contri-
bution est simplement un facteur multiplicatif au terme de Born de la production quark-antiquark :
leur expression est donnée en éq. (10.1.5) de sorte qu’au premier ordre en QCD on a :

e2q
dΓ̂q virtuels

1

dz
= e2q Γ0(Q

2, ε) δ(1 − z) < cF >

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

]{
− 2

ε2
− 3

ε
− 8 + 2

π2

3

}
,

(10.3.38)
qu’il faudra convoluer avec les fonctions de fragmentation comme en éq. (10.3.34) pour obtenir la
contribution à la production de hadrons.
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10.3.2 Corrections d’ordre αs : termes réels

Au premier ordre en QCD, γ∗ → q q̄ G, le hadron pourra être émis par le quark, l’antiquark ou
le gluon. On contruira donc cette contribution au taux de production sous la forme :

dΓh réels
1

dy
=
∑

q

∫ 1

y
dz e2q

dΓ̂q réels
1

dz
D

h/q
0 (

y

z
) +

∑

q̄

∫ 1

y
dz e2q

dΓ̂q̄ réels
1

dz
D

h/q̄
0 (

y

z
) +

∫ 1

y
dz

dΓ̂G
1

dz
D

h/G
0 (

y

z
),

(10.3.39)
où dans ces intégrales la variable z n’est autre que l’énergie du parton normalisée par

√
Q2/2

comme en éqs. (10.1.13). On a introduit la fonction D
h/G
0 qui paramètre la fragmentation du gluon

en hadron. On évalue maintenant successsivement les sections efficaces partoniques à l’ordre αs.

• Calcul de dΓ̂G
1 /dz

Cette contribution peut facilement être obtenue à partir de l’éq. (10.1.20) : il suffit de ne pas
évaluer l’intégrale sur la variable z d’énergie du gluon. L’intégration sur u engendre des termes
en 1/ε d’origine colinéaire tandis que la condition z > y élimine toute divergence infrarouge : on
trouve alors facilement :

dΓ̂G
1

dz
=
∑

q

e2qΓ0(Q2, ε) < cF >

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

]
z−2ε(1− z)−ε

(
−2

ε

)
1 + (1− z)2

z
.

Développant en ε, le résultat recherché s’écrit :

dΓ̂G
1

dz
=
∑

q

e2qΓ0(Q
2, ε)

αs

2π
2

{
−1

ε

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

PGq(z) + dG(z)

}
(10.3.40)

où on a introduit le noyau d’Altarelli-Parisi PGq(z) , déjà rencontré dans la discussion sur l’inélastique
profond, éq. (9.1.46) :

PGq(z) =< cF >
1 + (1 − z)2

z
, (10.3.41)

et le terme régulier
dG(z) =< cF > PGq(z) ln(z2(1− z)). (10.3.42)

La présence de la fonction PGq(z) qui décrit l’émission colinéaire d’un gluon par un quark dans
l’éq. (10.3.40) est claire : lors de l’intégration sur la variable u, pour un gluon d’impulsion z fixée,
on inclut la configuration où le quark est colinéaire au gluon (u = 1) ou à l’antiquark colinéaire au
gluon (u = 0), chacune de ces configurations engendrant un facteur −PGq(z)/ε comme dans le cas
des corrections QCD à la fonction de structure d’un hadron.

• Calcul de dΓ̂q
1/dz

Le calcul est similaire au cas précédent et on s’attend à l’apparition de singularités lorsque le gluon
sera colinéaire au quark émettant le hadron. Mais il y a deux complications : d’une part la variable
d’énergie z est maintenant celle du quark qui n’est pas une des variables d’intégration de l’éq.
(10.1.20) (dans laquelle z est l’énergie du gluon), d’autre part à énergie du quark fixée l’énergie du
gluon s’annule lors de l’intégration sur la variable restante ce qui engendre une divergence infrarouge
qu’il faut extraire et on a vu en subsection 9.2.4 que cette opération est loin d’être triviale ! En
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fait, on avait estimé en section (10.1.4) qu’après intégration sur la variable angulaire il restait une
partie divergente −Pqq(z)/ε. On va l’extraire explicitement ici en s’attachant à garder également
les termes constants.

Pour le choix de la bonne variable on revient à l’intégrale d’espace de phase éq. (10.1.15 ) où les
variables d’énergie du gluon et du quark jouent un rôle symétrique et, au lieu d’éliminer z1 comme
en éq. (10.1.16), on élimine z par le changement de variable

z = 1− z1u, (10.3.43)

de sorte que l’espace de phase PS3 sera comme en (10.1.17) dans lequel z1 joue le rôle de la variable
z. Les invariants s’écrivent alors :

ŝ1 = Q2z1(1− u), ŝ2 = Q2(1− z1), ŝ3 = Q2z1u

1 + cos θ1 = 2
(1− z1)u

1− z1u
, 1− cos θ1 = 2

1− u
1− z1u

, (10.3.44)

et l’élément de matrice devient, ignorant les termes d’ordre ε :

Σ |Mréel
(1) |2 = (eeqµ

ε)2(gµε)2 < 3 cF > 8 (1−ε)
[
(1− ε)(z1(1− u)

1− z1
+

1− z1
z1(1− u)

) + 2
u

(1− z1)(1− u)

]
.

(10.3.45)
La relation entre variables et singularités est moins directe qu’auparavant : les divergences co-
linéaires seront engendrées quand u = 1 ⇔ cos θ1 = 1 c’est à dire ~k ‖ ~p1 et z1 = 1 ⇒ cos θ1 = −1
c’est à dire ~k ‖ ~p2. Quant à la singularité infrarouge z = 0 elle sera atteinte pour z1 = u = 1
(~k colinéaire à la fois à ~p1 et ~p2, donc nul !). On remarque que u = 0 implique ŝ3 = 0 et z = 1,
soit ~p1 ‖ ~p2 tous deux opposés à ~k, configuration qui ne conduit pas à une singularité de l’élément
de matrice. Convoluant l’expression (10.3.45) avec PS3 et après intégration sur la variable u on
obtient :

e2q
dΓ̂q réels

1

dz1
= e2q Γ0(Q2, ε) < cF >

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

]
z−2ε
1 (1− z1)−ε (10.3.46)

{
−1

ε

1 + z21
1− z1

−
(

3

2
+

7

2
ε

)
1

1− z1
+

5

2
− 3

2
z1

}
.

Lors de la convolution de cette section efficace partonique avec la fonction de fragmentation du
quark, comme en éq. (10.3.39), le point singulier z1 = 1 sera atteint et il faut donc recourir à un
développement en ε similaire à celui de l’éq. (9.3.140) pour extraire le comportement divergent et
les termes finis. Par exemple, pour le premier terme entre accolades on écrira :

∫ 1

y
dz1z

−2ε
1 (1− z1)−ε

{
−1

ε

1 + z21
1− z1

}
D

h/q
0 (

y

z1
) =

∫ 1

y
dz1

{
2

ε2
δ(1 − z1)− 1

ε

1 + z21
(1− z1)+

+ (1 + z21)

[(
ln(1− z1)

1− z1

)

+

+ 2
ln z1

1− z1

]}
D

h/q
0 (

y

z1
),

et pour le deuxième terme,∫ 1

y
dz1z

−2ε
1 (1− z1)−ε

{
−
(

3

2
+

7

2
ε

)
1

1− z1

}
D

h/q
0 (

y

z1
) =

∫ 1

y
dz1

{
3

2ε
δ(1 − z1) +

7

2
δ(1 − z1)−

3

2

1

(1− z1)+

}
D

h/q
0 (

y

z1
),
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tandis que le troisième terme est régulier et on peut donc prendre ε = 0. La contribution, au
premier ordre en αs d’une saveur de quark à la production d’un hadron comprendra le terme de
Born (10.3.36), les virtuels (10.3.38) et les réels, qui après compensation des doubles pôles en ε
s’écrit :

e2q
dΓ̂q

1

dz1
= e2q

dΓ̂q
0

dz1
+ e2q

dΓ̂q virtuels
1

dz1
+ e2q

dΓ̂q réels
1

dz1
(10.3.47)

= e2q Γ0(Q
2, ε)

{
δ(1 − z1) +

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

](
−1

ε

)
Pqq(z1) +

αs

2π
dq(z)

}
,

où la fonction Pqq(z) est le noyau d’Altarelli-Parisi, éq. (9.1.46), déjà rencontré plus haut en (10.1.26)
et

dq(z) =< cF >

{(
2π2

3
− 9

2

)
δ(1 − z) + (1 + z2)

[(
ln(1− z)

1− z

)

+

+ 2
ln z

1− z

]
− 3

2

1

(1− z)+
+

5

2
− 3

2
z

}
.

(10.3.48)
Ces expressions sont aussi valables pour la section efficace de production d’un antiquark.

10.3.3 Corrections d’ordre αs : production inclusive d’un hadron

Pour obtenir le taux de production d’un hadron on doit convoluer les éqs. (10.3.47) et (10.3.40)
avec les fonctions de fragmentation appropriées comme en (10.3.39). Ne gardant pour le moment
que le terme de Born et ceux d’ordre αs avec un pôle en ε on trouve :

dΓh
1

dy
|div =

∑

q

e2q Γ0(Q2, ε)

∫ 1

y
dz
{
δ(1 − z)

(
D

h/q
0 (

y

z
) +D

h/q̄
0 (

y

z
)
)

(10.3.49)

+

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

](
−1

ε

)[
Pqq(z)

(
D

h/q
0 (

y

z
) +D

h/q̄
0 (

y

z
)
)

+ 2PGq(z)D
h/G
0 (

y

z
)
]}

.

S’inspirant du cas de l’inélastique profond en sec. 9.2.6 on définit la fonction de fragmentation d’un
quark q, violant l’invariance d’échelle par (voir l’éq. (9.2.118) ) :

Dh/q(y,Q2) = D
h/q
0 (y)+

[
αs

2π

(
4πµ2

Q2

)ε
Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε)

](
−1

ε

)∫ 1

y
dz
[
Pqq(z)D

h/q
0 (

y

z
) + PGq(z)D

h/G
0 (

y

z
)
]
,

(10.3.50)
et idem pour l’antiquark. A l’aide de ces fonctions on obtient le spectre inclusif d’un hadron dans
la désintégration du γ∗ incluant les termes ”constants” issus des éqs. (10.3.40) et (10.3.47) :

dΓh
1

dy
= Γ0(Q

2, ε)
∑

q

e2q

{
Dh/q(y,Q2) +

αs

2π

∫ 1

y
dz
[
dq(z)D

h/q(
y

z
,Q2) + dG(z)Dh/G(

y

z
,Q2)

]

+Dh/q̄(y,Q2) +
αs

2π

∫ 1

y
dz
[
dq(z)D

h/q̄(
y

z
,Q2) + dG(z)Dh/G(

y

z
,Q2)

]}
.

(10.3.51)
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Plusieurs points méritent discussion, points que l’on mentionnera cependant sans explications puis-
qu’ils ont déjà été commentés dans le cas de la diffusion inélastique profonde. On a introduit partout
en éq. (10.3.51) les fonctions de fragmentation avec violations d’invariance d’échelle ce qui est per-
tubativement justifié. On pourrait choisir une échelle de factorisation M2 6= Q2 où un schéma de
factorisation différent du schéma MS utilisé ici : il faudrait alors modifier convenablement le second
membre de l’éq. (10.3.51) (voir sec. 9.2.7).

Revenant à l’éq. (10.3.50) et poursuivant l’analogie avec DIS on calcule la dérivée logarithmique
de Dh/q(y,Q2) par rapport à Q2 pour obtenir l’équation dévolution DGLAP, indépendante de ε,
donc finie :

Q2D
h/q(y,Q2)

dQ2
=
αs

2π

∫ 1

y
dz
[
Pqq(z)D

h/q(
y

z
,Q2) + PGq(z)D

h/G
0 (

y

z
,Q2)

]
. (10.3.52)

La violation d’invariance d’échelle de la fonction de fragmentation est engendrée lorsque le hadron
est émis par le quark ou par le gluon, produits de désintégration du quark initial. Intégrant cette
équation, on obtiendra la fonction de fragmentation Dh/q(y,Q2) finie que l’on utilisera pour calculer
la production inclusive d’un hadron. La fonction de fragmentaion du gluon obéit aussi à une équation
de type DGLAP :

Q2D
h/G(y,Q2)

dQ2
=
αs

2π

∫ 1

y
dz
[
PqG(z)Dh/q(

y

z
,Q2) + PGG(z)D

h/G
0 (

y

z
,Q2)

]
. (10.3.53)

avec, dans l’approximations des logarithmes dominants, les noyaux Pij donnés en éqs. (9.1.46)).

Il existe plusieurs paramétrages des fonctions de fragmentation avec évolution au NLO : Kret-
zer 6, BFGW 7, HKNS 8, DSS 9, AKK 10. Ils sont obtenus à partir de spectres inclusifs de hadrons
mesurés dans les collisions e+e−, e+/−p et/ou p p. Ils peuvent différer dans leurs prédictions pour
certains observables puisqu’ils ne sont pas obtenus à partir des mêmes données initiales 11 (voir la
section 13.4).

6. S. Kretzer, Phys. Rev D62 (2000), 054001, [hep-ph/0003177v2]
7. BFGW : L. Bourhis, M. Fontannaz, J.-Ph. Guillet, M. Werlen, Eur. Phys. J C19 (2001), 89, [hep-ph/0009101]
8. HKNS : M. Hirai, S. Kumano, T.-H. Nagai, K. Sudoh, Phys. Rev. D75 (2007), 094009, [hep-ph/0702250v2]
9. DSS : D. De Florian, R. Sassot, M. Stratmann, Phys. Rev. D76 (2007), 114010, [arXiv :0707.1506v1]

10. AKK : S. Albino, B. Kniehl, G. Kramer, Nucl. Phys. B803 (2008), 42, [arXiv :0803.2768v2]
11. F. Arleo, M. Fontannaz, J.-Ph. Guillet, Chi Linh Nguyen, JHEP 1404 (2014), 147, [arXiv :1311.7356]



256 CHAPITRE 10. ANNIHILATION E+ E− → HADRONS



Chapitre 11

Unitarité, règles de coupure

On a vu dans l’étude des boucles en QED et QCD qu’il apparaissait des logarithmes des inva-
riants de la réaction dont l’argument pouvaient être négatif. La prescription iǫ de Feynman, fondée
sur la causalité, permettait de donner un sens mathématique au logarithme d’argument négatif.
Ainsi un terme tel que ln(m2 − q2 − iǫ) comme en éq. (4.1.25) est défini par :

ln(m2 − (q2 + iǫ)) = ln |m2 − q2| − iπΘ(q2 −m2).

Le point q2 = m2 est un point de branchement et, dans le plan q2 complexe, on définit une coupure le
long de l’axe réel de q2 = m2 à l’∞, de sorte que la partie imaginaire est la moitié de la discontinuité
de la fonction à travers la coupure :

2iImf(q2) = f(q2 + iǫ)− f(q2 − iǫ)
Le logarithme ainsi défini est monovalué dans le plan complexe. En fait, la partie imaginaire qui
apparâıt dans le calcul des boucles a une interprétation physique qui est une conséquence des
contraintes d’unitarité que doivent satisfaire les amplitudes de diffusion. Pour voir cela, il est utile
de revenir à la théorie de la matrice S dont les composants fondamentaux sont les amplitudes de
diffusion et non les champs.

Avant la formulation de la chromodynamique quantique et la découverte de la liberté asympto-
tique il n’était possible d’utiliser la théorie des perturbations pour étudier les interactions fortes.
L’approche suivie était alors fondée sur la matrice S qui dans un processus de diffusion connecte
les états asymptotiques entrant et sortant. Du fait de la conservation des probabilités la matrice S
est unitaire. L’unitarité SS† = S†S = 1 implique des relations non-linéaires entre les amplitudes de
diffusion et, comme on le verra, cela joue un rôle fondamental pour déterminer la structure analy-
tique de ces amplitudes. Le postulat de base de l’approche de la matrice S est que les amplitudes
de diffusion sont des fonctions analytiques des invariants de la réaction, fonctions analytiques dont
les singularités sur l’axe réel sont données par les contraintes d’unitarité. Ce postulat est satisfait
en théorie quantique des champs dans l’approche perturbative.

11.1 Matrice S, unitarité, théorème optique

On considère un processus de diffusion de deux particles 1+2→ 3+4. On suppose l’interaction
entre particules à suffisamment courte portée pour que les états entrant (t → −∞) et sortant

257
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(t → ∞) soient considérés comme formés de particules libres entièrement caractérisées par leur
impulsion (on traite le cas de particules scalaires, à spin et isospin nuls) 1. Pour simplifier l’écriture
on note les états par un symbole discret |m > et on suppose que l’ensemble de ces états forme une
base complète orthonormée :

< m|n >= δmn,
∑

m

|m >< m| = 1. (11.1.1)

D’après le principe de supersposition de mécanique quantique l’état final peut être écrit S|m > où
S est un opérateur linéaire. La probabilité de trouver le système dans un état final |n > est donnée
par le carré de l’élément de matrice :

< n|S|m > . (11.1.2)

Pour un état initial quelconque qui peut être écrit |i >=
∑

m am|m >, avec
∑

m |am|2 = 1, la
probabilité que le système soit mesuré dans n’importe quel état |n > est unité (conservation des
probabilités) :

∑

n

< i|S†|n >< n|S|i >=< i|S†S|i >=
∑

m,m′

a∗mam′ < m|S†S|m′ >= 1. (11.1.3)

Ceci doit être vrai ∀ état initial (ou pour tout état final si on somme sur les états initiaux), d’où
on tire S†S = SS† = 1 : la matrice S est unitaire. Si on considère une transformation de Lorentz
L, L|m >= |m′ >, on demande que les observables soient indépendantes du choix du repère :

< n′|S|m′ >2=< n|S|m >2 . (11.1.4)

Puisque le choix de la phase est arbitraire on impose plutôt la condition :

< n′|S|m′ >=< n|S|m >, (11.1.5)

ce qui implique que l’élément de matrice ne dépend, si on exclut la fonction δ de conservation
d’énergie-impulsion, que des invariants du problème, soit :

s = (p1 + p2)
2, t = (p1 − p3)2, u = (p1 − p4)2, avec s+ t+ u =

∑

i

m2
i . (11.1.6)

Ceci est aussi vrai pour des particules avec spin si on somme sur tous les états de polarisation
des particules. Comme on a choisi de caractériser les états par leur impulsion les particules sont
très probablement séparées dans l’espace et elles ont peu de chance d’interagir. On introduit la
matrice d’interaction T à l’aide de laquelle on définira la section efficace de collision entre particules
interagissantes :

S = 1 + iT, (11.1.7)

de sorte que :

i(T † − T ) = T † T = T T †. (11.1.8)

1. Cette section suit le chapitre 1 de The Analytic S-Matrix par R.J. Eden, P.V. Landshoff, D.I. Olive, J.C. Pol-
kinghorne, Cambridge University Press 1966.
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Si on considère la transition d’un état initial |i > à un état final |f > on a :

i(< f |T †|i > − < f |T |i >) =
∑

n

< f |T †|n >< n|T |i >

⇔ i(< i|T |f >∗ − < f |T |i >) =
∑

n

< n|T |f >∗< n|T |i >, (11.1.9)

avec
∑

n |n >< n| un ensemble complet d’états compatibles avec les différentes lois de conservation.
Comme cas particulier on choisit |f >= |i > et on a donc :

2 Im < i|T |i >=
∑

n

| < n|T |i > |2, (11.1.10)

ce qui implique que la partie imaginaire de l’amplitude de transition élastique vers l’avant est
proportionnelle à la somme des carrés des transitions de l’état initial en tous les états physiques
permis par les lois de conservation, c’est à dire la section efficace totale.
On introduit l’élément de matrice invariant M12→34 obtenu à partir de l’élément de matrice de
transition par troncation de la fonction δ de conservation d’énergie-impulsion :

< 34|T |12 >= (2π)4δ(4)(p3 + p4 − p1 − p2)M12→34 (11.1.11)

avec la normalisation des états à une particule libre :

< q|p > = (2π)3 2ωp δ
(3)(q − p)

|p > =

∫
d3q

(2π)3 2ωq
|q >< q|p >=

∫
d4q

(2π)3
Θ(q0)δ(q

2 −m2)|q >< q|p > . (11.1.12)

Pour simplifier, on ne considère dans la suite qu’un seul type de particule scalaire de masse m.
Injectant ces relations dans l’éq. (11.1.10) et ne gardant, pour le moment, que deux particules dans
l’état intermédiaire on trouve après simplification du facteur de conservation d’énergie-impulsion
globale 2 :

2 ImM12→12(s, t = 0) =

∫
d3p3

(2π)32ω3

d3p4
(2π)32ω4

(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)|M12→34|2

=
1

(2π)2

∫
d3p3
2ω3

δ(+)((p1 + p2 − p3)2 −m2)|M12→34|2

=
1

(2π)2
p

4
√
s

∫
dΩ|M12→34|2, (11.1.13)

où on a fait l’intégrale sur l’énergie dans le centre de masse où l’impulsion des particules est dénotée
p. Une fois divisé par le flux de particules entrantes 4

√
((p1 · p2)2 −m4) = 4p

√
s dans le centre de

masse, le membre de droite n’est autre que σ2→2 la section efficace de diffusion du processus
2 particules→ 2 particules intégrée sur tout l’espace de phase. On obtient donc :

ImM12→12(s, t = 0) = 2p
√
s σ2→2, pour 4m2 < s < 9m2 (11.1.14)

2. On définit δ(+)(p2 −m2) = Θ(p0)δ(p
2 −m2).
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qui exprime la partie imaginaire de l’amplitude élastique vers l’avant en fonction de la section
efficace totale du processus 2 → 2. Ceci est valable à basse énergie pour 4m2 < s < 9m2. En
effet, au dessus du seuil de production de 3 particules la section efficace σ2→3 contribuera et plus
généralement, au dessus de chaque seuil de production d’une particule supplémentaire on aura une
nouvelle contribution de sorte que :

ImM12→12(s, t = 0) = 2p
√
s
∑

n

σ2→n = 2p
√
s σtot, (11.1.15)

La partie imaginaire de l’amplitude élastique vers l’avant, t = 0, est à un facteur près à la section
efficace totale. Ce résultat est connu sous le nom de théorème optique. Il est très important car il
indique la structure de l’amplitude de diffusion considérée comme fonction de la variable d’énergie
complexe s. En résumé, choisissant la variable de transfert dans la région physique, t < 0, (on
peut facilement généraliser l’éq. (11.1.15) à t < 0) on voit que pour 0 < s < 4m2 l’amplitude est
réelle puisque la diffusion 2 → 2 n’est pas possible. Pour s > 4m2 l’amplitude acquiert une partie
imaginaire : on introduit une coupure de s = 4m2 à l’∞ le long de l’axe réel et on définit la partie
imaginaire comme :

2iImM12→12(s, t) =M12→12(s+ iǫ, t)−M12→12(s− iǫ, t), (11.1.16)

c’est à dire comme la discontinuité de la fonction à travers la coupure. Cette prescription est dictée
par la causalité et elle est reliée, en théorie quantique des champs, à la prescription de Feynman
dans les propagateurs 3 (voir l’exemple du logarithme en début de chapitre).

s

Im s

Re s4 m22−t

Figure 11.1 – Structure analytique dans le plan d’énergie s complexe de l’amplitude invariante à
t fixé. La coupure de droite est la conséquence de l’unitarité dans la voie s et celle de gauche dans
la voie u.

On a défini plus haut les invariants, s, t, u dont le domaine de variation pour le processus
1 + 2 → 3 + 4 est s > 4m2, 4m2 − s < t < 0, 4m2 − s < u < 0. Si on renverse le signe des
impulsions p1 et p3, les variables u > 4m2, 4m2 − u < s < 0 et 4m2 − u < t < 0 correspondront
à la région physique de la réaction 3 + 2 → 1 + 4. Sous cette opération t reste inchangé et, à t
fixé, s et u ne sont pas indépendants puisque s = 4m2 − t − u par la relation (11.1.6). L’ampli-
tude de diffusion M32→14(u, t) n’est autre que M12→34(s, t) où les invariants sont évalués dans la

3. On rappelle la discussion sur les propagateurs du fermion et du photon au chapitre 2.
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région physique de la réaction 3 + 2→ 1 + 4. Cette amplitude a donc une partie imaginaire quand
u > 4m2, soit s < −t et on a alors une deuxième coupure d’unitarité dans le plan s complexe
de s < −t à −l’∞. On dit que les réactions 3 + 2 → 1 + 4 et 1 + 2 → 3 + 4 sont reliées par
croisement et leur amplitude de diffusion est la même fonction analytique prise à des valeurs de s
différentes. Les points de branchement ne sont pas les seules singularités dans le plan des invariants
complexes : si les nombres quantiques permettent la transition φ + φ → φ on aura alors un pôle
dans la voie s à s = m2 − iǫ et éventuellement dans la voie u si φ + φ → φ est permis : ce pôle à
u = m2− iǫ sera donc à s = 3m2− t+ iǫ. On définira l’amplitude physique pour la voie s comme la
limite pour ǫ→ 0+ deM(s+iǫ, t) pour s > 4m2 et celle de la voie u commeM(s−iǫ, t) pour s < 0.

• Exemple
Le diagramme de polarisation du vide en sec. 4.1 permet d’illustrer cette discussion très simple-
ment. On avait alors introduit le tenseur Πµν(q). Sommer sur la polarisation du photon revient à
considérer :

− gµνΠµν(q) = 3 q2Π(q2),

d’après l’éq. (4.1.13). Cette fonction n’est autre que 2 fois la transition Mγ∗→γ∗ puisque sommé
sur la polarisation du photon. Ignorant le contre-terme on avait trouvé en (4.1.18) pour la fonction
scalaire :

Π(q2) =
α

3π
(
1

ε
+ ln 4π − γ − ln

m2

µ2
)− 2α

π

∫ 1

0
dx x(1− x) ln

m2 − q2x(1− x)− iǫ
m2

. (11.1.17)

D’après l’éq. (4.1.25) la partie imaginaire est :

i ImΠ(q2) = −2α

π
(−iπ)

∫ 1

0
dx x(1− x) Θ(q2x(1− x)−m2), (11.1.18)

qui est finie. Le maximum de x(1 − x) dans l’intervalle [0, 1] est 1/4 de sorte la partie imaginaire
sera non nulle dès que q2 > 4m2. Les racines de l’argument de la fonction Θ sont :

x+ =
1 +

√
1− 4m2/q2

2
, x− =

1−
√

1− 4m2/q2

2
, (11.1.19)

et on peut alors exprimer la partie imaginaire du diagramme de polarisation comme :

−ImΠµ
µ(q) = 6 α q2

∫ 1

0
dx x(1− x) Θ((x+ − x)(x− x−))

= α

√
1− 4m2

q2
(q2 + 2m2), q2 ≥ 4m2. (11.1.20)

D’après la discussion ci-dessus, −ImΠµ
µ(q) = 2 ImMγ∗→γ∗ doit être égal, à un facteur de norma-

lisation près, au taux de désintégration d’un photon virtuel en une paire de leptons, γ∗ → l + l̄.
On peut aisément le vérifier en calculant directement le carré de l’élément de matrice Mγ∗→ll̄ =
(−ie) ǫµ(q)ū(l)γµv(l̄) intégré sur tout l’espace de phase des impulsions l, l̄ finales. On trouve bien
finalement, en accord avec (11.1.13), que :

2 ImMγ∗→γ∗ =

∫
d3l

(2π)32l0

d3l̄

(2π)32l̄0
(2π)4δ(4)(q − l − l̄) Σ|Mγ∗→ll̄|2 (11.1.21)
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Le résultat éq. (11.1.20) est instructif. Il a deux parties : un facteur ”dynamique”, (q2 + 2m2), qui
est simplement le carré de l’élément de matrice et un facteur cinématique,

√
1− 4m2/q2, dont l’ori-

gine est l’intégrale sur l’espace de phase qui s’annule, comme l’impulsion des particules produites,
au seuil de production des particules q2 = 4m2.

• Application : propagateur d’une particule instable
On considère une particule scalaire Φ de masse M qui peut se désintégrer en deux particules plus
légères φ de masse m, Φ→ φ+φ avec un couplage −ig. Après renormalisation le propagateur aura
la forme éq. (3.1.46) :

G(1)(p) = i
1− δZ3 + d Πboucle/d p2|M2

p2 −M2 − iImΠboucle(M2)
(11.1.22)

Dans cette expression on a fait la renormalisation de masse et utilisé le fait que dans tout schéma
de renormalisation la singularité du propagateur est à la masse physique M (voir la discussion sur
l’invariance du pôle du propagateur autour de l’éq. (4.2.72)). On a aussi explicité l’éventuelle partie
imaginaire de Π(p2) évaluée sur couche de masse. Au premier ordre de la théorie des perturbations
Π(p2) est simplement donné par la boucle de champs φ et on trouve en utilisant les techniques du
chapitre 3 :

Π(q2) = − g2

32π2
(
1

ε
+ ln 4π − γ) +

g2

32π2

∫ 1

0
dx ln

m2 − q2x(1− x)− iǫ
µ2

. (11.1.23)

La partie imaginaire est donc (voir l’évaluation de (11.1.20)) :

ImΠ(p2) = − g2

32π

√
1− 4m2/p2, p2 > 4m2, (11.1.24)

qui est bien non nulle quand p2 = M2 > 4m2. D’après la discussion précédente cette quantité
est bien reliée au taux de désintégration de la particule Φ. On le vérifie facilement en calculant
explicitement la largeur de désintégration de la particule Φ définie par 4 :

Γ =
1

2M

1

(2π)2
1

2

∫
d3p′

2p′0
Θ(p′0) δ

(+)((p − p′)2 −m2)|MΦ→φφ|2

=
1

2M

g2

16π

√
1− 4m2/M2. (11.1.25)

On a alors en accord 5 avec l’éq. (11.1.13) :

− ImΠ(M2) = M Γ

et le propagateur de la particule instable s’écrit finalement :

G(1)(p) = i
1− δZ3 + d Πboucle/d p2|M2

p2 −M2 + iMΓ
. (11.1.26)

Ceci est la forme qu’on utilise, par exemple, pour les bosons de jauge W± et Z. Le pôle dans le
plan complexe est déplacé par rapport à l’axe réel d’une distance proportionnelle à −iMΓ : il est
à p2 = M2 − iMΓ au lieu de p2 = M2 − iǫ pour une particule stable.

4. On utilise le facteur de normalisation habituel 1/2M qui relie la largeur au carré de l’élément de matrice.
5. Le signe − vient du choix −iΠ(p2) pour dénoter la boucle.
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11.2 Relations de dispersion

Si, comme c’est le cas en théorie des champs, on suppose que les seules singularités de l’amplitude
de diffusion sont les pôles et les coupures et si on connâıt par unitarité les discontinuités à travers les
coupures, alors par le théorème de Cauchy on peut calculer la fonction complète. En effet, on peut
représenter la fonction M(s, t) par l’intégrale le long du petit contour orienté C0 comme indiqué
sur la figure :

M(s, t) =
1

2πi

∫

C0

ds′
M(s′, t)
s′ − s . (11.2.27)

SiM(s, t)→ 0 au moins comme 1/s quand |s| → ∞ on peut déformer le contour à l’infini. Prenant
l’exemple de la structure analytique de la figure 11.1 avec deux coupures et un pôle, le contour C1

comprend les grands demi-cercles ”à l’infini”, les demi-droites le long de l’axe réel et le petit cercle
autour du pôle : la contribution des demi-cercles à l’infini est nulle et l’intégrale s’écrit :

M(s, t) = Rés +
1

2πi

∫ ∞

4m2

ds′
M(s′ + iǫ, t)−M(s′ − iǫ, t)

s′ − s

− 1

2πi

∫ −∞

−t
ds′
M(s′ + iǫ, t)−M(s′ − iǫ, t)

s′ − s

= Rés +
1

2πi

∫ ∞

4m2

ds′
DiscM(s′, t)

s′ − s +
1

2πi

∫ ∞

4m2

du′
DiscMu(u′, t)

u′ − u , (11.2.28)

où Rés est la valeur du résidu au pôle. La fonction Mu(u, t) est définie comme M(4m2 − t− u, t)

s

plan s complexe

C0

C1

C1

Figure 11.2 – Contour dans le plan s complexe, à t fixé, pour l’évaluation de la relation de dis-
persion. Après déformation de C0 à C1 le petit contour C1 autour du pôle est orienté dans le sens
contraire du sens trigonométrique.

et la discontinuité d’une fonction comme Discf(x) = f(x + iǫ) − f(x − iǫ) = 2iImf(x). Ce type
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de représentation est appelé relation de dispersion. Si l’amplitude M(s, t) n’est pas suffisamment
convergente mais siM(s, t)/(s−s1) (s1 arbiraire) l’est, on peut alors écrire la relation de dispersion
pour cette dernière fonction. Cela introduit dans la relation de dispersion, lors de la déformation du
contour C0 en C1 un nouveau pôle à s1 dont le résidu n’est pas connu mais qui contribuera un terme
constant à M(s, t). Ce coefficient est appelé constante de soustraction et la fonction M(s, t) sera
connue à une constante près : cet arbitraire est l’équivalent de l’arbitraire du choix du contre-terme
en théorie de la renormalisation, comme on va le voir sur l’exemple suivant.

• Application : reconstruction de la boucle en théorie scalaire
On revient à la désintégration Φ → φ + φ dont on a calculé la partie imaginaire ImΠ(s) en éq.
(11.1.24). Dans le plan complexe Π(s) a une structure simple, seulement une coupure pour s > 4m2.
La convergence à l’infini de ImΠ(s) n’étant pas suffisante il faut écrire la relation de dispersion avec
une soustraction au point s1 :

Π(s)

s− s1
=

Rés

s− s1
− 1

2πi

∫ ∞

4m2

ds′
2i(g2/32π)

√
1− 4m2/s′

(s′ − s)(s′ − s1)
(11.2.29)

où Rés est le résidu arbitraire au pôle s1. On fait l’intégration par partie pour faire apparâıtre des
logarithmes de type ln(s′ − s), d’où :

Π(s)

s− s1
=

Rés

s− s1
+

g2

32π2
1

s− s1

∫ ∞

4m2

ds′√
1− 4m2/s′

2m2

s′2
ln

s′ − s
s′ − s1

, (11.2.30)

puisque le terme intégré s’annule aux bornes de l’intégration. Faisant le changement de variable
s′ = 4m2/z on arrive à :

Π(s) = Rés +
g2

64π2

∫ 1

0

dz√
1− z

ln
4m2 − zs
4m2 − zs1

. (11.2.31)

On peut choisir le paramètre arbitraire Rés de sorte que ReΠ(M2) = 0 (condition de renormalisation
dans le schéma ON), et on aura alors :

Π
ON

(s) =
g2

64π2

∫ 1

0

dz√
1− z

ln
4m2 − zs

4m2 − zM2
. (11.2.32)

On peut comparer ce résultat avec celui obtenu par calcul direct de Π(s), éq. (11.1.23), qui est :

Π
ON

(s) =
g2

32π2

∫ 1

0
dx ln

m2 − sx(1− x)− iǫ
m2 −M2x(1− x)− iǫ . (11.2.33)

Pour montrer l’équivalence des deux résultats on divise l’intervalle d’intégration en deux parties
[0, 1/2] et [1/2, 1] et on prend comme variable d’intégration :

z = 4x(1 − x), qui a deux solutions, x± =
1

2
(1±

√
1− z). (11.2.34)

On écrit :

Π
ON

(s) =
g2

32π2

∫ 1
2

0
dx− · · ·+ g2

32π2

∫ 1

1
2

dx+ · · · , (11.2.35)
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et passant à la variable d’intégration z on voit facilement que :
∫ 1

2

0
dx− =

1

4

∫ 1

0

dz√
1− z

et

∫ 1

1
2

dx+ =
1

4

∫ 1

0

dz√
1− z

(11.2.36)

ce qui mène bien au résultat recherché.

• Exercice
Reconstruire la polarisation du vide en QED dans le schéma ON à l’aide de la relation de dispersion
utilisant (voir éq. (11.1.20) ) :

− ImΠµ
µ(s) = α

√
1− 4m2

s
(s+ 2m2), s ≥ 4m2. (11.2.37)

11.3 Diagrammes et unitarité : règles de coupure de Cutkosky

On peut donner une représentation diagrammatique simple des différents termes qui constituent
le carré de l’amplitude du processus. Pour cela, on observe d’abord que le complexe conjugué de
l’amplitude M12→3···n construite à l’aide des règles de Feynman est simplement M∗

3···n→12 qui
dénote l’amplitude où les particules 3 · · ·n sont entrantes et 12 sortantes et où tous les i des vertex
et propagateurs sont changés en −i : par exemple en QED/QCD pour une amplitude de la forme
(ū(p3)F1u(p1) v̄(p2)F2v(p4))∗ = ū(p1)F∗

1u(p3) v̄(p2)F∗
2 v(p4) avec F∗

i le complexe conjugué de Fi.
Dans l’opération de conjugaison complexe une (anti-)particule entrante devient une (anti-)particule
sortante et vice-versa. Du point de vue de la représentation graphique on aura donc :

F

*

F

3

n

1

2

F F

3

n

1

2

F F *=

1

2

3

n

=

1

2

F *F

1

2

Figure 11.3 – Représentation de la convolution d’une amplitude avec sa complexe conjuguée.

Comme indiqué sur la figure, on représente la convolution du membre de droite par un diagramme
où toutes les lignes internes sont connectées mais ”coupées” pour indiquer qu’elles sont mises sur
couche de masse : par exemple, pour une ligne fermionique d’impulsion pj dans l’état final on
associe à la ligne coupée le facteur :

(6pj +m)
dp4j

(2π)3
Θ(pj0)δ(p2j −m2) au lieu de

i(6pj +m)

p2j −m2 − iǫ
dp4j

(2π)4
pour une ligne non coupée.
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Le facteur (6pj +m) est la somme sur les états de polarisation du fermion j et

dp4j
(2π)3

Θ(pj0)δ(p2j −m2) qui n’est autre que
dp3j

(2π)32|pj0 |
, (11.3.38)

est le facteur d’espace de phase associé à particule sur couche de masse d’énergie positive. Ceci est
la conséquence de la relation :

Disc
i

p2j −m2 − iǫ = 2πδ(p2j −m2). (11.3.39)

En théorie des perturbations F sera une somme de diagrammes écrits avec les règles de Feynman
tandis que F ∗ le sera en faisant la substitution i→ −i dans les règles de Feynman. Il faut finalement
intégrer avec la condition (2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − · · · pn) pour obtenir la, contribution à la partie
imaginaire de l’amplitude 2→ 2. On a ainsi une représentation graphique de la relation d’unitarité :

2ImM12→12 =
∑

n

∫ 
 ∏

3≤j≤n

dp3j
(2π)32|pj0 |


 (2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − · · · pn) |M12→3···n|2 . (11.3.40)

• Exemple
On peut préciser la relation entre diagrammes et le calcul d’une section efficace sur un exemple
simple que l’on a déjà discuté en détail au chapitre 10 : e+ + e− → hadrons ou plus simple-
ment encore γ∗ → hadrons. Prenant en compte terme de Born, contributions virtuelles et réelles,

k
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Figure 11.4 – Amplitudes de diffusion partonique au premier ordre en QCD pour le processus
γ∗ → hadrons
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l’amplitude au niveau partonique est représentée en fig. 11.4 et elle sécrit :

M =M(0) +MV
(1) +MR

(1), (11.3.41)

et son carré :

M2 =M2
(0) + 2Re(MV

(1)M∗
(0)) + 2Re(MR

(1)MR∗
(1)) + · · · , (11.3.42)

où on a, comme d’habitude, négligé les termes MV
(1)MV ∗

(1) qui sont d’ordre supérieur. La convolu-
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Figure 11.5 – Carré de la somme des amplitudes de diffusion partonique au premier ordre en QCD
pour le processus γ∗ → hadrons

tion de l’amplitude virtuelle avec le terme de Born est représentée sur les deux premières lignes de
la fig. 11.5 (convolution avec les diagrammes de self-énergie en première ligne et avec le vertex en
deuxième) tandis que le carré des termes réels est en dernière ligne. Par construction, on voit que les
deux premiers diagrammes sont complexes conjugés et leur somme est donc réelle et de même pour
les troisième et quatrième et ceux de la deuxième ligne. A cet ordre de la théorie des perturbations
on est conduit à considérer les diagrammes à deux boucles de deux types de topologie, correction au
propagateur et correction au vertex. Pour chaque topologie, deux fois la partie imaginaire du dia-
gramme est la somme de toutes les discontinuités c’est à dire la somme des contributions obtenues
en coupant le diagramme de toutes les façons possibles en deux parties disjointes. Par définition, les
contributions réelles sont obtenues en mettant toutes les lignes internes sur couche de masse et les
virtuelles en gardant au moins une ligne interne non coupée. Ceci est une illustration des règles de
coupure de Cutkosky 6 selon lesquelles deux fois la partie imaginaire d’un diagramme est la somme

6. R.E. Cutkosky, J.Math.Phys. 1 (1960) 429 ; Annales Institut Poincaré Phys.Théor. A29 211.
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a) b )

k
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q q

p−q

p + k

q q

k

q q
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p + k p

Figure 11.6 – a) : Coupure correspondant à la contribution des termes virtuels ; b) coupure cor-
respondant au terme réel : terme d’interférence.

de toutes ses discontinuités.

Une présentation générale des règles de coupure a été donnée par ’t Hooft et Veltman 7 et on
en trouve une version simple dans le livre de Le Bellac 8. On va voir maintenant comment la
compensation des divergences infrarouges et colinéaires peut se comprendre à l’aide des diagrammes
coupés.

11.4 Règles de Cutkosky et compensation des divergences

On a vu au chapitre 10 par un calcul explicite la compensation des divergences infrarouges et co-
linéaires pour une section efficace suffisamment intégrée. Pour cela on avait effectué les intégrales sur
l’espace des phases séparément pour chaque type de termes (réels et virtuels) ce qui avait nécessité
de travailler en n 6= 4 dimensions pour donner un sens aux divergences induites par l’intégration.
Dans l’approche que nous allons suivre maintenant nous regroupons la contribution des termes
réels et virtuels dans un même intégrand que l’on montrera être fini dans les configurations sin-
gulières, infrarouge et/ou colinéaire. On se place dans le repère où l’impulsion du photon virtuel
est q = (Q, 0, 0, 0) et où l’impulsion p du quark produit définit l’axe Oz de sorte que l’intégrale
angulaire de p donne simplement 4π. On suppose les quarks de masse nulle. On considère toutes les
coupures d’un diagramme d’une topologie donnée et nous appliquons cela au diagramme de type
vertex. La contribution de la coupure ”réelle” vient de l’interférence des deux diagrammes en MR

(1)

de la figure 11.4, comme indiqué sur la figure 11.6-b). La cinématique pour le terme réel est définie
par γ∗(q)→ q(p) + q̄(p′) +G(k) et la contribution de ces termes s’écrit donc :

R = 2Re

{
(−ie)(ie)(−ig)(ig)

∫
d3p

(2π)32p

d3k

(2π)32k

d3p′

(2π)3
Θ(p′0)δ(p

′2)(2π)4δ(q − p− p′ − k)

i

(p + k)2 + iǫ

−i
(p− q)2 + iǫ

TR

}

=
e2g2

(2π)4

∫
pdp

d3k

k
Θ(Q− p− k)

δ((p + k − q)2)

(p + k)2 (p− q)2 TR (11.4.43)

où on fait l’intégrale sur p′ ainsi que celle sur les angles de p. Le symbole TR est simplement la
trace :

TR = (−gµν)(−gαβ)Tr [γβ 6pγµ(6p+ 6k)γα(6p+ 6k− 6q)γν(6p− 6q)] . (11.4.44)

7. G. ’t Hooft, M.J.G.Veltman, Diagrammar, CERN Yellow report, https ://cds.cern.ch/record/186259.
8. Michel Le Bellac, Des phénomènes critiques aux champs de jauge, EDP Science, 1998.
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L’expression (11.4.43) est à comparer à la contribution des termes virtuels en a) sur la figure :

V = 2Re

{
(−ie)(ie)(−ig)(−ig)

∫
d3p

(2π)32p

d4k

(2π)4
d3p′

(2π)3
Θ(p′0)δ(p

′2)(2π)4δ(q − p− p′)

i

(p+ k)2 + iǫ

i

(p+ k − q)2 + iǫ

i

k2 + iǫ
TR

}

=
e2g2

(2π)4

∫
pdp d4k Θ(Q− p)δ((p − q)2)

[
δ(k2)

(p+ k)2(p+ k − q)2 +
δ((p + k)2)

k2(p + k − q)2 +
δ((p + k − q)2)

k2(p + k)2

]
TR

=
e2g2

(2π)4
1

4

∫
d4k

[
δ(k2)

(p+ k)2(p+ k − q)2 +
δ((p + k)2)

k2(p+ k − q)2 +
δ((p + k − q)2)

k2(p + k)2

]
TR ,(11.4.45)

où pour obtenir les dernières lignes on utilise la relation de type :

1

p2 −m2 + iǫ
=

1

p2 −m2
− iπδ(p2 −m2), (11.4.46)

le premier terme du membre de droite étant compris au sens de partie principale. Pour simplifier
on ignore le facteur TR, ce qui revient à considérer une théorie scalaire par exemple. On calcule
d’abord R en évaluant l’intégrale sur p grâce à la fonction δ((p + k − q)2 qui contraint :

2p =
Q(Q− 2k)

Q− k(1− cos θ)
, (11.4.47)

et on trouve :

R =
e2g2

(2π)3
1

4Q2

∫
dk

k

d cos θ

1− cos2 θ
Θ(Q− p− k) (11.4.48)

où θ est l’angle entre p et k. On évalue également facilement le premier terme de V, proportionnel
à δ(k2) en tenant compte des deux solutions k0 = ±k :

Vk2=0 = − e2g2

(2π)3
1

4Q2

∫
dk

k

d cos θ

1− cos2 θ
(11.4.49)

Combinée avec R, les divergences à k = 0 et cos θ = ±1 se compensent. En effet ces valeurs
singulières des variables d’intégration sont toujours compatibles avec la contrainte de positivité de
la combination Q− p − k dans R. Il est important de noter que si dans R le gluon a une énergie
positive, k0 = k, dans le cas de V il est nécessaire de prendre en compte les deux cas k0 = ±k.
On peut montrer maintenant que les deux autres contributions de V, en δ((p+k)2) et δ((q−p+k)2)
sont égales et chacune est finie. Par exemple, ne gardant que le terme d’espace de phase et les
dénominateurs, on a :

V(p+k)2=0 =
e2g2

(2π)4
1

4

∫
d4k

δ((p + k)2)

k2(p + k − q)2 ,

=
e2g2

(2π)3
1

8Q2

∫
k2dk

d cos θ√
Q2 + 4k(Q cos θ + k)

[
1

k+0 (k+0 − k cos θ)
+

1

k−0 (k−0 − k cos θ)

]
,
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où k±0 sont les solutions de la contrainte (p+ k)2 = 0, soit :

k±0 =
1

2

(
−Q±

√
Q2 + 4k(Q cos θ + k)

)
. (11.4.50)

Combinant les termes en k±0 on fait apparâıtre au dénominateur le facteur (1− cos2 θ). Ramenant
l’intégrale angulaire à l’intervalle [0, 1] et faisant le changement de variable cos θ = 1−z l’expression
ci-dessus prend la forme :

V(p+k)2=0 =
e2g2

(2π)3
1

8Q2

∫ ∞

0

dk

k

∫ 1

0

dz

z(2− z)
−2Qkz

Q2 − k2 + · · · , (11.4.51)

où on a gardé uniquement les termes potentiellement divergents en configuration infrarouge et co-
linéaire. Les intégrales sont bien finies comme annoncé. Cet exemple simple est une illustration
du théorème prouvé à tous les ordres par Kinoshita 9 selon lequel les divergences infrarouges et
colinéaires se compensent entre les coupures d’un même diagramme à condition d’intégrer sur un
espace de phase suffisant.

• Amusement
On considère la réaction q(p1)+ q̄(p2)→ q(p3)+q(p4)+ q̄(p5)+ q̄(p6) de quarks identiques. Quelques
diagrammes de l’amplitude de diffusion sont représentés en figure 11.7 Utilisant la repésentation
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Figure 11.7 –

de la figure 11.3 pour le carré de l’amplitude, il est facile montrer que |Mi|2 est le produit de trois
traces,M1M∗

2 de deux traces etM1M∗
3 est constitué d’une seule trace. En effet, une fois tracés le

diagramme et son complexe conjugué il suffit de connecter les lignes de même impulsion y compris
celle des particlules initiales ; dès qu’une ligne fermionique se ferme en boucle on obtient une trace.
On suit une procédure identique pour les diagrammes d’interférence.

• Note
Des outils ont été développés pour calculer les amplitudes à N-points dans l’approximation à une
boucle, outils fondés sur l’unitarité et la connaissance des différentes coupures des diagrammes
(voir, par exemple C. F. Berger, Z. Bern, L. J. Dixon et al., Phys. Rev. D78 (2008) 036003
[arXiv:08034180].)

9. T. Kinoshita, J. Math. Phys. 3 (1962) 650.



Chapitre 12

Equations du groupe de
renormalisation

Les équations du groupe de renormalisation sont obtenues de la façon suivante : on écrit la
relation entre la fonction de Green exprimée en fonction des quantités ”nues” et celle exprimée en
fonction des quantités renormalisées. Imposant que la fonction de Green ”nue” ne dépend pas du
paramètre de masse introduit lors de la renormalisation permet d’obtenir une équation d’évolution
de la fonction de Green renormalisée. C’est en fait une généralisation de l’éq. (4.4). On verra que
l’équation obtenue permet de prédire le comportement asymptotique des fonction de Green et par
conséquent des amplitudes (après un certain nombre de manipulations !).

Pour une théorie avec un champ φ, la relation entre champ nu et renormalisé dans un schéma R
est :

φB = Z
1
2 (R)φR. (12.0.1)

Les champs renormalisés dans deux schémas R1 et R2 satisfont :

φR2 = Z
1
2 (R2, R1)φR1 , (12.0.2)

avec :
Z(R2, R1) = Z(R2)/Z(R1) (12.0.3)

et on a la loi de composition évidente :

Z(R3, R1) = Z(R3, R2) ∗ Z(R2, R1). (12.0.4)

Il arrive cependant, que pour certains shémas de renormalisation, notamment les schémas MOM
(”momentum subraction scheme”) ou ON (”on-shell subraction scheme”) pour une théorie massive
où les facteurs Z dépendent de la masse, que le produit Z(R4, R3)∗Z(R2, R1) ne soit pas un élement
du groupe c’est à dire qu’il n’existe pas de shéma R et R′ tel que :

Z(R4, R3) ∗ Z(R2, R1) = Z(R′, R). (12.0.5)

Le terme de ”groupe” est donc abusif dans certains cas.

271
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12.1 Equations du groupe de renormalisation

Nous dériverons les équations du ”groupe de renormalisation” dans le cas où les contre-termes
Zi ne dépendent pas des masses mais uniquement du couplage et implicitement d’une l’échelle
arbitraire introduite dans la procédure de renormalisation, ce qui est la cas dans les schémas MS
ou MS appliqués à QED ou QCD que nous allons considérer maintenant. Une fonction de Green
avec nF fermions massifs et nB champs de jauge externes satisfait à :

G
(nF ,nB)
B (pi, gB ,mB , ε) = Z

nF /2
2 (g, ε)Z

nB/2
3 (g, ε)G(nF ,nB)(pi, g,m,µ), (12.1.6)

où les pi sont les impulsions externes. G
(nF ,nB)
B est la fonction de Green ”nue” régularisée d’où sa

dépendance en ε, et G(nF ,nB) est la fonction de Green renormalisée qui dépend du couplage g et
de la masse m renormalisées ainsi que du paramètre µ. Toutes les divergences sont contenues dans
les contre-termes. Comme on a exclu toute dépendance en masse des facteurs Z ils ne peuvent
dépendre explicitement de µ puisqu’ils sont sans dimension. Leur dépendance en µ est implicite,
via la constante de couplage renormalisée g. Au lieu de travailler avec les fonctions G on travaille
plutôt avec les fonctions de Green irréductibles à une particule que l’on dénote Γ. On peut montrer
que dans ce cas la relations entre fonctions nues et renormalisées est :

Γ
(nF ,nB)
B (pi, gB ,mB , ε) = Z

−nF /2
2 (g, ε)Z

−nB/2
3 (g, ε) Γ(nF ,nB)(pi, g,m, µ). (12.1.7)

ΓB est indépendante de l’échelle µ introduite en régularisation dimensionnelle, d’où :

0 = Z
−nF /2
2 (g, ε)Z

−nB/2
3 (g, ε)

[
µ
d

dµ
− nB

2

µ

Z3

dZ3

dµ
− nF

2

µ

Z2

dZ2

dµ

]
Γ(nF ,nB)(pi, g,m, µ). (12.1.8)

Mais la dérivée totale par rapport à µ de Γ(nF ,nB) s’écrit explicitement :

µ
d

dµ
Γ(nF ,nB)(pi, g,m,ε) =

[
µ
∂

∂µ
+ µ

dg

dµ

∂

∂g
+ µ

dm

dµ

∂

∂m

]
Γ(nF ,nB)(pi, g,m, µ). (12.1.9)

Introduisant la fonction de Gell-Mann/Low déjà rencontrée :

limε→0 µ
dg

dµ
= limε→0 β(g, ε) = β(g) (12.1.10)

et les dimensions anomales du fermion et du boson :

limε→0
1

2

µ

Zi

dZi

dµ
= limε→0 γi(g, ε) = γi(g) (12.1.11)

et finalement :

limε→0
µ

m

dm

dµ
= limε→0 γm(g, ε) = γm(g). (12.1.12)

L’équation du groupe de renormalisation devient :

[
− ∂

∂t
+ β(g)

∂

∂g
+ γm(g)m

∂

∂m
− nB γ3(g)− nF γ2(g)

]
Γ(nF ,nB)(pi, g,m, µ0 e

−t) = 0, (12.1.13)
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où on a introduit la variable t = − ln(µ/µ0) avec µ0 une échelle fixée. Pour les fonctions de Green
G(nF ,nB) définies comme produits chronologiques des champs qui satisfont l’éq. (12.1.6) on aura
évidemment :

[
− ∂

∂t
+ β(g)

∂

∂g
+ γm(g)m

∂

∂m
+ nB γ3(g) + nF γ2(g)

]
G(nF ,nB)(pi, g,m, µ0 e

−t) = 0. (12.1.14)

On rappelle que cette forme des équations n’est valable que si les contre-termes ne dépendent pas
explicitement des masses du modèle. Par exemple, elles ne seraient pas valables pour QED dans le
schéma ON.

12.2 Calcul de la fonction β et des dimensions anomales

Les différentes fonctions β, γm et γi sont facilement calculables, dans l’approximation à une
boucle, à partir des résultats des chapitres précédents. On donne ici une dérivation valable à tous
les ordres de la théorie des perturbations. On calcule d’abord la fonction β(g). Pour cela on rappelle
la relation déjà introduite entre couplage nu et renormalisé :

gB = Zg(g, ε)µεg, (12.2.15)

où le contre-terme est de la forme :

Zg(g, ε) = 1 +

∞∑

n=1

c
(n)
g (g)

εn
(12.2.16)

avec c
(n)
g (g) un polynome en g. Le couplage gB étant indépendant de la variable µ on obtient la

relation (cf éq. (4.4.129)) :

β(g, ε)
d (gZg(g, ε))

d g
+ ε g Zg(g, ε) = 0. (12.2.17)

On recherche β(g, ε) sous la forme β(g, ε) = β(g) + β1(g) ε + · · · que l’on injecte dans l’équation
ci-dessus et on annule les coefficients des termes en puissance (positive, nulle ou négative) de ε. On
trouve que seuls les deux premiers termes du développement de β(g, ε) sont non nuls et que :

β1(g) = −g; β(g) = g2
d c

(1)
g (g)

d g
;

d c
(n+1)
g (g)

d g
=
d c

(1)
g

d g

d (gc
(n)
g )

d g
. (12.2.18)

Une remarque importante est que la fonction β est entièrement donnée par le résidu au pôle simple
du développement en 1/ε de Zg(g, ε) et, d’autre part, les résidus des pôles multiples sont calculables
à partir du résidu au pôle simple.

On procède de la même façon pour les dimensions anomales. Si on écrit

Zi = 1 +

∞∑

n=1

c
(n)
i (g)

εn
, (12.2.19)
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et on injecte ce développement dans la définition de la dimension anomale il vient

γi(g) = −1

2
g
d c

(1)
i (g)

d g
;

1

2
g
d c

(n+1)
i

d g
=

1

2
β(g)

d c
(n)
i

d g
− γi(g) c(n)i . (12.2.20)

Comme la fonction β, la dimension anomale est entièrement donnée par le residu au pôle simple
du développement en 1/ε du contre terme Zi(g, ε) correspondant. Finalement pour γm on trouve
(les notations sont évidentes) :

γm(g) = g
d c

(1)
m (g)

d g
. (12.2.21)

• Note
En QED/QCD le développement perturbatif fait intervenir la carré de la constante de couplage g2

ou, plutôt, α = g2/4π. Les contre-termes sont de la forme :

Zi = 1 +
∑

n=1

c
(n)
i (α)

εn
, (12.2.22)

et la relation entre couplage nu et renormalisée est notée :

αB = Zα µ
2ε α. (12.2.23)

L’opérateur de dérivation est µ2/dµ2 au lieu de µ/dµ. Ainsi on définit les fonctions :

β(α) = µ2
dα

dµ2
; γi(α) =

1

2

µ2

Zi

dZi

dµ2
; γm(α) =

µ2

m2

dm2

dµ2
, (12.2.24)

et, par analogie avec le raisonnement précédent (g → α, µ→ µ2), on en déduit facilement :

β(α) = α2 d c
(1)
α (α)

dα
; γi(α) = −1

2
α
d c

(1)
i (α)

dα
; γm(α) = α

d c
(1)
m (α)

dα
. (12.2.25)

Explicitement, en QED au premier ordre, d’après le résultats du chapitre 3, on trouve (jauge de
Feynman, NL saveurs de leptons) :

β(α) =
NL

3π
α2 ; γ3(α) = −NL

3π
α, photon ; γ2(α) = − 1

4π
α, fermion ; γm(α) = − 3

2π
α,

(12.2.26)
Pour QCD, des expressions similaires peuvent facilement être obtenues à partir des résultats du
chapitre 8, par exemple pour NF saveurs de quarks, on a :

β(αs) = −33− 2NF

12π
α2
s. (12.2.27)

• Remarque
En sec. 4.4, on avait donné une dérivation de la fonction β au premier ordre non trivial de la
théorie des perturbations, qui reposait sur un développement tel que 1/(1 + c α) ∼ 1− c α. Dans la
demonstration ci-dessus, valable à tous les ordres, on voit qu’il n’est pas nécessaire d’avoir recours
à cette approximation.
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12.3 Solution des équations du groupe de renormalisation

On cherche d’abord la solution générale de l’équation homogène 1 :
[
− ∂

∂t
+ β(g)

∂

∂g
+ γm(g)m

∂

∂m

]
Γ(pi, g,m, µ0 e

−t) = 0 (12.3.28)

Pour simplifier l’écriture on note l’opérateur de dérivation entre crochets dans l’équation ci-dessus
par :

D = − ∂

∂t
+ β(g)

∂

∂g
+ γm(g)m

∂

∂m
. (12.3.29)

On rappelle que g et m sont les paramètres renormalisés à une échelle t = 0 particulière. On va voir
que la dépendance en µ, ou de façon équivalente en t, de la fonction de Green renormalisée Γ(nF ,nB)

apparâıt seulement implicitement par l’intermédiaire de deux fonctions ḡ(t, g) et m̄(t, g,m) ap-
pelées respectivement couplage (ou charge) mobile (”running coupling”) et masse mobile (”running
mass”). La première est définie implicitement par :

t =

∫ ḡ(t,g)

g

dx

β(x)
(12.3.30)

et la deuxième est donnée par :

m̄(t, g,m) = m exp

(∫ ḡ(t,g)

g

dx

β(x)
γm(x)

)
(12.3.31)

Dérivant ces deux équations par rapport à t on obtient :

∂ḡ(t, g)

∂ t
= β(ḡ) (12.3.32)

∂m̄(t, g,m)

∂ t
= m exp

(∫ ḡ(t,g)

g

dx

β(x)
γm(x)

)
∂ḡ(t, g)

∂ t

γm(ḡ)

β(ḡ)

soit :
∂m̄(t, g,m)

∂ t
= m̄(t, g,m) γm(ḡ), (12.3.33)

avec comme conditions initiales (t = 0, µ0 = µ) :

ḡ(0, g) = g ; m̄(0, g,m) = m. (12.3.34)

La charge mobile ḡ et la masse mobile m̄ satisfont à une equation différentielle en t avec la condition
initiale d’être respectivement égales à la charge g et la masse m renormalisées au point t = 0. Si
on dérive maintenant l’éq. (12.3.30) par rapport à g il vient :

∂ḡ

∂g

1

β(ḡ)
− 1

β(g)
= 0, ⇒ ∂ḡ

∂t
= β(g)

∂ḡ

∂g
(12.3.35)

1. L.V. Ovsyannikov, Doklady Akademii Nauk SSSR 01/1956



276 CHAPITRE 12. EQUATIONS DU GROUPE DE RENORMALISATION

qui exprime que ḡ ne dépend pas explicitement de t. On peut ré-écrire cette équation :

D ḡ(t, g) = 0, (12.3.36)

puisque ḡ ne dépend pas de m. De même pour la masse mobile :

∂ m̄

∂ g
= m̄

(
∂ ḡ

∂ g

γm(ḡ)

β(ḡ)
− γm(g)

β(g)

)

=
m̄

β(g)
(γm(ḡ)− γm(g)) , (12.3.37)

où on a utilisé l’éq. (12.3.36). Cette équation est équivalente à :

D m̄(t, g,m) = 0, (12.3.38)

que l’on établit facilement à l’aide de (12.3.33) et de l’identité γm m̄ = γmm(∂m̄/∂m). La présence
du terme en γm dans l’équation d’évolution de m̄ est due au fait que la masse a une dimen-
sion, alors qu’un tel terme est absent de l’évolution de ḡ. On note maintenant que toute fonction
Γ(pi, ḡ(t, g), m̄(t, g,m), µ0) (attention aux arguments !) de la charge et de la masse mobiles satisfait
à l’équation (12.3.28). En effet :

DΓ(pi, ḡ(t, g), m̄(t, g,m), µ0) =
∂Γ

∂ḡ
D ḡ +

∂Γ

∂m̄
D m̄ = 0, (12.3.39)

par les deux équations ci-dessus. De plus cette fonction est égale à Γ(pi, g,m, µ0) à t = 0.

• Solution de l’équation inhomogène
On la recherche sous la forme ;

Γ(nF ,nB)(pi, g,m, µ0 e
−t) = Γ(nF ,nB)(pi, ḡ, m̄, µ0) exp

(
−n3

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ3(x)− n2

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ2(x)

)
.

(12.3.40)
On peut vérifier que cette fonction satisfait à :

(D − n2γ2(g) − n3γ3(g)) Γ(nF ,nB)(pi, g,m, µ0 e
−t) = 0 (12.3.41)

qui est équivalente à l’éq. (12.1.13).
Preuve

(D − niγi(g)) Γ(nF ,nB)(pi, ḡ, m̄, µ0) exp

(
−ni

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γi(x)

)
=

{
[D Γ(nF ,nB)]− ni {[D

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γi(x)] + γi(g)}Γ(nF ,nB)

}
exp

(
−ni

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γi(x)

)
.

Le premier terme du membre de droite est nul du fait de l’équation (12.3.39). Le deuxième terme
entre {· · · } est également nul puisque

[D
∫ ḡ

g

dx

β(x)
γi(x)] + γi(g) = [D ḡ] γi(ḡ)

β(ḡ)
− [D g] γi(g)

β(g)
+ γi(g)

= −γi(g) + γi(g) (12.3.42)
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car D ḡ = 0 et D g = β(g). La relation (12.3.40) relie la fonction de Green renormalisée exprimée en
fonction des paramètres renormalisés g, m à l’échelle t = 0 à la fonction de Green renormalisée (la
même fonction) exprimée en fonction des paramètres ḡ(t, g) et m̄(t, g,m) correspondant à l’échelle
µet. On peut ainsi l’écrire :

Γ(nF ,nB)(pi, g,m, µ) = Γ(nF ,nB)(pi, ḡ, m̄, µ e
t) exp

(
−n3

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ3(x)− n2

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ2(x)

)
.

(12.3.43)
L’évolution des masse et couplage mobiles assure que les prédictions physiques ne dépendent pas
du choix de t, c’est à dire du point de renormalisation.

12.4 Applications

Les équations RGE peuvent être utilisées pour prouver l’invariance des quantités physiques.
Dans le cadre de notre discussion, nous travaillons dans les schémas MS ou MS et l’arbitraire
du shéma de renormalisation est paramétré par l’échelle µ. On retrouvera ainsi, de façon générale,
divers résultats déjà obtenus de façon artisanale.

• Invariance de la masse physique, pôle du propagateur
On a vu que le propagateur renormalisé avait la forme, pour un fermion par exemple,

SR
F (p, g,m, µ) =

iZR

6p−mpôle + iǫ
, (12.4.44)

où (voir éq. (4.2.64) à (4.2.66) pour QED) mpôle = mR(1 + ΣR
0 ) est ce qui reste, dépendant de µ,

après le choix des contre-termes de fonction d’onde et de masse, et ZR = 1 + ΣR
1 est le résidu au

pôle. On a :

D SR
F =

iDZR

6p −mpôle + iǫ
+

iZRDmpôle

(6p −mpôle + iǫ)2
(12.4.45)

Mais le propagateur satisfait à une équation de type (12.1.14) :

[D + 2 γ2(g)]SR
F = 0. (12.4.46)

Substituant à D SR
F dans l’éq. (12.4.45) son expression donnée par (12.4.46) on voit que le membre

de gauche de (12.4.45) est un pôle simple. Égalant les résidus des pôles du même ordre, on obtient
pour le pôle simple :

[D + 2 γ2(g)]ZR = 0. (12.4.47)

et pour le pôle double :

Dmpôle = 0 , (12.4.48)

qui est le résultat recherché. On note dans la suite cette masse ”mphys”, puisque, par définition,
le pôle du propagateur est la masse physique de la particule. Cela est justifié parcequ’elle est
indépendente du schéma de renormalisation.
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• Invariance des amplitudes de diffusion
On considère pour simplifier la fonction de Green à n-points d’une théorie scalaire renormalisée
dans le shéma R, soit G(n)(pi, g,m, µ) qui satisait donc à l’équation de type :

[D + n γ2(g)]G
(n) = 0 (12.4.49)

L’élément de matrice de diffusion s’obtient en tronquant la fonction de Green des propagateurs
externes :

M(pi, g,m, µ) = limp2
i
→m2

phys

n∏

i

(
p2i −m2

phys

iZR

)
ZRn/2

G(n)(pi, g,m, µ). (12.4.50)

On montre facilement par application des équations (12.4.47), (12.4.49) et prenant note de l’inva-
riance de la masse physique sous l’opérateur D que :

DM(pi, g,m, µ) = µ
dM(pi, g,m, µ)

dµ
= 0, (12.4.51)

et donc que l’élément de matrice est indépendant de l’échelle arbitraire µ. D’autre part, il satisfait
l’équation homogène de type (12.3.28). Si le calcul de cet élément dans un schéma de renormalisa-
tion avec couplage et masse définis à l’échelle µ, s’écritM(pi, g,m, µ), alors son expression dans un
schéma à l’échelle µet sera la même fonction mais avec couplage et masse mobiles (voir la discussion
après l’éq. (12.3.42)), M(pi, ḡ(t, g), m̄(t, g,m), µet) .

• Où il est question de jauge
Dans toute la discussion précédente on a omis le fait que les fonctions de Green pouvaient dépendre
du paramètre de jauge ξ normalisant le terme de cassure de jauge −(∂µAµ)2/2 ξ dans la densité
lagrangienne. On peut prouver, dans les schémas de type MS ou MS, l’indépendance de jauge de
la fonction β. On exprime que le couplage nu, gB = µεZg g, est indépendant de ξ, ce qui permet
d’écrire

dZg

d ξ
g + Zg

d g

d ξ
= 0. (12.4.52)

Injectant dans cette relation le développement en 1/ε de Zg dans un schéma de type MS :

Zg = 1 +
a1(g, ξ)

ε
+
a2(g, ξ)

ε2
+ · · · , (12.4.53)

et égalant les termes constant d’une part, et les résidus aux différents pôles d’autre part, on trouve :

d g

d ξ
= 0

d a1(g, ξ))

d ξ
= 0. (12.4.54)

Le couplage g est donc indépendant du paramètre ξ et, par conséquent β(g) = µd g/dµ l’est aussi.
On prouve de la même façon l’indépendance des γi(g) et γm(g).
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12.5 Comportement asymptotique des fonctions de Green

La discussion précédente permet d’obtenir l’évolution des fonctions de Green lorsque l’on modifie
l’échelle de renormalisation µ. On va voir que ce résultat peut être utilisé pour obtenir le compor-
tement d’une fonction de Green, dans un schéma de renormalisation fixé, quand on dilate toute les
impulsions du processus considéré par un même facteur pi → λ pi. C’est à dire que l’on va relier
Γ(n)(λ pi, · · · , µ) à Γ(n)(pi, · · · , µ). Pratiquement, ce résultat est très intéressant puisque cela permet
de faire des prédictions pour de nombreux processus. Par exemple, le processus e+ e− → hadrons
où plutôt γ∗ → hadrons est donné par la partie imaginaire de Γ(nF=0,nB=2)(q, g, µ) et on pourra
obtenir son comportement quand q2 → ∞. La diffusion inélastique profonde implique la fonction
Γ(nF=2,nB=2)(p, q, g, µ) où p est l’impulsion du parton et q celle du photon virtuel entrants : on
pourra alors étudier son comportement quand p → λ p, q → λ q, c’est à dire quand pq → λ2 pq,
q2 → λ2 q2 tels que la variable de Bjorken x = −q2/2 pq est fixée, ce qui est le cas dans les
expériences.

Les fonctions de Green sont des fonctions homogènes de degré, exprimé en masse, D. C’est à
dire, si on mesure toutes les quantités dimensionnées (impulsions, masses) par rapport à l’échelle
µ on a

Γ(nF ,nB)(λ pi,m, g, µ) = µDγ(nF ,nB)(λ
pi
µ
,
m

µ
, g), (12.5.55)

qui explicite la dimension en masse de Γ(nF ,nB), la fonction γ(nF ,nB) étant sans dimension puisque
toutes ses variables le sont. En dérivant par rapport à λ on a :

λ
∂ γ(nF ,nB)

∂λ
= λ

pi
µ

∂ γ(nF ,nB)

∂(λ pi/µ)
, (12.5.56)

et par rapport à µ :

µ
∂ γ(nF ,nB)

∂µ
= −

(
λ
pi
µ

∂

∂(λ pi/µ)
+
m

µ

∂

∂(m/µ)

)
γ(nF ,nB) (12.5.57)

Combinant les deux équations on obtient :
(
µ
∂

∂ µ
+ λ

∂

∂ λ
+m

∂

∂m

)
γ(nF ,nB) = 0, (12.5.58)

qui relie la variation en λ, facteur de changement d’échelle, à celle en µ. Revenant à la fonction de
Green Γ(nF ,nB) on a :

− ∂

∂t
Γ(nF ,nB)(λ pi,m, g, µ) = µ

∂

∂µ
Γ(nF ,nB) = µD

(
D + µ

∂

∂µ

)
γ(nF ,nB)

=

(
D − λ ∂

∂ λ
−m ∂

∂m

)
Γ(nF ,nB) (12.5.59)

Combinant cette dernière équation avec l’équation du groupe de renormalisation (12.1.13) pour
éliminer le terme en µ∂/∂µ on a finalement :

[
−λ ∂

∂λ
+ β(g)

∂

∂g
+ (γm(g)− 1)m

∂

∂m
− nB γ3(g) − nF γ2(g) +D

]
Γ(nF ,nB)(λ pi, g,m, µ) = 0,

(12.5.60)
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qui est l’équation recherchée. On peut la résoudre comme on l’a fait précédemment pour l’éq.
(12.1.13) ou bien se rappeler la solution éq. (12.3.43) :

Γ(nF ,nB)(etpi, g,m, µ) = Γ(nF ,nB)(etpi, ḡ, m̄, µ e
t) exp

(
−n3

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ3(x)− n2

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ2(x)

)
.

(12.5.61)
et utilisant la propriété de Γ(nF ,nB) sous la dilatation des impulsions et des masses :

Γ(nF ,nB)(et pi, g,m, µ) = Γ(nF ,nB)(pi, ḡ, ¯̄m,µ) exp

(
tD − n3

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ3(x)− n2

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ2(x)

)
,

(12.5.62)
où ¯̄m = e−t m̄, qui relie la fonction de Green définie dans le même shéma de renormalisation mais
évaluée à des valeurs des impulsions différentes. On note que pour une théorie de masse nulle est
sans interaction on a simplement :

Γ(nF ,nB)(et pi, µ) = etD Γ(nF ,nB)(pi, µ), (12.5.63)

mais pour une théorie renormalisable avec interaction la dimension de la fonction est affectée et on
a :

tD → tD − n3
∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ3(x)− n2

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ2(x), (12.5.64)

d’où le nom de dimension anomale donnée aux fonction γi(g). Cette modification du comportement
vient de la nécessité d’introduire une échelle de masse dans la procédure de renormalisation. Le
comportement asymptotique des fonctions de Green est contrôlé par la fonction β(g), donc le
couplage mobile, et les fonctions γi(g).

12.6 Comportement asymptotique du couplage mobile

Se reportant à l’éq. (12.3.32) qui donne l’évolution du couplage mobile en fonction de l’échelle
on voit que, si β(ḡ) (qui est proportionnel à une puissance du couplage) est positif comme c’est
le cas en QED, le couplage crôıt avec t tandis qu’il décroit dans le cas contraire, comme en QCD
par exemple. Au premier ordre de la théorie des perturbations, valable quand le couplage est petit,
on peut donc tracer les graphes suivants, β(ḡ) en fonction de ḡ qui indique également le sens de
variation du couplage quand l’échelle varie.

g0g

t

0 t

QED QCD

U V

I R
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On voit qu’en QED, ḡ décrôıt quand t décrôıt et tend asymptotiquement vers 0 : g = 0 est un point
fixe dans l’infrarouge car la dérivée du couplage tend vers 0 quand t → −∞ et donc le couplage
devient constant (nul). En revanche en QCD, g = 0 est un point fixe ultraviolet puisque le couplage
et sa dérivée tendent vers 0 quand t→∞
Pour étudier le comportement de la fonction β(ḡ) lorsque le couplage devient grand, il faut aller aux
ordres plus élevés de la théorie des perturbations. Si la fonction crôıt ou décrôıt de façon monotone
le couplage devient éventuellement trop grand (cas de QCD dans l’infrarouge et QED aux énergies
plus que cosmologiques) et la théorie des perturbations cesse d’être valable. Dans certains modèles
les cas dans les figures ci-dessous peuvent se produire où la fonction β(ḡ) s’annule pour une valeur
g∗ :

g

U V

g* g

I R

g*g
1

g
2

g
2

g
1

Dans la figure de gauche g∗ est un point fixe ultraviolet puisque, quelque soit le point de départ de
l’évolution, g1 ou g2, un accroissement de l’échelle t conduit le couplage effectif au point g∗, tandis
que l’origine est un point fixe infrarouge. Pour la figure de droite, le même raisonnement montre
que g∗ est un point fixe infrarouge et l’origine un point fixe ultraviolet.

12.7 Violation d’invariance d’échelle

Se tournant maintenant vers l’étude d’une fonction de Green, on considère pour simplifier une
fonction d’un seul champ de masse nulle (voir éq. (12.5.62)) :

Γ(n)(et pi, g, µ) = Γ(n)(pi, ḡ, µ) exp

(
tD − n

∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ(x)

)
, (12.7.65)

Après intégration de l’éq. (12.3.32) on peut écrire :

tD − n
∫ ḡ

g

dx

β(x)
γ(x) = tD − n

∫ t

0
dt′ γ(ḡ(t′))

= t (D − n γ(g∗))− n
∫ t

0
dt′ [γ(ḡ(t′))− γ(g∗)], (12.7.66)

où on a introduit la valeur de la dimension anomale au point fixe g∗. Plusieurs cas sont possibles.
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• γ(g∗) = 0 et
∫ t
0 dt

′ [γ(ḡ(t′))− γ(ḡ∗)] est fini quand t→∞ :

Γ(n)(et pi, g, µ) ∼ Γ(n)(pi, ḡ, µ) et D

∼ Γ(n)(pi, ḡ, µ)λD, (12.7.67)

et on retrouve la loi de dilatation näıve qui n’est donc pas modifiée par l’interaction, le
facteur

∫ t
0 dt

′ [γ(ḡ(t′))− γ(ḡ∗)] ne contribuant pas à la dépendance en t ;

• γ(g∗) = 0 et
∫ t
0 dt

′ [γ(ḡ(t′))− γ(ḡ∗)] est non borné quand t→∞. Un cas typique est QED
dans l’infrarouge ou QCD dans l’ultraviolet. Par exemple on a :

γ(ḡ) = γ0 ḡ
2, β(ḡ) = β0 ḡ

3 (12.7.68)

d’où ∫ t

0
dt′ [γ(ḡ(t′))− γ(ḡ∗)] =

γ0
β0

∫ ḡ

g

dg′

g′
=
γ0
β0

ln
ḡ

g
, (12.7.69)

et l’on a donc :

Γ(n)(et pi, g, µ) = Γ(n)(pi, ḡ, µ) e
t D−n

γ0
β0

ln ḡ
g

= Γ(n)(pi, ḡ, µ) et D
(
ḡ

g

)−n
γ0
β0

(12.7.70)

et on a une violation logarithmique de la loi d’échelle näıve puisque ḡ2/g2 = (1−2β0 g
2 t)−1.

C’est le comportement que l’on avait obtenu pour la fonction de structure de l’inélastique
profond (voir éqs. (9.1.17) et/ou (9.1.32)) dans le cadre du modèle des partons ;

• γ(g∗) 6= 0 : on a alors :

Γ(n)(et pi, g, µ) ∼ Γ(n)(pi, ḡ, µ) et D+n γ(g∗), (12.7.71)

et dans ce cas, on a une violation en puissance de la loi näıve de dilation accompagnée ou
non d’une violation logarithmique selon la valeur de l’intégrale

∫ t
0 dt

′ [γ(ḡ(t′))− γ(ḡ∗)].

L’approche ci-dessus est utilisée pour étudier la violation d’invariance d’échelle des fonctions de
stucture dans la diffusion inélastique profonde : c’est une alternative à l’approche fondée sur le
modèle des partons näıf présentée dans le chapitre précédent mais elle est beaucoup plus rigoureuse
mais également plus lourde à mettre en œuvre. On part de la transformée de Fourier de la fonction
Wµν(P, q) (produit de courants hadroniques) définie en sec. (6.2.2) que l’on développe en produits
d’opérateurs sur le cône de lumière : les coefficients de ce développement sont les ”coefficients de
Wilson” susceptibles d’un traitement perturbatif via les équations du groupe de renormalisation
tandis que les opérateurs contiennent la partie non-perturbative (équivalent des distributions par-
toniques à Q2

0). Il est intéressant de remarquer que si dans l’approche ”modèle des partons näıf” la
violation d’invariance d’échelle reflète la structure infra-rouge de la théorie, dans l’approche ”groupe
de renormalisation” cette même violation en est la conséqence du comportement ultraviolet. Comme
ils disent à l’IN2P3, ”les deux infinis” se rejoignent !



Chapitre 13

Modèle des partons amélioré et
applications.

Le modèle des partons amélioré par les corrections QCD s’applique à d’autres processus que
le DIS et le mécanisme de Drell-Yan, pourvu que ces processus mettent en jeu des échelles de
masse ou des impulsions de transfert importantes. On revient d’abord sur le cas de la production
de paires de leptons dans les collisions hadroniques par le mécanisme de Drell-Yan, qui a joué
un rôle fondamental dans la découverte des bosons de jauge W et Z au CERN dans les années
80 et dans la découverte d’un boson qui a toutes les caractéristiques du boson de Higgs en 2012,
toujours au CERN. On passera ensuite en revue la production de photons directs à grande impulsion
transverse et la production de gerbes hadroniques (”jets”) dans les collisions hadroniques. Ces
différents processus sont utiles pour déterminer avec précision la distribution des quarks et des
gluons dans les hadrons ainsi que la valeur de Λ, la constante fondamentale des interactions fortes.
Nous ne considérerons pas ici la production de saveurs lourdes pour laquelle le modèle des partons
s’applique aussi, ni les réactions de photoproduction qui jouent un rôle très important à HERA. Le
fait que les innombrables observables mesurées dans toutes les réactions ci-dessus, et d’autres, sont
en accord avec QCD perturbatif au NLO est une formidable preuve de la validité expérimentale
de la théorie. Les physiciens espèrent cependant trouver, un jour, une déviation entre théorie et
expérience ce qui serait une preuve de nouvelle physique !

On présentera les différents processus dans le cadre de l’approximation des logarithmes domi-
nants (”leading order” LO) et au delà des logarithmes dominants (”next-to-leading order” NLO)
et on discutera quelques applications phénoménologiques. Comme on le verra l’approximation des
logarithmes dominants est, au mieux qualitative, et la discussion phénoménologique n’est en fait
justifiée que si les expressions sont calculées au delà des logarithmes dominants.

13.1 Processus de Drell-Yan

Dans notre étude précédente du processus Drell-Yan nous avions construit la section efficace à
l’ordre dominant et au delà de l’ordre dominant pour le processus hadron+ hadron → γ∗ + X ce

283
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qui n’est pas vraiment une observable physique puisque le photon virtuel ne peut être observé que
par ses produits de désintégration. On considère ici la réaction hadron+hadron→ l+ + l− +X où
la paire de leptons chargés est le produit de désintégration du photon virtuel et où on intègre sur
la masse du système leptonique l+ l− dans un certain intervalle. Le modèle des partons s’applique
quand la masse invariante Q de la paire de leptons produite est grande car, alors, le photon virtuel
de genre temps a un haut pouvoir de résolution et il peut ”voir” les constituants des hadrons A,B.
D’après l’hypothèse du modèle des partons on écrit la section efficace de production sous la forme

γ∗

l-

l+A

B

p1

p2

x1

x2

S

dσ

dQ2
=
∑

q

∫
dx1dx2

(
Fq/A(x1)Fq̄/B(x2) + Fq̄/A(x1)Fq/B(x2)

) dσ̂qq̄
dQ2

(13.1.1)

où les Fi/H sont les fonctions de structure et où on doit sommer sur toutes les saveurs de quarks
dans les hadrons A et B.

• Calcul de la section efficace partonique
Il faut calculer l’amplitude de diffusion q(p1) + q̄(p2)→ l(l1) + l̄(l2) :

Mγ∗

0 = −ie2eq v̄(p2)γµu(p1)
1

ŝ
ū(l1)γµv(l2) (13.1.2)

où la charge du quark q est mesurée par rapport à celle du proton. Son carré sommé et moyenné
sur hélicités et couleurs est,

Σ|Mγ∗

0 |2 =
2

N
e4e2q

t̂2 + û2

ŝ2
, (13.1.3)

avec ŝ = 2p1.p2, t̂ = −2p1.l1, û = −2p1.l2. Puisque la section efficace dσ̂qq̄/dQ2 est un invariant
de Lorentz on peut la calculer dans n’importe quel repère. On choisit celui du centre de masse du
système q q̄ où :

p1 = (
√
ŝ/2, 0⊥,

√
ŝ/2), p2 = (

√
ŝ/2, 0⊥,−

√
ŝ/2), l1 = (

√
ŝ/2, sin θ

√
ŝ/2, 0,− cos θ

√
ŝ/2). (13.1.4)

On a alors :

dσ̂qq̄

dQ2
=

1

2ŝ

∫
d3l1
2l1

d3l2
2l2

(2π)−2 δ(4)(p1 + p2 − l1 − l2) Σ|M0|2 δ(ŝ −Q2)

=
πα2e2q
N

1

2ŝ

∫
d cos θ(1 + cos2 θ) δ(ŝ −Q2)

=
4πα2

3Q2ŝ

e2q
N
δ(1 − Q2

ŝ
). (13.1.5)
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(On rappelle que α = e2/4π.)

• Section efficace hadronique dans l’approximation des logarithme dominants
Dans le repère du centre de masse AB les impulsions des partons incidents sont

p1 = (x1
√
s/2, 0⊥, x1

√
s/2)

⇒ ŝ = x1x2 s.
p2 = (x2

√
s/2, 0⊥,−x2

√
s/2)

(13.1.6)

La section efficace hadronique éq. (13.1.1) s’écrit alors :

dσ

dQ2
=

4πα2

3Q2s

1

N

∑

q

∫
dx1
x1

dx2
x2

δ(1 − τ

x1x2
) e2q

[
Fq/A(x1)Fq̄/B(x2) + Fq̄/A(x1)Fq/B(x2)

]
(13.1.7)

où on a introduit la variable sans dimension τ (dénotée x dans le chapitre sur la violation d’inva-
riance d’échelle) :

τ =
Q2

s
.

On note la similarité de forme entre cette équation et celle ultra simplifiée de l’éq. (9.3.133) : la
seule différence est le préfacteur devant l’intégrale qui tient maintenant compte de la désintégration
du photon virtuel en leptons chargés. Il est instructif d’étudier la variation en τ de la section efficace
qui est simplement donnée par :

s
dσ

dτ
=

4πα2

3τ

1

N

∑

q

∫
dx1
x1

dx2
x2

δ(1− τ

x1x2
) e2q

[
Fq/A(x1)Fq̄/B(x2) + Fq̄/A(x1)Fq/B(x2)

]
(13.1.8)

Cette expression, à τ fixé est indépendante de l’énergie
√
s. Elle présente donc la propriété d’inva-

riance d’échelle, ce qui expérimentalement n’est pas vérifié. Si on prend en compte les corrections
QCD, c’est-à-dire si on inclut les diagrammes de type

++

++

dans l’approximation des logarithmes dominants, les seuls changements sont, on l’a vu, Fi/H(x)→
Fi/H(x,Q2), fonctions que l’on peut en principe mesurer dans les réactions de l’inélastique profond,
et on a

s
dσ

dτ
=

4πα2

3τ

1

N

∑

q

∫
dx1
x1

dx2
x2

δ(1− τ

x1x2
) e2q

[
Fq/A(x1, Q

2)Fq̄/B(x2, Q
2) + Fq̄/A(x1, Q

2)Fq/B(x2, Q
2)
]

(13.1.9)
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On peut alors prédire s dσ/dτ dont la dépendance en Q2 est la conséquence de la violation d’in-
variance d’échelle des fonctions de structure. Si on étudie la variation de s dσ/dτ à τ fixé quand s
augmente, la seule chose qui change dans l’équation ci-dessus est la valeur de Q car Q2 = x1x2s
augmente : on prédit alors que, pour τ suffisament grand (ou de façon équivalente des xi suffi-
sament grands comme dans le cas des expériences sur cibles fixes), s dσ/dτ décroit à cause de la
décroissance des Fq/H(x,Q2) et ceci est en accord avec l’expérience.

On peut également étudier une section efficace ”moins intégrée” et fixer, par exemple, la rapidité
de la paire de leptons définie par (q = p1 + p2),

y =
1

2
ln
q0 + qz

q0 − qz =
1

2
ln
x1
x2

(13.1.10)

Revenant à l’équation (13.1.7) il vient :

dσ

dQ2dy
=

4πα2

3Q2s

1

N

∫
dx1
x1

dx2
x2

δ(1 − τ

x1x2
) δ(

1

2
ln
x1
x2
− y)

∑

q

e2q [ . . . ]

=
4πα2

3Q2 s

1

N

∫
dx1
x1

δ(
1

2
ln
x21
τ
− y)

∑

q

e2q [ . . . ]x2=
τ
x1
,

d’où (puisque x1 =
√
τey, x2 =

√
τe−y)

dσ

dQ2dy
=

4πα2

3Q2 s

1

N

∑

q

e2q
[
Fq/A(

√
τey, Q2)Fq̄/B(

√
τe−y, Q2) + Fq̄/A(

√
τey, Q2)Fq/B(

√
τe−y, Q2)

]

(13.1.11)
qui n’implique aucune intégrale dans le membre de droite. En principe Fq/p, Fq̄/p sont mesurables
en DIS. En pratique Fq̄/p n’est pas obtenu avec précision dans DIS puisque l’on mesure Fq/p +Fq̄/p

avec Fq/p grand et Fq̄/p petit (pour des valeurs de x suffisamment grandes). Dans les collisions
proton−proton la section efficace Drell-Yan peut être et est utilisée pour contraindre la distribution
des antiquarks et en étudiant un domaine τ, y suffisamment grand on peut en principe mesurer
Fq̄/p(x,Q2) point par point. Au contraire dans pp̄ → γ∗ → l+l−, comme au Tevatron, la section
efficace peut être prédite avec précision car elle ne dépend essentiellement que de la distribution
des quarks dans le proton puisque

Fq̄/p̄ ∼ Fq/p ≫ Fq̄/p ∼ Fq/p̄.

Aux énergies de Fermilab et du LHC on produit par ce mécanisme les bosons de jauge chargés W+

(resp. W−) par annihilation d’une paire quark-antiquark ud̄, cs̄ (resp. dū, sc̄) ou le boson neutre
Z0 par annihilation uū, dd̄, ss̄ ou cc̄. Pour la production d’une paire de leptons chargés de grande
masse, la production peut se faire par l’intermédiaire d’un photon virtuel ou d’un Z et dans ce
cas l’amplitude partonique doit inclure la somme cohérente des deux amplitudes. L’amplitude de
diffusion pour la production du boson Z s’écrit 1 :

MZ

0 = ie2 v̄(p2)γµ(vq − aqγ5)u(p1)
1

ŝ−m2
Z

+ im
Z

Γ
Z

ū(l1)γµ(vl − alγ5)v(l2), (13.1.12)

1. Voir la section (11.1) pour une discussion sur la forme du propagateur.
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Figure 13.1 – Section efficace Drell-Yan dans les collisions pp à 7 TeV, au LHC, normalisée à la
section efficace de production du Z, en fonction de la masse de la paire de leptons (Collaboration
CMS, JHEP 10 (2011), 007, [arXiv:1108.0566]). La prédiction théorique est calculée au NNLO.

et calculant le module au carré de Mγ∗

0 +MZ

0 , on trouve pour la section partonique (on suppose
les quarks de masse nulle) :

dσ̂qq̄

dQ2
=

4πα2

3Q2ŝ

1

N

[
e2q + (a2l + a2l )(v

2
q + a2q)

Q4

(Q2 −m2
Z

)2 + Γ2
Z
m2

Z

−2eqvlvq
Q2(Q2 −m2

Z
)

(Q2 −m2
Z

)2 + Γ2
Z
m2

Z

]
δ(1 − Q2

ŝ
), (13.1.13)

où la deuxième ligne représente le terme d’interférence Z-photon virtuel qui s’annule, comme il se
doit au pôle du Z. Les paramètres aq, vq, al, vl sont les couplages axiaux et vecteurs du boson Z au
quark et au lepton, de l’ordre de grandeur de la charge e. On obtiendra la section efficace hadronique
en substituant à e2q , dans l’éq. (13.1.7), l’expression entre crochets ci-dessus. Le spectre en Q2 du
dilepton a une forme caractéristique : à petites valeurs, Q2 ≪ m2

Z
(m

Z
≈ 91 GeV), la production est

dominée par le photon virtuel, le premier terme de l’équation (13.1.13) ; au contraire pour Q2 ∼ m2
Z

,
c’est le deuxième terme qui domine à cause du facteur d’accroissement m2

Z
/Γ2

Z
≈ (91/2, 5)2 ≈ 1300,
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Figure 13.2 – Spectre en masse invariante dielectron (haut) et dimuon (bas) dans les collisions
proton-proton à 8 TeV (collaboration ATLAS, arXiv :1405.4123) comparé à la somme de tous les
fonds standards ; on montre également l’empreinte d’un hypothétique boson Z’ de 1,5 Tev et 2,5
TeV ; pour chaque figure le diagramme du bas montre le rapport données sur fond attendu.

d’où le pic observé dans la figure 13.1 ; à grande valeur de Q2 on retrouve la décroissance en Q2 de
la section efficace partonique.

• Au delà des logarithme dominants
Pour obtenir la distribution s dσ/dQ2 à ce niveau d’approximation il faudra, dans l’éq. (13.1.7),
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faire la substitution

δ(1 − τ

x1x2
)→ δ(1 − τ

x1x2
) +

αs(Q
2)

2π
fqq̄(

τ

x1x2
) (13.1.14)

et ajouter les termes proportionnels à la distribution du gluon comme indiqué dans l’éq. (9.3.159).
Les coefficients sont donnés en (9.3.154) et (9.3.155) si les distributions partoniques sont définies
dans le schéma MS avec l’échelle de factorisation Q2. On voit que la section de production d’une
paire de Drell-Yan acquiert une faible sensibilité à la distribution du gluon dans le hadron puis-
qu’elle est d’ordre αs. La section efficace Drell-Yan mesurée par la collaboration CMS est montrée
en fig. 13.1 : elle couvre un domaine cinématique considérable, 15 <

√
Q2 [GeV ] < 1500, pour

une variation de la section efficace de huit ordres de grandeur : l’accord avec la théorie au ”next-
to-next-to-leading logarithm” (c’est à dire incluant les corrections d’ordre α2

s) est remarquable.
Le pic du Z à m

Z
= 91, 1876 GeV, ΓZ = 2, 4952 GeV, reflète la structure du terme de Born en

1/((Q2 −m2
Z

)2 +m2
Z

Γ2
Z)2 associé à la production du boson de jauge dans la voie s.

• Applications
Une fois la validité du Modèle Standard établie pour cette distribution, le spectre de dileptons
chargés peut être utilisé pour la recherche d’un nouveau boson de jauge comme illustré sur la fig.
13.2. La partie en bleu est la contribution du processus Drell-Yan proprement dit, qui domine
nettement les autres mécanismes produisant des paires de leptons comme par exemple la produc-
tion d’une paire de bosons W+W−,W±Z,ZZ ou la production et désintégration leptonique ou
semi leptonique d’une paire de quarks top. Les extensions du Modèle Standard sont fondées sur
des groupe de jauge plus étendus auquels sont associés de nouveaux bosons de jauge : ainsi une
extension simple dite ”supersymétrique minimale” (MSSM) contient un boson neutre Z ′ de masse
très élevée qui, dans le spectre dilepton, donnerait les pics de distributions apparents à droite sur
les figures. Visiblement un boson Z ′ de masse de 1,5 TeV est exclu par les donnes actuelles (2014).
Une analyse statistique détaillée montre que, dans le cadre du modèle MSSM, on peut exclure avec
un degré de confiance de 95% un boson neutre de masse inférieures à 2,7 TeV.

D’autre part, c’est par un mécanisme de type Drell-Yan mais impliquant l’annihilation de deux
gluons, gluon + gluon → Higgs → γ + γ, que l’on a mis en évidence en 2012 au LHC le fameux
boson de Higgs, dont il ne fallait pas alors dire qu’il était LE boson de Higgs tant qu’on aurait pas
montré expérimentalement que ses divers rapports d’embranchement sont ceux du Modèle Standard.
Le mécanisme de production, au niveau de Born, est schématisé par le diagramme suivant

proton

P1

proton

P2

Higgs

où les gluons sont couplés au boson de Higgs via une boucle de quarks top virtuels. Le boson est
détecté par ses produits de désintégration : bien que la voie Higgs→ b+ b soit dominante le boson
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Figure 13.3 – Section efficace de production du boson de Higgs dans les collisions au LHC, sur
un fond de paires photon − photon (Collaboration CMS arXiv :1407.0558, Collaboration ATLAS,
arXiv :1406.3827).

a été mis en évidence dans la voie H → γ+γ pour laquelle le fonds est bien moindre tout en restant
considérable comme on le voit sur les figures 13.3, produites par les collaborations CMS et ATLAS :
on mesure la difficulté de l’analyse pour extraire le signal (courbe rouge) du fond. La grande largeur
du ”pic” du Higgs ne reflète pas la largeur de la résonance mais l’incertitude expérimentale sur
l’énergie et la position des photons. D’autres observables, moins inclusives, peuvent être mesurées,
par exemple Higgs + jets qui permettent de tester le mécanisme de production plus finement. Le
boson de Higgs a également été observé dans d’autres voies de désintégration comme Higgs →
Z + Z∗ → 4 leptons et de production. Une analyse combinée ATLAS + CMS 2 des voies H → γγ
et H → ZZ∗ → 4 leptons permet d’estimer la masse du Higgs avec précision :

mH = 125, 09 ± 0, 24(stat.) ± 0, 11(syst.). (13.1.15)

13.2 Production de photons directs à grands transferts

Le processus considéré ici est la réaction A B → γ X, où X représente les hadrons produits
non observés. Au niveau partonique, il faut calculer les diffusions qg → γq, qg → γq (diffusion de
type Compton) et qq → γg (annihilation) qui ont la représentation diagrammatique suivante,

2. ATLAS et CMS collaborations, arXiv :1503.07589.
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On considère le cas où le photon est produit à grande impulsion transverse.

• Cinématique
Si on dénote P1 et P2 l’impulsion des hadrons incidents tels que 2P1.P2 = s, p1 et p2 celle des
partons correspondants et k celle du photon dans l’état final on a dans le repère du collisionneur :

p1 =

√
s

2
(x1, 0, 0, x1)

p2 =

√
s

2
(x2, 0, 0,−x2)

k = (kT cosh y,~kT , kT sinh y)

avec yγ = y = 1
2 ln k0+kz

k0−kz
, la rapidité du photon et kT son impulsion transverse. Le choix impulsion

transverse et rapidité pour contrôler la cinématique du photon est naturel, la variable kT jouant le
rôle de l’échelle dure de la réaction. Les variables de Mandelstam au niveau partonique sont :

ŝ = x1x2s ≥ 4 k2T

û = (p1 − p)2 = (p2 − k)2 = −2p2.k = −x2
√
s kT e

y

t̂ = (p2 − p)2 = (p1 − k)2 = −2p1.k = −x1
√
s kT e

−y

tandis que les variables de Mandelstam hadroniques sont :

s = 2P1.P2

u = −2P2.k = −
√
s kT e

y

t = −2P1.k = −
√
s kT e

−y

Pour
√
s, kT grands, ŝ, t̂ et û sont grands et le quark échangé a une grande virtualité ŝ, t̂ ou û : il

joue le rôle du photon virtuel à grand Q2 dans l’inélastique profond. Le quark a un haut pouvoir
de résolution et on se trouve donc dans le domaine de validité du modèle des partons.

Digression : Pour une particule de quadri-impulsion k on distingue la rapidité :

y =
1

2
ln
k0 + kz

k0 − kz (13.2.16)

de la pseudo-rapidité :

η =
1

2
ln
|~k|+ kz

|~k| − kz
= − ln

(
tan

θ

2

)
. (13.2.17)

Pour une particule de masse nulle les deux se confondent. Du point expérimental l’avantage de la
pseudorapidité pour une particule massive tient au fait qu’elle ne fait intervenir qu’une mesure de
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l’angle polaire θ et non la mesure des coordonnées de l’impulsion moins précises.

• Le modèle des partons amélioré

L’élément d’intégration invariant s’écrit :

dk3

k0
= dk2T dy = 2π kT dkT dy, (13.2.18)

où, dans la dernière égalité, on a utilisé le fait que la réaction a une symétrie azimutale par rapport
à l’axe de la collision. La section hadronique inclusive est donnée par

k0dσ

dk3
=

dσ

dk2Tdy
=
∑

i,j

∫
dx1dx2Fi/A(x1, k

2
T )Fj/B(x2, k

2
T )

dσ̂ij

dk2T dy
, (13.2.19)

où l’on a inclus les corrections QCD à l’approximation des logarithmes dominants et on a choisi kT
comme échelle de factorisation dans les fonctions de structure. Pour construire la section partonique
différentielle, on part de

dσ̂ij

dk2Tdy
=

1

2ŝ

1

2

1

(2π)2

∫
d3p

2p0
δ(4)(p1 + p2 − p− k) Σ | M |2ij

=
1

ŝ
δ(ŝ + t̂+ û)

1

(4π)2
Σ | M |2ij (13.2.20)

où

δ(ŝ + t̂+ û) =
1

s
δ(x1x2 − x1xT e−y − x2xT ey)

avec xT = kT /
√
s. Si on substitue l’éq. (13.2.20) dans la section hadronique éq. (13.2.19), on trouve :

dσ

dk2T dy
=

1

s(−t)
∑

i,j

∫ 1

xmin
1

dx1
x21

Fi/A(x1, k
2
T )Fj/B(x2, k

2
T )

1

(4π)2
Σ | M |2ij

avec la contrainte :

x2 =
x1xT e

−y

x1 − xT ey
.

Les conditions aux limites sont :

1. x2 ≤ 1⇒ xmin
1 = xT e

y/(1 − xT e−y) qui ne dépend que des variables externes ;

2. xmin
1 ≤ 1⇒ yext = ln 1

2

(
1
xT
±
√

1
x2
T

− 4

)
, les valeurs extrêmes de la rapidité.

• Dynamique
Les éléments de matrice invariants correspondant aux diagrammes ci-dessus sont donnés par (voir
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éqs. (7.6.164) et (7.6.165)) :

1

(4π)2
Σ | M |2qq̄ = e2q ααs(k

2
T ) 2

cF
N

(
t̂

û
+
û

t̂

)

= e2q ααs(k
2
T )

8

9

(
x1e

−y − xT
xT

+
xT

x1e−y − xT

)
(13.2.21)

1

(4π)2
Σ | M |2G(x1)q(x2)

= e2q ααs(k
2
T )

1

N

(
ŝ

−û +
−û
ŝ

)

= e2q ααs(k
2
T )

1

3

(
x1e

y

xT
+

xT
x1ey

)
. (13.2.22)

On a choisi pour l’échelle de renormalisation la même que celle de factorisation, soit kT .

• Phénoménologie
La section efficace différentielle s’écrit finalement :

dσ

dk2T dy
= ααs(k

2
T )

1

s2
e−y

xT

∑

q

e2q

∫
dx1
x21

{
Fq/A(x1, k

2
T )Fq̄/B(x2, k

2
T )

8

9

(
x1e

−y − xT
xT

+
xT

x1e−y − xT

)

+FG/A(x1, k
2
T )(Fq/B(x2, k

2
T ) + Fq̄/B(x2, k

2
T ))

1

3

(
x1e

y

xT
+

xT
x1ey

)

+[A, x1]↔ [B,x2]} . (13.2.23)

Elle est proportionnelle à αs et la comparaison avec les données expérimentales permet de contrain-
dre fortement le couplage QCD. Ceci est à contraster avec l’inélastique profond où, dans l’expression
de F2(x,Q2), le couplage αs n’entre qu’au niveau des corrections NLO, ou dans l’évolution de la
violation d’invariance d’échelle :

dF2

d lnQ2
(x,Q2) =

αs(Q
2)

2π

∫ 1

x

dz

z
F2(z,Q2)Pqq(

x

z
), (13.2.24)

Pour faciliter la discussion phénoménologique on introduit une notation simplifiée et on écrit sym-
boliquement la section efficace hadronique de production de photons :

dσ ∼ ααs (q ⊗ q̄ dσqq̄ +G⊗ (q + q̄) dσGq),

où q, q̄ et G dénotent respectivement la distribution des quarks, antiquarks et gluons dans le
proton. On a vu dans le chapitre sur les violations d’invariance d’échelle dans le proton que la
distribution de quarks se décompose en quarks de valence et quarks matelots (quarks de la mer),
q = qv + qs, et que q̄ = qs = q̄s ≪ qv (voir fig. 9.3) au moins pour des valeurs de x > 0, 05 : ce
domaine couvre toutes les données des expériences sur la production de photon jusqu’à l’énergie du
Tevatron puisque, typiquement xi ≥ xT ≥ 0, 1. Dans les collisions proton-proton, le processus de
type Compton G+q → γ+q représente environ 90% de la contribution à la section différentielle. En
effet le processus d’annihilation q+ q̄ → γ+G est considérablement affaibli du fait de la suppression
de la distribution d’antiquarks matelots dans le proton. On a alors avec une bonne approximation

dσpp ∼ ααsG⊗ q dσGq,
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Figure 13.4 – A gauche : différence des spectres inclusifs de photon dans les collisions p̄p et pp
à 24 GeV et détermination de αs ; à droite : spectres inclusifs de photon dans les collisions p̄p et
pp à 24 GeV et détermination de la distribution du gluon (Collaboration UA6). La valeur de Λ(4)

MS

citée dans ces figures préliminaires est compatible avec celle de l’analyse finale mentionnée dans le
texte où Λ(4)

MS
= 210± 22 (stat.)± 44 (syst.) MeV.

qui permet de conclure que les collisions proton-proton sont très sensibles à la distribution du gluon
contrairement au DIS où le gluon apparâıt au NLO. Dans le cas de la diffusion p̄p, au contraire,
les deux mécanismes ont un poids similaire. Il est alors intéressant, comme l’a fait la collaboration
UA6 au CERN de mesurer le spectre de photon inclusif dans les collisions antiproton-proton et
proton-proton et de considérer la différence

dσp̄p−pp ∼ ααs qv ⊗ qv dσqq̄

qui fait intervenir seulement la convolution des quarks de valence dans le proton et antiquarks de
valence dans l’antiproton 3. Dans le domaine couvert par l’expérience,

√
s = 24 GeV, xi > 0, 35,

la distribution des quarks de valence est bien mesurée dans la diffusion DIS et dσp̄p−pp permet
alors une mesure indépendante de αs comme l’a montré UA6 en 1999, pour trouver une valeur de
αs(mZ

) = 0, 112±0, 0016 (stat.)±0, 0033 (syst.) tout à fait en acord avec la determination actuelle
citée en éq. (8.2.67). Cela est illustré par la fig. 13.4 (à gauche). Le couplage αs ainsi déterminé, la
réaction pp→ γX parâıt donc idéale pour ajuster la distribution du gluon comme cela est illustré
par la figure de droite.

En fait, il est intéressant de discuter un peu plus précisément la corrélation entre la détermination
de αs(Q

2) et celle de la distribution du gluon xG(x,Q2) dans le proton. Dans DIS la fonction
F2(x,Q2) est mesurée très précisément mais le gluon y apparâıt comme un terme correctif (voir
éq. (9.1.25)) et il n’est donc pas très contraint surtout aux grandes valeurs de x. Quant à αs il est

3. UA6 Collaboration, M. Werlen et al., Phys.Lett. B452 (1999), 201 ; voir aussi Phys.Lett. B436 (1998), 222.
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Figure 13.5 – Exemples de diagrammes réels à inclure pour le calcul de la section efficace de
production d’un photon.

proportionnel aux violations d’invariance d’échelle et grâce au grand domaine en Q2 disponible il
est relativement bien déterminé. Pour la production de photons directs dans les collisions p p, la
section efficace est proportionnelle à αs(Q

2) ⊗ G(Q2). Si on choisit comme paramétrage initial 4

xG(x,Q2
0) ≈ (1 − x)cg on a évidemment une corrélation forte entre le paramètre cg et Λ

MS
: si cg

augmente (gluon plus ”mou”) alors la section efficace décrôıt et pour compenser αs doit augmenter
donc Λ

MS
aussi. On voit donc qu’une détermination précise de Λ

MS
sera très utile pour contraindre

le gluon dans d’autres observables telle que la production de photon direct ou de jets. De plus, com-
binant des expériences à plusieurs énergies permettra de sonder le gluon pour différents domaines
de x. Cette discussion illustre comment, en combinant différentes données on peut déconvoluer le
rôle des paramètres de la théorie et obtenir avec une relativement bonne précision un ensemble de
distributions partoniques au NLO 5.

• Production de photons dans l’approximation au delà des logarithmes dominants
Bien que présentée dans le formalisme LO, l’étude phénoménologique ci-dessus a été menée au
NLO où apparâıt une complication supplémentaire peu importante aux expériences sur cibles fixes
mais qu’il faut traiter correctement aux énergies des collisionneurs Fermilab et LHC. La figure
13.5 montrent quelques diagrammes ”réels” d’ordre supérieur : ceux de la première ligne sont
obtenus en greffant un gluon supplémentaire sur les diagrammes de Born tandis que ceux de la
deuxième ligne correspondent à des états initiaux nouveaux tels que q q et GG. Pour certains de
ces diagrammes le photon est rayonné par un quark produit à grande impulsion transverse. Ces
derniers conduisent, dans la section efficace, à une singularité logarithmique, quand le quark devient
colinéaire au photon, lors de l’intégration sur l’espace de phase des partons finals à une impulsion du
photon fixée. Ceci a été discuté en détail en sec. 10.3.2 où on a calculé le taux dΓ̂G

1 /dz de production
d’un gluon colinéaire à un quark. Ici cette singularité est d’origine purement électromagnétique et
perturbative, mais elle joue le rôle de la composante non-perturbative de l’émission d’un hadron
par un parton. Elle est absorbée dans la définition d’une fonction de fragmentation d’un quark en

4. La normalisation de la distribution du gluon est fixée par une règle de somme : la somme des impulsions des
partons doit être égale à celle du proton.

5. P. Aurenche, R. Baier, M. Fontannaz, J.F. Owens, M. Werlen Phys.Rev. D39 (1989), 3275.
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un photon d’une façon reminiscente du mécanisme de définition de la fonction de fragmentation
d’un parton en un hadron (voir sec. 10.3). On définit donc la fonction :

Dγ/q(z, k2T ) =
α

2π
e2q dγ/q(z) ln

kT
2

m2
0

, (13.2.25)

où m0 est le régulateur de la divergence de masse qui est choisi de l’ordre d’une masse hadronique
typique et qui sera déterminé par comparaison avec l’expérience. La fonction dγ/q(z) est identique,
à un facteur de couleur près, à dG/q(z) définie en éq. (9.1.46) :

dγ/q(z) =
1 + (1− z)2

z
, avec z =

kT
kT q

(13.2.26)

On représente la production de photon par fragmentation d’un quark par les diagrammes tels que
ceux de la fig. 13.6 où la boule grisée symbolise la fragmentation colinéaire q → q + γ. Le photon
n’est pas couplé directement aux processus durs qui n’impliquent donc que des quarks et des gluons.
Techniquement, bien qu’ayant son origine dans les corrections NLO, les diagrammes de cette figure

D

Figure 13.6 – Exemples de diagrammes de Born pour la production d’un photon par fragmentation
d’un parton.

apportent à la section efficace une contribution du même ordre de grandeur que les termes LO de
l’éq. (13.2.23)). En effet elle est proportionnelle à :

αs(k
2
T )2 α ln(k2T ) + termes non-logarithmiques ∼ αs(k

2
T )α,

puisque le facteur ln(k2T ) de la fonction de fragmentation compense un des facteurs αs(k
2
T ) de la

diffusion parton+parton. Pour un calcul cohérent au NLO il faudra donc inclure les corrections au
processus de type parton+parton→ parton+parton dont un tout petit nombre de diagrammes est
représenté en figure 13.7 : ce sont les mêmes que les diagrammes NLO pour la production inclusive
d’un hadron à grande impulsion transverse (voir la section suivante). Il faudra également définir les
équations d’évolution de la fonction de fragmentation du photon au delà des logarithmes dominants
ce qui amènera à introduire la fragmentation d’un gluon en photon qui est même ordre que celle
du quark en photon.

En résumé, au NLO et au delà, on peut distinguer deux mécanismes de production d’un photon :
soit le photon observé est couplé directement au processus dur, soit il est produit par rayonnement
(bremsstrahlung) d’un parton couplé au processus dur : dans les deux cas on parle de photon direct
ou photon prompt. Du fait de sa cinématique plus compliquée ce dernier processus est relativement
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D

D

Figure 13.7 – Exemple de diagrammes d’ordre supérieur pour la production de photons par le
mécanisme de fragmentation.

supprimé aux énergies des cibles fixes mais il joue un rôle important aux collisioneurs quand la va-
leur de la variable kT /

√
s est petite. Au niveau de l’observation, ce photon de bremsstrahlung sera

vu comme produit dans un jet de hadrons, puisqu’éventuellement le parton émetteur du photon se
fragmentera en hadrons, par opposition au photon issu directement du processus dur qui est, en
général, isolé .

• Photon isolé
La composante bremsstrahlung de production d’un photon direct complique la mesure du signal
expérimental. En effet le parton émetteur du photon quasi-colinéaire produit une gerbe de hadrons,
dont des π0 et des η qui se désintègrent en paires de photons contribuant au spectre inclusif. Pour
réduire ce bruit de fond d’origine hadronique au signal de photon direct on introduit le concept
d’isolement qui consiste à exclure l’activité hadronique autour du photon. Un photon est dit isolé
si aucun hadron satisfait les conditions :

riγ =
√

(yi − yγ)2 + (φi − φγ)2 < R,

kT i > ǫ kT , (13.2.27)

où la rapidité yi, l’angle azimutal φi et l’impulsion transverse kT i sont les coordonnées de la parti-
cule i. Dans les calculs théoriques de production de photon direct on applique les mêmes critères
mais sur les partons : la première des équations ci-dessus est un critère de colinéarité (fondé sur
les angles polaire et azimutal) qui éliminera les configurations où le parton est quasi-colinéaire au
photon : le facteur ln kT

2/m2
0 de l’éq. (13.2.25) sera alors remplacé par ln(1/R) ; la deuxième per-

met d’accepter dans le cône d’isolement des gluons de petite impulsion, ce qui est nécessaire pour
la compensation des divergences infrarouges entre diagrammes réels et virtuels. Ainsi un gluon
émis quasi-colinéairement au photon sera accepté dans le cône d’isolement et l’intégrale sur son
énergie entre 0 et ǫ kT sera suffisante pour compenser la divergence infrarouge laissant un facteur
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Figure 13.8 – Spectre inclusif de photon direct ou isolé dans les collisions p̄p et pp pour les énergies
21 GeV <

√
s < 1800 GeV (données pré-2006).

αs ln(1/ǫ), ce qui implique de choisir ǫ pas trop petit. Typiquement, suivant les expériences on
choisit 0, 4 < R < 1, ǫ ∼ 0, 1. Le critère d’isolement introduit pour éliminer le fond de photons
provenant de la décroissance des hadrons va donc également modifier le signal de photon prompt
et on parle dans de cas de spectre de photon isolé. Toutes les expériences aux collisionneurs de
Fermilab et LHC utilisent un critère d’isolement comme ci-dessus ou une de ses variantes. La figure
13.8 montre le spectre en xT , défini comme xT = 2kT /

√
s, des donnés pré-2006 : l’observable est le

spectre inclusif de photon prompt sauf pour CDF et D0 pour lesquelles le photon est isolé, tandis
que la figure 13.9 montre les mêmes spectres normalisés par les prédictions théoriques au delà de
l’ordre dominant. Les résultats expérimentaux sont en bon accord avec la théorie sauf ceux de la
collaboration E706 de Fermilab à

√
s = 31, 5 et 38, 9 GeV qui sont 2 à 3 fois plus élevés que les

prédictions, surtout aux petites valeurs de xT alors que les expériences aux énergies plus faibles
(WA70 et UA6) et plus élevées (R110, R806, AFS aux ISR (

√
s = 63 GeV), PHENIX à Brookhaven

(
√
s = 200 GeV) et CDF et D0 (

√
s = 1800 GeV)) sont toutes en accord avec la théorie. Il n’est

pas convaincant d’attribuer l’anomalie de E706 à un effet physique qui ne serait visible qu’entre
30 and 40 GeV : cela est plutôt dû à des problèmes dans la difficile analyse des données. Il est
intéressant de remarquer que même, les expérimentateurs peuvent quelquefois faire des erreurs !
Les données plus récentes de la collaboration ATLAS au LHC apparaissent en parfait accord avec



13.2. PRODUCTION DE PHOTONS DIRECTS À GRANDS TRANSFERTS 299

Figure 13.9 – Rapport données sur théorie au NLO pour le spectre inclusif de photon dans les
collisions p̄p et pp pour les énergies 21 GeV <

√
s < 1800 GeV (données pré-2006).

les calculs théoriques au NLO (fig. 13.10, haut) sur 14 ordres de grandeur. Cependant si regarde
le rapport théorie/données l’accord est moins spectaculaire puisque les calculs au NLO (JetPhox 6)
sous-estiment les données de 10 à 20% mais les calculs quasi-NNLO (Peter 7) rétablissent l’accord
surtout aux rapidité centrales.

La collaboration Alice, dû à l’extrême finesse de son calorimètre, peut extraire le spectre jusqu’à
des kT aussi bas que 10 GeV, soit xT > 2 10−3 tandis que ATLAS et CMS observent des photons
jusquà 1 TeV, xT < 0, 2. La figure 13.11 résume le domaine cinématique considérable couvert par
les expériences de production de photon direct, qui permettent ainsi de tester QCD sur un grand
domaine de (x,Q2) : on voit que les hautes énergies permettent d’accéder aux petites valeurs de x.
L’accord observé de la théorie avec les résultats de l’inélastique profond, la production de paires de
leptons et la production de photons directs sont un test extrêmement convaincant de la validité de

6. Z. Belghobsi, M. Fontannaz, J.-Ph. Guillet, G. Heinrich, E.Pilon, M. Werlen, Phys. Rev. D 79 114024,
[arXiv :0903.48341] ; https ://lapth.cnrs.fr/PHOX FAMILY/main.html.

7. T. Becher, C. Lorentzen and M. D. Schwartz, Phys. Rev. D 86 (2012) 054026 ; M. D. Schwartz,
[arXiv :1606.02313].
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QCD sur plus d’une dizaine d’ordres de grandeur. La production de gerbes hadroniques que l’on
va brièvement discuter confirme cet accord remarquable entre théorie et données.

Utilisant la même approche on peut étudier la production d’une paire de photons dans les collisions
p p→ γ γ +X qui, comme on l’a déjà mentionné est le fond dominant à la recherche du boson de
Higgs. La section efficace s’obtient à partir des diagrammes ci-dessus où on substitue un photon à
un gluon final : par exemple à l’approximation LO seuls les diagrammes d’annihilation q q̄ → γ γ
contribuent. On peut ainsi calculer le spectre en fonction de la masse de la paire, comme pour
le procesus Drell-Yan ou, pour une masse fixée la distribution en impulsion transverse de cette
dernière.
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Figure 13.10 – Section efficace inclusive de production d’un photon isolé en fonction de l’énergie
transverse du photon dans les collisions pp à 8 TeV, au LHC (Collaboration ATLAS, JHEP 06
(2016) 005 ; [arXiv :1605.03495]).
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Figure 13.11 – Domaine en “(x,Q2)” couvert par les données de production de photons prompts
dans les collisions hadroniques. Les données LHC (ALICE, ATLAS, CMS) sont à 7 TeV. Avec
l’aimable autorisation de Monique Werlen.

13.3 Production de jets dans les collisions hadroniques

Dans l’approximation au logarithme dominant la gerbe hadronique est identifiée à un parton
final (quark ou gluon) produit à grande impulsion transverse kT . Aucun effet de fragmentation du
parton en hadrons n’est pris en compte. La cinématique est donc la même que pour la production
d’un photon mais on doit sommer sur tous les types de partons de l’état final :

k0
dσ3

dk
=

1

s(−t)
∑

i,j,k,l

∫ 1

xmin
i

dx1
x21

Fi/A(x, k2T )Fj/B(x2, k
2
T )

1

(4π)2
Σ | M |2ij→kl

où k est l’impulsion du parton (jet) observé. La dynamique au niveau partonique est assez complexe
car il y a un grand nombre de processus en jeu, qq → qq, qq̄ → qq̄, q̄q̄ → q̄q̄, qq̄ → gg, gq → gq,
gg → qq̄, gg → gg :
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La dominance relative d’un processus partonique dépend de l’énergie transverse du jet : ainsi, au
LHC, pour un jet de kT ≈ 100 GeV la diffusion gluon-gluon représente 60% de la section efficace
comparée aux processus gluon-quark (35%) et quark-quark (5%), tandis que pour kT ≈ 2 TeV la
diffusion quark-quark domine (50%) devant la diffusion gluon-quark (40%) et gluon-gluon (10%).
Pour exemple on montre dans la figure 13.12 une compilation des sections efficaces de production
de jet pour les collisionneurs p p̄ et p p : on remarque l’accroissement considérable, d’un facteur
environ 3500, de la section efficace entre

√
s = 546 GeV et

√
s = 7 TeV pour kT = 100 GeV (et

de 5000 entre
√
s = 546 GeV et

√
s = 8 TeV (voir fig. 13.13)). Qualitativement on estime que la

valeur moyenne de l’impulsion des partons initiaux dans la collision est < x >≈ 2kT /
√
s 8 et donc

quand l’énergie augmente < x > décrôıt et corrélativement les densités partoniques augmentent
notamment celle du gluon (voir figs. 9.1 et 9.2) : c’est ce qui explique l’accroissement spectaculaire
de la production d’un jet de kT = 100 GeV à

√
s = 8 TeV , dominée par la diffusion gluon-gluon,

comparée à celle à
√
s = 546 GeV dominée par le processus quark-antiquark de valence. C’est pour

cela que l’on dit quelquefois que le LHC est une machine à produire des gluons. En général les
processus initiés par les gluons dominent aux ”basses” valeurs de kT tandis que ceux initiés par
les quarks (de valence) dominent à ”grands” kT . Il faut aussi signaler que la section efficace de
production de jets est proportionnelle à α2

s et elle est donc très sensible à la valeur de Λ, ou de
façon équivalente à la valeur de αs(m

2
Z

).

Si on calcule la section efficace de jet inclusif au NLO on rencontre les mêmes problèmes de
divergences infrarouges et colinéaires que dans la diffusion e+ e−. Comme dans ce dernier cas,
on va donc définir un jet comme un parton ou une association de deux partons quasi-colinéaires.
La contrainte supplémentaire est que cette définition doit être invariante sous une transformation
de Lorentz longitudinale puisque les jets sont produits par une collision parton-parton mais sont
reconstruits expérimentalement dans le centre de masse proton-proton. Pour définir la distance
entre deux partons et savoir quand les recombiner en un seul jet on va définir leur cinématique à
l’aide de l’impulsion transverse, la rapidité et l’angle azimutal. Soient deux partons, de masse nulle,
de coordonnées :

ki = (kiT cosh yi, kiT cosφi, kiT sinφi, kiT sinh yi)

kj = (kjT cosh yj, kjT cosφj , kjT sinφj , kjT sinh yj).

8. On estime que ŝ ≈< x >2 s ≈ 4k2T , d’où le résultat.
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à 7 TeV.

Le carré de la masse invariante des deux partons est :

sij = 2ki · kj = 2kiT kjT [cosh(yj − yi)− sin(φj − φi)]
∼ kiT kjT

[
δyij

2 + δφij
2
]

avec δyij = (yj − yi), δφij = (φj − φi) supposés ”petits”. A partir de cette expression il est usuel
de définir la distance entre les partons comme :

dij = min(kiT , kjT )

√
δyij

2 + δφij
2/R. (13.3.28)

On a introduit dans cette mesure un paramètre numérique R dont on précisera la valeur plus bas.
Cette mesure est bien invariante sous une transformation de Lorentz longitudinale puisque chacune
des variables, δyij , δφij , kiT et kjT l’est. Choisir de normaliser la distance par l’impulsion mimi-
male plutôt que par la racine carré du produit est plus physique car cela rend le cut-off infrarouge
indépendant de la valeur de l’impulsion maximale. C’est une ”bonne” mesure puisqu’elle s’annule si
l’un des partons est d’impulsion nulle ou si les partons sont colinéaires, c’est à dire s’ils ne forment
qu’un seul parton. Intuitivement, on voit que deux partons formeront deux jets observables si dij
est suffisament grand et coalesceront en un seul jet dans le cas contraire. Cette condition sur dij
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Figure 13.13 – Section efficace inclusive de production d’un jet en fonction de l’énergie
transverse du jet dans les collisions pp à 8 TeV, au LHC (Collaboration CMS, voir
https ://twiki.cern.ch/twiki/bin/genpdf/CMSPublic/PhysicsResultsSMP12012.

combine en fait celles sur les deux cut-offs (infrarouge ǫ et colinéaire δ) de la définition à la Sterman-
Weinberg.

Plus précisément, pour classer les événements selon le nombre de jets on procède la façon suivante.
On définit la distance d’un parton i au faisceau par :

di = kiT , (13.3.29)

et on ordonne les distances di et dij par ordre croissant. Si c’est un dij qui est la plus petite valeur
on combine les deux partons en un jet l dont on calcule en général les cordonnées de la façon
suivante 9 :

klT = kiT + kjT

yl = (kiT yi + kjT yj)/klT

φl = (kiTφi + kjTφj)/klT , (13.3.30)

et la configuration à 3 partons est considérée comme un événement à 2 jets. Si c’est un di qui a la va-
leur minimale on compare alors la distance entre les deux autres partons à leur distance par rapport
au faisceau et si elle est la plus petite on combine les partons en un jet à l’aide de (13.3.30), sinon
chacun des partons est interprété comme un jet. La valeur du paramètre R introduit en (13.3.28)

9. On peut aussi définir l’impulsion du jet en ajoutant les vecteurs impulsion de chaque parton



13.3. PRODUCTION DE JETS DANS LES COLLISIONS HADRONIQUES 305

Figure 13.14 – Section efficace inclusive de production d’un jet en fonc-
tion de l’énergie transverse du jet normalisée à la prédiction de QCD pertur-
batif au NLO, dans les collisions pp à 8 TeV, au LHC (Collaboration CMS,
https ://twiki.cern.ch/twiki/bin/genpdf/CMSPublic/PhysicsResultsSMP12012).

est choisie de l’ordre de 0.3 à 0.7 au LHC et jusqu’à 1 aux énergies de Fermilab. La procédure
de combinaison de partons ci-dessus suit ”l’algorithme kT ” 10 qu’utilise les expérimentateurs pour
construire de façon récursive les jets à partir des impulsions des particules ou ”protojets”. Il existe
d’autres algorithmes comme celui dit de ”cône” dérivé de la définition de jets à la Sterman-Weinberg
(voir la section 10.2) mais ils souffrent d’ambiguités et ils sont moins utilisés aujourd’hui.

En fait, avec les progrès expérimentaux qui permettent d’assigner une saveur aux jets de désintégration
de quarks lourds (charme, bottom) grâce aux détecteurs ”micro-strip” et à la mesure des ”vertex
déplacés”, une nouvelle mesure de la distance et de la contruction des jets ont été proposées,
connues sous le nom d’algorithme ”anti-kT ” 11. Elle permet d’associer un parton mou et/ou co-
linéaire au jet de saveur lourde tout en préservant la saveur du jet et la stabilité infrarouge et
colinéaire. A l’éq. (13.3.28) on substitue :

dSij = max(kiT , kjT )
√
δyij

2 + δφij
2/R, si le plus mou du i ou j porte une saveur, (13.3.31)

= min(kiT , kjT )

√
δyij

2 + δφij
2/R, si le plus mou du i ou j ne porte pas de saveur.

Un parton ne portant pas de saveur peut être un gluon ou un quark léger (u, d, s). Pour la recons-
truction expérimentale du jet il faut également modifier la définition du jet par rapport au faisceau

10. S.D. Ellis, D.E. Soper, Phys. Rev. D48 (1996), 3160
11. A. Banfi, G.P. Salam, G. Zanderighi, Eur. Phys. J. C47 (2006), 116, [hep-ph/0601139]
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Figure 13.15 – Spectre inclusif, en kT et en y, d’un jet à
√
s = 2, 76 TeV normalisé par

les prédictions théoriques au NLO avec les fonctions de structure CT10. Les bandes hachurées
et en pointillés colorés sont les pré/post-dictions obtenues avec les distributions partoniques
CT10, HERA et HERA ajustées au spectre du jet (ATLAS Collaboration, EPJC 73 (2013) 2509
[arXiv :1304.4739]).

(voir Banfi et al. cité plus haut, pour plus de détails).

Pour les nouveaux résultats du LHC on utilise maintenant l’algorihme ”anti-kT ” comme on peut le
voir sur les figures 13.13 à 13.16 avec des valeurs de R = 0, 6 ou R = 0, 7 suivant les collaborations
(les valeurs R = 0, 3 ou R = 0, 4 sont aussi utilisées). Dans ces figures on montre les incertitudes
théoriques obtenues en faisant varier les échelles de renormalisation et factorisation entre .5 kT et 2
kT . On compare dans la figure 13.13 le spectre inclusif en kT d’un jet, dans plusieurs domaines de
rapidité, mesuré par la collaboration CMS au LHC (

√
s = 8 TeV), avec les prédictions théoriques à

l’approximation au delà des logarithmes dominants : l’accord entre théorie et expérience sur presque
11 ordres de grandeur est remarquable (comparaison entre la section efficace à grand et petit kT ,
pour y ∼ 0). Cependant, la représentation des résultats sur un graphe dont l’échelle verticale couvre
13 ordres de grandeur n’est pas très sélective. Aussi utilise-t-on souvent le rapport données/théorie
comme en figure 13.14, en fonction de kT pour un intervalle de rapidité donné. Cela permet une
comparaison beaucoup plus fine entre expérience et pré/postdictions théoriques : on voit ainsi que
le résultat obtenu en utilisant les distributions partoniques CT10 (une variante de CTEQ ajustée
aux données du LHC) montrent un accord remarquable avec l’expérience alors que celles fondées sur



13.3. PRODUCTION DE JETS DANS LES COLLISIONS HADRONIQUES 307

0.8

1

1.2

1.4 |y| < 0.3

0.6

0.8

1

1.2
 |y| < 0.8≤0.3 

0.6

0.8

1

1.2
 |y| < 1.2≤0.8 

0.6

0.8

1

1.2

1.4  |y| < 2.1≤1.2 

0.8

1

1.2
 |y| < 2.8≤2.1 

0.5

1

 |y| < 3.6≤2.8 

0.5

1

1.5  |y| < 4.4≤3.6 

 [GeV]
T

p
30 40

2
10

2
10×2

 [GeV]
T

p
30 40

2
10

2
10×2

) 
ra

ti
o

 w
rt

 N
L

O
 p

Q
C

D
 (

C
T

1
0

)
T

 (
y
, 
p

ρ

) 
ra

ti
o

 w
rt

 N
L

O
 p

Q
C

D
 (

C
T

1
0

)
T

 (
y
, 
p

ρ

ATLAS
-1

 dt = 0.20 pbL ∫
jet
7TeVσ / 

jet

2.76TeVσ = ρ

 R = 0.6tkanti-

Data with

statistical

uncertainty

Systematic

uncertainties

⊗NLO pQCD 

non-pert. corrections

CT10

HERA+ATLAS

HERA I

Figure 13.16 – Données et prédictions de QCD perturbatif au NLO pour le rapport des spectres
inclusifs d’un jet à

√
s = 2.76 TeV et

√
s = 7 TeV. Les points expérimentaux (•) sont ρATLAS(y, kT )

normalisés par ρCT10(y, kT ) et la bande grise les erreurs expérimentales systématiques associées.
Les rapports théoriques pour les distributions partoniques CT10, HERA et HERA contraintes par le
spectre de jet de ATLAS sont indiqués par la bande colorée et les pointillés (ATLAS Collaboration,
EPJC 73 (2013) 2509 [arXiv :1304.4739]).

une variante des distributions ALEKHIN (ABM11 non ajustées aux données) diffèrent jusqu’à 20%
aux grandes valeurs de kT . Une étude similaire pour ATLAS à

√
s = 2, 76 TeV est montrée en figure

13.15 : l’accord est de nouveau excellent, sauf peut-être aux grandes valeurs de rapidité (y > 2, 8)
mais toujours à l’intérieur des erreurs. On remarque par ailleurs que les incertitudes expérimentales
sont supérieures à celles théoriques. Ce bon accord est valable pour toutes distributions partoniques
considérées (voir la légende de la figure pour les détails). La collaboration remarque qu’ajuster les
distributions partoniques HERA au spectre inclusif d’un jet permet de réduire les incertitudes sur
la distribution du gluon, notamment aux petites valeurs de x < 10−3. Poursuivant cette étude
ATLAS compare ces données à celles à

√
s = 7 TeV ainsi qu’aux prédictions théoriques. Pour cela

ils définissent le rapport :

ρexp(y, kT ) =
d2σ/dydkT (2, 76 TeV)

d2σ/dydkT (7 TeV)
,

et un rapport similaire ρthéo(y, kT ) pour la théorie au NLO utilisant différents ensembles de fonctions
de structure du proton. Ils construisent alors le rapport des deux rapports ρexp/ρthéo où théo = CT10
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dont le résultat est montré en figure 13.16. La première chose que l’on remarque est que, pour
ρexp(y, kT ), les incertitudes systématiques (bandes grises) sont beaucoup plus petites que celles sur
le spectre inclusif du jet, car beaucoup d’erreurs systématiques se compensent dans le rapport, ce
qui permet une étude plus fine. La deuxième remarque est que cette quantité n’est pas égale à 1 aux
petites valeurs de la rapidité (y < 0, 8), Si l’on admet l’accord parfait entre expérience et théorie
à
√
s = 2, 76 TeV (figure 13.15) alors on est obligé de conclure que les distributions partoniques

utilisées surestiment très légèrement, mais systématiquement, les données à 7 TeV pour les rapidités
centrales. Cependant, si on prend en compte les incertitudes associées aux paramétrages et à la
théorie (bandes colorées sur la figure), alors le désaccord observé reste à l’intérieur des barres
d’erreur. Il ne fait pas de doute que, après ajustement adoptant si nécessaire un paramètrage plus
souple que celui des éqs. (9.1.54), on construira un accord parfait aux deux énergies et cela sans
détruire les analyses faites à plus basse énergie dans d’autres expériences. Cette discussion, un
peu technique, illustre comment affiner les prédictions de QCD pertubatif en considérant le plus
grand nombre de résultats dans le plus grand domaine cinématique possible. On peut dire mi-
sérieusement que ce type d’analyse tient de la science autant que de l’art, notamment en ce qui
concerne l’estimation relative des erreurs d’une expérience à l’autre et d’une prédiction théorique
à l’autre.

13.4 Production de hadrons dans les collisions hadroniques

Comme dans le cas de la diffusion e+ e− on peut étudier dans les collisions p p, en QCD au
NLO, la distribution d’une particule à grand kT

12. Cela permet de mieux contraindre les fonctions
de fragmentation de partons en hadrons déjà introduites en sec. 10.3. Les collisions hadroniques
sont complémentaires des collisions e+ e− pour ce genre d’étude. En effet les collisions leptoniques
permettent de déterminer avec précision la fragmentation du quark en hadrons à petit z mais non
à grand z dû à la faible statistique. Quant à la fragmentation du gluon, elle est très peu contrainte
puisque la transition gluon → hadron+ X est associée à un processus correctif au terme de Born
comme on l’a vu en sec. 10.3. Dans les collisions p p les sections efficaces partoniques sont très
fortement décroissantes avec l’impulsion transverse et pour compenser ceci le parton dôıt céder
une grande partie de son énergie au hadron, c’est à dire que la réaction est sensible aux grandes
valeurs de z de la fonction de fragmentation 13. D’autre part on a vu que les sections partoniques
avec gluons initial et final jouent un rôle tout à fait dominant dans les collisions hadroniques dès
le terme de Born et il est donc évident que la fragmention du gluon sera fortement contrainte. On
montre en figure 13.17 un exemple de spectre hadronique chargé à différentes énergies du LHC. Les
prédictions théoriques au NLO utilisent les fonctions de fragmentation de DSS 14. On remarque un
très bon accord sauf peut-être à

√
s = 7 TeV où les prédictions tendent à surestimer les donnés

aux plus grandes valeurs de kT . Cependant l’incertitude théorique, estimée par une variation des
différentes échelles arbitraires reste grande. Ce qui est remarquable (et sans doute accidentel !) est
l’excellent accord théorie/expérience aux petites valeurs de kT où l’on s’attendrait plutôt à l’effon-
drement de l’approche strictement perturbative : en effet une valeur de kt ∼ 1, 5 GeV, équivaut

12. F. Aversa, P. Chiappetta, Mario Greco, J.Ph. Guillet, Nucl.Phys. B327 (1989), 105

13. Pour une impulsion transverse hadronique khadT donnée, l’impulsion partonique kpartonT = khadT /z doit être aussi
petite que possible, donc z aussi grand que possible, pour maximiser la section efficace.
14. D. de Florian, R. Sassot, M. Stratmann, Phys.Rev. D76 (2007), 074033.
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Figure 13.17 – Données et prédictions de QCD perturbatif au NLO pour le spectre inclusif de
hadrons chargés au LHC. Les incertitudes théoriques sont quantifiées par la variation 0, 5 kT <
µ < 2 kT où µ est l’échelle commune de renormalisation, factorisation et fragmentation. Les fonc-
tions de fragmentation sont celles de DSS. Les figures sont extraites de R. Sassot, P. Zurita, M.
Stratmann, Phys.Rev. D82 (2010), 074011, [arXiv :1008.0540], et les données des collaborations
ATLAS, Phys.Lett. B688 (2010), 21 et CMS, JHEP 1002 (2010), 041, [arXiv :1005.3299].

à x ∼ 5 10−4 ce qui implique de ”grands” termes correctifs de l’ordre de αs ln(1/x) qu’il faudrait
sommer à tous les ordres pour un résultat crédible. Il est en principe possible de mesurer au LHC
le spectre inclusif d’une grandes variété de hadrons : π, K, D±, D0, Ψ, B±, B0, Υ, p, p̄, · · · et
donc de faire une étude fine de la fragmention des différents partons.

Si un bon accord données/théorie est observé sur le spectre inclusif de hadron chargé au LHC, on a
montré cependant qu’il existe une grande dispersion des prédictions, suivant le choix des fonctions
de fragmentation, pour des observables de corrélations que l’on peut construire lorsque l’on étudie,
par exemple, la réaction p p→ h jetX 15. Ainsi la figure 13.18 a), montre la distribution dσ/dzh en
fonction de :

zh =
~khT · ~k

jet
T

|~kjetT |2
, (13.4.32)

où le hadron chargé est pris dans le jet : cette dispersion des prédictions est encore magnifiée quand
on normalise point à point les distributions par celle de DSS (figure de droite). Un autre aspect

15. F. Arleo, M. Fontannaz, J.-Ph. Guillet, Chi Linh Nguyen, JHEP 1404 (2014), 147, [arXiv :1311.7].
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hz
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

 [
p

b
]

h
z

/dσ
d

5
10

610

-
/h+FF for h

DSS
AKK08
HKNS
Kretzer
BFGW

JETPHOX

hz
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

F
F

 s
e

t 
/ 

D
S

S

1

-
/h+FF for h

DSS
AKK08
HKNS
Kretzer
BFGW

JETPHOX

a)

hz
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

 [
p

b
]

h
z

/dσ
d

410

5
10

610

-
/K+FF for K

DSS
AKK08
HKNS
Kretzer

JETPHOX

hz
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

F
F

 s
e

t 
/ 

D
S

S

1

-
/K+FF for K

DSS
AKK08
HKNS
Kretzer

JETPHOX

b)

Figure 13.18 – a) Distribution de hadrons chargés à l’intérieur d’un jet à
√
s = 8 TeV. La référence

au paramètrage des fonctions de fragmentation est donnée à la fin de la sec. 10.3. La bande grisée
indique la variation des prédictions de QCD au NLO avec les fonctions de fragmentation DDS quand
les échelles arbiraires varient dans l’intervalle [0, 5 kjetT , 2 kjetT ] ; b) distribution de kaons chargés avec
les mêmes conventions.

saillant est la grande variabilité des prédictions quand on modifie les échelles, variabilité qui reste
cependant moindre que celle associée au choix des fonctions de fragmentation : DSS, BFGW et
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HKNS sont compatibles mais AKK08 et Kretzer sont assez différentes. Si on s’intéresse maintenant
à la production de K± chargés on observe une situation assez différente avec HKNS largement au
dessus des autres distributions 16 .

Les fonctions de fragmention sont obtenues par comparaison avec un grand nombre de données.
Cependant combiner les données de plusieurs expériences leptoniques et hadroniques, prises avec des
détecteurs très différents, couvrant un domaine d’énergie très grand, est un art subtil et dangereux :
toutes les expériences ne sont pas compatibles entre elles et le phénoménologue n’ayant pas le droit
de décider quelles sont les ”bonnes” et les ”mauvaises” expériences sera forcé de chosisir selon des
critères personnels (donc non scientifiques) les données à analyser. Cela conduit à une assez grande
dispersion des paramétrages.

13.5 Conclusion

En conclusion, dans les collisions de type hadron-hadron, un grand nombre d’observables dé-
pendent des fonctions de structure des partons dans les hadrons (et éventuellement des fonctions de
fragmentation) et de la valeur de Λ. Pour que QCD soit validée en tant que théorie des interactions
fortes il faut que les prédictions soient en accord avec toutes les observables. Les données devenant de
plus en plus précises et couvrant un domaine cinématique de plus en plus étendu, les tests de QCD
deviennent de plus en plus contraignants. Lors d’une analyse phénoménologique il ne faut oublier
de prendre en compte les incertitudes théoriques qui sont dûes au fait que la série pertubative est
tronquée au deuxième ou troisième ordre (exceptionnellement à des ordres plus élevés) et associé
à cette troncature prendre en compte l’effet de l’arbitraire des échelles de renormalisation, de
factorisation et éventuellement de fragmentation. La variation des échelles est tradionnellement
comprise entre 0,5 à 2 fois ”l’échelle dure” du processus considéré. On laisse au lecteur le soin de
réfléchir à ce qu’on appelle ”échelle dure” dans un processus donné et de trouver une explication
pourquoi l’incertitude théorique estimée ne prend en compte qu’une variation d’un facteur 4 de
cette échelle !

16. Chi Linh Nguyen, thèse de doctorat, LAPTh, Université de Grenoble, https ://tel.archives-ouvertes.fr/tel-
00986981.
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