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Ce cours est enseigné depuis 2018 a la faculté des sciences de I’Université de Lorraine a Nancy. 1l
est en grande partie tiré du livre:

— Jean—Christophe Yoccoz. Cours de topologie : calcul différentiel, équations différentielles pour
la licence MAF. Université Paris-Sud, 1994,

disponible gratuitement [ici.

La section portant sur les équations différentielles est également inspirée de:

— Coddington E-.A et Levinson L. Theory of Ordinary Differential Equations. McGraw-Hill
Book Company, Inc., New York-Toronto-London, 1955. xii+429 pp.

— Zuily CL et Queffélec H. Eléments d’analyse pour l’agrégation. Masson, Paris-Milan-Barcelone,
1995. 478 pp.

et dans une moindre mesure de:

— Coddington E-. A. et Carlson R. Linear Ordinary Differential Equations. Society for Industrial
and Applied Mathematics (STAM), Philadelphia, PA, 1997. xii+341 pp. ISBN 0-89871-388-9.

— Reinhard H. Fquations différentielles, fondements et applications. Dunod, Paris, 1982. xiv+446
pp.
De nombreux exercices ont été glanés a droite & gauche sur internet (sur le site exo7) en parti-

culier). Je prie les personnes qui reconnaitraient des exercices de leur cru de bien vouloir m’excuser
de ne pas les citer.

Tous les graphes ont été réalisés avec le logiciel MATLAB.
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Chapitre 1

Prérequis au calcul différentiel

1.1 Normes et espaces vectoriels normés

Soient F un espace vectoriel (ev) de dimension finie n (que 'on pourra donc identifier avec R™).
Une norme sur F est une application

- E = Ry
x|

vérifiant :
1. Pour tout z € E, ||z|| = 0 entraine x = 0;
2. Pour tout (z,\) € E x R, || Az|| = |Al||z|];
3. Pour tout (z,y) € £ x E, ||z + y|| < [lz[| + ||y[| (inégalit¢ triangulaire).

Une norme est qualifiée d’euclidienne lorsqu’elle est définie par:

|z|| = v/(z,x) pour tout z € E,

ou (-,-) est un produit scalaire sur E.

On peut par exemple munir R” des normes usuelles suivantes, définies pour tout p € [1,00[ et
tout x = (x1,...,x,) € R" par:

n 1/p
el = (k) et el = o ol
=

La donnée d’un couple (E,|| - ||) s’appelle un espace vectoriel normé. Rappelons que:

Proposition 1.1. Deuz normes || - |1 et || - ||]2 sur un ev E de dimension finie sont toujours
équivalentes c’est a dire qu’il existe deux constantes Cy et Co strictement positives telles que :

Cillz|l1 < ||z]l2 < Collz|h pour tout x € E.
Soit a € E et (x,,), une suite dans E. On dira que la suite (z,), converge vers a dans F lorsque:

i e —all =0,

On remarque que, suivant la proposition la notion de convergence ne dépend pas du choix de
la norme. Ce résultat est faux dans un ev de dimension infinie: Toutes les normes ne sont plus
équivalentes et donc la notion de convergence dépend du choix de la norme.



4 CHAPITRE 1. PREREQUIS AU CALCUL DIFFERENTIEL

1.2 Applications continues

Définition 1.1 (Continuité). Soient E et F' deur ev normés et f : E — F. On dit que f est
continue en un point a € E lorsque, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que:

Pour tout x € E <”£L’—CL||E<77) = (Hf(:n)—f(a)HF<5)

Proposition 1.2. Toute fonction construite a partir de fonctions continues par combinaison linéaire,
produit, quotient (avec un dénominateur qui ne s’annule pas) ou produit de composition est encore
continue.

Exercice 1.1. Soit f : R? — R? définie pour tout x = (z1,z2) par:

1 123
9.2 2
F@=| 2T o400 et £00) = (00).

1 EE
9.2 2
3z + x5

Vérifier que f est continue en (0,0).

Solution : Pour tout z = (z1,22) # (0,0), on a:

1 xlx% 1 x%xg
- 0w {7 | 1)
R N (e |

et, notant T = x1/||z||2 et Ty = zo/||x||2:

x%xz

‘ xlx%

o | < Il < o],

= =2
| <l <ol et |51

car |Z1] < 1 et |Z2] < 1. On en déduit que:
1
1£ () = £(0,0)[loc < S llll2,

et donc que f est continue en (0,0).

Parmi les applications continues, on distinguera en particulier :

Définition 1.2 (Applications lipschitziennes). Soient E et F deuxr ev normés. Un application
[ E — F est dite lipschitzienne de constante de Lipschitz k > 0 lorsque :

Pour tout z,y € B, [|f(z) = f(y)llF < kllz —yle.

1.3 Applications linéaires

Soit E et F' deux ev de dimensions finies. Rappelons que:

Proposition 1.3. Toute application linéaire £ : E — F' est lipschitzienne.



1.4. APPLICATIONS BILINEAIRES )

On note Z(E,F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F. Si E est de dimension n
et F' de dimension m alors .Z(E,F) est de dimension n x m. Soit {eg,k =1,...,n} une base de £
et {fj,j =1,...,m} une base de F, alors pour tout ¢ € .Z(E,F) il existe des coefficients a; € R
(k=1,....net j=1,...,m) tels que:

ley) = Z ag; fi.
j=1

Siz=ux1e1+ ...+ xne, dans E et {(z) = y1f1 + ... + ynfn dans F alors:

Y1 Qi1 Q12 ... Oam T
Y21 | @21 @22 ... Gom T2
Yn Anl Qp2 ... Onpm Tn
A partir de deux normes || - || et || - |7 sur E et F on peut définir une norme || - | #(&,F) (appelée
norme subordonnée) sur .Z(E,F) de la fagon suivante. Pour tout ¢ € Z(E,F), posons:
[€(2)]|
1l 2,y = sup ———— = sup |[[{(z)||lF
z€EE ”HJHE z€E
z#0 lzll g=1

= inf {k > 0 tel que pour tout = € E, |[|{(z)|r < kl|z|/5}.

La norme de ¢ est donc sa plus petite constante de Lipschitz. En tant qu’espace vectoriel de
dimension finie, on pourrait considérer sur .Z(E,F') n’importe quelle norme || - ||, (1 < p < o0)
définie plus haut. L’avantage de la norme || - || (g ) se voit lorsque I'on considére un produit de
composition. En effet, soit G un autre ev normé. Si {1 € £ (E,F) et s € Z(F,G), alors:

€2 0 b1l 2(B,c) < 1l 2z, m) 2l 2(Fc)-

En dimension infinie, la proposition est fausse: il existe des applications linéaires qui ne sont
pas continues. On ajoute alors la continuité dans la définition de I'espace Z(F,F).

1.4 Applications bilinéaires

Soient E, F' et G trois ev. Une application b : E x F' — G est bilinéaire lorsque pour tout z € F
et pour tout y € F, les applications b(z,:) : FF — G et b(-,y) : E — G sont linéaires.

Proposition 1.4. Soient E, F et G trois ev normés. Toute application bilinéaire b: E X F — G
est continue. De plus, il existe une constante k > 0 telle que, pour tout (z,y) € E x F:

1b(z,y)lle < Ellzl syl e

On note % (E x F,G) 'ensemble des applications bilinéaires de F x F' dans G et pour toute
application b dans cet espace on définit la norme subordonnée :

b(z.y)|a

Wl = sup  @vle
oS3 Nallslylr
z,y#0

= inf {k > 0 tel que pour tout (z,y) € E x F, ||b(zy)|a < k||| ellylF}-
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Alors (%(E x F.G),|| - |l #y(Exr.c)) est un espace vectoriel normé.
Soit application :
T: Z(FE.Z(FQ))

~—

— gQ(EXF,G)
— b,

tels que pour tout (z,y) € E x F, b(x,y) = B(z)(y).

Ss/

Proposition 1.5. L’application linéaire T est une isométrie, c’est a dire qu’elle est bijective et
que, pour tout B € £ (E,Z(F,G)), on a:

|Bll2(e,2F,.c)) = ITBll.2Exrac)
Démonstration. L’application T~! est donnée par:

T ' A%(EXxFG) — Z(E.Z(FQG)
b — B

ou, pour tout z € E, B(x) = b(x,"). D’autre part, pour tout B dans .Z(E,.Z(F,G)):

|1B(2)| 2(rc
1Bl o, 2r6y) = sup —— = D
" Talls
1 B
st [ 1E@ W
r#0 y#0
B(z)(y)llc
sup M = HTBHJZQ(EXF,G)7

wweexr ||Z|ElYllF
z,y#0

ce qui conclut la démonstration. ]

On a bien sir les mémes résultats avec I’application :

Z(F.2(EG) — %(ExFQG)
B — b,

ou pour tout (z,y) € E x F, b(z,y) = B(y)(x).

Dans la suite du cours, nous ferons ’identification :

L(BE.Z(FG)) ~ %(E x FG).

Comme pour les applications linéaires, la Proposition est fausse en dimension infinie. On
ajoute donc encore la continuité dans la définition de £ (F x F.G).

1.5 Intégration d’une fonction a valeurs dans un evn

Soit (E,|| - ||g) un espace vectoriel normé, soit [a,b] un invervalle de R et f : [a,b] — E une
fonction. Pour tout o, réel strictement positif tel que o < (b — a), on peut définir une subdivision
a=zxf <x] <... <z =0bdelintervalle [a,b] de pas o c’est a dire telle que

o= swp |of—al |
k=1,...,ns
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Pour toute famille 7o, = {7, ... t5_} de réels tels que t7 € [z7_,,z7] (pour tout k = 1,...,ns) on
définit la somme de Riemann .
So(f) =Y _(af —af_)f (7).
k=1

Définition 1.3. Une fonction f : [a,b] — E est dite intégrable au sens de Riemann lorsqu’il existe
I(f) € E vérifiant la propriété suivante :

Pour tout e > 0, il existe 0 < § < (b—a) tel que pour toute subdivision de pas o < & et toute famille
de réelles T, = {t7,...,t;, } comme ci-dessus, on a:

156 (f) = I(H)llp <&

On note alors I(f) = ff f(t)dt
On utilisera le plus souvent la propriété suivante :
Proposition 1.6. Tout fonction continue sur [a,b] est intégrable au sens de Riemann.

Via l'introduction d’une base de E, intégrale d’une fonction a valeurs dans un ev peut se
déduire de l'intégration de fonctions a valeurs réelles.

Proposition 1.7. Soit f : [a,b] — E une fonction continue et soit {ey,...,em} une base de E. La
fonction f se décompose dans cette base sous la forme:

m

ft) = Z fi(t)e; pour tout t € [a,b],

J=1

ot chaque fonction f; est une fonction continue de [a,b] dans R. On a alors :

/a o)t = < / £t dt) .
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Chapitre 2

Différentielle d’une fonction

2.1 Différentiabilité

Soient E et F' deux ev normés, % un ouvert de E, a¢ un point de %, et f : % — F une fonction.
On note 0 =% — {a} = {h € % tels que a+ h € %} (c’est un ouvert qui contient Og).

Définition 2.1 (Développement limité & 'ordre 1). On dit que f est différentiable en a s’il
existe une application ¢ € L (E,F) et une fonction € : 0 — F telles que:

hlirg le(h)||F =0 et pour tout h € &, f(a+ h)= f(a)+£(h)+ ||h||ge(h).
—UE

Définition 2.2 (Taux d’accroissement). On dit que f est différentiable en a s’il existe une
application £ € L (E,F) telle que:

[f(a+h) = fla) = £(h)|IF

= (0.
hop 2]l

Proposition 2.1. Les déﬁnitions et sont équivalentes. L’application £ est unique (et dépend
du point a). On Uappelle la différentielle de f en a et on la note Df(a).

Les définitions [2.1] et [2.2] sont encore valables en dimension infinie (il ne faut pas oublier que
s ]

la continuité de ¢ découle alors de la définition de Z(E.F)).

Démonstration. 11 est évident que si f est différentiable au sens de la définition alors elle est
aussi différentiable au sens de la définition Pour la réciproque, il suffit de poser :

1
e(h) = m(f(a +h) = f(a) = £(h)) pour h € O\ {0g},
=0 lorsque h = 0g.

Montrons que £ est unique en utilisant par exemple la définition Supposons qu’il existe £1 et
Uy et €1 et g5 telles que, pour k = 1,2:

ler(h)||lF =0 et pour tout h € @, f(a+h)= f(a)+ lx(h) + |hl|ger(h).

lim
h—)OE
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On note £ = ly — {1 et € = €9 — 1. En faisant la différence des deux égalités ci-dessus, on obtient
que: B
O(h) + ||h]|[gE(h) =0  pour tout h € 0.

Soit h € E. Alors pour t > 0 assez petit, th est dans ¢. On a donc:

0(th) + ||th||g€(th) =0  pour tout ¢ > 0 petit.

On divise ensuite cette égalité par t et I'on fait tendre ¢ vers 0 pour obtenir que ¢(h) = 0, c’est a
dire él(h) = gg(h) O

Remarque 2.1. 1. Si f est différentiable en a, on peut définir Df(a) comme un élément de
ZL(EF). Si f est différentiable sur un ouvert % de E, on peut définir lapplication :

Df:% — Z(E,F)
a — Df(a)

1l faut faire trés attention ici et ne pas confondre lapplication Df (qui n'est a priori pas
linéaire) avec lapplication linéaire D f(a).

2. La différentielle est la “meilleure” approximation de la fonction h — f(a+h) — f(a) par une
application linéaire.

3. Considérons le cas E = R. Soit donc f : R — F différentiable en a € R. Selon la définition
il existe Df(a) € Z(R,F) ete: R — F tels que:

%LI% le()||F =0 et pour tout t € R,  f(a+1t)= f(a)+ Df(a)(t)+ |t|e(t).
Mais £ (R,F) = {t — ta,«a € F}. Dans ce cas, on note f'(a) € F le vecteur de F tel que
Df(a)(t) =tf'(a). Le vecteur f'(a) s’appelle la dérivée de f en a.
On vérifie facilement avec la définition que:
Proposition 2.2. Toute fonction differentiable en un point est continue en ce point.
Terminons cette section avec une derniere définition.

Définition 2.3. Soit f une fonction a valeurs dans F' et différentiable sur un ouvert % de E. Si
la différentielle :
Df:% — ¥4 (E,F),

est continue, on dit que la fonction f est continiment différentiable sur % ou de classe €' sur U .

Quelques exemples

1. Toute application constante est contintiment différentiable, de différentielle nulle (la réciproque
sera examinée plus loin).

2. Si f e Z(EF) alors f est continiment différentiable et pour tout a € E, Df(a) = f.

3. Si f € L(E x F,G) (E,F et G sont trois ev normés), alors f est contintiment différentiable
et pour tout a = (a1,as) € E x F et tout h = (hy,ha) € E x F:

Df(a)h = f(a1,h2) + f(h1,a2).

La démonstration sera faite en TD.
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2.2 Opérations sur les différentielles

Proposition 2.3 (Somme). Soient f1 et fo deux applications de E dans F différentiables en un
point a (respectivement de classe €' sur un ouvert % de E) et o et 3 deux réels. Alors lapplication
f =afi+ Bfs est différentiable en a (respectivement de classe €' sur U ) et

Df(a) = aDfi(a) + 8D fa(a).
Démonstration. Laissée en exercice. O
Proposition 2.4 (Produit de composition). Soient E, F' et G trois ev normés. Soit % un ouvert
de E et ¥V un ouvert de F et f: % — F et g:V — G. Soit a un point de % tel que b = f(a) €
V. Si f est différentiable en a (respectivement de classe €' sur %) et g est différentiable en b

(respectivement de classe €' sur ¥ ) alors go f est différentiable en a (respectivement de classe €*
sur %) et:

D(go f)(a) = Dg(b) o Df(a).

Démonstration. 11 existe un voisinage % de Op dans E tel que %) + {a} C % et une fonction
€1: % — F tels que limy,_,0, €1(h) = Op et pour tout h dans % :

fla+h) = f(a) + Df(a)h + [kl ze1(h).

De méme, il existe un voisinage % de Op dans F tel que % + {b} C ¥ et une fonction ey : % — G
tels que limy_,o,. e2(k) = O¢ et pour tout k dans %5 :

g(b+ k) =g(b)+ Dg(b)k + || k|| pe2(k). (2.1)
Soit %43 un voisinage de O dans F tel que %3 C % et pour tout h dans %3 :
Df(a)h+ [|h||ge1(h) € %,.
On a alors, en choisissant k = D f(a)h + ||h|ge1(h) dans :

go fla+h) =g[b+ Df(a)h+|hllge1(h)]
=g o f(a) + Dg(b)[Df(a)h] + ||h]| zes(h)

avec

es(h) = Dg(b)er(h) + [Df(a)h/|[h]| g + e1(h)]e2(Df(a)h + ||l per(h)),

si h # 0 et e3(h) = O¢ sinon, et on vérifie facilement que limy_,¢,, £3(h) = Og. La continuité de la
différentielle résulte de résultats classiques sur la continuité des fonctions composées. O

En utilisant la différentiabilité des applications bilinéaires avec la proposition ci-dessus, on
montre que:

1. Soit f1 : B — R et fa : E — R deux applications différentiables en un point a € E. Alors
f = fif2 est différentiable en a et :

Df(a)v = fi(a)Dfa(a)v + fa(a)Dfi(a)v pour tout v € E.



12 CHAPITRE 2. DIFFERENTIELLE D'UNE FONCTION

2. Soit f1 : E — F et fo : E — R deux applications différentiables en a € E. Alors fifs est
différentiable en a et:

Df(a)o = fi(a)(Dfa(a)v) + (Dfi(@)v) fala)  pour tout v € E.

3. Si F est muni d’un produit scalaire (-,-) et si f1: B — F et fo : E — F sont deux fonctions
différentiables en a € E, alors f = (f1,f2) est différentiable en a et :

Df(a)v = (Dfi(a)v,fa2(a)) + (D fa(a)v,f1(a)) pour tout v € E.

On a montré en TD que:

Proposition 2.5. On note £ (E) = £L(E,E) et % est l'ouvert de £ (E) constitué des applications
inversibles. Alors application
T:% Z(E)
14 1

)

_>
—
est différentiable en tout point by de U et:

DT (o)l = —Lytoloty! pour tout L € L(F).

En combinant ce résultat avec la Proposition [2.4] ou en considérant tout simplement la fonction
x+— 1/x de R\ {0} dans R, on prouve:

Proposition 2.6 (Inverse). Soit f : E — R une fonction différentiable en un point a et telle que
f(a) # 0 (respectivement de classe €' sur un ouwvert % de E sur lequel elle ne s’annule pas). Alors
la fonction g = 1/ f est définie sur un voisinage de a (respectivement sur % ), elle est différentiable
en a (respectivement de classe €* sur U ) et:

1

Dyg(a) = —W

Df(a).

2.3 Dérivées directionnelles, dérivées partielles

Commencons par la notion de dérivée directionnelle: Soit f : Z — F ou % est un ouvert de
E. Soit a € % et h € E, h # 0. Notons

U(ah)={teR : a+the ¥},
qui est un ouvert de R contenant 0. Enfin définissons:

g:%(ah) — F

t — fla+th). (2:2)

Définition 2.4 (Dérivée directionnelle). Si g est dérivable en 0, alors le vecteur ¢’'(0) de F' s’appelle
la dérivée directionnelle de f en a dans la direction h.

Proposition 2.7. Si f est différentiable en a alors f admet des dérivées directionnelles dans toutes
les directions. De plus, pour tout h € E, on a:

g9'(0) = Df(a)h,
ot g est définie par (2.2) et ¢’(0) dans le point@ de la remarque .
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Démonstration. D’apres la définition de la différentielle de f en a, on a pour tout h € E':
fla+h) = f(a) + Df(a)h + |[h]|ge(h),

ou ¢ est définie sur un voisinage de Og, est a valeurs dans F et vérifie e(h) — O lorsque h — Og.
Ceci conduit, en remplagant h par th avec t € % (a,h) a 1’égalité:

9(t) = g(0) +tDf(a)h + [t|2(2),
avec &(t) = |h||ge(th). Ceci prouve que g est dérivable en 0 et que ¢’(0) = Df(a)h. O

La réciproque de cette proposition est fausse. Une fonction peut admettre des dérivées direc-
tionnelles dans toutes les directions en un point et pas méme étre continue en ce point. Considérons
en effet la fonction suivante :

26

f(@y) = @y 18 si (z,y) # (0,0) (2.3a)
flzy)=0 si (x,y) = (0,0). (2.3b)

On peut montrer que cette fonction admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions
au point (0,0) mais qu’elle n’est pas continue en ce point (cf. figure [2.1)).

<

— 1

) \\\\\ —
<

2

Fic. 2.1 — Graphe de la fonction f définie par sous deux angles différents (la fonction est
tronquée a une certaine hauteur car elle prend des valeurs infinies au voisinage de (0,0)). Les
images des droites x = 0, y = 0 et de la parabole y = 2% sont tracées en rouge. Les limites de la
fonction a lorigine suivant les droites sont clairement 0. En revanche la limite est +00 le long de
la parabole.

On considere toujours une fonction f : % — F ou % est un ouvert de E et on introduit une
base {f1,...,8,} de F. L’application f peut alors s’écrire dans cette base:

Pour tout z € %, fx) = filx)Br+ ...+ fp(2)Bp,

ol pour tout 1 < j < p:
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Proposition 2.8. La fonction f est différentiable en a € % si et seulement si chaque function f;
(1 < j < p) est différentiable en a. Dans ce cas:

p

Df(a)h =Y (Df;(a)h)B;.

j=1

Démonstration. Supposons que chaque foncion f; est différentiable en a. Alors il existe des fonctions
¢;j définies sur un voisinage de Op et & valeurs dans R telles que |¢j(h)| — 0 quand h — Og et pour
tout A dans un voisinage de O :

fila+h) = fi(a) + Dfj(a)h + |h|ze;(h).

Ceci entraine que:

p p
Z fila+h)B Z 6J+2ij BﬁuhnEZej )B;.

Jj=1 Jj=1

ce qui est la définition de la différentiabilité de f en a. Réciproquement, si f est différentiable en
a, alors pour tout h dans un voisinage de Og :

fla+h) = f(a) + Df(a)h + |[h]|ze(h),

ou € est défini sur un voisinage de Og, est a valeurs dans F' et vérifie ¢(h) — Op quand h — Op. Il
suffit ensuite de décomposer cette égalité sur la base des (;. O

Selon cette proposition, ’étude de la différentiabilité de f (qui est & valeurs dans F') se réduit
a I’étude de la différentiabilité de ses composantes f; (qui sont a valeurs dans R).

Introduisons un base {a1,...,a,} de E. On peut maintenant écrire, pour tout x dans % que:

f(z) = flmion + ...+ zpan) = fi(z)B1+ ...+ fp(x)Bp.

Définition 2.5 (Dérivées partielles). Les dérivées des fonctions f; (1 < j < p) dans les directions
ag (1 < k< n)sont appelées les dérivées partielles de f. On note :

af;
al’k

Dfj(a)(ar) = 57=(a).

En combinant les propositions et la définition on obtient :

Proposition 2.9. Si f est différentiable en a alors toutes ses dérivées partielles en a existent et
pour tout h = hyay + ...+ hpay, € B :

I
M’U

Df(a)h Dfj(a)(hiar + ...+ hpan)Bj

( Df]-<a><ak>hk> B=3 ( L m) .
1 \k=1 Jj=1

<.
Il
—
3

I
.M“

J



2.3. DERIVEES DIRECTIONNELLES, DERIVEES PARTIELLES 15

Définition 2.6. Dans les bases {a,...,an} et {B1,...,8p}, la matrice qui représente Uapplication
linéaire D f(a) est:
o) 0 0
@) G0 - g
M(a) = : :
0 0, 0
o(0) G . gt

Cette matrice s’appelle la matrice Jacobienne de f. St h = hyoy+...+hpo, et si on note D f(a)h =
Y181+ ...+ ypBp alors:

Yp ha,
Comme on le fait pour les applications linéaires, on identifie parfois D f(a) avec sa matrice Jacobienne
et ’on note abusivement (mais c’est tres pratique) D f(a) = M(a). Notons deuz cas particuliers :

1. Lorsque E = R™ et F' = R, la matrice Jacobienne est une matrice ligne que l’on identifie
cette fois avec un vecteur de R™. On note ce vecteur V f(a) (gradient de f en a). On a donc:

_(0fQ1, \ Of df1
Vﬂ@—Qmm%mmwnﬂ%m)

et pour tout h € R™ :
Df(a)h =V f(a)- h.

2. Lorsque E =R et F'=R", la matrice jacobienne est une matrice colonne. On note alors :

fi(a)
pia) = | *W| = rta),
fi(a)
et pour tout h € R :
fi(a)
Df(a)h = hf'ta) =n | 74
fu(a)

Les propriétés suivantes sont évidentes:

Proposition 2.10. Sidim E = dim F' alors la matrice Jacobienne de D f(a) est une matrice carrée
et Df(a) est un isomorphisme si est seulement si le déterminant de sa matrice Jacobienne est non
nul.

Si f: E — F est différentiable en a et g : F — G est différentiable en f(a) alors on a montré
(proposition que g o [ était différentiable en a et que:

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

La matrice Jacobienne de g o f en a est obtenue en faisant le produit matricielle de la matrice
Jacobienne de g en f(a) avec la matrice Jacobienne de f en a.
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Comme déja observé plus haut, la réciproque est fausse (’existence de toutes les dérivées par-
tielles n’entraine pas la différentiabilité de la fonction).
En revanche, on peut énoncer:

Théoréme 2.1. Soit Z un ouvert d’un espace vectoriel normé (E,| - ||g) et f : % — F ou
(E)|| - [|r) est un autre ev normé. On suppose que les dérivées partielles de f existent en tout
point de % et qu’elles sont continues en un point a € % . Alors f est différentiable au point a.

Démonstration. D’apres la proposition on peut se restreindre au cas ou F' = R et via l'intro-
duction d’une base {aq,...,a,} de E, on peut identifier E avec R™. Soit % = % — {a} et h € % .
Notons, pour tout = = (z1,...,z,) dans E:

On cherche a estimer la quantité :
r(h) = fla+h) — f(a) — £(h)
N
= flar +h1,.. . an + hy) = flag, ... an) = Y —f(a)hk.

Notons, pour tout k =1,...,n

di(h) = f(ar,...,ap—1,0% + hg,aks1 + Rig1s .- 0n + hy)—

flar, .. ap—1,0k,0 41 + Pty san + hn)
Lof
= hy, Dy ——(a1,...,ap—1,a + thr,ax+1 + hgs1, - . - ,an + hy) dt.
0
On note ensuite que:
di.(h D,
; &ck (a)
n
/ of
s Qh—1,0) + thy, Pty hp) — =—— dt
Z_: /o [amk a1y - 51,0k + thi,a1 + Rgyt, -0 + hy) D (a)
Par continuité des dérivées partielles en a, pour tout k = 1,...,n et tout € > 0 il existe 1 > 0 tel
que si ||h]|1 < ny alors:
of af
h <e.
3 :rk( a+h)— 8ack( a)

Notons 7 = min{ng, k = 1,...,n}. Alors pour ||h||; < n, on obtient que:

n
h) <& |l = el
k=1

On a montré que pour tout h € % :

fla+h) = f(a) +£(h) +r(h),

avec 7(h) = o(||h]|1). Ceci prouve que f est différentiable en a et que sa différentielle est £. O
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Corollaire 2.1. Si les dérivées partielles de f existent et sont continues sur % alors f est de
classe € sur % .

Exemple 2.1. La fonction
fiRY — R2

sin(z2e*2)x3
(z1,22,23) —

cos(z§ + x3)e’™

est de classe € sur R3.

2.4 Représentations graphiques

On considere le cas d’une fonction f : % — R ot % est un ouvert de R2. Le graphe de f est
une surface Sy de R3 d’équation z = f(z,y) ou plus précisément :

Sp={(zy,2) € R3 : 2= f(zy), (z,y) € U}

Si f est différentiable en un point (a,b) € R?, alors, au voisinage de ce point :

f(zy) = fla,b) + Df(a,b)((z — a),(y — b)) + [[(z — ayy = b)||e((z — a;y — b)),

la fonction € étant définie sur un voisinage de (0,0) et tendant vers 0 en (0,0). La différentielle de
f s’écrit alors:

8?; (a,b)(x —a) + gzjj(a,b)(y —b).

Df(ab)((z = a),(y = b)) = Vf(ab) - (¢ —a)(y — b)) = 5

Le plan tangent a la surface Sy au point (a,b,f(a,b)) est donc le plan P d’équation :

P :z=f(ab)+ gi(a,b)(m —a)+ g‘;(a,b)(y —b).

Exemple 2.2. La fonction f : (z,y) — 2 — 22 — 32 est différentiable sur R2. Un simple calcul
conduit a 'expression V f(x,y) = (—2x,— 2y) et ’équation de I'hyperplan P tangent au graphe
de f au point (1,2) est:

P:z=f12)+Vf1,2)-(z—1y—2)=-3-2(x—1)—4(y—2) =7 —2x — 4y.

La surface Sy et le plan P sont représentés sur la figure
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F1G. 2.2 — La surface Sy et le plan P tangent au point (1,2).

On peut aussi chercher a représenter, comme sur la figure[2.3] les lignes de niveau de f, c’est a dire,
pour tout A € R, les ensembles

G o={(zy) €R? : flzy) =},
ainsi que le champ de vecteurs du gradient, c’est a dire la fonction

Y — R2
(zy) = Vf(zy).

Les lignes de niveau de la fonction définie en ([2.3) (fonction admettant des dérivées directionnelles
dans toutes les directions en (0,0) mais qui n’est pas continue en ce point) sont tracées sur la

figure

Soit (a,b) un point de % et v : [—1,1] — % une paramétrisation de classe ¢! d’une courbe T
telle que v(0) = (a,b) et |7/(0)]| = 1. La fonction :

H:[-11] — %
t — fon(t),

est alors de classe €' et au voisinage de t = 0 elle admet le développement limité & 'ordre 1:
H(t) = H(0) 4+ tH'(0) + [t|n(t), (2.4a)

ou 7 est définie au voisinage de ¢t = 0 et tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. La formule de dérivation
d’une fonction composée conduit a I'expression :

H'(0) = Vf(ab) - 4'(0) = [IV.f(a,b)]| cos(6), (2.4b)
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T‘m
|+
\\\\\\‘

F1a. 2.3 — Graphe d’une fonction (a gauche) et de ses lignes de niveau et son champ de gradients
(a droite). Les vecteurs gradients sont orthogonauzr auz lignes de niveau.

avec f I'angle entre les deux vecteurs V f(a,b) et 7/(0) (cf. Fig.[2.5)). Examinons deux cas particuliers:

1. Supposons qu’au voisinage de t = 0, 7 soit une paramétrisation de la ligne de niveau €’s(qp).-
Dans ce cas, la fonction H est localement constante au voisinage de ¢t = 0 et donc H'(0) = 0.
Ceci signifie que les vecteurs 7/(0) et V f(a,b) sont orthogonaux. Mais le vecteur 7/(0) est
tangent en (a,b) a la courbe I" est donc aussi a la courbe de niveau Cf(ap)- 1l s’en suit que:

Le vecteur gradient V f(a,b) est orthogonal a la courbe de niveau qui passe par le point

(a,b).

Ce résultat est illustré sur la figure
2. Reprenons les deux égalités (2.4) pour obtenir qu’au voisinage de t = 0:

H(t) — H(0)

t = ||V f(a,)|| cos(6) + sign(t)n(t).

Cherchant a maximiser le taux d’accroissement, il faut alors choisir § = 0 c’est a dire que les
vecteurs V f(a,b) et 7/(0) sont colinéaires et orientés dans le méme sens. On en déduit :

Le vecteur gradient indique la direction dans laquelle la fonction croit le plus rapidement.
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-1 1 1 | 1 | 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 2.4 — Quelques lignes de niveau de la fonction f définie en (2.4)).

Fi1G. 2.5 — Le vecteur gradient en un point est orthogonal a la ligne de niveau de la fonction qui
passe par ce point. Le vecteur gradient indique la direction (et le sens) dans laquelle la fonction
croit le plus rapidement.
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Chapitre 3

Théoreme de la moyenne

3.1 Rappels sur les fonctions de R dans R

Théoréme 3.1 (Egalité des accroissements finis). Soit f : [a,b] — R (ot a < b) une fonction
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[, alors il c €la,b] tel que:

f®) = f(a) = f'(c)(b - a).

On en déduit:
Corollaire 3.1 (Inegalité des accroissements finis). Sous les mémes hypothéses que le théoréme
ci-dessus. Si de plus il existe une contante k > 0 telle que, pour tout x €]a,b[ :

()] < K,
alors, pour tout couple (x,y) € [a,b] X [a,b] :

[f(@) = f(y) < klz —y.

3.2 Fonctions de E dans F

Commencons par énoncer des résultats qui se déduisent directement de la section précédente.

Définition 3.1. Soient a et b deux points d’un ev E. On définit le segment [a,b] (respectivement
Ja,b[) par:

[a,b] = {(1 —t)a+tb,t € [0,1]} et la,bj={(1 —t)a + tb,t €]0,1[}.
On a montré en TD que:

Théoréme 3.2. Soient (E,||-||g) et (F,||-||r) deur ev normés munis de normes euclidiennes. Soit
f:% — F o0 % estun ouvert de E contenant un segment [a,b]. On suppose que f est différentiable
sur % . Alors il existe un point ¢ €]a,b| tel que :

1£(b) = fla)llr < IDf(O)l2@Erlb—als.

Nous allons maintenant établir une version un peu plus faible de ce résultat mais valable pour
toute norme.
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Théoréme 3.3 (de la moyenne). Soit [a,b] un intervalle de R, (F,|| - ||[r) un ev normé et
f:ab] — F, g:lab] — R deuzx applications dérivables sur [a,b]. On suppose que pour tout
t€lab]:

LF'@OllF < g'(t)- (3.1)

On a alors :

1£(b) = f(a)llr < g(b) — g(a).

Démonstration. Soit € > 0. Posons I, 1’ensemble des réels s dans [a,b] tels que, pour tout ¢ € [a,s]:

1£(t) = fla)llF < g(t) — g(a) +&(t — a).

Remarquons que
1. ael
2. s1 6 € I, alors [a,0] C I;
3. I est fermé. En effet, notons ¢, la fonction définie pour tout s € [a,b] par

pe(s) = [IF(s) = fla)lp = (9(s) — gla) +e(s — a)),

et considérons (sy), une suite de I qui converge vers s* dans R. Alors, par continuité de
I’application ¢ :
li = *
Jm e=(sn) = @(s7),
et donc ¢.(s*) < 0. D’autre part, pour tout ¢ € [a,s*[, il existe un rang ng tel que t < sp,.
Comme sy, € I, alors [a,sp,] € I, donc ¢ (t) <0 et t € I..

Notons 6* = sup I.. Alors, de 1, 2 et 3, on déduit que I. = [a,0*]. Supposons que §* < b. Comme
0* € 1., on a:

1£(67) — fla)llr < g(6") — g(a) + (s — a).
Comme f et g sont dérivables en 6*, il existe 6 > 0 (que I'on peut choisir tel que [6*,0* + ] C [a,b])
tel que, pour tout s € [0,0]:

1£(6"+5) = £(6°) = 57 (6" |17 < s,
90 +5) = 9(6%) = s9'(6)] < 5.
On en déduit que pour tout s € [0,4]:
1£6" + ) = FO") ]l < s 0]l + 5,
sg/(67) < g(0" +5) — g(0") + S
En utilisant , il vient dans un premier temps:
1F(0" +s) = f(0")|r < g(0" +5) — g(07) +es,
et ensuite:

(0% + ) = fa)llp <IIF(O7 + ) = fO)r + 11£(67) = fla)llr

<
< g(O" +5) — gla) + (s + 6" — a).
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Ceci entraine [0*,0[C I et est en contradiction avec la définition de 6*. On a donc * =b et on a
montré que pour tout € > 0, on avait :

1£ () = f(a)|lF < g(b) — g(a) + (b — a).
En faisant tendre € vers 0, on conclut la démonstration du théoreme. ]

Définition 3.2. On dit qu’un ensemble € de E est conveze si pour tout couple de points (a,b) €
€ x €, le segment [a,b] est inclus dans € .

On déduit immédiatement du théoreme précédent le

Corollaire 3.2. Soit € un ouvert convexe de E et f : € — F une fonction différentiable. On
suppose qu’il existe une constant k > 0 telle que pour tout ¢ € € :

|1Df()l2eEr) <k

Alors pour tout couple (a,b) € € X € :

1£(b) = fla)llr < K[|b—alle

(La fonction est donc Lipschitzienne sur € ).

Démonstration. Par convexité, le segment [a,b] est inclus dans €. On consideére la fonction F : t €
[0,1] = f(a+t(b— a)). Cette fonction est différentiable (dérivable) et

F'(t)=Df(a+t(b—a))(b—a)  pour tout t € [0,1].
On a alors, pour tout ¢ € [0,1]:
IF'@)lr < ID (0 + 10— )| Ib— all e < Ellb— .
On applique ensuite le théoreme [3.3| avec la fonction g : ¢t € [0,1] — tk||b — al|&. O

Une autre conséquence est :

Corollaire 3.3. Soit % un ouvert connexe de E et f : % — F une fonction différentiable telle
que Df(x) =0 pour tout x € % . Alors f est constante sur XU .

Démonstration. Soit a un point de % . On pose & = {x € % : f(x) = f(a)}. Alors & est non vide
(il contient a) et fermé. Soit x € &. Alors il existe une boule ouverte centrée en z et incluse dans
% . On applique le Corollaire sur cette boule (qui est convexe), ce qui prouve que la boule est
incluse dans &. L’ensemble & est donc aussi ouvert. On en déduit que Z = &. O

Donnons une derniere application du théoreme de la moyenne :

Proposition 3.1. Soit f : [a,b] — E une fonction continue sur [a,b]. Alors :

/a " fls) s

b
< ds.
) / 1£(s)llz ds
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Démonstration. Pour tout t dans [a,b], posons:

FO= [ f)ds et gt)= [ 5)]eds

En introduisant une base {ey,...,e,} de E et en écrivant que f(s) = > p_; fu(s)ex avec fi : [a,b] —

R, on obtient que:
n t
F(t) = Z </ fr(s) ds) €k-
k=1 W@

Les fonctions fj étant continues (comme f), la fonction F' est différentiable (dérivable) sur [a,b] et :
n
F'(t) =" fult)er = f(t)  pour tout ¢ €]a,b|.
k=1

D’autre part, la fonction ¢ — || f(¢)||g est continue sur [a,b] (comme composée de fonctions conti-
nues) donc g est dérivable sur [a,b] et ¢'(t) = || f(¢)||z. On applique alors le théoreme et on
obtient I'inégalité annoncée. O

Le théoreme de la moyenne et les corollaires et sont encore valables en dimension infinie.

3.3 Remarques

La proposition [3.I] se déduit en fait directement de la définition d’une intégrale comme limite
d’une somme de Riemann et de I'inégalité triangulaire. En effet, soit o un réel strictement positif

tel que o0 < (b—a) et a = 2§ < 27 < ... < zj_ = b, une subdivision de I'intervalle [a,b] de pas o
c’est a dire telle que o = infy—y, _,, |27 — 27_;|. Soient t{,... t7 des réels tels que t7 € [z]_;,27]
pour tout k =1,...,n,. D’apres I'inégalité triangulaire :

No No

Y @ —af ) f)|| <@ -2 DI 5 (3.2)

k=1 E k=1

Par définition de l'intégrale de Riemann:
b no b no
[ st =tim > @t~ s et [ IfO]pdt = lim > 0 - o))
a k=1 a k=1

On peut ensuite passer a la limite dans ’égalité (3.2]) lorsque o — 0 pour obtenir que:

/abf(s)ds

Avec ce résultat, il est possible de démontrer une version un peu plus faible du Corollaire [3.2] dans
laquelle on suppose que la fonction f n’est plus seulement différentiable mais de classe €. Soient
a et b deux points de €. La fonction F : ¢t € [0,1] — f(a +t(b— a)) est alors elle aussi de classe €™
et on peut écrire que:

b
< ds.
) / 1£($)llz ds

1 1
F(l)—F(O)_/O F’(t)dt—/o Df(a+tb—a))(b—a)dt,



3.3. REMARQUES
d’ou 'on déduit que:

1
17 - F(@)llz < /0 Df(a+t(b—a))(b— a)dt

E

1
< /0 1D+ t(b — a)(b — a) [ dt < kiJb— al] .

25
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Chapitre 4

Théoremes d’inversion

4.1 Théoréeme d’inversion locale

Soient (E,|| - ||g) et (F}|| - ||r) deux ev normés de méme dimension. Soit % un ouvert de E et
¥ un ouvert de F' et H : ZZ — ¥ une application.

Définition 4.1. On dit que H est un difféomorphisme de classe €' de % sur ¥V si:
1. H est une application de classe €' sur U ;
2. H est une bijection de % sur V;
3. H™! est une application de classe € sur V.

On notera que H est aussi un homéomorphisme de % sur ¥ (application continue dont l'inverse
est continue). En appliquant la formule de la différentielle d’un produit de composition & la fonction
H o H™', on trouve que pour tout y dans ¥ :

DH(H '(y))DH *(y) = 1d,

et donc que: - B .
DH™'(y) = [DH(H '(y))]

Théoréme 4.1 (d’inversion locale). Soit H : % — ¥ une application de classe €' et soit
a € % . On suppose que DH (a) est inversible. Alors il existe un ouvert % dans % contenant a
et un ouvert ¥ dans ¥ contenant H(a) tels que la restriction de H a % soit un difféomorphisme

de classe € de U sur V.

La démonstration repose sur le:

Lemme 4.1 (Point fixe de Banach). Soit .# un ensemble fermé d’un espace de Banach F (i.e. un
ev normé complet) et ¢ : F — F une fonction contractante c’est a dire une fonction lipschitzienne
avec une constante de lipschitz k < 1. Alors il existe un unique x* € F tel que ¢p(z*) = z*.

Démonstration. Soit xg € %#. Posons pour tout n > 0, x,+1 = ¢(zy,). On vérifie facilement par
récurrence que pour tout n > 0:

|znt1 — znllp < E"||21 — 20| P
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On a ensuite, pour tout m >n > 0:

||37m - xn”F < ‘mm - $m—1HF + ||«73m—1 - xm—ZHF +---+ Hxn-‘rl - anF
<K (™ 4+ 1) ||l — @ollp
kn
< g ller = =ollr

Il s’en suit que (zy), est une suite de Cauchy donc convergente puisque F' est complet. D’autre
part, la limite, notée x* est dans .% car ¥ est fermé. De plus, pour tout n > 0:

lo(2") = 2*l|F < lo(2") = ¢(@n)llF + ¢(2n) = 2allr + lzn — 27| F

kla” = 2allp + l2nst — 2allr + 2o — 27| .

NN

et tous les membres de droite tendent vers 0 quand n tend vers +oo. Ceci prouve que ¢(z*) = x*.

L’unicité du point fixe est facile & montrer et la démonstration est laissée en exercice. O

Démonstration du théoréme d’inversion locale. Pour tout y dans ¥ et x dans %, posons:

¢y(z) = [DH(a)] _l(y — H(z)) + .

Résoudre ’équation H(x) = y est équivalent a résoudre le probleme de point fixe ¢,(x) = =. Nous
allons montrer que la fonction ¢, vérifie un peu plus que les seules hypotheses du Lemma (nous
en aurons besoin plus loin dans la démonstration).

Lemme 4.2. Pour tout € > 0 il existe de >0 et . > 0 tels que pour tout y dans la boule fermée
Bp(H(a),0.), le fonction ¢, envoie la boule fermée Bg(a,0:) dans la boule fermée Bp(a,2¢d;) et
la fonction

¢y : Bg(a,0:) — Bg(a,2¢6,),

est lipschitzienne de constante de lipschitz .

Démonstration de lemme. Pour tout y dans ¥ et x dans %, on peut écrire que:

¢y(x) —a = [DH(a)] '(y - H(z)) + = —a,
= [DH(a)] '(y — H(a)) +e(a),

constante

ou 'on a posé p(z) = [DH(a)] 71(H(a) — H(z)) + 2 — a. On en déduit que:

léy(x) — ale < | [DH(@)] " (y - H@)l|p + (@) 5. (4.1a)

Or la fonction ¢ : Z — E est de classe €' (comme H) et ¢(a) =0 et Dy(a) = 0.

Soit € > 0. Par continuité de la différentielle de ¢, il existe 6. > 0 tel que si ||z — al|p < . alors
| Dp(x)|| #(k) < €. En appliquant le Corollaire sur la boule fermée B (0,4.), on obtient que:

le(z)|E <cellr —allg pour tout z € Bg(0,d;). (4.1b)



4.1. THEOREME D’INVERSION LOCALE 29

Nous n’avons encore rien imposé sur y. Choisissons y assez proche de H(a) et plus précisément tel
que:
€0,

— H(a <4l avec = =
ly — H(a)l[r DH@]

Z(F,E)

Pour un tel choix de y, les estimations entrainent que la fonction ¢, envoie la la boule fermée
Bg(0,6:) dans la boule fermée Bp(0,2¢6,). Comme d’autre part, Do, (z) = Dg(x), en appliquant
de nouveau le Corollaire sur Bg(0,6:), on montre que l'application ¢y est lispchitzienne de
constante de lipschitz e, ce qui conclut la démonstration du lemme. O

On choisit maintenant ¢ = 1/2 dans le lemme ci-dessus et on applique le Lemme
(point fixe de Banach) pour obtenir 'existence d’un unique x dans Bg(0,6;) tel que ¢y(x) = =,
c’est a dire tel que H(x) = y et ceci est vrai pour tout y dans Br(H(a),d.). L’application H~!,
notée K peut donc étre définie sur cette boule. On peut alors poser ¥’ = Bp(H(a),d.) (la boule
ouverte) et ' = H-1(¥")N % (un ouvert de E car H est continue). Comme H est une bijection
continue de %’ sur ¥’, sa bijection réciproque K est également continue. On sait d’autre part
que x € %' — DH(z) € Z(E,F) est continue, que DH (a) est inversible et que I’ensemble des
applications inversibles dans .Z(E,F) est un ouvert. On peut donc restreindre %’ (et on note
U cette restrlctlon) de telle sorte que pour tout z in %, DH (x) soit inversible. On note enfin
Y =K YU ) (un ouvert de F' car K est continue).

Gardons a l'esprit que pour tout y € v , K(y) est I'unique point fixe de ¢, dans %. Fn
particulier, K(H (a)) = a. Nous allons maintenant vérifier que K est différentiable en y = H(a) est
que:

DK (H(a)) = [DH(a)] .

Pour tout y dans ”/7, on a:

~1 -1

K (y) — K(H(a)) - [DH(a)] (y — H(a))|p = |K(y) —a— [DH(a)] (y — H(a))| £
= [|K(y) — ¢y(a)lle-
Soit 0 < & < 1/2. Selon le lemme si y est dans Bp(H (a),0.) alors ¢, est une contraction de
constante de lipschitz € de la boule fermée Bg(a,d.) dans elle méme. Définissons une suite (2, )n>0
dans Bg(a,d:) en posant xg = a et pour tout n > 0, p41 = ¢y(z,). La suite (z,), converge vers
I'unique point fixe de ¢, dans la boule, c’est & dire vers K(y). En reprenant les calculs ci-dessus,
on obtient donc que:

1K (y) - K(H(a)) = [DH(a)] " (y — H(a)|lp = |K(y) - ¢y(a)
= lim gy (zn) = ¢y(a)|p-

n—-+00
Or, pour tout n > 0:
6y (zn) — dy(a)ll e < ellzn — alle-
On fait ensuite tendre n vers +o0o pour obtenir dans un premier temps que:
-1
1K (y) — K(H(a)) — [DH(a)] (y — H(a))|p < el K(y) — K(H(a))||£-
Or

1K (y) — K(H(a))lle <
1K (y) — K(H(a)) — [DH(a)] " (y — H(a))||p + I[DH(a)] "' (y — H(a))||s,
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et donc finalement :

—1
eII[DH(Cj)]_ : L2, g

-1
< 2|[DH(a)] |l 2rp)lly — H(a)||p-
Ceci prouve que K est différentiable en y = H(a) et que sa différentielle est DK(H(a)) =

|K(y) = K(H(a)) = [DH(a)] " (y = H(a))|l& <

[DH (a)] _1, ce qui s’écrit encore, en posant b = H(a):
DK (b) = [DH(K " (b))] .
Mais ce résultat peut étre généralisé a tous les points de Pouvert #. En effet DH (x) est inversible

en tout point = de % (par définition de cet ouvert). On peut donc faire jouer le réle du point a a
tout point x de % ce qui entraine que:

DK(y) = [DH(K '(y))]"'  pour tout y € 7.

Enfin, on sait que y € ¥ — K ~1(y) est continue, que z € U DH(z) € Z(E,F) est continue et
que £ € GL(E,F) — (= € Z(F,E) est continue. Par composition, la différentielle de K est donc

elle aussi continue sur % . O]
Le théoreme affirme que H est une diffomorphisme local. Méme si DH(x) est inversible en

tout point de %, cela ne prouve pas que H est un difféomorphisme de % sur H(% ) comme le
montre I’exemple suivant :

Exemple 4.1. Posons E=F =R? et % = {(r,0) € R? : v > 0} et
o(r,0) = (rcos(9),rsin(6)).

La matrice Jacobienne de ¢ est:

Dotr) = (S ~ramlo),

Alors det(D¢(r,0)) = r # 0 sur Z (donc ¢ est un difféomorphisme local en tout point de %)
mais ¢ n’est pas injective sur % car ¢(r,0 + 27) = ¢(r,0).

Nous pouvons énoncer un résultat d’inversion globale:

Théoréme 4.2 (d’inversion globale). Soit H : % — F une fonction de classe €* telle que DH ()
est inversible pour tout x € % . Si de plus H est injective, alors H(% ) est ouvert et H est une
difféormophisme de % sur H(%).

A ce propos, on pourra aussi regarder I'exercice 9 de la feuille 1 de TD.

4.2 Théoreme des fonctions implicites
On considére maintenant que E = E; X Ey (Ep et E des ev normés). Soit % un ouvert de E
et une fonction H : % — F. Soit (aj,a2) un point de E (avec a; € E; et ag € E»).

Le théoreme suivant affirme que sous certaines hypotheses, I’ensemble des solutions de I’équation
H(z) = H(a) dans % est le graphe d’une certaine fonction de classe %™.
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Théoréme 4.3 (des fonctions implicites). On suppose que :
1. H est de classe €' sur U ;
2. L’application de £ (FEs,F) définie par:

h2 (S E2 — DH(CLl,GQ)(O,hQ),

est inversible (remarquer que ceci nécessite que Fo et F' aient la méme dimension).
Alors il existe un ouvert 24 de Eq contenant ay, un ouvert % de Eo contenant as tels que :
1. U X U CU;
2. Il existe une application K : U — U de classe €' telle que:

{(.Tl,l‘z) S ‘@/1 X 02/2 8 H(l‘l,wg) = H(al,(ZQ)} = {(xl,K($1)) AN 02/1}

Exemple 4.2. La fonction
H:R*> - R
(z1,22) +— 2+ x3,

est de classe €' sur R2. On calcule facilement que pour tout (z1,z2) € R?:
DH (z1,z2) = (221,2x2).

Posons (aj,a2) = (0,1). Alors, pour tout hy € R:
DH (ay,a2)(0,he) = 2ha,

et donc lapplication hg — DH (aj,a2)(0,h2) est bien inversible, son inverse étant hg +— ho/2.
Les hypotheses du théoreme des fonctions implicites sont vérifiées et donc: Il existe des ouverts
U et U dans R tels que (0,1) € % X % et une application K : % — % telle que:

{(xl,:vg) S R2 : H(.Thxg) = H(al,ag)} = {(xl,K(azl)) T x1 € %1}

Ici, on peut résoudre explicitement I’équation 22 + 22 = 12 pour obtenir 3 = 4./1 — s
Comme on travaille au voisinage du point (0,1), on trouve que K(z1) = /1 — 2% avec % =
| —1,1] et % =]0, + oo[ (par exemple). Que se passe-t-il au voisinage du point (0, — 1)? et au
voisinage du point (1,0)?

Démonstration. Définissons la fonction G : 4 — FE1 x F en posant :
G(z1,22) = (x1,H(x1,22)) pour tout z € %. (4.2)

Nous allons appliquer le théoréeme d’inversion locale a cette fonction, représentée sur la figure [4.1
Elle est de classe € et sa différentielle au point (aj,as) est donnée pour tout (hy,he) € By x Es
par:

DG(ay,a2)(h1,h2) = (h1,DH(ai,a2)(hi,h2)).

L’application linéaire DG(a1,a2) : E1 X Es — E; x F est inversible. En effet, pour tout (w;,w) €
FEy x F, I'équation:
DG(ay,a2)(h1,h2) = (w1,w),



32 CHAPITRE 4. THEOREMES D’INVERSION

conduit a:

wy = hy et DH(al,CLQ)(hl,hQ) =w
Mais on peut réécrire :
DH(al,ag)(hl,hz) = DH(al,ag)(hl,O) + DH(al,ag)(O,hg).

On doit donc résoudre :
DH(al,ag)(O,h2> = w — DH(al,CLg)(Ujl,O),

et comme hy — DH (a1,a2)(0,h2) est inversible par hypothese, la différentielle de G en (ap,a2) est
bien inversible. Les hypotheses du théoreme d’inversion locale sont vérifiées. On en déduit qu’il
existe un ouvert % de E contenant (a1,a2) et un ouvert ¥ de Ey x F contenant (a1,H (a1,as)) tels

que la restriction de G a U soit un difféomorphisme de classe €. Notons
K:V >,
le difféormorphisme inverse. La forme particuliere (4.2)) de G entraine que K peut s’écrire:

K (y1,92) = (y1,K2(y1,42)) pour tout (y1,y2) € 7.

Quite & diminuer U (et donc aussi ¥ en posant ¥ =K _1(02) qui est bien un ouvert) on peut

G(fl)l,l‘Q) = (fL‘l,H(l'l,:EQ))

20 ——4

|
|
B e —— |
— |
10E | z |
~
™~
S | (al,f‘l(alaa2)) -~
= i
~
| — |
ol .
| . |
-2 -1 0

K (y1,y2) = (y1.K2(y1.,y2))

Fi1G. 4.1 — La fonction G envoie les lignes de niveau de la fonction H sur des droites.

supposer que cet ouvert est de la forme @\1, X Yo ou @1/ est un ouvert de Eq contenant a; et % est
un ouvert de Fy contenant as. Enfin posons:

U = {x € U (x1,H(a1,a2)) € ”17}

C’est un ouvert de E; contenant a; (c’est I'image réciproque d’un ouvert par ’application continue
x1 € U — (21,H(a1,a2))) et tel que:

XUy CUL XUy =W CU.
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Pour (x1,x2) dans %) x %, on a alors:

H(z1,x9) = H(a1,a2) & G(z1,22) = (z1,H(a1,a2))
& (21,a2) = K (21,H(a1,a2))
& x9 = Ko(1,H(ay,az)).
Il ne reste plus qu’a définir la fonction K : 24 — % en posant K (1) = Ky(x1,H (a1,a2)). Comme
K est de classe €1, il en est de méme pour K et donc aussi pour K. O

Comme toujours, via I'introduction de bases pour Fq, Es et F, on peut supposer que F; = R™ et
Ey=F =R™. Tout z = (z1,72) € Fy x By peut s'écrire 71 = (z1,2%,...,27) et 2o = (3,23, ... ab)
et tout y € F', y = (y1,...,Yp). La matrice Jacobienne de H se décompose par blocs comme:

DH (x1,x2) = (D1H (x1,22),D2H (x1,22)),

avec : oK oK
890%1 (1'1,.%‘2) PN 89071% (1'1,.%‘2)
DlH(SL'l,{L‘Q) =
OH, OH,
Wf(azl,xg) . W{f(azl,xg)
. M(l‘ x2) M(l‘ x2)
8%% 1,42 e 8%72) 1,42
DQH(I’l,SL‘z) =
OH, OH,
Wé’(azl,xg) . 875(%1,1:2)

On a alors, pour tout (hy,hs) € E1 X Es,
Dy1H(xy,29)h1 = DH(x1,x2)(h1,0) et DoH(z1,x9)he = DH(x1,22)(0,h2).
Les hypotheses du théoreme des fonctions implicites se traduisent par la condition :
det DoH (ay,a2) # 0.

D’autre part, pour tout ;1 € 74 :

H(z1,K(x1)) = H(a1,a2).
En différentiant cette relation au point a1 de %4, on obtient que pour tout hy € Ej :

DH(a1,K(a1))(h1,DK(ay)h1) = 0.
Mais K (a1) = ag et la relation ci-dessus peut encore s’écrire :
D1 H(ay,a2)h1 + DaH (ay,a2) o DK (a1)h; = 0.

Comme par hypothese, application Do H (a1,a2) est inversible dans .Z(Es,F'), on obtient :

Corollaire 4.1. Sous les hypothéses du théoréme des fonctions implicites, [’expression de la différentielle
de Uapplication K au point ay est:

DK (a1) = —DoH(a1,a2)" ' o D1H(ay,az),
dans £ (E1,E3).
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Exemple 4.3. Reconsidérons ’exemple de la fonction

H:R2 - R
(z1,22) — %+ a3,

avec (a1,a2) = (0,1). Dans ce cas, on a vu que pour tout (hi,hs) € RxR on avait Do H (a1,a2)he =
2a2hy = 2hy et D1H (a1,a2)h1 = 2a1hy = 0. Avec le corollaire, on trouve donc que K'(0) = 0.

Pour terminer ce chapitre, remarquons que le théoreme d’inversion locale et le théoreme des fonc-
tions implicites s’énoncent de la méme facon lorsque les espaces sont de dimension infinie.
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Chapitre 5

Différentielles d’ordre supérieur

5.1 Différentielle seconde

Soient (E,||-||z) et (F,||-||r) des ev normés de dimension finie, %7 un ouvert de Eet H : % — F
une application de classe €. La différentielle de H est une application :

a€ % — DH(a) € Z(E,F),

et cette application est continue par définition des applications de classe €.

Définition 5.1. La fonction H est de classe € lorsque la fonction DH : % — £ (E.F) est de
classe €.

En tout point a € %, l'application D(DH)(a) est donc dans Z(F,Z(E,F)). Nous avons
montré dans le chapitre [1| que cet espace était isométrique a % (E x E,F') que nous noterons plus
simplement % (E,F").

Définition 5.2. Soit H : % — F une application de classe €>. Alors pour tout a € % , application
D(DH)(a) sera considérée comme un élément de £5(E,F) et sera notée D*H (a).

Exemple 5.1. Soit H : R? — R définie par H(z1,72) = 22279 pour tout (z1,72) € R2. Alors
H est de classe €2 et I'expression de la différentielle est :

DH(.%l,:CQ) : R2 — R
(hl,hg) — (4.7}1.%2 21’%) (Zl> .
2

Pour tout (x1,72) dans R?, I’expression de la différentielle seconde est :
D?H(x1,20) :R2xR? — R
4$2 4$1 h1
((h17h2)7(klak2)) = (kl kQ) <4371 0 > (h2> :

Le caractere € d’une fonction se déduit directement de la régularité de ses dérivées partielles.
Soient {e1,...,e,} une base de E, {f1,...,fn} une base de F' et soit une fonction H : % — F (%
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un ouvert de F). Dans ces deux bases, H s’écrit :

n
x):ZHj(a:161+...+xmem)fj pour tout z € % .

Proposition 5.1. La fonction H est de classe €2 si et seulement si, pour tous indices 1 < i,j < m
etl<k<n:

1. Les dérivées partielles %(z) existent pour tout x € U ;

2. Les dérivées partielles 6%] (%) (x) existent pour tout x € U ;

3. Les applications x € U — 8%]- <%—gf) (x) sont continues.

En termes de coordonnées, la différentielle seconde de H en un point a € % dans les directions
h=>3" hie; et K =37 hle; est donnée par:

D*H(a) (i) =>"| Y aa% (%Zf) (a)hib; | fi

k=1 \i,j=1

Démonstration. Appliquer le Corollaire a la fonction DH sur % . O

Théoréme 5.1 (Lemme de Schwarz). Soit H : % — F une application de classe €°. Alors
pour tout a € % , Uapplication D*H (a) € % (E,F) est symétrique c’est a dire:

D?*H(a)(h,h') = D*H(a)(h';h)  pour tout h,h' € E.

En coordonnées, ceci se traduit par:

0 (OHy 0 (OHy .
— = —_— 1<,y < I<k<n
oz < oz, ) (a) oz, <8mj ) (a) pour tout i,j <m et kE<n

Démonstration. 1l suffit de considérer le cas E = R? et F' = R (on fait le méme raisonnement pour
chaque fonction Hy, & valeurs dans R et pour chaque couple de coordonnées (z;,z;)). Pour simplifier
les notations, nous supposerons également que a = (0,0).

Soit § > 0 tel que [—6,0] X [—0,0] C % . Pour tout réel u tel que |u| < &, on pose:
A(u) = H(u,u) — H(u,0) — H(0,u) + H(0,0).
On peut alors écrire que:
H(uu) — H(u,0) = u/ 92s (u,tu) dt, (5.1a)
H(0,u) — H(0,0) = u/o a—m(o,tu) dt, (5.1b)

et donc:

YoH OH
Au) = = .
(u) =u N —(u,tu) — pr. (0,tu) dt = u / / . <8x2> (su,tu) dsdt
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On en déduit que:

Azfg) ail <8$2> (0.0) / / [8371 (31’2) (su’w)_‘;zl (gi> (0’0)] et

La continuité de la fonction x +— 8%1 (g—g) (z) en (0,0) entraine ensuite que pour tout € > 0, on

peut choisir § > 0 assez petit de telle sorte que pour tout (x1,x2) €] — §,0[x] — §,0]:

0 (OH 0 (O0H
oo () (1)~ 5y (3, ) 00 <=

On en déduit dans un premier temps que:

‘A(u) 0 <6H> (00)‘

u2 0z \ Oxo
puis que:
. A(u) 0 (0H
1 = —
15% u? 0z <8x2> (0.0)

A la place des égalités (5.1), on peut tout aussi bien écrire aussi que:

1
H(uu) — HOu) = u/ 8—H(tu,u) dt,
0 83:1

1
H(u,0) — H(0,0) = u/ a—H(tu,O) dt,
o Or1

) = u / / - <<9xl> (su,tu) dsdt.

Les mémes arguments que ceux utilisés précédemment, nous amenent enfin a la conclusion :

lim 2 _ 9 <§i> (0,0),

ce qui conduit & ’expression :

et le théoreme est démontré. d
On utilise quelquefois ce théoréme pour montrer qu'une application n’est pas de classe €.

Définition 5.3 (Matrice Hessienne). Soit H : % — R. On suppose que H est de classe €2 sur %

et que a est un point de % . On introduit une base {e1,...,en} de E. Alors la matrice :

o%H 9%H o’H
81;% ((I) Ox20x1 (a) x0T ( )
o’H 9%H o’H

0x10x2 ( ) 0225 ( ) Oz OTa ((1)

)

0°H 0’H 0°H

0x10Tm ( ) O0x20Tm ( ) T 02z (a)

est symétrique et s’appelle la matrice Hessienne de H au point a.



38 CHAPITRE 5. DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR

Proposition 5.2. Les propositions (somme de fonctions de classe €'), (produit de com-
position de fonctions de classe €*) et|2.6 (inverse d’une fonction de classe €*) s’énoncent de la
méme facon pour des fonctions de classe €.

Démonstration. Laissée en exercice. O

Exemple 5.2. 1. Toute application ¢ € Z(E,F) est de classe €2 et D*/(a) = 0 pour tout
a € E. En effet, Dl(a) = ¢ pour tout @ € E donc a € E +— Dl(a) € Z(E,F) est une
application constante. Sa différentielle est nulle.

2. Toute application b € % (E x F,G) (E, F et G des ev normés) est de classe €2 et pour tout
(a, ') € E x F:

D?b(a,a’)((h1,h)),(ha,hb)) = b(h1,hb) + b(ha,R)) pour tout (hy,h)) € E x F k=12.

En effet, on sait que Db(a,a’)(h,h’") = b(a,h')+b(h,a’) pour tout (a,a’) € ExF et (h,h') € EXF
et donc application :
(a,a’) = Db(a,d’) € Z(E x F,G),

est linéaire. Sa différentielle en tout point est donc elle méme.

5.2 Formule de Taylor

Soit H : 2 — F une application ou % est un ouvert de E. Soient a € % et h € E tels que le
segment [a,a + h] soit inclus dans % .

Théoréme 5.2 (Formule de Taylor avec reste intégrale). On suppose que H est de classe €2 sur
% . Alors:

1
H(a+h) = H(a)+ DH(a)h + / (1 —t)D?*H(a + th)(h,h) dt. (5.2)
0
Démonstration. 11 suffit de montrer la formule précédente pour chacune des composantes de H (en

introduisant une base de F'). On peut donc considérer que F' = R. Posons ¢(t) = H(a + th) pour
tout ¢ € [0,1]. L’application g est alors de classe € et :

g(t) =DH(a+th)h,  ¢"(t) = D*H(a + th)(h,h).
La formule de Taylor (avec reste intégral) pour la fonction g s’écrit :
1
o(1) = 90)+9/0)+ [ (1=0)g"t)at

ce qui donne bien la formule du théoreme. ]

Plutdt que la formule (5.2)), on utilisera le plus souvent :

Corollaire 5.1 (formule de Taylor-Young). Soit H : % — F une application de classe € et
soit a € % . Alors il existe une application € définie sur un voisinage de Og et a valeurs dans
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F telle que, pour tout h assez petit :

H(a+ h) = H(a) + DH(a)h + %DZH(a)(h,h) +1lRIZe(h).

Démonstration. Pour h assez petit, le segment [a,a + h] est inclus dans % et on peut appliquer le
théoréeme pour obtenir que:

H(a+ h) = H(a) + DH(a)h + %DQH(a)(h,h) +r(h),
avec 1 .
r(h) = / (1 —t)D?*H(a + th)(h,h) dt — = D*H (a)(h,h).
0 2
Comme

! 1
1—t)dt ==
[a-oa-3

r(h) = /01(1 —t)[D?*H(a + th)(h,h) — D2H(a)(h,h)] dt.

on déduit que:

Par continuité de I'application x +— D?H(z) € % (E,F), pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que si
|z||g < 0 alors ||D*H(a + ) — D*H(a)|| ¢,(p,r) < €. Ceci signifie (par définition de la norme dans
S(E,F)) que:

|D*H (a + x)(h,h) — D*H(a)(h,h)||r < €||h||% pour tout h € E.

Il s’en suit que pour tout A tel que ||h|g < &, on a |[r(h)||r < €||hl|F, ce qui est le résultat
annonce. ]

Ce résultat sera tres utile pour la recherche d’extrema locaux. Pour le moment, considérons I’exemple
suivant :

Exemple 5.3. Soit H : R? — R définie par H(z,y) = sin(rxy?). Alors H est de classe €2 sur
R2. Le gradient de H au point (z,y) est:

VH(z,y) = ny(ycos(rzy®) 2z cos(rzy?)),
On trouve également ’expression de la matrice Hessienne :

) —7y* sin(mzy?) 2my[cos(mzy?) — xy? sin(rzy?)]
Ty)=m .
2y[cos(mxy?) — mxy? sin(rxy?)] 2x[cos(mry?) — 2mwy? sin(mry?)]
La différentielle seconde au point (x,y) est I'application bilinéaire :
D?H(z,y) :R2xR? — R

() k) o> () ().
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On en déduit que, au voisinage de tout point (a,b) de R? (d.l. & I'ordre 2):

H(zy) = H(ab) + VH(a)b) - (z —a,y = b) + %(w —a,y —b)H(a,b) (Zj : Z)

+l(z - a,y — b)ll3e(z — ay — b).

En particulier, la fonction P (polynéme de degré 2) définie pour tout (z,y) € R? par:

Plz.y) = H(ab) + VH(@b) - (2~ 0y — )+ 5(z — 0y~ DH(ab) @ B Z) ,

est une “trées bonne” approximation de la fonction H au voisinage du point (a,b). Lorsque
a =1/2 et b = 1/2, le graphe de la fonction H et celui du polynéme P sont tracés sur la

figure

1.5

0.5

0
05 09

F1G. 5.1 — Graphe de la fonction H (4 gauche) et du polynéme P (a droite) obtenue a partir
du développement limité a l'ordre 2 au voisinage du point (1/2,1/2) (marqué en noir sur les
dessins).

Les différentielles d’ordre supérieur a 2 ne sont plus au programme mais on peut facilement com-

pr

endre que si 'application :
D?H : % — %(E,F),

est différentiable au point a, sa différentielle sera la différentielle d’ordre 3 de H, notée D3H(a).
Cette différentielle sera dans Z(E, % (E,F)) que lon va identifier avec Z3(E,F'), c’est & dire
I’espace des applications trilinéaires de E dans F'.

Tous les résultats de ce chapitre (en dehors de ceux concernant la matrice Hessienne) sont encore

vérifiés en dimension infinie.
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Chapitre 6

Points critiques et extrema

On consideére la situation suivante: F est une ev normé de dimension finie, 7 un ouvert de F
et H: % — R une fonction de classe €*. On se propose de décrire I'allure de la fonction H au
voisinage d’un point a de % .

6.1 Points réguliers et points critiques

Définition 6.1. On dit que a est un point régulier de H si DH(a) # 0. Un point qui n’est pas
régulier est appelé point critique.

On introduit une base {ey,...,en} de E. On peut alors calculer le gradient de H au point a:
OH OH OH
VH(a)=|—(a),— e .
@ = (G @G @ (@)

D’apres la définition, a est un point critique si et seulement si:

OH, _0H,  _ O0H

901 = 0, = = 3, =0

Supposons que a soit un point régulier. Alors le noyau de 'application linéaire DH (a) est de
dimension m — 1.

Remarque 6.1. Rappelons le théoréme du rang pour une application £ € £ (E,F) :

dimIm ¢ + dimker ¢ = dim E.
On peut alors choisir la base {ei,...,e,} de telle sorte que {es,...,e,} soit une base de
ker DH(a) et qu'on ait DH(a)e; = 1. En termes de dérivées partielles, nous aurons donc:

OH OH _ 0H

8—@((1)21 et —(a):...—@

g (a) = 0.

Ceci conduit au d.l. a l’ordre 1:
H(a+h) = H(a) + h1 + [|h||ge(h),

avec h =} 1", hje;.
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On suppose maintenant que a est un point critique de H et que H est une fonction de classe
%?. Un d.I. & l'ordre 2 nous donne, pour h dans un voisinage de 0 :

Hla+h) = H(a) + 5 D*H(a)(h,h) + [hl[3e(h),

avec ¢ : £ — R telle que (h) — 0 quand h — Og. Rappelons que D?H (a) est une forme bilinéaire
symétrique d’apres le lemme de Schwarz. Le comportement de H au voisinage de a est donc donné
par la forme quadratique:

1
hEEF»#ﬁH@XMMGR.

6.2 Formes quadratiques

Soit B € % (FE,R). Lorsque B est symétrique, on peut définir la forme quadratique @ associée
par:
Q(z) = B(z,z) pour tout z € E.

On peut retrouver 'expression de B a partir de ) grace aux l'identités de polarisation :

1 1
B(wy) = 5[Q+y) - Qz) - Q)] = [Q=+y) — Qz —y)].
Introduisons une base {e1,... ey} de E. Alors tout x € E s’écrit x = 37" xje; et on a:

m
B(z,x) = Z B(e;,ej)xiz;.
ij=1

D’un point de vue matricielle, on peut introduire la matrice symétrique :

Blei,e1) Blei,e2) ... B(eiem)
B B(eg,e1) Bleg,e2) ... B(eaem)
B(em,e1) B(em,e2) ... B(em,em)
et on a alors:

Y1
B(zy) = (x1,...,xpm)B |

Ym
Rappelons que les valeurs propres d’une matrice symétrique sont toutes réelles. Nous admettrons:

Proposition 6.1 (Réduction de Gauss et signature). Pour toute forme quadratique Q sur E, il
existe une base {e1,...,em} de E et deux entiers naturels p* et p~ tels que p* +p~ < m et:

pT+p~

m pt

_ 2 2

Q E xje; —E x; — E x;.
j=1 i=1

i=1+pt
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Le couple (p*,p™) s’appelle la signature de la forme quadratique. Si B est la forme bilinéaire associée
a Q et B la matrice de B, alors il existe une matrice inversible P telle que :

T Qcevreeeaenen 0
N :
‘PBP = |- e
: BRI
L0
U
0. 0 0]

avec bien entendu p™ ceefficients +1 et p~ ceefficients —1 sur la diagonale.

Plutot que de faire une démonstration dans le cas général, traitons un exemple.

Exemple 6.1. Soit @ : R?> — R une forme quadratique définie dans la base canonique
{e1,e2,e3} par:

9
Q(x) = x% - 37% + Zar% + 27179 — 1123 + 3T273.

La matrice de la forme bilinéaire B associée est :

11 —-1/2
B=| 1 -1 3)2
~1/2 3/2 5/4

On a alors:

Loy? 2 .2
Qz) = <:1:1 + zo — fac3> — 2z5 + x5 + 4xoxs

2
L \2 2 2
= (.7:1 + 22 — 5.?63) + (23 + 2x9)° — 625
Le changement de variables:
/ 1 / /
1 =21+ 22 — 51‘3, To=2x9+2x3 and z3= V629,

conduit a I'introduction de la nouvelle base:

1 2 1 2
el = e, ey = 561 +e3 and e = —\/gel + %62 - \/geg,

dans laquelle ’expression de @) est:
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Notons P la matrice de passage de la base {e1,e2,e3} & la base {€],e5,e5}, c’est & dire:

1 1/2 —V2/V3
P=1[0 o0 1/v6
0 1 —v2/V3

On a alors bien:

—_
o
]

‘PBP = [0

[a)
O =
=
[—

Définition 6.2. Soit Q une forme quadratique sur un evn E de dimension m. Soient p™ et p~
comme dans la proposition [6.1. On dira que:

- @ est positive si p— = 0;

~ Q est négative si pT = 0;

— Q est indéfinie sip™ #£0 et p~ #0;

— @ est non dégénérée si pt + p~ = m. Dans ce cas on peut distinguer :
— Q est définie positive si pt = m;

— @ est définie négative si p~ = m;

Ces propriétés se traduisent sur la forme bilinéaire B associée et sa matrice B comme suit :

— @ est positive si B(z,x) > 0 pour tout z € E. Toutes les valeurs propres de B sont positives
ou nulles.

— @ est négative si B(xz,r) < 0 pour tout € E. Toutes les valeurs propres de 1 sont négatives
ou nulles.

— @ est indéfinie s'il existe x € E et y € E tels que Q(z) > 0 et Q(y) < 0. La matrice B a au
moins une valeur propre strictement positive et une valeur propre strictement négative.

— @ est non dégénérée si x = Op est le seul élément de E tel que B(x,y) = 0 pour tout y € E.
La matrice B n’a aucune valeur propre nulle. On distingue alors:

— @ est définie positive si Q(x) > 0 pour tout = # 0g. Toutes les valeurs propres de B sont
strictement positives.

— @ est définie négative si Q(x) < 0 pour tout =z # 0g. Toutes les valeurs propres de B
sont strictement négatives.

6.3 Extrema

Définition 6.3. Un point a d’une partie ouwverte % de E est un maximum (respectivement mini-
mum) local d’une fonction H : % — R s’il existe un ouvert ¥ contenant a tel que:

H(z) < H(a) (respectivement =) pour tout x € V.

On parle de max (respect. min) local strict lorsque les inégalités sont strictes. Un extremum est un
Marimum ou un Mminimum.



6.3. EXTREMA 45

La proposition suivante nous dit que les maxima et les minima locaux sont & chercher parmi
les points critiques de la fonction.

Proposition 6.2. Soient H : 2 — R une fonction différentiable et a un point de % . Si a est un
extremum local alors a est un point critique de H. Lorsque H est de classe €2, la forme quadratique
associée a la forme bilinéaire symétrique D> H (a) est positive si a est un minimum local et négative
st a est un mazimum local.

Démonstration. Soit h € E, h # 0g. Posons ¥ (h) = {t ¢ R : a+th € %} (un ouvert de R qui
contient 0) et pour tout ¢t dans ¥'(h):

gn(t) = H(a + th).
La fonction g : #(h) — R est dérivable sur ¥ (h), g;,(0) = DH(a)h et g, admet un extremum
local en t = 0. Donc DH (a)h = 0. Ceci étant vérifié pour tout h € E, on en déduit que DH (a) = 0.

Si H est de classe €2, alors g, est également de classe 62 sur ¥ (h) et g}/(0) = D*H (a)(h,h). Si
a est un maximum local de H alors 0 est un maximum local de g et donc g} (0) < 0. Encore une
fois, ceci étant vrai pour tout h € E, on en déduit que la forme quadratique associée & D2H (a) est
négative. On procede de la méme fagon lorsque a est un minimum local. O

Il faut en fait un peu plus que la simple positivité (ou la négativité) de la forme quadratique
associée a la Hessienne pour assurer que le point est bien un extremum local.

Proposition 6.3. Soit H : % — R une fonction de classe €? et a € % un point critique de
H. Si la forme quadratique associée a la forme bilinéaire D*>H (a) est définie positive (respect.
négative), alors a est est un minimum (respect. mazximum) local strict de H.

Démonstration. Notons Q(v) = D?H(a)(v,w) pour tout v € E et supposons que @ soit définie
positive. Posons :

A= min Q(v).
ol p=1
Alors A > 0 car la sphére unité est compacte et Q(v) > 0 pour tout v sur cette sphere. D’autre

part, pour tout v # Og :

@<v>=D2H<a><v,v>=Hvu%zﬂH(a)(”, . )ZIUII%Q< ! )>Auv||%-
ol Tolle BE

Un développement de Taylor—Young a ’ordre 2 au point a nous donne:

Hla+ 0) = H(@) + 3D*H@)(00) + ol > H@) + ol (38 +0)).

avec £(v) — Og quand |[v]|g — 0. On en déduit que H(a + v) > H(a) pour tout v assez petit. [

Remarque 6.2. Si la forme quadratique est seulement positive (mais dégénérée) alors il faut une
étude plus fine pour pouvoir conclure. Considérons les exemples suivants :

Hi(zy) =2 +y*,  Ha(zy)=2°  Ha(zy) =2 —y"
Le point (0,0) est un point critique pour chaque fonction Hy, et pour tout (h,h') € R?,
D?Hy,(0,0)((h,h'),(h,1')) = 2h2.

C’est une forme positive mais dégénérée. Or (0,0) est un min local strict pour Hy, un min local
(non strict) pour Hs et n’est pas un extrema pour Hs.
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-1 -1 -1 -1-1

Fi1G. 6.1 — Graphes des fonctions Hy, Hy et Hs. Ces trois fonctions ont le méme développement de
Taylor—Young a l'ordre 2 en (0,0).

6.4 Extrema liés

Soit % un ouvert de R™ et Soit F : % — R¥ une fonction de classe €2 (avec k < m). On note:

M={x e : F(z) =0} (6.1)

Etant donnée H : % — R une fonction de classe 42, on cherche les extrema locaux de z — H (x)
lorsque = est astreint a rester dans I’ensemble M.

Définition 6.4. Un point a € M est un minimum local de H sur M s’il existe un ouvert V' C U
contenant a tel que:
H(x) > H(a) pour tout x € ¥ N M.

On définit de méme les notions de mazimum local (et max local strict, min local strict avec des
inégalités strictes).
6.4.1 Points réguliers

Proposition 6.4. Soit a un point de M. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. La différentielle DF(a) est surjective;
2. Les vecteurs VFj(a) (j =1,...,k) forment une famille libre;
3. La dimension de ker DF (a) est m — k.

Démonstration. On sait que:
m = dimker DF(a) + dimIm DF'(a),

donc les formulations [I] et [3] sont équivalentes.
L’équivalence des points [2] et [T] découle de I'égalité :

k
Im DF(a)* = {y = (o) €RF 2 Y79V (a) = o}. (6.2)

Par définition:
ImDF(a)" = {y € R* : (y,DF(a)z)pr =0 Yz eR™},
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et I'on remarque que:

k
(.DF (@)} = (DF (a)ya)n = ( Y4,V Fj(a))
j=1

Rm

L’égalité (6.2) s’en déduit. O

Définition 6.5. Un point a de M qui vérifie ['une des propriété de la Proposition est appelé
un point régulier de M. Dans ce cas, on note :
T,M =ker DF(a) = {u € R? : VFj(a) - u=0,Yj=1,....,k},
= (VFi(a),... ,VFk(a))J‘ = ﬁ§:1<VFj(a))J‘,

Uespace tangent a M au point a (c’est donc un sous ev de R™ de dimension m — k).

Dans la suite, on ne s’intéressera qu’aux points réguliers de M.

La premier point de la proposition [6.4] assure que 'on peut appliquer le théoréme des fonctions
implicites a la fonction F' au voisinage de a. Un point régulier est donc un point au voisinage duquel
M est le graphe d’une fonction €' de R dans R*.

Proposition 6.5. L’espace tangent a M en a peut aussi étre défini comme :
T M = {4 (0) : v:] = 1,1[— M de classe €' telle que v(0) = a}.

Démonstration. Soit y : t €] —1,1[— ~(t) € R* une courbe paramétrée ¢! telle que () C M pour
tout ¢ €] — 1,1[. Alors F'((t)) = 0 pour tout ¢ et en dérivant :

DF(y(t))Y'(t) = 0,

c’est & dire en particulier pour ¢t = 0, VFj(a) - 7/(0) = 0 pour tout j = 1,...,k et donc +/(0) est
bien dans T, M (tel que défini dans la définition .

Montrons réciproquement que tout vecteur de T, M (tel que défini dans la définition peut
étre obtenu comme la dérivée en ¢t = 0 d’un courbe paramétrée. Via un changement de base, on peut
toujours supposer que I'espace R™ peut se décomposer en un produit cartésien d’espaces R x R*
de telle sorte que ’application :

DyF(a) : RF — R
ho +— DF(a)(O,hQ),

soit un isomorphisme. On écrit le point a sous la forme a = (a,a2) € R™* x R¥. Le théoreme des
fonctions implicites nous assure de Pexistence d’un ouvert % de R™F contenant a;, d’un ouvert
7 de R¥ contenant ay et d’un difféormorphisme 1 : % — ¥ de classe € tels que ¢(a1) = ap et :

{zeu x¥V : F(z) =0} = {(z10(x1)) : 21 € % }.

L’application
o: % — R™
Ty (mlﬂ/’(l’l))v
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fournit une paramétrisation locale (au voisinage a) de M. Elle est de classe €' (comme ) et en
tout point z1 de % :
Dé(x1) = (Id,Dip(21)) : R™F — T, M,

est au moins de rang m — k (donc en fait exactement de rang m — k) et est donc un isomorphisme.
Soit u un vecteur de T, M et soit v = [D¢(a)]"'u. Pour tout ¢ dans un voisinage de 0, on peut
alors définir:

~v(t) = (a1 + tv,h(ay + tv)),

et on vérifie aisément que v(0) = a et 4'(0) = u. O

FIG. 6.2 — . Lellipsoide M est défini par I’équation F(z,y,2) = 0 avec F(x,y,2) = 2%/4 + y*/9 +
42%/9 — 1. On considére le point a = (1,1,//23/4) (marqué en noir sur le dessin). Le plan tangent
en a est l'espace affine a+ Ty M. L’espace tangent T, M est constitué par tous les vecteurs v'(0) (en
bleu sur le dessin) oty :] — 1,1[— R? est une courbe paramétrée tracée sur M telle que v(0) = a.
Lellipsoide est une sous—variété différentiable de classe € de dim 2 dans R3.

Définition 6.6. Un ensemble M défini par (6.1) dont tous les points sont réguliers est appelé une
sous—variété de R™ de dimension m — k de classe €.

Les sous—variétés (et plus généralement les variétés différentiables) seront étudiées I'année pro-
chaine dans le cours “Géométrie différentielle”.

6.4.2 Points critiques de H sur M

Soit @ un extremum local de H sur M. On suppose que a est un point régulier de M. Alors,
pour toute courbe paramétrée v :] — 1,1[ — M de classe € telle que v(0) = a on a g-,(0) = 0 avec
g(t) = H(~(t)). On doit donc avoir VH (y(t))'(t) = 0 pour toute courbe 7 et cette condition se
traduit par

VH(a)u=0 VYueT,M.

Ce calcul nous suggere de définir les points critiques comme suit :
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Définition 6.7. Soit a un point régulier de M. Alors a est un point critique de H sur M si:
ToeM C ker DH(a). (6.3)

Tout extremum a de H sur M (qui est un point régulier de M) est donc un point critique.
Comme:

ker DH(a) = (VH(a))",
I'inclusion (6.3]) se réécrit :
(VFi(a), .. V() C (VH(a)*,

ce qui est équivalent a:
VH(a) € (VFi(a),...,VFg(a)).

Proposition 6.6 (Multiplicateurs de Lagrange). Soit a un point régulier de M. Alors a est
un point critique de H sur M si et seulement si il existe des constantes Ay, ..., \; telles que:

k
VH(a) =Y A\ VFj(a).
j=1

Exemple 6.2. On chercher a déterminer le triangle de plus grande aire dont le cercle circonscrit
est le cercle unité.

Par symétrie, on peut supposer que l'un des sommets est le point (1,0). Notons (x1,y1) et
(x2,y2) les coordonnées des deux autres sommets. Ces sommets étant astreints a rester sur le
cercle unité, on pose:

M = {(z1,22,91,92) € R* : F(z1,22,91,92) = 0},
ou la fonction F' est définie par :

F:R* — R2

2 2
i +yi - 1) .
—
(x17$27y173/2) (f]}'% + y% _ 1)

Cette fonction est trés réguliere (4> en fait). On note ensuite Fy(z1,22,91,y2) = 7 +y? — 1
et Fy(71,79,y1,y2) = T3 + y3 — 1. Pour tout (v1,72,y1,92) € R*, un simple calcul conduit a:

VF1(1717$273/17Q2) = (233170;29170) et VF2($1,33271U1,ZU2) - (0,255270292)-

Sur M, aucun de ces deux vecteurs ne peut s’annuler et ils forment en tout point une famille
libre. Tous les points de M sont donc réguliers (et M est donc une sous-variété > de R* de
dimension 2). L’aire du triangle de sommets (1,0), (x1,y1) et (z2,y2) est égale a:

1 1
§|($1 —Dy2 — (x2 — D] = §‘H($17$2791792)|> (6.4)
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la fonction H étant définie sur R* par:

H:R* — R
(x17x27y17y2) — ([Bl - 1)y2 - (%2 - l)yl
L’application H est continue sur le compact M donc elle est bornée et atteint ses bornes.
L’application H admet donc au moins un min global sur M et un max global sur M. Le

gradient de H est:
VH(z1,22,91,92) = (Y2, — y1,1 — 22,21 — 1).

Un point (z1,z2,y1,y2) est donc un point critique de H sur M ssi il existe deux réels A\; et Ay
(des multiplicateurs de Lagrange) tels que:

VH(z1,22,91,y2) = MVE(21,22,91,y2) + AV Iy (21,22,91,y2),
c’est a dire tels que:

Y2 = 2121 ro = —2\y1 + 1
Yy = —2X9x9 xr, = 2)\2y2 + 1.
On en déduit, avec les deux équations de la premiére ligne, que m%—i—y% = 4)\% (x%—l—y%H—l —4M\y1.

Les deux équations de la deuxiéme ligne conduisent & z3+y# = 4\3(23+y3)+1+4A2y2. Comme
x% —I—y% =1et l‘% —i—y% = 1, on trouve que:

)\2()\2"‘3/2):0 et )\1()\1—y1):0.

Considérons plusieurs cas:
— Si (A1,A2) = (0,0) alors (z1,y1) = (x2,y2) = (1,0): les trois sommets du triangle sont
confondus.
—Sid=0et \y #0. Alors y; =0, 1 = 1 puis 3 = 1 et yo = 0: De nouveau les trois
sommets du triangle sont confondus. De méme si A\ = 0 et Ay £ 0.

— Supposons donc que A # 0 et Ao # 0. Dans ce cas Ay = y1 et Ao = —yo. Les deux
équations de gauche du systeme nous donnent :

y2(4r129 — 1) =0,

c’est a dire (puisque yo = —\g # 0) 4x1292 = 1. Les deux équations de droite du systeéme
conduisent a:

r1=1-2y3=—-14+223 et xy=1-2y =1+ 227 (6.5)
En multipliant termes a termes on obtient:
r1r = (222 — 1)(222 — 1) = 42222 — 222 — 222 4+ 1,

c’est a dire: |
2 2
:L'l —+ ZEQ = 5
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On obtient finalement que (v1 — z2)? = 22 + 23 — 2z129 = 0 et donc z; = 79, ce qui
conduit & 23 = 23 = 1/4 puis avec (6.5) & x1 = 22 = —1/2. On retourne & la premiere
équation du systeme d’ou l'on tire (en rappelant que A} = y1 et Ay = —y2) que y2 = —y;.
On trouve finalement, de nouveau avec les équations ([6.5) que les points critiques sont

(—1/2,v/3/2) et (—1/2, —/3/2).

On peut maintenant résumer les résultats dans un tableau:

Points critiques (x1,22,y1,y2) A1,

H(z1,22,y1,y2)

(1,0,1,0) A =0o0uX =0

0

(—1/2,—1/2,V/3/2,—/3/2) | A1 = X2 =+3/2

3v/3/2

(=1/2,—1/2,—/3/2,/3/2) | A1 = A2 =+/3/2

—3v/3/2

Avec la formule (6.4]), on en déduit que l'aire maximale pour un triangle dont le cercle
circonscrit est le cercle unité est donc 3v/3/4. Le triangle ayant cette aire maximale est le

triangle équilatéral.

(®1,91) (-1/2,V/3/2)

(z2,12) (—1/2,—v3/2)

Fi1G. 6.3 — Le triangle ayant une aire mazimale est le triangle équilatéral.

o1
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Chapitre 7

Equations différentielles

7.1 Définitions et notations

Soit % un ouvert de RxRY et f : % — R une fonction continue. Dans ce cours, on s’intéresse
aux équations différentielles ordinaires (notées en abrégé edo) du premier ordre, sous forme normale
(ou résolue) :

'(t) = f(t.a(t)). (7.1)

Commencons par préciser la notion de solution pour ce type d’équation :

Définition 7.1. Une solution de est un couple (p,J) ot J est un intervalle de R et ¢ =
(¢1,.-.,0N) est une fonction dérivable sur J a valeurs dans RN telle que (t,p(t)) € % pour tout
teJet

ei(t) = filtpo(t), Vted, — Vi=1,...,N.

On remarque tout de suite que, f et ¢ étant deux fonctions continues, par composition ¢’ =
(@1, ,¢ly) est également continue sur J et ¢ est de classe €1 sur J.

I
L2

fltz) = M(t)z = (ZEQ Zg) @i) ’

out a(t),t — b(t),t— c(t) et t — d(t) sont des fonctions réelles continues. Alors I’équation

'(t) = f(t,x(t)),

est appelée équation linéaire du premier ordre.

Exemple 7.1. Dans le cas N = 2, notons = = ( > un vecteur de R? et définissons

Pour N = 1, lorsque f(t,x) = a(t)z + b(t)x™ ou t — a(t) et ¢t — b(t) sont des fonctions
continues et o € R\ {0,1}, 'edo ([7.1)) est appelée équation de Bernoulli.

Toujours lorsque N = 1, I’équation

2'(t) = a(t)z?(t) + b(t)z(t) + c(t),
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pour laquelle f(t,z) = a(t)x® +b(t)z +c(t) ou t = a(t), t — b(t) et t — c(t) sont trois fonctions
continues, est une équation de Riccati.

On introduit la notion de probleme de Cauchy :

Définition 7.2 (Probleme de Cauchy). Soit (to,z0) € % . Résoudre le probleme de Cauchy :

{ 7(0) = 1) 72)

consiste a déterminer un couple (p,J) ou J est un intervalle de R contenant ty et ¢ une fonction
dérivable (en fait €1') de J dans E telle que (t,p(t)) € % pour tout t € J, ©'(t) = f(t,p(t))
pour tout t € J et p(to) = wo.

En intégrant 1’edo du probléme de Cauchy (7.2)) entre ¢y et ¢ et en tenant compte de la condition
x(ty) = xo, on obtient que:

t
o(t) =x0+ | f(s,p(s))ds, (7.3)
to
ou il faut comprendre I'intégrale comme :
t JE Fi(s.0(s)) ds
f(s.p(s))ds = :
t
’ i fn(se(s)) ds

Réciproquement, toute fonction ¢ vérifiant (7.3 est bien une solution ¢! de (7.2). Nous utiliserons
souvent I’équivalence entre les deux formulations (7.2)) et (7.3)) dans la suite du cours.

7.2 Réduction de 'ordre

Les formulations et , bien que ne faisant intervenir que la dérivée premiere de t — x(t),
recouvrent en fait une large classe de problemes. En effet, il est souvent possible de mettre sous la
forme des edo dans lesquelles apparaissent des dérivées a un ordre quelconque. Considérons
pour simplifier que les fonctions ¢ — x(¢) sont a valeurs dans R (i.e. N = 1). Soit % un ouvert de
R x RP avec p > 1 et f : % — R une fonction continue. En notant ¢ — ) (t) la dérivée k—eme de
t — x(t), toute équation différentielle ordinaire du p—eme ordre associée & f qui s’écrit :

2P (t) = f(ta(t)2' (1), ... P D(1)), (7.4)

peut se mettre sous la forme (7.1). Notons en effet z1(t) = z(t) et x4 (t) = = (t) pour i =
1,...,p—1 et introduisons

z1(t) z2(1)

X(t) = m:(t) ERP ot F(LX) =

a:p'(t) f(tzi(t),. .. 2p(t))
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L’edo (7.4 devient alors:
X'(t) = F(t,X(t)).

Le probléme de Cauchy correspondant a I’équation ci-dessus s’obtient en ajoutant une condition du
type X (to) = Xg ot tg € R et Xy € RP. Ceci correspond a la donnée de z(tg),2'(to), - . . .27~ (o).

7.3 Equations différentielles autonomes

Une équation différentielle est dite autonome lorsque la fonction f qui apparait dans 1’égalité
(7.1) ne dépend pas de la variable ¢. Une équation différentielle est ainsi de la forme:

ol f est une fonction d’un ouvert % de R dans RY. C’est un cas particulier important car toute
équation différentielle (sous forme normale) peut étre mise sous la forme d’une équation différentielle
autonome. En effet, considérons un probleme de Cauchy sous la forme la plus générale :

{ 2'(t) = f(t.x(t))

ot f: % — RN, % c Rx RN et (tg,xg) € %. Ce probleme est équivalent au probleme suivant,
dont I’edo est autonome:

X'(t) = F(X(t))
X(to) = Xo.

ot la fonction F : % — R x RY est définie pour tout X = (7,2) € % par F(X) = (1,f(r,x)) et ou
XO = (to,mo).
7.4 Existence et unicité locale de solutions

Pour montrer 1'existence et 'unicité de solutions locales en temps (c’est & dire sur un intervalle
de temps petit contenant ty) il faut supposer vérifiée I’hypothese suivante :

Hypothése 7.1. La fonction f est continue sur % et x — f(t,x) est lipschitzienne en x (uni-
formément en t), c’est a dire qu’il existe k > 0 telle que :

1f(tx) = FE2) < Ellz =2 pour tout (t.x), (t,%) € % . (7.5)

Théoréme 7.1 (de Cauchy—Lipschitz). Soit f une fonction vérifiant I’hypothése et soit
(to,xo) un point de % . Alors pour tous a >0 et T > 0 tels que:

1. Le cylindre € = {(t,x) ERx RN : ||z — x| < a, |t —to| < T} soit inclus dans % ;
2. TM < aetTk <1 ou M =maxgee || f(t2)|;
il existe une unique solution au probléme de Cauchy (7.2)) sur Uintervalle [to — T\to + T).




56 CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Remarquez que lorsque le premier point est vérifié, il est toujours possible de réduire T' suffisamment
pour que le deuxieme soit vérifié également. La démonstration repose sur le Lemme (Point fixe
de Banach).

Démonstration. Soit a, T et € comme dans les hypotheses. Notons
F ={¢:[to—T,to+T] — E continue}
une espace vectoriel que ’on munit de la norme de la convergence uniforme :

lelloo = max @]l pour tout ¢ € F.
tE[to—T,to-i—T]

Dans I’espace F', on considere ’ensemble :

Q= {(p : [to — Tty —i—T] — B(.%'(),CL)}.

Alors F' est un espace de Banach et () est fermé. Notons, pour tout ¢ € 2:

t
o)ty =z0+ | f(s,p(s))ds pour tout t € [to — T,to + 17,
to

et vérifions que ¢(p) € Q. Comme déja observé plus haut, ¢(¢) est de classe € sur [tg —T,to+ T.
D’autre part, pour tout ¢ € [tg,to + T :

lé( () — zoll < / 1 (s:0(5))]| ds < TM < a.

On obtient la méme inégalité pour t € [ty — T',tg] et donc ) est stable par ¢. Vérifions maintenant
que ¢ est contractante sur Q. Pour tout ¢ € [tg,top + T et tous p,p € Q:

IWWXQ—MﬂﬁmétlUW@Mﬂ—ﬂﬂﬁﬁwﬁ

t
<k [ lols) —@(s)llds < ET[[o — @l oo-
to

On obtient la méme inégalité pour tout t € [ty — T',to] et on en déduit que:

[¢(0) = (@)lloc < ETllp = Pllos,

ce qui prouve le caractére contractant de ¢. Le théoreme du point fixe de Banach (Lemme [4.1)) nous
assure donc de lexistence d’une unique fonction ¢ dans Q telle que, pour tout ¢ € [tog — Tto + T :

So(t) = To + \ f(5790(5)) ds,

ce qui est la formulation intégrale du probleme de Cauchy. Nous avons ainsi montré 1’existence et
I’unicité d’une solution au probléme de Cauchy dans ). Vérifions qu’il n’existe pas de solution en
dehors de €.
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Considérons pour cela ¢ une solution quelconque du probleme de Cauchy définie sur [to—T,to+7
et notons:

T* =sup {6 € [0,T] : [|o(t) — mol| < a, Vte[to—0b,to+06]}.

L’ensemble est non vide (car il contient 0), majoré par T (donc T* est bien défini) et on vérifie
facilement qu’il contient 7*. Supposons 7* < T. On a alors:

to+T1*

f(syp(s))ds|| < T"M <TM < a,

[p(to +T7) — ol = ‘
to

et donc par continuité de ¢, on a encore ||¢(t) — zo|| < a pour t > to+ 71 (et aussi pour ¢t < to— 1T
pour les mémes raisons) ce qui contredit la définition de T*. Toute solution du probleme de Cauchy
définie sur [tog — T',to + T est donc dans €. O

Lorsque la fonction f est seulement continue, I'existence d’une solution locale en temps au
probleme de Cauchy est encore assurée mais plus l'unicité. Signalons le résultat suivant (dont nous
admettrons la démonstration) :

Théoréme 7.2 (Ascoli-Peano). Soit f € € (% ). Alors pour tout (tg,z9) € % , il existe un voisinage
de to dans R sur lequel le probléme de Cauchy (7.2) admet une solution (non nécessairement
unique).

Illustrons cette perte d’unicité par ’exemple suivant :

Exemple 7.2. Le probléeme de Cauchy
2'(t) = vIz®),  2(0)=0,

ol f: (t,x) = +/|z| est définie et continue sur % = R x R et (0,2(0)) € %. La fonction f est
continue mais ne satisfait pas I’hypothese au voisinage de x = 0. La solution identiquement
nulle est solution du probleme de Cauchy. On vérifie que pour tous réels a et 8 avec a < 0 < 8
la fonction ¢ définie par :

(t—pB)2 sit>p
sit e [a,f]
—it-a)? sit<a,

[ RN

p(t) =

(cf. Fig. [7.1]) est aussi solution du probleme de Cauchy sur R (Le théoréeme d’Ascoli-Peano

s’applique mais pas le théoreme de Cauchy—Lipschitz). Remarquer que toutes les solutions sont
bien ¢! sur R.
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Fig. 7.1 — Non unicité de la solution du probléme de Cauchy.

On utilisera le plus souvent le corollaire suivant dont les hypothéses sont plus simples & vérifier que
celles du Théoréme [T.1]:

Corollaire 7.1. Soit f une fonction €1 sur % . Alors pour tout (tg,wo) € %, il existe T > 0
tel que le probléme de Cauchy (7.2]) admette une unique solution sur [ty — T,to + T).

Démonstration. Soit % une boule ouvert dans R x RV, centrée en (tg,20) et telle que & soit incluse
dans % . Par continuité de D f sur le compact 4, on peut définir:

= max_|[|Df(t,z)|| ¢mxry mV)-
(t,x)eR

On applique ensuite le Corollaire [3.2| sur le convexe 4 pour obtenir que:

If(ta) — fED)| <k (e — 2| +[t =)  pour tout (t,),(t.2) € Z.
En particulier, 'hypothese est vérifiée sur Z et on peut appliquer le théoréeme de Cauchy—
Lipschitz sur cet ouvert, ce qui nous donne le résultat. O

7.5 Unicité globale, solutions maximales

Le résultat suivant que deux solutions d’une méme équation différentielle ne peuvent pas se
croiser en un point ou la fonction f est réguliere.

Théoréme 7.3 (Unicité globale). Soit f € €1 (%) et soient (¢1,J1) et (p2,J2) deuz solutions
de (7.1). S’il existe un point ty de Jy N Jo tel que p1(tg) = pa(to) alors o1 = @o sur Ji N Jo.

Démonstration. Les ensembles J; et Jy sont des intervalles. Il en est donc de méme de J = J1 N Js
qui est en particulier connexe et non vide puisqu’il contient ty3. On note

I ={teJ tels que p1(t) = pa(t)}.
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Montrons que I est ouvert et fermé dans J ce qui entrainera que I = J. Les fonctions ¢ et @9 étant
continues, on en déduit que I = (¢1—¢2) 1 ({0}) est fermé. Soit t; € I, notons x1 = ¢1(t1) = pa(t1).
Alors (t1,x1) € % et selon le Corollaire le probleme de Cauchy:

x/(t) - f(t,l’(t)), ‘T(tl) = 1,

admet une unique solution sur un petit intervalle [t; — a,t; + a. On en déduit que @1 = @9 sur cet
intervalle et que |t; — a,t1 + «[C I et donc que I est ouvert. O

)
7

Fic. 7.2 — Les solutions de l'edo z'(t) = +/|z(t)| de l’exemple se croisent seulement sur ’aze
des abscisses ot f n’est plus dzﬁerentmble

Définition 7.3 (Solution maximale). Soit (p1,J1) et (2,J2) deuz solutions de (7.1). On dit que
(p2,J2) prolonge (p1,J1) si J1 C Ja el o1 = @a sur Jp.
Une solution (p,J) de (7.1)) est dite maximale si elle n’admet aucun prolongement.

Théoréme 7.4 (Existence d’une solution maximale). Soit f € €1 (%). Alors par tout point
(to,xo) € % il passe une unique solution mazximale au probléme de Cauchy (7.2)).

Démonstration. Considérons I'ensemble S de tous les couples (¢,J) de solutions au probleme de
Cauchy . Si (1,J1) et (p2,J2) sont deux tels couples alors J; N Jy n’est pas vide car il contient
to et w1 = o sur J; N Jo d’apres le Théoreme [7.3] Soit I la réunion de tous les intervalles J. Sur
I on peut donc définir la fonction ¢ par ¢» = ¢ sur J pour tout (¢,J) € S. Cette fonction est la
solution maximale cherchée. ]

La question a laquelle nous allons nous intéresser maintenant est celle du prolongement des solutions
maximales. En effet, pourquoi une solution maximale définie sur un intervalle borné, ne peut—elle
étre prolongée sur un intervalle plus grand?

Théoréme 7.5. On suppose que 0 est un ouvert de RN et que % =]a,b[xQ (avec —co < a <
b < +o0). Soient f € €HU) et (to,x0) € . Si (,|T_,Ty|[) est une solution mazimale du
probleme de Cauchy , alors on a lalternative suivante :

~ Soit T = b;

— Soit Ty < b et pour tout compact K de § il existe t < Ty tel que p(t) ¢ K.
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‘ On peut énoncer un résultat analogue pour T-—. ‘

Démonstration. Supposons que T} < b et qu’il existe un compact K dans Q tel que p(t) € K
pour tout ¢t €|tg,T[. Alors, comme f € € (%), il existe M > 0 tel que ||f(¢t,x)| < M pour tout
(t,x) € [to,T4] x K. Soit (), une suite croissante tendant vers T4 et telle que ¢y < t,, < T pour
tout n. En écrivant la solution ¢ sous forme intégrale, on obtient que:

tm
le(tm) = @(tn)|l < /t [f(ssp(s)llds < Mt —tn],  ¥m >n.

La suite (ty), étant de Cauchy, il en est de méme pour (p(t,))n qui est donc convergente. Notons
1 = limy o0 @(t,). Alors 1 € K C Q et on a donc (T4,x1) € % . La solution du probléme de
Cauchy

2(t) = f(ta),  a(Ty) =,

admet selon le Corollaire [7.1] une solution locale qui, selon le Théoreme [7.3] prolonge ¢ au dela de
T.. Ceci contredit la maximalité de (p,]7_,T'[). On procede de fagon analogue pour 7_. O

Si © est borné, ce théoreme se traduit par: Le point de R x E de coordonées (t,i(t)) tend vers un
point de la frontiere du cylindre Ja,b[x quand ¢t — T4 et t — T_.

Exemple 7.3. On souhaite étudier 'edo:

'(t) = f(t.2(t)),

ott la fonction f : R x R — R est définie pour tout (t,2) € R x R par f(t,x) = 2tx?. La fonction
f est €1 (en fait €>°) sur R x R. Pour toute donnée de Cauchy (tg,z0) € R x R il existe donc,
selon le théoréme [7.4] une unique solution maximale au probleme de Cauchy.

{ '(t) = f(t,)

z(tg) = xo.

D’apres le théoreme chaque solution est soit définie sur R tout entier, soit sur un intervalle

Ja,b] (avec possiblement a = —oco ou b = +00). Si a # —oo (respectivement b # +00), alors
lim |z(t)] = 400 repectivement  lim |z(t)| = 400. (7.6)
t>a t<b

Cherchons explicitement les solutions du probléme de Cauchy. On remarque que la solution
identiquement nulle (définie sur R) est la solution cherchée pour ty quelconque et xg = 0 (on
sait que cette solution est unique). On suppose que xg # 0. Alors on voisinage de tg, la solution
ne s’annule pas (par continuité) et satisfait :
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On peut ensuite intégrer cette égalité entre t et ¢ty pour obtenir :

1 1
— —— =,
xo  x(t)

ce qui nous conduit a ’expression :

! L
—> avec cp = — o
co — t2 0 i) 0

x(t) =

~ Si ¢y = 0 alors x(t) = —1/t? est la solution cherchée. Plus précisément, si ty < 0 la
solution est (¢,J) = (— 1/t%] — 00,0[) et si to > 0, la solution est ( — 1/t2,]0, + oo[).
Remarquer que les conditions sont satisfaites.

— Siecy > 0 et zy > 0 (cette zone est la zone A sur la figure . Les solutions sont
(= 1/(co — t*),] — y/C0,1/C0]) et les conditions sont bien entendu satisfaites aux
bornes de l'intervalle d’existence.

— Sicg >0 et zg <0 (cette zone est la zone C sur la figure elle se décompose en deux
zones disjointes suivant le signe de tg). Les solutions sont (—1/(co —t?),] — 00,,/co[) dans
la partie gauche de la zone C et ( —1/(eo — t2),)\/c0, + oo[) dans la partie droite de la
zone C.

— Enfin, si ¢y < 0 (zone B sur la figure , les solutions sont (—1/(co—t*),R). La solution
“n’explose pas” et est donc définie sur R tout entier.

3 T T T T
2t |
zone A
1 Ces solutions sont
définies sur un
0 itervalle  borné

et sortent de tout
compact en temps

fini.

+— Cette solution est
définie sur R tout
entier.

-3

1 2 3

FiG. 7.3 — Graphe des solutions de l'edo 2'(t) = 2tx?(t). Celles qui ne sont pas définies
sur R tout entier (dans la zone B) “explosent” en temps fini, conformément au résultat du

théoréme [7.5,
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Terminons ce paragraphe avec un outil incontournable en théorie des edo:
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Lemme 7.1 (de Gronwall). Soient ¢ et ¢ deux fonctions continues de [a,b] dans Ry et ty €
[a,b]. On suppose qu’il existe une constante positive C telle que

¢
o) <C+| [ v)es)ds|,  Vte[ab.
to
On a alors : .
o(t) < C exp ( P(s)ds > , vVt e [a,b]. (7.7)
to
Démonstration. Pour tout ¢t > g, posons:
O+ fti P(s)p(s)ds

") exp (ftz P(s) ds)

Alors h est dérivable et :
p(t) = C — [} P(s)p(s) ds
exp <ftt0 P(s) ds)

On en déduit que h(t) < h(tp) = C ce qui donne le résultat. Pour tout ¢ < ¢, on pose:

h(t) = (1) <O

O [P ps)pls) ds
exp (ftto P(s) d8>

h(t)

et on conclut de la méme fagon. O

7.6 Cas particulier des edo linéaires: Premieéeres propriétés

Un cas particulier intéressant est celui ot f est une application linéaire en x. Considérons I un
intervalle de R et N x N fonctions réelles continues :

mij:I — R

<1i,7 < .
t — mij(t). (1 SIS N)

Notons alors M (t) la matrice carrée N x N dont les ccefficients sont les m;;(¢). On notera .#y (R)

I’espace vectoriel des matrices carrées N x N muni de la norme subordonnée :

1M1y ) = masg |Mal] pour tout M € i (R)
TE

l=ll=1
On dira qu’une ode ([7.1)) est linéaire homogene si elle s’écrit :

2/ (t) = M(t)xz(t). (7.8)
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Théoréeme 7.6. Sim;; € €(I) pour tout i,j =1,...,N, alors pour tout to € I et xy € RY, le
probléme de Cauchy :

{ 2/ (t) = M(t)z(t)

$(t0) = Xo,

admet une unique solution maximale définie sur I tout entier.

Démonstration. 11 est clair que la fonction

f:IxRN — RN
(t,x) — M(t)z

est une fonction continue sur I x E. Soit I(ty) un voisinage compact de ¢ty dans I (sitg € I, on peut
choisir un intervalle de la forme [ty — d,tp + 6], § > 0, sinon, ¢y est une extremité de I et on peut
choisir [tg,tg + 6] par exemple). Les fonctions m;; étant continues sur I(ty), la fonction

E: 1 —R
t— [|M () |.zym)

est elle aussi continue sur I(¢p) (le vérifier a titre d’exercice). On peut alors considérer

k= max k(t),
tel(to)

et f vérifie 'hypothese avec la constante k sur I(tg) x E. Selon le Théoreme il existe

une unique solution locale (¢,J) au probleme de Cauchy considéré. D’autre part, en appliquant
I'inégalité de Gronwall (7.7)), on obtient I’estimation:

klt—tol

le@®) e < [lzollee pour tout t € J.

La solution reste donc bornée sur tout intervalle borné et suivant le Théoréme [7.5] elle peut donc
étre prolongée sur I tout entier. O

Les edo linéaires seront étudiées plus en détail dans le chapitre [7.10

7.7 Continuité par rapport aux conditions initiales

Supposons qu'une fonction f définie sur un voisinage %/ d'un point (tg,z0) de R x RV et &
valeurs dans RV, satisfasse ’hypothese Alors, pour tout (7,£) € %, la solution ¢ du probleme
de Cauchy:

(1) =&,

peut étre vue comme une fonction de la variable ¢ dépendant du parametre (7,§) € % . Pour mettre
en évidence cette dépendance, on écrira cette solution ¢(t,7,£). Noter que 1'unicité, assurée par le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, est fondamentale: si le probleme de Cauchy ci-dessus admettait
plusieurs solutions, la valeur de ¢(¢,7,€) ne serait pas définie de fagon univoque et on ne pourrait
alors pas parler de fonction.

{w’(t) = f(t2(t)),
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En considérant donc la fonction ¢ définie sur un ouvert de R x R x R, on peut se poser la
question de la régularité de la fonction par rapport a I’ensemble de ses variables.

Les résultats de régularité s’énoncent sur un voisinage du graphe d’une solution connue. Plus
précisément si ¢ est une fonction continue définie sur un intervalle ]a,b[ et & valeurs dans RY et
soit § > 0. On notera:

C(.0) = {(t.2) €lab[xE : [lz — (t)] < 6},

le cylindre ouvert centré sur la graphe {(¢,1)(t)) : t €]a,b[} (cf. Fig.[7.4). On peut alors énoncer le
résultat de continuité suivant :

Théoréeme 7.7. Soit f vérifiant I’hypothése sur % et soit 1 une solution de (7.1)) définie

sur un intervalle [a,b]. Alors :
1. Il existe § > 0 tel que €(¢,0) C % et pour tout (1,€) € € (,0) il existe une unique
solution ¢ a définie sur |a,b[ et vérifiant p(1,7,§) = €&.
2. @ est continue sur ¥ =]a,b[x€ (1,0) (qui est donc un ouvert de ]a,b[x]a,b[xRY ).

La démonstration n’est pas tres compliquée mais longue et un peu technique. Son étude détaillée
pourra étre omise lors d’une premiere lecture.

Démonstration. Par définition d’une solution de (7.1)), la graphe {(¢,1(t)),t € [a,b]} est inclus dans
Pouvert % . Le graphe étant compact et le domaine % étant ouvert, il est possible de trouver §; > 0
tel que € (¢,61) C % (on pourra écrire les détails a titre d’exercice). Choisissons alors

§ < e kl-a)g,

ol k désigne la constante de Lipschitz de f sur % dans l’hypothése Comme % (¢,0) C € (1,01) C
% , pour tout (7,€) € €(¥,9), il existe d’apres le Théoreme une unique solution locale & I’edo
(7.1) vérifiant ¢(7) = €. L’estimation de Gronwall founit, sur l'intervalle d’existence de la
fonction t — ¢(t,7,£), Pestimation :

(7€) = w(@)]| < M = p(r)]| < 75 = 41,

Ceci prouve que le point (t,p(t,7,§)) reste a lintérieur de € (v,01) C % et donc, d’apres le
Théoréme que intervalle d’existence de la fonction t — ¢(-,7,§) contient U'intervalle ]a,b[. On
peut donc affirmer que toute solution qui passe par un point de €' (1,6) est entierement contenue
dans € (¢,01) (cf. Fig. [7.4).

Pour montrer la continuité de le fonction ¢ sur ¥ =|a,b[x%€ (1,0), nous allons montrer qu’elle
est la limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur ¥. Introduisons pour cela la suite
(¢n)n définie de la facon suivante pour tout (¢,7,§) € ¥ :

QDO(thag) = ¢(t) +&— ¢(T),

t
oni (t7E) = €+ / Fsson(sm€))ds, ¥ >0,

et montrons par récurrence qu’elle a les bonnes propriétés. Il est clair que g est continue sur ¥
et que pour tout n, la continuité sur ¥ de ¢,, entraine la continuité de ¢,1. Toutes les fonctions
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F1G. 7.4 — Les tubes € (1,0) et € (1,01)

n sont donc bien continues sur ¥'. Montrons maintenant que, pour tout n > 1, la propriété &2,
suivante est vérifiée :

m |t T\m

(Zn)

{Pour tout (¢t,7,£) € ¥ et pour tout 1 < m < n, on a:

(t7¢m(t7T7§)) € Cg(djﬂsl) et H(pm(tﬂ-?f) - (pm—l(t77-7§)H g ”f w( )H

Vérifions que &) est vraie. D’une part, pour tout (¢,7,.£) € ¥ :

leo(t,7,8) = @) = 1§ = ()| <& < du,

ce qui prouve que (t,00(t,7,£)) € € (1,01) C % pour tout (¢,7,§) € ¥. D’autre part, comme:

—I—/ f(s,0(s))ds, Vit € [a,b],

on obtient que

(sxp0(5,7,8)) — f(s,0(s))[ ds

”901 (t777§) ()00 t T f

< / Kllo(s,7.€) — (s)]| ds

= klt = 7[[|€ = (7],
ce qui est la relation &2;. On obtient également :

le1(t78) =PI < ller(t,7,8) — o (t,78) [ + llvo(t,7,8) — ()]

<
< (L+klt— 7)€ = ()| < MTle —y(r)| < o,

ce qui prouve que (t,p1(t,7,§)) € €(v,01) pour tout (t,7,§) € 7.
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Montrons maintenant que pour tout n > 1, (£, = %,41). Supposons donc que &, est
vérifiée pour un certain rang n > 1. Alors

||(10n+1(t’7_7£) SDTI t 7—75

/ 1£(s,0n(8,7,8)) — f(s50n-1(5,7,8)) [ ds| .

D’apres Py, (t,on(t,7,8)) et (t,pn—1(t,7,8)) sont dans € (v,81) C %, on peut donc écrire que:

t t
/ 1 (5:0m(5m,E)) — F(s:0m1(smE))ll ds| < / Kllon(5mE) — @i (5,76 s

On utilise I'inégalité de (Z,)), pour obtenir:

t
/ Elon(s,m€) — pnor(sm6) | ds| <

/ e BT e () as

|n+1

:k”“‘t( = v,

et on a ainsi montré que:

t n+1
lonss (bm€) — on(tr o)) <kt =T

(n+1)!

ce qui est la deuxieme inégalité de 2,1 1. L’inégalité triangulaire conduit a:

1€ = (Tl

n+1

ln+1(t,7,8) = Z 1" (,7:€) = ep-1(ET I + o (t,7,8) — P (@)

n+1

ka 2T e — wir)l < =g — vl < o,

et la propriété &2, 11 est donc bien vérifiée. Ceci termine la démonstration par récurrence et nous
en déduisons que la propriété &2, est vraie pour tout n > 1.

On en déduit que, pour tout n > 0, tout m > 1 et tout (¢,7,§) € ¥

n+m

[nem(tr) — it < 3wl =T T’ ¢ = o(0)]
p=n+1

n+m

5ka

p=n+1

= 0|Umtn — Unl,

ou la suite (uy)n est définie pour tout n > 0 par:

~ b —al
=) K
p=0 p
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Cette suite converge vers e¥'=4l elle est donc de Cauchy, ce qui entraine que la suite (¢n)n est de
Cauchy uniforme sur #. Sa limite, notée ¢ est continue sur ¥. Vérifions que c’est bien la solution
au probleme de Cauchy cherchée. En passant a la limite quand n — oo dans la relation:

t
Pn+1 (t777§) =&+ / f(SaSDn(SaTaf)) ds

on obtient que .
Ftr) =€+ [ fepsno)ds

ce qui prouve que, en effet, © = . O

7.8 Différentiabilité par rapport aux conditions initiales

Nous admettrons le théoréme suivant (dont la démonstration est longue et technique) :

Théoréme 7.8. On suppose maintenant que f € €1 (%) et soit ¢ une solution de (7.1)) définie
sur un intervalle [a,b]. Alors, en reprenant les mémes notations que dans le Théoréme

e C\Y).

La fonction ¢ : ¥ — R™ est parfaitement déterminée comme solution du probléeme de Cauchy :

dp

ot ( 75) = f(t7@(taT)£))7

(7.9)

On cherche maintenant & déterminer des edo satisfaites par les dérivées partielles de ¢, c’est a dire,
pour tout (¢,7,§) € ¥, par les fonctions:

(%
IE;

En dérivant formellement par rapport a &; (1 < j < N) les deux égalités du probleme de Cauchy

(7.9), on obtient:

lr8) o1 <j<N) ot SL(1re)

0 [ 0y
t D t t
51 (52 ) €79 = Daflesp(tr) 52 ).
Dy
T T ;)
ag] ( 5) ]
ol e; et le j—eme élément de la base canonique et ol, pour tout (¢,x) € % :
%{t,x) ....... %Ft,x) 0 6<p1 (t 7,8)
D, f(tx) = : : et o€, (78 = :
J
%fT];j(tax) """ %(qu.) %’%(tﬂ', )

On en déduit I’énoncé suivant (que nous admettrons également) :
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Proposition 7.1. On suppose toujours que f € € (%). Pour tout (t,7,£) € V¥, notons
M(t,7,£) la matrice Dy f(t,p(t,7,£)) ot ¢ est la solution du probléme de Cauchy (7.9). Alors
la fonction

Iy
l— 876]'(.,7-7§)7

est l'unique solution du probléeme de Cauchy (dont l’edo est linéraire) :

{X’(t) = M(t,7.6)X(1),

X(r) = o (7.10)

D’apres le théoréme la fonction ¢ est de classe €' sur #. Par composition, les ccefficients de la
matrice M (¢,7,£) sont donc des fonctions continues sur 7" a valeurs dans R. L’étude du probleme
de Cauchy releve donc de la section (en particulier, I'existence et I'unicité d’une solution
maximale sont assurés par le théoreme .

En utilisant les mémes arguments, on vérifie que la fonction

L— 67%0(37_75%
or

satisfait la méme edo linéaire que celle du systeme (7.10). La seule difficultée consiste a déterminer
la valeur en t = 7 dans le probleme de Cauchy. On 'obtient par le calcul suivant:

30(7—77— + h?&) - @(TaTag) = 30(7—77— + h?é.) - 5
= f(s.0(s,m + R.€)) ds,
T+h

puis, en divisant par h # 0 (h petit) et en faisant un changement de variables dans l'intégrale, il
vient :

o(1,7 + h,§) — o(1,7.,6) _ 1 /TJrh f(syo(s,m + h,&))ds

h h

1 h
= _h/ f(T+S>90(T+S7T+h7§)) ds.
0
On en déduit que:

@(Tﬂ- + hvé) — @(T,T,f)
h

Les variables 7 et £ étant fixées, la fonction

(s,h) —> f(T + s,p(T7 + s,7 + h)£)),

1 h
IO < [ sl 4T+ he) - 1G] ds. (1)
0

est bien définie sur un voisinage de l'origine dans R? et est continue en (0,0) ot elle vaut f(7,£).
Pour tout € > 0, il existe donc 6 > 0 tel que, pour tout (s,h) dans un voisinage de (0,0) :
sl <d = |f(7+s0(7+s7+h&) — f(T.6)] <e.
En passant a la limite quand h — 0 dans 1’égalité ([7.11)), on obtient finalement :
Iy

E(Tﬂ—? ) = _f(7—7§)7

et on peut énoncer (toujours en omettant la démonstration):
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Proposition 7.2. On suppose toujours que f € €Y(%). Alors, avec les mémes notations que
dans la proposition 7.1}, la fonction

t— E('ﬂ—)g)a

est l'unique solution du probleme de Cauchy :

{X’(t) = M(t,7,£) X (t),
X (1) =—f(1.8).

7.9 Flot d’une edo autonome

Soit f une fonction ¢! sur un ouvert % de RY et & valeurs dans R (une telle fonction est
appelée un champ de vecteurs). Pour tout zyp € %, notons J(xzg) Uintervalle (ouvert) de temps
maximal d’existence de la solution du probleme de Cauchy :

{fv’(t) = f(z(1)),

#(0) — 20 (7.12)

dont la solution associée est (en faisant apparaitre la dépendance en zg):

¢(~,x0) : J(l‘o) — RN
t— qb(t,l’o).

L’image de cette fonction, c’est a dire la courbe:

{o(tzo) : t € J(mo)},

s’appelle l'orbite (ou la trajectoire) de I’edo passant par zp. La fonction ¢ vue comme fonction des
deux variables (t,xg) est définie sur ’ensemble :

¥ ={(ta) eRx% : teJ(@)} = | (J(x) X {x}). (7.13)

zEU

Nous pouvons alors poser :

Définition 7.4. La fonction :
¢: ¥V — RN
(t,x) — o(t,z),

s’appelle le flot de l'edo ([7.12)).

Remarquer que l'on peut aussi définir le flot d’un systeme non—autonome, mais comme expliqué
dans la section tout systeme non-autonome peut se réécrire comme un systeme autonome.
L’hypothese d’autonomie ne constitue donc pas une restriction.

Pour tout ¢ € R, introduisons encore le sous—ensemble de % :

U ={zve¥ :teJ()}, (7.14)
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RN

~e

F1G. 7.5 — L'ouvert ¥ est défini par V = J,cqy (J(a:) X {x}) = Uier ({t} X %)

c’est a dire l'ensemble des valeurs initiales x pour lesquelles la solution de (7.12]) est définie au
temps ¢. Evidemment %) = % et si t n’est dans aucun J(z) alors % = @. On a alors I'égalité (a

comparer avec ([7.13)):
7= ({t} X %)

teR

La valeur de ¢ étant fixée, on peut définir la fonction:

¢r 2 U — RN
x — ¢(t,x).

Remarquer en particulier que ¢9 = Id. Donnons un exemple faisant apparaitre toutes ces notions:

Exemple 7.4. Soit la fonction de classe € (en fait ) :
f:R? — R?
( ) — !
z,y 2xy2 ’

et pour tout (xg,y0) € R?, considérons le probléeme de Cauchy :

3 (o) = ra®w),

((0),4(0)) = (z0,90);
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dont la solution est (en faisant apparaitre la condition initiale (z¢,yo) dans la notation) :

¢(+(z0,90)) : J(z0,90) — R

t+ xo
t— Yo .
1-— ty()(t + 2:(}0)
Des calculs élémentaires permettent de déterminer les intervalles d’existence J(xo,yo) (pour

(20,y0) donné, c’est tout simplement l'intervalle contenant 0 sur lequel la fonction ¢ — 1 —
tyo(t + 2x0) ne s’annule pas). On trouve que:

— Si yo > 0 alors J(zo,y0) = }(—:ro— :U%—i-yio),(—xo—i—\/x%—i-y%)[;

- Si =& <y <0 alors J(zo,y0) = R;
0

- Si Yo = —1/%% et o < 0 alors J(J,‘O?yo) :] _OO,—LU()[;
- Siy = —l/x% et zy > 0 alors J(zo,y0) :]__ 0, + 00| ;
— Siyo < —1/23 et o < 0 alors J(xo,yo) = —oo,(—g;o— x(2)+y%){’
— Siyp < —1/2 et 29 > 0 alors J(z0,y0) = (—x0-|- 1’%—1-2%0),—1-00{
3
2.
17 1
Y= ttram)

Fi1a. 7.6 — L’ensemble % (en gris) ici avec t = 1.

On fixe maintenant ¢ (par exemple ¢ = 1) et on cherche I’ensemble des points (zg,y9) pour
lesquels J(xg,y0) contient ¢. On trouve I’ensemble %; représenté sur la figure

Les principales propriétés du flot sont les suivantes:

Théoréme 7.9 (Propriétés du flot).

1. L’ensemble ¥ est ouwvert dans R x RN et ¢ est de classe € sur ¥. Pour tout t € R, %
est ouvert dans R,
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2. Uy =U et pp=1d.

3. Soit t € R. Alors ¢y est un difféomorphisme de classe € de U sur U_; dont linverse
est ¢_y.

4. Soient s et t dans R. Dans l’ensemble ouvert ¢; (%) de %, on a:

Gstt = Ps 0 ¢y

La démonstration du théoréeme repose sur le lemme élémentaire suivant :

Lemme 7.2. Soit typ € R et x9 € % . Notons Ty, la translation t — t +to de R. Si (p,J) est la
solution mazimale du probléme de Cauchy :

a'(t) = f(z(t))
7.15
{l’(to) = Xo, ( )
alors (p o Ty, T4, (J)) est la solution mazimale du probléme de Cauchy :
a'(t) = f(a(t))
{ #(0) =0, (7.16)

Démonstration. Notons ((,J) la solution maximale du probleme de Cauchy . On vérifie fa-
cilement que ¢ o Tj, est aussi une solution du probleme de Cauchy définie sur l'intervalle
T_4,(J) et que donc, par unicité de la solution, T_4,(J) C J et ¢ = @ o Ty, sur T_4,(J). Supposons
que linclusion T4, (J) C J soit stricte. Alors I'inclusion J C Tj,(J) serait stricte également et
(¢ o T 4,,Ts,(J)) serait une solution du probleme de Cauchy (7-15), ce qui contredirait la maxima-
lité de l'intervalle J. 0

Démonstration du théoréme[7.9

1. Soit (tg,xo) € ¥. Par définition de ¥, ty est donc dans I'intervalle ouvert J(xp) qui contient
aussi 0. Par conséquent, il est possible de trouver deux réels a et b (a < b) tels que l'intervalle
Ja,b] soit inclus dans J(zp) et contienne les points 0 et ty. Cela signifie en particulier que la
solution de l'edo z'(t) = f(x(t)) satisfaisant x(0) = o est définie sur l'intervalle |a,b[. Le
point [I| du théoreme [7.7| nous assure alors de l’existence d’un réel § > 0 tel que pour tout
£ € % vérifiant ||§ — || < 0 alors la solution de I'edo 2/(t) = f(x(t)), satisfaisant cette fois
la condition initiale z(0) = £, est définie elle aussi sur l'intervalle ]a,b[. On en déduit que le
cylindre ouvert :

{8 eRx % : t€labl,|&— ol <6},

qui contient (tg,zo) est inclus dans ¥ et donc que ¥ est ouvert. La méme démonstration
prouve aussi que dans RY, la boule ouverte centrée en xy et de rayon § est contenue dans
U, et donc que %, est ouvert.

2. Ce point est évident.

3. Soit t € R. D’apres le théoreme (différentiabilité en fonction des conditions initiales), ¢,
est une application de classe €' sur ouvert %;.
Soit x € %;. D’apres le lemme on a:

J(dr(x)) = T—(J (z)), (7.17a)
¢s(¢1(2)) = dsye(z), Vs € J(u(x)). (7.17b)
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Comme 0 est dans l'intervalle J(z), la relation (7.17al) nous assure que —t est dans J(¢:(z))
ou de maniere équivalente que ¢(x) est dans Z_;. Ceci prouve que la fonction ¢; est bien
& valeurs dans 'ouvert %_;. On utilise ensuite la relation (7.17b)) avec s = —t pour obtenir
que:

p_to¢i(x) = po(x) = pour tout x € %.

En remplagant ¢t par —¢, on a aussi montré que:
prop_(Z) =2 pour tout T € Uy,

et le point [3] est ainsi démontré.
4. Soit (t,z) dans ¥ et soit s un réel tel que ¢;(x) soit dans %;. On a donc s € J(¢(x)) et 'on
en déduit le dernier point du théoreme avec la relation (|7.17b]).

O

Définition 7.5 (Champ de vecteurs complet). On dit qu'un champ de vecteur défini par une
fonction f d’un ouvert % de RN dans RN est complet si toute solution mazimale du probléme de
Cauchy (7.12) est définie sur R tout entier. L’ensemble ¥ défini par l'égalité (7.13|) est alors égal
a:

YV =Rx Y%,
et pour toutt € R, % = U .

Notons maintenant Diff'(%) I’ensemble des difféomorphismes de classe €' de % dans lui méme.
Muni de la composition, ’ensemble Diff 1(% ) est un groupe. Selon le point 3| du théoréme pour
tout t dans R, ¢; appartient & Diff*(% ). Les points et 4| prouvent que 'application :

(R,+) — (Diff}(%),0)
t— ¢t

est un homomorphisme de groupe.
Nous poursuivrons ’étude des edo homogenes un peu plus loin, apreés avoir traité un peu plus
en détails le cas des edo linéaires.

7.10 Equations différentielles linéaires

Nous avons déja posé quelques définitions et donné quelques résultats concernant les edo linéaires
dans la section Avant d’entrer plus avant dans les détails, faisons quelques rappels d’algebre
linéaire.

7.10.1 Rappels d’algebre linéaire, exponentielle de matrices

On note #,(C) (respectivement .7, (R)) (pour tout entier n > 1) I'espace des matrices carrées
a ccefficients dans C (respectivement a ccefficients dans C). Cet espace est muni d’une norme
subordonnées || - ||z, (c)-
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Une matrice A de .#,(R) est diagonalisable dans .#,(C) s’il existe une matrice inversible P
dans ., (C) telle que:

At 0;oee 0
piap—| Y. ]
0
[ G0 A
ol les n nombres complexes Ay, ..., A\, sont les valeurs propres de la matrice A. Les ccefficients de A

étant réels, si une valeur propre A; n’est pas réelle, alors son conjugué \; est également une valeur
propre de A.

Dans la suite de ce cours, on considerera essentiellement des matrices A de .#,(R) diagonali-
sable dans ., (C) .

L’exponentielle de la matrice A de .#,,(C) est défini comme étant la somme de la série absolument
uniformément convergente sur tout ensemble borné de ., (C):

+oo
AP
A_
e JdﬁZE, (7.18)
p=1

ou Id,, est la matrice identité de ., (R).

Proposition 7.3. Les principales propriétés de l’exponentielle de matrices sont :
1. Pour toute matrice A dans #,(C), ||6A||,///n(R) < elAllanm

2. Pour A et B dans #,(C), la relation eAtB = eAeB plest assurée que lorsque les matrices A

et B commutent.

1 A

3. Pour tout A dans .#,,(C), la matrice e? est toujours inversible et (eA)™1 = e=4.
Si P est un matrice inversible dans .#,(C), on a pour tout A € M,(C), P~LeAP = AP,

5. Si D est une matrice diagonale dans .#,(C) alors eP est une matrice diagonale également,
et plus précisément :

>

M 0ot 0 eM Q... 0

. . . O . . . 0

O vvnnnls 0 A\ O-vvvnns 0 et
ol A1, ...\, sont des nombres complexes.

Nous utiliserons dans la démonstration de la proposition le lemme suivant :
Lemme 7.3. Pour toute matrice A dans 4, (C), la fonction :

fA:R—),//n((C)

t— etA,

est €°° et pour tout t dans R :
Ea(t) = ALa(t). (7.19)
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Démonstration. Par définition, pour tout ¢ dans R :

+0o0
AP
_ p___
Ealt) =Tdp + )t o
p=1

Notons {ey, ... e, } la base canonique de R"™ et introduisons, pour tous les indices 7,5 dans {1,...,n}
et pour tout ¢ dans R:

i +oo P
() = (Calt)ej,eq) = (ej.eq) + Z; H(Ap€j7€i>-
p:

On vérifie ainsi que chaque fonction fi;j est la somme d’une série entiere de rayon de convergence
infini. Ces fonctions sont donc € sur R. Or ce sont les ccefficients de la matrice £4(t) donc la
fonction &4 est elle méme de classe ¥°° sur R. D’autre part, un résultat classique sur les séries
entieres nous assure que pour tout ¢ dans R:

., X w1 X 1
2,
(€0)' (1) = X gy Alesei) = (Aejies) + 3 (A eje) = (Aga(t)e ).
p=1 ’ p=1""
On a ainsi montré que pour tout ¢ dans R et tous les indices 7,j dans {1,...,n}:
(Ea(t)ej i) = (€4)' (1) = (Aga(t)ej ),
ce qui est ’égalité des ceeflicients de la relation ([7.19)). 0

Démonstration de la proposition [7.3, 1. Ce premier point découle de Pécriture de e sous la
forme d’une série, de I'inégalité triangulaire et du fait que pour une norme subordonnée et
pour toute matrice A dans ., (C) et tout entier p > 1:

141z (c) < N1AIE, (-

2. Soient A et B deux matrices dans .#,(C) telles que AB = BA et soient i dans {1,...,n}.
Posons:
p(t) = Earn(tle; et P(t) = Ea(t)€n(t)e).
D’apres le lemme, ces deux fonctions sont de classe ¥°° sur R et & valeurs dans C". Toujours
d’apres le lemme:

¢'(t) = (A+ B)arp(tle; = (A+ B)o(t) et o'(t) = [Aa(t)p(t) + Ea(t) BEs (1) ]e;.
Puisque les matrices A et B commutent {4 (t)B = B{(t) pour tout ¢t dans R et donc:
U(t) = (A+ B)a(t)s(t)e; = (A+ B)i(t).

D’autre part, ¢(0) = 9¥(0) = e;. Par unicité de la solution d’un probleme de Cauchy
(théoréme , on en déduit que ¢(t) = (t) pour tout ¢t dans R et en particulier que
(1) = 1(1) c’est a dire que eA+Bej = e4eBe; pour tout j dans {1,...,n}. Ceci entraine que
eATB = e4eB (remarquons que le théoreme est énoncé pour des fonctions a valeurs dans
R™ et que nous l'utilisons ici pour des fonctions a valeurs dans C™. Pour étre rigoureux, il

faudrait considérer les parties réelles et imaginaires de ¢ et ).
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3. Soit A une matrice de .#,(R). Selon le point précédent ete™ = e~4eA = €0 = Id,, ce qui

prouve que e? est inversible et que son inverse est e~ A4,
4. Soit A et P deux matrices de .#,(C) avec P une matrice inversible. On note B = P~1AP.

Calculons::
X AP =1
PleP=P ' |1d,+ > — | P=1d,+ Y =P 'APP.
p! p!
p=1 p=1
Or pour tout entier p:

PlAPP = (P71AP)P = BP,

et la relation est ainsi démontrée.
5. Ce dernier point est évident. Il suffit d’appliquer 1’égalité ([7.18)) dans le cas ot A est une

matrice diagonale.
O]

Les points [ et [5| de la proposition permettent de calculer trés facilement ’exponentielle
d’une matrice diagonalisable, comme cela est illustré dans ’exemple suivant :

Exemple 7.5. Soit la matrice de .#3(R):
1 1 -1
A=({0 1 0
1 0 1

On vérifie que cette matrice est diagonalisable dans .#3(C) et que P~1AP = D avec:

1 t —i 0 1+ 0 O
P=—10 0 1 et D= 0 1-¢ O
V2 1 1 1 0 0 1

Les points 4] et [5 de la proposition nous permettent d’écrire que pour tout ¢ € R, et =
PetP P~1, clest a dire:

i —i 0\ [et(1+) 0 0 - 11 cost  —sint  —sint
ia_ L t(1—i) ; t
e = 5 0O 0 1 0 et 0 1 1 1] =e 0 1 0
1 1 1 0 0 el 0 10 sint cost+1/2 cost

7.10.2 Equations linéaires homogénes

Rappelons brievement le contexte de la section On désigne par I un intervalle de R et on
considere :

M : I — My(R)

Fs M(1), (7.20)

une application continue, ce qui est équivalent a dire que tous les ccefficients m;;(t) de la matrice
M (t) sont des fonctions réelles continues sur I. L’edo linéaire homogene associée a M(t) s’écrit

comme une égalité dans R” :
o(t)=M@t)x(t), tel. (7.21)
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On a vu que pour toute donnée initiale (tg,z9) € I x R, il existe une unique solution ¢ a
vérifiant la condition ¢(ty) = ¢ et définie sur I tout entier.

On peut énoncer un premier résultat classique concernant la structure de I’ensemble des solu-
tions de I'edo ([7.21)):

Théoréme 7.10. L’ensemble des solutions sur I de l’edo linéaire homogéne (7.21|) est un sous
espace vectoriel de €*(I) de dimension n.

Démonstration. Si o1 et o sont deux solutions de sur I alors pour toute constante ¢ € R
il est clair que la fonction ¢ + cp2 est encore une solution de sur I, ce qui prouve que
I'ensemble des solutions est bien un sous ev de € (I).

Pour montrer que ce sous ev est de dimension n, nous allons en exhiber une base. Choisissons
to € I et notons (pour tout j dans {1,...,n}) ¢; la solution de vérifiant la condition de
Cauchy ¢;(tg) = e; ou B = {ei,...,e,} est la base canonique de R". Soit maintenant ¢ une
solution de . Le vecteur ¢(tg) peut se décomposer dans la base % : Il existe donc n nombres
réels cq,...,c, tels que

(p(to) =cie1+ ...+ Ccpep.

Or, les deux solutions ¢ et c1p1 + ... + cpn coincident au point ¢ = ¢y et par unicité globale de
la solution du probléme de Cauchy, elles coincident partout. Ainsi ¢ = ci1pp1 + ... + cypp sur [
et {¢1,...,on} est un systeme générateur dans ¢’ (I) de ’ensemble des solutions. Vérifions que ce
systeme est aussi libre. Considérons pour cela c1, . . . ,¢,, n nombres réels tels que c1p1+. . . +cpn =
0 sur I. Alors en particulier cip1(tg) + ...+ cppn(to) = cre1+. ..+ cpen, = 0. On utilise encore une
fois le fait que £ soit une base pour conclure que ¢ = ... = ¢, = 0. O

La connaissance de n solutions de ([7.21)) linéairement indépendantes permet donc de résoudre tous
les problemes de Cauchy associés a ([7.21]). Cela nous ameéne a poser :

Définition 7.6 (Matrice fondamentale). Soit n solutions linéairement indépendantes de [’edo
(7.21)) sur I :
pj: I — R"
t— (), (j=1,...,n).

La matrice ®(t) de #,(R) obtenue pour tout t dans I en concatenant les vecteurs colonnes @;(t)
(7 =1,...,n) est appelée matrice fondamentale de l’edo (7.21)).
Elle satisfait I’égalité dans #,(R) suivante :

D'(t) = M(t)®(t), Vtel. (7.22)

Observer qu’il existe un grand nombre de matrices fondamentales. Dans la démonstration du
Théoreme on a en effet prouvé que pour toute base {f1,...,fn,} de R™ et pour tout ¢ty € I, on
pouvait construire une matrice fondamentale ®(t) telle que ses vecteurs colonnes 1 (t), ... on(t)
vérifient ¢;(tg) = f; pour tout j = 1,...,n. Si on choisit en particulier pour base la base canonique
% de R™, on en déduit:

Proposition 7.4. Pour tout ty dans I il existe une unique matrice fondamentale ®(t) a l’edo ([7.21))
définie pour tout t dans I et qui vérifie ®(tg) = Id,.
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Considérons maintenant le probleme de Cauchy :
a'(t) = M(t)x(t)
:L‘(to) = Xo,

ou (tg,zp) est dans I xR™. Soit pour tout ¢ dans I, ®(¢) la matrice fondamentale de la proposition
Alors, on vérifie sans peine que la solution du probleme de Cauchy ci—dessus est :

z(t) = ®(t)xo, tel.

Le déterminant de la matrice fondamentale jouera un role particulier dans la suite, c’est pourquoi
on définit plus généralement :

Définition 7.7 (Wronskien). Pour toute solution

®: 1 — M,(R)
t— O(1),

de l’edo matricielle (7.22)) sur I, le déterminant
Wa(t) = det(®(t)), tel,
est appelé le Wronskien de ®(t).

La proposition suivante fournit une formule permettant de calculer le Wronskien connaissant

Papplication ((7.20)).
Proposition 7.5. Pour tout t et ty dans lintervalle I, le Wronskien vérifie :
t
Wa(t) = Wa(to) exp </ Tr M(s) ds> . (7.23)
to

Démonstration. Pour tout ¢ dans I, notons ¢;(t) (j =1,...,n) les vecteurs colonnes de la matrice
®(t). Comme t — D(t) est une solution de I’edo matricielle sur I alors chaque fonction ¢ est
une solution de I’edo sur I également.

Supposons qu’il existe ¢1 dans I tel que

ch(tl) = det ‘I)(tl) =0.
Cela signifie qu’il existe n constantes réelles c1, ... ,c, telles que:

clgal(tl) + ...+ cngon(tl) =0.

Or la fonction t — c1p1 + ... + crpn est également une solution de 'edo ([7.21)) sur I. Comme elle
s’annule en ¢ = t1, par unicité de la solution, elle est nulle pour tout ¢ dans I. Les vecteurs colonnes
de la matrice ®(¢) forment ainsi une famille liée pour tout ¢ dans I et donc le Wronskien est nul
pour tout ¢ dans I. La formule est bien vérifiée dans ce cas.

Supposons maintenant que:

We(t) =det®(t) #0 pour tout t € I.



7.10. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 79

Rappelons que I'application det : GL,(R) — R est différentiable en tout point et pour tout A €
GL,(R) et tout H € 4, (R):

Ddet(A)H = det(A)) Tr(A 1 H).
On en déduit que pour tout ¢t dans [:

W) = L det(@(t)) = det(B(t)) Te(®~ (1) (1))

dt
= det(®(t)) Tr(® 1 (2) M (£)®(t))
= det(®(t)) Tr(M(t)) = W (t) Tr(M(t)).

Soit tg dans I. La fonction t — Wg(t) est donc la solution sur I du probleme de Cauchy :

2/(t) = Te(M(t))z(t)
x(to) = Wa(to).

Cette solution est unique et donnée par la formule ((7.23)). d

Exemple 7.6. Nous allons utiliser la formule de la proposition avec le flot étudié dans la
section Rappelons brievement le contexte :

On considere une fonction f de classe €' d’un ouvert % de RY dans RY et pour tout =
dans %, on note t — ¢(t,z) 'unique solution du probleme de Cauchy :

(7.24)

On note J(x) I'intervalle maximal d’existence de cette solution et pour tout ¢ dans R, on définit
le sous ensemble de % :

U ={xe¥ :teJ(x)}. (7.25)

La fonction ¢ vue comme fonction des deux variables (¢,z) est définie sur 'ensemble :

¥ ={(ta) ERx ¥ : te J(@)}= (J(x) x{z}) = | ({t} x %) (7.26)

TEU teR

et le théoreme nous assure que ¢ est de classe € sur cet ensemble. Pour tout indice j dans
{1,...,N} et tout (t,x) dans ¥, notons 0¢/0x;(t,x) le vecteur colonne des dérivées partielles
de ¢ par rapport a la variable z; au point (¢,z). La fonction 0¢/dz; est définie sur ¥, & valeurs
dans RY et d’aprés la proposition la fonction ¢ — 0¢/0x;(t,x) est la solution du probleme
de Cauchy:

(5 ) t0) = D@t 32 1)
9

87]-(0’96) = €5,
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ott {e1,...,en} désigne comme toujours la base canonique de RY. C’est un probléme linéaire
homogene et la fonction ¢ — D f(4(t,x)) est continue sur J(x) donc la solution est également
définie sur J(x). De nouveau d’apres le théoreme pour tout ¢ dans R, la fonction:

Gt Uy — Uy

— d(t,z), (7.27)

est un ¢! difféormophisme. D’apres la proposition :

det Deby () = exp < /0 “Tr (D (6(s,0))) ds) _ exp ( /0 div (F(6(s,2)) ds> .

Cela nous donne le déterminant de la Jacobienne associée au changement de variables défini
par le difféomorphsime ((7.27)). Dans la formule ci-dessus, 'opérateur divergence est défini pour
toute fonction ¢ de classe €' d’un ouvert de RY dans RY par:

divé=TrD{=>

- 06
s axj

Continuons d’énoncer les propriétés des matrices fondamentales :

Théoréme 7.11. Soit
®: 1 — M,(R)

t— O(1),

une solution de l’edo matricielle et soit t dans I. Alors la matrice ®(t) est une matrice
fondamentale si et seulement si il existe to € I tel que Wa(to) # 0. Dans ce cas We(t) # 0,
pour tout t € I.

Si pour tout t dans I, ®(t) est une matrice fondamentale de (7.21)) et si P € #,(C) est
inversible, alors ®(t)P est encore une matrice fondamentale de @ . Réciproquement, si pour
tout t dans I, ®1(t) et Po(t) sont deuz matrices fondamentales de (7.21) alors la fonction

I — #,(R)
t— ®1(t) "1 dy(¢)

est une fonction constante sur I.

Démonstration. La premiere assertion est une conséquence immédiate de la proposition

Soit P une matrice inversible de ., (R) et ®(¢) une matrice fondamentale pour tout ¢ dans I.
On vérifie alors facilement que 'application ¢ — ®(¢) P est encore une solution de l’edo matricielle
sur /. Comme d’autre part det(®(¢)P) = det(®(¢)) det(P) # 0 pour tout ¢ dans I, la matrice
®(t)P est donc encore bien une matrice fondamentale.

Considérons maintenant deux matrices fondamentales ®1(¢) et ®2(t) pour tout ¢ dans R. Par
définition, les fonctions t — ®(t) (k = 1,2) sont de classe € sur I car ce sont des solutions de
I’edo . Rappelons d’autre part que ’application :

G : GL,(R) — GL,(R)
Ar— AL
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est de classe ¢! et que, pour tout A dans GL,(R) et tout H dans ., (R):
DG(A)H = —A'HA™L.

On en déduit que le fonction
F:1— #,R)
t—s ()L y(t),

est elle aussi de classe €' et que sa dérivée vaut, pour tout ¢ dans I :
F/(t) = =@y (t) 1@ (1) @1 (1) "' o (t) + @1() ' D5(1).

Comme les deux fonctions t — ®q(t) et t — Po(t) sont des solutions de ([7.22), il vient, pour tout ¢
dans I :
F'(t) = =01 (t) "M () ®a(t) + ®1(t) M (t)@2(t) = 0,

ce qui prouve la deuxieme assertion du théoreme. ]

On peut remarquer que:

— Si ®(t) est une matrice fondamentale et si P est une matrice constante inversible alors P®(t)
n’est pas forcément une matrice fondamentale.

— Toute matrice fondamentale ®(t) satisfait par définition I’edo ((7.22)), ce qui entraine que
M(t) =@ (#)®(t)"! pour tout t € I.

Deux edo ([7.21]) différentes ne peuvent donc pas avoir la méme matrice fondamentale.

7.10.3 Equations linéaires avec second membre

On considere cette fois deux fonctions continues :

M: 1 — #,(R) b:I — R"

t—s M(t) et £ —s b(t). (7.28)

Si la fonction b n’est pas identiquement nulle, alors I’edo suivante est appellée edo linéaire avec
second membre :
2'(t) = M(t)z(t) + b(t), tel. (7.29)

A ce stade, on pourrait appliquer le Théoréme de Cauchy—Lipschitz pour montrer I’existence et
l'unicité d’une solution & ([7.29)). Nous allons procéder différement et nous ramener a des résultats
déja démontrés pour 1’edo homogene ((7.21]).

Théoréme 7.12. Soit (tg,zg) € I x R™ et pour tout t dans I, on note ®(t) la matrice fonda-
mentale de ([7.21)) vérifiant ®(to) = Id,, (dont Uexistence est assurée par la proposition [7.4)).
Alors la fonction ¢ définie sur I par:

o(t) = D(t)xo + D(t) /t ®(s)71b(s) ds, tel,

to

est lunique solution de l'edo (7.29) qui vaut zq en to.
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\ |

Démonstration. 11 suffit de dériver I'expression de ¢ ci—dessus pour vérifier que c’est bien une
solution de (7.29). On montre 'unicité de fagon classique: Considérons ¢1 et 2 deux solutions
telles que 1 (tg) = wa(to) = xo. Alors ¢1 — 2 est une solution de (7.21]) vérifiant @1 (tg) — w2 (to) =0
et par unicité de la solution pour (7.21)), 1 — p2 = 0 sur I. O

Méthode de la variation de la constante

L’expression de ¢ donnée dans ce théoreme peut étre retrouvée facilement en cherchant la
solution ¢ sous la forme

p(t) = 2()E(1),

ou & : I — R™ est une fonction inconnue vérifiant £(tg) = xo (rappelons que ®(tp) = Id,). En
dérivant ¢ on obtient

¢'(t) = @' (1)&(1) + () (1),
et comme ®(t) vérifie 'edo matricielle ((7.22)), il vient

/() = M)D()EE) + 2()E'(2)-

Pour que ¢(t) soit une solution de ([7.29)), il faut et il suffit donc que ®(¢)&’(t) = b(t) pour tout
t dans I, c’est a dire que

£'(t) = (t)"'b(1).
En intégrant cette relation entre ty et ¢, on obtient que
¢
&(t) = xo +/ ®(s)71b(s) ds.
to

Cette méthode s’appelle la méthode de la variation de la constante.

Si I'on dispose d’une solution particuliere a ’edo avec second membre (7.29), on pourra utiliser la
proposition suivante :

Proposition 7.6. Soit to € I. Pour tout t dans I, on note ®(t) la matrice fondamentale de l’edo
(7.21) vérifiant ®(ty) = Id,. Si l'on dispose déja d’une solution particuliere ¢* a l'edo (7.29) sur
1, alors pour tout xog € R™, la fonction @ : I — R™ définie par:

o(t) = ©*(t) + P(t)(zo — ¢" (o)) pour tout t € I,
est la solution de l’edo (7.29)) qui vérifie p(to) = xo.

Démonstration. 1l suffit de dériver ¢ pour vérifier que c’est bien la solution cherchée. O

7.10.4 Equations linéaires a coefficients constants

Dans ce paragraphe, on étudiera le cas particulier ou la matrice M dans I’équation ([7.21)) (edo
linéaire homogene) ou dans I’équation ([7.29) (edo linéaire avec second membre) ne dépend pas de
t (c’est a dire que l’edo est linéaire autonome). Ainsi, on va considérer les edo:

2 (t) = Mx(t), (7.30a)
2'(t) = Mx(t) + b(t), (7.30b)
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ou la fonction

b:R— R"
t— b(t),

est continue. La Proposition suivante rassemble les premiers résultats sur les edo ((7.30) qui se
déduisent directement de 1’étude des edo plus générales (7.21)) et (7.29) :

Proposition 7.7. Pour toute matrice M € .#,(R) et pour tout couple (to,xo) dans R x R™:
— Il existe une unique solution mazximale ¢ a l’edo définie sur R tout entier et qui
vérifie o(tg) = xo.
— L’expression de la matrice fondamentale ®(t) (t € R) associée a l'edo et vérifiant
®(to) =1d,, (cf. proposition[7.4)) est

®(t) = elt=to)M pour tout t € R.

— Il existe une unique solution maximale ¢ a l’edo (7.30b) vérifiant p(ty) = wzg. Cette
solution est définie sur R tout entier par

t
@(t) = elt=toMyy 4 / e(t_S)Mb(s) ds pour tout t € R. (7.31)

to

Traitons un exemple simple (N = 2) pour illustrer tout cela:

Exemple 7.7. Soit I’edo linéaire homogene autonome :

x'(t) = Mz(t), (t € R),

w=( D)

Afin de déterminer, pour tout ¢ dans R, la matrice fondamentale ®(t) = e il faut diagona-
liser (si c’est possible) la matrice M (comme expliqué dans la proposition [7.3]). On calcule le
polynoéme caractéristique :

ou la matrice M est définie par:

P =X 4+1=(—)(A+19).

La matrice M admet donc deux valeurs propres distinctes (complexes conjuguées) \; = i et
Ao = —i et comme N = 2, on en déduit que M est bien diagonalisable. On détermine les sous
espaces propres en résolvant :

(M — MIdg)z = <_i _1@> <g) - (8> '

Les solutions forment un sous-ev de dimension 1 engendré par u; = (1/v/2,i/v/2). De méme

les solutions de
(i1 z1\ _ (0
ar—saae= (1) (3) = (o)
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forment un sous-ev de dimension 1 engendré par us = (1/v/2, — i/v/2). Remarquer que l'on a
choisi de normer les vecteurs propres uy et ug (pour la norme euclidienne classique). En notant

() o)

on a la relation P~'MP = D. La matrice D étant diagonale

et 0
etD = < 0 e—it> )

et en appliquant ensuite la formule PetP P~ = tPPP e (voir la proposition , on
obtient :

O(t) = PP P! = C?\\/g jfg) <e§ egt> G;g _z;/\\ff>

[ cost sint
~ \—sint cost)’
Pour tout couple (tg,z0) € R x R? (en notant zg = (z§,23)), la solution ¢ de I'edo vérifiant
o(tg) = xg est donc:
cos(t —tg) sin(t—to)\ (=}
o(t) = e . . 2 /-
sin(t —tg) cos(t —to) ) \x§

On remarque qu’elle est périodique de période 27. Quelques solutions sont représentées sur la

figure [7.7]

Fi1c. 7.7 — Quelques trajectoires de l’edo x'(t) = Mz (t)
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On souhaite maintenant résoudre 1’équation avec second membre :

2'(t) = Mz(t) +b pour tout t € R, (7.32)

- ().

Une premiere méthode consiste a chercher une solution particuliere “4 la main”. Ainsi, en
cherchant une solution constante, on est amené a résoudre

avec b un vecteur constant, par exemple :

Me*=—b cestadire ¢*=-M"1b= (_21) :

L’unique solution ¢ de 'edo (7.32)) vérifiant ¢(t9) = o est donc obtenue en appliquant la
Proposition c’est & dire, pour tout ¢ dans R:

_( cos(t—to) sin(t—tg)\ (x$—2 2
olt) = <— sin(t —tg) cos(t —tg) ) \zd +1 )
Une autre approche consiste a appliquer la méthode de la variation de la constante qui conduit
a l'expression :

t
o(t) = etto)M¢ +/ elt=9Mp g5,

to

Comme b est un vecteur constant, on peut le sortir de 'intégrale. On doit donc calculer :

[ ean [ 9
_ ( sin(t —tg)  —cos(t —to) + 1) _

cos(t —tpg) — 1 sin(t — o)

Finalement, la solution s’écrit :

o)) = () e T () + (o N (3).

et on vérifie quelle coincide bien avec celle trouvée précédement.

7.10.5 Equations linéaires d’ordre n a ccefficients constants

Soient ag,aq,...,an—1, n réels dont au moins un est différent de 0. Considérons ’edo linéaire
d’ordre n:

2™ () + an_12" V(@) + ..+ a2 (8) + apz(t) = 0. (7.33)

Comme expliqué dans la section cette équation peut se mettre sous la forme résolue:

X'(t) = AX(t),
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ou
x(t) 0 [ 0
z'(t) : 0 :
X(t) = et A= O
2(=2)(1) 0O 0...oernoil0 1
(=1 () —ag —ai----- —Qp—2 —0p-1

On commence par établir :
Lemme 7.4. Le polynéme caractéristique de la matrice A est:

Pa(A) = XN+ an 1 N4 al) + ao.
(La matrice A est la matrice compagnon de son polynéome caractéristique).

Démonstration. D’apres la définition, on doit calculer pour tout A dans R:

A=l 0:eeinnnn 0
0. A
Pa(A) =det(NIdy, —A) =] .7 O . (7.34)
0-nnn. 0 A\ 1
ag ai----- Ap—2 A+ Gp_1
Notons Li,Lo, ...,L, les lignes de la matrice apparaissant a droite dans I’expression ci—dessus. En

supposant dans un premier temps que A # 0, on peut remplacer la derniere ligne par

Ly — [?Ll—i-i(al%—?)Lg—l—'-‘—ki(an_g+'~‘+)\:22)l}n_1},

sans changer la valeur du déterminant. Le déterminant a calculer est alors:

A=l 0 0
0. A

A1
O evennn. 0 QN

ot Q(\) = A an_14+ A tap_o+...+ X" Dgg. La matrice étant maintenant diagonale, on obtient
facilement le résultat annoncé.

Si A = 0 dans I'égalité , on calcule le déterminant en développant par rapport a la premiere
colonne et on trouve bien que P4(0) = ap. O

Le corps C étant algébriquement clos, le polynéme caractéristique de A se factorise en:
PaA) = A =A)% o (A= \p)0,

ou les racines Ap, . . ., A\, sont les valeurs propres (complexes) de A et ou les entiers di, (kK =1,...,m)
vérifient di + - - - + d,,, = n. Le Théoréme suivant donne explicitement les solutions de I’edo ([7.33))
en fonction des valeurs propres Ay et des entiers di, (k =1,...,m).
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Théoréme 7.13. L’edo linéaire d’ordre n (7.33) admet n solutions linéairement indépen-
dantes. Les expressions des solutions se déduisent des valeurs propres \; de la matrice A et

des indices dj comme suit (pour tout j =1,...,m):
— St la valeur propre \;j est réelle alors pour tout k; = 0,1,...,d; — 1, les fonctions :
R— R
£ thiehit, {T5)

sont des solutions a ’edo (7.33]).

— St la valeur propre \; est complexe alors j\j est aussi une valeur propre de A et pour tout
k;j =0,1,...,d; — 1 les fonctions :

R —R i R—R
s thi eReOV)E cog (Im()\j)t) t — tkigRe(XNj)t gip (Im(/\j)t),

sont des solutions a l’edo ((7.33)).
Les fonctions (7.35|) forment une base de l’espace des solutions de l’edo (|7.33)).

(7.35b)

Démonstration. Notons L 1'opérateur différentiel associé a 'edo ([7.33)), c’est a dire que pour toute
fonction ¢, n fois dérivable sur R:

Lo(t) = @™() + an_19™ V() + ... + g (t) +agp(t),  (t € R).

Introduisons ensuite la fonction:

¢p:RxC—C
(t,)\)»—>e>‘t,

ainsi que £(t,\) = Lo(t,\) = Pa(\)eM (pour tout (£,\) € R x C). D’autre part, pour tout entier &
posons :

bt = L2040 = kM (teR A€ Q)
ONk ’ '
On a alors, d’apres le lemme de Schwarz (toutes les fonctions sont de classe € ici) :
"¢ " (Lg) k¢
Ly (t,\) =L t,A t,A t,\ 7.36
wn(en) =2 (530 e = 2 0 = S e, (7.364)
En appliquant la formule de Newton pour dériver un produit de fonctions, nous obtenons:
akf - k (p) k—p| At
o (1) = > ») P (AP e (teR,AeC). (7.36h)
p=0

Dire que A est une racine d’ordre d du polynome P, signifie que
Pa(N) =Py(\) =--- =P () =0,

ce qui entraine avec les formules ((7.36)) ci-dessus que pour tout j = 1,...,met tout k; =0,1,...,d;—

1, les fonctions
R—C
t — thiehit,
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sont bien des solutions (a valeurs complexes a priori) de I'edo ((7.33)). Si A; est réelle, on retrouve
I’expression ((7.35a)) dans I’énoncé du théoreme. Si Aj est dans C et pas dans R alors, comme indiqué
plus haut, il existe un indice £ tel que Ay = \; et dy = d; (car les ccefficients du polynéme P4 sont

réels). Pour tout k; = 0,1,...,d; — 1, par combinaison linéaire des fonctions
R — C ot RC
t—s thiehit t s thiehit,

on retrouve les expressions des solutions réelles ([7.35b)) de 1’énoncé.
Notons maintenant .% la famille dans 4! (R) composée des n fonctions (& valeurs complexes) :

R—C

t— tkj eAjt, (737)

pour tout j =1,...,met k; =0,1,...,d; —1 (on rappelle qu’en effet d; + - - - + d,, = n) et vérifions
que # est une famille libre. Classiquement, on suppose donc qu’il existe n nombres complexes c;j,
(pour tous les couples d’indices (j,k) tels que 1 < j <m et 1 <k < dj) vérifiant :

m dj—1
Z Z cjktke)‘jt =0 pour tout ¢ € R.
j=1 k=1

Si les nombres complexes ¢, ne sont pas tous égaux a 0, cette égalité se réécrit pour tout ¢t dans R
sous la forme:

o d;—1
Z Qj(t)e)‘jt =0 ou l'on a posé pour tout j =1,...,m Q;(t) = Z cjktk,

et ot 0 > 1 est le plus grand indice (inférieur ou égal & m) tel que le polynéme @, n’est pas
identiquement nul (o = 0 signifierait que tous les polynomes @; sont nuls et donc que tous les
coefficients ¢y, sont nuls). En multipliant ’égalité ci-dessus par e~ Mt on obtient :

ag
Q1(t) + Z Qj(t)e(kj_h)t =0 pour tout ¢ € R.
=2
Comme deg(Q1) < di — 1, en dérivant d; fois par rapport a t cette égalité devient :
g ag
Z Rj(t)e(AJ_Al)t = Z R;(t)edt =0 pour tout t € R,
=2 =2

o chaque R; est un polynome vérifiant deg(R;) = deg(Q;) pour tout j = 2,...,0 (utiliser la
formule de Newton pour dériver un produit). Réitérant cette opération, on finit par obtenir un
polynoéme identiquement nul et du méme degré que @, (dont on sait pas définition de l'indice o
qu’il est non nul). Les nombres c;; sont donc nécessairement tous nuls et la famille .# formée par
les n fonctions est bien une famille libre dans € (R).

Toutes les fonctions sont des combinaisons linéaires des fonctions de la famille .%.
Réciproquement, toute fonction de la famille .# s’obtient comme combinaison linéaire de fonc-
tions . Ceci prouve que les fonctions génerent un ev de dimension n et donc qu’elles
forment bien une base de ’espace des solutions de 1’edo . ]
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Exemple 7.8. Soit I’edo linéaire homogene d’ordre 4 :
@ (t) — 2" (t) + 22/ (t) + 2 = 0.
D’apres les résultats établis plus haut, on est amené a factoriser le polynéme :
P =M= X420 +2,

ce qui donne:

PO =M—-Q+i))A=(1-49)A+1)2%

D’apres le théoréme I’espace vectoriel des solutions de ’edo est de dimension 4 et il est
engendré par les fonctions suivantes:

R—R R—R R—R ¢ R—R

t — elsin(t), t — el cos(t), t— et ¢ t— te t.

Terminons ce chapitre par I’étude d’un exemple qui utilise une partie des résultats que nous ve-
nons d’établir. Le but de ce paragraphe est de montrer comment il est possible de déterminer les
propriétés de la solution d’une edo sans que cette solution puisse étre calculée explicitement.

7.10.6 L’équation de Sturm—Liouville

Soit I un intervalle ouvert dans R et :

a02[—>R ot a0:I—>R
t%ao(t) t|—>a0(t),

deux fonctions continues. On souhaite étudier la position des zéros des solutions de ’edo linéaire
homogene d’odre 2:
2"(t) + a1 (t)2' (t) + ao(t)x(t) = 0, (7.38)

appelée équation de Sturm-Liouville. En posant :

X(t) = <;U,((?)> pour tout € 1,

cette équation se met sous forme résolue:

s (0 1
X(t)_<a0(t) al(t)> X(t). (7.39)

D’apres le théoréeme I’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2. On peut
donc considérer deux solutions linéairement indépendantes de 'edo (|7.38)) :

p1: I —R ot po: I — R
t— 1(t) t— a(t),

qui correspondent & deux solutions linéairement indépendantes de I’edo ([7.39) :

X, : I —R? Xy : I — R?
e1(t) et pa(t)
e (wm) = (%(t))
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de sorte qu’en posant, toujours pour tout ¢ dans I :

NS N
—~~
~~ -
S—
\/

e1(t) ¢
P(t) =
) (sO’l ) ¢
on définit une matrice fondamentale pour 1’edo ([7.39)).

Théoréme 7.14. Soient p1 et py deux solutions linéairement indépendantes de I’edo (7.38)) sur I.
Alors, entre deux zéros consécutifs de @1 il existe exactement un zéro de 3.

Démonstration. Soient u et v deux zéros consécutifs de ¢ dans I (c’est a dire que 1 (u) = p1(v) =0
et p1(t) # 0 pour tout ¢ € Ju,v[). Le Wronskien de la matrice fondamentale ®(t) est, pour tout ¢
dans I :

Wo(t) = det B(t) = @1(t)5(t) — w2(t)¢ ().

D’apres le théoréme le Wronskien d’une matrice fondamentale ne s’annule jamais donc Wg (u) #
0 et Wa(v) # 0, ce qui entraine que a(u) # 0 et p2(v) # 0. Supposons que g ne s’annule pas sur
Ju,v[, alors la fonction f = ¢1/¢2 est bien définie sur cet intervalle et f(u) = f(v) = 0. D’apres le
théoréme des accroissements finis, il existerait un point ¢ € Ju,v[ tel que f/(c) =0 = —Wa(c)/¥3(c)
ce qui n’est pas possible (le Wronskien ne peut pas s’annuler sur 7). Il existe donc au moins un zéro
de @2 entre u et v. S’il en existait deux (notons les « et (), alors par symétrie des roles joués par
les fonctions ¢; et g, en suivant le méme raisonnement que ci-dessus on montrerait ’existence
d’un autre zéro de 1 entre a et 5. Or ceci n’est pas possible par hypothese. O

Exemple 7.9. Pour illustrer le théoréme examinons le cas ol les fonctions ag et a; sont
des fonctions constantes. Nous disposons alors du théoréeme qui nous permet de calculer
explicitement les solutions. Considérons ainsi ’edo:

2" (t) + a1’ (t) + apz(t) = 0.
Les solutions s’obtiennent & partir des racines du polynome:
P\) =X +ai)+ai.

On est amené a distinguer les cas suivants:

— Si le polynéme P a deux racines réelles A\; et Ay. Dans ce cas les solutions définies sur R
forment un ev de dimension 2 engendré par ¢ : t — et et @ : t — et Aucune de ces
fonctions ne s’annule sur R.

— Si le polynéme P a une racine double (réelle) A alors les solutions sur R sont engendrées
par @1 1 t — e et @y 1 t — te. La solution ¢ ne s’annule pas et la solution oo s’annule
une seule fois.

— Si le polynéme P a deux racines complexes conjuguées A et A. L’espace des solutions est
engendré par ¢ : t — ef*Mtcog (Im(A)t) et @o : t efeMt gin (Im(A)t). On retrouve
ce qui est annoncé dans le théoreme [7.14]: Entre deux zéros de ¢ il existe exactement
un zéro de @s.
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On suppose maintenant que a; n’est plus seulement continue mais de classe ¢’ sur I (la fonction ag
étant toujours supposée continue). Soient (¢g,x0,x1) € I X R X R et ¢ la solution sur I du probléme
de Cauchy :

(x(to),2' (to)) = (z0,21)- (7.40)

dans lequel on reconnait une edo de Sturm-Liouville ([7.38]). On vérifie par un calcul direct que la
fonction ¢ définie sur I par

{x”(t) + ay (8)a' (t) + ao(t)y(t) = 0

1

6(1) = (1) exp (2 /tt a1(s) ds> pour tout £ € I, (7.41)

est 'unique solution du probleme de Cauchy :

{y”(t) +aq(t)y(t) =0

(y(to)’y’(to)) = (.To,l‘l + a1 (t0)$0/2), (7.42)

ou la fonction réelle ¢ est définie pour tout ¢ dans I par:

o) = — 5k (0) = Ja3(0) + aot).

La fonction ¢ est continue et ’edo apparaissant dans la systeme est appelée équation
différentielle de Sturm—Liouville réduite. Si I’'on connait les solutions du probleme de Cauchy
on peut donc facilement en déduire ’expression des solutions du probleme de Cauchy grace
a l'identité . Remarquer de plus que les fonctions ¢ et ¢ ont les mémes zéros.

Théoréme 7.15. Soit [a,b] C I un intervalle sur lequel q(t) < 0 (avec a < b). Alors toute solution
non identiquement nulle de ’équation de Sturm-—Liouville réduite (apparaissant dans le systéme

(7.42)) ) a au plus un zéro dans [a,b).

Démonstration. Soit ¢ une solution non identiquement nulle de I’équation de Sturm—Liouville
réduite (celle du systeéme (7.42))) et soit 6 un zéro de ¢ dans [a,b].

Supposons que 6 # b. Comme ¢ n’est pas identiquement nulle, ¢'(6) # 0 (en effet, la seule
solution de vérifiant les conditions de Cauchy ¢(0) = ¢'(6) = 0 est la solution identiquement
nulle). Supposons par exemple que ¢'(6) > 0. Par continuité de ¢', il existe 6 > 0 (vérifiant 6+§ < b)
tel que sur ]0,0 + [ on a encore ¢'(t) > 0. Posons alors:

J = {c€lf,b] tels que ¢'(t) > 0 sur ]0,c[}.

Nous venons de montrer que 490 € J et donc J est non vide. Comme J est par ailleurs majoré par
b, il admet une borne supérieure que nous noterons b* et nous allons vérifier que b* = b. En effet, si
b* < b alors par continuité de ¢’ sur I, ¢'(b*) = 0 (si ¢'(b*) était strictement positif, par continuité
de ¢’ il serait encore strictement positif au dela de b* ce qui n’est pas possible). Or ¢(6) = 0 et
¢'(t) > 0 sur |0,b*[ donc ¢(t) > ¢(6) > 0 sur ]6,b*[. D’apres 'edo de Sturm—Liouville réduite (7.42)),
¢ (t) = —q(t)p(t) = 0 sur ]0,b*[. Ceci entraine que la fonction ¢’ est croissante sur |0,b*[ et donc
¢'(b*) = ¢'(0) > 0 ce qui contredit la maximalité de b*. Notre supposition b* < b conduit & une
contraction et ainsi, nécessairement b = b*.
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Ainsi on a montré que ¢'(t) > 0 sur ]0,b], ¢ est donc strictement croissante sur cet interval
et donc ne s’annule pas sur ]0,b] (si on avait supposé ¢'(f) < 0, on aurait obtenu que ¢ était
strictement décroissante).

Supposons maintenant que 6 # a et que ¢/(f) > 0. Dans ce cas, on pose:

J = {c€ [a0] tels que ¢'(t) > 0 sur |c,0[}.

On montrerait alors que a est l'infimum de J, donc que ¢ est strictement croissante sur ]a,f] et
donc que ¢ ne peut pas s’annuler sur [a,d].

En conclusion, si # = a alors ¢ ne peut pas s’annuler que ]a,b|, si # = b alors ¢ ne peut pas
s’annuler sur [a,b] et si 6 # a et 6 # b alors ¢ ne peut s’annuler ni sur [a,0] ni sur |0,b]. Le théoréme
est bien démontré. O

Le Théoreme suivant permet de comparer la position des zéros pour deux solutions d’edo de
Sturm-Liouville sous forme réduite.

Théoréme 7.16. Soient 1 et po deux solutions sur I respectivement de
() + q1(t)z(t) = 0, (7.43a)
2"(t) + g2(t)z(t) = 0. (7.43b)
On suppose que q1(t) = qa(t) sur I. Alors, entre deux zéros consécutifs de @y il existe au moins un
zéro de 1.

Démonstration. Soient u et v deux zéros consécutifs de o sur I. Supposons par exemple que
@a(t) > 0 sur Ju,v[. Cela entraine que @h(u) > 0 et ¢h(v) < 0. Supposons également que ¢ ne
s’annule pas sur |u,v[, par exemple ¢;(t) > 0. Introduisons alors, pour tout ¢ dans [u,v]:

W (p1,02)(t) = p1(t)ea(t) — p2(t) (1)

Remarquer que W n’est pas un Wronskien ici puisque 1 et @9 sont des solutions d’edo différentes.
On déduit des hypotheses que

W(prp2)(u) = pr(u)ph(u) 20 et W(p1,p2)(v) = p1(v)@h(v) <0
Or un simple calcul nous donne:
W (p1,02)(t) = @1(t)95(t) — p2(t) ] (t) = p1(t)p2(t)(q1(t) — g2(t)) = 0,

sur Ju,v| de sorte que W (p1,p2) devrait étre croissante, d’out la contradiction. Les autres cas se
traitent de la méme fagon. O

Exemple 7.10. (Fonctions de Bessel). Soient v € R,. Considérons ’edo de Sturm-Liouville
suivante, définie sur |0,00[:

2

x%ﬂ+1ﬁ@%%0——>ﬂﬂzo, (7.44)

t2

appelée équation de Bessel. Sous forme réduite, elle s’écrit :

— 41?
y%ﬂ+<1+14é>Mﬂ:0. (7.45)
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En appliquant le théoréme nous allons comparer les zéros ce cette edo avec ceux de
2" (t) + z(t) = 0,

dont les solutions sont ¢(t) = A sin(t — 6), A € R, § € R. Distinguons trois cas:
— Soit 0 < v < 1/2, alors 1+ (1 — 4v%/4t%) > 1 et toute solution de admet au moins
un zéro dans tout intervalle de longueur 7.
— Soit v > 1/2, alors 1 + (1 — 402 /4t?) < 1 et les zéros (éventuels) des solutions de
sont distants d’une longueur plus grande que 7.
— Siv =1/2, les solutions de sont A sin(t+6) et les zéros sont écartés d'une distance
exactement égale a 7.
On démontre qu’en fait, les solutions des edo de Bessel, quelque soit la valeur de v, ont toujours
une infinité de zéros sur ]0,00[. Pour tout v > 0, I’edo de Bessel admet deux solutions
linéairement indépendantes notées J,, (fonction de Bessel de premiere espece) et Y, (fonction
de Bessel de deuxieme espece). Les fonctions J, sont prolongeables par continuité en ¢ = 0
alors les fonctions Y, ont en ce point une asymptote verticale.
Selon the théoréme entre deux zéros de J, il y a exactement un zéro de Y, et
réciproquement. Les graphes des fonctions J, et Y, (pour différentes valeurs de v) sont représentés
sur les figures [7.8] et [7.9] ci-dessous.

1

0.5F

0.5 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

F1G. 7.8 — Les fonctions de Bessel de premiére espéce J,,, solutions de ((7.45) pour v = 0,1,2,3 4.
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F1G. 7.9 — Les fonctions de Bessel de deuziéme espéce'Y,,, solutions de (7.45)) pour v = 0,1,2,3 4.

7.11 Stabilité des équations différentielles autonomes

Nous poursuivons dans cette section 1’étude des edo autonomes initiée dans la section
Rappelons que les edo autonomes sont les edo qui s’écrivent sous la forme:

' (t) = fz(1)), (7.46)

ot f est une fonction de classe €' d’un ouvert % de RY & valeurs dans RY. Pour tout = dans
% , la solution de l'edo ([7.46) qui vaut xz au temps t = 0 est notée ¢(-,x). Elle est définie sur un
intervalle de R noté J(x) . On définit ensuite ouvert de R x RY :

VYV ={(tx)eRx% :teJx)}= U (J(UC)X{UC}),

TEU

ainsi que le flot associé a 'edo:
¢: ¥V — RN
(t,x) — o(t,z).

Les principales propriétés du flots sont regroupées dans le théoréme [7.9] Introduisons maintenant
une nouvelle notion :

Définition 7.8. Un point d’équilibre (ou point critique) de l’edo est un point xg € U pour
lequel f(xo) = 0.

La suite de cette section est dédiée essentiellement a 1’étude de I'allure des orbites de ’edo
au voisinage des points d’équilibre, mais auparavant traitons rapidement le cas des points x pour

lesquels f(z) # 0. Le résultat suivant affirme qu’au voisinage de tels points, les trajectoires de I’edo
(7.46|) sont les images par un difféomorphisme de droites paralleles.
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Théoreme 7.17. Soit x* = (z7,...,x%) un point de % pour lequel f(x*) # 0 (c’est a dire
que fr(x*) # 0 pour un certain k dans {1,...,N}). Alors il existe un voisinage % * de x* dans
U, un réel & > 0 et un voisinage {2 de y* = (x{,...,xz_l,xzﬂ,x}"v) dans RN tels que la
fonction :
F:]|—00[x2 — «*
(t,y) ¥ A(EY1, - - Yk—15Tfs Yk - - - YUN-1),

soit un €' difféomorphisme.

Comme indiqué plus haut, pour interpréter ce résultat, on pourra considérer le difféomorphisme

F~1 qui envoie, sur un voisinage du point z*, les trajectoires de 1’edo sur des droites paralleles.
Illustrons cela avec un exemple.

Exemple 7.11. On considere la méme edo que celle de ’exemple a savoir :

d (z(t)) _
3 (20 = rtete)ato.
(2(0),(0)) = (zo,90),
ott (z0,y0) € R? et f est la fonction de classe ¢! (en fait ¥>°) définie par:
f:R? — R?
1
(x,y) v 21‘y2 :

La solution du probleme de Cauchy ci—dessus est:

¢(-,(z0,90)) : J(w0,90) — R

t 4+ xg
t— Yo .
1 — tyo(t + 2x0)

On souhaite appliquer le théoreme au voisinage du point (0,0) (c’est le point z* dans
I’énoncé du théoreme). Un calcul explicite conduit aux expressions suivantes:

F:]-11[x] - 5,%[—>“Z/*t Pl — ] - 1L1[x] — 3.3 )
et x .
(tay) — <1%2y> (xay) = (1+12y> :

L’ouvert % * est l'image par F' du pavé | — 1,1[><] — %,% [, il est représenté sur la figure
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15
15 -1 05 0 05 1 15

Fi1a. 7.10 — L’ouvert % * (en rose) intervenant dans la définition de la fonction F (cf. (7.47)) ).

La fonction F~1 est un difféomorphisme qui envoie les orbites de l’edo contenues dans % *

(lignes en noir sur le dessin) sur des droites horizontales dans le pavé | — 1,1[x] — 2.1].

Démonstration du théoréme[7.17. Le flot ¢ est de classe €' sur ¥ d’apres le théoréme Introduisons
I’ensemble
v :Vﬂ{(t,xl,...,x]\/) eR xRV : :):k::):Z},

qui est un ouvert de R x RVN~1. La fonction :
F:9F— RN
(ty) > d(Ly1, -+ Y1, Yk - - - YN—1)s
est alors de classe €' (comme le flot ¢). D’autre part, par définition du flot
F(0,y) = (1, sYk—1,TsYks - - YN—1)5
pour tout y dans Pouvert de RN ~1:

w; :%ﬂ{(xl,...,w]v) eRY : 1 :ac;;}

Notant y* = (7, ... g s T gy s 2 ), on en déduit I'expression de la matrice Jacobienne de F'
au point (0,y*), a savoir :
r o * T r ]
B (0.27) 0 - 0 fi(@) 0 0
: Id,_, | : : Id, , | :
o0, § : _
G (0.2%) 0 - 0 fra (@)
JF(0y*) = %(QJ*) 0 --- olo -~ ol|l=| fal@> o -~ 0olo - 0],
e (0,2) [0 -+ 0 fr1(z¥) |0
8 IdN_k : " : : IdN—k
| %0 [0 -0 I L@ jo -0 -

dont le déterminant est égal a (—1)* f.(z*) # 0. On peut alors appliquer le théoreme d’inversion
locale & la fonction F' au voisinage du point (0,y*), ce qui nous donne la conclusion du théoreme. [
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Intéressons nous maintenant au comportement des orbites au voisinage d’un points d’équilibre zq
dans % . On remarque que pour un tel point, ¢(t,x¢) = ¢ pour tout ¢t dans R d’out la dénomination
“point d’équilibre”. Parmis les points d’équilibre, on peut distinguer plusieurs catégories :

Définition 7.9. Un point d’équilibre xo € % est dit
— Stable si pour tout € > 0 il existe 6. > 0 tel que, pour tout x € U

(Hx -zl < 55) = ([0, + oo[C J(x) et pour tout t € [0, + oof, ||P(t,z) — xo|| < 5).

— Instable s’il n’est pas stable.
— Asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe 0 > 0 tel que pour tout x dans U :

(Hw —x0]| < 5) = ([0, + oo[C J(z) et tli>I20 o(t,x) = x()).

Autrement dit, un point z( est stable si 'on peut rendre la solution ¢(¢,z) aussi proche que I'on
veut de xg pour tout ¢ > 0 pourvu que z soit suffisamment proche de zg.

Commencons pas considérer le cas le plus simple, celui des edo (autonomes) linéaires a ceefficients
constants en dimension 2.

7.11.1 Stabilité des edo linéaires a ceoefficients constants

Dans tout ce paragraphe, on supposera donc que M est une matrice de .#2(R) qui vérifie de
plus det M # 0. On considere alors I’edo linéaire :

2'(t) = Mx(t), (7.48)

de sorte que x = (0,0) est le seul point d’équilibre de 1’équation (7.48). L’allure des trajectoires
dépend essentiellement de la nature des valeurs propres de M. Ainsi, on est amené & distinguer les
cas suivants:

A. La matrice M a deux valeurs propres réelles distinctes

Soient Aj et A9 les valeurs propres de la matrice M et up,us des vecteurs propres associés. Pour
tout x # (0,0), la solution t — ¢(t,x) a 'edo (7.48) s’écrit dans la base {u1,ua} :

o(t,x) = a1 (t)ug + ag(t)us.
Dérivant cette expression, on déduit que:
¢ (t,x) = o) (H)uy + ah(t)ug = Mo(t,x) = a1 (t)Muy + as(t) Mus,
et donc finalement que:
o (Huy + b (t)uz = a1 (t) \jug + as(t) Aaus.

Comme {uj,u2} est un systéme libre, cette égalité implique que, pour tout ¢ dans R:
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Sachant que ¢(0,x) = x = Tiu; + Taugz (T1 et To sont donc les coordonnées de = dans la base
{u1,u2}), on obtient que pour tout ¢ dans R:

ot
{al(t) - e (7.492)

De cette étude on déduit que le point d’équilibre (0,0) est asymptotiquement stable si les valeurs
propres A1 et A2 sont strictement négatives (on parle alors de noeud stable) et instable si A > 0 ou
A2 > 0 (on parle alors de nceud instable si les deux valeurs propres sont positives et de point selle
ou col si 'une seulement des deux est positive). Ces cas sont illustrés sur les figure et

)\1:—1, /\2:—4 )\1:17 )\2:4

Fia. 7.11 — Quelques orbites de 'edo ((7.48)) dans le cas d’un neud stable a gauche et d’un neud
instable a droite (considérer le champ de gradients).

s el

I L
-5 -4 -3 -2 -1

/\1 = _\/57 )\2 = \/§
Fi1a. 7.12 — Quelques orbites de l’edo (7.48)) dans le cas d’un point selle (ou col).
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B. La matrice M a une seule valeur propre réelle

On note alors A # 0 cette valeur propre double et d = dim Ker (M — Aldg). Il faut encore
distinguer deux sous—cas: d = 2 (la matrice est diagonalisable) et d = 1 (la matrice n’est pas
diagonalisable).

La matrice M est diagonalisable (d = 2). Dans ce cas, la matrice M est en fait tout simplement
diagonale et s’écrit M = Ads. Il est facile de montrer que, pour tout x € R%, = # (0,0),

o(tx) = M, pour tout ¢ € R. (7.49b)

Les orbites sont des demis—droites issues de l'origine (exclue) et passant par x. Le point critique
(0,0) est stable si A < 0 (on parle de puit) et instable si A > 0 (on parle alors de point source). Ces
cas sont illustrés sur la figure

A=—1

F1a. 7.13 — Quelques orbites de l’edo (7.48|) dans les cas ou l'origine est un point source (instable)
a gauche et un puit (stable) a droite.

La matrice M n’est pas diagonalisable (d = 1). Il existe une base {uj,us} telle que Mu; = Aug
et Muy = uj + Aug (nous admettrons ce résultat d’algebre linéaire). Dans cette base, les solutions
t — ¢(t,x) s’écrivent ¢(t,x) = a1 (t)ur + aa(t)ug. On dérive cette égalité pour obtenir:

¢ (t,x) = o (t)ur + ay(t)ug = oy () Muy + az(t)Mug = (Ao (t) + aa(t))ur + Aag(t)us,
ce qui permet d’en déduire le systeme d’edo suivant vérifié par les fonctions a; et as:

{o/l(t) = Ay (t) + az(t)
ah(t) = Aaa(t).

En tenant compte de la condition au temps ¢ = 0, on peut intégrer ce systeme pour trouver:

a1(t) =(Fat + Tp)er!

(t) (~ ¢ ) (7.49c¢)
as(t) =z9 et

ou comme précédemment x = T1u; + Tousg est la décomposition de = dans la base {uj,uz2}. On en

conclut ensuite assez facilement que le point d’équilibre (0,0) est asymptotiquement stable si A < 0

(on parle de nceud dégénéré stable) et instable si A > 0 (on parle alors de noeud dégénéré instable).

Ces cas sont illustrés sur la figure [7.14]
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Fia. 7.14 — Quelques trajectoires de l’edo (7.48)) dans les cas ou l'origine est un neeud dégénéré
instable (a gauche) et un neud dégénéré stable (a droite).

C. La matrice M a deux valeurs propres, non réelles, conjuguées

Notons A = a+ib et A\ = a—ib (a et b des réels avec b # 0) les valeurs propres complexes de M
et considérons z = u +iv un vecteur propre associé & la valeur propre A (u et v des vecteurs de R?).
Alors zZ = u — v est un vecteur propre associé & la valeur propre \ et les vecteurs u = (z + 2)/2 et
v = (2 — 2)/(2i) forment un systéme libre (et donc une base) dans R2. D’autre part :

Mz = Mu+iMv = (a+ib)(u+ iv) = (au — bv) + i(av + bu),

c’est a dire que
Mu = au — bv
Muv = av + bu.

Dans la base {u,v} la solution t + ¢(t,x) (pour x dans R?) s’écrit :
o(t,x) = ar1(t)u + az(t)v pour tout ¢ € R.
On dérive cette égalité pour obtenir:
of (Hu + dh(t)v = ¢/ (t,x) = a1 (t) Mu + az(t)Mv = (aai(t) + baz(t))u + (acz(t) — bay(t))v.

Les fonctions t — «(t) et t — aw(t) sont ainsi solutions du systéme d’edo:

{o/l(t) —ao(t) =bas(t),

ay(t) —aas(t) = —bay(t) pour tout t € R.

Pour résoudre ce systéme introduisons les fonctions S (k = 1,2) définies pour tout ¢ dans R par
Br(t) = ai(t)e ¢t Ces fonctions vérifient :

Bi(t) = —bBa(t),
By(t) = bBi(t) pour tout t € R.

Dans la base {u,v}, la donnée initiale =z # (0,0) se décompose en x = Tiu + Tov. Introduisons
R €]0,00[ et 8 € [—m,n[ tels que 1 = R cos(f) et 2 = R sin(f). En intégrant le systeme d’edo
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ci-dessus, on trouve que pour tout ¢ dans R, 81(t) = R cos(bt + 0) et [a2(t) = R sin(bt + 0) ce qui
conduit aux expressions:

{al(t) = Re"" cos(bt +0), (7.49d)

aa(t) = Re® sin(bt + 0) pour tout t € R.

On en déduit, en fonction de a = Re(\):

— Si a = 0 alors dans la base {u,v} les trajectoires sont des cercles centrés a l'origine et de
rayons R. L’origine est alors appelée un centre. C’est un point d’équilibre stable mais pas
asymptotiquement stable. Attention, les orbites ne sont pas des cercles dans la base canonique
d’origine (ce sont les images d’ellipses par une application linéaire, donc des ellipses un peu
“tordues”).

— Sia > 0. Les orbites sont des spirales qui émanent de 1'origine. Le point d’équilibre (0,0) est
alors appelé un foyer instable.

— Si a < 0. Les trajectoires sont des spirales qui convergent vers 1’origine. Le point (0,0) est
appelé un foyer stable. Il est méme asymptotiquement stable.

En guise d’illustration, quelques trajectoires de ’edo sont représentées sur les figures et
(.10l

©

!
2

!
A

|
o

I I I I I I I I i I I I
-1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X x

)\1:—1—i, )\2:—1+Z )\1:1—i, )\2:1+Z

F1G. 7.15 = Quelques trajectoires de l’edo (7.48) dans le cas ot la matrice M a deuz valeurs propres
complexes conjuguées A1 et Ao = A1 avec Re(A\1) # 0. Le point (0,0) est un foyer stable a gauche
(considérer le champ de gradients) et un foyer instable a droite.

On déduit des différentes expressions ((7.49) établies ci—dessus le corollaire suivant :

Corollaire 7.2. Soient A1 et Ao les valeurs propres dans C de la matrice M (avec éventuel-
lement A\ = A\a). Notons
A = max { Re(A\1), Re(A2) }.

Alors pour tout réel o > X, il existe un réel Cy > 0 tel que pour tout = dans R? :

lp(t,2)|| < Collz|le” pour tout t > 0.
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x
u
>
x
N
@
<
o>
o
|-
wn

> 0
b J 4

2+ 4

4 4

I I I I I T I I I i
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

N o=d, A= —i

F1G. 7.16 — Quelques trajectoires de l’edo (7.48)) dans le cas ot la matrice M a deux valeurs propres
complexes conjuguées A1 et Ao = A1 avec Re(\1) = 0. Le point d’équilibre (0,0) est appelé un centre.
11 est stable mais pas asymptotiquement stable.

En particulier, si A < 0 alors on peut choisir o < 0 et l'origine est un point d’équilibre
asymptotiquement stable de l’edo (7.50)).

7.11.2 Stabilité des edo autonomes non linéaires

Nous allons maintenant expliquer comment les résultats détaillés dans le paragraphe précédent
(le cas des edo autonomes linéaires en dimension 2) peuvent nous servir pour décrire I'allure des
orbites de ’edo autour d’un point d’équilibre dans le cas général considéré au début de cette
section.

L’idée principale consiste a linéariser 1’edo au voisinage du point d’équilibre zy € R? qui
nous intéresse. En effet, comme la fonction f est de classe €', on peut écrire que pour tout = dans
un voisinage de xg :

f(@) = Df(zo)(x — w0) + g(z — x0),

ou la fonction g, définie sur un voisinage ¢ de origine, est de classe €' et vérifie:
L le@l
lzl=~0 |||
x#0

L’edo s’écrit alors de facon équivalente sous la forme:
a'(t) = Df(zo)(2(t) — x0) + g(x(t) — o).
On effectue le changement de variables y(t) = z(¢) — xo pour obtenir :
y'(t) = Df(zo)y(t) + g(y(t)),

et on peut donc sans perte de généralité se ramener au cas ou zg = 0. L’idée est maintenant
de déduire la nature du point d’équilibre zg = 0 en fonctions des valeurs propres de la matrice
Jabcobienne D f(x(). Enongons un résultat dans ce sens:
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Théoréme 7.18 (de Perron). Soient A1 et Ao les valeurs propres dans C d’une matrice M
dans #2(R) (avec éventuellement Ay = A2). On note

)\ = max { Re(A1), Re(A2) },

et on suppose que )\ < 0. Soit g une fonction €' définie sur un voisinage € de 0 dans R?, a
valeurs dans R? et vérifiant

Pour tout x dans O, on note t — ¢(t,z) la solution maximale de l’edo autonome :
2(t) = Ma(t) + g(a(t)), (7.50)

vérifiant ¢(0,2) = x. Alors pour tout € > 0 et pour tout réel o dans intervalle |\,0] il existe
6 > 0 tel que pour tout x de O

(lz]f < &) = (lo(t,2)] <ee pour tout t € [0,T4[),

ot J(x) =|T_,T4[ est Uintervalle mazimal d’existence de la solution t — ¢(t,x).

Si B(0,e) C O, alors Ty = 400 et lorigine est un point d’équilibre asymptotiquement stable

de ’edo ([7.50)).

Démonstration. Soit € > 0 et o comme dans I’énoncé. Introduisons également o tel que

A< op<o<0,

ce qui est toujours possible. Le Corollaire nous assure de ’existence d’une constante C,, > 0
telle que pour tout z dans R?:

HethH = [lo(t,2)| < C,,|lz|le™" pour tout ¢ > 0.
On en déduit, en prenant le supremum sur tout les x de norme 1, que:
HetMHg(Rz) <C, et pour tout t > 0. (7.51a)

D’apres I’hypothese vérifiée par g, il existe dp > 0 tel que pour tout x dans &':

el <o = (ol < (%57) el ) (7.510)

6 = min 6—0 5—0 °
B 2700’(1’0(7(1 ’

et choisissons x dans & tel que ||z|| < §. Pour un tel z, notons comme toujours t — ¢(t,x) la solution
maximale de 1'edo (7.50) telle que ¢(0,2) = z (remarquer qu’une telle solution existe toujours car
g est €' sur 0). Son intervalle de définition maximal est |7, T [ avec —co < T_ < 0 < T < 0.

D’apres l'identité (7.31]) de la proposition [7.7):

Posons alors:

t
p(t,x) =Mz + /0 e(t_s)Mg(é(s,ac)) ds pour tout ¢ € [0,T%[.
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On en déduit que

t
o) < e el + [ ety lo(@(sall ds— pour tout ¢ € DT (7510
Rappelons que ||z|| < 0 < d§p/2 et notons:
T; =sup{T € [0,T4[: ||¢(t,z)|| < o pour tout ¢t € [0,T7}.
La continuité de la fonction ¢ — ¢(t,x) entraine que 7'} > 0. En combinant les trois assertions
(7.51)), on obtient 'estimation :
t
lp(t,2)|| < Cbe”6 + (o0 — 0p)e ™ / e 7 o(s,x)| ds pour tout 0 <t € [0,T7[.
0

Pour tout ¢ dans [0,77 [ posons p(t,2) = ¢(t,x)e 7" et réécrivons I'inégalité ci-dessus sous la forme:

t
lo(ta)l < Cod+ (=) [ lilsa)lds  pour tout t € 0771

En appliquant alors I'inégalité de Gronwall du Lemme [7.1], on obtient :
lp(ta)| < C,,delo=0t pour tout ¢t € [0,77],
et donc:
|p(t,x)| < C,, 0e7 pour tout ¢ € [0,77]. (7.52)
On en déduit d’une part, selon la définition de &, que
lp(t,x)|| < doe™t < Gpe” T+ pour tout ¢ € [0,77[.

Si on avait T < T alors par un argument de continuité, on pourrait en déduire que ||p(t,z)l|
reste inférieur a dy au dela de T}, ce qui contredirait la définition de 7. On a donc nécessairement
Ty =Ty.

D’autre part, toujours d’apres la définition de §, I'estimation entraine que:

llo(t,2)| < ee” pour tout ¢ € [0,7%],

ce qui est estimation du Théoreme. Enfin, lorsque B(0,e) C &, alors le théoreme nous assure
que T = 400 et 'origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable. ]

Le théoréme [7.1§ a une portée limitée dans la mesure ot il faut que les parties réelles des valeurs
propres de la matrice Jacobienne au point d’équilibre soient toutes strictement négatives. On peut
énoncer un résultat un peu plus général pour lequel il faut seulement supposer que les parties réelles
des valeurs propres de la matrice Jacobienne sont non nulles.

Théoréme 7.19 (Hartman-Grobman). Soit % un ouvert de R? contenant l’origine et f une
fonction de classe €* sur % a valeurs dans R? et telle que £(0,0) = (0,0). On note A\ et Ay
les deuz valeurs propres dans C de la matrice Jacobienne M de f au point (0,0) et on suppose
que

Re(A1) #0 et Re(A2) # 0. (7.53)

Pour tout x € %, on note t — ¢(t,x) la solution de l’edo autonome

a'(t) = f(a(t), (7.54a)




7.12. PORTRAIT DE PHASE 105

qui vérifie (0,z) = x .
Alors il existe deux ouverts ¥ et W de R? contenant (0,0) et un homéomorphisme H de ¥V
dans W tel que H(0,0) = (0,0) et pour tout x € ¥ N %,

H(¢(t,x)) = M H(x) pour tout t € J,

ot J est un intervalle réel contenant 0. En particulier H envoie localement (autour du point
d’équilibre (0,0)) les trajectoires de l’edo (7.54al) sur les trajectoires de l'edo linéaire a ceeffi-

cients constants

2'(t) = Max(t), (7.54b)

en préservant la paramétrisation. De ce résultat on peut déduire que sous I’hypothése (7.53)), le
point d’équilibre (0,0) est de méme nature pour le systéeme (7.54a)) et pour le systéme (7.54Db]).

La démonstration est longue et difficile et nous 'admettrons. On peut en trouver les grandes lignes
dans le livre de L. Perko Differential equations and dynamical systems, Springer Verlag.

7.12 Portrait de phase

Définition 7.10. On appelle portrait de phase la représentation graphique des orbites (sous la
forme de courbes paramétrées) d’une edo autonome en dimension 2.

Exemple 7.12. On souhaite tracer le portrait de phase de ’edo autonome :

d (z1(t)) _
3 (00 = rer0.2200), (7.55)
ou ’expression de la fonction f est:

f:R? —R?

2
r1 —T1x2 — 9

(z1,22) — | .
dxo + 22129

On commence par chercher les points d’équilibre de 1’edo c’est a dire les points (x7,x2) vérifiant
f(z1,22) = 0. On doit résoudre le systéme (non linéaire) :

:1:1—9311:2—93% =0
—4x9 + 22120 = 0.

La deuxiéme équation conduit & zo(x; — 2) = 0. Soit z; = 2 et avec la premiere équation on
obtient zo = —1, soit zo = 0 et avec la premiere équation on trouve cette fois 1 = 0 ou z1 = 1.
Finalement, les points d’équilibre sont :

(0,0), a=(1,00) et B=(2,—1).

Que ce soit pour utiliser le théoreme de Perron ou le théoréeme de Hartman—Grobman, nous
devons calculer la matrice Jacobienne de f en ces points. La fonction f est de classe ¢ sur
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R? et pour tout (x,y) € R?:

1-— Tro — 2.%‘1 —I1
Jacy(z,y) = 9 442m,)

— Le point d’équilibre (0,0). En ce point, la matrice Jacobienne est diagonale et s’écrit :

Jacs(0,0) = (é 0 4) .

Ses valeurs propres sont donc A\; = 0 et Ay = —4. On peut appliquer le théoreme de
Hartman-Grobman : Le point d’équilibre (0,0) de I’edo ([7.55) est de méme nature que le
point d’équilibre (0,0) pour I'edo linéaire :

g I (t) o 1 0 I (t)
dt \za(t))  \0 —4) \as(t))"
C’est donc & un homéomorphisme pres un point selle (ou col) comme celui représenté sur

la figure

— Le point d’équilibre a.. En ce point, la matrice Jacobienne de f est triangulaire supérieure

et s’écrit :
-1 -1
Jacy(1,0) = < 0 _2> .

Les valeurs propres de cette matrice sont A\; = —1 et Ao = —2. Selon le théoreme
de Perron, le point d’équilibre o est asymptotiquement stable. Selon le théoréme de
Hartman—Grobman, c’est & un homéomorphisme pres un noeud stable comme celui représent
a gauche sur la figure [7.11

O~

— Le point d’équilibre 5. En ce point on trouve:

Jacy(2,—-1) = (:; —02> ,

et les valeurs propres de cette matrice sont (apres un calcul élémentaire) A\ = 2 — 2V/5 et
A2 = 2+ 2v/5. D’apres le théoreme de Hartman-Grobman c’est & un homéomorphisme
pres un point selle (ou col) comme celui représenté sur la figure

On cherche ensuite a déterminer les signes des composantes de la fonction f, c’est a dire a
résoudre le systeme d’inéquations :

{xl(l — T2 — a;l)

On est amené & introduire les droites d’équations 1 — x9 — 21 = 0 et 1 = 2. Avec les 2
axes (des ordonnées et des abscisses), ces droites délimitent 10 domaines du plan dans lesquels
les composantes de f gardent un signe constant. Ces domaines, numérotés de 1 a 10, sont
représentés sur la figure [7.17} Si l'on représente la fonction f sous la forme d’un champ de
vecteurs, alors les vecteurs seront orientés comme indiqué sur la figure.
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De la figure on peut déduire I’allure générales de orbites de ’edo Notons (z9,29)
la condition de Cauchy au temps t = 0. Sans faire une analyse exhaustive, on peut remarquer

par exemple que:

— Toute orbite originaire du domaine ® (c’est & dire telle que que (z9,29) soit dans le

domaine @) se retrouve au bout d’un temps fini dans le domaine @ et n’en sort plus.

— Toute orbite originaire du domaine @ se poursuit dans le domaine @ puis dans le domaine
® et enfin tend vers le point d’équilibre a.

— La situation est moins claire pour les trajectoires provenant du domaine @. Elles peuvent
se prolonger soit dans le domaine ® et tendre vers le point d’équilibre «, soit se prolonger
dans le domaine @. Sur la figure la courbe en rouge divise le domaine @ en deux
sous—domaines suivant la destination des trajectoires.

— De méme, les orbites originaires du domaine @ se prolongent soit dans le domaine
et tendent vers le point d’équilibre «, soit se prolongent dans le domaine @. Sur la
figure la courbe en rouge divise le domaine @ en deux sous-domaines suivant la
destination des trajectoires.
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Fia. 7.17 — Les domaines du plan dans lesquels les composantes de la fonction f gardent un
signe constant (délimités par les axes et les droites xo = —x1+ 1 et 1 = 2). En représentant f
comme un champ de vecteurs, les vecteurs dans chaque domaine sont orientés comme indiqué
ci—dessus.




108 CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

—_

28

|
/

Vaay,

|
-2 -1 0 1

O S

//
| =
—

Fi1G. 7.18 — Portrait de phase de I’edo autonome (|7.55]).
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