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Chapter 1

Méthode de travail

1.1 Les objectifs

Cet enseignement sera dispensé pendant les séances de CRATEM (” Coopérons a notre Rythme d’Apprentissage
Individualisé en Ecole Mutuelle”). Pour que vous puissiez organiser vos apprentissages, pour chacun des
enseignements, un plan de travail personnel et pour 'année résume :

e les étapes de formation (brevets),
e les objectifs de formations (ceintures ou examen).

e le nombre de séances qu’il vous faut suivre.

1.2 La pédagogie utilisée

1.2.1 Les phases de travail

Les séquences d’enseignement théoriques en présentiel (CRAIEM) sont divisées en six parties :

1. Lecture d’une partie du polycopié, visualisation de vidéos, sont faites a la maison en dehors des
séances.

2. En entrant dans la salle, vous donnez a l'enseignant votre fiche d’entrée dans la salle(Fig. 1.1) et
vous allez vous asseoir en cercle.

3. L’enseignant classe les questions par numéro de page, lit chacun a haute voix et y répond. Les
réponses sont enregistrées en vidéo, puis sont indexées dans le polycopié aux lieux adéquats ce
qui permet de les consulter en différé. La prise d’image est assurée par un étudiant-cameraman.
Un étudiant-secrétaire, note les questions dans un fichier texte pour faciliter la mise a disposi-
tion ultérieure. Pendant cette phase de question-réponse, un étudiant fait circuler une feuille
d’émargement : le nombre de signature doit correspondre au nombre de présents.

4. Un second temps peut étre consacré au débat d’une durée maximale de 15 minutes. L’image du
jour est affichée. Il vous est posé une question a laquelle vous répondrez en 3 temps : 2 minutes de
réflexion personnelle, 4 minutes de confrontation d’idées par groupe de 4, mise en commun collective
sous le format : ”Je pense que ... et mes raisons sont les suivantes ...”.

5. Une phase d’exercices (brevets) est alors faite & votre rythme. La banque de brevet regroupe
I’'ensemble des exercices. Afin que chacun puisse se concentrer sur son travail, si vous échangez
avec vos voisins, merci de le faire en chuchotant. Pour cette phase vous pouvez avoir deux roles :
apprenant ou expert.
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J'ai lu jusqu’a la page ......
Depuis la derniére seéance,
j'al regardé ... vidéos,
j'ai travaillé .... heures.
pav el M
oldos Tl [l (s

.| Je n'ai pas de question.
| Mes questions sont les suivantes :

Couleur Dj Oo O v Om On
Page :

Suite au dos (si nécessaire) :

courriel si tu souhaites
un rendez-vous

Librement inspiré par samuel-jean.hassefio: imtl.ca

Figure 1.1: Fiche de travail personnel a compléter avant d’entrer dans la salle.

e Si vous avez requ un mél pour étre expert d’un brevet, en entrant dans la salle, vous regardez
combien d’étudiants sont inscrits pour le brevet dont vous étes I’encadrant, vous mettez autour
du cou votre badge (Fig. 1.2), vous préparez un ou plusieurs pdles de 4 personnes. Apres
participation & la phase de question/réponse, vous récupérez une brique Lego de la couleur
de votre groupe, vous vous tenez a disposition des étudiants qui travaillent sur votre brevet.
Vous les aidez en respectant les regles d’aide notées au dos de votre badge. Attendez qu’ils
appellent & laide pour intervenir : pendant ce temps continuez de travailler (seul) sur votre
brevet d’apprenant. Si vous avez une difficulté pour expliquer, venez en parler a l’enseignant
qui vous donnera un ”coup de pouce”. Parmis les apprenants avec lesquels vous travaillez
pendant une séance, demandez a I'un d’entre eux de prendre ce role de référent pour ce brevet
pour la séance suivante. Il note son mél sur le badge, et vous barrez le votre. Vous remettez
les tables en position si nous sommes dans la salle d’examen de I'IUT ou la C05 de I’Ensim.
Vous rendez le badge a I’enseignant.

e Si vous étes apprenant, vous récupérez une brique Lego de la couleur de votre groupe. Les
brevets ont été écrits suite aux erreurs rencontrées les plus fréquemment dans les copies
d’examen. Cette banque de brevets concerne l’ensemble des trois années de formation a
PENSIM et certaines formations a 'UFR. Vous serez aidé soit par un expert, soit étudiant,
soit enseignant s’il n’y a pas encore de référent étudiant de ce brevet. Pour un brevet que vous
avez bien compris, vous pouvez en devenir le référent : votre role est alors d’aider les autres
a l'obtenir. Un systeme de badge, que vous mettez autour du cou lors des séances suivantes,
permets aux étudiants de vous identifier et de venir chercher de I'aide. Vous notez votre mél
sur le badge, et le référent barre le sien.

6. Les trois dernieres minutes d’une séquence sont utilisées pour poser votre brique Lego sur le graphe
de progression a proximité de la tuile comportant le numéro du brevet sur lequel vous étes en train
de travailler. Ce plateau permet a l’enseignant de préparer la salle pour la séance suivante et de
vous accompagner plus particulierement si vous étes derriere le peloton ou a galoper devant. Vous
déposerez aussi une fiche de retour sur la séance 1.3 qui permet de mesurer si le fonctionnement
est adéquat. Vous prenez une fiche de d’entrée dans la salle (Fig. 1.1) pour la séance suivante.
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Figure 1.2: Exemple de badge de référent.

Hohe irameant strde daivds cale congle par
2 re-jean, bass e fpalyrdl ca

La phase de questions/réponse m'a
permis de mieux comprendre.
{ . ey
c \‘ 1
d ¥ g

La phase de debat scientifigue m'a
intéresse.

2 ¥ @

ey

Durant les brevets, l'expert &
respecté les consignes daide.

& o ¢

4

Demande de rendez vous :

Courriel !

Figure 1.3: Fiche de retour d’information en fin de séance.
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1.2.2 Conseils aux référents

Si vous étes "expert”, merci de veillez a respecter ces conseils. Si vous étes ”apprenant”, merci de signaler
a lexpert qu’il ne respecte pas ces conseils : vous 'aiderez a prendre la bonne posture afin que vous
appreniez le plus efficacement possible.

Quelques conseils a 'expert :

e Commence par demander "Tu en es ou 7 Qu’est ce que tu as déja fait 7 A quoi ca te fait penser
? Raconte ce que tu as compris du probléeme”. Essaye de parler moins de 10% du temps. Cela
permet de ’aider juste la ot il en a besoin.

e Fais écrire ’étudiant plutot que de le faire a sa place.

Si tu dois faire 'exercice car I’étudiant n’écrit pas, essaye de le faire travailler sur un exercice jumeau
: changer les fonctions, les conditions aux limites, les valeurs numériques... Par exemple en math,
si Pétudiant doit dériver f(z) = 2z cos(x), lui faire dériver g(x) = Sz sin(x).

Quand tu as expliqué quelque chose, demande a I’étudiant de réexpliquer ce que tu viens de faire.

Se taire quand ils ont redémarré pour les laisser faire.

1.2.3 Les travaux pratiques

Les séquences d’enseignement pratique vous proposent de travailler sur 3 montages différents : torsion,
flexion et portiqgue. Un compte-rendu contient plusieurs étapes :

e la problématique et un exemple dans la vie réelle,

la modélisation,

la description de la procédure expérimentale,

e les mesures,

I’exploitation des mesures,
e la comparaison entre théorie et mesures,
e la conclusion et les perspectives.

Le compte-rendu type pour la premiere manipulation, vous est fourni quasi complet avec quelques trous.
Le second compte-rendu fourni vous laissera plus d’espace de travail. Le troisieme compte-rendu fourni
est quasi-vierge.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr,vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 249 273 27/ 292.
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7

Faculté des Sciences
& Techniques

LeRasg Liniveyiie

VINGL-troIS @UIOS ======mm=mmmmmmmmmm e e e

- . 23 euros
a Tresor Public (pour remboursement des frais engagés)
_ . 1234567890
UFR Sciences et Techniques  nom -
72000 Le Mans Prénom :
Annee :
TEL. 0243833000 Enseignement :

Figure 1.4: Cheque d’absence.

1.3 Absence

Il nous semble plus pertinent que l'obtention des compétences de base soit obligatoire pour justifier les
10 000 euros par an que la nation verse pour vous former grace aux impdts que vous payez (sur le revenu,
TVA, etc.) . Ne pas venir & une séance de 1h30, représente donc un gaspillage de 23 euros... sauf si vous
travaillez a la maison et que vous atteignez les compétences de base.

Pour concrétiser ceci, la méthode suivante est utilisée :

e en début de séance, une feuille d’émargement circule : le nombre de signatures doit correspondre
au nombre de présents,

e l'enseignant détecte les étudiants qui réapparaissent apres une ou des absences et leur demande de
compléter un cheque de 23 euros de ufr-sciences-banque par absence (Fig. 1.4),

e le jour de I'examen, les compétences acquises par chaque étudiant sont figées,

e pour un étudiant qui a donné un ou plusieurs cheques, s’il a les compétences de base, I'enseignant
déchire les cheques,

e pour un étudiant qui a donné un ou plusieurs cheques, s’il n’a pas les compétences de base,
I'enseignant lui rend les cheques et l'invite a faire un vrai cheque de remboursement du montant
total au Trésor Public (ou & une association de son choix...).

Sur http://umotion.univ-lemans.fr,vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 069 065 062 223
073 255 256 257.

1.4 L’évaluation des compétences et objectifs pédagogiques.

L’évaluation est faite par la validation de compétences et objectifs pédagogiques (COP). Le chainage des
COP testées est indiqué en début du polycopié.
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La validation des COP est faite soit par un examen, soit par des ceintures. Chacun choisi son type
d’évaluation lors de la seconde séance d’enseignement de cette matiere.

e Si vous optez pour une évaluation par un examen classique de 1h30, pour vous entrainer & manipuler
les concepts, a prendre un peu de hauteur et vous approprier la démarche globale, des sujets
de travaux dirigés, des sujets d’examens et leur corrigés sont disponibles sur http://umtice.univ-
lemans. fr/course/view.php 2id=403. Vous aurez & composer sur chacune des COP. Un taux de
réussite t(i) est associé a chaque COP i.

e Si vous optez pour une évaluation par ceintures, une COP n’est acquise que lorsque

— vous trouvez le(s) résultat(s),
— votre réponse a cette COP ne présente pas d’erreur d’homogénéité,

— votre réponse a cette COP utilise des écritures complétes (vecteurs, bases, points d’expression
d’un torseur, unités pour un résultat chiffré).

Insistons : une COP n’est pas acquise par la méthode ceintures, si la démarche est juste, mais le
résultat faux (erreur de calcul lors de cette COP, ou lors des COP parentes). Le taux de réussite
t est donc soit 0% soit 100%. Vous pouvez tenter d’obtenir une ceinture lorsque vous vous sentez
prét-e a le faire. Vous ne pouvez tenter qu’une ceinture a la fois. Vous pouvez tenter une ceinture
au maximum 3 fois. Si au bout de 3 tentatives, vous ne la détenez pas, vous pouvez tenter la
ceinture n + 1 suivante (3 fois). L’obtention de la ceinture de niveau n + 1 vous attribue alors les
ceintures de niveaux n + 1 et n.

Le passage d’une ceinture se fait en deux phases :

e phase continue : Vous passez des ceintures en autonomie, a votre rythme, jusqu’au jour de
I’examen.

— vous envoyez un mél a jmgenev@univ-lemans.fr avec comme titre : "ufr, sdpd, couleur-de-la-
compétence”,

— l’enseignant vous envoi par mél le sujet,

— Sur votre copie (fournie), a coté de la déclaration suivante : ”Je m’engage sur lhonneur
n’évoquer avec personne le contenu du sujet de passage de cette ceinture. Cependant, dans
le cas ou je me réussirais pas a l'obtenir, j’ai compris pouvoir discuter de mon travail avec
les étudiants ayant acquis cette ceinture. Si l'enseignant o la preuve que je n’ai pas respecté
mon engagement (j’ai admis le non-respect, je suis incapable de refaire la ceinture en mode
survedllé...), un rapport de fraude est fait par U'enseignant et transmis au directeur de ’école ou
au directeur de I’UFR qui transmets a la commission de discipline de l'université. L’enseignant
y demandera que je ne puisse plus passer de ceintures en autonomie dans la matiere concernée
pour 'année universitaire en cours.”, vous écrivez ”lu et approuvé” et vous signez. Cela permet
a vos camarades de faire une mesure ”libre et non faussée” de leurs savoirs scientifiques et non
de leur COP de mémorisation... ou de (risquée) recopie.

— Vous répondez au sujet en respectant votre engagement. Ceci peut étre fait chez vous, dans
une autre salle, informatique si nécessaire, au moment qui vous convient.

— Vous apportez votre copie, sujet et brouillon, le tout agrafé dans cet ordre, a ’enseignant de
la matiere concernée pendant une séance d’enseignement du responsable de cette ceinture, que
ce soit dans cette matiere ou dans une autre, & ’Ensim ou a 'UFR Sciences. Pour trouver les
heures et salles ou le trouver, consultez ADSOFT filtre ” genevaux”.

— DP’enseignant jette un dé,

* si vous ne possédez pas de jeton "non dopé”, si le jet de dé correspond a un nombre
anti-dopage qui dépend du niveau de la ceinture,
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* si vous possédez un jeton "non dopé”, si le jet de dé est 76",

alors vous recomposez immédiatement en mode surveillé en n’ayant a votre disposition que un
polycopié vierge.

— vous rendez votre nouvelle copie a I’enseignant.

— La ceinture est corrigée par ’enseignant. En cas de réussite, vous étes informé par le passage
au vert de la COP tentée sur http://perso.univ-lemans.fr/~jmgenev/compufr. Vous pouvez
alors tenter la COPs chainée suivante. En cas d’échec, vous recevez par courriel le sujet de
la tentative suivante. Vous pouvez tentez 3 fois la méme COP. En cas de 3ieme échec, vous
pouvez tenter la COP chainée suivante si elle existe. L’obtenir vous donne la COP mere ratée
3 fois.

— Si ’enseignant estime que votre erreur est minime, apres consultation de votre copie en sa
présence, il peut vous proposer d’utiliser un ”jocker”. Si vous l'utilisez, la ceinture est validée.
Vous ne disposez que d’un jocker par an.

e phase terminale : le jour de I'examen, vous étes convoqué pour passer les ceintures restantes
surveillées pendant une durée de 1h15, en méme temps que les étudiants qui ont choisi une évaluation
par examen. Les sujets vous sont fournis a I'entrée dans la salle. La validation se fait alors avec
un taux de réussite de 0% & 100%. En cas d’absence, les procédures sont les mémes que pour un
examen. Si vous étes détenteur de toutes les ceintures en autonomie, venez juste émarger.

e La date et ’heure de '’examen closent les rendus de ceintures.

Les COPs pratiques sont évaluées via les compte-rendus de travaux pratiques et fournissent un taux
de réussite compris entre 0% et 100%.

Etre détenteur d’une COP, implique qu’en tant qu’expert de celle-ci, vous aidiez vos camarades a
I'obtenir, en les orientant sur les brevets afférents, en répondant & leur questions sur ces brevets, en
insistant sur des points qui vous ont éventuellement fait rater la COP dans des tentatives précédentes,
en inventant des exercices similaires, sans dévoiler le contenu du sujet de la COP ni les réponses. Nous
transmettrons les COPs que chacun d’entre vous a validées, aux collegues des enseignements a venir qui
ont comme prérequis des COPs de ce module via http://perso.univ-lemans.fr/~jmgenev/compufr.

Nous vous souhaitons une bonne découverte, une intéressante confrontation des modeles que nous
développerons lors de cette formation a la réalité des essais effectués en travaux pratiques, et bien str...
une bonne coopération entre vous, sauf pour le passage des ceintures.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr,vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 073 066 064 060
085 087 069 062 288.

1.5 Les ceintures de statique des poutres droites.

Les ceintures sont faites en autonomie. Vous pouvez télécharger la ceinture que vous souhaitez tenter sur
http://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php?id=1849. Merci de le faire dans 1'ordre de celles-ci et en
respectant les regles que vous avez acceptées en choisissant une évaluation par ceintures. Toute détection
de non respect des regles implique les sanctions détaillées dans le paragraphe ci-dessus.
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. blanche de mécanique du solide indéformable (semestre 3), 0 pts, anti-dopage 5 et 6” : déterminer

si un systeéme est en équilibre et exprimer les réactions aux liaisons en fonction du chargement et
des éventuelle inconnues hyperstatiques.

. jaune, 4 pts, anti-dopage ”6” : déterminer si une poutre est en traction, calculer la charge maximale

et le déplacement d’un point.

. orange, 4 pts, anti-dopage ”5 et 6” : déterminer si une poutre est en torsion, calculer la charge

maximale et la rotation d’un point.

. verte, 4 pts, anti-dopage 74, 5 et 6” : déterminer si une poutre est en flexion, calculer la charge

maximale et le déplacement ou la rotation d’un point.

. bleue, 4 pts, anti-dopage 73, 4, 5 et 6” : déterminer pour un assemblage de poutres droites, la

charge maximale et le déplacement ou la rotation d’un point.

. marron, 4 pts : Etablir et mener une campagne de mesure afin de comparer des résultats expérimentaux

et théoriques pour un probleme de résistance des matériaux.

. noire, 4 pts : Présenter dans un document écrit, en respectant les regles de l'art, les résultats
d’une campagne de mesure et de comparaison a une théorie, pour un probleme de résistance des
matériaux.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr,vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 093 084 088 086
067 066 064 607 604 602 603 269 287.




Chapter 2

Piqiires de rappel

Ce premier chapitre a pour objet de rappeler quelques éléments dont vous risquez d’avoir besoin au cours
de cet enseignement.

2.1 Outils mathématiques

Nous supposons acquis, la dérivation d’une fonction, I'intégration d’une fonction, les concepts de grandeur
scalaire et de vecteur, la multiplication d’une matrice par un vecteur, le calcul de la trace d’une matrice.
Au méme titre que si 'on vous demande de calculer % aucun d’entre vous ne prendra un stylo et
une feuille blanche, que vous préfererez utiliser une calculatrice, lorsque vous avez une dérivation ou une
intégrale a faire vous utiliserez un ordinateur et un logiciel de calcul formel. Le logiciel libre wxmazima
est a votre disposition. fortement conseillée.

Si vous avez le moindre doute, je vous invite a faire
chez vous les brevets 207, 208, 210, 217, 218, 219,
220, 216, 221, 225, 226 et 233. L’utilisation de wz-
mazima est fortement conseillée.

Nous supposons acquis, la détection d’'une inhomogénéité dans une équation et la recherche de la
dimension d’'une grandeur a partir d’'une équation.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 268 270.

Si vous avez le moindre doute, je vous invite a faire
chez vous les brevets 155, 212, 228, 808, 211, 213,
224 et 099.

13
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2.2 Solide indéformable

Dans le cours de mécanique générale, il vous a été demandé de valider les COPs :

e Ecrire les actions transmissibles a une liaison tridimensionnelle normalisée.
e Ecrire les équations de mouvement d’un solide indéformable.

En effet, la mécanique générale permet d’obtenir les équations de mouvement a partir de la définition

du systeme a isoler, du bilan des actions extérieures, du principe fondamental de la dynamique ou des
équations de Lagrange.

Si vous avez des doutes sur vos COP, nous vous in-
vitons a faire les brevets correspondants et sommes
prét a vous aider :

e les actions extérieures

e les liaisons cinématiques tridimensionnelles normalisées,

e les liaisons cinématiques bidimensionnelles,

e les torseurs cinématiques associés a ces liaisons,

e les torseurs d’inter-efforts associées a ces liaisons si elles sont parfaites (brevets 036, 037, 038)

e les caractéristiques d’un solide : masse, centre de masse, tenseur d’inertie, (brevets 006 bis partie

1, 020)

e le torseur dynamique d’un solide (brevet 021)
e ’énergie cinétique d’un solide,
e les énergies potentielles (brevets 034, 35)

e le principe fondamental de la dynamique ou les équations de Lagrange (brevet 011, 019, 022, 023)

Sur http://umotion.univ-lemans.fr,vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette

partie. Les fichiers sont nommés 026 027 246 000.

2.3 L’outil de base franco-francais : le torseur

Si vous étes allergique a l'utilisation de torseurs, malgré leur efficacité en mécanique générale, vous
pouvez ne pas les utiliser dans ce cours. Dans ce cas, vous pouvez continuer la lecture en portant une
attention particuliere a ce qui est écrit en rouge, et qui vous est tout particulierement dédié. Vous veillerez
toujours a écrire deux grandeurs : rotation et déplacement, ou force et moment. Vous préciserez pour le
déplacement de quel point vous parlez et par rapport a quel repere, pour le moment en quel point vous
le calculez et par rapport a quel repere.

Si les anglo-saxons manient les mémes grandeurs
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e force et moment pour une action extérieure,
e vitesse de rotation et vitesse de translation pour décrire la cinématique d’un solide,
e la masse multipliée par 'accélération de translation et le moment dynamique,

ils n’ont pas comme usage de regrouper ces grandeurs dans un seul et méme objet que nous appellerons
torseur.

Un torseur 7 est un regroupement entre deux grandeurs vectorielles exprimé en un point A. Si I'on
souhaite changer de point ou ce torseur est exprimé :

e si d est un vecteur et b est un pseudo vecteur exprimés en un point A (cas des torseur d’inter-effort,

torseur dynamique)
a a a
= = 2 = v — 2.1
i) = { ba }A { bp }B { ba+dnAB }B 2.1)

e Si a est un pseudo-vecteur et b est un vecteur exprimés en un point A (torseur de position, torseur
de déplacement, torseur cinématique)

{}_{b; }A_{EZ }B_{5A+§/\A_B }B (22)

Parfois un torseur linéique est appliqué en tout point P d’abscisse s d'un trongon de longueur ds
d’une poutre de longueur [ entre les points A et B. Il sera noté dans ce cas

w= {0 - s 1 stopis n FC ). { 12 (o fAB T s }C 2.3

Attention dans la derniere égalité ci-dessus d’avoir exprimé p et ¢ dans une base fixe qui ne dépend pas
de I’abscisse curviligne.

Pour les allergiques : Si vous calculez le moment d’une fome en un point B alors que la force et un
moment sont appliqués en un point A, il vous faudra écrire : Mp = Ma + F A AB. De méme si vous
calculez un déplacement en un point B diu a un déplacement et une rotation en un point A, vous écrirez
D Up :77A+®AA_B.

e Erreur classique : Il ne faut pas oublier de préciser, pour tout torseur, en quel point il est exprimé.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 241 250 251 252.
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Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir les brevets 002 019 033 et
031.

2.4 L’élasticité tridimensionnelle linéaire isotrope

L’objectif de ce cours n’est pas de résoudre les problemes appliqués a des solides tridimensionnels, aussi
seront simplement rappelés ici pour information, les équations nécessaires a la résolution de ceux-ci.

Dans le cas d’un solide déformable, il nous faut définir la loi de comportement qui relie les tenseurs
des déformations au tenseur des contraintes. Nous appellerons :

e E le module de Young du matériau (en Pa),

e v le coefficient de Poisson du matériau (sans unité),

e G = 1 30y le module de Coulomb du matériau (en Pa),
On admettra que
- 14+v_ v =
€=——0~ Etrace(a)ld, (2.4)
ou _
7 = 2u€+ Atrace(€)I4, (2.5)

avec o le tenseur des contraintes et € le tenseur des déformations. Ces deux équations étant équivalentes,
il existe des relations entre module de Young et coefficients de Lamé :

po= gy =G, (2.6)
A= (1+Vﬁ11/72u)' (2.7)
matériau Mod. de Young Coeff. lim. élas. trac. | lim. élast. compr. | masse vol.

10° Pa de Poisson 10° Pa lim. élas. traction kg/m?

acier 210 0.285 20 a 60 1 7800
aluminium AU4G 75 0.33 20 1 2800
béton 14 a 21 0.3 30 11 1900
bronze 100 0.31 24 3 8400
cuivre 100 0.33 18 1.3 8900
fonte 100 0.29 18425 3.3 7100
laiton 92 0.33 20 14 7300
marbre 25 0.3 50 15 2800
plexiglass 2.9 0.4 8 1.2 1800
titane 100 0.34 20 a 47d 1 4510
verre 60 0.2a0.3 3a8 10 2530

Poser un probleme d’élasticité revient a définir des conditions aux limites en déplacement et en
contrainte sur la surface de ce solide, d’écrire la relation entre déplacements et déformations, écrire
léquilibre (ou le PFD) sur un élément de volume. Il reste alors & chercher une solution & ce systéme
d’équations présenté tableau 2.1. Pour la lecture de ce tableau, on rappellera simplement que en coor-
données cartésiennes,

e le laplacien d’une fonction f(x,y,z) est Af = gwf +3 f + 8Z2,

e la matrice identité (des 1 sur la diagonale des 0 ailleur) est notée I,
e le gradient d’un scalaire f est gradf af _'—i— y + af Z

e la trace d’un tenseur est la somme des termes sur sa diagonale.



déplacements

déformations

contraintes

—

u

€

g

condition aux limites
en déplacement

U = g sur 'y,

passage + éq. compatibilité + éq. compatibilité
déplacements €ik,jl — €kjil = eE=1/2 (gradﬁ'—i—T grad ﬁ') (Beltrami)
2 . = =
€il,jk — €lj,ik (1 + I/)AUij + %gzd) =0sigradf =0
déformations pour i # jetl#k
loi de comportement é=125 — Lirace(d)ly T = 2u€ + Atrace(€)l,

équations
d’équilibre
(statique)

éq. de Navier:
(A + p)grad(divi)
+pdiv(gradid) + pi = 0

dive + pf =0
fole e aamy ol —
881 + aay + 682 + fm =0
Oxy Tyy Ty= —
Oz + Oy Oz + fy =0

Doy

00> 002 _
ox + Jy + 0z +fz—0

condition aux limites
en contraintes

T(P,ii) = 6@ = Fy sur I';

passage
contrainte
torseur

N = jS OpadS
T, = fS OrydS
T, = fS OzzdS

MI = fS O’.ngdS
My, = fS Ope2dS
My, = — jS Ope2dS

Table 2.1: Equations de la mécanique des solides déformables dans le cas d’'une modélisation tridimensionnelle

7

7

HdOULOSI HYIVHANIT HTTANNOISNANIAIY.L HLIDLLSVIH.T 7'¢

LT
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Exceptionnellement, aucun brevet ne vous est pro-
posé pour ce paragraphe, car vous reviendrez sur les
concepts de tenseurs pour les solides déformables
dans le cours de L3.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette par-
tie. Les fichiers sont nommés 216 061 058 074 053
244 015 016 018 003 004 253 254 258 259.



Chapter 3

Mécanique du solide indéformable :
de I’équilibre aux réactions aux
liaisons

3.1 Liaisons parfaites normalisée - torseur des efforts transmis-
sibles

Dans ce cours, la résultante du torseur des efforts transmissibles sera notée }1 le moment sera noté M.
La liaison étant considérée parfaite, la puissance développée dans cette liaison doit étre nulle quels que
soient les déplacements et rotations éventuels possibles. Ceci implique que le travail d’une liaison soit
nul. II est calculé par le comoment des deux vecteurs :

—

{1;1}14@{];2 }AZO’ (3.1)

0.My +iiaR=0. (3.2)

qui se développe en

Ci-dessous, sont donnés les torseurs d’efforts transmissibles. On peut les retrouver a partir des
formules ci-dessus, en écrivant pour la liaison choisie le torseur cinématique associé (mouvements de
translation et de rotation autorisés par la liaison), puis choisir un torseur d’inter-effort qui a a priori
toutes les composantes en résultante et en moment, et écrire que le comoment est nul quelle que soit
I'amplitude des mouvements possibles.

Les liaisons associées a un probleme tridimensionnel sont normalisées. La symbolique est donc la
méme que celle que vous utilisez pendant la formation de Technologie-Mécanique. Utilisez les dessins
associés |

Rii + R;j + Rik }
Cii+Cjj+Cik J ,

e liaison tridimensionnelle encastrement : {7}, = {

e liaison tridimensionnelle pivot d’axe A7 : {r} 4= {

Rii + R;j + Rik }
Cjj+ Crk N

e liaison tridimensionnelle glissicre d’axe A7 : {7} 4= { Ry + Bk } ;
A

Cii + C;j + Ok

19
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R el

Figure 3.1: La symbolique des liaisons 2d utilisée dans ce cours (non normalisée) de gauche & droite :
encastrement 2d, appui simple 2d, appui sur rouleau 2d, glissiere 2d

AN,

_ 271'01', = “" 7
e liaison tridimensionnelle hélicoidale d’axe Ai de pas p : {t},= { CPV. —:'gffgi‘gf;kk } ,
il 3J k A

e liaison tridimensionnelle pivot glissant d’axe A7 : {7}, = {

Rjj-l- RkE }
Cjj + Crk A’

e liaison tridimensionnelle sphérique & doigt d’axe A7 et Aj : {7} A= {

Rii + R;j + Rik }
Cik N

e liaison tridimensionnelle sphérique en A : {7} , = { &

RJ—F Rjj-l- RkE }
A

e liaison tridimensionnelle appui plan de normale A7 {t},= { o u,]j_il o } ,
3J k A

e liaison tridimensionnelle linéaire rectiligne de normale Aj de direction Az: {t}, = { R / } ,
A

e liaison tridimensionnelle linéaire annulaire d’axe Ai: {7} A= { Rjj + Rik } ,
A

0

e liaison tridimensionnelle ponctuelle d’axe Ai : {7} A= { R(u)ﬂ } .

A
Les liaisons associées a un probleme bidimensionnel ne sont pas normalisées. Faites attention a la
signification de chaque symbole en fonction de I'ouvrage. Pour notre part, la symbolique présentée dans

-,

la figure 3.1 sera utilisée. Pour un probléme dans le plan (A,Z7 7)

Rii+ R;j }
A

e liaison bidimensionnelle encastrement : {7} , = { Ok
k

e liaison bidimensionnelle appui simple : {7}, = { Rii + 1ty } ,
A

0k
. . . . - R;j
e liaison bidimensionnelle appui sur rouleaux de normale Aj : {7}, = o ,
A

e liaison bidimensionnelle glissiere d’axe Ai : {7} A= { ?% } :
ko)A

e Erreur classique : Il ne faut pas, lorsque le probléme est bidimensionnel, utiliser les liaisons
tridimensionnelles (et inversement).

e Erreur classique : Lorsque 2 poutres (ou plus) de directions différentes se raccordent en un point
B, il ne faut pas rajouter une liaison encastrement entre ce point B et le référentiel Galiléen : le point



3.2. TORSEURS DE CHARGEMENT 21

B peut se déplacer, tourner... et toutes les poutres aboutissant a ce point B se déplacent et tournent au
point B de la méme valeur.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir les brevets 037 et 038.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une question sur cette partie.
Le fichier est nommé 089 090 091 092.

3.2 Torseurs de chargement

Dans ce cours, la résultante sera notée F', le moment sera noté C. Les différents torseurs de chargements
sont :

e force concentrée au point A de direction 4

{ﬁ}—{ Ig }A, (3.3)

e couple concentré au point A de direction 7

{Tz}—{ g }A, (3.4)

e densité linéique de force p; sur un segment de longueur ds au point P

{drs} ={ ngzs } : (3.5)

P

densité linéique de couple ¢i sur un segment de longueur ds au point P

(am} = { 0 }P, 36)

cids

e torseur équivalent exprimé au point C, d’un chargement linéique sur un segment AB :

{Ts}_/‘B{ Fids } _/‘B{ pds } _ ., n ﬁds_' . (3.7)
A Ldds |, Ju | eds+pds ANPC | J4 @+ pNPC)ds o

Attention dans la derniere égalité ci-dessus d’avoir exprimé p'et ¢ dans une base fixe qui ne dépend
pas de ’abscisse curviligne.
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Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une question sur cette partie.
Le fichier est nommé 219 222.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir les brevets 039 et 090.

3.3 isostaticité - hyperstaticité

Avant de rechercher les efforts intérieurs a une poutre, il est parfois nécessaire de calculer les réactions
qui transitent par les liaisons qui maintiennent cette poutre en contact avec les autres solides voisins.

démarche La procédure suivante est a suivre
1. Isolement du solide. Pour ce faire :

e vous définissez le solide ou ’ensemble de solides que vous souhaitez isoler (pour nous ce sera
la poutre considérée),

e par la pensée, vous entourez ce domaine isolé par une fine peau,

e & chaque endroit ou cette fine peau intersecte une liaison, ou un chargement, un torseur doit
étre écrit

2. Bilan des actions. En chaque point ou doit étre écrit un torseur, vous écrivez : le point, le
type de liaison (éventuellement précisez de quel axe), le torseur (d’effort transmissible ou de
chargement). Vous rajoutez a cette liste les torseurs de chargement & distance (pesanteur, forces
électromagnétiques, ...)

3. Principe fondamental de la statique. Si le domaine isolé est en équilibre, la somme de ces torseurs
est nulle. En présence d'un chargement linéique ou surfacique, I’écriture de 1’équilibre doit faire
apparaitre l'intégration de ce torseur sur le domaine d’intégration (intégrale simple ou double).

4. Ecriture du systeme d’équations. Dans le cas d’'un probleme tridimensionnel, I’équilibre se traduit
par V'écriture de 6 équations (trois de résultante, trois de moment). Dans le cas d’un probléme
bidimensionnel, I’équilibre se traduit par I'écriture de 3 équations (deux de résultante, une de
moment autour d’un axe perpendiculaire au plan du probleme).

5. Détermination du nombre d’inconnues hyperstatiques. Attention, le calcul (nombre d’inconnues
- nombre d’équations = degré d’hyperstatisme) est faux ! En effet, tout dépend comment
les inconnues sont positionnées dans les équations. La méthode est la suivante :

e Vous entourez en rouge les chargements. Ce sont les données du probleme.

e Parmi les réactions aux liaisons (les inconnues), vous entourez en bleu celles qui peuvent étre
déterminée en fonction des chargements.

e Si toutes les inconnues sont déterminées : le systeme est dit isostatique.
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e Si toutes les inconnues ne peuvent pas étre déterminées (deux inconnues sur une méme
équation, et qui n’apparaissent pas ailleurs par exemple), le systéme est hyperstatique vis-
a-vis de ce degré de liberté. Vous choisissez 'une de ces inconnues que nous appellerons
inconnue hyperstatique, vous encadrez en vert, et vous la supposez connue (au méme titre
que les chargements en rouge) pour recherchez toutes les inconnues qui peuvent de ce fait
étre maintenant déterminées (vous les entourez en bleu). Vous pouvez étre amené a choisir
plusieurs inconnues hyperstatiques.

e Le degré d’hyperstatisme est le nombre minimal d’inconnues (entourées en vert)
qui ont dues étre choisies comme hyperstatiques.

6. Vous écrivez l'expression de chaque inconnue déterminée (en bleu), en fonction du chargement (en
rouge) et des inconnues hyperstatiques (en vert). Dans la suite du probleme, chaque fois quune
inconnue bleu apparait, elle sera remplacée par son expression rouge et verte.

Exemples L’exemple de détermination du degré d’hyperstatisme d’un systeme tridimensionnel est
présenté figure 3.2.

L’exemple de détermination du degré d’hyperstatisme d’un systeme bidimensionnel est présenté figure
3.3. On remarquera que I’équilibre est écrit au point D, mais qu’il aurait pu étre écrit en un autre point,
les équations qui auraient alors été obtenues seraient une combinaison linéaire des équations présentées
dans 'exemple. L’inconnue hyperstatique choisie est I'inconnue Rs. Il aurait été possible de choisir R
ou (5. Quelque soit ce choix, le nombre d’inconnues hyperstatique reste de 1.

Systéme isostatique associé On appelle systeme isostatique associé, le systeme identique géométriquement,
mais dont les liaisons aux points ot des inconnues hyperstatiques ont été choisies, doivent étre modifiées

1. sil'inconnue hyperstatique est une force dans la direction Z, le degré de liberté associé, la translation
dans la direction ;, est libérée. La liaison est donc remplacée par la liaison qui bloque les mémes
degrés de liberté sauf ce degré de liberté. Par exemple, si le probleme est tridimensionnel, une
liaison encastrement, sera transformée en une liaison glissiere d’axe i. Sile probleme dans le plan
(A,Z,f), une liaison appuis simple sera remplacée par une liaison appuis sur rouleau de normale j

2. si I'inconnue hyperstatique est un couple dans la direction ;, le degré de liberté associé, la rotation
dans la direction ;, est libérée. La liaison est donc remplacée par la liaison qui bloque les mémes
degrés de liberté sauf ce degré de liberté. Par exemple, si le probleme est tridimensionnel, une
liaison encastrement, sera transformée en une liaison pivot d’axe i

Ce systeme isostatique associé est considéré comme chargé par
1. le méme chargement extérieur que le systeme initial,

2. auquel on ajoute les inconnues hyperstatiques, qui sont alors considérées comme un chargement
connu.

Equation associée a une inconnue hyperstatique Le probleme isostatique associé peut donc étre
résolu completement en fonction des données de chargement et des inconnues hyperstatiques. Appelons
cette solution solution 1.

Pour retrouver le probleme initial, I'inconnue hyperstatique assurait que le déplacement associé a
celle-ci était nul. Il faut donc rajouter une équation cinématique par inconnue hyperstatique :

1. si I'inconnue hyperstatique est une force Ri au point B, le déplacement dans cette direction en ce
point doit étre nul : wWp.i = 0.

2. si I'inconnue hyperstatique est un couple C7 au point B, la rotation dans cette direction en ce point
doit étre nulle : Wgr.i = 0.
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Figure 3.2: Détermination du degré d’hyperstatisme pour un systéme 3D. (Numérisation fournie par
Nicolas Pajusco. Merci & lui.)
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Figure 3.3: Détermination du degré d’hyperstatisme pour un systéme 2D.(Numérisation fournie par
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Ces équations supplémentaires, fournissent des relations entre les inconnues hyperstatiques et les
chargements. Elle permettent donc de déterminer les inconnues hyperstatiques en fonction du charge-
ment.

La solution complete du probleme qui vérifie les conditions aux limites du probleme de départ, ex-
primée en fonction uniquement du chargement du probleme de départ, est alors connue en remplagant
les inconnues hyperstatiques par leur expressions en fonction du chargement dans la solution 1.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une question sur cette partie.
Le fichier est nommé 003 237 238 240 218 220 221
267 271.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir les brevets 013, 014, 015,
016, 091, 092 et 031.



Chapter 4

Statique des poutres droites
isostatiques homogenes dans
I’épaisseur a matériau isotrope, alias
”la résistance des matériaux”

ou ”L’histoire d’un haltérophile qui péchait du pont de Millau en regardant une éolienne”.

Attention : ce cours ne traite pas

e des poutres a fibre moyenne courbe,

e des systemes hyperstatiques,

e du calcul des directions principales d’une section droite.

Pour plus de détails, veuillez consulter le cours fait a ’Ensim en quatrieme année.

Un corps dont 'une des dimensions est bien plus grande que les deux autres sera appelé poutre
uniquement dans le cas ou, si il maintenu a 'une de ses extrémités horizontalement, il reste quasi-
horizontal sous son poids propre. Dans le cas contraire, ce corps élancé sera appelé corde.

Le méme jeu de relations observé en élasticité tridimensionnelle est présent dans le cas de la théorie
des poutres (voir tableau 4.1), seules les grandeurs utilisées sont décrites a I'aide d’objets que I'on appelle
torseur. Ce sont les mémes étres mathématiques que ceux que vous avez utilisé en mécanique des
solides indéformables pour décrire leur mouvement. Ils seront ici simplement associés aux déplacement
et rotation d’une section droite, aux déformations d’une section droite et aux efforts généralisés (résultante
et moment) sur cette section.

Pour décrire ce systeme d’équations, nous allons considérer uniquement des poutres droites, c¢’est-a-
dire dont la grande dimension est rectiligne dans la direction Z. Nous appellerons sections droites les
coupes de cette poutre dans des plans perpendiculaires & & et fibre moyenne ’ensemble des barycentres
H de ces sections droites. On pourra représenter la poutre par sa fibre moyenne, qui sera orientée d’un
point A a un point B.

Nous considérerons, une poutre de référence, de longueur [.

Sur http://umotion.univ-
emans.fr, vous pouvez
isualiser la réponse a
‘.ll' _-:- I.i'; 8 une des questions sur
.l _H' ette partie. Les fichiers
=t e W sont nommés 001 05727
054 239 033 034.
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torseur des

torseur des

torseur des

déplacements déformations efforts intérieurs
{U} = {Def} = {Tine} =
w 0T+ oy + oz N+ Tyy+1T.7
u ET+nY+7:2 gy M2+ Mpyy+ My 2 |,
condition aux limites {U}y={U},
en déplacement au point Py
passage
déplacements formules de Bresse
déformations (fonction de €g,7y, -..)

oy = M, /GI§ M, = a,GI§
oy = Mgy /Elmy Mypy = ayElny
loi de comportement formules de Bresse o, =My, /Elg, My, =a.Ely.,

(fonction de N,T,, ...) € = N/ES N =¢,ES
Yy =Ty/GSy Ty = v GS,y
V2 = Tz/GSy T, = ’}/ZGSZ
dT
py+ o+ =0
équations P+ dﬁ? =
d’équilibre Cy + ddsz =0
(poutre droite) ey + d]yf v T, =0

Cz + ddsfz +7,=0

condition aux limites
en chargement

— {7t} +{rs-} = {7a}

au point Py

passage

torseur
contrainte

o I\qu z I\r{fzy
Tup = N/S — IH: + Ih-
j— Tygy 1},2)

Oye = o
oo — T=9:(5,2)
ZTr — S

Oyy = 0
0yz =0
0., =0

_ Mayrge(y,2
Oy = — ]0( )

Table 4.1: Equations de la mécanique des solides déformables dans le cas d’une modélisation unidimensionnelle.




4.1. SOLLICITATION SIMPLE : TRACTION-COMPRESSION 29

Figure 4.1: Le viaduc de Millau.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 078.

4.1 Sollicitation simple : traction-compression

4.1.1 Isoler le trongon de poutre

Si on s’intéresse & un poteau du viaduc de Millau (fig. 4.1), il faut l'isoler. Pour ce faire, vous entourez
ce poteau par une feuille de cellophane et a chaque fois que vous coupez un autre solide, vous devez
considérer un chargement ou une liaison.

On peut considérer qu’il est chargé & son extrémité supérieure par le tablier du pont et par la fleche
au sommet de laquelle les cables sont suspendus. Le modele associé a ce poteau est donc constitué du
point A milieu de la section droite a la base du poteau qui est encastré dans le roche, le point B point de
raccordement avec le tablier et la fleche, une fibre moyenne droite qui va de A a B, on repérera un point
H de cette fibre moyenne par son abscisse s (A}I = s¥), une section de poteau que nous supposerons
rectangulaire de coté a(z) et b(x).

Deux modeles de chargement peuvent étre envisagés (fig. 4.2)

e une force concentrée —F'¥ au point B,

e une force concentrée —F'Z au point B et le poids propre du poteau par une force appliquée sur
chaque trongon de longueur dz au point P dF = —pa(x)b(x)gdz, avec p la masse volumique du
béton, g 'accélération de la pesanteur, dx la longueur d’un petit trongon de poteau.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 235 219 262.
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Figure 4.2: 2 modélisation d'un poteau du viaduc de Millau.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 820.

4.1.2 Composantes du torseur des efforts intérieurs (et pour les allergiques
forces et moments au sein de la poutre)

Nous nous intéressons a la maniere dont est sollicité le poteau.

On notera seg+ la demi poutre dont les abscisses sont supérieures a s. On notera seg— la demi poutre
dont les abscisses sont inférieures a s.

Prenons comme définition que le torseur des efforts intérieurs (alias ”les forces et moments au sein de
la poutre” pour les allergiques) représente les actions de la partie seg+ sur la partie seg-.

Si 'on isole le segment seg-, celui-ci est sollicité par des torseurs extérieurs de chargement ou de
liaison (alias "des forces et des moments de chargement” pour les allergiques) sur le segment seg- et par
le torseur des efforts intérieurs (alias "les forces et moments au sein de la poutre” pour les allergiques).
Ce segment étant a I’équilibre, la somme des torseurs doit étre nul, donc on obtient 1’égalité,

{Teff.int.} = Z {Tezt%segf} (41)

seg—

et pour les allergiques une force et un moment au sein de la poutre tels que : ﬁim =—> . - Feopt,
et ]\/IinL - = Z,Sgg, ]\/Iezl-

Nous aurions aussi pu isoler le segment seg +. Celui-ci est sollicité par des torseurs extérieurs de
chargement ou de liaison (alias ”des forces et des moments de chargement” pour les allergiques) sur le
segment seg+ et par un torseur (alias ”une force et moment au sein de la poutre” pour les allergiques) qui
est opposé du torseur des efforts intérieurs (alias ”des forces et moments au sein de la poutre” pour les
allergiques) par le principe d’action et de réaction. Nous faisons ici 'hypotheése qu’au point de coupure
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H il n’y a pas de force concentrée. Ce segment étant a ’équilibre, la somme des torseurs doit étre nul,
donc on obtient 1’égalité,

{Teff.int.} = Z {Temt—>seg+} (42)

seg-+

et pour les allergiques une force et un moment au sein de la poutre tels que : F‘im = Zse o+ Fopy, et
Mine = Zseg+ Meyt.

On note donc que nous disposons a chaque fois de deux manieres de calculer le torseur des efforts
intérieurs (alias "les forces et moments au sein de la poutre” pour les allergiques), en utilisant soit la
partie seg+ soit la partie seg-. Les deux méthodes donnent le méme résultat, car la poutre, dans sa
globalité seg+ U seg- est en équilibre. C’est & vous de choisir le segment qui implique le moins de
calcul. Par exemple, si sur I'un des segments il y a des liaisons et des chargements, et sur 'autre que
des chargements (par définition connus), c’est ce dernier segment qu’il faut utiliser car cela vous évite
d’avoir a calculer les inconnues aux liaisons, et donc de faire I’équilibre global de la structure, déterminer
son degré d’hyperstatisme, and so on....

En général, la connaissance du torseur des efforts intérieurs (alias ”des forces et moments au sein
de la poutre” pour les allergiques) est nécessaire sur ’ensemble de la poutre. Plusieurs cas doivent étre
étudiés en faisant varier le point H, car lorsque s croit, a chaque passage d’'un chargement, le torseur
de chargement (alias ”la force ou le moment extérieur” pour les allergiques) passe du segment seg+ au
segment seg-.

En Pappliquant & notre cas du viaduc de Millau, par rapport a H la partie seg+ est le segment H B,
qui est chargé

e pour le modele 1, par le torseur en B,
—FZ
{TH} = { 0 } ) (4'3)
B

(Ct pour les allergiques une force et un moment au sein de la poutre tels que : Foy = —F Z, et
]UmL =0 lorsque le moment est exprimé en B.)

que l'on transporte en H par la formule de changement de point,

i} :{ 0.+ —F2 n BH }H :{ b+ i Al - 5)(-2) }H :{ W }H -

(Ct pour les allergiques une force et un moment au sein de la poutre tels que : Foy = —F Z, et
]\[mt =0 lorsque le moment est exprimé en H. )

e pour le modele 2, par le torseur en B (alias "la force ou le moment extérieur en B” pour les
allergiques) et le chargement par unité de longueur

% St MY

que l'on transporte en H par la formule de changement de point,

e ={ TN o Goonoen i §, 149

e ={ 5}, L v ), W

(a1} :{ ~F& — pgd [~ a(e)b(x)dx } , (4.8)
H
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(et pour les allergiques une force et un moment au sein de la poutre tels que : ﬁmt = —F¥¢—
Pgx fj;l a(z)b(z)dz, et M;n; = 0 lorsque le moment est exprimé en H. )

On notera dans ce dernier calcul qu’il faut écrire le torseur (alias ”le moment” pour les allergiques)
traduisant le chargement linéique en un point fixe H, avant de faire 'intégration.

Dans les deux modeles on remarque que le torseur des efforts intérieurs (alias ”des forces et moments au
sein de la poutre” pour les allergiques) ne posséde que une composante de résultante (alias ”de force”
pour les allergiques) dans la direction de la fibre moyenne Z. On dit que la poutre est soumise & un effort
normal,

N=-F (4.9)

dans le cas du modele 1, et

=l
N=-F-— pg/ a(x)b(z)dx (4.10)

=s
dans le cas du modele 2. L’effort normal est négatif : la poutre est en compression. Si 'effort normal
était positif, la poutre serait en traction.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 821 et 822.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 221 208 024 260
303.

4.1.3 Message aux allergiques a I’'utilisation de torseur

Vous avez sans doute remarqué que les calculs que vous effectuez sont exactement les mémes que ceux
effectués par les utilisateurs des torseurs :

e lorsque vous parlez ”des efforts et moments intérieurs”, ils parlent ” de torseur des efforts intérieurs”,

e lorsque vous écrivez deux grandeurs (force et moment), ils font de méme, en les écrivant I'un
au-dessus de l'autre,

e lorsque vous précisez en quel point vous calculez le moment, ils font de méme en notant en dessous
a droite du torseur le nom du point considéré,

e lorsque vous déplacez un moment entre deux points, ils utilisent aussi la formule de changement de
point.

Lire un polycopié, avec plein d’insertions ”pour les allergiques aux torseurs”, est plus difficile. La
suite du document arréte donc de vous proposer cette double lecture, et je vous invite, si votre allergie
au torseur n’est pas encore passée & la lecture de ces lignes, de compléter la suite de ce document (une
marge & droite & été laissée a cet effet) en remplagant chaque écriture de torseur, par les deux équations
de résultante et de moment. Par exemple, si vous lisez :

{TH}:{ —Ff—pgff%__sl a(z)b(z)dz } , (4.11)
H
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Figure 4.3: Correspondance entre effort normal et contrainte locale.

vous écrivez dans la marge de droite les deux équations,

— = - rx=l
Fipp = —F% — pg Joes a(@)b(z)dz, (4.12)
My =0 au point H.

4.1.4 Loi de comportement

La matiere ignorant si elle est dans une poutre ou un solide massif, c’est la loi de comportement tridi-
mensionnelle qui est la référence. Si 'on suppose que cet effort normal N se réparti uniformément sur

la section droite a(s)b(s) passant par le point H, la contrainte est uniquement dans la direction # (Fig.
4.3) :

N
7 s h0s) (419
Le tenseur des contraintes en tout point de la section droite passant par H est donc,
O 0 0
o= 0 0 O , (4.14)
0 0 0 esmeess
soit,
N
| amw 00
g = 0 0 0 . (4.15)
0 0 0)asnewsn
Le tenseur des déformation, déduit de I’équation 2.4 est donc,
N
B Ea(s)b(s) _?N 0
0 0 —vN

Ea(s)b(s) | (z,7,2)(%,7,7)

Si N est positif, tous les petits parrallélépipedes de dimension da, db, ds subissent un allongement dans la
direction & de valeur m7 et des contractions dans les directions perpendiculaires de valeur #fl\f(s).

Dans le cas du pont de Millau, N est négatif : indépendant de s avec le modele 1, de module croissant
avec s avec le modele 2.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 261 2635.
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Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,

V% je vous invite a obtenir le brevet 824, 823, 828 et
) 825.

4.1.5 Déplacement et rotation

Si I'on appelle H' le point tel que H H = ds, et que l'on note u le déplacement dans la direction &,
alors comme le segment s’allonge sous 'effort normal on a,

ou N(s)

s Ea(s)b(s)’ (4.17)

Pour connaitre les déplacements de tout point de la fibre moyenne, cette équation différentielle doit
étre intégrée,

ou N(s)
T gs = ds, 418
4595 Jap Balop() ™ (419
soit,
up —up = N(s) ds, (4.19)

U = Uz —I—/ &ds. (4.20)

On notera que le module de Young E peut aussi dépendre de s.
Dans le cas du pont de Millau, si les dimensions au pied et en haut du poteau sont a(0) = ayg,
a(l) = 2a0/3, b(0) = ag, b(l) = 2ae/3, alors,

a(s) =ao(1—3%) (4.21)
b(s) =ao(l—3%). (4.22)

L’encastrement en A implique que ugq = 0, et il ne reste plus qu’a intégrer,

e pour le modele 1,

_ S
up = [,p Ea%(l_%)zds, (4.23)
_ -F 1
Up = g2 Jag 7(17%)2d5. (4.24)
(4.25)

Si la section était constante, nous obtiendrions,

up :E—fgl- (4.26)
e pour le modele 2,
—F—pgf;::; a2(1—2)dz
uB = [up Eag(lfézf”) as, (4.27)

... légerement plus compliqué a calculer... donc vous le ferez avec wrmazima.
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Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 056 264.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 826 et 827.

4.1.6 Lieu(x) de la contrainte maximale, limite d’élasticité.

La contrainte (éq. 4.13 est une grandeur locale. Chercher son maximum dans un domaine borné nécessite
de calculer la dérivée de cette fonction, et si elle ne s’annule pas dans le domaine, de calculer les deux
valeurs extrémes.

e Pour le modele 1,
-F
=—— (4.28)

2 52’
ag (1 - %)
dont la dérivée ne s’annule pas pour s appartenant entre 0 et [, donc la contrainte est maximale en
s = [, donc au point B.

O-ZIJZE

e Pour le modele 2,
=l x\2
_ —F—pgad [7-, (1—5) do (4.29)
2 512 ’ .
ap (1 - ﬁ)

UII -

la recherche du point le plus sollicité nécessite le tracé de I’évolution de o, en fonction de s (Fig
4.4 pour F = pgadl).

La structure sollicitée en traction/compression reste dans le domaine élastique, tant que la contrainte
de traction reste inférieure a contrainte limite d’élasticité qui est donnée dans le tableau des matériaux
de la section 2.4.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 081 029 265.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir les brevets 50, 54 et 42.
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Figure 4.4: Exemple d’evolution des contraintes le long d’un poteau du viaduc de Millau (unités arbi-
traires).

Figure 4.5: Schémat de I'intérieur d’une nacelle d’éolienne.

4.2 Sollicitation simple : torsion

Les éoliennes ont généralement des pales qui tournent a la vitesse de 30 tours / minute. Avant d’aborder
Palternateur qui fonctionne & 1500 tours/ minutes, I’énergie passe par un multiplicateur de vitesse (en
bleu Fig.4.5). Les pales sont reliées au multiplicateur de vitesse par un arbre de section circulaire de
longueur | = 1.8 m, de diametre d = 0.5 m, dont la fonction est de transmettre le couple dia au vent
sur les pales, mais aussi de maintenir en position les pales. Nous ne nous intéresseront ici qu’au couple
moteur des pales sur le multiplicateur de vitesse, soit entre les points A1 et A2 de la figure. Si I’éolienne
est de 2 MW, le couple C' est,

C = Pl (4.30)
2106

- 7 .\ 4.31

27 30/60 (4:31)

= 5.910° N.m. (4.32)
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Figure 4.6: Modele de 'arbre de transmission d’une éolienne avant le multiplicateur de vitesse.

4.2.1 Composantes du torseur des efforts intérieurs

Si 'on appelle & I'axe de rotation de I'arbre de transmission du couple, dans le cas ou le multiplicateur
est a larrét et que le vent se leve, les pales exercent un couple C'¥ sur 'arbre au point A1. Un modele
de cet arbre est représenté sur la figure 4.6.

Soit le point H a la distance s du point A;. Si on oriente la poutre de A; vers As, alors le torseur
des efforts intérieurs est,

{Teff.int.} = Z {Text—>seg+} (433)

seg-+

Or le torseur au point As n’est pas une donnée du probleme. Il est donc plus intéressant de prendre
lautre définition du torseur des efforts intérieurs :

{Tesrint.} = — O {Teat—vscq—} (4.34)

seg—

= —{ra} (4.35)

B 0

S (a0
0

- _{ Ci+0NAH }H (437)

_ { _gi }H (4.38)

car le torseur en A; est une donnée du probleme. Le torseur des efforts intérieurs ne comporte qu’'un
couple autour de I'axe Z qui correspond a la direction de la fibre moyenne. On dira que 'arbre subit un
moment de torsion,

M, = -C. (4.39)

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 829.

4.2.2 Contraintes locales dans la section droite

Localement, pour créer ce moment de torsion sur I’ensemble de la section droite, faison I’hypothese que
chaque petit élément d’aire dy dz autour d’un point P appartenant a la section droite passant par H tel
que HP = Jy + 272, subit une contrainte dans le plan de la section droite et perpendiculaire au vecteur
HP (Fig. 4.7 image de gauche).

On définit pour tout point P un repére local (P, €., €y), la contrainte locale est alors considérée comme
proportionelle & la distance r = HP.E, :

oor = k. (4.40)



38CHAPTER 4. STATIQUE DES POUTRES DROITES ISOSTATIQUES HOMOGENES DANS L’EPAISSEUR A MATE

e
]
Z GBX e
r
-
y
Cinematique 2 et 3 Cinématique 2 Cinématigue 3

Figure 4.7: Répartition des contraintes de cisaillement dues a une sollicitation de torsion, en fonction
de la forme de la section droite et de la cinématique choisie. La répartition de contraintes de 'image
centrale n’est pas admissible.

Le tenseur des contraintes en un point peut donc s’écrire,

Oxz6

0 : (4.41)
0

(%,6r,80)R(Z,Er,E0)

Qi
I
o
o OO

Pour identifier la valeur du coefficient de proportionalité k, il faut intégrer sur I’ensemble de la surface
afin de retrouver le moment de torsion M, :

M, = /y < / ngrd,%) dg, (4.42)
- /y < / krrdz) dg, (4.43)
- /9 i; < / 12 kr2rdr> de, (4.44)

27 d/2
= k/ / r2rdr | db, (4.45)
0=0 r=0

= kI, (4.46)

avec Iy le moment polaire de la section droite,

Iy = / r2ds, (4.47)
S

qui dans le cas d’une section circulaire s’écrit,

27 pd/2
Iy = / r2rdrde, (4.48)
6=0 Jr=0
27 d4
= —df 4.49
= (4.49)
d4
= 21— 4.50
Tl (4.50)
4
_ (4.51)

32
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Pour I’éolienne, le moment polaire est donc,

w0.5%
L = —5 m?, (4.52)
= 6.1103m". (4.53)
(4.54)

Le coefficient de proportionalité est donc,

k= (4.55)

)

M,
Iy

ce qui permet de calculer la contrainte tangentielle en tout point P de la section droite a la distance r
de H,

_ Myr

I (4.56)

Ofx

La contrainte maximale se situe donc sur la surface du cynlindre, pour r = d/2.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 040, 080 et 830.

4.2.3 Déplacement et rotation

Sous l'effet de ce moment de torsion, la section droite passant par un point H’ & la coordonnée s’, va
tourner d’'un angle o, (s’ — s) par rapport & la section droite passant par un point H & la coordonnée
s. Si le solide est élastique de module de Young FE et de coefficient de poisson v, les déformations de
cisaillement sont reliées aux contraintes de cisaillement par,

E
= Gegy, (4.58)
avec G le module de Coulomb,
E
G = ——. 4.59
2(1+v) (4:59)
Le tenseur des déformation, déduit de ’équation 2.4 est donc,
0o 0 =
B 2(1+0)
€= 0 0 0 . (4.60)
= 0 0
2(1+v) (%,8,80)®(Z,Er,E9)

La déformation tangentielle d’un petit parrallélogramme joignant les points P et p’, & la surface du
cylindre et appartenant respectivement aux sections passant par H et H' sera donc,

 M,d2(1+v)
€ — W, (461)

M,d(1+v)
= —. 4.62
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Cette déformation implique un déplacement relatif du point P’ par rapport au point P dans la direction
tangentielle de module,

up = €pu(s —5) (4.63)
M,d(1+v)(s' —s)
= 4.64
e (464)
ce qui correspond a une rotation de la section en H' telle que,
tan (ag(s' — 5)) = %. (4.65)
L’angle étant petit,
!/
az(s' —s) = ;‘ /P2 , (4.66)
My 21 +v)(s" —s)
_ 4.67
e, (467)
d’on,
M, 2(1+v)
. = , 4.68
M,
= . 4.69

o, est un angle par unité de longueur dont les unités dans le systeme international est donc m~".

Dans le cas de 'arbre de transmission de I’éolienne, on obtiend donc un angle entre le point As et le
point A; qui vaut,

C2(l+v)(s —s)

az(s'—s) = TE , (4.70)
5.910°2(1+0.3)1.8

= d 4.71

6.110-32.11011 O (471)

= 21610 " rad. (4.72)

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 831 et 082.

4.2.4 Correction de cisaillement

La répartition de contrainte présentée ci-dessus n’est valable que si la section droite est circulaire. Dans
le cas d’une section droite non circulaire, la répartition des contraintes tangentielles est plus complexe
(Fig. 4.7 droite).

Par exemple, la valeur maximale de la contrainte de cisaillement pour une section carrée de coté a est

Mya/2
Iy 7’

opp = 1.6 (4.73)

avec Iy = a/6.
Le calcul de ces corrections n’est pas faite dans ce cours. Sachez simplement que le moment polaire
doit étre corrigé,

I5 =k I, (4.74)

avec k; un coefficient de correction de section qui dépend de la forme de la section droite. Par exemple,
pour une section carrée, k; = 0.85.
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Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 081.

4.2.5 Limite d’élasticité en torsion

Une contrainte de cisaillement oz sur une section droite d’une poutre implique que si la coupure de la
section avait été faite non orthogonale a ’axe de la poutre, cette contrainte aurait une composante de
traction et une composante de cisaillement.

On peut donc calculer une contrainte de traction équivalent & cette contrainte de cisaillement,

Oeq = 2020, (4.75)

qui provient du concept de cercle de Mohr qui sera vu en L3.
La limite d’élasticité est atteinte lorsque,

Oc = Oce, (476)

avec sigmac. qui dépend du matériau (section 2.4). Donc
O.CC

5"
Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 832.

(4.77)

Oz =

4.3 Travail pratique : une poutre en torsion

Avant de venir pour ce travail pratique, je vous
invite a regarder la vidéo 266 disponible sur
http://umotion.univ-lemans.fr.

Le compte-rendu type a trous qui vous sera fourni a l'entrée dans la salle est relativement complet.
Vous ne serez évalués sur votre maniere de compléter ce compte-rendu, qu’en terme de compétences et
objectifs pédagogiques marron et noire.

Une grille critériée vous est fournie afin que vous puissiez optimiser votre travail.

4.4 Sollicitation simple : flexion pure

187 kg ! C’est ce qu’a soulevé Vencelas Dabaya-Tientcheu lors des jeux olympiques de 2008 (Fig 4.8).
Si on s’intéresse a la barre, on peut considérer qu’elle est chargée a ses deux extrémités par deux forces
F = mg égales et que les mains de I'haltérophile exercent deux forces R; et Ro sur la barre. Le modele
associé & cette barre (Fig. 4.9) est donc constitué d’une fibre moyenne droite qui va de A & D, on
reperera un point H de cette fibre moyenne par son abcisse s (Aj'{ = s), une section de poteau que nous
supposerons circulaire de rayon r = 0.015 m. Les distances seront notées AB = at, BC = b, CD = ai,
avec ¢ = 0.3 m, b= 0.8 m, m = 93.5 kg, g = 9.81 m.s2.
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Figure 4.8: 187 kg a bout de bras.

Figure 4.9: Modélisation des efforts sur la barre de 'haltérophile.
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4.4.1 Composantes du torseur des efforts intérieurs

Nous nous intéressons a la maniere dont est sollicité la barre entre les points B et C'.
Nous orientons la barre de A vers D. La définition du torseur des efforts intérieurs,

{Tesrint} = > {Teat—seqt} (4.78)
seg-+

- ), ),

On remarquera que lors du calcul du torseur des efforts intérieurs, on ne s’arréte pas au premier torseur
rencontré. Dans le probleme posé, une difficulté apparait : les valeurs de la réaction R ne sont pas
données. Il est donc nécessaire dans ce cas de faire 1’équilibre du systeme total pour déterminer les
réactions aux liaisons, ici R; et Rs.

Le solide isolé est la barre. Elle est soumise a 4 torseurs,

{ﬁ}={ b }A, (4.80)

implique que en un point H,

(4.81)

}
{3} ={ Rgg } : (4.82)
} (4.83)

L’équibre se traduit par la somme des torseurs nulle, soit,

{0}—{ _gg }A+{ Rgg }B+{ Rgg }C+{ —g“g }D. (4.84)

Pour qu’une somme de torseurs soit possible, il faut les exprimer au méme point. Vous pouvez choisir le
point que vous voulez, cela ne change pas la solution. Choisissons le point B.

O ={ eghar 1, U b manon b im0

d’oty,

- —Fy+ Riy+ Roy— Fy

{0} = { (Fa+ Rb—F(b+a))z 5 (4.86)

Dot le systeme de deux équations a deux inconnues,
Ry + Ry =2F (4.87)
Ryb = Fb, (4.88)

et les valeurs des deux réactions,

Ry =F (4.89)
Ry, =F. (4.90)

Le torseur des efforts intérieurs peut donc maintenant étre calculé en fonction uniquement du charge-

ment, o :{ %g }C+{ _()Fg }D’ (4.91)
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soit, si on 'exprime au point H,
Fy Py
N y ' i i ~ 4.92
{7} {Fy/\(_(a—l—b—s)x) }H+{ —FyA(—(a+b+a— s)F) }D’ (4.92)

d’oty,

{r} —{ _gaé }H (4.93)

On remarquera que la résultante de force est nulle et que seul un moment autour de I’axe 2" est présent.
On dira que la barre est sollicitée par un moment fiéchissant autour de l’axe HZ. De plus, dans notre cas
particulier, ce moment fléchissant est indépendant de ’abcisse s entre les points B et C' :

Mf. = Fa. (4.94)

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 833.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 29/ 295.

4.4.2 Loi de comportement

Comme pour la sollicitation précédente, il nous faut faire une hypothese de répartition de contraintes
dans la section droite de cette poutre en flexion. La forme générale de la poutre entre les deux mains de
I’haltérophile est légerement incurvée. On peut faire I’hypothese que la surface supérieure de la poutre
est tendue, et que la surface inférieure de la barre est comprimée. La contrainte n’est donc pas constante
lorsque 'on parcours la section droite. Considérons ’hypothese (Fig. 4.10) que la contrainte est linéaire
en fonction de la distance g a la fibre moyenne dans la direction 7,

owa(§) = K, (4.95)
avec k un coefficient a déterminer. Le tenseur des contraintes en un point peut donc s’écrire,
oz(y) 0 0
o= 0 0 0 , (4.96)
0 0 0

(7,9,2)®(%,9,2)
Il faut vérifier que 'intégrale de ces contraintes sur la section droite redonnent les composantes du
torseur des efforts intérieurs. Pour la résultante, nous obtenons une valeur nulle,

R = /S O (§)TdGdZ, (4.97)
R = & /S kijdgdz, (4.98)
R = ki /S gdijdz, (4.99)
R = ki, (4.100)
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Figure 4.10: Correspondance entre moment fléchissant et contrainte locale.

car H est le barycentre de la section droite. La grandeur
m, = / ydydz (4.101)
s

est appelée moment statique de la section droite autour de l'axe Z. On définira de méme le moment
statique autour de 'axe Hy :

my = /S Zdjjdz. (4.102)
Pour le moment,
M = /S 02 (§)Z N PHdjdZ, (4.103)
M = /S kjZE A (—g7 — 22)dgdz, (4.104)
M = —k /S GPdydz + ki /S Gzdydz, (4.105)
M = —kily, + ki, (4.106)

car H est le barycentre de la section droite, et en appelant I, le moment quadratique de la section
droite par rapport a 'axe HZ"

Iy, = / §2dijdz. (4.107)
S

De méme, on définira Iy, le moment quadratique de la section droite par rapport a I'axe Hy:

Iy = / Fdjdz, (4.108)
s
ainsi que le produit quadratique de la section droite par rapport aux axes Hy et HZ :
Pry. = —/ yzdydz. (4.109)
s
La nullité du produit quadratique d’une section droite permet de définir les axes principaux de cette
section droite. Si la section droite possede une ligne de symétrie alors cette ligne et sa perpendiculaire

sont les axes principaux de cette section droite.
L’équation 4.106 permet de trouver,

My = —klp., (4.110)
po= M= (4.111)
IHz
dot,
M.
o) = — 1Y (4.112)
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Par la formule ci-dessus, on peut donc calculer les contraintes locale dues & un moment fléchissant. De

meéme on aura,
My, Z
0a(2) = S22 (4.113)
Iny
Le changement de signe est a relié avec le fait que le repere est direct entre ¢ et Z.
Pour I’'exemple de la barre de ’haltérophile, on a donc les contraintes qui valent,

Fai
aa(§) = —2. (4.114)
In,
avec,

Iy, = / §Adijdz, (4.115)

S
= / (1’ cos 0)*rdr'de, (4.116)

S

2 r
— / (/ r’3dr'> (cos)?dh, (4.117)
0=0 r’'=0

- /:; (é) (cos 0)2d, (4.118)

T4 27

= — (cos 0)2d6, (4.119)
4 6=0
4

- %w, (4.120)
d4

= = (4.121)
d4

- ”6—4, (4.122)

avec d le diametre de la barre. La contrainte maximale de tension est pour la valeur § = r, soit,

2879.810.30.015 12
Oua(s,f=13=0) = 50030 Pa, (4.123)

= 9.0510° Pa. (4.124)

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 006ter.

4.4.3 Courbure

La figure 4.10 montre que les contraintes sont proportionelles a la distance a la fibre moyenne. Si le
matériau est élastique, cela implique que les chaque ”fibre” a la distance y de la fibre moyenne, reliant
un point d’une section droite de centre H a l’abcisse s au point correspondant de la section droite de
centre H & la coordonnée s, va s’allonger d’une grandeur €., (s’ — s) proportionelle & la contrainte o, (7)
qu’elle subit :

e

em(s/ —5) = M, (4.125)
E

avec ' le module de Young du matériau exprimé en Pa dans le systeme international, et €, la déformation

qui est une grandeur adimensionelle. En effet, le tenseur des déformation, déduit de I’équation 2.4 est
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donc,
) T 0 0
€= 0 —HZex 0 (4.126)
0 0 S

Y,
ne section droi ntr 2 isse s’ v n urner d’un angle a, (s’ — s) autour ‘ax
Une section droite de centre H' & I’abcisse s’ va donc tourner d’un angle ! autour de 'axe

HZ par rapport a la section droite de centre H & la coordonnée s.

/ —
tan(a,(s' —s)) = —M7 (4.127)
Y
(4.128)
Pour des petites déformations, donc des petits angles, I’angle et la tangente sont assimilées,
/ p—
(s —s) = _Ceml8Z9) (4.129)
Y
Oza (s — 5)
= —-— 4.130
— (4130)
—M;.y(s’ — s)
e 4.131
EIHZ@ ( )
My.(s" — s)
= =L=7 7 4.132
Ely, ( )
My,
2 ; 4.133
avec a, I'angle de rotation par unité de longueur de poutre : c’est une courbure.
Pour notre barre d’hatérophile en acier,
—2879.810.312 _,
z = ST o rad ; 4.134
“ 2110 7 0.03% (4.134)
a, = —19.010"%m*, (4.135)

la courbure est négative.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 296.

4.4.4 Déplacement et rotation

Si l'on prend comme repere les deux mains de 'haltérophile, et que I'on note u,(s) le déplacement d’'un
point H a la coordonnée s dans la direction 3 par rapport a la droite joignant les deux mains, la courbure
est reliée a la dérivée seconde de uy(s) :

d*u,(s)
L2 = (4.136)

d2uy(5) o MfZ(S)
ds?  E(s)Ig.(s) (4.137)
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L’équation ci-dessus est une équation locale : elle est valable en tout point de coordonnée s.
Pour connaitre le déplacement en tout point, il suffit d’intégrer deux fois, sans oublier les constantes

duy(s) B s My, (S/) /
ds /s/:a B () T (4.138)
s s” Mfz(S/) ,
N BN (s | ds" +As+ B 41
uy(S) L”:a </5f_a E(SI)IHZ(S/) S s" + As+ b, ( 39)

avec A et B deux constantes que I'on détermine avec les conditions aux limites.
Pour le cas de ’haltérophile, la barre est de section constante et de matériau constant, le moment est
constant, donc on peut sortir les termes de 'intégrale,

s s” M B
uy(s) = / / = 4s' | ds” + As + B, (4.140)
s"=a s'=a EIHZ
M B s s”
uy(s) = / / / ds' | ds” + As + B, (4.141)
EIHZ s"=a s'=a
My, [*
u,(s) = ! / (s” —a)ds” + As + B, (4.142)
) Elg. Jo—a
Mg, (s*—a?
uy(s) = Eln. ( 5 —a(s—a)) + As+ B, (4.143)
avec les deux conditions aux limites,
uy(a) = 0, (4.144)
uy(a+0b) = 0. (4.145)
La premiere équation donne,
0 = Aa+ B, (4.146)
B = —Aa. (4.147)
La seconde équation donne,
M R b 2 _ 2
0 = M (@b =0 o)) A+ a)+ B, (4.148)
Ely, 2
Mg, (a®+2ab+b? —a?
= —ab A(b —A 4.149
EIHZ ( 2 a + ( + a) a’ ( )
Mg, (b2
= — Ab 4.150
Bl (2) + Ab, (4.150)
(4.151)
d’on,
M¢.b
A 3B, (4.152)
La déformée de la barre de I’halthérophile est donc,
Mfz 82 — a2 Mfzb
uy(s) = Fln. ( 5 a(s—a) | — 3Bl (s —a), (4.153)
Mg, (s*—a? b
= By, ( 5 —a(s—a)—§(s—a) . (4.154)
(4.155)

Avec les données du probleme, on obtient la courbe 4.11.
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0 02 04 0,6 08 1 12 14
s [m]

Figure 4.11: Déformée de la barre entre les deux mains de 1'haltérophile.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 005 007 079, 039
et 834.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 305 298 299 297.

4.4.5 Chargement maximal en flexion pure.

La flexion implique que les valeurs maximales ou minimales de la contrainte sont sur les fibres les plus
éloignées de la fibre moyenne. Il est donc nécessaire de calculer

e si la poutre est de section constante,

— la section s ou le moment fléchissant est le plus grand,
— les deux contraintes extrémes dans cette section,

— les comparer a la limite d’élasticité o..
e si la poutre n’est pas de section constante,

— les contraintes extrémes dans toutes les sections (ce sont des fonctions de s),

— les comparer a la limite d’élasticité ..

A titre d’exemple, supposons une poutre droite en acier de section droite circulaire de diametre
d = 0.02 m passant par les points A B et D de coordonnées respectives exprimées en metres dans un
repere direct (Z, 7, E) (0,0,0), (0,0,0.3) et (0,0,0.8). Le point A est encastré, au point B agit un couple
extérieur C; = 0.77 N.m et au point D un couple extérieur Dy = —1.27 N.m. On souhaite savoir si la
poutre reste dans le domaine de comportement élastique.

e On dessine le modele (voir figure 4.12),

e on calcule les torseurs d’efforts intérieurs dans chacun des trongons, Pour un point H; appartenant
a AB, tel que AH; = s1k. On oriente la poutre de A vers D. Le torseur des efforts intérieurs est
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D
< >
k
G,

\ s

b
l

Figure 4.12: Modele d’une poutre en flexion pure.

calculé a I’aide de la partie avale,

{r} —{ 0,67; }B+{ _16.25 }D’ (4156)

avec les couples exprimés en N.m. On les transfert au point H; a ’aide de la formule de changement
de point en remarquant que la résultante de chaque torseur est nul dans le cas traité,

{T}—{ 0,67; }H +{ _16.2% }H -

{r} = { —(?.52 }Hl. (4.158)

-

On passe dans le repere local avec k = Z et i = —Z.

{r} —{ 025 }HI- (4.159)

On remarque que dans ce cas, le moment fléchissant est contant entre A et B.

et

Le méme travail est effectué pour Hs appartenant a BD, tel que A}{g = SQE. Seul le torseur
extérieur en D appartient a la partie avale et on trouve aussi une valeur constante dans

{r}= { _E% }Hz- (4.160)

e on recherche la section de moment fléchissant le plus grand : le moment fléchissant est le plus grand
pour ss quelconque entre 0.3 m et 0.8 m.

e on calcule les contraintes extrémes dans cette section, sur la fibre supérieure

—1.20.02/2

=———"Pa=—-1.5MP 4.161
70.024/64 a’ (4.161)
et sur la fibre inférieure,
~1.2(-0.02/2)
= ——————"Pa=1.5MPa. 4.162
T0.024 /64 2= 1oMPa (4.162)

e on compare ces valeurs a la limite d’élasticité de 'acier o.. = 60 MPa. La structure reste donc
élastique.
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Figure 4.13: Modele de canne a péche.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 835.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 291.

4.5 Sollicitation simple : cisaillement

4.5.1 Composantes du torseur des efforts intérieurs

Si le cisaillement est présent dans une poutre, il est indiscociable d’une flexion (au moins pour les points
voisins), aussi ’étude du cisaillement est faite dans le cas de la flexion simple, au paragraphe suivant.

4.6 Sollicitation composée : flexion simple

Le poisson vient de mordre et le pécheur ferre. Sil’on considere la cane a péche de longueur I = 3 m comme
une poutre de diametre se réduisant hnealrement d’un diametre d; = 2 cm a un dlametre dy = 0.5 cm,
elle subit & son extrémité D leffort F exercée par poisson sur la canne et des efforts R1 et Rg exercés
par les deux mains du pécheur (points A et B distants de a = 0.3 m). Si 'on suppose que ces efforts
sont perpendiculaires a la direction de la fibre moyenne de la canne a péche, le modele associé peut étre
représenté figure 4.13.
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4.6.1 Composantes du torseur des efforts intérieurs

On oriente la poutre des mains du pécheur vers 'autre extrémité, donc de A vers D. Si on définit le
point H; a la distance s du point A, le torseur des efforts intérieurs en ce point, si s > a est donné par,

{respimt.} = Y {Tewt—rseqt } (4.163)
seg+
v (4.164)
0
D

_ —Fy
~ L 0-FgADH, [~

- { —F?ZF;gs)E }H (4.166)

Ce torseur a deux composantes : un moment de flexion autour de axe H1Z, M f, = —F(l — s) et un
effort tranchant dans la direction y, T, = —F.

Les contraintes, les déplacements et les rotations dus au moment fléchissant ont été déja décrit dans
le paragraphe 4.4. Il nous reste a traiter les contraintes, les déplacements et les rotations dus a leffort
tranchant.

(4.165)

Les contraintes de cisaillement sont constantes dans la section droite : le gros mensonge !

La premiere hypothese est que dans une section droite de la poutre, induites par un effort tranchant 7,
les contraintes oy, soit constantes :

o =, (4.167)

avec S laire de la section droite.
Ceci n’est en fait pas possible, car du fait de la symétrie du tenseur des contraintes, o, = 0y, donc
sur la fibre supérieure de la poutre, le vecteur contraintes

T(Py) = o4, (4.168)
[ 04z Ozy O 0
= | opw 0 0 1 : (4.169)
L0 0 Vegneess LY lags
o
- | o . (4.170)
L 9 J@an

Or le vecteur T'(P, ¢) correspond aux actions de lair sur la poutre si le point P est sur la fibre supérieure,
actions qui sont considérées comme nulles.

Les contraintes de cisaillement sont non constantes dans la section droite

Donc la contrainte de cisaillement est nécessairement nulle sur les fibres supérieure et inférieure de la
poutre. Néanmoins, leur intégrale sur la surface doit valoir T}, donc une évolution de cette contrainte
en fonction de la distance gy entre le point considéré et le point H doit étre calculée. Ces évolutions
dépendent de la forme de la section droite comme le montre les tableaux présentés figure 4.14 et 4.15.

On retiendra donc que la contrainte de cisaillement est dépendante de la position y du point P dans
la section droite, dans le cas d'un effort tranchant 7}, :

o2 () = 9(9) 5 (4.171)

avec g(¢) une fonction adimensionelle donnée par les tableaux 4.14 et 4.15 dans les dernieres colonnes.



4.6. SOLLICITATION COMPOSEE : FLEXION SIMPLE

TABLEAU 1I. — EFFORT TRANCHANT - CONTRAINTES DE CISAILLEMENT

e

TABLEAU II, 2.

= SECTIONS USUELLES - CONTRAINTES DE CISAILLEMENT ET DEFORMATION

DUES A L’EFFORT TRANCHANT - FORMULES APPROCHEES

.

Les formules sppenchées, donnant ponr 1
section rédnite S, (intervenant dans le caleual
tableau 1L 1 et des hypothidses supplémentaires suivantes :

a) Cus des sections pleines.

b) Cas des seclions minces (fermées ou puvertes).

Lelong d'ung ligne paralléle i Vaxe d'inertic G2 d'ordonnée

. coupant lc contenr de la seetion aux doux points a ot b :

o scctions usuclles les valeurs des contmintes de cisaillement et la valour de la
Jes déformations), ont €t¢ Jétermindes & partir des hypothiscs mentionndes dans le

La contrainic de cisaille-

i Y| loment  est  wangente  on
[ int & i
W . les contraintes de cisailloment, f, pasent toutcs par  -Ee——T=TTE}- ::E';::M“ﬁ',:“[,;m" HRe
/L5 UAY le point de concours des deux langentes cn 4 et bau [ ¥
i 9 H 61'5, cuntour ale la section, G _5_
2. la eompaosante fy suivant Gy des contraintes de cisail-
lement ¢ est constante.
(==l=—]
z CONTRAINTE DE CISAILLEMENT mEROR
[~ CROQUIS
w 7 Valeur
W Hypothéses Valeur générale Contrainte maximale Diagramme de §
1
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Figure 4.14: Effet du cisaillement pl : notations utilisées T' = T}, ty, = 0yu, Y = §, ty = g(J), Sy
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Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 049 244 240.

4.6.2 Loi de comportement

De part la présence de ces contraintes de cisaillement non uniformes dans chaque section droite sous
Peffet de D'effort tranchant, la section droite ne reste pas plane et se voile. On peut néanmoins montrer
que le déplacement du point H' d’abscisse s’ par rapport au point H d’abscisse s est une translation
dans la direction de I'effort tranchant,

Ty
Gk, S

a(s") —i(s) = 7. (4.172)
Non seulement, ce déplacement fait apparaitre une correction de section par un coefficient k, < 1 donnée
dans les tableaux 4.14 et 4.14, mais de plus, ces déplacements sont toujours négligeables devant les
déplacements dus au moment fléchissant.

On pourra toujours négliger les déplacements dus auzx efforts tranchants, devant les déplacements dus
aux moments fléchissants. C’est ce que montre la comparaison des résultats des deux brevets suivants.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir les brevets 051, 052.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 031.

4.6.3 Déplacement et rotation

Les formules obtenues pour la flexion pure restent valables puisque 1’on néglige les déplacements dus aux
efforts tranchant. On veillera néanmoins lors des intégrations successives, a bien prendre en compte le
fait que le moment fléchissant est maintenant dépendant de ’abcisse s.

d? My,
ds? E(s)Ir2(s)
Pour le cas de notre canne a péche, si elle n’est pas creuse,
4
di+ 3(d2 —d
Ins(s) = 3 = d)) : (4.174)
64
(4.175)
si le module de Young est constant F = 1109 (bois) et si 'on considere les deux mains fixes,
uy(0) = 0, (4.176)

uy(a) = 0, (4.177)
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il est nécessaire de connaitre aussi I’évolution du moment fléchissant entre les points A et B.
Pour un point Hs d’abcisse s comprise entre 0 et a, le torseur des efforts intérieurs est donné par,

{Teff.int.} = Z {Tezt—>seg+},

seg+

Ry
0

!

_Fg‘
o

!,

Ceci nécessite de connaitre la réaction Ry en fonction du chargement F.

(4.178)

(4.179)

Il faut faire I’équilibre de la

canne a péche, en écrivant que la somme des torseurs est nulle :

()AL, - 18] o
A B D 0
W s o il b, - {0
C + . . + . - = < 4.181
{ 0 J, Roy A (—aZ) |, —Fyn(=l7) [, 0 ( )
(Ri+ R — F)y B 0
{ (B —1F)Z [, = 0 (4.182)
d’oty,
Ry = -F, (4.183)
a
l
R, = (1 - 5) F. (4.184)
Le torseur au point Hs avec s entre 0 et a est donc,
{Teff.int.} = Z {Temt—>seg+}u (4185)
seg-+
Lz _Fi
= { agy} +{ ()y} ) (4.186)
B D
SR IS Ny
= L 7 - + - - , 4.187
{ LFGA (s —a)x H —Fgn(s—1)7 H ( )
(z -1 Fy }
= 4.188
{F(i<a—s>+<s—w)z . (4.188)

Pour connaitre le déplacement en tout point, il suffit d’intégrer deux fois, mais en faisant cela pour
chaque troncon, puisque les expressions des moments fléchissants changent. Pour le trongon entre A et

B :
s s la L, o + (s —1
Uy2(s) = / / (a(a S\,) (s T ) ds' | ds” + Azs + Bo. (4.189)
) s7=0 s'=0 (d1+%(d2idl))
Er—r——
Pour le trongon entre B et D :
s s” F(s —1
uyi(s) = / / (S, ) ~ds' | ds” + Ays + By. (4.190)
s"=a s'=a (d1+ST(d2_d1))
Er—g———
Les 4 constantes sont déterminées par les 4 conditions :
uy2(0) = 0, (4.191)
uy2(a) = 0, (4.192)
uyi(a) = uya(a), (4.193)
duyl duyg
4.194
dS (a) dS (a)7 ( 9 )



4.6. SOLLICITATION COMPOSEE : FLEXION SIMPLE o7

avec les deux dernieres équations qui traduisent le raccordement des deux fonctions : les déplacements
et les pentes doivent étre les mémes.
La résolution, certe compliquée des intégrales, peut étre faite a I’aide de maxima.

4.6.4 Chargement maximal

Le moment fléchissant induit des contraintes o,z qui sont maximales en module sur les fibres supérieure
et inférieure. En ces fibres, les contraintes de cisaillement oy, sont nulles. En ces fibres, la charge
maximale admissible Fj, ., fiex pour ne pas dépasser la limite d’élasticité est donc calculable avec les
formules obtenues en flexion pure.

Le moment fléchissant induit des contraintes o,x qui sont nulle sur la fibre moyenne. En cette fibre
pour une section symétrique, les contraintes de cisaillement o, sont maximales. En ces fibres, la charge
maximale admissible Fj, 44 cisa pOUr ne pas dépasser la limite d’élasticité est donc calculable avec les
formules obtenues en cisaillement pur.

Pour des poutres de section rectangulaire, ou circulaire, ou possédant un plan de symétrie dans le
plan (Z,2), Fiaz,fiez < Fmaz,cisa- Donc les contraintes limitantes apparaissent sur les fibres supérieure
et inférieures.

Vous caculerez le chargement critique dans le cas de la flexion simple, avec les formules du chargement
critique en flexion pure.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir les brevet 096.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 210.

4.6.5 résolution par Maxima

(%i1) restart;
£1(8):=(1%(3/0.3%(0.3-8)+(5-3))/(1e10*\pi*(0.02+s/3%(0.005-0.02))"4/64));
£2(s) :=(1*(5-3)/(1e10*x\pi*(0.02+s/3*(0.005-0.02)) ~4/64)) ;

(%01) restart

1 (& (03—=3s)+(s—3))

(%002) F1(s) = 1.01010 7 (0.024 % (0.005-0.02))"
64
(%03) £2(s) = L9

1.01010 7 (0.02+% (0.005-0.02))"
64
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(%14) trucOl:integrate(f1(s),s);
truc02:subst(sl,s,truc01)-subst(0,s,truc01)+A2;
truc03:integrate(truc02,s1);
truc04:subst(s2,s1,truc03)-subst (0,s1,truc03)+B2;

rat : replaced0.02by1/50 = 0.02rat : replaced—0.005by—1/200 = —0.0057at : replaced10.0by10/1 = 10.0rat : replaced0.3by:

6.4000000000000002 10~ (7200000000 s — 9600000000)

4
(Yeod) T (55— 1252 + 485 — 64)
6.4000000000000002 10~ (7200000000 s1 — 9600000000)  0.96
(%05) A2+ . - - ==
T (s1° —1251% 4+ 48 s1 — 64) ™
6.4000000000000002 10~ (7200000000 s1 — 19200000000)  0.96 51
(%06) s1 A2 — 5 ( 5 ) _ s
ﬂ'(sl —881—|—16) T
(%oT)
B9+ 59 A9 _ 6:4000000000000002 10-? (7200000000 s2 — 19200000000)  0.9652  7.680000000000001

T (s2° — 852+ 16) ™ ™

(%18) trucO5:integrate(£f2(s),s);
truc06:subst(sl,s,truc05)-subst(0.3,s,truc05)+A1;
truc07:integrate(truc06,s1);
truc08:subst(s2,s1,truc07)-subst(0.3,s1,truc07)+B1;

rat : replaced0.02by1/50 = 0.02rat : replaced — 0.005by — 1/200 = —0.005

~6.4000000000000002 10~ (2400000000 s — 8000000000)
7 (3% — 3652 + 1445 — 192)

(%08)

640000000000000021079(240000000051——8000000000)_%(130660901953816

%009 Al —
(%09) 7 (3515 — 36517 + 14451 — 192) 7

640000000000000021079(240000000051——8800000000)_%(13066090195381631

%010 1Al
(%o10) sl AL+ ™ (3512 — 2451+ 48) B

(%011)
Bl+s2 A1-0.3 A1+

6.4000000000000002 10~? (2400000000 s2 — 8800000000) . 0:30660901953816 52 1.167135872176048
T (3527 — 2452 4 48) ™ ™

conditions aux limites

(%i12) subst(0,s2,truc04)=0;

subst (0.3,s82,truc04)=0;

subst (0.3,s2,truc04)=subst(0.3,s2,truc08);
subst (0.3,s1,truc02)=subst(0.3,s1,truc06);
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(%012) B2=10
0.0018933528122718
(%013) B2+0.3A42— =0
T
0.0018933528122718
(%014) B2+0.3A42— = Bl
T
.01 20752

(%o15) A9 — 0.019956962075297 A

T
(%i16) B2s:0;
A2s:0.0018933528122718/pi/0.3;
Bls:0;
A1s:A2s-0.019956962075297/pi;
(%016) 0

0.006311176040906

(%017)

T
(%018) 0

0.013645786034391
(%019) -
T
fonctions solutions
(%152) truc09:float (subst(B2s,B2,subst(A2s,A2,truc04)));
trucl0:float (subst(Bls,B1,subst(Als,Al,truc08)));
(%052)
6.4000000000000002 10~° (7.2 107 s2 — 1.92 1010) 0.95368882395909s2  7.680000000000001
7 (s2° — 8.052+ 16.0) ™ ™

6.400000000000000210* (2.410° 52 — 8.810%)  0.20206323350377 52 1.171220607986365

%053
(%053) 7 (3.052% — 24.0 52 + 48.0) 7 7

fin de résolution par Maxima On peut alors tracer la déformée de la canne a péche figure 4.16.

4.7 Travail pratique : une poutre en flexion

Avant de venir pour ce travail pratique, je vous
invite a regarder la vidéo 281 disponible sur
http://umotion.univ-lemans.fr.
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01

-,y2
-y

05

Figure 4.16: déformée d’une canne a péche pour une force de 1 N en bout de canne.

Le compte-rendu type & trous qui vous sera fourni a I’entrée dans la salle n’est completé qu’a moitié.
Vous ne serez évalués sur votre maniere de compléter I’autre moitié de ce compte-rendu, qu’en terme de
compétences et objectifs pédagogiques marron et noire.

Une grille critériée vous est fournie afin que vous puissiez optimiser votre travail.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 293.

4.8 Sollicitations composées : la totale !

La théorie décrite dans ce cours est linéaire. Lorsque le torseur des efforts intérieurs comporte plusieurs
composantes (effort normal, efforts tranchants suivant ¢, efforts tranchants suivant z, moment de torsion,
moment fléchissant autour de H¢/, moment fléchissant autour de H?Z) les effets de chacun s’additionnent.
Il est donc possible de résoudre chacun des problemes de base, puis de sommer leurs contributions en
terme de rotation, déplacement et contraintes.

Néanmoins, une vérification a postériori doit étre faite. Le torseur des efforts intérieurs a été calculé
en considérant la poutre dans sa configuration initiale sans chargement. Une fois les déplacements de
tous les points obtenus, il est possible de recalculer le torseur des efforts intérieurs dans la configuration
finale avec chargement.

e Si les deux évaluations des composantes du torseur des efforts intérieurs sont proches, la théorie
linéaire est suffisante.

e Si en un point, les deux évaluations des composantes du torseur des efforts intérieurs différent
fortement, la théorie linéaire n’est pas suffisante. Il faut recalculer les déplacements et rotation par
rapport a cette nouvelle configuration... et itérer jusqu’a convergence. Cette modélisation en grands
déplacements et rotations n’est pas 'objet de ce cours. Vous étudierez les systemes non-linéaires
en M2.
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4.8.1 Lieu(x) de la contrainte maximale

La limite d’élasticité est une grandeur locale. Si le chargement de la structure augmente, il existe un
point P de la poutre ou la limite sera dépassée. La structure peut donc devenir plastique (acier, alu...)
ou rompre (fonte...).

Nous avons vu que

e leffort normal N crée une contrainte o,z = N/S, sur toute la section droite

e le moment fléchissant My, crée une contrainte o,z = M,Z/Iy, maximale sur les bords de la
section droite dans la direction 2,

e le moment fléchissant My, crée une contrainte o, = My.y/In. maximale sur les bords de la
section droite dans la direction 7,

e le moment de torsion M, crée une contrainte oy, = M,r /Iy maximale sur les bords de la section
droite si elle est circulaire.

o les efforts tranchants T}, et T, créent des contraintes o,z et o.x respectivement qui sont nulles sur
les bords de la section droite.

On admettra que pour une structure de type poutre, c’est toujours sur la surface externe que la limite
d’élasticité est dépassée en premier et non au coeur de celle-ci. Le dimensionnement se fera en prenant
en compte traction, flexions et torsion. On appellera contrainte équivalente,

Oeg =\/ 02, + 402, (4.195)

cherchera le point P de coordonnées (s, g, Z) ou cette contrainte équivalente est maximale. Pour cela, on
rapelle que

N M,z M.y

v = - ; 4.196
7 S IHy IHz ( )
M,r . . .
0oz I—(pour une poutre de section circulaire). (4.197)
0

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 24, 25.

4.8.2 Les déplacements et les rotations : formules de Bresse.

Une attention toute particuliere doit étre portée sur les directions de déplacements :
e un effort normal implique des déplacement dans la direction de le fibre &,
e un effort tranchant dans la direction ¢ implique des déplacement dans la direction 7,
e un effort tranchant dans la direction 2z’ implique des déplacement dans la direction Zz/
e un moment de torsion implique une rotation autour de la direction Z,

e un moment fléchissant autour de ’axe 3 implique une rotation autour de la direction ¥ et un
déplacement dans la direction Z,

e un moment fléchissant autour de I'axe 2" implique une rotation autour de la direction Z et un
déplacement dans la direction —g.
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On peut soit caculer chacun des termes, leur associer & chacun une direction (ou un axe pour les rotations),
puis sommer. Une autre solution est de calculer tous les termes a ’aide des formules de Bresse qui peuvent
étre construites par approche successive.

Soit une poutre reliant un point A & un point B, orientée de A vers B, le point courant étant noté H.

e Supposons que cette poutre soit infiniment rigide. Si le point A subit un torseur de déplacement
composé d’'un angle de rotation w4 et d’une translation w4, alors le torseur de déplacement au
point B est obtenu par la formule de changement de point.

¢

B =Wa, (4.198)
iip = s+ waNAB. (4.199)

e Supposons cette fois que le point A est immobile mais que seul se déforme un petit trongon HH’de
longueur ds a partir du point H. Le torseur de déplacement de H’ est composé de Wy = (a, & +
o,y + a.Z)ds et d’'une translation @g = (€;& + v, + 7:7)ds. La déformation de ce petit segment
implique un torseur de déplacement au point B :

Wp = (0 + ayl + a.2)ds, (4.200)
ip = (e + Yy + 722)ds + (i + ayij + a.3)ds A HB. (4.201)

e Supposons cette fois que le point A est mobile et que toute la poutre se déforme. Il suffit de faire
la somme des torseurs : du premier et du second que l'on aura intégré le long de toute la poutre
AB. On obtient les formules de Bresse ci-dessous.

Soit une poutre dont I'orientation de la fibre moyenne est de Pgep a P f41,, si le torseur des déformations
est noté,

[ opit oyt oasi | [ My/GISE+ Mf,/Elyy i+ Mf./Ely. 2
{DefH} - { ewx_’_,yuy_’_,yz—* } - { N/ESLZ"-"- Ty/GSyﬂ'—i— Tz/GSz z Ha (4202)

avec le module de Coulomb G donné par (Eq. ?7?)

E
G = T (4.203)

Alors le torseur de déplacement au point P ¢;, par rapport au torseur de déplacement du point Pgep
est,

WP fin
Uppin} = 4
{ Pf”l} { UP fin }Pfin
SPfin(
SPdeb

Opdeb  + 0z + ayy + a.Z)ds

a @pdeb + WpPdeh A PacvPrin  + [TF7 (€0 + 7,7 + 722)ds

SPdeb .
+ [PPI (apd + oy + az2) AN HP pipds

SPdeb Pfin

Opdeb + [T (My)GIS &+ M fy/Elyy 4+ Mf./Ely, 2)ds

SPdeb

- uPdeb+deeb/\Pd8beZ"+fs;flbn (N/ESZ+T,/GSy §+T./GS, Z)ds (4.204)

+ [R5 (M, /GIS & + M fy/Ely § + Mf./Ely, 2) A HP finds

SPdeb

Pfin

Les formules de Bresse ci-dessus sont relatifs a la cinématique 3. Nous rappelons ci-dessous, les
formules de Bresse pour la cinématique 2, qui ne different que par 3 termes :
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{UPfin} _ { Uijin }

UP fin
Opaer + [T (My/Glo & + M fy/Elpry § + M f./Ely. 2)ds

=\ b+ Dpa A PaPpin + [0 (N/ES 4 T,/GS  + T./GS 2)ds (- (4209)
+ [P0 (M /Gy & + M fy/ Elpy § + M f./Elu. 2) A HP finds .

e Erreur classique : Une fois les formules de Bresse utilisées, votre résultat ne doit plus faire
apparaitre les coordonnées du point H. Si c’est le cas, c’est que vous n’avez pas effectué l'intégration
entre les abscisses spgey €t spfin.-

e Erreur classique : Si dans un probleme donné, le déplacement en P¢;, et connu et que vous
recherchez le déplacement en Pgep, écrivez la formule de Bresse comme ci-dessus, puis passer le termes
complémentaires a ip;, de Iautre coté de I’égalité.

e Erreur classique : Si vous utilisez les formules de Bresse entre un point spgqer €t spyrin €t que
vous devez couper 'intégrale en deux en passant par un point $p;,: (comme ”intermédiaire”, la formule
de Bresse en déplacement s’écrit :

Upfin = Updeb + Dpdeb N Paev Prin

SPint
+ / (N/ES @+ T,/GS, §+T./GS, 7)ds

SPdeb

SPint
+ / (Mo /GIS &+ M fy/ELyy §j + Mf./Ely. ) A HPinds

SPdeb

SPfin
+ / (N/ES &+ T,/GS, §+T./GS, 2)ds

SPint

SPfin
+ / (M, /GIS &+ Mf,/Elt, i + Mf./Ely. 5) AN HPpinds.  (4.206)

SPint

Vous noterez bien que le vecteur apres le produit vectoriel reste HP tin dans les deux intégrales.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une question sur cette partie.
Le fichier est nommé 008.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 056, 074 et 097.
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Figure 4.17: Une poutre constituée de deux segments de droite.

4.9 L’assemblage de poutres droites

Supposons, dans un repere direct (Z, j, E), qu’une poutre soit faite de deux segments AB et BC, dont les
directions de fibre moyenne ne sont pas les mémes.

4.9.1 Le principe

Le calcul du torseur des efforts intérieurs dans chaque segment AB et BC se fait comme précédemment.
Le produit vectoriel pour le calcul du moment peut simplement faire apparaitre deux composantes dans
chacune des directions zi j, k. Pour le calcul du chargement maximal, la recherche de la contrainte
maximale est faite comme précédemment.

Pour les déplacements et les rotations, les formules de Bresse précédentes peuvent étre utilisées : vous
veillerez tout particulierement & exprimer les reperes locaux (#,7,Z, dans le repeére global (;,;,l;)

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 030.

4.9.2 Un exemple

Soit la poutre modélisable telle que montré figure 4.17
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Figure 4.18: Contraintes au point H1 pour une poutre constituée de deux segments de droite

La sollicitation maximale
AB, voir figure 4.18.

Pour le trongon BD, voir figure 4.19.

On doit la calculer dans chacun des troncons de poutre. Pour le trongon
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Figure 4.19: Contraintes au point H2 pour une poutre constituée de deux segments de droite.
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Figure 4.20: Contraintes maximale pour une poutre constituée de deux segments de droite.

On recherche alors le cas le plus défavorable pour calculer le chargement maximal, voir figure 4.20.
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Figure 4.21: Rotation d’un point d’'une poutre constituée de deux segments de droite.

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 837.

Une rotation Pour un chargement 100 fois inférieur au chargement limite, on peut calculer la rotation
du point D avec les formules de Bresse. La démarche est présentée figure 4.21 et le calcul est fait sous
wrmazxima ci-dessous.
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(% i5)  kill(all); Ty1(s1):=-F;mfz1(s1):=F*(s1-1);
N2(s2):=-F /sqrt(2); Ty2(s2):=F/sqrt(2);mfz2(s2):=F*(1-s2/sqrt(2));

done

Tyl (sl) :=—F

mizl (s1):=F (s1 —1)

N2 (52) = _—\/g
Ty2 (s2) := %

mfz2 (s2) := F <l - j/—%)
(% i6)  Thz:%pi*(2*r)"4/64;

=~

mr
4

(% 110) omed:integrate(mfz1(s1)/(E*Ihz),s1,0,2*1)
+integrate(mfz2(s2)/(E*Thz),s2,0,sqrt(2)*1);

25 12
TE r4

(% i21) omedf:ev(omed,F=1.56,1=0.4,E=75e9,r=0.002);float(omedf);

0.20823

™

0.1872657937606781
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(% 00)

(% ol)

(% 02)

(% 03)

(% o4)

(% 05)

(Thz)

(omed)

(omedf)

(% 021)

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
Vk je vous invite a obtenir le brevet 836.
J

Un déplacement Pour un chargement 100 fois inférieur au chargement limite, on peut calculer le
déplacement du point D avec les formules de Bresse dans chacune des directions i et j. La démarche est

présentée figures 4.22 et 4.23 et le calcul est fait sous wrmazima ci-dessous.
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Figure 4.22: Déplacement dans la direction i d’un point d’une poutre constituée de deux segments de
droite.
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Figure 4.23: Déplacement dans la direction j d’un point d’une poutre constituée de deux segments de
droite.
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(% i22) S:%pi*r2;
7’ (S)

(% i23) udi:integrate(mfz1(sl)/(E*IHz)*(-1),s1,0,2*])+integrate(mfz2(s2) /(E*Thz)*(1-s2 /sqrt(2) ) *(-
1),52,0,2*1)+integrate(N2(s2) /(E*S)*(-1/sqrt(2)),s2,0,sqrt(2)*1);

P (328 —10) P8 )
\/§7TE r2 3nE r4 ua
(% i25) udif:iev(udi,F=1.56,1=0.4,E=75e9,r=0.002);float(udif);
0.1109333333333333 (32% — 10) 2.0810~°
+ (udif)
T V2r
—0.05348602889164912 (% 025)

(% i26) udj:integrate(mfz1(s1)/(E*Thz)*(l-s1),s1,0,2*])+integrate(mfz2(s2)/(E*Thz)*(1-s2/sqrt(2) ) *(-
1),82,0,2*1)+integrate(N2(s2) /(E*S)*(1/sqrt(2)),s2,0,sqrt(2)*1);

o A(32E-10)FE g
- + - (udj)
V2rE r? 3nErd 3nErd
(% i30) udjf:ev(udj,F=1.56,1=0.4,E=75€9,r=0.002);float (udjf);
3
0.1109333333333333 (322 - 10) _ 2.0810°°  0.2218666666666666 (udif)
T Vor T )
—0.1241093186352616 (% 030)

Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe,
je vous invite a obtenir le brevet 089.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez vi-
sualiser la réponse a une des questions sur cette
partie. Les fichiers sont nommés 209.

4.10 Travail pratique : une poutre constituée de plusieurs seg-
ments.
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Avant de venir pour ce travail pratique, je vous
invite a regarder la vidéo 248 disponible sur
http://umotion.univ-lemans.fr.

Le compte-rendu type a trous qui vous sera fourni a I'entrée dans la salle est quasiment vide. Vous
serez évalués sur votre maniere de compléter ce compte-rendu, qu’en terme de compétences et objectifs
pédagogiques marron et noire.

Une grille critériée vous est fournie afin que vous puissiez optimiser votre travail.



