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Préface

On trouve de nombreux livres, notes de cours, vidéos,. .. qui proposent une introduction
adéquate a la programmation et a l’algorithmique. Dans ce sens ces notes de cours sont
redondantes ; elles n’ont d’autre ambition que de fournir une trace synthétique des sujets traités
dans un cours d’introduction a la programmation (en C) et a l'algorithmique qui s’adresse
aux étudiants d’'un Master en mathématiques de I'Université de Paris. Des sous-ensembles
de ces notes ont été utilisés dans le cadre d’un cours d’initiation a la programmation pour
une classe préparatoire aux écoles d’ingénieurs et d’un cours d’introduction a I’algorithmique
pour une école d’ingénieurs.

Les chapitres de ces notes prennent la forme d’une visite guidée des structures princi-
pales de la programmation (en C) et d’un certain nombre d’exemples d’algorithmes classiques
qui illustrent leur utilisation. On s’attend a que le lecteur teste, modifie et améliore les pro-
grammes discutés en cours. Ces chapitres ne sont ni un manuel de référence ni une introduction
systématique au langage C (voir, par exemple, le manuel rédigé par les concepteurs du langage
C [KR14]). Dans le commentaire aux exemples, on esquissera quelques principes de génie logi-
ciel qu’il convient de suivre dans la conception de programmes (de taille modeste). Le lecteur
intéressé pourra consulter, par exemple, [KP17] pour une discussion plus étendue.

Les chapitres se focalisent sur des notions d’algorithmique plus avancées et s’arti-
culent autour de 3 thématiques.

— La présentation d’un certain nombre de structures de données : tas, arbres, listes a

enjambements, tables de hachage, graphes,. ..

— L’introduction de techniques de conception d’algorithmes : diviser pour régner, pro-

grammation glutonne et dynamique, approche probabiliste, programmation linéaire.

— La description de techniques d’analyse : la notion de complexité asymptotique dans le

pire cas et en moyenne et la solution de relations de récurrence.

Ces chapitres s’appuient sur un certain nombre de notions mathématiques qui sont nor-
malement couvertes dans un premier cycle scientifique. On suppose notamment des notions
élémentaires de théorie des groupes, d’algebre linéaire, d’arithmétique modulaire et de calcul
des probabilités. Pour les aspects algorithmiques, la lecture du livre [CLRS09] est fortement
conseillée et le livre [Sho05] permet d’approfondir les notions mathématiques évoquées.
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Notation

Ensembles

ensemble vide
{0,1} valeurs booléennes
nombres naturels
nombres entiers
nombres rationnels
nombres réels
union, intersection de deux ensembles
N union, intersection d’une famille d’ensembles
complémentaire de X
Y fonctions de X dans Y
P(X) sous-ensembles de X
Pan(X) sous-ensembles finis de X
g X cardinal de X
R* cloture réflexive et transitive d’une relation R

~CLmoNZbv=
)

Arithmétique

Z. entiers modulo n

zZ;, groupe multiplicatif des entiers modulo n
= congruence

a/b quotient division entiere

a mod b reste de la division entiére (ou module)

Algebre linéaire

A, B,... matrices

adj(A)  matrice adjointe

det(A)  déterminant
1

A~ matrice inverse
Probabilité
Q Ensemble des expériences
A Ensemble des événements
P(A) probabilité d’un événement
P(A| B) probabilité conditionnelle
X,Y variables aléatoires discretes (v.a.d)

9



10 Notation

Algorithmique

f est O(g) Ing, k> 0Vn >no (f(n) <k-g(n))
f polynomiale 3d >0 f est O(n?)



Chapitre 1

Introduction

On introduit les notions d’algorithme et de programme et on discute la structure et I'in-
terprétation d’un programme C. Il s’agit de deux sujets fondamentaux pour la suite du cours.
On termine avec des notions pratiques sur la compilation et I’exécution de programmes.

1.1 Algorithmes et programmes

L’informatique (en tant que science) s’intéresse au traitement automatique de I’information.

En général, une information est codifiée par une suite finie de symboles qui varient sur
un certain alphabet et, a un codage pres de cet alphabet, on peut voir cette suite comme une
suite de valeurs binaires (typiquement 0 ou 1). Par exemple, une information pourrait étre la
suite ‘bab’ qui est une suite sur ’alphabet francais. Il existe un code standard, appelé code
ASCII, qui code les symboles du clavier avec des suites de 8 chiffres binaires. En particulier, le
code ASCII de ‘a’ est ‘01100001, le code ASCII de ‘b’ est ‘01100010’ et en suivant ce codage
la suite ’bab’ est représentée par une suite de 24 valeurs binaires.

L’aspect automatique de 'informatique est lié au fait qu’on s’attend a que les fonctions
qu’on définit sur un ensemble de données (les informations) soient effectivement calculables et
méme qu’elles puissent étre mises-en-oeuvre dans les dispositifs électroniques qu’on appelle
ordinateurs.

L’ensemble des suites finies de symboles binaires 0 et 1 est dénombrable (il est infini et en
correspondance bijective avec I’ensemble des nombres naturels). Plus en général, I’ensemble
des suites finies de symboles d’un alphabet fini (ou méme dénombrable) est dénombrable.

Considérons maintenant I’ensemble des fonctions de type f : D — D’ oit D et D’ sont des
ensembles dénombrables.[]

Un algorithme est une telle fonction pour laquelle en plus on peut préciser une méthode
de calcul.

Exemple 1 On dénote par {0,1}* l'ensemble des suites finies de 0 ou 1 (y compris la suite
vide). Prenons D = D' = {0,1}* et associons a toute suite w = by ---by € D un nombre
naturel (w) défini par :

(w) = Eizo,..nbi - 2°

1. Ici par fonction on entend une relation binaire sur D x D’ telle que pour tout x € D il existe au plus un
y € D' tel que (z,y) est dans la relation.

11



12 Introduction

Par exemple :
(01010) =0-2°4+1-2' +0-22 +1-2°+0-2* =2+8 =10

La suite w représente donc un mombre naturel en base 2. Tout nombre naturel peut étre
représenté de cette facon mais la représentation n’est pas unique. Par exemple :

(10) = (010) = (0010) = --- = (0---010) = 2

Cependant, on peut obtenir 'unicité en se limitant aux suites de 0 et 1 qui ne commencent
pas par 0. Sin est un nombre naturel, on dénote par |n| la seule suite w € {0,1}* telle que :
(i) (w) =n et (i) w ne commence pas par O.E| On peut maintenant définir une fonction :

f:{0,1}* = {0,1}* ,

telle que f(w) = w' ssi w' = |[((w))?]. Par evemple, si w = 010 on a ((w))? = 22 = 4 et
w’ = 100. A un codage pres, on a défini la fonction carré sur les nombres naturels. Pour avoir
un algorithme, il faut encore préciser une méthode de calcul. La diagramme suivant illustre
deuz algorithmes possibles :

oy M oy
J/con'u(Z,lO) Tconv(lO,Q)
{0,...,90 ™Mo g g}

Le premier algorithme prend la suite w en entrée, la voit comme un nombre binaire en base 2
et multiplie le nombre par lui méme en adaptant a la base 2 l’algorithme pour la multiplication
appris en primaire. Le deuriéme algorithme convertit la suite w dans un nombre en base 10,
multiplie ce nombre par lui méme et enfin retrouve sa représentation binaire (on verra dans
la suite du cours comment effectuer ces conversions). On peut donc associer deux algorithmes
différents a la méme fonction et plus en général on peut montrer que pour tout algorithme il
y a un nombre dénombrable d’algorithmes qui sont équivalents dans le sens qu’ils calculent la
méme fonction.

Dans notre exemple, on a utilisé 'intuition des calculs appris en primaire pour spécifier
lalgorithme (la méthode de calcul). Le lecteur sait que 'on peut effectuer les opérations
arithmétiques sur des nombres de taille arbitraire a condition de disposer de suffisamment de
papier, de crayons et de temps. Plus en général, on peut imaginer des ‘machines’ qui savent
manipuler des chiffres, stocker des informations et les récupérer. Un programme est alors un
algorithme qui est formalisé de fagon a pouvoir étre exécuté par une telle ‘machine’.lﬂ

Exemple 2 Considérons le probléme de calculer le produit scalaire de deux vecteurs de taille
n. Une premiére description de ’algorithme pourrait étre la suivante :

Entrée z,y € R".
Calcul s =0. Pouri=1,...,n on calcule s = s + x;y;.

Sortie s.

2. Notez qu’avec cette convention |0] est la suite vide.
3. Un exemple particulierement simple d’une telle machine est la machine de Turing qui a été formalisée
autour de 1930 par Alan Turing.
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Pour aller vers un programme, il faut préciser une représentation des nombres entiers et des
nombres réels. Les langages de programmation disposent de types prédéfinis. En particulier,
en C on peut utiliser, par exemple, le type int pour représenter les entiers et le type float
pour représenter les réels. Dans ces cas, un nombre est représenté avec un nombre limité de
bits (typiquement avec 32 ou 64 bits); il faut donc savoir que les opérations arithmétiques
dans le contexte de la programmation peuvent provoquer des débordements, et dans les cas
des réels des approximations (erreurs d’arrondi) aussi. Par ailleurs, dans les langages de
programmation on peut représenter les vecteurs par des tableaux (qu’on étudiera, dans les
chapitre @) Ainsi un programme C qui raffine l'algorithme ci-dessus pourrait étre le suivant.

double produit_scalaire(double x[], double y[], int n){
double s=0;
int 1i;
for(i=0;i<mn;i++){
s=s+x[i]*y[i];}
return s;J}

ST W N

En résumant, un algorithme est une fonction avec domaine et codomaine dénombrable
et avec une méthode de calcul qui précise pour chaque entrée comment obtenir une sortie.
A ce stade, la méthode de calcul est typiquement décrite dans le langage semi-formel des
mathématiques. Un programme est un algorithme qui est codifié dans le langage de program-
mation d’une machine. C’est une bonne pratique de passer de la fonction a ’algorithme et
ensuite de l'algorithme au programme. Avec une fonction on spécifie le probléme, avec un
algorithme on développe une méthode de calcul (pour la fonction) en négligeant un certain
nombre de détails et enfin avec le programme on peut vraiment exécuter la méthode de calcul
sur une machine.

Digression 1 (théorie de la calculabilité) Les notions d’algorithme, de modéle de calcul
et de programme ont été développées autour de 1930 dans un cadre mathématique fortement
inspiré par la logique mathématique qu’on appelle théorie de la calculabilité. Deuzx conclusions
fondamentales de cette théorie sont :

1. Les modeéles de calcul et les langages de programmation associés (du moins ceux consi-
dérés en pratique) sont équivalents dans les sens qu’ils définissent la méme classe
d’algorithmes (c’est la thése de Church-Turing). Par exemple, pour tout algorithme
codifié dans un programme C on a un algorithme équivalent codifié dans un programme
python (et réciproquement).

2. Il n’y a qu’un nombre dénombrable de programmes et donc une trés grande majorité
des fonctions qu’on peut définir sur des ensembles dénombrables n’ont pas de méthode
de calcul associée. Par exemple, il n’y pas de programme qui prend une assertion dans
le langage de ’arithmétique et qui décide si cette assertion est vraie ou fausse. Et il est
aussi impossible d’écrire un programme qui prend en entrée un programme C et décide
si le programme termine ou pas.

Digression 2 (théorie de la complexité) Avec le développement des ordinateurs, on a
cherché a cerner l’ensemble des problémes qui peuvent étre résolus de fagcon efficace. Comme
on le verra dans la suite du cours (chapitre , la complexité d’un probléme est une fonction.
Par exemple, si on consideére le probleme de la multiplication de deux nombres naturels, on
peut montrer que ’algorithme du primaire permet de multiplier deux mombres de n chiffres
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avec un nombre d’opérations élémentaires qui est de Uordre de n?. On dit que la complexité
de lalgorithme est (la fonction) quadratique. Plus en général, un algorithme polynomial est
une méthode de calcul tel qu’il existe un polynéme p(n) avec la propriété que la méthode sur
une entrée de taille n effectue un nombre d’opérations élémentaires borné par p(n). On ap-
pelle théorie de la complexité la branche de linformatique théorique qui cherche a classifier
la complexité des problemes. Dans ce contexte, dans les années 1970 on a formulé le probléme
ouvert qui est probablement le plus important et certainement le plus célébre de I'informatique.
D’une certaine fagon, la question est de savoir si trouver une solution d’un probléme est beau-
coup plus difficile que de vérifier sa correction. L’intuition suggére une réponse positive mais
dans un certain cadre on est incapable de prouver le bien fondé de cette intuition. Le cadre
est le suivant : existe-t-il un algorithme qui prend en entrée une formule A du calcul propo-
sitionnel et qui décide dans un temps polynomial dans la taille de A si A est satisfaisable ¢
Par exemple, si A = (not(z) or y) and (z or not(y)) alors on peut satisfaire la formule avec
Uaffectation v(x) = true et v(y) = true. Par contre, le lecteur peut vérifier que la formule
B = (not(x) or y) and (z or not(y)) and (not(z) or not(y)) and (not(z) or y) n'est pas satisfai-
sable. Pour toute affectation v, il est facile de vérifier si une formule A est vraie par rapport a
Uaffectation. Par ailleurs, pour savoir si une formule est satisfaisable on peut générer toutes
les affectations et vérifier s’il y en a une qui satisfait la formule. Malheureusement, cette
méthode n’est pas efficace car pour une formule avec n variables il faut considérer 2" affecta-
tions (la fonction exponentielle 2™ croit beaucoup plus vite que n’importe quel polynéme). La
question ouverte est donc de trouver un algorithme polynomial qui nous permet de décider si
une formule est satisfaisable ou de montrer qu’un tel algorithme n’existe pas.E|

1.2 Structure et interprétation d’un programme C

Le langage C

Ce qui suit est une description & haut niveau du langage C qui suppose un lecteur qui a
déja une certaine expérience de programmation. A défaut, on retiendra un certain nombre de
termes techniques dont la signification deviendra plus claire dans la suite du cours.

Le langage C a été concu autour de 1970 dans le but d’écrire un systeme d’exploitation
(qui deviendra le systéme Unix) en utilisant C plutét qu'un langage assembleur, ce qui est
bénéfique pour la portabilité du systeme. Il s’agit d'un langage impératif dans le style des
langages ALGOL et PASCAL. Le calcul est donc organisé autour de 'exécution de commandes
qui modifient la mémoire. 11 se distingue de ses prédécesseurs par la possibilité d’effectuer
des opérations de bas niveau sur la mémoire (arithmétique de pointeurs); ce qui est une
source potentielle d’efficacité et d’erreurs. Par rapport a ses successeurs (C++, JAVA,...),
on notera l’absence d’un mécanisme pour combiner types de données et opérations et d’un
systéeme automatique de récupération de mémoire (on dit aussi ramasse miettes ou garbage
collector, en anglais).

4. On dit aussi que le probleme est de savoir si la classe NP est identique a la classe P des problemes qui
admettent un algorithme polynomial. Intuitivement, la classe NP est la classe des problemes dont la solution
peut étre vérifiée en temps polynomial. A priori NP contient P et le probleme est de savoir si I'inclusion est
stricte.
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Syntaxe et sémantique

En général, dans un langage la syntare est un ensemble de regles qui permettent de
produire des phrases admissibles du langage et la sémantique est une facon d’attacher une
signification aux phrases admissibles du langage.

Dans le cas des langages de programmation, on a besoin de regles pour écrire des pro-
grammes qui seront acceptés par la machine et aussi d’'une méthode pour déterminer la
sémantique a savoir la fonction calculée par le programme. On aura l’occasion de revenir
sur les détails de la syntaxe dans la suite du cours. Pour l'instant, on souhaite esquisser une
méthode pour calculer le comportement d’un programme (sa sémantique).

En premiere approximation, la sémantique d’un programme C (et plus en général d’un lan-
gage impératif) s’articule autour de 6 concepts : mémoire, environnement, variable, fonction,
bloc d’activation (frame en anglais) et pile de blocs d’activation.

Pour décrire I'exécution d’un programme qui est essentiellement composé d’une seule
fonction qui ne s’appelle pas récursivement on peut se concentrer sur les premiers 3 concepts
et sur la notion de compteur ordinal; un compteur ordinal est une composante d’un bloc
d’activation qui contient ’adresse de la prochaine instruction de la fonction qu’il faut exécuter.

Mémoire Une fonction qui associe des valeurs aux adresses de mémoire. Il est possible
de :
— allouer une valeur a une nouvelle adresse,
— lire le contenu d’une adresse de mémoire,
— modifier le contenu d’une adresse de mémoire,
— récupérer une adresse de mémoire pour la réutiliser.

Environnement Dans un langage de programmation de ‘haut niveau’ on donne des noms
symboliques aux entités qu’on manipule (une constante, une variable, une fonction,. . .)
Un environnement est aussi une fonction qui associe a chaque nom du programme une
entité (une valeur, une adresse mémoire, un segment de code,...) Environnement et
mémoire sont liés. Par exemple, dans une commande de la forme x = 10, on associe
au nom x une nouvelle adresse de mémoire ¢ (modification de ’environnement) et a
I'adresse de mémoire ¢ la valeur 10 (modification de la mémoire).

Variable Un nom qui est associé a une adresse de mémoire (on dit aussi location ou
référence) qui contient éventuellement une valeur. Dans un langage impératif comme C
la valeur peut étre modifiée plusieurs fois pendant ’exécution. Il ne faut pas confondre
les variables au sens mathématique avec les variables au sens informatique.

Exemple 3 On considére le programme suivant qui reprend lexemple [J et qui calcule le
produit scalaire de deux vecteurs fixés. Le programme en question contient les variables x, vy,
s et i. Au début de lexécution on associe aux variables x et y deux adresses de mémoires
dans lesquelles on mémorise les valeurs vectorielles (1,4) et (—4,5). Ensuite, on initialise la
variable s avec la valeur 0 et on entre dans une ‘boucle for’ dans laquelle on itére l’exécution
d’une affectation en faisant varier la variable i entre 0 et 1. L’exécution d’une affectation
commence par déterminer la valeur associée a l'expression a droite de l'affectation (symbole
=) et associe cette valeur a la variable a gauche de affectation. Dans le cas en question, a
chaque itération on peut modifier la valeur associée a la variable s. Enfin, a la sortie de la
boucle, on imprime la valeur associée a s et on termine.
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1 |void main (){

2 double x[2]={1,4};

3 double y[2]1={-4,5};

4 double s=0;

5 int i;

6 for(i=0;i<2;i++){

7 s=s+x[il*y[i];}

8 printf ("%d\n", s);}

En pratique, tout programme intéressant se décompose en plusieurs fonctions qui s’ap-
pellent mutuellement et pour comprendre son exécution il est nécessaire d’introduire les 3
concepts suivants.

Fonction Un segment de code qu’on peut exécuter simplement en invoquant son nom.
Souvent une fonction prend des arguments et rend un résultat. Dans un langage
impératif comme C, le résultat rendu dépend a la fois des arguments et du contenu de
la mémoire. Comme pour les variables, il convient de ne pas confondre les fonctions
mathématiques avec les fonctions informatiques.

Bloc d’activation Un vecteur qui contient :
— un nom de fonction,
— ses parametres (arguments, variables locales),
— le compteur ordinal.

Pile de blocs d’activation L’ordre de la pile correspond a l’ordre d’appel. Le bloc le
plus profond dans la pile est le plus ancien. Quand on appelle une fonction on empile
son bloc d’activation et quand on retourne d’une fonction on élimine le bloc d’activation
au sommet de la pile.

Exemple 4 On illustre lutilisation de ces concepts dans ’exemple suivant d’un programme
C qui calcule le plus grand commun diviseur (pgced) d’apres Ualgorithme d’Euclide. On rappelle
que si a,b sont des entiers avec b > 0 alors ils existent uniques q et r tels que 0 < r < b et

a=b-q+r

On appelle q le quotient ou la division entiere de a par b et r le reste qu’on dénote aussi par
a mod b. En supposant a,b entiers avec b > 0 on a la propriété suivante :

cd(a,b) = b sia mod b=0
b9 " pged(b,a mod b)  autrement.

En C, l'opération de quotient est dénotée par | et celle de reste par %. Voici un programme
pour le pged. A noter qu’en C, on peut avoir —6/4 = —1 et —6%4 = —2; si l'on veut que
Pexpression a%b calcule le module il convient de supposer que a > 0.

#include <stdio.h>
void lire(int *p){
printf ("Entrez un entier positif:");
scanf ("%d",p);}
int pgcd(int a,int b){
int mod=aY%b;
if (mod==0){

N O U W N
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PILE FRAMES MEMOIRE
main()
a->11, b->12
lire(11)
p—>13 13->11, 11->6
fin_lire
lire(12)
p->14 14->11, 12->4
fin_lire
resultat->15
pgcd(6,4)
a->16, b->17 16->6, 17->4
mod->18, 18->2
pgcd(4,2)
a->19, b->110 19->4, 110->2
mod->111 111->0
fin_pgcd 2
fin_pgcd 1
15->2
fin_main

TABLE 1.1 — Trace de ’exécution du programme avec entrées 6 et 4

8 return b;}

9 elseq

10 return pgcd(b,mod) ;}}

11 | void main (){

12 int a, b;

13 lire (&a);

14 lire (&b);

15 int resultat;

16 resultat = pgcd(a,b);

17 printf ("le pgcd est %d\n",resultat);}

Ce programme commence avec une directive au compilateur pour inclure les fonctions de
bibliotheque contenues dans stdio.h. Parmi ces fonctions, on trouve les fonctions printf et
scanf qu’on wutilisera dans le cours pour imprimer et lire des valeurs.

Le programme comporte 3 fonctions : lire, pged et main. Linterface (ou en téte) de chaque
fonction précise le type du résultat et les noms et types des arguments de la fonction. Par
exemple, la fonction pged rend un résultat de type int et attend deux arguments de type int
dont les moms sont a et b. La table décrit l’exécution du programme en supposant que
Uutilisateur rentre les valeurs 6 et 4. Chaque instant du calcul est décrit par la pile des blocs
d’activation et le contenu de la mémoire.

La table décrit l'exécution du programme en supposant que l'utilisateur rentre les
valeurs 6 et 4. Comme il s’agit d’un programme trés simple on n’a pas besoin d’expliciter les
locations de mémoire associées aux variables.

Remarque 1 Variables et fonctions sont des entités qu’on peut associer a certaines portions
du texte (la syntaxe) du programme. Par opposition, mémoire, environnement, bloc d’ac-
tivation et controle sont des entités qu’on a crée pour expliquer et prévoir l'exécution du
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programme (la sémantique )E| Pendant ’exécution peuvent coexister plusieurs instances (ou
avatars) du méme objet syntaxique. Par exemple, on peut avoir plusieurs instances de la
fonction pged et des variables a,b,mod. Aussi, on peut avoir des situations d’homonymie.
Par exemple, a est une variable de main et un paramétre (un argument) de pged. On élimine
toute ambiguité en supposant qu’on s’adresse toujours au a qui est le plus ‘proche’.

1.3 Compilation, exécution et erreurs

Un programme C est d’abord compilé (= traduit dans le langage de la machine) et ensuite
exécuté (par le processeur de la machine).

Exemple 5 Considérons un programme C qui imprime & [’écran le mot Bonjour. A partir
de maintenant, on omet les directives nécessaire a l'utilisation des fonctions de bibliothéque.
Le lecteur peut trouver ces directives dans tout manuel de programmation.

1 |int main (){ \\ un commentaire
2 printf ("Bonjour\n");
3 return 0;7}

Tout programme C contient au moins une fonction dont le nom est main (ligne 1). Le
calcul commence avec un appel a cette fonction et termine quand cette fonction termine son
exécution. Par défaut, la fonction main ne prend pas d’arguments et rend un entier 0 comme
résultat (ligne 3). Par convention, l’entier 0 indique une terminaison normale. Certains com-
pilateurs permettent aussi un résultat de type void (le type vide) et dans ce cas on marque la
fin de la fonction avec une commande return. La commande qui imprime Bonjour est a la ligne
2. La fonction printf est une fonction de la bibliothéque stdio et pour ['utiliser il faut ajouter
au programme ci-dessus une directive finclude(stdio.h). Le texte a imprimer est compris entre
guillemets. Dans ’exemple, apreés le mot Bonjour on imprime aussi un saut de ligne qui est
dénoté par le caractére \n. On notera que chaque commande dans le corps de la fonction est
suivie par un point virgule.

Tout ce qui suit le symbole // et se trouve dans la méme ligne est un commentaire. Un
commentaire devrait aider a comprendre le comportement d’un programme mais naffecte en
rien son exécution. Si l'on veut écrire un texte de commentaire sur plusieurs lignes on utilisera
la notation :

1|/* texte
2 de commentaire ici */

L utilisateur commence par écrire o U'aide d’un éditeur de texte (par exemple emacs) le
programme dans un fichier dont le nom termine par .c. Par exemple : Bonjour.c. Pour compiler
avec le compilateur gcc on écrira une commande :

cc Bonjour.c

Par défaut, le code exécutable généré est mémorisé dans le fichier a.out. Pour ’exécuter, on
lance la commande :

./a.out

5. Il faut raffiner ce modele pour arriver a couvrir tout C.
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On peut modifier le nom du fichier qui contient ’exécutable en wutilisant ’option -o. Par
exemple, avec la commande :

cc — o Bonjour Bonjour.c

on mémorise 'exécutable dans le fichier Bonjour. Chaque compilateur propose nombreuses
options. En gcc, avec l'option -O on peut générer un code optimisé, avec l’option -Wall on sol-
licite un certain nombre d’avertissements, avec l’option -Im on lie les fonctions de bibliotheque
a Uexécutable, avec 'option -save-temps on visualise les codes intermédiaires et assembleurs
produits par le compilateur.

En programmation, on est confronté a des erreurs qu’on peut classifier en deux catégories.

— Les erreurs générées au moment de la compilation : parenthese oubliée, variable non
déclarée, type du résultat incompatible avec le type de la fonction,. ..
— Les erreurs observées au moment de 1’exécution : division par zéro, indice d’un tableau
hors des bornes, manque de mémoire,. ..
En général, le compilateur fournit assez d’indications pour éliminer les erreurs du premier
type. Pour les erreurs de deuxieme type, il est souvent nécessaire d’analyser le programme en
détail et d’en tester le comportement.

Exemple 6 Considérons le petit programme suivant. Si l'on remplace le; en ligne 3 par :
on obtient une erreur au moment de la compilation. Autrement, ce programme compile sans
probléeme mais au moment de ’exécution il génére un message d’erreur car on cherche a
diviser 3 par 0. La raison de ce message tardif est que le compilateur gcc ne peut pas prévoir

que la variable y prend la valeur 0 a la ligne 5.

int main (){
printf ("%d\n",3/1);
int x=1;
int y=x-Xx;
printf ("%d\n",3/y);
return 0;}

S TR W N
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Chapitre 2

Types atomiques

Les valeurs manipulées par un programme sont classifiées dans un certain nombre de types.
Le type d’une valeur va déterminer les opérations qu’on peut lui appliquer (ou pas).

Tout langage comporte un certain nombre de types prédéfinis et atomiques (ou indivi-
sibles). Parmi ces types, le langage C propose les types suivants :

— short, int ou long pour les nombres entiers,

— char pour les caracteres ASCII (8 bits) ; par exemple, ‘a’, ‘b’, '@ sont des valeurs de

type char,
— bool pour les valeurs booléennes (true ou false),
— float ou double pour les nombres flottants (une approximation des nombres réels).

Remarque 2 FEn fonction de la version de C qu’on utilise, pour avoir le type booléen il faut
ajouter la directive : finclude < stdbool.h >. Dans toutes les versions de C, on peut codifier
false par l’entier O et true par tout entier différent de 0.

2.1 Entiers

Représentation

Soit B > 2 un nombre naturel qu’on appelle base. On dénote par d,d’, ... les chiffres en
base B. Typiquement, si B = 2 les chiffres sont 0, 1, si B = 10 les chiffres sont 0,1,2,...,9 et
si B = 16 les chiffres sont 0,1,2...,9, 4, B,C, D, E, F. Dans la suite on abusera la notation
en ne faisant pas de différence entre un chiffre et le nombre naturel qui lui est associé. Par
exemple, pour la base B = 16, C est un chiffre et il est aussi un nombre qu’on représente en
base 10 par 12.

Proposition 1 Pour toute base B > 2 et pour tout n > 0 nombre naturel positif ils existent
uniques £ >0 et dy,...,dy € {0,...,B — 1} tels que dy # 0 et

n="Y_. ¢d-B". (2.1)
On appelle la suite dy- - - dy la représentation en base B de n.

PREUVE. Existence. Pour trouver la suite il suffit d’itérer ’opération de division et reste. Soit
ng = n. Tant que n; > 0 on calcule le quotient et le reste de la division par la base B :

ni =niy1 - B+d; .

21
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On obtient ainsi la représentation de n & partir du chiffre le moins significatif (le plus & droite).
On a donc :

no =n1-B+d

ny =ng -B+d;

ng_1 =mng-B+di_q

ny =0-B+dy
et on peut vérifier :
= Yj—0..0 di - B" .

Unicité. On remarque que X;—o .k d; - B < BFt1 1] est ensuite facile de vérifer que deux
suites différentes dy, ..., do et dj, ..., d( ne peuvent pas représenter le méme nombre. O

En pratique, on a ’abitude de manipuler les nombres en base 10. Les deux questions qu’on
se pose en priorité sont donc :
— Comment trouver la représentation en base 10 d’un nombre représenté dans une autre
base ?
— Comment trouver la représentation en base B d’un nombre représenté en base 107
Pour repondre a la premieére question il suffit d’appliquer la formule . Par exemple,
le nombre 101 en base 2 a comme valeur :

1-2240-2'41-20=5.

Pour ce qui est de la deuxieme question, on applique la méthode de division itérée évoquée
dans la preuve de la proposition[I} Par exemple, pour convertir un décimal en binaire on itére
I’opération de quotient par 2 et reste :

19 =2-9+1 (bit le moins significatif)

9 =2-4+41
4 =2-240
2 =2-1+40
1 =2-0+1 (bit le plus significatif)

Donc :
19 =2-(2-(2-(2-(2:0+1)+0)+0)+1)+1
=24.1422.04+22.04+2"-1420.1

La représentation de 19 en base 2 est 10011.

Les entiers en C

La majorité des langages de programmation prevoient des types qui permettent de représenter
un nombre borné a priori d’entiers (typiquement des entiers sur 8, 16, 32, 64,... bits). En
C on dispose notamment des types int et long qui utilisent typiquement 32 et 64 bits. Par
ailleurs, certains langages disposent de bibliotheques pour la représentation de ‘grands entiers’
(typiquement des entiers avec de I’ordre de 102 chiffres). Sur les valeurs de type int ou long on
dispose des opérations arithmétiques suivantes : + pour ’addition, — pour la soustraction, *
pour la multiplication, \ pour la division entiere, % pour le reste de la division entiere.
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2.2 Booléens

En C on dénote les valeurs booléennes par true et false (ou alors par un nombre entier
différent de 0 et par 0, respectivement). Sur ces valeurs on dispose d’opérateurs logiques
standard && (and), || (or ) et ! (not) dont on rappelle le comportement :

X y | not(y) | and(z,y) | or(z,y)
false false true false false
false true false false true
true false false true
true true true true

Il est facile de montrer que ces opérateurs suffisent a exprimer toute fonction qu’on pour-
rait définir sur des valeurs booléennes. En particulier, on peut exprimer d’autres opérateurs
logiques binaires comme 'implication logique, I’équivalence logique, le ou exclusif,. ..

Les prédicats de comparaison (égalité ==, différence ! =, plus petit que <, plus grand que
>, plus petit ou égal <=,...) retournent une valeur booléenne. Typiquement on utilise ces
prédicats pour écrire des conditions logiques qui vont déterminer la suite du calcul. Bien str,
les conditions logiques peuvent étre combinées a ’aide d’opérateurs logiques. Par exemple, on
peut écrire :

(x==y)&& (x<z+5 || (x==y+72).

Remarque 3 En C, ainsi que dans d’autres langages, I’évaluation d’une condition logique se
fait de gauche a droite et de facon paresseuse, c’est-a-dire dés qu’on a déterminé la valeur
logique de la condition on omet d’évaluer les conditions qui suivent. Ainsi, en C, on peut
écrire la condition logique :

not(x == 0)&& (y/x == 3) (2.2)

qui ne produit pas d’erreur méme si x est égal a 0. En effet, six est égal a 0 alors la premiére
condition not(x == 0) est fausse et ceci suffit a conclure que la condition logique est fausse.
Le probléme avec ce raisonnement est qu’en C une expression logique peut étre vraie, fausse,
produire une erreur, produire un effet de bord (par exemple lire une valeur) et méme faire
boucler le programme. Il en suit que la conjonction en C n’est pas commutative. Par exemple,
la condition :

(y/x == 3) && not(x == 0) (2.3)

n’est pas équivalente a la condition ci-dessus.

2.3 Flottants

Représentation

Le proposition [1| sur la représentation des nombres entiers se généralise aux nombres réels.

Proposition 2 Soit B > 2 et x > 0 nombre réel. Alors ils existent uniques un nombre entier
e (exposant) et une suite de chiffres {d; | i > 0} en base B (la mantisse) tels que (i) dy # 0,
(ii) pour tout i > 1 existe j > i tel que dj # (B — 1) et (iti) x = B® - (£;>0 d; - B™).

PREUVE. On esquisse la preuve pour le cas B = 2. On a donc :

(i) do=1, (i) dye{0,1}, (ii) Vi>13j>i(d;=0). (2.4)
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En utilisant les propriétés des series géométriques on vérifie les propriétés suivantes :
(1) 1=20<%50d;i-277<2,  (2) Byssd;-270 <275 (s >1).
Pour tout z > 0 nombre réel positif, il existe unique e nombre entier tel que :
2¢ <x <2t

Sion pose h = x/2° on a 1 < h < 2. Il reste maintenant & montrer que pour un tel A il existe
une suite unique dy, d1, ... avec les propriétés et telle que : h = X;>0 d; - 271,

Les chiffres do, dy, ... sont détérminées de facon itérative. Au premier pas, si h = 270 on
termine avec dy = 1 et d; = 0 pour ¢ > 1. Sinon, on cherche 'unique dy tel que :

270 4 d 27 <h<2 04 (d+1)-27" .
A nouveau si h = 279 4 d; - 27! on termine et sinon on cherche ds tel que :
270 4d - 27 4 dy 272 <h<204dy - 27 F(da+1)-272.

En continuant de la sorte, on montre I’ existence de la suite dq, do, . . . Pour 'unicité, on suppose
disposer de deux suites qui correspondent au méme nombre i et on montre que dans ce cas
une des deux suites doit avoir des chiffres 1 a partir d’un certain indice. O

Norme IEEE 754

Les langages de programmation disposent de un ou plusieurs types qui permettent de
représenter les nombres réels (du moins une partie). En général, la représentation et le calcul
sur ces représentations entrainent des approximations. Pour assurer la fiabilité et la portabilité
des programmes, il est alors important d’établir des normes que toute mise en oeuvre doit
respecter.

Dans ce cadre, la norme IEEE 754 est de loin la plus importante. Elle fixe la représentation
des nombres en virgule flottante sur un certain nombre de bits (typiquement 32 ou 64). La
norme reprend la notation avec exposant et mantisse utilisée dans la proposition [2] Par
exemple, dans le cas ou les nombres sont représentés sur 64 bits (on dit aussi en double
précision) la norme utilise 1 bit pour le signe, 11 bits pour 'exposant et 52 bits pour la
mantisse. Comme en base 2 le chiffre a gauche de la virgule est forcement 1, on utilise les 52
bits pour représenter les chiffres binaires a droite de la virgule. Certaines valeurs de ’exposant
sont réservées pour représenter le 0 et d’autres nombres non standards (+oo,...).

Les opérations sur les nombres flottants ne sont pas forcement exactes car le résultat
théorique de 'opération n’est pas forcement un nombre flottant. Pour cette raison, la norme
IEEE 754 fixe aussi la fagon dans laquelle le résultat d’une opération arithmétique ou d’une
opération d’extraction de la racine carrée doit étre arrondi pour obtenir un nombre flottant.

Erreur absolue et erreur rélative

Soit R I’ensemble des nombres réels et F ’ensemble des nombres réels représentables par
la machine. On souhaite analyser la facon dans laquelle F approxime R. Clairement, pour
tout z € R on peut définir un nombre € F (pas forcement unique) qui approxime z.
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Définition 1 On appelle erreur absolue la quantité |z — x| et et si x # 0 on appelle erreur
rélative la quantité E|
T—x

X

En pratique, il est bien plus intéressant de controler 'erreur relative que I’erreur absolue !
Par exemple, supposons z = 100.11 et = 100.1 alors l’erreur absolue est 1072 et I'erreur
relative d’environ 10™%. D’autre part si = 0.11 et = 0.1 alors I'erreur absolue est toujours
1072 mais lerreur relative est d’environ 1071,

Soit F fini (ce qui est le cas par exemple en double précision), soient f~ et f* le plus
petit et le plus grand nombre flottant positif dans F. Soit maintenant = > 0 (le cas x < 0 est
symétrique). Que peut-on dire sur lerreur absolue et relative d’une approximation de x dans
F 7 On distingue 3 cas.

1. Siz< fTetonposez=0o0na:

|z —Z| =2 < f~ (borne sur I'erreur absolue), [Z=Z

=1 (erreur relative).

Il est intéressant de noter que si on avait pris £ = f~ on aurait toujours la méme borne
sur ’erreur absolue mais une erreur relative qui tend vers 400 pour x qui tend vers 0.

2. Siz > fT et on pose T = f* on a une erreur absolue qui tende vers +oo pour x qui
tend vers 400 et une erreur relative qui tend vers 1 pour z qui tend vers +oo.

3. Siz € [f,f"] on considere la situation ot on est en virgule flottante en base B et
avec une mantisse qui comporte t chiffres. Dans ce cas, I’erreur absolue est au plus la
distance entre 2 nombres consécutifs dans F. Cette distance est de la forme B!, ol
I’exposant e peut varier. La distance n’est donc pas constante mais depend de "*ordre
de grandeur’ des nombres qu’on est en train de considérer : plus le nombre est grand
plus l'erreur absolue est grande. En utilisant la proposition [2} on peut supposer que
x = (do,dydy -~ -didyyq -+ ) - B¢ avec dy # 0. On obtient donc la borne suivante sur
Ierreur relative :

Beft

Be

r—T

- =B, (2.5)

Il est remarquable que cette borne depend seulement du nombre de chiffres de la
mantisse. Par exemple, en double précision on obtient une borne de 2752
relative.

sur erreur

Remarque 4 On pourrait penser qu’une erreur relative de 2752 est négligeable (277 =~
2 -10716). En particulier, si on se place dans le cadre de mésures physiques une erreur
relative de 2752 est trés probablement négligeable par rapport a Uerreur de mésuration. Le
probléme est que les fonctions mises en oeuvre pour approcher les fonctions mathématiques
usuelles (opérations arithmétiques, extraction de racine carrée, fonctions trigonométriques,
logarithme,. . .) induisent aussi des erreurs et que ces erreurs se propagent et peuvent s’accu-

muler jusqu’a rendre le résultat d’un calcul sur les flottants non-significatif.

1. Ici on prend l'erreur rélative comme une valeur non-négative. Dans d’autres contextes, on peut aussi
définir Verreur relative comme le nombre € = (Z — z)/z ce qui permet de dire que T = (1 +¢€) - z.
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Exemple 7 Considérons deux définitions de la méme fonction sur les réels :

fl@)=z- (Vo + —ﬁ)zm-

Dans la premiére formulation, le numérateur tend a 0 et provoque des erreurs de calcul signi-
ficatifs pour x > 10'°. Le lecteur peut tester le programme suivant (en compilant avec loption
-Im).

int main O){
float x;
printf ("Input?");
scanf ("%Ef", &x);
printf ("fonction 1\n");
float y=x * (sqrt(x+1) - sqrt(x));
printf ("%f\n",y);
printf ("fonction 2\n");
y=x/(sqrt (x+1) + sqrt(x));
printf ("%f\n",y);
return 0;}
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2.4 Entrées-sorties

On utilisera en priorité printf pour écrire une valeur a 1’écran et scanf pour lire une valeur
de I’écran. On verra plus tard (section que des variantes de ces commandes permettent
aussi de lire/écrire des fichiers. Voici deux exemples d’utilisation des commandes printf et
scanf.

1 |printf ("x=%d4d",4); //imprime : x=4
2 |scanf ("%d4d" ,&x); //1lit et sauve un entier dans x

On remarquera la présence des symboles %d. Dans le cas de la commande printf, il faut
interpréter ces symboles comme un entier dont la valeur doit étre déterminée en évaluant
I’expression suivante qu’on passe en argument a printf. L’expression 4 ayant comme valeur
Pentier 4, 'impression de x=%d produit en effet I'impression des caracteres x=4. Dans le cas de
la commande scanf, on interprete les symboles %d comme un entier rentré par I'utilisateur qui
doit étre mémorisé a une adresse spécifiée dans I’expression qu’on passe en argument a scanf.
Dans 'exemple, il s’agit de ’adresse de la variable x. On notera 'introduction d’un nouveau
opérateur de déréférencement & qui sert a déterminer l'adresse associée a une variable. Il
s’agit d’un cas particulier de pointeur dont on examinera 'utilisation dans le chapitre [9]

Exemple 8 Voici un programme qui lit un entier n et imprime n + 1.

int main (){
int x;
printf ("Entrez un nombre : \n");
scanf ("%d",&x) ;
printf ("%d\n",x+1);
return O0;}
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Les symboles %d servent a lire/écrire des valeurs de type entier. Pour manipuler des
caracteres on utilise les symboles %c et pour des flottants les symboles %f ou %lf. Par ailleurs,
une commande printf (ou scanf) peut contenir plusieurs occurrences de ces symboles et dans
ce cas pour chaque occurrence il faut prévoir une expression (ou une adresse de mémoire)
d’un type compatible. Par exemple, la commande :

1‘printf("\%d : %f", 3, 455.45);

va imprimer un entier et un flottant de la facon suivante :

3 : 455.45

Exemple 9 Voici un petit programme qui illustre lintroduction de variables des différents
types primitifs, la forme des valeurs de ces types et les directives utilisées pour les imprimer
avec la commande printf.

1 |int main() {

2 char xi1=’a’; printf ("%c\n",x1);
3 short x2=2754; printf ("%d\n",x2);
4 int x3=333333; printf ("%d\n",x3);
5 long x4=333333333; printf("%1d\n",x4);
6 float x5=0.45f; printf ("%f\n",x5);
7 double x6=455.54; printf ("%1f\n",x6);
8 return 0;7%}

2.5 Conversions implicites et explicites

Dans la pratique mathématique, on a ’habitude de voir un entier comme un réel et un
réel comme un complexe. Les langages de programmation supportent ce type de pratique en
introduisant des conversions implicites. Notamment, en C on effectue automatiquement les
conversions suivantes :

char < short < int < long < float < double .

Parfois, il est nécessaire de procéder dans 'autre sens. Par exemple, on veut voir un int comme
un char. Dans ce cas, le programmeur doit effectuer une conversion explicite. En C, on parle
aussi d’opération de cast (ou coercition). Par exemple, on peut écrire :

1 |int x=34444,
2 | char y=(char) (x);

Le lecteur remarquera qu’il y a beaucoup plus d’entiers de type int (32 bits) que de
caracteéres de type char (8 bits). L’opération de cast a donc un caracteére arbitraire et il faut
bien comprendre son effet. En général, les opérations de cast entre types produisent souvent
des erreurs et il faut les utiliser avec parcimonie.
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Controle

On peut voir le corps de chaque fonction comme une suite de commandes. Dans les pro-
grammes les plus simples on a une liste de commandes qu’on exécute une fois dans I'ordre.
On va présenter des opérateurs qui permettent d’exécuter les commandes selon un ordre plus
élaboré. Par exemple :

— On exécute une commande seulement si une certaine condition logique est satisfaite.

— On répete l'exécution d’une commande tant qu’une certaine condition logique est sa-

tisfaite.

— On arréte 'exécution d’une suite de commandes pour sauter directement a I’exécution

d’une commande plus éloignée.

Digression 3 Pour apprendre a écrire, il est aussi important de connaitre la grammaire
que de lire les classiques. De la méme fagcon, pour apprendre & programmer, il convient de
maitriser les regles du langage et en méme temps d’étudier un certain nombre d’exemples
classiques. En essayant de reproduire les ‘classiques’, vous comprendrez mieuz les régles du
langage et vous développerez votre propre style de programmation. Dans ces notes de cours,
on va examiner un certain nombre d’algorithmes classiques. Le lecteur est averti que leur pro-
grammation correspond au style de l’auteur de ces notes. Des variations et des améliorations
sont certainement possibles et encouragées !

3.1 Commandes de base et séquentialisation

Les commandes de bases comprennent I'affectation d’une valeur a une variable, la com-
mande d’écriture (printf) et de lecture (scanf), I'appel et le retour de fonction (return). Il est
aussi possible de composer les commandes pour obtenir des commandes plus complexes. Le
premier opérateur de composition est la séquentialisation qui dans de nombreux langages est
dénoté par le point virgule :

Cl; CQ .

L’interprétation de cette commande composée est qu’on exécute d’abord C; et ensuite Co.
On notera que 'opération de séquentialisation est associative :

(C1; C2); O3 = Cy; (C2; Cs)
il est donc inutile de mettre les parentheses.
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3.2 Branchement

Un deuxieme exemple d’opérateur de composition de commandes est le branchement. La
forme de base est :

if (b){C1} else {C2}

L’interprétation est qu’on évalue une condition logique b. Si elle est vraie on exécute C et
sinon Cy. Dans la syntaxe de C, on admet aussi une version sans branche else :

if (b){C1}

qui est équivalente a :
if (b){C1} else {skip}

ou skip est une abréviation pour une commande qui ne fait rien d’observable.

Exemple 10 Pour pratiquer le branchement, on consideére la conception d’un programme qui
lit trois coefficients a,b, c et imprime les zéros du polynéme ax? + bx + c. La premiére partie
de la fonction main lit les coefficients. Dans la deuxieme partie on trouve un certain nombre
d’instructions de branchement imbriquées qui nous permettent de distinguer les différentes
situations qui peuvent se présenter. Il est fortement conseillé de visualiser d’abord avec un
schéma qui peut prendre la forme d’un arbre binaire les différentes possibilités. Une fois qu’on
a vérifié la correction du schéma on procédera a son codage en C.

1 [int main (){

2 double a,b,c,delta,root,so0ll,so0l2;

3 printf ("Entrez coeff a : ");

4 scanf ("%1f" ,&a);

5 printf ("Entrez coeff b : ");

6 scanf ("%1f",&b);

7 printf ("Entrez coeff c : ");

8 scanf ("%1f" ,&c);

9 delta = b*b-(4*xax*xc);

10 if (a==0 && b==0){ // degré 0

11 if (c==0){

12 printf ("Tout nombre est une solution\n");}
13 else{

14 printf ("Pas de solution");}}

15 elseq

16 if (a==0){ // degré 1

17 soll=-c/b;

18 printf ("L’unique solution est :%1f\n",soll);}
19 elsed

20 if (delta==0){ // degré 2

21 soll=-b/(2%*a);

22 printf ("L’unique solution est :%1f\n",soll);}
23 else{

24 if (delta<0) {

25 printf ("Pas de solution\n");}

26 elseq

27 root = sqrt(delta);

28 soll=(-b+root)/(2*a);

29 sol2=(-b-root)/(2*a);
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30 printf ("2 solutions :%1f,%1f\n",soll,so0l2);}
31 return O0;}

Exemple 11 On souhaite concevoir un programme qui recoit en entrée le nombre de billets
de 50, 20 et 10 euros dont on dispose ainsi qu’une somme s a payer. Si possible, le programme
doit imprimer une fagon de payer (exactement) la somme s avec les billets dont on dispose.
Sinon, le programme imprime un message qui dit que le payement de la somme n’est pas
possible. Pour simplifier le probléme, on va supposer qu’on dispose d’au moins une note de
10 euros. Dans ce cas, la stratégie suivante permet de résoudre le probleme : on paye autant
que possible, c’est-a-dire sans dépasser la somme s, avec des billets de 50, ensuite avec des
billets de 20 et enfin avec des billets de 10. Le lecteur est invité a vérifier que sans I’hypothése
sur les billets de 10 euros, cette stratégie ne permet pas toujours de trouver une solution. Un
codage possible de la stratégie en C est ci-dessous ot on laisse au lecteur le soin de compléter
les parties qui concernent la lecture des paramétres et l'impression du résultat.

1 |int main (){

2 int n50, n20, nl10, s, p50, p20, pl0;
3 /* on 1lit n50, n20, n10 et s *x/
4 /* calcul */

5 if ((s/50) <= nb0){

6 p50=(s/50);}

7 elseq

8 p50=n50;}%

9 s=s-(50%p50) ;

10 if ((s/20) <= n20){

11 p20=(s/20);}

12 else {p20=n20;}

13 s=s-(20%p20);

14 if ((s/10) <= n10){

15 pl0=(s/10);}

16 else {p10=n10;}

17 s=s-(10%p10);

18 /* impression resultat x*/

19 return 0;7}

3.3 Boucles

Une boucle permet d’exécuter une commande un nombre arbitraire de fois. L’opérateur
while est probablement le plus utilisé pour construire une boucle. Sa forme est :

while(b){C} .

La commande résultante évalue la condition logique b et elle termine si elle est fausse. Au-
trement, elle exécute la commande C et ensuite elle recommence a exécuter la commande
while(b){C'}. Ainsi, d’un point de vue conceptuel on a ’équivalence suivante :

while(b){C} = if (b){C; while(b){C}} .

Exemple 12 On programme lalgorithme d’Euclide pour le calcul du pged (exemple en
utilisant une boucle while.
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int main (){

int a,b;

/* lire a et b */

int aux;

while (b!=0){
aux=b;
b=alb;
a=aux;}

/* imprimer a x*/

return 0;7}
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Tant que b n’est pas 0, on remplace a par b et b par a mod b. Cependant, le langage C
ne permet pas d’effectuer deux affectations en méme temps. Pour cette raison, on introduit
une variable auziliaire aux qui garde la valeur originale de b pendant qu’on remplace b par a
mod b. Il s’agit d’une technique standard pour permuter le contenu de deux variables.

Exemple 13 On utilise la boucle while pour programmer un exemple de recherche dichoto-
mique. Le principe général de la recherche dichotomique est qu’a chaque itération soit on
trouve [’élément recherché soit on divise par deux la taille de ’espace de recherche. On ap-
plique ce principe au probléme du calcul d’une approximation a un € pres de la racine carrée
d’un nombre flottant x > 1.[] A priori, on sait que \/x € [1,z]|. Plus en général, si on sait
que \/z € [low, high] avec 1 < low < high on peut appliquer le raisonnement suivant :
— Si |high — low| < € on connait \/z & un € prés.
— Sinon, on calcule le carré du milieu de lintervalle [low, high] et on le compare d x.
Si la valeur est plus grande il faut continuer la recherche dans la moitié gauche de
lintervalle et autrement dans la moitié droite.
Une programmation possible de la méthode est la suivante.

1 |int main (){

2 /* lire x */

3 double low = 1;

4 double high = x;

5 double mid;

6 while ((high-low)> eps){
7 mid = (high+low)/2;
8 if (mid*mid>x){

9 high=mid;}
10 else {
11 low=mid;}};
12 /* imprimer x x*/
13 return O0;}

Boucle for

Pour améliorer la lisibilité du programme, on utilise aussi une boucle dérivée for avec la
forme :

for(C’l;b; CQ){C} (31)
En premiere approximation, la boucle for est équivalente a :
Cy;while(b){C; Ca} . (3.2)

1. Bien sir on pourrait aussi utiliser la fonction de bibliotheque sqrt pour résoudre ce probleme.
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Dans une bonne pratique de la boucle for, on utilise la commande C; pour initialiser la boucle
et la commande Cy pour modifier les variables dont dépend la condition logique b (la condition
d’arrét). Typiquement, il s’agit d’incrémenter ou décrémenter un indice et, en lisant le texte
du programme, il est aisé de déterminer combien de fois le corps C de la boucle for sera itéré.

Exemple 14 On souhaite lire un nombre naturel n et imprimer ses diviseurs propres (différents
de 1 et n). Pour résoudre ce probléme, on peut utiliser une boucle for qui va parcourir les en-
tiers compris entre 2 et n/2.

int main (O
int n,i;
/* lire n */
for (i=2;i<=n/2;i=i+1){
if (n%i==0){
printf ("%d\n",i);2}2}
return O0;}

N O U W N

3.4 Rupture du controle

On présente un certain nombre de commandes qui permettent de s’extraire de la com-
mande en exécution et de sauter & un autre point du contréle. On les présente en ordre
décroissant de puissance :

— exit(n) pour terminer 'exécution du programme. Convention C : on utilise n = 0 pour

indiquer une terminaison normale.

— return pour terminer 'exécution d’une fonction.

— break pour terminer 'exécution de la boucle dans laquelle on se trouve.

— continue pour reprendre l’exécution au début de la boucle dans laquelle on se trouve.E]

Exemple 15 Dans la boucle suivante on va imprimer 5,4,3,2,1. En particulier le décrément
x- - apres continue n’est jamais exécuté.

int x=5;
while (x>0){
printf ("%d\n",x);
x--;
if (x>0){
continue;}

x--;}
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Exemple 16 La boucle suivante ne terminerait pas sans break.

int acc=0;
int i
for(i=1;i<=n;i--){
acc=i+acc;
if (i<-100){
break;}}
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2. Si on se trouve dans une boucle for, continue va quand méme exécuter la commande d’incre-
ment/décrement. Pour cette raison, la transformation de la boucle for en boucle while décrite dans (3.2))
doit étre raffinée.
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Remarque 5 1l faut utiliser break et continue seulement si on se trouve dans une boucle (ou
dans une commande switch qui sera discutée dans la section qui suit).

3.5 Aiguillage switch

La commande switch (aiguillage) permet aussi d’effectuer des branchements dans le calcul.
Elle est présentée ici car elle est utilisée souvent en combinaison avec les commandes break
ou return. Voici un exemple :

1 |switch(x){

2 case 0 : printf ("%d\n",x);

3 case 1: printf ("%d\n",x+1);

4 default: printf ("%d\n",x+2); }

Si z est 0 on imprime 0,1,2 si z est 1 on imprime 2 et 3 et autrement on imprime x + 2.
Le switch évalue une expression entiere qui donne une valeur n et ensuite exécute toutes les
branches a partir de celle de la forme case n (si elle existe) et la branche default autrement.
En pratique, on a souvent besoin d’exécuter seulement la branche qui correspond a case n.
On obtient ce comportement en insérant une commande break a la fin de chaque branche.
Ainsi, notre exemple devient :

1 |switch(x){

2 case 0 : printf ("%d\n",x); break;

3 case 1: printf ("%d\n",x+1); break;
4 default: printf ("%d\n",x+2); }

Dans ce cas, si x est 0 on imprime 0, si z est 1 on imprime 2 et autrement on imprime
T+ 2.

3.6 Enumération de constantes

Pour améliorer la lisibilité d’un programme qui depend d’un certain nombre de valeurs
entieres constantes, on peut regrouper ces constantes dans une déclaration. Par exemple, on
peut définir :

typedef enum {ZERO, ONE} bool;
bool not(bool x){
switch(x){
case ZERO: return ONE;
case ONE: return ZERO;
default: return x;}}
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Par défaut, le compilateur associe aux noms une suite d’entiers croissants : 0,1, 2, ... Dans
I’exemple, on associe donc I'entier 0 & ZERO e 'entier 1 & ONE. Notez que la spécification de
C n’exige pas que I'argument ou le résultat de la fonction not soit bien un ZERO ou un ONE.
Par exemple, avec gcc appel not(3) ne produit pas d’erreur au moment de la compilation ou
de 'exécution et retourne 3.
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Un programme C est composé d’une liste de fonctions qui peuvent s’appeler mutuellement.
Les fonctions sont un élément essentiel dans la modularisation et le test d’un programme.

Si une tache doit étre répétée plusieurs fois c¢’est une bonne pratique de lui associer une
fonction ; ceci permet de produire un code plus compact tout en clarifiant le fonctionnement
du programme.

Aussi si une tache est trop compliquée il est probablement utile de la décomposer en
plusieurs fonctions. Le code de chaque fonction devrait tenir dans une page (20-30 lignes) et
avant de tester le programme dans son intégralité, il convient de s’assurer de la fiabilité de
chaque fonction.

4.1 Appel et retour d’une fonction

Comme indiqué dans la section une fonction est un segment de code identifié par un
nom. En C, la forme d’une fonction est la suivante :

t f(tl x1,...,tn xn)
{corps de la fonction}

La premiere ligne spécifie Iinterface (ou en téte) de la fonction, & savoir le nom de la fonc-
tion (f), le type du résultat (t) et les types et les noms des arguments (t1 x1,...,tn xn).
Quand on appelle une fonction on définit les valeurs de ses arguments. Par exemple, dans

lappel f(e1,...,en) on évalue les expressions ei,...,e, et on affecte leurs valeurs aux va-
riables x1,...,xn. On dit que 'appel d’une fonction est par valeur. Un appel de fonction est
une expression dont le type est le type du résultat de la fonction. Donc 1'appel f(eq, ..., eq)

a type t. Par ailleurs, le corps de la fonction contient des commandes return e ou e est une
expression de type t.

Exemple 17 Voici un programme simple composé de 3 fonctions et d’une variable globale
pi. Une wvariable globale est une variable dont la déclaration n’est pas dans le corps d’une
fonction. Une variable globale est visible dans toutes les fonctions du programme sauf si elle
est cachée par une déclaration locale (plus de détails dans la section . On remarquera que
les appels de fonction peuvent étre imbriqués comme dans imprimer(1.0, circonference(1.0));
Dans ce cas, il faut d’abord exécuter l’appel interne (circonference(1.0)) et ensuite celui externe
imprimer(1.0,6.28 - - -)

35
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double pi = M_PI; //constante pi définie dans math.h
double circonference (double r){

return 2 * pi * r;}
void imprimer (double r, double c){

printf ("La circonference de %1f est %1lf\n", r, c);}
int main (){

printf ("%1f\n",pi);

imprimer (1.0, circonference (1.0));

imprimer (2.0, circonference (2.0));

return 0;7}
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4.2 Portée lexicale

Dans un programme, en particulier dans un programme avec plusieurs fonctions, la méme
variable peut étre déclarée plusieurs fois (et avec plusieurs types).

Une bonne pratique consiste a utiliser des noms différentes pour les arguments et les
variables locales et si possible a éviter d’utiliser le méme nom pour les variables locales et les
variables globales. A défaut, la variable locale couvrira la globale.

Exemple 18 Voici un programme composé de 2 variables globales et 3 fonctions. Quels sont
les entiers imprimés ¢ Voici des indices. Dans 4, x est 'argument de la fonction alors que
dans 5y est la variable globale. Dans 7, laffectation n’a pas d’effet sur le x de la fonction
main ni sur le x global. Dans 9, la déclaration de 'y cache la variable globale dans le segment
de code délimité par les accolades. Ainsi, dans 11 on se réfere a la variable globale et dans 12
on peut déclarer a nouveau une variable y. Dans 16, on passe la valeur de la variable x du
main, ainsi l'incrément dans 7 n’a pas d’effet sur la variable du main.

int x=5;

int y=6;

void imprimer (int x){
printf ("%d\n",x);
printf ("%d\n",y);}

void portee(int x){
x=x+1;
imprimer (x);
{int y=10;
imprimer (y);3}
imprimer (y);
int y=20;
imprimer(y);}

int main (){
int x = 4;
portee (x);
imprimer (x);
return 0;%}
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Exercice 1 Dans le programme suivant on trouve 10 appels a la fonction imprimer. Pour
chaque appel vous devez prévoir combien de fois il sera exécuté et avec quelles valeurs.
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1 |int x=5;

2 |int y=6;

3 |void imprimer (int x){

4 printf ("%d\n",x);}

5 |void portee(int x){

6 x=x+1; imprimer(x);
7 {int y=10; imprimer(y);}
8 imprimer (y);

9 int y=20; imprimer(y);}
10 | int main (){

11 int x = 4;

12 portee (x);

13 imprimer (x);

14 controle ();

15 return 0;}

16 | void controle (){

17 if (x>0){

18 imprimer (--x);}

19 elseq

20 imprimer (x++);1};
21 int acc=1, n=2;

22 int k;

23 for (k=1;k<=n;k++){
24 acc=k*acc;

25 imprimer (acc) ;};
26 int i=2;

27 while (i>0){

28 acc=acc-i;i--;
29 imprimer (acc);
30 if (i==1){

31 break;}

32 elseq

33 continue;}}
34 imprimer (£(3));
35 return ;}

36 |[int f(int x){

37 switch(x){

38 case 0: return 1;
39 case 1: return 2;
40 default: return f(x-1)*f(x-2); } }

4.3 Argument-résultat, Entrée-sortie

Une fonction C doit prendre n arguments (n > 0) et rendre un résultat (éventuellement de
type void). Par ailleurs, comme effet de bord, elle peut aussi lire des valeurs (avec scanf par
exemple) et imprimer des valeurs (avec printf par exemple). Il faut bien comprendre que :

— prendre en argument est différent de lire une valeur.

— rendre un résultat est différent d’imprimer une valeur.

Un argument est passé par la fonction appelante alors que la valeur lue vient de 1’écran
ou d’un fichier. De méme une fonction rend le résultat a la fonction appelante alors qu’elle
imprime une valeur & ’écran ou dans un fichier. Prendre en argument/rendre un résultat est
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donc une interaction entre deux fonctions alors que lire une valeur/imprimer une valeur est
une interaction entre une fonction et l'utilisateur (ou un fichier externe au programme).

4.4 Méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson est une méthode élémentaire utilisée en calcul numérique
pour trouver le zéro d’une fonction dérivable f. On commence par un point zg ‘assez proche
d’un point x tel que f(z) = 0. Au pas i, on détermine x;11 par la formule :

oy = L2020
7 1+1
dont on dérive :
Fig1 = 25— jf((“) | (4.1)

Le calcul sur les flottants étant approché, on fixe un niveau de précision € souhaité et on
arréte l'itération des que (cf. recherche dichotomique de l'exemple :

|x; — zip1| < €.

Notons au passage qu’il faut étudier f et le point initial x¢ pour s’assurer de la convergence
vers un zéro de la fonction. En effet, la méthode peut ne pas converger méme si f est un
polynéome. Considérons une mise en oeuvre pour la fonction f(z) = 22 —a ot a > 0. Il
faut : (1) lire la valeur a, (2) itérer 'opération jusqu’au niveau de précision souhaité et
(3) imprimer le résultat. Par ailleurs, il convient de prévoir une fonction C qui correspond
a la fonction mathématique f. Ainsi si 'on souhaite adapter le programme & une autre
fonction mathématique il suffira de modifier la fonction C correspondante. En suivant ces
considérations, une mise en oeuvre possible est la suivante.

el e e e e
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1 |#define epsilon 10E-10
2 |double a;
3 |double fun(double x){
4 return x*x - a;}
5 |double itere(double x){
6 double =xnext;
7 while (1){
8 xnext = x - fun(x)/(2*xx);
9 if (fabs (xnext-x)<epsilon){
return xnext;}
elseq
x=xnext ;}}}
int main ()
double x;
// lire a
x=itere(a);
//imprimer x
return O0;}

J—
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4.5 Intégration numérique

Pour calculer une approximation numérique de l'intégrale d’une fonction f dans I'intervalle
[a,b] avec a < b on peut découper l'intervalle [a,b] en n intervalles de taille (b — a)/n et
approximer la surface de chaque petit intervalle par la surface du trapeze. Plus précisément,

si 'on veut approximer :
b
|t
a

on fixe le nombre n d’intervalles et h = (b;—a). Soit :
T; = a—+ih 0<i<n.

La surface S; du trapeze déterminé par x; et x;41 est :

(f(x;) + f(wig1))h .

S = :

En additionnant les surfaces des trapezes on dérive :

h

Yi=0,.n-15 = 5(2(Zi:1,...,n—1f(xi)) + f(a) + f(b)) .

Il convient de dissocier le calcul de la somme des surfaces des trapezes. Ainsi la structure
d’un programme pour ce probléme pourrait étre celle ci-dessous ou ’on suppose que f est
la fonction de bibliotheque sinus. Comme pour la méthode de Newton-Raphson, on pourrait
ajouter des fonctions pour lire et imprimer et on pourrait encapsuler la fonction mathématique
dont on calcule I'intégrale dans une fonction C séparée.

double integral (double a,double b,int n){
double h=(b-a)/n;
double acc=0;
double x=a+h;
int i;
for (i=1;i<=n-1;i++){

acc=acc+sin(x) ;x=x+h;}

acc= (2xacc+sin(a)+sin(b));
acc= (accxh)/2;
return (acc);}

int main (){
double a,b,val; int n;
/* lire a, b, n */
val=integral(a,b,n);
/* imprimer résultat */
return 0;}
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4.6 Conversion binaire-décimal

En se basant sur les principes discutés dans la section on souhaite effectuer deux
opérations.
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Lire un nombre de type int et imprimer sa représentation binaire (aussi de type int).
Par exemple :
On lit ‘ On imprime
19 10011

. Lire un nombre de type int dont les chiffres varient dans {0, 1}, le voir comme un

nombre binaire et imprimer sa représentation décimale (aussi de type int). Par exemple :

On lit ‘ On imprime
10011 | 19

Le lecteur remarquera que dans cet exemple on utilise un sous-ensemble des valeurs
de type int (celles dont les chiffres varient sur 0 et 1) pour représenter les nombres
binaires.

Dans une mise en oeuvre il est naturel d’introduire une fonction pour chaque conver-
sion. Remarquons que la solution ci-dessous utilise la fonction de bibliotheque assert de la
bibliotheque assert.h. La commande assert(b) évalue la condition logique b. Si la condition est
fausse le calcul s’arréte et un message d’erreur est émis qui permet d’identifier I’assertion qui
n’est pas valide. Avec la fonction assert, on a une facon simple et fort utile de documenter et
tester un programme.

int

int

int

dec_to_bin (int d){
int q,r;
if (d==0){
return O0;}
elseq
r=d%2;
q=d/2;
return (r+10*xdec_to_bin(q));}}
bin_to_dec (int b){
int q,r;
if (b==0){
return 0;}
elseq{
r=b%10;
q=b/10;
assert ((r==0) || (r==1));
return (r+2*bin_to_dec(q));}}
main () {
printf ("Entrez 10 pour décimal et 2 pour binairel\n");
int choix;
int x;
scanf ("%d" ,&choix);
assert ((choix==2) || (choix==10));
if (choix==10){
printf ("Entrez un nombre décimalel\n");}
elseq
printf ("Entrez un nombre binaire\n");}
scanf ("%d",&x) ;
if (choix==10){
printf ("%d\n",dec_to_bin(x));}
elseq
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printf ("%d\n",

33 return 0;}

bin_to_dec(x));}
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Chapitre 5

Fonctions récursives

Un programme C est composé d’une liste de fonctions qui peuvent s’appeler mutuellement.
En particulier, une fonction peut s’appeler elle méme ; il s’agit alors d’un exemple de fonction
récursive (n fonctions qui s’appellent mutuellement sont aussi des fonctions récursives). On a
déja examiné dans ’exemple [4] la programmation de I’algorithme d’Euclide par une fonction
récursive. Les fonctions récursives permettent de programmer aisément les définitions par
récurrence qu’on trouve souvent en mathématiques. Aussi, un certain nombre d’algorithmes
qui suivent une stratégie diviser pour régner se programment naturellement de facon récursive ;
par exemple, la recherche dichotomique et certains algorithmes de tri qu’on étudiera dans la
section suivent cette stratégie. On a vu dans I'exemple [12| que ’algorithme d’Euclide peut
se programmer aussi avec une boucle; on dira aussi de facon itérative. La récursion utilisée
dans la programmation de 1’algorithme d’Euclide est de type terminal dans le sens qu’apres
I’appel récursif il ne reste plus rien a faire et la fonction retourne immédiatement.[ﬂll se trouve
que pour la récursion terminale (tail recursion en anglais), un compilateur optimisant peut
générer automatiquement un programme itératif équivalent.

Dans la section on pratique la programmation récursive et itérative dans le cadre du
probleme de I’évaluation de polyndmes.

Comme on I’a vu dans la section[I.2] I'appel et le retour de fonction manipule implicitement
une pile de blocs d’activation. Il s’avere que dans certaines situations cette structure de données
permet une programmation élégante et compacte. Dans la section [5.2] on illustre une telle
situation avec le probleme de la tour d’Hanoi.

Enfin, il y a aussi des situations dans lesquelles la programmation d’une définition par
récurrence a l’aide d’une fonction récursive peut générer un programme particulierement
inefficace. Dans la section on examine différentes stratégies pour contourner ce probleme
dans le contexte du calcul de la suite de Fibonacci.

5.1 Evaluation de polynomes

Considérons le probleme de I’évaluation d’un polynome de degré n :
p(x) =ag+ a1z + - + apa”
dans un point z. Un premier algorithme peut consister a calculer les sommes partielles :

2
ao, ag + a1, aog + a1 + agz”, - -

1. Il s’agit d’une intuition, on ne donnera pas de définition formelle de la récursion terminale.
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44 Fonctions récursives

en calculant en parallele les puissances de x :
x, xr=x-x, =z, P =x-x°,...

Pour ce calcul, il faut donc effectuer 2 -n — 1 multiplications ainsi que n sommes. Cependant
le cotit d’une somme est bien inférieur & celui d’une multiplication et donc on peut considérer
que le cout du calcul dépend essentiellement du nombre de multiplications.

Regle de Horner

La regle de Horner est un autre algorithme pour évaluer un polynéme de degré n dans un
point qui demande seulement n multiplications. On définit :

ho = ap
hi = hi_1$+an—i 1<i<n.

On remarque que :
hi = an®’ + an 12" o a1+ an_;
Donc p(x) = hy, et on peut calculer p(x) avec seulement n multiplications!

Exemple 19 Pour mettre en oeuvre I’évaluation d’un polynéme on va faire I’hypothése que le
programme lit le degré du polynéome, un point ot il faut évaluer le polynome et les coefficients
du polynome. Pour linstant, on ne dispose pas d’une structure de domnées pour mémoriser
(de fagon simple) n + 1 coefficients ot n est variable; les tableaux qui seront discutés dans
le chapitre [(] feront Uaffaire. Il s’agit donc de lire les coefficients et en méme temps de faire
progresser I’évaluation du polynémeﬂ Pour mettre en oeuvre l’algorithme on a 4 choix pos-
sibles. En effet, on peut choisir entre la méthode d’évaluation directe et la méthode de Horner
et aussi entre une programmation par récursion et une par itération. On présente ci-dessous
la méthode de Horner programmée de facon récursive et itérative et on laisse en exercice le
méme probléme pour la méthode directe. Notez que dans la version récursive on lit les coef-

ficients dans l'ordre ag,a1,...,a, alors que dans la version itérative on procéde dans l’ordre
inuverse.

1 |double horner_rec(int i, double x, int n){

2 double a;

3 printf ("Entrez coefficient %d\n",i);

4 scanf ("%1f" ,&a);

5 if (i==n){

6 return a;}

7 elseq

8 return (a+ x* horner_rec(i+1,x,n));}}
9 |double hormer_it (double x, int n){

10 double a;

11 double b;

12 printf ("Entrez coefficient %d\n",n);

2. On voit ici un exemple d’algorithme en ligne (on line en anglais) dans lequel le programme ne dispose pas
d’assez de mémoire ou de temps pour mémoriser toutes les entrées avant de commencer le calcul. Typiquement,
on trouve ce type d’algorithme dans des situations ou il faut traiter des grandes masses de données et/ou le
processeur qui traite ces données a un pouvoir de calcul limité.
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13 scanf ("%1f" ,&a);

14 int i;

15 for (i=1;i<=n;i=i+1){

16 printf ("Entrez coefficient %d\n",(n-1i));
17 scanf ("%1f",&b);

18 a=b+xx*a;}

19 return a;}

5.2 Tour d’Hanoi

Le jeu de la tour d’Hanoi est bien connu. On dispose de 3 pivots et de n disques de
diametre différent qu’on peut enfiler dans les pivots. Au début du jeu, tous les disques sont
enfilés sur le premier pivot par ordre de diametre décroissant (le plus petit diametre est au
sommet).

Une action élémentaire du jeu consiste a déplacer 1 disque du sommet d’une pile au
sommet d'une autre pile en gardant la propriété qu'un disque n’est jamais au dessus d’un
disque de diametre inférieur.

Le probleme est de trouver une suite d’actions élémentaires qui permettent de transférer
la pile de n disques du pivot 1 au pivot 2 (par exemple).

Pour n = 1, une suite est 1 — 2. Pour n = 2, une suite est 1 — 3;1 — 2;3 — 2. Pour
n = 3, ¢ca devient déja plus compliqué, mais heureusement la solution du probleme s’exprime
naturellement de fagon récursive :

Hanoi(i,j,n):{ ey o o S%n::l

Hanoi(i, k,n — 1);i — j;Hanoi(k,j,n —1) sin>1

ou 1, j, k sont 3 pivots distincts. Le raisonnement est le suivant : pour déplacer n disques du
pivot ¢ au pivot j (i # j), on peut commencer par déplacer n — 1 disques du pivot i au pivot
k (k # i et k # j). Ensuite, on déplace le disque de diamétre maximal qui se trouve au pivot
7 au pivot j et on termine en déplagant n — 1 disques du pivot k£ au pivot 5. Une possible mise
en oeuvre en C est la suivante :

void hanoi (int n, int pl, int p2){
int p3=troisieme (pl,p2);
if (n==1){
imprimer (pl,p2);%}
elsed{
hanoi(n-1,pl,p3);
imprimer (pl,p2);
hanoi(n-1,p3,p2);}
return;}
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On laisse au lecteur le soin de programmer la fonction troisieme qui prend pl,p2 € {0, 1,2}
tels que pl # p2 et rend lentier p € {0, 1,2} différent de pl et p2. On notera que chaque appel
a la fonction hanoi avec n > 1 génere deux appels a la méme fonction. En particulier, quand on
commence a calculer hanoi(n — 1,...) on utilise la pile des blocs d’activations pour se souvenir
qu’il reste encore a exécuter imprimer(...) ainsi qu'un deuxiéme appel hanoi(n —1,...). Le
lecteur est invité a modifier le code ci-dessus pour qu’il trace chaque appel a la fonction hanoi
en imprimant un petit message.
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5.3 Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est définie par :

[ n sine{0,1}
f(n)_{f(n—2)+f(n—1) sin>2

Il y a des mathématiques non-triviales autour de cette suite. .. mais ici on 8’y intéresse parce
que elle illustre un probléme de mise en oeuvre qu’on rencontre parfois dans les définitions
récursives. Une mise en oeuvre directe de la fonction f pourrait étre la suivante.

1 |int fibo_rec(int n){

2 switch(n){

3 case 0: return 0 ;

4 case 1: return 1;

5 default: return fibo_rec(n-2)+fibo_rec(n-1);}}

Cette solution est particulierement inefficace car on recalcule plusieurs fois la fonction f
sur les mémes arguments. Dans le cas de la suite de Fibonacci, il est facile de concevoir une
version itérative dans laquelle on calcule f(0), f(1), f(2),... exactement une fois et au pas
1 > 2 on se souvient de la valeur de la fonction f dans i —1 et ¢ — 2.

int fibo_it (int n){
int x=0;
int y=1;
switch(n){
case 0: return O;
case 1: return 1;
default: {
int z=0;
int i;
for (i=2;i<=n;i++){
Z=X+y;
X=y;
y=z;}
return(z);}}}
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Il est intéressant de noter qu’on peut mettre en oeuvre cette méme idée en utilisant une
fonction récursive un peu plus générale (fonction fibo_aux).

1 |int fibo_aux(int n,int x, int y,int i){
2 if (i==n){
3 return(y);}
4 elseq
5 return fibo_aux(n,y,x+y,i+1);3}}
6 |int fibo_rec_eff (int n)A{
7 switch(n){
8 case 0: return O;
9 case 1: return 1;
default: return fibo_aux(n,0,1,1);}}

J—
o

Il existe aussi une technique générale dite de mémoisation qui permet de transformer
automatiquement une fonction récursive. On mentionne 1'idée générale sans aller dans les
détails car on ne dispose pas encore des structures de données nécessaires. On associe a la
fonction une structure de données dans laquelle on mémoise tous les arguments passés a
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la fonction ainsi que les valeurs retournées. Chaque fois qu’on appelle la fonction avec un
argument on vérifie d’abord dans la structure si la fonction a été déja appelée avec le méme
argument et dans ce cas on retourne directement le résultat. Autrement, on effectue le calcul
et on mémorise le résultat dans la structure.
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Chapitre 6

Tableaux

En mathématiques, un vecteur de dimension n sur un domaine D est un élément de D™.
Le tableau est la structure de données qui correspond au vecteur. Un vecteur de vecteurs est
une matrice. De la méme fagon il est possible de représenter une structure de données a deux
dimensions en déclarant un tableau de tableaux.

6.1 Déclaration et manipulation de tableaux

Pour déclarer un tableau x de type T et de dimension n on écrit en C :
T x[n]; (6.1)

Ceci a Deffet de réserver un segment de mémoire suffisant pour contenir n données de type T
et d’associer ’adresse de base du segment au nom x. On notera que le nom d’un tableau est
associé a une adresse et non pas a son contenu.

Dans une déclaration comme , le contenu du tableau x n’est pas défini. Comme pour
les variables de type primitif, il est une erreur de lire un tableau avant de ’avoir défini. En
C, il est aussi possible de déclarer un tableau et en méme temps de l'initialiser. Par exemple,

int a[10] = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};

déclare un tableau a avec 10 cellules et initialise la i-eme cellule avec la valeur 7 pour i =
0,1,...,9.

On peut écrire ou lire le i-eme élément du tableau en utilisant la notation x[i] & condition
que 0 <i < (n—1). Cest au programmeur de respecter les bornes. En particulier, on notera
qu’on commence a compter de 0 et que donc un acces a x[n] produit une erreur.

Exemple 20 On met en garde le lecteur sur le fait que ce type d’erreur peut passer inapercu
et provoquer un comportement bizarre du programme. Par exemple, avec le compilateur gcc
le programme ci-dessous compile et imprime 10.

int main (){
int al4];
int bl[4];
b[0]=10;
printf ("%d\n",a[4]);
return 0;}

ST W N
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Exemple 21 Voici un programme qui lit le degré et les coefficients d’un polynéome et évalue
le polynome dans un point. Par opposition au programme considéré dans la section |5.1], on
utilise maintenant un tableau pour mémoriser tous les coefficients. Il est donc possible de lire
complétement les données en entrée avant d’évaluer le polynome. On laisse au lecteur le soin
de modifier le programme ci-dessous de facon a utiliser la régle de Horner.

1 |int main (){

2 int n;

3 double x;

4 printf ("Entrez degré polyndme\n");

5 scanf ("%d4d" ,&n) ;

6 printf ("Entrez point\n");

7 scanf ("%1f" ,&x);

8 double al[n+1];

9 int i;

10 for (i=0;i<=n;i++){

11 printf ("Entrez coefficient %d\n", i);
12 scanf ("%1f",&al[il]);}

13 double s=al0];

14 double y=1;

15 for (i=1;i<=n;i++){

16 y=X*y;

17 s=alil*y+s;}

18 printf ("La valeur du polyndme est : %1f\n",s);
19 return 0;}

6.2 Passage de tableaux en argument

Une fonction peut compter parmi ses arguments une variable de type tableau. Par exemple :

1
2

void f(int x[]1){
x[0]=3;}

Comme on 'a déja remarqué, la valeur d’une variable de type tableau est une adresse de
mémoire (et non pas le contenu du tableau). Par exemple, si on appelle la fonction f comme
dans :

1
2

int y[3];
f(y);

on va modifier le tableau de 'appelant (y).

Exemple 22 Considérons un petit exemple qui permet de comparer les variables de type
tableau auz variables de type primitif. Dans (7), on appelle f en lui passant ladresse du
tableau a et la valeur de la variable x de la fonction main. Dans (2), la fonction f incrémente
la variable x de f et I’élément a[0] du tableau a de la fonction main. Dans (8), on imprime 0
car la variable x du main n’a pas été modifiée alors que dans (9) on imprime 1.

1 |void £ (int all, int x){
2 x=x+1;

3 a[0]=al[0]+1;}

4 |int main (){

5 int x=0;
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6 int al10]={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};
7 f(a,x);

8 printf ("x=%d\n",x);

9 printf ("al0]=%d\n",al[0]);

10 return 0;}

Remarque 6 On peut se demander pourquoi on passe les variables de type primitif par valeur
et les variables de type tableau par adresse. La raison est que les tableauxr peuvent occuper
beaucoup de mémoire et qu’autant que possible il est préférable de les partager plutot que de
les dupliquer. En cas de nécessité, il n’est pas compliqué de dupliquer un tableaw : il suffit
de déclarer un tableau dans la fonction appelée et d’y recopier le tableau dont la fonction
appelante a fournit l'adresse. Dans le cas de la fonction f de l’exemple ci-dessus, on aura
par exemple :
void f (int all, int x){

Xx=x+1;

int b[10];

int 1i;

for (i=0;i<10;i++){

bl[il=alil;}
b[0]=b[0]+1;2}

N O U W N

Exemple 23 On souhaite écrire une fonction qui prend en argument un tableau et sa taille
et imprime le minimum et le mazimum du tableau. Une solution possible est la suivante.

1 |void minmax (int al[]l, int n){
2 int min, max, 1i;

3 min=a[0];

4 max=al[0];

5 for (i=1;i<n;i++){

6 if (alil<min){

7 min=ali];}

8 elseq

9 if (max<ali])A{
10 max=ali]l;}}}
11 printf ("min=%d\n",min) ;
12 printf ("max=%d\n",max);
13 return;}

En suivant la discussion ci-dessus, on notera que la fonction minmax utilise le tableau
dont ladresse lui est communiquée par la fonction appelante.

Dans le pire des cas, la fonction minmax effectue 2 - (n — 1) comparaison (trouvez un tel
cas!). Il est possible d’utiliser un autre algorithme qui lit les éléments du tableau par couple
et les compare au min et au max. Vérifiez qu’on peut effectuer cette opération avec au plus 3
comparaisons et dérivez un algorithme qui effectue %n comparaisons dans le pire des cas.

6.3 Primalité et factorisation

Soit n > 2. Si n n’est pas premier alors il y a un premier p tel que p | n et p < y/n. Donc
tout nombre n qui n’est pas premier s’écrit comme :

n=i-j,oun:2<i<+yneti<j<n/i.



52 Tableaux

La liste des premiers inférieurs ¢ un n donné peut étre générée avec un algorithme ancien
connu comme crible d’Eratosthéne :

pouri=2,...,n
PJ[i] = true
pour i =2,...,[v/n]
pour j =14,...,n/i
Pli- j] = false

Exemple 24 Pour n = 15, on obtient :

i\j|2 3 4 5 6 7
2 [4 6 8 10 12 14
3 9 12 15

Exercice 2 Estimez en fonction de n le nombre de fois qu’on exécute l’affectation Pli-j] =
false. Soit m(n) la cardinalité des nombres premiers inférieurs a n. On sait que m(n) ~ n/logn.
Comparez votre estimation avec la cardinalité des nombres composés inférieurs a n (a savoir

n—m(n)).

Exemple 25 Voici une fonction filtre qui prend en entrée un tableau de short de n + 1
éléments et marque avec 1 les nombres premiers et avec 0 les autres.

void filtre (short f[], int n){
int i,];
int r =(int)(sqrt(n));
for (i=2;i<=n;i++){
flil=1;}%
for (i=2;i<=r;i++){
for (j=i; j<= n/i; j++){
flixjl=0;3}}2}

0~ O U i W N

On a donc une méthode pour générer un segment initial des nombres premiers. Considérons
maintenant le probleme de savoir si un nombre n est premier. Par exemple, prenons n = 15413.

On calcule,
|V15413] =124 .

Avec le crible d’Eratosthéne, on peut calculer les premiers inférieurs a 124 :

2 3 5 7 11 13 17 19 23
29 31 37 41 43 47 53 59 61 67
71 73 79 83 97 101 103 107 109 113

Le nombre n est premier si et seulement si aucun de ces nombres divise n. On a donc
une méthode qu’on appelle essai par division pour savoir si un nombre n est premier. On sait
qu’il y a environ m/log m nombres premiers inférieurs a m. La méthode d’essai par division
demande donc environ +/n/log+/n) divisions ce qui n’est pas tres efficace (mais on connait
plusieurs algorithmes efficaces pour savoir si un nombre est premier).

On rappelle que tout nombre n > 2 admet une factorisation unique comme produit de
nombres premiers. On peut itérer ’essai par division pour trouver une factorisation complete :

1. On trouve p; tel que p; divise n.
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2. Si n’ = n/p; est premier on a trouvé la factorisation et autrement on itére sur le
nombre n’.

Par exemple, pour n = 15400 on trouve :
n=2-2-2-5-5-7-11.

On a donc un algorithme pour factoriser un nombre. Voici une mise en oeuvre possible de
I’algorithme de factorisation ou 1’on suppose que la fonction imprimer_factorisation recoit en
argument un tableau de short premier ou les nombres premiers ont été marqués en utilisant
la fonction filtre du crible d’Eratosthéne. Le tableau premier est initialisé une fois et réutilisé
dans tous les appels de la fonction imprimer,factorisation.E]

void imprimer_factorisation(short premier[], int n){
int m = (int)(sqrt(n));
int 1i;
for (i=2; i<=m; i++){
if (premier[i] && (n%i==0)){
printf ("%d ",i);
break;}}
if (i>m)A{
printf ("%d",n);
return;}
elseq
imprimer_factorisation(premier, n/i);1}}

© 0 O Ot i W N
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6.4 Tableaux a plusieurs dimensions

On peut déclarer des tableaux de tableaux de tableaux. .. Par exemple :

1|int m=3, n=5, p=7;
2 |int al[m][n][p];
3 |al[0][4]([5]=1;

En C, on peut omettre seulement la dimension du premier tableau. Ainsi la premiere
déclaration qui suit est admise mais la deuxieme ne ’est pas.

1 |void produit (int al][5], int b[5][10]){...} // admise
2 |void produit (int all[]l, int LI[I){...3} // pas admise

En pratique, une bonne méthode consiste a passer la dimension du tableau en parameétre.
Par exemple, une fonction C qui calcule le produit de deux matrices a et b de dimension n x n
et écrit le résultat dans la matrice ¢ pourrait étre la suivante :

void multiplier (int n, int al[n][n], int b[nl[n], int c[n]l[nl){
int i,j,k;
for (i=0;i<mn;i++){
for (j=0;j<mn;j++){
c[i1[jI1=0;
for (k=0;k<n;k++){
clil[jl=clil[jl+alillk]l*b[k]1[j1;}}}2

N OO W N

1. On peut optimiser le calcul en se souvenant du dernier nombre premier essayé et/ou en construisant un
tableau qui contient les nombres premiers compris entre 2 et |/n].
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On notera que cette fonction contient 3 boucles for imbriquées et qu’elle effectue de ’ordre
de n? multiplications.

Exemple 26 On souhaite imprimer les éléments d’un tableau de tableauz a de type int a[m][n]
avec la contrainte que [’élément a[i][j] doit étre imprimé avant I’élément alk][l] sii+j < k+1.
Par exemple, si a est comme suit :

4 5 7 3
31 9 10
8 2 1 4
en supposant a[0][0] = 8, a[0][1] = 2, ..., une impression qui respecte la contrainte énoncée

(il y en a d’autres) est : 8,2,3,4,1,1,9,5,4,10,7,3 ; on imprime donc ‘par diagonale’.

Pour traiter ce probleme, on peut remarquer que la valeur k = © + j varie entre 0 et
(m +n —2). Pour un k fizé, la premiére coordonnée i varie entre 0 et min(k,m — 1), alors
que la deuxieme est déterminée par k —i. On a donc Ualgorithme suivant :

pour k=0,...,(m+n—2)
pour i =0,...,min(k,m — 1)
si (k—14) < (n—1) imprimer a[é][k — 1]
Pour le a en question, avec m = 3 et n = 4, on imprime :

8,2,3,1,1,4,4,9,5,10,7,3 .

La fonction C suivante met en oeuvre l’algorithme.

1 |void imprime_diag(int m, int n, int alm][n]){
2 int k;
3 int i;
4 for (k=0; k<=(m+n-2); k++){
5 int min=(m-1);
6 if (k<min){
7 min=k;}
8 for (i=0; i<=min;i++){
9 if ((k-i)<=(n-1)){
printf ("%d ", alillk-11);}}}}

[
o



Chapitre 7

Tri et permutations

Le tri d’une suite finie d’éléments selon un certain ordre est une opération fondamentale.
En faisant I’hypothese que la suite est représentée par un tableau, on présente et on analyse
lefficacité de 3 algorithmes de tri. Une permutation sur un ensemble fini admet aussi une
représentation naturelle en tant que tableau. Dans ce contexte, on étudie la composition,
I'inversion, la génération aléatoire et I’énumération de permutations.

7.1 Tri a bulles et par insértion

Dans cette section, on présente 2 algorithmes de tri :
1. Tri a bulles (bubble sort, en anglais).
2. Tri par insertion (insertion sort, en anglais).

Dans la prochaine section on discutera le tri par fusion (merge sort, en anglais). D’autres
algorithmes de tri existent dont le tri rapide ou par partition (quicksort, en anglais) et le tri
par tas (heapsort en anglais) ont des performances proches du tri par fusion.

Par défaut, on fait I’hypothése que la suite est mémorisée dans un tableau. Alternativement,
on peut aussi envisager de représenter la suite par une liste (une structure de données qui sera
discutée dans la section et dans ce cas il peut étre nécessaire de reconsidérer certains
détails.

Tri & bulles
On peut écrire une fonction bulles(i) qui compare les i — 1 couples aux positions :
(1,2),(2,3),(3,4),--- (i — 1,4)

et les permute si elles ne sont pas en ordre croissant. Le cotit est linéaire en 7 — 1. A la fin de
Iexécution de bulles(i) on est str que I’élément le plus grand se trouve a la position i. Pour
trier, il suffit donc d’exécuter :

bulles(n), bulles(n — 1),.. ., bulles(2) ,

pour un cout qui est :
n(n —1)

Yiml,n—1t = 5

95
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soit de 'ordre de n? opérations élémentaires. Voici un exemple de fonction C qui prend en
argument un tableau et sa taille et le trie selon le principe décrit ci dessus.

void tri_bulles(int all, int n){
int aux, 1i,j;
for (i=(n-1);i>=1;i--){
for (j=0;j<i;j++){
if (aljl>alj+11){
aux=alj]l;
aljl=alj+11;
alj+1]=aux; }}}}

0 O Ot i W N

Tri par insertion

On peut écrire une fonction insert(i) qui, en supposant les éléments aux positions ¢ +
1,...,n en ordre croissant, va insérer I’élément en position ¢ a la bonne place. Le cotlit est
linéaire en n — i.

Pour trier il suffit donc d’exécuter :

insert(n — 1), insert(n — 2), ..., insert(1) ,

pour un coiit qui est :

n(n—1)

—

Soit on a encore de I'ordre de n? opérations élémentaires. Une mise en oeuvre de I’algorithme
est ci-dessous. Le lecteur est invité a analyser en détail la fonction ins qui effectue I'insertion
d’un élément dans un tableau.

1424+ (n—1)=

—
o

1 |void ins(int all, int n, int j){
2 int k=aljl;
3 int i=j+1;
4 while (i<n && k>al[il)A{
5 ali-1]l=alil;
6 i++;}
7 ali-1]1=k;}
8 |void tri_ins(int all, int n){
9 int j;
for (j=n-2;3j>=0;j--){
ins(a,n,j);}>

—_
—_

7.2 Tri par fusion

On a examiné deux algorithmes de tri dont le colit est quadratique dans le nombre
d’éléments a trier. Peut-on faire mieux? On va appliquer une stratégie diviser pour régner
dont on a déja vu un exemple dans le cadre de la recherche dichotomique. Une fagon d’appli-
quer cette stratégie donne lieu au tri par fusion (mergesort, en anglais) qui a été proposé par
Von Neumann autour de 1945.

— Si le tableau a taille 1, le tableau est trié.

— Sinon, on sépare le tableau en deux parties égales et on les trie.

— Ensuite on fait une fusion des deux tableaux triés.
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Le coeur de l'algorithme est la fonction de fusion de deux ensembles ordonnés. L’idée
naturelle est de parcourir en paralléle les deux ensembles par ordre croissant (par exemple)
et de sélectionner a chaque pas le minimum entre les deux. Si 'on représente les ensembles
comme des listes (section[10.1)) il est facile de construire la liste fusion en place (sans allocation
de mémoire). Cependant, si 1’on représente les ensembles comme des tableauz il est beaucoup
plus compliqué (mais possible) de travailler en place. Une solution simple, consiste a utiliser
un tableau auxiliaire. Avant de commencer la fusion on copie les deux tableaux ordonnés dans
le tableau auxiliaire et ensuite on écrit la solution dans le tableau de départ. Une mise en

oeuvre en C pourrait étre la suivante.
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void fusion(int t[], int i, int j, int k){

assert ((i<=j)&&(j<k));
printf ("fusion (%d,%d,%d)\n",i,j,k);
int aux[k+1];
int p;
for(p=1i;p<=k;p++){
aux [pl=t[pl;}
p=i;
int q=j+1;
int r=i;
while (r<=k){
if (p>j)d
tlrl=aux[ql;q++;r++;
continue;}
if (q>k){
t[rl=aux[pl;
ptt;
r++;
continue;}
if ((p<=j) && (auxl[pl<=aux[ql))A{
t[rl=aux[p];
ptt,;
r++;
continue;}
if ((q<=k) && (aux[pl>aux[ql)){
t[r]l=aux[q];
q++t;
r++;
continue;}}}
void trifusion(int t[], int i, int j){
assert (i<=j);
if (i<j){
int m=(i+j)/2;
trifusion(t,i,m);
trifusion(t,m+1,j);
fusion(t,i,m,j);}}
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Efficacité du tri par fusion

Quelle est lefficacité du tri par fusion ? Soit C'(n) une borne supérieure au temps nécessaire
pour trier par fusion un tableau de taille n. On pose la récurrence suivante :

o) =1
C(n) =2-C(n/2)+n

qui veut dire qu’un probléeme de taille n génere deux sous-problémes de taille n/2 et effectue
un travail de combinaison (la fusion) dont le cout est proportionnel a n.
Pour simplifier le raisonnement, supposons que n = 2*. On a :

20 problemes de taille  2F
21 problemes de taille 2F~1

2% problemes de taille 20

La somme du travail de combinaison a chaque niveau est constant et égal a n. Comme on a
k = logy n niveaux, le travail total est de 1’ordre de nlog, n.

Remarque 7 La solution de relations de récurrence est un sujet trés vaste (c’est la version
discréte des équations différentielles!). Par exemple, on sait traiter toutes les récurrences de

la forme :
C(n)=a-C(n/b) +n°.

Calcul du nombre d’inversions

On va étudier une application remarquable de la fonction de fusion. On dispose d’un
tableau t non-ordonné de n éléments. Une inversion est un couple (4, j) tel que :

1<i<ji<n ti] > t[j]

On souhaite calculer le nombre d’inversions dans t qui est un nombre compris entre 0 et
n(n—1)
—a.

Exercice 3 Proposez un algorithme pour calculer le nombre d’inversions. Programmez une
fonction C qui correspond a l'algorithme d’en téte : int inversions(int n, int t[n]).

Comme il y a de I'ordre de n? inversions, tout algorithme qui compte les inversions une
par une prendra dans le pire des cas un temps quadratique en n. Pour étre plus efficaces il
nous faut donc une méthode pour compter plusieurs inversions en méme temps. Il se trouve
qu’il est possible de modifier la fonction fusion ci-dessus de facon telle que 'algorithme de tri
par fusion qui 'utilise calcule le nombre d’inversions. Considérons les 4 cas de la boucle while
de la fonction fusion (section [7.1)). Dans le deuxiéme cas, on inverse 1’élément a[q] avec tous
les éléments alp],...,alj] et il faut donc ajouter au compteur j — p + 1 inversions. Il n’y a
pas d’inversion dans les autres 3 cas. En supposant que ’addition d’entiers 32 bits se fait en
temps constant, on a une efficacité comparable a celle de 'algorithme du tri par fusion. Voici
une application de la méthode a la séquence 7,6,5,4,3,2,1,0 :

Séquences a fusionner | Nombre inversions

76,54, 32,10 4.-1=4
6745,2301 2-4=8
54670123 1-16 =16

Total 28 = 5T
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Bornes inférieures

Quelle est le cotit minimal d’un algorithme de tri? Il est clair que tout algorithme de tri
doit examiner l'intégralité de son entrée et que le cot de cette opération est linéaire.

Les algorithmes de tri qu’on a considéré sont basés sur la comparaison d’éléments. Pour ce
type d’algorithmes un simple argument combinatoire qui va suivre permet de conclure qu’on
ne peut pas faire mieux que nlogn.

On consideére un algorithme (déterministe) qui prend en entrée un tableau de n éléments
xo,...,Tn—1. L’algorithme compare un nombre fini de fois et deux par deux les éléments du
tableau. A la fin de cette phase de comparaison, ’algorithme n’a plus acces au tableau et
il calcule une permutation 7 sur {0,...,n — 1} telle que Tr) <+ < Tp(p—1). Combien de
comparaisons faut-il faire dans le pire des cas? Le calcul de l'algorithme peut étre visualisé
comme un arbre binaire enraciné oli on associe une comparaison a chaque noeud interne et
une permutation a chaque feuille. L’arbre binaire doit avoir au moins une feuille pour chaque
permutation sur {0,...,n — 1}, soit n! feuilles; sinon, il est facile de voir qu’il y a une entrée
sur laquelle I'algorithme n’est pas correct. Le pire des cas correspond au chemin le plus long
de la racine & une feuille. La longueur (on compte le nombre d’arétes qu’il faut traverser) de
ce chemin est la hauteur de I'arbre. Il est aisé de vérifier qu'un arbre binaire de hauteur h
peut avoir au plus 2" feuilles. On doit donc avoir 2" > n!, soit :

h >logyn! =%;—1,. plogyi .

On remarque que :
n
Zi:17...7nlog2i Z / 10g2 l'd(]? ,
1

et en calculant l'intégrale on trouve une valeur de 'ordre de nlogn.

L’argument présenté fait des hypotheses restrictives sur la forme de 'algorithme. Voici
un exemple d’algorithme qui ne respecte pas ses restrictions et qui a une cotit linéaire si le
nombre d’éléments différents qui peuvent apparaitre dans la séquence xg, ..., T,_1 est linéaire
en n. Pour fixer les idées, on suppose que la séquence est mémorisée dans le tableau 1" et que
0<T[| <10-n,pouri=0,...,n— 1. Dans ce cas, on peut en temps linéaire en n :

— allouer un tableau C' avec 10 - n entiers initialisés a 0,

— parcourir le tableau T' et pour chaque éléments T'[i] incrémenter C[T'[i]] et

— parcourir le tableau C' et pour chaque élément C[i] écrire C[i] fois ¢ dans le tableau 7.

7.3 Permutations

Une permutation sur 'ensemble {0, ..., n—1} est une fonction bijective p : {0,...,n—1} —
{0,...,n — 1}. On représente une telle permutation par un tableau d’entiers de taille n qui
contient les entiers {0,...,n — 1} exactement une fois. Soit id la permutation identité et o la
composition de permutations. L’ensemble des permutations sur I’ensemble {0,...,n — 1} est
un groupe commutatif. En particulier, chaque permutation admet une permutation inverse par
rapport a la composition. Un point fixe d’une permutation p est un élément i € {0,...,n—1}
tel que p(i) = i.

Exercice 4 Programmez une fonction C d’en téte void comp(int n, int r[n], int p[n], int q[n])
qui prend en entrée deux permutations (représentées par les tableauz p et q) et écrit dans le
premier tableau r la représentation de la permutation composition ‘po q .



60 Tri et permutations

Exercice 5 Programmez une fonction C d’en téte void inv(int n, int p[n], int q[n]) qui prend en
entrée une permutation (représentée par le tableau p) et écrit dans le tableau q la représentation
de la permutation inverse de p.

Exercice 6 Programmez une fonction C d’en téte int nbpointfixe(int n, int p[n]) qui prend en
entrée une permutation (représentée par le tableau p) et retourne le nombre de points fizes
de p.

Enumérer les permutations

On considere maintenant le probleme de concevoir un programme qui énumere toutes les
permutations sur {0,...,n — 1}. Par exemple, pour n = 3 le programme pourrait imprimer :

NN ER =, OO
= O N ON -
O ON - N

Pour préparer le terrain on peut d’abord considérer le probleme suivant : énumérer toutes
les fonctions sur {0,...,n — 1}. Une fonction sur {0,...,n — 1} peut étre représentée par un
tableau avec n éléments qui varient sur {0,...,n — 1}. Enumérer les fonctions revient alors
a énumérer de tels tableaux. On peut suivre ’algorithme suivant : au pas ¢ on écrit dans la
cellule 7 du tableau la valeur j pour j = 0,...,n — 1. Pour chaque j, on vérifie si i = n — 1.
Si c’est le cas on imprime le tableau et sinon on incrémente ¢ et on recommence. Voici un
codage (& compléter) de cet algorithme en C.

e e
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1 |void fonct(int gl], int i, int n){
2 int j;
3 for (j=0;j<m;j++){
4 glil=j;
5 if (i==(n-1)){
6 /* imprimer fonction */ }
7 else {
8 fonct(g,i+1,n);}}}
9 |int main (){
int n;
/* lire n */
int glnl;
fonct(g,0,n);
return 0;7}
Exercice 7 Programmez une fonction C qui vérifie si une fonction sur{0,...,n—1} est une

permutation. Modifiez le programme ci-dessus pour qu’il imprime seulement les permutations.

Le programme pour énumérer les permutations dérivé de ’exercice [7| n’est pas parti-
culierement efficace car il énumere toutes les fonctions sur {0, ..., n—1} pour ensuite imprimer
seulement les permutations. En général, on aura n™ fonctions et seulement n! permutations.
Par exemple, pour n =7, on a 77 = 823543 >> 5040 = 7!.
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Une approche plus efficace consiste donc a détecter aussi tot que possible les fonctions
partiellement spécifiées qui n’ont aucune chance de devenir des permutations. Une condition

nécessaire et suffisante pour qu'une fonction partiellement spécifiée sur {0,...,n — 1} puisse
devenir une permutation est qu’il n’y ait pas un élément répété dans I'image de la fonction
(pour construire une permutation il faut utiliser les éléments dans {0,...,n — 1} exactement

une fois). On va donc introduire un deuxieme tableau dans lequel on va se souvenir des
éléments déja utilisés dans la construction d’une permutation. Une programmation possible
est la suivante.

void perm(int p[], short £[], int i, int n){
int j;
for (j=0;j<m;j++){
if (£031)1
f[j1=0; /* j n’est plus disponible */
plil=j;
if (i==(n-1)){
/* imprimer permutation */}
else {
perm(p,f,i+1,n);}
fljl=1; /* j a nouveau disponible */ }}3}
int main(){
int n;
/* lire n x/
int gln];
short f[n];
int j;
for (j=0;j<n;j++){
fljl=1;}% /* tous j disponibles */
perm(p,f,0,n);
return 0;}

—_
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Encore une autre possibilité est de supposer qu’au début le tableau contient une per-
mutation. Ensuite on fait varier un indice ¢ de 0 & n — 1, un indice j entre i et n — 1. Pour
chaque couple (i, j), on échange 1’élément d’indice i avec celui d’indice j, on appelle la fonction
d’énumeération et on échange encore.

void perm(int t[],int n, int i){
if (i==(n-1)){
/* imprimer t */}
elseq
int j;
for(j=i;j<mn;j++){
/* échanger t[i] et t[j]l */
perm(t,n,i+1);
/* échanger t[i] et t[j] */}}}

© 0 O Ot i W N

Remarque 8 Comme pour le probléeme du déplacement de la tour d’Hanoi (section et
du tri par fusion (section , la simplicité de ces programmes repose sur l'utilisation d’une
fonction récursive. Le lecteur est invité a modifier les programmes afin de tracer tous les appels
a la fonction perm.
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Chapitre 8

Types structure et union

Le langage C comporte un certain nombre de types primitifs. Aussi les tableaux et les
pointeurs nous permettent de créer des nouveaux types. Par exemple, avec int a[]; on déclare
a comme un tableau d’entiers. Dans ce chapitre, on va introduire des nouvelles facons de
construire des types.

8.1 Structures

Souvent on a besoin d’agréger des données de types différents. Par exemple, le nom (string)
et I’age (int) d’un patient. On pourrait définir un nouveau type produit :

fiche = string x int .

Un élément de type fiche serait donc un couple. En utilisant les projections on pourrait
accéder au premier et deuxiéme composant. En programmation, on préfere donner des noms
mnémoniques aux projections. On parle alors de structures (en C) ou d’enregistrements (re-
cords en anglais) dans d’autres langages.

La déclaration du type fiche en C pourrait prendre la forme suivante ot I'on suppose que
10 caracteres suffisent pour représenter un nom :

1‘struct fiche {char nom[10]; int age;};

Si x est une valeur de type struct fiche on peut accéder au premier composant avec x.nom
et au deuxieme avec x.age. On insiste sur le fait que le nom du type est struct fiche et non
pas fiche. Cependant, il est possible d’utiliser le nom fiche en posant :

l‘typedef struct fiche fiche;

La wvaleur d’une variable de type fiche est son contenu et non pas l’adresse de mémoire ou
ce contenu est mémorisé. De ce point de vue, les variables de type structure se comportent
comme les variables de type primitif (int, float,...) et non pas comme les variables de type
tableau. Si I’on souhaite utiliser une fonction pour modifier une structure on doit soit passer
ladresse de la structure (comme dans (1)) soit recevoir une copie modifiée de la structure
(comme dans (2)). Si on procede comme dans (3), la structure de la fonction appelante n’est
pas modifiée. Ainsi, dans (4) le nom imprimé sera georges.

1 |fiche f(fiche p){
2 strcpy(p.nom,"frank");

63
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3 return p;}

4 |void g(fiche x*p){

5 strcpy ((*p) .nom,"georges") ;

6 | void main (){

7 fiche p;

8 strcpy(p.nom,"marius");

9 p.age=27;

10 p=f(p); A\ (D)
11 g(&p); \\(2)
12 f(p); \\(3)
13 printf ("nom=%s,age=%d\n", (p.nom) ,(p.age));} \\(4)

Structures et Unions

8.2 Rationnels

Dans cet exemple on illustre 'utilisation du type structure. On utilise le type :

1 |struct rat{int num; int den;};
2 |typedef struct rat rat;

pour représenter les nombres rationnels avec les conditions suivantes : (1) le champ num
représente le numérateur et le champ den le dénominateur, (2) le champ num est un entier et
le champ den est toujours un entier positif et (3) si le champ num est différent de 0 alors le
plus grand commun diviseur des champs num et den est 1. Dans la suite un rationnel est une
valeur de type struct rat qui respecte ces conditions. En particulier, une fonction qui prend en
argument un rationnel n’a pas a vérifier ces conditions et une fonction qui rend comme résultat
un rationnel doit assurer ces conditions. L’intérét de cette représentation des rationnels par
rapport a celle usuelle qui utilise les flottants est qu’en l'absence de débordements les 4
opérations arithmétiques peuvent étre calculées de facon exacte (sans approximations).

Exercice 8 Programmez une fonction d’en téte void imp_rat(rat r) qui prend en argument un
rationnel et l'imprime (d’une facon agréable a lire) sur la sortie standard. Ensuite, program-
mez les fonctions suivantes qui déterminent si un rationnel est égal a un autre rationnel et si
un rationnel est plus petit ou égal qu’un autre rationnel.

short eq(rat r, rat s)
short leq(rat r, rat s)

// égalité
// plus petit ou égal

Il est utile d’avoir une fonction build qui prend deux nombres entiers n et d avec d # 0

et rend comme résultat un rationnel qui correspond a 7. Une fagon élégante de résoudre ce

probleme est d’utiliser la fonction pged considérée dans ’exemple [4l Dans la suite on suppose
aussi que abs(n) est la valeur absolue de I’entier n.

rat build(int n, int d){
assert (d!=0);
rat r;
if (n==0){
r.num=0;
r.den=1;
return r;}
int div = pgcd(abs(n), abs(d));
if (d<0){

© 00 O U = W N =
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10 n=-n;

11 d=-4;}

12 if (div>1){
13 n=n/div;
14 d=d4/div;}
15 r.num =n;

16 r.den=d;

17 return r;}

On termine cet exemple avec la programmation de 4 opérations arithmétiques sur les
nombres rationnels : la somme, 'inverse additive ('opposé), la multiplication et l'inverse
multiplicative (si elle existe).

rat

rat

rat
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sum(rat r, rat s){

int d = r.den * s.den;

int n = r.num * s.den + s.num * r.den;
return build(n,d);}

op(rat r){

r.num= -r.num;

return r;}

mul (rat r, rat s){

int n= r.num * s.num;

int d = r.den * s.den;
return build(n,d);}

inv(rat r){

assert (r.num != 0);

return (build(r.den,r.num));}

Points et segments

On peut imbriquer les déclarations de type. En particulier, on peut déclarer des types
structures qui contiennent des types structures. On développe un exemple qui illustre cette
possibilité.

Un point (rationnel) dans l’espace cartésien en dimension 2 est représenté par une valeur

de type :
1 |struct point {rat x; rat y;l};
2 | typedef struct point point;
et un segment (rationnel) est représenté par une valeur de type :
1 |struct segment {point ql; point q2;1};
2 |typedef struct segment segment;

Les champs ql et q2 correspondent aux points qui déterminent les deux extrémités du
segment. Ces extrémités font partie du segment et on peut avoir des segments dégénérés ou
les deux extrémités coincident.

On commence par programmer une fonction allign qui prend en argument 3 points et

retourne 1 s’ils sont alignés (il y a une droite qui passe par les 3 points) et 0 autrement. La
fonction utilise une fonction eqp pour vérifier I'égalité de deux points et elle distingue 3 cas.
Dans (1), au moins deux points sont égaux et donc les 3 points sont alignés. Dans (2), pl
et p2 ont la méme abscisse et donc les points sont alignes si et seulement si p3 a la méme
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abscisse que pl. Dans (3), on sait que les 3 points sont différents et pl et p2 n’ont pas la
méme abscisse. On peut donc calculer la droite qui passe par pl et p2 et vérifier si p3 est sur
la droite.

short allign(point pl, point p2, point p3){
if (eqp(pl,p2) || eqp(pl,p3) || eqp(p2,p3)){ // (1)
return 1;}
if (eq(pl.x,p2.x)){ //(2)

return eq(pl.x,p3.x);}
rat a = mul(sum(p2.y,op(pl.y)),inv(sum(p2.x,0p(pl.x)))); //(3)
rat b sum(pl.y,op(mul(a,pl.x)));
return eq(p3.y, sum(mul(a,p3.x),b));}
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Ensuite, on programme une fonction dist qui prend en argument deux points et calcule
leur distance Euclidienne exprimée en tant que valeur de type float.

float dist(point pl, point p2){
rat ry = sum(p2.y, op(pl.y));
rat rx = sum(p2.x,op(pl.x));
rat r = sum(mul(ry,ry),mul(rx,rx));
float f = (float)(r.num)/(float)(r.den);
return sqrt(f);}

ST W N

On illustre la combinaison de tableaux et de structures en programmant une fonction min-
dist qui prend en argument un tableau de n points (n > 2) et retourne la distance Euclidienne
minimale entre deux points du tableau.

float mindist(int n, point t[n]){
assert (n>=2);
float min=dist (t[0],t[1]);
int i,j;
for(i=0; i<m;i++){
for (j=i+1; j<mn;j++){
float d= dist(t[il,t[j1);
if (d<min){
min=d;}}}
return min;}
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Pour un autre exemple de combinaison de tableaux et de structures on programme le
calcul du barycentre de n points p1,...,p, avec la méme masse. On rappelle que dans ce cas
le barycentre est égal & la somme (vectorielle) des points multipliée par le scalaire %

[y
o

1 |point barycentre(int n, point t[n]){
2 point s;
3 s.x=build(0,1); s.y=build(0,1);
4 int i;
5 for (i=0;i<mn;i++){
6 s.x=sum(t[i] .x,s.x);
7 s.y=sum(t[i].y,s.y);}
8 rat r = build(1,n);
9 s.x=mul(s.x,r);
s.y=mul(s.y,r);
return s;}

—_
—_

Enfin on programme une fonction app qui prend en argument un segment et un point et
rend 1 si le point est sur le segment (extrémités comprises) et 0 autrement. Pour résoudre ce
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probleme, on utilise la propriété suivante : si x,y € R™ sont deux vecteurs de nombres réels
alors z € R est dans le segment déterminé par z,y si et seulement si z =A-z+ (1 —A) -y
ou A € Ret 0 <A< 1. On distingue 3 cas. Dans (1), p1 = p2 et donc il faut que p = pl.
Dans (2), pl et p2 sont différents mais ont la méme abscisse; on calcule le A en utilisant les
ordonnées. Dans (3), on est dans la situation symétrique ou pl et p2 sont différents et n’ont
pas la méme abscisse ; on peut donc calculer le A en utilisant les abscisses.

short app(point p, segment seg){

point pl=seg.ql;

point p2=seg.q2;

if (eqp(p1,p2)){ /7 (1)
return eqp(pl,p);}

rat lam;

if (eq(pl.x,p2.x)){ //(2)
lam = mul(sum(p.y, op(p2.y)), inv(sum(pl.y,op(p2.y))));%}

else { //(3)
lam = mul (sum(p.x, op(p2.x)), inv(sum(pl.x,op(p2.x))));}

return (leq(build (0,1),lam) && leq(lam,build(1,1)));}
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8.4 Unions

Parfois on souhaite disposer d’une variable qui peut prendre une valeur de types différents.
Par exemple, le nom ou I’dge d’un patient. On pourrait définir un nouveau type union (dis-
jointe) :

fiche = string + int .

Un élément de type fiche serait alors soit un string soit un int. A nouveau, on préfere donner
des noms mnémoniques. Voici une déclaration possible du type fiche en C :

1‘union fiche {char nom[10] ; int age;} ;

Comme pour les structures, si x a type union fiche on accede a sa valeur en écrivant x.nom
ou x.age. Aussi la valeur d’une variable de type union est son contenu (pas son adresse).

Du point de vue de l'utilisation de la mémoire, il peut étre intéressant d’utiliser un type
union au lieu d’un type structure. Par exemple, pour mémoriser une valeur de type union fiche
il faut 10 octets alors que pour mémoriser une valeur de type struct fiche il faut 14 =10+ 4
octets.

Dans le langage C, les types unions ne protegent pas le programmeur de certains erreurs.
En effet, rien nous empéche d’écrire :

1 |union fiche x;
2 | (x.nom) [0]=‘Db’;
3 |x.age=x.age+1;

En général, le compilateur ne sait pas prévoir si une variable de type union fiche contiendra
un tableau de caractéres ou un entier. En principe, il est possible de : (i) intégrer dans une
valeur de type union une information qui nous permet de déduire son type et (ii) vérifier
au moment de ’exécution la cohérence des opérations qu’on effectue sur des valeurs de type
union.

Exemple 27 On suppose qu’une figure est soit un cercle soit un triangle qu’on représente
avec les types suivants.
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struct point {float x; float y;};
typedef struct point point;
struct cercle {point centre;
typedef struct cercle cercle;
struct triangle {point pl; point p2;
typedef struct triangle triangle;

Structures et Unions

float rayon;};

point p3;};

On programme une fonction qui prend en argument une figure et retourne son perimétre ;
la programmation de la fonction distance dist est omise.

enum 1fig {CERCLE, TRIANGLE};
typedef enum 1fig 1lfig;
union ufig {cercle c; triangle t;1};
typedef union ufig ufig;
struct figure {1lfig 1; ufig u;};
typedef struct figure figure;
float perim(figure £f){

switch(£f.1){

case CERCLE: return 2 *x M_PI =«
case TRIANGLE: return dist(f.u.
dist(f.u.
dist(f.u.

default: exit (1);}}

ct o ot Hh

Et voici deux appels possibles a la fonction perim :

figure f;

f.1=CERCLE;
f.u.c.centre.x=0;
f.u.c.centre.y=0;
f.u.c.rayon=1;

printf ("%f\n",perim(£f));

f.1=TRIANGLE;
f.u.t.pl.x=1;
f.u.t.p2.x=0;
f.u.t.p3.x=-1;
f.u.t.pl.y=0;
f.u.t.p2.y=1;
f.u.t.p3.y=0;
printf ("%f\n",perim(£f));

.u.c.rayon;
.pl,f.u.t.p2)+
.pl,f.u.t.p3)+
.p2,f.u.t.p3);



Chapitre 9

Pointeurs

Dans les chapitres précédents on a évoqué l'utilisation de pointeurs (ou adresses de
mémoire) dans le cadre de 'utilisation de la fonction scanf (section et pour le passage
de tableaux comme arguments d’une fonction (section . Dans ce chapitre, on va examiner
d’autres utilisations possibles des pointeurs en C.

9.1 Pointeurs de variables

On a déja vu que l'opérateur & permet de récupérer I’adresse d’une variable. Donc si x est
une variable &x est 'adresse associée a la variable. On peut aussi bien appliquer 'opérateur
& a un élément d’'un tableau comme dans &(x[3]). Par contre, I'application de 'opérateur &
a une entité qui n’a pas une adresse associée produit une erreur. Par exemple &3 n’est pas
une expression correcte.

Il existe aussi un deuxiéme opérateur ‘*’; dit de déréférencement, qui étant donné une
adresse permet de récupérer le contenu de ’adresse. En particulier, si x est une variable alors
I’évaluation de l'expression #(&x) donne exactement le méme résultat que 1’évaluation de la
variable x.

Le langage C a une notation un peu particuliere pour indiquer les types des pointeurs.
Par exemple, plutot que dire : ‘la variable p a le type des pointeurs a int’, en C on dit : ‘le
déréférencement de la variable p a le type int’. Ainsi, la déclaration de la variable p a la forme :

¢

int xp.
De la méme facon, pour déclarer un tableau d’entiers on écrit :
int af

et pour déclarer une fonction f qui prend en argument un pointeur a un entier et retourne un
pointeur a un entier on écrit :

int «f(int *p){...}

On va maintenant considérer différentes utilisation des pointeurs de variables.
Exemple 28 Dans 1, p est un pointeur d’entier qui recoit l’adresse de x dans 2. Dans 3, le
contenu de 'adresse p (donc la valeur de x) est affecté a'y et donc dans 4 on imprime 1. Dans

5, p prend ladresse de z|0] et donc dans 6, on affecte a z[0] la valeur 1 qu’on imprime dans
7.
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main (){
int x=1, y=2, z[10], x*p;
p=&x;
V=*p;
printf ("y=%d\n",y);
p=&z[0];
*p=1;
printf ("z[0]=%d\n",*p);}
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Exemple 29 La fonction f déclare x ety comme des pointeurs d’entiers. Ainsi, f est capable
de permuter le contenu des variables a et b de la fonction appelante main.

void f(int *x, intx*y){
int aux;
aux=*x;
kX =Ky ;
xy=aux;}

main (){
int a=1, b=2;
f(&a,&b);
printf ("a %d\n",a);
printf ("b %d\n",b);}

© 00 O Ot i W N

—_
o

Exemple 30 La fonction f retourne comme résultat un pointeur a sa variable locale x. Il
convient d’éviter ce type de programme! La fonction appelante ne devrait jamais accéder
les variables locales de la fonction appelée car ces variables risquent fort d’étre compromises
quand la fonction appelée retourne. La situation inverse est par contre admissible et on en a
déja vu un exemple avec la fonction scanf.

int *f ()4
int x=1;
return &x;}
main () {
int *p=£f();
printf ("*p=%d\n" ,*p);}

TR W N

9.2 Pointeurs de tableaux

En C, on peut utiliser les pointeurs pour manipuler les tableaux. Ainsi, les fonctions
suivantes ont le méme effet :

1 |void f(int all){
2 al3]=5;}%

3 |void g(int *p){
4 *(p+3)=5;1%}

La notation pour les tableaux semble plus lisible et autant que possible elle est a notre
avis & préférer. Une particularité de C est de permettre une forme limitée d’arithmétique sur
les pointeurs. En particulier, il est possible :

— d’obtenir un pointeur en additionnant un pointeur avec un entier.

— d’obtenir un entier en calculant la différence de deux pointeurs.
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Ainsi si b et h sont des pointeurs alors 'expression b+ (h — b)/2 dénote un pointeur alors
que l'expression (b+ h)/2 est refusée par le compilateur.

Exemple 31 On programme une fonction qui effectue une recherche dichotomique d’un en-
tier x sur un segment de mémoire censé contenir une suite croissante de n entiers a partir de
ladresse t.

1 |int dicho(int *t,int n,int x){
2 int *b=t;

3 int *h=t+(n-1);

4 while (1) {

5 int *m=b+(h-b)/2;

6 if (*¥m==x){

7 return 1;}

8 if ((*m<x)&&(m!'=h)){
9 b=m+1;

10 continue;}

11 if ((xm>x)&&(m!=b)){
12 h=m-1;

13 continue;}

14 return O;}}

9.3 Pointeurs de char

La bibliotheque ctype.h contient un certain nombre de fonctions qui permettent de classi-
fier et manipuler les valeurs de type char : caracteres alphabétiques, minuscules, majuscules,
chiffres, espaces,... Notez que la frontiere entre caractéres et entiers est assez floue. Par
exemple, les fonctions en question acceptent en argument et retournent des valeurs de type
int.

Les pointeurs sont souvent utilisés pour manipuler des suites de caractéres. Plusieurs
langages ont un type de base string et des fonctions de bibliotheque. En C, on préfere exposer
les détails de la représentation : ainsi une suite de caracteres est un pointeur de char qui se
termine par un caractere spéciale \0’. De fagon équivalente, c’est un tableau de char dont
la fin est marquée par '\0’. L’inconvénient de cette approche ‘bas niveau’ est que c’est a la
charge du programmeur d’allouer des tableaux assez grands!

Exemple 32 Dans 4 on utilise la directive %s pour lire une chaine de caractéres. La chaine ne
doit pas dépasser 10 caractéres (en comptant aussi le symbole spécial \0). Ce programme utilise
deuzx fonctions de la bibliothéque string.h, a savoir strcpy (copie) et strcat (concaténation).
Dans 7, on copie i dans o et dans 8 on concaténe middle ¢ 0. De méme, dans 9 on concaténe
i a4 0. Enfin, dans 10 on imprime o avec la directive %s. Ce type de programmation est fragile
a cause des débordements possibles des tableauz de caractéres qui me sont pas remarqués par
le compilateur. Ainsi, il est possible que dans 10 on imprime aussi le contenu du tableau b
qui a priori n’a Tien & voir avec le contenu du tableau o.

1 |main (){

2 char i[10];

3 printf ("Entrez une chaineln");
4 scanf ("%s",1i);

5 char o[20];
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6 char b[10]="philippe";
7 strcpy(o,i);

8 strcat (o,"middle");

9 strcat(o,1i);

10 printf ("%s\n",0);}

Exercice 9 Programmez une fonction qui prend en argument un mot (représenté par une
pointeur de caractéres) et le remplace par le mot inverse. Par exemple, abacus est remplacé
par sucaba. Programmez une fonction qui prend en argument deux mots et retourne 1 si le
premier précede le deuxieme dans lordre de l’annuaire téléphonique et 0 autrement.

9.4 Fonctions de fonctions et pointeurs de fonctions

Il n’est pas rare de rencontrer des fonctions qui prennent des fonctions comme argu-
ment et/ou qui rendent une fonction comme résultat. Par exemple, en analyse les opérations
de dérivation et d’intégration prennent une fonction en argument et rendent une fonction
comme résultat. Dans certains langages de programmation, il est possible d’écrire et de typer
directement ces fonctions d’ordre supérieur. Dans le langage C, on considere qu’une fonction
est 'adresse d’un segment de code et on utilise les pointeurs de fonction pour manipuler ces
adresses.[]

Exemple 33 Voici une fonction intmap qui attend en argument un pointeur de fonction f de
int vers int et un tableau de n entiers et applique la fonction f a chaque élément du tableau.

1 |void intmap(int (*£f) (int), int n, int t[n]){
2 int 1i;

3 for(i=0;i<n;i++){

4 t[il=(x£) (£ [i]1);2}}

On peut appeller la fonction intmap en lui passant en argument, par exemple, une fois une
fonction pour éléver au carré et une autre fois une fonction pour éléver au cube comme dans
le code suivant.

1 |int square(int x){

2 return x*x;}

3 |int cube(int x){

4 return x*x*x;}

5 |void main (){

6 int t[5] = {4,4,1,0,3};
7 intmap (square ,5,t);

8 ...)

9 intmap (cube ,5,t);

10 (...}

Exemple 34 On peut adapter la fonction intmap de [’exemple précédent auzr chaines de
caractéres. Voici une fonction stringmap qui attend un pointeur de fonction f de char wvers
char, un pointeur a une chaine de caractéres c et une longueur | et applique la fonction f a
chaque caractére en prenant en compte la longueur | et le caractére spécial qui marque la fin
de la chaine.

1. En général, ce point de vue est insuffisant et il est necéssaire d’ajouter de I'information pour représenter
I’environnement dans lequel la fonction est définie.
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void stringmap (char (*f) (char), char * c, int 1){
unsigned 1i=0;
while ((i<1)&&(*(c+i)!=°\0")){
*(c+i)=(*xf) (x(c+i));
i++;3}
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9.5 Fonctions génériques et pointeurs vers void

Les fonctions intmap et stringmap des exemples et sont suffisamment similaires
pour envisager d’écrire une seule fonction map. On parle alors de fonctions génériques ou
polymorphes. Certains langages de programmation, ont un systéme de typage assez puissant
pour exprimer les caractéristiques communes de intmap et stringmap. En C, le mécanisme de
base pour écrire des fonctions génériques consiste a utiliser un pointeur vers void en sachant
que :

— tout pointeur est converti implicitement & un pointeur vers void,

— tout pointeur vers void peut étre converti explicitement par le programmeur a un

pointeur d’un type arbitraire.

Par exemple, la fonction swap ci-dessous prend un tableau de pointeurs vers void et per-
mute les premiers deux pointeurs du tableau. On peut déclarer un tableau tint de pointeurs
d’entiers et appeler swap((void *)tint) et aussi déclarer un tableau de pointeurs de caracteres
tchar et appeler swap((void *)tchar).

void swap(void * t[2]){
void * aux;
aux=t [0] ;
t[0]1=t[1];
t[1]=aux;}
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En général, le programmeur utilise I'opérateur de cast pour autoriser certaines manipula-
tions. Dans ce cas, c’est a la charge du programmeur de s’assurer que 1'utilisation des pointeurs
est cohérente. Considérons le programme suivant.

int void_inc(void *p){
int x=*(int*) (p);
return x+1;}
void main (){
int y=1;
printf ("%d\n", void_inc(&y));
char a=’a’;
printf ("%d\n", void_inc(&a));?}
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Dans 2, la fonction void_inc prétend que p pointe vers un entier mais dans 8 la fonction
main lui passe en argument un pointeur vers un caracteére. Ainsi, avec mon compilateur le pro-
gramme imprime 2 et 75780194 ! Cet exemple montre qu’en faisant des cast, le programmeur
peut introduire des erreurs de typage qui ne seront pas détectés par le compilateur.

Exemple 35 Avec les reserves évoquées ci-dessus, voici une facon de programmer et d’utili-
ser une fonction map générique.

1 |void mapgen(void * tab, int n, size_t t, void (xf)(void *)){ //(1)
int 1i;
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for(i=0;i<n;i++){
f(tab+(i*t));}}
void square(void *x){ //(2)
int *a=(int *)x;
ka=(xa)*(*a);}
void main (){
int al[3]1={4,5,6};
10 mapgen(a,3,sizeof (int),square);} //(3)
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Dans (1), la fonction mapgen attend un pointeur (vers un tableau) tab, le nombre d’éléments
n du tableau, leur taille (en octets) t et un pointeur de fonction f qui attend un pointeur et ne
retourne pas de résultat (la fonction f agit donc par effet de bord). Pour utiliser la fonction
mapgen pour éléver au carré un tableau d’entiers, on commence par déclarer dans (2) une
fonction square du type attendu par mapgen. La fonction convertit explicitement un pointeur
vers void en pointeur vers int et ensuite éléve au carré son contenu. Notez que dans (3) le
compilateur ne fait pratiquement aucune vérification ; c’est lutilisateur qui doit assurer la
cohérence des arguments fournis a mapgen.

Exemple 36 On aimerait écrire une fonction de tri qui prend en argument un tableau d’éléments
de type T et un prédicat de comparaison cmp : T x T — Bool et qui trie le tableau par ordre
croissant d’apres ordre défini par le prédicat. Il s’agit donc de combiner la notion de poin-
teur de fonction avec celle de fonction générique. On illustre 'approche dans le cadre de la
fonction de tri qsort qui se trouve dans la bibliotheque stdlib.h. Le type de la fonction gsort
est le suivant :

1 |void gqgsort(void #*base, size_t n, size_t size,
int (*cmp) (const void *,const void *))

— base pointe a un tableau (du moins on l’espere car son type est pointeur vers void ).
— size_t est un type prédéfini d’entiers non-signés. La fonction sizeof(T) donne la taille
(en octets) d’une valeur de type T.

— n est la taille du tableau.

— size est la taille d’un élément du tableau.

— const indique que l’argument n’est pas modifié (est constant).

— cmp prend deux arguments et rend une valeur négative, 0 ou positive si le premier est

plus petit, égal ou plus grand que le second.

11 est possible d’appliquer la fonction de tri qsort a des tableauz de type différent et avec des
prédicats de comparaison différents. Par exemple, pour trier de fagon croissante un tableau
d’entiers avec l’ordre standard on peut déclarer une fonction de comparaison cmp_int et un
tableau d’entiers t et appeler la fonction gsort. Mais on peut aussi déclarer une fonction de
comparaison sur les caractéres cmp_char avec un ordre alphabétique décroissant et un tableau
de caracteres a et y appliquer la méme fonction qsort.

1 |int cmp_int (const void *p,const void *q){
2 int x=*(const int*)(p);

3 int y=+*(comnst int*)(q);

4 if (x<y){

5 return -1;}

6 else {

7 if (x==y){

8

return 0;%}
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9 else {

10 return 1;}}}

11 |int cmp_char (const void *p, const void *qg){

12 char x=*(const charx*)(p);

13 char y=*(const charx)(q);

14 if (x>y){

15 return -1;}

16 else {

17 if (x==y){

18 return 0;%}

19 elseq

20 return 1;}}}

21 |void main (){

22 int t[5] = {4,4,1,0,3};

23 gsort(t, (size_t)5, sizeof(int),cmp_int);

24 char af[4] = {’a’, ’d’, ’c’, ’a’};

25 gsort(a, (size_t)4, sizeof (char), cmp_char);}
9.6 Pointeurs de fichiers

Les pointeurs de fichiers permettent de gérer les entrées sorties en utilisant des fichiers

plutét que I'écran comme on I'a fait jusqu’a maintenant.

Par exemple, supposons que ’on souhaite lire les entrées d’un fichier input et imprimer les
sorties dans un fichier output.

Une premiere solution consiste a utiliser les opérateurs de redirection de Unix comme dans :

./a.out < input > output

Une deuxiéme solution consiste a utiliser les opérateurs C de la bibliotheque stdio.h qui rem-
placent 'entrée standard par le fichier input et la sortie standard par output. Cette deuxieme
solution est plus flexible et elle ne dépend pas du systeme d’exploitation. Voici un exemple
de programme.

1 |void main (){

2 int x; FILE *x f;

3 f=fopen ("input","r"); //f pointe vers input

4 fscanf (£f,"%d",&x);

5 fclose(£f); //f ne pointe plus vers input
6 f=fopen ("output","w"); //f pointe vers output

7 fprintf (£,"%d\n",x+1);

8 fclose(£f);} //f ne pointe plus vers output

Supposons maintenant que ’on souhaite passer a ’exécutable des arguments. Par exemple,
les noms des fichiers qu’il doit lire/écrire comme dans :

./a.out input output

Jusqu’a maintenant, on a supposé que la fonction main ne prend par d’arguments. Ce-
pendant, il est possible de déclarer des arguments pour cette fonction comme dans I’exemple
suivant.
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1 |void main(int argc, char xargv[]){

2 int x; FILE * f;

3 f=fopen(argv([1],"r");

4 fscanf (f,"%d4d" ,&x);

5 fclose (f);

6 f=fopen(argv[2],"w"

7 fprintf (£,"%d\n",x+1);

8 fclose(f);}

La variable argc représente le nombre d’arguments qu’on passe a I'exécutable (2 dans notre
exemple) et la variable argv est un tableau de chaines de caractéres (techniquement un tableau
de pointeurs de char). Par convention, le premier élément de ce tableau argv[0] est réservé
pour le nom de I'exécutable. Les noms des fichiers input et output qu’on passe en argument &
Iexécutable a.out sont donc mémorisés dans argv[1] et argv[2] respectivement.

Exercice 10 Voici un exercice qui permet d’utiliser les différents aspects des pointeurs décrits
dans ce chapitre. Il s’agit de reprogrammer la fonction sort de Unix.
— Quwrez un fichier input.
— Comptez le nombre de lignes dans le fichier input et le nombre mazimum de caractéres
par ligne.
— Allouez un tableau qui contient tous les caractéres du fichier et un tableau qui contient
les pointeurs au debut de chaque ligne dans le premier tableau.
— Utilisez la fonction de bibliothéque qsort pour trier le tableau de pointeurs en suivant
lordre alphabétique.
— Imprimez les lignes ordonnées dans un fichier output.



Chapitre 10

Listes et gestion de la mémoire

En C, il est possible de déclarer des types structure qui contiennent des types pointeurs
a la structure qu’on est en train de déclarer. Il s’agit d’une forme de définition récursive
(au niveau des types plutot qu’au niveau des fonctions). Ce type de déclarations ouvre la
possibilité de représenter des données avec des formes plus ou moins élaborées : des listes,
des arbres, des graphes,... Dans ce chapitre introductif, on se limitera a considérer les listes
qu’on peut visualiser comme des suites d’éléments constitués d’une valeur et d’un pointeur
vers le prochain élément de la suite. Il est naturel de considérer des listes dont la taille varie
dynamiquement pendant le calcul et dans ce contexte on est améné a reconsidérer le modele
mémoire de C. Il est aussi naturel d’adapter aux listes les algorithmes qui utilisent les tableaux
et de représenter des ensembles finis comme des listes.

10.1 Listes

En C, on peut déclarer par exemple :

1 |struct node{int val; struct node *next;};
2 | struct tnode{int tval; struct tnode *left; struct tnode *right;};

La structure node contient un champ next qui est un pointeur & une structure node et
la structure tnode contient deux champs left et right qui sont des pointeurs a une structure
tnode. On peut utiliser node pour représenter des listes et on verra plus tard qu’on peut utiliser
tnode pour représenter des arbres binaires. En C on peut voir une liste non vide (d’entiers)

comme une collection de valeurs de type struct node avec adresses /1, ..., £, telle qu’il existe
une permutation w sur {1,...,n} avec la propriété que :

Zﬂ.u) — next = éﬂ(g)

Eﬂ-(g) — next = Z,r(g)

Zﬂ.(n,;l) — next = Kﬂ(n)

Eﬂ-(n) — next = NULL

La notation £ — next indique le contenu du champ next de la structure node mémorisée a
Padresse £. On note qu’en C on peut écrire p—> val a la place de (xp).val.

La valeur NULL est un pointeur (adresse) prédéfini de C. Le pointeur NULL habite tous
les types pointeur mais c¢’est une erreur d’essayer d’accéder un champ du pointeur NULL. Par
exemple, le programme suivant compile mais produit une erreur au moment de ’exécution
car dans (1) on cherche a lire le champ val de NULL.

7
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1 |void main (){

2 struct node {int val; struct node *next;} ;

3 struct node x,y;

4 x.val=3;

5 y.val=4;

6 X.next = &y;

7 printf ("%d", (*x(x.next)).val);

8 x.next = NULL;

9 printf ("%d", (*(x.next)).val);} /7 (1)

10.2 Allocation de mémoire

Les listes permettent une gestion de la mémoire plus flexible. Supposons que 'on doit lire
et mémoriser une suite d’entiers dont on ne connait pas le nombre a ’avance. Une approche
possible serait d’allouer un tableau. .. mais comment décider la taille du tableau? On risque
de ne pas avoir un tableau assez grand ou d’utiliser seulement une petite partie du tableau.
Une solution plus flexible consiste a allouer une structure qui par exemple a le type :

1‘struct tabnode{int t[1000]; struct tabnode * next;l};

Une telle structure peut mémoriser jusqu’a 1000 entiers et au cas ou elle serait saturée il est
possible d’allouer une autre structure du méme type et de la connecter a la précédente. De
cette facon on pourra continuer a lire et mémoriser la suite d’entiers tant que la mémoire
(virtuelle) de 'ordinateur contient un segment suffisant & contenir une valeur de type struct
tabnode (typiquement 4004 octets). On peut remarquer qu’on paye un petit prix pour cette
flexibilité : environ 1 octet sur 1000 est utilisé pour mémoriser les pointeurs du champ next.

Dans notre exemple, on doit allouer dynamiquement (pendant le calcul) des structures de
type tabnode. En C, pour allouer une structure on utilise la fonction malloc de la bibliotheque
stndIib.h.E] Il convient d’encapsuler la fonction malloc dans une fonction C. Par exemple, pour
allouer une structure de type node on peut utiliser la fonction suivante.

struct node {int val; struct node * next;};
typedef struct node node;
node *allocate_node (int v){
node *p=malloc(sizeof (node));
(p->val)=v;
(p->next)=NULL;
return p;}
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La fonction sizeof est une autre fonction de bibliotheque qui prend en entrée un type et
retourne un nombre naturel qui indique le nombre d’octets nécessaires pour mémoriser une
valeur du type en question. Par example, pour le type node ce nombre est typiquement 8.
La fonction malloc retourne un pointeur vers void qui est ’adresse de base du segment de
mémoire alloué. Remarquons aussi que la fonction allocate_node initialise les champs val et
next de la structure.

1. D’autres fonctions avec des fonctionnalités comparables sont calloc et realloc.
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10.3 Reécupération de mémoire

Le langage C n’a pas de ramasse miettes (garbage collector, en anglais). La récupération
de la mémoire allouée avec malloc est a la charge du programmeur et elle est possible avec la
fonction de bibliotheque free.E]

Si p est un pointeur & un bloc de mémoire (par exemple, un pointeur a une structure)
alors free(p) a leffet de libérer le bloc et donc de le rendre réutilisable dans les prochains
appels a malloc.

11 est catastrophique :

— d’appeler free(p) et ensuite d’accéder au bloc pointé par p en lecture ou écriture.

— d’exécuter plusieurs fois free(p).

Utilisez free seulement si vous n’avez pas assez de mémoire et si vous étes strs que 1’élément
libéré ne sera pas utilisé dans la suite du calcul.

Remarque 9 L’introduction de malloc et free nous oblige a raffiner notre modele de la
mémoire. On peut maintenant distinguer 3 zones de mémoire.

— Une zone statique ot l'on mémorise les données globales dont la vie termine avec la
terminaison du programme.

— Unepile ou l’on mémorise les données locales a un appel de fonction dont la vie termine
avec le retour de la fonction. La machine s’occupe de récupérer automatiquement cet
espace méeémoire.

— Un tas ou le programmeur alloue de la mémoire avec malloc et la récupére avec free.

10.4 Tri par insertion avec des listes

Une suite finie d’éléments se représente aisement comme une liste et dans ce cadre on peut
adapter aux listes les algorithmes développés pour les tableaux. On considere le cas du tri par
insertion (section . On suppose la déclaration du type struct node ci-dessus. La fonction
isort prend une liste d’entiers et la trie par ordre croissant en utilisant la fonction auxiliaire
d’insertion ins. On fait un calcul en place (in place, en anglais) a savoir on n’alloue pas des
nouvelles structures mais on se limite & modifier les pointeurs des champs next des structures
existantes. Le nombre d’opérations élémentaires dans cette version du tri par insertion sur les
listes est toujours quadratique dans le pire des cas dans le nombre d’éléments a trier.

node * ins(node * list, node * n){
assert (n!'=NULL) ;
if (list==NULL){
(n->next)=NULL;
return n;};
if ((list->val)>=(n->val)){
(n->next)=1list;
return n;l};
(list->next)=ins (list->next ,n);
return list;}
node * isort(mode * list){
if (list==NULL){
return list;};
return ins(isort(list->next), list);}
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2. Alternativement, on peut utiliser des bibliotheéques, voir par exemple [BWSS].
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10.5 Ensembles finis comme listes

On considere le probleme de représenter les sous-ensembles finis d’un certain ensemble
ordonné (et pas forcement fini). Dans la suite nous traiterons des ensembles finis de nombres
entiers avec l’ordre standard. Les opérations dont ’on souhaite disposer sur ces ensembles
finis sont les suivantes :

— création de l’ensemble vide (emp).

— insertion d’un élément (ins).

— test d’appartenance d’un élément (mem).

— élimination d’un élément (rem).

— impression de l’ensemble (pri).

On choisit de représenter un ensemble fini par une liste. Ce choix a 'avantage de la sim-
plicité mais d’autres solutions plus efficaces (arbres binaires de recherche, tables de hachage,
listes & enjambements,. ..) sont possibles.

Comme dans la section nous ferons ’hypothese que chaque noeud est représenté par
une structure avec 2 champs avec noms val pour une valeur entiére et next pour un pointeur.
En C, on va supposer la déclaration de type structure suivante :

1 |struct node{int val; struct node *next;}l};
typedef struct node node;

On rappelle aussi la fonction qui alloue une structure node en utilisant la fonction malloc.

node *allocate_node (int v){
node *p=(node *)(malloc(sizeof (node)));
(xp) .val=v;
(*p) .next=NULL;
return p;}
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On va supposer que les entiers dans ’ensemble sont mémorisés dans la liste par ordre
croissant. Un escamotage qui permet de simplifier la programmation des opérations consiste
a créer deux noeuds sentinelles qui contiennent des entiers non-standard —oo et +oo. En
pratique, on peut utiliser les constantes INT_MIN et INT_MAX de la bibliotheque limits.h. La
liste qui correspond & ’ensemble vide va donc contenir deux noeuds avec valeurs INT_MIN et
INT_MAX. La fonction C qui permet de créer I’ensemble vide est la suivante.

1 |node * emp(){

2 node *head = allocate_node (INT_MIN);
3 node *tail = allocate_node (INT_MAX);
4 (*head) .next=tail;

5 return head;}

Les deux opérations plus compliquées sont celles pour insérer et éliminer. Elles ont une
structure assez similaire qui consiste & faire glisser deux pointeurs pred et curr dans la liste
jusqu’a trouver le point ou I'action d’insertion ou d’élimination doit avoir lieu. On remarquera
que l'insertion utilise la fonction malloc et ’élimination la fonction free.

void ins(int v, node *1list){
node *pred=list;
node *curr=(list->next);
while ((curr->val)<v){
pred=curr;
curr=(curr->next);}

ST W N



Listes et gestion de la mémoire 81

7 if ((curr->val)!=v){

8 node * new=allocate_node(v);
9 (new->next)=curr;

10 (pred->next)=new;}

11 return;}

12 | short rem(int v, node *1list){

13 node *pred=list;

14 node *curr=(list->next);

15 while ((curr->val)<v){

16 pred=curr;

17 curr=(curr->next);}

18 if ((curr->val)==v){

19 (pred->next)=(curr->next);
20 free(curr);} //FREE

21 return 0;}

Exercice 11 Programmez les fonctions pour tester l’appartenance et pour imprimer un en-
semble.

Exercice 12 Reprogrammez les fonctions ins et rem en supposant que maintenant on n’a pas
de noeuds sentinelles et que donc l’ensemble vide correspond a la liste vide.

Exercice 13 On souhaite représenter des ensembles d’entiers avec au plus n éléments. Fizez
une représentation de ces ensembles par des tableaux d’entiers et étudiez la mise en oeuvre
des opérations emp, ins, mem, rem et pri ¢voquées au début de cette section.

Exercice 14 Un multiensemble est un ensemble ou chaque élément peut étre dupliqué un
certain nombre de fois. Formellement, un multiensemble sur un ensemble support A est une
fonction m : A — N. Le nombre naturel m(a) indique le nombre de copies disponibles de
lélément a; on dit aussi la multiplicité de a. Un multiensemble m est fini si {a € A |
m(a) > 0} est fini. On peut effectuer sur les multiensembles finis des opérations similaires a
celles évoquées pour les ensembles finis. La différence est que 'opération d’insertion augment
de 1 la multiplicité d’un élément et l'opération d’élimination la diminue de 1 (si elle est
positive). On prend le support A comme [’ensemble des entiers. Proposez une représentation
des multiensembles d’entiers par des listes.
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Chapitre 11

Piles et queues

On introduit deux exemples élémentaires de structures de données : les piles et les queues.
Une structure de données est un peu l'analogue informatique d’une structure algébrique
(groupes, anneaux,...) : on y trouve des données et un certain nombre de fonctions pour
les manipuler. Un principe de base de la modularisation des programmes consiste a concevoir
des structures de données dans lesquelles on distingue une représentation externe visible a
I'utilisateur et une représentation interne qui devrait étre invisible a 'utilisateur. Dans ce
contexte, les structures de données constituent un élément essentiel pour la modularisation
d’un programme. On présente une technique de programmation qui permet de réaliser cette
idée en C et on termine en discutant deux applications des structures de données introduites.

11.1 Piles et queues

On considére des suites finies sur un ensemble support A (par exemple les nombres entiers)
avec opérations pour insérer et éliminer un élément de la suite. Dans ce contexte, on distingue
deux structures de données : la pile et la queue. Dans les deux cas, on peut supposer que
I’opération d’insertion consiste & prolonger la suite d’un élément. Ainsi I'insertion d’un élément
a dans la suite ag, ..., a,_1 produit la suite ag,...,a,_1,a. La différence apparait alors dans
Popération d’extraction. Dans une pile, ’élément extrait est le dernier de la suite (si la suite est
non vide) ; donc le dernier élément inséré est le premier & étre extrait (last-in first-out (LIFO),
en anglais). Dans une queue, ’élément extrait est le premier de la suite (si la suite est non
vide) ; donc I’élément extrait est le premier inséré (first-in first-out (FIFO), en anglais).

Si on connait le nombre maximum d’éléments dans une pile (ou dans une queue) et si
ce nombre est raisonnable alors on peut stocker les éléments dans un tableau. Autrement,
on peut utiliser une liste. Il est assez facile de mettre en oeuvre les opérations d’insertion et
d’extraction en temps constant; c’est a dire avec un nombre d’opérations élémentaires qui ne
dépend pas du nombre d’éléments dans la structure. On va commenter les 4 cas possibles.

Pile comme liste

On dispose d’une variable top de type pointeur & un noeud de la liste. On peut créer une
pile en initialisant top a NULL. Pour insérer un élément, on alloue avec malloc un nouveau
noeud qui contient I’élément et on l'insere au sommet de la liste. Pour extraire un élément,
on vérifie d’abord que top # NULL et dans ce cas on récupere le premier noeud de la liste.
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Pile comme tableau

On dispose d’'un tableau p et d’une variable top de type entier qui contient l'indice de
la premiere cellule libre du tableau. On peut créer une pile en déclarant le tableau et en
initialisant top & 0. Pour insérer un élément on 1’écrit dans p[top] et on incrémente top. Pour
extraire un élément on vérifie d’abord que top > 0 et si c’est le cas on décrémente top et on
retourne p[top].

Queue comme liste

On dispose de deux pointeurs aux noeuds de la liste : head et tail. On peut créer une queue
en initialisant head et tail & NULL. On insére un élément en allouant un noeud qui est pointé
par tail. On élimine un élément en récupérant le noeud pointé par head (s'il existe) et en
faisant pointer head au noeud suivant (ou & NULL). Si nécessaire on mettra a jour tail aussi.
Le lecteur remarquera que pour réaliser les opérations en temps constant il est important de
disposer d’un deuxiéme pointeur (tail), d’insérer & la fin de la liste et d’éliminer & son sommet.
Par exemple, pour éliminer un noeud & la fin de la liste on est obligé de parcourir toute la
liste ; une opération qu’on ne sait pas faire en temps constant.

Queue comme tableau

On dispose de deux variables de type entier head et tail et d’'un compteur count aussi de
type entier. On peut créer une queue en allouant un tableau q avec n cellules et en initialisant
head, tail et count & 0. Les éléments de la queue vont étre mémorisés dans les cellules du
tableau comprises entre head et tail (strictement) étant entendu qu’on compte modulo n. Ainsi
si n=10, head=7 et tail=2 les éléments de la queue se trouvent dans q[7],q[8],q[9],q[0],q[1]. La
fonction ins retourne une valeur 0 ou 1 pour indiquer si la queue est déja pleine. La fonction
rem retourne une constante INT_MIN pour indiquer que la queue est vide.

short ins(int x){
assert (n>=1);
short r;
if (count==n){
r=0;}

elseq
qltaill=x;
tail=(tail+1)%n;
count ++;
r=1;%}

return r;}

int rem(){
int r;
if (count==0){

r=INT_MIN;}
elseq
r=q[head];
head=(head+1)%n;
count - —;}
return r;}
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11.2 Modularisation

En C, pour pallier a I’absence d’un mécanisme de définition d’une interface on effectue
un découpage (assez pénible) du programme en fichiers et on décore certaines fonctions et
variables avec le mot static.

Une déclaration de variable ou de fonction qui est précédée par le mot static est visible
seulement dans le fichier ou se trouve la déclaration. Par ailleurs, une variable static déclarée
dans une fonction est initialisée une seule fois et elle garde sa valeur d’'un appel au suivant.
Ainsi elle se comporte comme une sorte de variable globale qui est visible seulement par la
fonction.

Comme exemple, on considere la construction d’'un module pour une pile d’entiers. On
commence par définir un fichier stack.h qui contient les éléments suivants :

#ifndef STACK_H

#define STACK_H

typedef int item;

extern void init_stack(int);
extern short empty_stack();
extern void insert_stack(item);
extern item elim_stack();
#tendif
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Le fichier stack.h pourrait étre importé par d’autres fichiers plusieurs fois et dans ce cas
les lignes 1, 2, 8 assurent que les définitions dans le fichier stack.h seront prises en compte une
seule fois. Ces lignes ne sont pas vraiment utiles dans ’exemple en question mais c’est une
bonne pratique de les mettre dans les fichiers .h pour éviter des ennuis dans des situations
plus compliquées.

Dans 3, on déclare le type item des éléments qui vont constituer la pile; dans notre cas il
s’agit d’entiers. Dans 4 — 7, on déclare les prototypes des fonctions pour la gestion de la pile
qu’on qualifie de fonctions extern.

On associe au fichier stack.h un fichier stack.c qui contient la mise en oeuvre de la pile.
Par exemple, le fichier stack.c pourrait étre le suivant. Notez que dans (1) on inclut le fichier
stack.h. Un fichier, disons user.c qui voudrait utiliser les fonctions de la pile devrait aussi
contenir cette directive.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <assert.h>
#include "stack.h" \\ (1)
static item * stack=NULL;
static int head=-1;
static int size=-1;
void init_stack(int m){
if (head==-1){
stack=malloc(sizeof (item)*m);
head=0;
size=m;}}
short empty_stack(){
if (head==0){
return 1;7%}
if (head>0){
return O0;}
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18 assert (0);}

19 | void insert_stack(item d){
20 assert (head<(size-1));
21 if (head>=0){

22 stack [head]=4d;

23 head++;}}

24 |item elim_stack (){

25 assert (head>0);

26 head--;

27 return stack[head];}

On a maintenant 3 fichiers a traiter : stack.h, stack.h, user.c. En principe, la commande
cc -0 user user.c stack.c suffit a produire un exécutable user. Cependant, il n’est pas rare
de se trouver dans des situations ou il y a beaucoup plus de fichiers. Dans ces cas, il est
recommandé de déclarer les dépendances entre les fichiers dans un fichier Makefile et de
laisser la commande make s’occuper de la compilation. Dans le cas en question, le contenu du
fichier Makefile pourrait étre le suivant :

CC=gcc

CFLAGS=-Wall -std=ci1
LDLIBS= -1m

ALL = user

user : user.o stack.o
user.o : user.c
stack.o : stack.c

La ligne CC spécifie le compilateur, la ligne CFLAGS les parametres de compilation, la
ligne LDLIBS les bibliotheques a charger, la ligne ALL le nom de I'exécutable et les lignes
suivantes expriment les dépendances. Les fichiers .o sont des fichiers intermédiaires entre le
code source et ’exécutable. Ces fichiers sont générés a partir des fichiers source et ils sont
ensuite combinés (on dit aussi liés) pour produire l’exécutable.E]

11.3 Applications
On discute deux exemples d’application des structures pile et queue.

Exemple 37 On a vu dans la section [1.9 que Uinterprétation d’un programme C utilise une
pile de blocs d’activation : a chaque appel de fonction on empile le bloc de la fonction appelée et
a chaque retour de fonction on dépile le bloc qui se trouve au sommet de la pile. En particulier,
cette pile permet de comprendre le fonctionnement des fonctions récursives (chapitre E&])

En principe, il est possible de se passer des appels récursifs mais le priz a payer est
une gestion explicite de la pile. Pour illustrer la méthode on reprend l’exemple de la tour

d’Hanot (section[5.3).

1 |void hanoi (int n, int pl, int p2){
2 int p3=troisieme (pl,p2);

3 if (n==1){

4 imprimer (pl,p2);}

5 else {

6 hanoi(n-1,pl,p3);

1. Ceci est juste un petit apercu des possibilités offerte par ’outil make.
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7 imprimer (pl,p2);
8 hanoi(n-1,p3,p2);}
9 return;}

Pour transformer cette fonction récursive en une fonction itérative (avec des boucles mais
sans appels récursifs), on va introduire une pile qui contient des triplets (n,p,p’) ot n est
la hauteur de la tour qu’on veut déplacer et p et p' sont deuz pivots différents. On va donc
redéfinir le type item du fichier stack.h de la section précédente comme suit :

1 |struct han {int hauteur; int pivotl; int pivot2;};
2 | typedef struct han item;

On est maintenant prét a introduire la version itérative de la fonction hanoi. Dans (1)
on initialise une pile assez grande (exercice!), dans (2) on insére dans la pile le triplet qui
correspond au probléme initial, a partir de (3), tant que la pile est non-vide, on extrait un
probleme et on distingue deux situations :

— st la tour a hauteur 1 on imprime directement la solution,

— sinon on empile trois sous-probléemes ; le lecteur remarquera que l’ordre d’empilement

est inversé par rapport a l’ordre des appels récursifs dans la fonction hanoi.

e e e
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1 |static void hanoi_it(int n, int pl, int p2){
2 init_stack (2*n); //(1)
3 item d={n,pl,p2};
4 insert_stack (d); //(2)
5 while (! (empty_stack ())){ //(3)
6 item c=elim_stack ();
7 if (c.hauteur==1){
8 imprimer (c.pivotl,c.pivot2);}
9 elseq
int p3=troisieme(c.pivotl,c.pivot2);
item bl={c.hauteur-1, p3, c.pivot2};
insert_stack(bl);
item b2={1,c.pivotl,c.pivot2};
insert_stack (b2);
item b3={c.hauteur-1, c.pivotl, p3};
insert_stack(b3);}}}
Exemple 38 On considére n villes {vo,...,v,—1} et on s’intéresse au nombre minimum de
vols qui sont nécessaires pour connecter la ville vo aux villes v1,va,...,vp_1. On dispose d’un

tableau de tableauzr d’entiers c tel que

qre 1 s%ly a un vol direct de v; a v;
clillil = { 0 sinon. Z ’

Le probleme est de calculer un tableau d’entiers d tel que d[i] est le nombre minimum de vols
nécessaires & connecter la ville vy a la ville v;. On appelle ce nombre ’éloignement de v; de
vo. Par convention, ce nombre est 0 si i =0 et INT_MAX si i # 0 et il est impossible d’aller
de vg a v;. Un algorithme possible est le suivant.

1. On initialise le tableau d comme suit :

aij = { 0 sii=0
| INT_MAX sinon.
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2. On initialise une queue qui contient la ville 0.
3. Tant que la queue n’est pas vide :
(a) on extrait une ville v; de la queue; soit d = d[i.

(b) on calcule l’ensemble :
V = {v; | cfi]] = 1 et d[j] = INT_MAX}

(¢) pour tout vj dans V', on pose d[j] = d+1 et on insére v; dans queue.

L’intérét de la structure queue dans cet exemple est qu’elle nous permet d’examiner les
villes accessibles par ordre d’éloignement croissant. Notez aussi que chaque ville est insérée
dans la queue au plus une fois et qu’a cette occasion son éloignement est déterminé. Vérifiez
que si [’on remplace la queue par une pile, algorithme décrit ci-dessus n’est pas correct.



Chapitre 12

Preuve et test de programmes

Dans ce chapitre on introduit la problématique de la preuve et du test de programmes.
On évoquera quelques idées générales sans aller dans les détails. En effet, il faudrait un cours
entier pour traiter le sujet de fagon systématique car la pratique de la preuve d’algorithmes et
de programmes passe par I’étude d’un certains nombre de méthodes de déduction automatique
et par I'apprentissage d’au moins un assistant de preuve.

12.1 Preuve d’algorithmes

On considére qu’un algorithme est une description mathématique d’un procédé de calcul
et qu’un programme est la mise-en-oeuvre de ce procédé dans un langage de programmation.
On s’attend donc a que la preuve d’un algorithme soit plus facile que la preuve du programme
correspondant car il faut se soucier de moins de détails. Notamment, on n’a pas besoin d’un
modele formel de I’exécution du programme. On s’intéresse d’abord a la preuve d’algorithmes
dont voici les ingrédients principaux.

— Un modele abstrait des états du calcul dont certains sont identifiées comme états

terminaux.

— Des reégles de calcul pour transformer les états.

— Une preuve que si on part d'un état avec une certaine propriété (la pré-condition) et
on itere les regles de calcul alors si on arrive & un état terminal on satisfait une autre
propriété (la post-condition). Cette partie de la preuve s’articule autour de la définition
d’un invariant. En premiere approximation, un invariant est un ensemble d’états dont
on ne peut pas sortir en appliquant les regles de calcul.

— Une preuve qu’a partir d’un état qui satisfait la pré-condition on arrivera bien & un état
terminal (I’algorithme termine). Cette partie de la preuve se base sur 'interprétation
du calcul dans un ordre bien fondé. Un ordre bien fondé est un ordre dans lequel toute
suite strictement décroissante est finie.

On aborde les différentes notions évoquées (états, regles de calcul, invariant, interprétation

dans un ordre bien fondé) dans le cadre d’un exemple concret : le tri par insertion.

Modeéle des données On fixe un ensemble ¥ avec un ordre total. On modélise la suite
des valeurs a trier comme un mot w € ¥*. On écrit € pour le mot vide, w - w’ pour la
concaténation de mots et |w| pour la longueur d’un mot.

Spécification On voit le tri par insertion comme une fonction isort sur les mots. Cette
fonction doit satisfaire la propriété suivante : pour toute séquence w € ¥*, isort(w) est
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une séquence croissante et une permutation de w.

Sous-spécification Pour décrire le calcul de la fonction isort on introduit une fonction
d’insertion :

ins: Y x X" — X",

Cette fonction doit satisfaire la propriété suivante : pour tout a € X, pour toute
séquence croissante w, ins(a,w) est une séquence croissante et une permutation de
a-w.

Algorithme pour ins On décrit un algorithme pour l'insertion par récurrence sur la
longueur de la séquence w en entrée :

ins(a, €) =a
ins(a,b- w) :{a-.b-w sia<b
b-ins(a,w) autrement.

Algorithme pour isort Dans le méme style, on décrit un algorithme pour le tri :

isort(e) =€
isort(a - w) = ins(a,isort(w)) .
Ces définitions sont assez concretes pour induire des regles de calcul. Par exemple, le

tri du mot 3 - 2 - 1 pourrait correspondre aux étapes de calcul suivantes :

isort(3-2-1) — ins(3,isort(2 - 1))
— ins(3,ins(2,isort(1))) — ins(3,ins(2,ins(1,isort(¢))))
— ins(3,ins(2,ins(1,€))) — ins(3,ins(2,1))

— ins(3,1-ins(2,¢€)) —ins(3,1-2)
— 1-ins(3,2) —1-2-ins(3,€)
—1-2-3.

Le prédicat ‘séquence croissante’ On considere maintenant une définition formelle
des prédicats évoqués dans la spécification. Le prédicat séquence croissante est les plus
petit prédicat unaire sur les mots qui satisfait les conditions suivantes :

a<ad ord(d-w)

ord(e)  ord(a) ord(a-a' - w)

Le prédicat ‘permutation’ La formalisation de la relation de permutation n’est pas

aussi directe. On peut définir :
— Une fonction elim(a,w) qui élimine la premieére occurrence de a dans la séquence

w (si elle existe).
— Un prédicat occurrence occ(a,w) qui vérifie si a est dans la séquence w.
— Une prédicat binaire plongement pl(w,w’) tel que :

pl(w, elim(a,w")) occ(a,w')
pl(e, w) pl(a-w,w")

et enfin définir la permutation comme un plongement dans les deux sens :
perm(w,w') = (pl(w, uf) A pl(w',w)) .

Remarque 10 On notera qu’il est aussi facile de se tromper dans la description de [’al-
gorithme que dans sa spécification. Dans notre cas, l'algorithme est comparable en taille et
complexité a sa spécification. Par ailleurs, la fagon de spécifier a un impact sur la preuve !
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Preuve de correction La preuve de correction d’un algorithme se décompose souvent en
deux parties : une preuve de terminaison du calcul et une preuve qu’un certain prédicat est un
invariant (est préservé) par le calcul. Dans notre cas, la preuve de terminaison est trés simple
et elle se résume a I'observation que les fonctions ins et isort sont bien définies par récurrence
sur la taille du mot en entrée. On verra dans la section des preuves de terminaison plus
compliquées. Concernant la formalisation de I'invariant, on s’attend, entre autres, qu’a chaque
état du calcul on manipule une permutation de la suite initiale d’éléments (voir I’exemple de
calcul ci-dessus). Plus précisément, on peut montrer par récurrence sur |w| :

Vw e X aeX (ord(w) implique (ord(ins(a,w)) et perm(a - w,ins(a,w))))) ) .
Ensuite, on dérive par récurrence sur |w| :

Vw e X* ( ord(isort(w)) et perm(w,isort(w)) ) .

12.2 Terminaison

Dans ces notes de cours, les preuves de terminaison sont assez directes. Cependant, en
général le probléeme de savoir si un programme termine est indécidable et il est aussi possible
de construire des programmes simples dont la terminaison est un probleme ouvert.

Exemple 39 Voici un probleme difficile connu comme fonction 91 de McCarthy. La fonction
sutvante termine-t-elle ¢

1 |int f(int n){

2 if (n > 100){

3 return n - 10;}

4 else {

5 return f(f(n+11));3}}

Exemple 40 La fonction suivante, connue comme fonction de Collatz, termine-t-elle ? 11
s’agit d’un probléeme ouvert.

void collatz(int n){
if (n>1){
if (n%2==0){
collatz(n/2);}
else {
collatz (3*n+1);3}}}

S T W N =

Une stratégie générale pour prouver la terminaison d’un programme est d’interpréter ses
états de calcul dans un ensemble bien fondé.

Définition 2 (ensemble bien fondé) Un ensemble bien fondé (well-founded en anglais)
est un couple (W,>) ot :

1. W est un ensemble.
2. >CW x W est une relation transitive.

3. Il n’existe pas de séquence infinie wy > wy; > we > -+ dans W (en particulier, pour
toutw e W, w} w!)
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Exemple 41 Voici des exemples d’ensembles bien fondés.

— L’ensemble N des nombres naturels avec l’ordre standard

— L’ensemble N U {+00}.

— L’ensemble N x N avec ['ordre produit.

— L’ensemble des formules du calcul propositionnel ordonnées selon leur taille.
Et des non-exemples.

— L’ensemble Z des nombres entiers avec [’ordre standard.

— L’ensemble des nombres rationnels positifs avec [’ordre standard.

— L’ensemble

A= J{NFk>1},

avec un ordre > tel que :
(Y1, Ym) > (1, xp) ssi Tk <min(n,m) (x1 =y1,...,Tp—1 = Yk—1, Yk > Tk) -

Comment prouver la terminaison d’un programme ? Revenons au modele d’exécution du
programme. Un état décrit, a un niveau d’abstraction adapté, la configuration de la machine
a un certain moment du calcul. Le calcul (déterministe) d'un programme a partir d’un état
initial peut donc étre vu comme une suite (éventuellement infinie si le programme boucle)
d’états. Soit A I’ensemble des états possibles et pour a,a’ € A écrivons a — a’ si le programme
va avec un pas de calcul de I'état a & 1’état a’.

Une condition suffisante (et nécessaire) pour montrer la terminaison du programme est
de trouver un ordre bien fondé (W, >) et une interprétation pn: A — W telle que :

a — a’ implique pu(a) > p(d’) .

En effet, dans ce cas un calcul infini : ag — a1 — ag---, implique une suite descendante
infinie ce qui est contradictoire avec ’hypothese que (W, >) est bien fondé : p(ag) > p(ai) >
,U(QQ) > ...

Exemple 42 Considérons la terminaison de programmes while de la forme suivante (inspirée
par la recherche dichotomique) :

while(u > 1 4+ 1){

r=(u+1)/2;
7(0)4

u=r;}
else{

l=r;}}

Ici on suppose que les variables u,l,r prennent comme valeurs des nombres naturels et que
la condition logique b donne toujours un résultat et ne modifie pas u,l,r.

Pour montrer la terminaison il suffit de montrer que la boucle while est exécutée un nombre
fini de fois. L’exécution du corps de la boucle dépend et affecte les variables I, r,u. Donc on
peut supposer qu’un état est un triplet de nombres naturels (z,y,2) € N3, z,y, 2z étant les
valeurs des variables I, T, u.

Siz > (x+ 1) et selon la branche then ou else suivie, une itération de la boucle engendre
les transformations suivantes :

(x,y,2) — (z,(x+2)/2,(x+2)/2) (branche then)
(x,y,2) — (x4+2)/2,(x+2)/2,z) (branche else)
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Prenons comme ordre bien fondé les nombres naturels avec l’ordre standard et définissons :
w(@,y,z) =(z —x) .
Il est un exercice (facile) de vérifier que si z > (z+ 1) > 1 alors :

(z—2) > plr,(z+2)/2,(x+2)/2) =(x+2)/2—=x

(z—2) > plla+2)/2@+2)/22) =2—(2+2)/2.
Donc si le programme bouclait on aurait une suite descendante infinie dans N ce qui est
impossible !
Exercice 15 Considérez la relation suivante sur N x N :

(z,y) > (2',y) siz>2 ou(z=2"ety>1y).

Montrez que :
1. La relation >; est transitive.
2. L’ensemble {(x,y) | (2,2) >; (z,y)} est infini.
3. Néanmoins (N x N, >;) est un ordre bien fondé.E|

Exercice 16 Les programmes while suivants terminent-t-ils en supposant que les variables
varient sur les nombres naturels positifs ¢

while(m # n){ while(m # n){
if(m > n){ if (m > n){
m=m—n;} m=m-n;}
else{ else{
n=n-—m;}} h =m;
n=h;}t}.

12.3 Preuve de programmes

Est-ce raisonnable de considérer les fonctions isort et ins de la section [[2.1] comme des
programmes ? La réponse est positive si les mots sont un type primitif. Par exemple, voici les
fonctions ins et isort dans un langage fonctionnel de la famille ML.

let rec ins a x = match x with
0 -> [al;

| b::w -> if (a<=b) then a::b::w else b::(ins a w);;

let rec isort x = match x with
o ->10a

| a::w -> ins a (isort w) ;;

Considérons maintenant la mise-en-oeuvre de ’algorithme de tri par insertion dans le
langage C en supposant que les éléments a trier sont mémorisés dans un tableau partagé.
Dans ce cas, chaque fonction spécifie une série de transformations qui modifient le tableau.
Par exemple, voici les fonctions ins et isort en C

1. >; est un exemple d’ordre lexicographique.
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1 |void imns(int al], int n, int j){
2 int k=aljl;
3 int i=j+1;
4 while (i<n && k>al[il)A{
5 ali-1]=alil;
6 i++;}
7 ali-1]=k;}
8 |void isort(int all, int n){
9 int j;

for (j=n-2;j>=0;j--)1{

ins(a,n,j);}}

—_
=

La spécification et la preuve sont similaires mais il y a maintenant beaucoup plus de détails
dont il faut se soucier! Par exemple, considérons la fonction ins. Il n’est pas vrai qu’a chaque
pas de calcul, le tableau a contient une permutation de son contenu initial. Si on fait ins(a, 4, 0)
sur le tableau {5,1,4,10} on a :

10
10
10
10

— == Ot

B~k =
[ SN

Il faut donc trouver un invariant plus général pour mener a bien la preuve.

Dans certains domaines (logiciels critiques), on assiste a l'introduction de techniques de
preuve formelle de programmes. Ces preuves comportent un grand nombre de détails et elles
sont développées en utilisant des assistants de preuve. Par exemple, I’outil Frama-C, développé
au CEA (http://frama-c.com/), est un assistant de preuve spécialisé pour traiter des pro-
grammes C. Un assistant de preuve comporte un certain nombre de stratégies qui permettent
d’automatiser la synthese de certaines portions relativement simples de la preuve et d’un petit
programme qui est capable de vérifier la correction de I'intégralité de la preuve.

12.4 Test de programmes

Il faut prendre la preuve d’algorithmes et de programmes avec un grain de sel. Voici
quelques raisons pour se méfier.

— On fait des erreurs dans la spécification du probléme.

— La preuve de certains algorithmes sont de nature trés combinatoire (on oublie des

cas...).

— Le passage de la spécification et modele de 'algorithme & la spécification et modele
du programme entraine de nombreux erreurs (choix des structures de données,...) et
approximations (flottants,. . .)

— Par ailleurs, le modeéle de programmation peut étre ambigu (les manuels sont informels. . .
et/ou pas forcement cohérent avec la mise-en-oeuvre.

Pour toutes ces raisons, en pratique il faut toujours tester le programme. Le but du test est
de trouver des erreurs; en général le test ne peut pas prouver la correction d’un programme.
Notez que ce principe implique qu’il n’y a pas de réponse claire a la question : & quel moment
peut-on arréter de tester un programme ? En général, ca dépend du temps dont on dispose.

Un avantage et un inconvénient du test est que ce qu’on teste est le code compilé sur une
certaine machine. Le méme programme avec un compilateur et/ou une machine différents
pourrait avoir un comportement différent.


http://frama-c.com/
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On peut remarquer que le travail fait pour la preuve de ’algorithme est souvent bénéfique
pour le test. En particulier, pour tester il faut une spécification de ce que le programme est
censé faire. Pour certains tests (white bozx), il est aussi utile d’avoir un modéle du langage
de programmation, a savoir un modele de comment le programme exécute. Par exemple,
pour tester tous les branchements du programme. La construction du modele est un travail
pour les experts. Il doit étre simple et en méme temps permettre de prédire correctement le
comportement d’une grande partie des programmes.

Une bonne pratique consiste a garder au moins un test pour chaque erreur trouvée dans
le programme et a exécuter a nouveau ce test a chaque modification du programme ; dans ce
contexte on parle de test de non-régression.

Une autre bonne pratique consiste a automatiser la génération et la vérification des tests.
Par exemple, dans le cas du tri par insertion on pourrait générer des permutations aléatoires
avec la méthode de la section [7.3| et vérifier le résultat en utilisant un autre algorithme de tri
ou alors en gardant une bijection entre les éléments dans le tableau en entrée et ceux dans le
tableau trié.

Une fois qu’on a acquis une certaine confiance en la correction fonctionnelle du programme,
on s’attachera a tester sa performance. Par exemple, on chronometre le temps d’exécution et
I’occupation de mémoire sur des entrées de taille croissante. Pour des programmes qui allouent
dynamiquement de la mémoire dans le tas (voir chapitre , on cherchera aussi a détecter
des fuites de mémoire, a savoir des situations dans lesquelles des segments de mémoire qui ne
sont plus utilisés par le programme ne sont pas récupérés.

En général, le programme qu’on teste va interagir avec d’autres programmes qui ne res-
pectent pas forcement sa spécification. Ainsi il est utile de tester le comportement du pro-
gramme sur des entrées qui ne sont pas prévues par la spécification. On dira qu’un programme
est robuste s’il est capable de continuer a fonctionner dans un environnement hostile.
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Chapitre 13
Complexité asymptotique

On introduit la notion de complexité asymptotique d’un algorithme. Il s’agit d’une mesure
qui n’est pas tres sensible aux détails de la mise en oeuvre et qui permet d’avoir une premiere
estimation de l'efficacité d’un algorithme.

On considere aussi des méthodes probabilistes pour tester la correction et 'efficacité d’un
programme et on évoque des notions alternatives de complexité (complexité moyenne et com-
plexité amortie).

13.1 O-notation

Définition 3 (O-notation) Soient f,g : N — N deux fonctions sur les nombres naturels.
On dit que f est O(g) si :

Jk,ng>0Vn>ny f(n)<k-gn).
Exemple 43 Voici des exemples et des non-exemples.

3457 est O(1)

25-n+ 32 est O(n)
7-n-logn+1 est O(n -logyn)
n-y/n—>50  nlest pas O(n-logn)
3" n’est pas  O(2" 4+ nd) .

Définition 4 (fonction de coiit) Soit A un algorithme qui termine. On associe a A une
fonction de cout cq : N — N telle que, pour tout n, co(n) est le cout maximal d’une exécution
de lalgorithme A sur une entrée de taille au plus n.

Typiquement, la taille d’'une entrée est le nombre de bits nécessaires a sa représentation
et le colit d’'une exécution est le temps mesuré comme le nombre d’étapes élémentaires de
calcul. Ce qui constitue une étape élémentaire dépend du modele de calcul. Par exemple, on
peut considérer qu'un acces a la mémoire principale ou la multiplication de deux entiers sur
64 bits prennent un temps borné par une constante. D’autre part, dans certaines applications
les données ne peuvent pas tenir en mémoire principale ou alors on est amené a traiter des
entiers avec un grand nombre de chiffres. Dans ces cas, le cott de ces opérations sera fonction
de la taille de la mémoire nécessaire a I’exécution du programme ou de la taille des entiers a
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traiter, respectivement. On remarque que la fonction c4 est bien définie car A termine et il y
a un nombre fini d’entrées possibles de taille au plus n. On note aussi que par définition cy4
est croissante : si n < n' alors c4(n) < ca(n').

Définition 5 (complexité asymptotique) Un algorithme A est O(g) si sa fonction de
cotit cy est O(g).

Remarque 11 La notation O nous donne une information synthétique sur I'efficacité d’un
algorithme/programme. Mais notez que :

— 1l s’agit d’une borne supérieure.

— On considére le pire des cas.

— On cache les constantes. Un algorithme qui prend 3n® msec est utilisable, un algorithme
qui prend 28°n msec ne l’est pas.

— Le cotut d’une opération élémentaire sur une vraie machine peut varier grandement.
Par exemple on peut avoir un facteur 10 entre un cache hit (la donnée est en mémoire
cache) et un cache miss (elle n’y est pas). Les optimisations effectuées par le compila-
teur peuvent avoir un impact important sur la complexité observée.

— Dans les calculs en virgule flottante, on doit aussi se soucier de la stabilité numérique
des opérations.

Pour toutes ces raisons, dans les applications, la borne O doit étre confortée par une analyse
plus fine et des tests.

Exemple 44 (tri) Considérons les algorithmes de tri étudiés dans le chapitre @ et suppo-
sons que les affectations, les branchements, les comparaisons et les opérations arithmétiques
prennent un temps constant O(1). Cette hypothése est raisonnable si les données qu’on trie
on une taille bornée ; par exemple on manipule des nombres flottants sur 64 bits. Dans ce cas,
les analyses esquissées permettent d’affirmer que les algorithmes de tri a bulles et de tri par
insertion ont une complexité O(n?) alors que lalgorithme de tri par fusion a une complexité
O(nlogn).

Exemple 45 (analyse recherche dichotomique) On considére la fonction dicho suivante :

1 |int dicho(int n, int t[n], int v){
2 int i=0;

3 int j=n-1;

4 while (1){

5 int m=(i+j)/2;

6 int vm=t[m];

7 if (vm==v){

8 return m;}

9 elseq

10 if (vm<v && m<j){

11 i=m+1;}

12 elseq

13 if (vm>v && i<m){
14 j=m-1;}%

15 elseq

16 return -1;}}}}}

Supposons qu’on appelle dicho en lui passant en argument un tableau t non vide d’entiers
triés par ordre croissant et un entier v. Le lecteur peut vérifier que dans ce cas la fonction
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effectue une recherche dite dichotomique de la valeur v dans le tableau t. Si elle trouve v elle
retourne sa position dans le tableau et sinon elle retourne —1.

Que peut-on dire sur la complexité asymptotique de la fonction ? La taille de I’entrée est
proportionnelle au nombre d’éléments du tableau t. Il s’agit donc de compter en fonction de
n et dans le pire des cas, le nombre de pas élémentaires que la fonction va effectuer avant de
retourner le résultat.

On remarque que la fonction contient des affectations, des branchements, des opérations
arithmétiques et une boucle while. Comme pour les algorithmes de tri de l’exemple précédent,
on peut faire ’hypothése que chaque affectation, branchement et opération arithmétique prend
un temps constant et dans ce cas déterminer la complexité asymptotique de la fonction revient
a déterminer en fonction de n combien de fois la boucle while peut étre exécutée dans le pire
des cas. Initialement on a i =0 et j = len(t) — 1. Donc i < j. A chaque itération de la boucle
si on ne termine pas alors on passe d’un intervalle de recherche [i,j]| d un intervalle qui est
soit [i,m — 1] soit [m + 1,7], ou m = (i+ 7)/2 et on sait que dans le premier cas i < m — 1
et dans le deuxieme m + 1 < j.

Si on définit la taille d’un intervalle [i,j] comme (j — i) on peut dire que la taille de
Uintervalle de recherche est au moins divisée par deux o chaque itération. Comme on parle
ici de la division entiere, il faut travailler un petit peu pour avoir un argument rigoureux. Par
exemple, st on pose j =1+ k on a :

— (@+5)/2-1—i=i+(k/2)—1—i=(k/2) - 1< (k/2)=(j —1)/2.

—j—G+59/2-1=i+k—i—(k/2)—1=k—(k/2)—1<(k/2)=(j —1i)/2.

On sait aussi que quand la taille de l'intervalle tombe a 0 le programme termine certainement.
Donc le nombre d’itérations dans le pire des cas est de l’ordre de logan et on peut résumer
Uanalyse en disant que sur un tableau de données triées et de taille bornée la recherche di-
chotomique d’un élément a complezité O(logn).

13.2 Opérations arithmétiques

On analyse la complexité de certaines opérations arithmétiques ou ’on suppose que les
entrées des opérations sont des nombres naturels de taille arbitraire représentés en base 2.
Donc la taille d’un nombre m est approximativement log, m (la taille de 103 est approxima-
tivement 10 et la taille de 105 est approximativement 20).

Addition

L’algorithme pour ’addition du primaire consiste a propager la retenue de droite a gauche
et a un complexité O(n). Si on additionne les chiffres binaires a; et b; avec retenue r; on obtient
un chiffre s; pour la somme et une retenue r;1; comme spécifié dans le tableau suivant :
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Pour la retenue initiale on pose rg = 0 et notez qu’en général il faut n 4+ 1 bits pour
représenter la somme de deux nombres de n bits ; par exemple, 1104101 = 1011. L’algorithme
consiste donc a itérer le calcul de s;, 741 a partir de a;, b;,r; pour ¢ = 0,...,n — 1. Chaque
itération prend un temps constant et on peut donc affirmer que I’algorithme est O(n). Avec
un choix approprié de la représentation des nombres, on peut utiliser le méme algorithme
pour les nombres entiers et donc traiter la soustraction.

Multiplication

L’algorithme pour la multiplication du primaire consiste a multiplier le premier nombre
par chaque chiffre du deuxiéme nombre et ensuite a additionner les résultats en effectuant un
décalage approprié. Par exemple :

110 x

101 =
110
0000
11000
11110

En base 2, la multiplication d’'un nombre z par un chiffre (0 ou 1) produit soit 0 soit
x. L’essentiel du calcul consiste donc a effectuer n — 1 additions entre n nombres qui ont
respectivement n,n + 1,...,2n — 1 chiffres. On vient de voir que ’addition est linéaire dans
les nombres de chiffres; on peut donc conclure que cet algorithme pour la multiplication est
O(n?). Notez que la représentation du résultat de la multiplication peut demander 2n bits ;
par exemple, 11 x 11 = 1001.

Exponentiation

Considérons maintenant la situation pour la fonction d’exponentiation. Avec n bits on
représente les nombres dans lintervalle [0,2" — 1]. Si on prend =z € [0,2" — 1] on aura
2% € [1,2%"~1] et il faudra environ 2" bits pour représenter le résultat. Avec une représentation
standard des nombres, tout algorithme qui calcule la fonction exponentielle prendra au moins
un temps exponentiel. En effet la simple écriture du résultat peut prendre un temps expo-
nentiel.

Soient a et e des nombres naturels. Combien de multiplications faut il pour calculer I’ex-
posant a®? Un algorithme possible est de calculer :

o =a, ag=(ar-a), -+, ac = (Ae—1"0a) .

Cet algorithme effectue e — 1 multiplications ce qui est exponentiel dans logy e (& savoir la
taille de e!). Mais il y a une autre méthode de calcul dites des carrés itérés. Soit

e = Yi—o,.k €2

Iexpansion binaire de e. Donc e; € {0,1}. On applique les propriétés de l’exposant pour
dériver :
a® =¥k 9 =Ty 1 (a®)% = o<icke,=1(a) .

geeey

On a alors U'algorithme suivant :
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2

1. On calcule a2 pour 0 < ¢ < k. En remarquant que

a2 = (a2i)2 )

Ainsi k opérations de multiplication (ou élévation au carré) sont nécessaires.

2. On détermine a® comme le produit des a?' tels que e; = 1. Au plus k multiplications
sont nécessaires.

On arrive ainsi & une situation qui semble contradictoire : le calcul de 'exposant est
forcement exponentiel mais on peut le calculer avec un nombre linéaire de multiplications. Le
fait est que les multiplications opérent sur des données dont la taille peut doubler a chaque
itération. Donc a la derniere itération on peut devoir multiplier deux nombres dont la taille est
exponentielle en la taille des données en entrée. Mais tout n’est pas perdu! On peut controler
la taille des données si ’on passe a ’arithmétique modulaire. L’exposant modulaire :

(a®) mod m

prend en entrée 3 entiers : la base a, I’exposant e et le module m. On suppose 0 < a,e < m.
Pour représenter ’entrée on a donc besoin d’environ 3 -k bits ou k = logy m. La multiplication
de deux nombres de k bits demande O(k?). Le calcul du reste de la division d’un nombre de
2k bits (la multiplication de 2 nombres de k bits) par un nombre de k bits (le module) peut
aussi se faire en O(k?). Le calcul de I’exposant modulaire demande au plus 2k multiplications
et calculs du reste. On doit donc effectuer O(k) opérations dont le cotit est O(k?) ce qui donne

O(k3).
Exemple 46 On souhaite calculer 3% mod 7. Dans la suite, toutes les congruences sont

modulo 7. En base 2, la représentation de 25 est 11001. On calcule les carrés itérés :

4

3°=3, 32'=2 22=4 2°=2 22

4,
et on multiplie les carrés qui correspondent aux 1 de la représentation en base 2, soit :
3% =316.3%.31=4.2.3=3 .

Remarque 12 La borne O(k®) est une borne supérieure. En effet, on peut faire un peu
mieuzr. Par exemple, avec l'algorithme de Karatsuba on peut multiplier deux nombres de k
chiffres en O(k*), au lieu de O(k?). Par ailleurs, ’algorithme présenté est pratique ; il est
couramment utilisé dans les applications cryptographiques avec k ~ 103.

13.3 Tests de correction et de performance

Génération aléatoire de nombres

Il est tres utile de générer de fagon automatique et aléatoire les entrées d’un programme.
Par ailleurs, certains programmes dits probabilistes ont besoin de nombres aléatoires pendant
le calcul. En pratique, tout langage de programmation dispose d’'un générateur de nombres
(plus ou moins) aléatoires.

En C, la bibliotheque (stdlib.h) contient une fonction rand() qui génére un nombre “aléatoire”
compris entre 0 et RAND_MAX (> 32767). En pratique, si n << RAND_MAX et on cherche
un nombre “aléatoire” dans I'intervalle [0,n — 1], on calcule rand()%n.
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Techniquement la fonction rand est basée sur une congruence linéaire et génere toujours la
méme suite (SIC). Sil’on veut changer la suite générée il faut initialiser un germe en exécutant
par exemple la commande :

srand((unsigned)(time(NULL)));

qui va faire dépendre la suite du temps courant (time est une fonction de la bibliotheque
(time.h)).

La qualité des générateurs aléatoires des langages de programmation est tres variable. En
particulier, le générateur du langage C qu’on vient de décrire rend service pour le test ou la
simulation mais il n’est pas du tout adapté aux applications cryptographiques.

Permutations aléatoires

On rencontre souvent le probleme suivant : a partir d’un générateur aléatoire de nombres,
il faut concevoir un programme qui génere des structures avec une certaine distribution. Ici
on considére le probléme de générer des permutations avec une distribution uniforme. On va
représenter une permutation p : I,, — I, ou I, = {0,...,n—1}, par un tableau p qui contient
chaque entier dans I, exactement une fois.

Premier essai Considérez la fonction permall suivante qui génere une permutation d’un
tableau. On suppose que randint(0,n — 1) nous donne un entier dans I,, avec une distribution
uniforme.

void permall (int t[],int n){
int 1i;
for (i=0;i<mn;i++){
int j=(rand O)%mn);
int temp=tl[i];
t[i1=t[j];
t[jl=temp;}}

N OO W N

La fonction permall génere-t-elle une permutation avec une distribution uniforme ? La réponse
est négative!

Analyse
— Chaque chemin d’exécution demande la génération de n nombres entiers dans I,,.

— On a donc n"™ chemins possibles et chaque chemin a probabilité n%,

— Comme on a n! permutations, si la distribution était uniforme on devrait avoir 4 = £

nl T nm
pour k € N. Soit : n" = kn!
— Contradiction! Par exemple, en prenant n = 3.

Deuxiéme essai Considérez la fonction permplace suivante :

void permplace (int t[],int n){
int 1i;
for (i=0;i<n;i++){
int j=(rand O%(n-1i))+i;
int temp=t[il];
t[il=t[j];
t[jl=temp;}}

N O U W N
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Analyse Une k-séquence d'un ensemble X de cardinalité n (n > k) est une liste de k-
éléments différents de X. Il y a k) k), k-séquences d'un ensemble de n éléments, car :

n n!
. 1= = .
n---n—=k+ <k>k = ).

On suppose que les éléments du tableau t sont tous différents. On montre par récurrence sur

k=0,1,...,n que la propriété suivante est satisfaite a la k-éme itération de la boucle for.
Proposition 3 Pour toute k-séquence S de l’ensemble {t[0],...,t[n — 1]} on at[0] - t[k — 1] =
(n k)

S avec probabilité

PREUVE. Pour k = 0, S est la séquence vide et t[0] - - - t[k — 1] est aussi la séquence vide. Par
ailleurs = ) =1.

On suppose la propriété vraie pour k < n—1. Soit S = S’v une (k+1)-séquence. On sait que
t[0]---t[k — 1] = S’ avec probabilité (”nk) Par ailleurs, on a t[k] = v avec probabilité —
puisque ’élément est choisi parmi les n — k qui ne sont pas déja dans S’. Donc la probabilité
que t[0]---t[k] = S est :

(n—k)! 1 (n—(k+1)

nl n—k n!
On peut donc conclure que la fonction permplace génere une permutation du tableau avec
une probabilité uniforme : chaque n-séquence est générée avec probabilité % O

Mesurer le temps d’exécution

En C, on peut utiliser la fonction clock() de la librairie time.h pour estimer le temps
d’exécution d’un programme comme dans ’exemple suivant :

clock_t begin = clock();

/* tri fusion x*/

clock_t end = clock();

double time_spent = (double)(end - begin) / CLOCKS_PER_SEC;

=W N =

Exemple 47 (test performance tri) Supposons que l’'on souhaite comparer les performan-
ces de lalgorithme de tri par insertion et du tri par fusion (chapitre E)l) En supposant une
distribution uniforme des entrées, on peut utiliser la fonction permplace pour générer les
entrées. Par exemple, supposons que pour des tableaux de taille n on effectue m tests. Pour
avoir un sens de comment le temps de calcul varie avec la taille des tableaux on va commencer
avec des tableauz de petite taille et ensuite on va doubler la taille a chaque cycle de tests tant
que le temps de réponse reste raisonnable. A titre indicatif, on peut prendre m = 10 et faire
varier n entre 2° et 21°.

13.4 Variations sur la notion de complexité

Pour l'instant on s’est limité a étudier la complexité dans le pire des cas. On rappelle que
ceci veut dire que le colt c4(n) est le coidt mazimal sur une entrée de taille au plus n. Il y a
des situations dans lesquelles le pire des cas n’est pas forcement treés significatif.

Une approche alternative consiste a considérer le cas moyen. Ceci revient a faire des
hypotheses sur la distribution des entrées (comme on ’a fait dans le test de performance des
algorithmes de tri) et ensuite a calculer la moyenne (ou espérance) des cotts.
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Exemple 48 Supposons disposer d’un tableau P qui contient les nombres premiers compris
entre 2 et p. Si on tire un nombre x compris entre 2 et p> combien de divisions faut-il faire
pour savoir s’il est premier ? Ici on suppose qu’on considére les nombres premiers du tableau
P par ordre croissant. Dans le pire des cas, si le nombre est premier et proche de p* le nombre
de divisions est environ la taille du tableau P. Cependant si on suppose que le nombre est tiré
avec probabilité uniforme on s’attend a faire beaucoup moins de divisions. Par exemple, pour
les nombres pairs une seule division suffira!

Une deuxieme approche consiste a considérer le cotit d’une suite d’opérations au lieu d’une
seule opération et a considérer le coiit d’une opération comme la moyenne arithmétique des
couts dans le pire des cas des opérations de la suite. Dans ce cas on parle de complezité amortie.
Notez qu’on ne fait pas d’hypothese sur la distribution des entrées et plus en général le calcul
des probabilités ne joue pas de role dans la complexité amortie. On considere toujours le pire
des cas mais par rapport a une longue suite d’opérations plutot qu’a une seule opération.

Exemple 49 On considére un tableau de m éléments dans lequel on peut effectuer les opérations
sutvantes :

— lire un élément,

— modifier un élément,

— ajouter un élément a la fin du tableau.
On suppose que initialement on alloue un segment de mémoire qui peut contenir n = 1
éléments et que chaque fois que le nombre d’éléments m dépasse la capacité du segment n
on double la capacité du segment. Le coit d’une opération sans dépassement est 1 et le cotut
d’une opération avec dépassement est la taille du segment (on imagine qu’il faut copier tous
les éléments dans un segment deux fois plus grand). On considére une suite de p opérations

dont le cotit est cy, ..., cp. Que peut-on dire sur la moyenne arithmétique des cotits, a savoir :
1
—(Bi=1,..p i)
p

dans le pire des cas pour p qui tend vers oo ? Tant qu’on effectue des opérations de lecture et
modification la moyenne des cotts est 1. Pour trouver le pire des cas on a intérét a mazimiser
le nombre d’opérations d’ajout qui sont potentiellement cotteuses. Considérons donc une suite
d’opérations d’ajout ot par simplicité p = 25. On obtient :

Sict,oh G <2+ i 1 2 =28+ (2" 1)~ 2p.

Donc la moyenne arithmétique tend vers 2 et on peut considérer que le cout amorti de chaque
opération est constant (on paye 2 pour chaque opération).



Chapitre 14

La structure de données tas (heap)

Soit H un ensemble fini d’éléments que ’on peut comparer avec un ordre total. On cherche
une fagon de représenter H qui nous permet d’effectuer (au moins) les opérations suivantes
de fagon efficace :

— nsertion d’un élément dans H,

— élimination du plus grand élément de H.

Sil’on garde H totalement ordonné alors on peut extraire un élément en O(1) mais I'inser-
tion d’un élément est en O(n). D’autre part, si on ignore ’ordre alors on peut insérer en O(1)
et extraire en O(n). En moyenne, on s’attend a faire autant d’insertions que d’éliminations et
donc les deux solutions demandent un temps linéaire dans le nombre d’éléments dans H. La
structure tas (ou heap en anglaiS)E] qu’on va introduire dans ce chapitre va nous permettre
d’effectuer ces opérations en temps logarithmique.

Le tas est un premier exemple de structure de données non triviale. De telles structures
sont un outil essentiel dans la conception d’algorithmes efficaces.

14.1 Arbres binaires

La clef pour obtenir un temps logarithmique est de stocker I’ensemble H dans un arbre
de facon a ce que les opérations d’insertion et d’élimination demandent ’examen d’une seule
branche de ’arbre. On obtient une borne logarithmique en observant que la taille de chaque
branche est logarithmique dans le nombre d’éléments de ’arbre.

On commence par définir exactement ce qu’on entend par arbre. L’ensemble T des arbres
binaires est défini inductivement. Si, par exemple, on veut définir des arbres binaires dont les
noeuds ont une valeur entiére on posera la définition suivante.

Définition 6 (arbres binaires) L’ensemble T est le plus petit ensemble tel que :
— nil € T (I’arbre vide).
— Sity,ta €T et n € Z alors (n,t1,t2) € T.

De tels arbres se prétent bien a une représentation graphique. Sit = (n,t1,t,) € T, on dit
que t1 et to sont respectivement le sous-arbre gauche et droite de t. Dans la représentation

1. La structure tas (heap) que l'on discute ici se nomme aussi queue de priorité et ne devrait pas étre
confondue avec la mémoire tas (heap) dont il est question dans I’exécution de programmes avec allocation
dynamique; il s’agit simplement d’un cas d’homonymie!
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graphique, on associe a t un noeud qui contient la valeur n et qui est connecté par une aréte
gauche et une aréte droite aux représentations graphiques de t; et 9, respectivement. Le
noeud associé a t est le pére des noeuds associés au noeuds t; et ty (qui eux sont les fils).
Le premier noeud généré dans cette construction est désigné en tant que racine de 'arbre.
Par convention, on ne représente pas les arbres vides (nil) et on dit qu'un noeud qui n’a pas
de sous-arbres (non-vides) est une feuille. Le noeud racine est une feuille si et seulement si
I’arbre comporte un seul noeud. Typiquement, on dessine les arbres a ’envers, c’est-a-dire
avec les feuilles en bas et la racine en haut.

Dans la suite un arbre est un arbre d’apres la définition ci-dessus. Techniquement, il s’agit
d’arbres enracinés (on désigne un noeud racine), binaires (un noeud a au plus deux fils),
ordonnés (on distingue le fils gauche du fils droit) et avec des valeurs associées aux noeuds.ﬂ

Définition 7 (hauteur) La hauteur h d’un arbre est le nombre d’arétes qu’il faut traverser
dans le chemin le plus long de la racine a une feuille.

Proposition 4 Un arbre de hauteur h a entre (h+1) et 201 — 1 noeuds.

PREUVE. Pour avoir un chemin avec h arétes il faut (h+1) noeuds. D’autre part, on maximise
le nombre de noeuds en supposant que chaque noeud qui n’est pas une feuille a deux fils. On
atteint ainsi la borne supérieure (preuve par récurrence sur h). O

Définition 8 (arbre plein) Un arbre est plein si tous les noeuds qui ne sont pas des feuilles
ont deux fils.

Définition 9 (arbre complet) Un arbre est complet s’il est plein et toutes les feuilles sont
a la méme profondeur (la longueur du chemin de la racine a une feuille est constant).

Définition 10 (positions) On peut compter les positions des noeuds d’un arbre de la fagon
suivante (par convention, on compte de 1) :

Niveau Position
0 1
1 2,3
2 4,5,6,7
3 8,9,10,11,12,13,14,15
h 2k . (2 = 1)

Définition 11 (arbre quasi-complet) Un arbre avec n noeuds est quasi-complet si ses
noeuds occupent (exactement) les positions 1,...,n.

On peut représenter un arbre quasi-complet avec des pointeurs. Si ’on connait le nombre
maximal de noeuds dans ’arbre une solution plus économe en mémoire est d’utiliser un
tableau. En effet, un arbre quasi-complet avec n noeuds est en correspondance bijective avec
un tableau de n éléments dont les cellules 1, ..., n contiennent les valeurs associées aux noeuds :

2. On utilisera cette notion d’arbre aussi dans le chapitre 18| (arbres binaires de recherche) et la sectionm
(compression de Huffman). Par contre dans les chapitres [23| et [24] (sur les graphes) on introduira une autre
notion d’arbre.
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— Les fils du noeud en position i (s’ils existent) sont dans les positions 2i et 2i + 1.

— Le pére d’un noeud en position ¢ > 1 est en position i/2.

— Un arbre quasi-complet avec n noeuds a hauteur h = [logn| et ses feuilles sont aux
positions (n/2) +1,...,n.

14.2 Tas et opérations sur le tas

Définition 12 (tas) Untas est un arbre quasi-complet ot chaque noeud a une valeur supérieure
ou égale a celle des fils.

Remarque 13 Une définition duale est possible ou l'on stipule que le pére a une valeur
inférieure ou égale a celle des fils. Si l’on veut distinguer les deux situations on parlera de
max-tas et de min-tas. Dans la suite on se focalise sur les maz-tas (la racine contient la valeur
la plus grande). Tout ce qu’on fait peut étre adapté de fagon évidente aux min-tas.

On fait I’hypothese que 'on dispose d’un tableau a avec n cellules numérotées de 1 a n
et d’une variable m qui enregistre le nombre de cellules occupées. On a donc 0 < m < n et
on peut représenter de cette fagon tous les arbres quasi-complets avec m éléments. On décrit
maintenant la mise-en-oeuvre des opérations principales et leur complexité.

Insertion Possible seulement si m < n. On incrémente m, on ajoute I’élément inséré au
fond du tableau et on le fait remonter autant que nécessaire en le comparant a son pere.
La comparaison et éventuellement I’échange avec le pere se fait en O(1). Le nombre
de comparaisons est borné par la hauteur de l'arbre. On a donc un cott O(logm).

Elimination Possible seulement si 0 < m. On récupere I’élément en position 1. Sim > 1
on place I'élément en position m en position 1 et on le fait descendre autant que
nécessaire dans I’arbre en le permutant avec son fils le plus grand. On décrémente m.
A nouveau, la comparaison et éventuellement 1’échange avec le fils se fait en O(1).
Le nombre de comparaisons est borné par la hauteur de I’arbre. On a donc un coft
O(logm).

Dans la mise en oeuvre de 'opération d’élimination, il convient de définir une fonction
récursive heapify qui effectue le travail suivant : en supposant que t = (n,t1,%2) est un arbre
quasi-complet et t1,ty sont des tas elle transforme ¢ dans un tas. En pratique, la fonction
heapify prend en argument l'indice i de la racine de I’arbre quasi-complet et suppose que
les sous-arbres de racine 2-i et 2-i+ 1, s’ils existent, sont des tas. Ainsi dans I'opération
d’élimination, la phase de descente de 1’élément en position 1 est réalisée par un appel hea-
pify(1).

Plus en général, la fonction heapify peut étre utilisée pour programmer une fonction build-
heap qui transforme un tableau de m éléments en un tas. On sait que les éléments en position
m/2+1,...,m sont des feuilles (et donc des tas). Il suffit donc d’appliquer la fonction hea-
pify aux éléments qui se trouvent aux positions m/2,m/2 —1,...,1. Dans ce cas, & chaque
application de heapify(i) on sait que les sous-arbres dont les racines sont aux positions 2i et
27 + 1 sont déja des tas et on fait en sorte que le sous-arbre de racine 7 le devienne aussi.
Cette opération build-heap effectue m/2 appels a la fonction heapify. Le cout de chaque appel
dépend de la hauteur de I'arbre. A priori, on sait que cette hauteur est bornée par logm et
donc le cout de build-heap est O(m -logm). Cependant, on va voir qu’une analyse plus fine
permet d’avoir une borne O(m).
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Proposition 5 L’application de la fonction build-heap a un tableau de m éléments a un cott

O(m).

PREUVE. Comme on I’a déja remarqué, le cout de heapify est au plus la hauteur h de 'arbre
et h < log, m. Mais cette borne n’est pas tres satisfaisante car la plus part des noeuds ne sont
pas tres hauts!

Niveau Position Cout
0 1 h
1 2,3 (h—1)
2 45 55 65 7 (h - 2)
3 8,9,10,11,12,13,14,15 | (h — 3)
h 2h (2 1) 0

On doit évaluer :
3. 21(h _ ) — 2h2, (h*i_) — 2h2' i
i=0,...,h ? 1=0,...,h 9(h—1) 1=0,...,h 21

On sait que X;—g . % est une constante (série géométrique). On montre que X;—q . 5 é est
une constante aussi. On sait que pour 0 < x < 1 :

1
1—2

1 __
2i=0,...00 T =

Si on dérive, on obtient (un théoréeme d’analyse assure ici que la dérivée de la somme est égale
a la somme des dérivées) :

» 1
. i—1 _
R (e
Si on multiplie par x et on pose © = % :
i i 1/2

1=0,...,h 9 = i=1,...,00 i (1 _ 1/2)2

O

Remarque 14 Dans notre analyse, on s’est limité a l’efficacité de chaque opération dans le
pire des cas. Pour d’autres structures de données, d’autres analyses peuvent étre plus perti-
nentes. Par exemple, on peut s’intéresser a lefficacité d’une suite de n opérations (on parle
d’analyse amortie). La raison est qu’il peut y avoir une dépendance entre les opérations. Par
exemple, on peut imaginer qu’une opération couteuse peut avoir lieu seulement si beaucoup
d’opérations pas chéres ont eu lieu auparavant.

14.3 Applications

Tri par tas (heapsort)

En utilisant la structure tas on peut concevoir un (autre) algorithme qui trie un tableau
de n éléments en O(n -logn) dans le pire des cas.
— L’algorithme prend en entrée un tableau a avec n éléments aux positions 1,...,n.
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— On appelle la fonction build-heap sur ce tableau avec un cout : O(n). L’élément plus
grand se trouve alors en a[l]. On pose m = n (m est le nombre d’éléments dans le tas).
— On itére n — 1 fois pour un cout total qui est O(nlogn) :

1. on échange a[l] avec a[m].
2. on décrémente m et on applique heapify(1).

— A la fin de l'itération les éléments sont triés par ordre croissant.

Queue de priorité

Dans la simulation d’un systéme a événements discrets, chaque événement a une date (la
date a laquelle 1'événement doit avoir lieu). On place les événements dans un min-heap (le
plus petit est au sommet).

Un pas de simulation consiste a éliminer du tas I’événement au sommet (le plus proche dans
le futur) et a insérer dans le tas un nombre (qu’on suppose borné) de nouveaux événements
(avec les nouvelles dates). Ainsi, dans un tas de taille m, chaque pas de simulation prend
O(logm).

Codage, graphes

On trouvera d’autres utilisations de la structure tas dans la suite du cours. Notamment
dans la construction de I'arbre de codage de Hufmann (section 21.2)) et dans la recherche des
plus courts chemins dans un graphe (section [24.3]).
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Chapitre 15

Diviser pour régner et relations de
récurrence

Diviser pour régner (divide and conquer en anglais, divide et impera en latin) est une
stratégie générale pour la conception d’algorithmes.

— Si le probléeme est petit le résoudre directement.

— Sinon, découper le probléme en sous-problemes de taille comparable (si possible).

— Résoudre les sous-problemes en appliquant la méme stratégie.

— Dériver une solution pour le probleme de départ.

L’analyse de complexité d’algorithmes congus en suivant cette stratégie revient a expli-
citer la fonction qui satisfait une certaine relation de récurrence. Dans ce chapitre on donne
une méthode pour résoudre une certaine classe de relations de récurrence et on décrit des
algorithmes qui appliquent la stratégie diviser pour régner. Un autre exemple majeur sera
discuté dans le chapitre

15.1 Problémes et relations de récurrence

On suppose que l'on peut exprimer la solution d’un probléeme de taille n en fonction de :
1. La solution de a problémes de taille n/b (a > 1 et b > 1)

2. Un travail de division et combinaison des solutions de sous-problémes qui cotite O(nc)
avec ¢ > 0.

La complexité C(n) de l'algorithme sur une entrée de taille n est alors déterminée par une
récurrence de la forme :
C(n) = a-C(n/b)+0(n%),
C

0 = oW, (15.1)

Notation La notation O(g) définie dans le chapitre [L3|dénote un ensemble de fonctions qui
sont bornées au sens asymptotique par la fonction g. En pratique, on abuse souvent cette
notation. Par exemple, on écrit C'(n) = O(g) pour dire que la fonction C'(n) est dans O(g).
On écrit aussi C'(n) + O(g) pour indiquer une fonction qui est bornée au sens asymptotique
par une fonction de la forme C(n) + k - g(n). Ainsi la récurrence ci-dessus dit qu’ils
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existent ng, k1, ko > 0 tels que pour tout n > ng :

C(n) < a-C(n/b)+ki-n
C0) < k.

Exemple 50 Considérons la recherche dichotomique dans un tableau ordonné.
— Si le tableau a 1 élément on le compare a I’élément recherché et on termine.
— Sinon, on compare l’élément recherché avec I’élément au milieu du tableau.
— S’ls sont égaux on termine.
— Sinon on itere la recherche sur une moitié du tableau.

On a donc :

C(n) = C(n/2) + O(1) .

Exemple 51 On considére un algorithme de tri par fusion (mergesort) qui opére sur un
tableau.

— Si le tableau a taille 1, le tableau est trié.

— Sinon, on sépare le tableau en deux parties égales et on les trie.

— FEnsuite on fait une fusion des deux tableaux triés.
La phase de division prend O(1) et la phase de fusion O(n). On dérive donc une relation de
récurrence :

C(n)=2-C(n/2)+0(n) .

Exemple 52 On veut multiplier x et y entiers sur n chiffres (pour simplifier supposons n
pair). L’algorithme usuel est quadratique en n. On peut écrire x ety comme :

xr =a-10"+b
y =c-10m+d,
ot a, b, c,d sont maintenant des entiers sur m = n/2 chiffres. On remarque :
z -y = ac-10*™" + (ad + be)10™ + bd .

Ceci suggere un algorithme diviser pour régner ot une multiplication de taille n est réduite
a 4 multiplications de taille n/2 plus des additions et des décalages (pour implémenter la
multiplication par une puissance de 10). On obtient donc :

C(n)=4-C(n/2)+0(n) .

Hélas, on a toujours une complexité quadratique (technique de preuve a suivre) et un algo-
rithme plus compliqué. Probablement la mise-en-oeuvre donnera un algorithme moins efficace
que algorithme standard. .. Mais on peut faire mieux ! Voici une vieille remarque (Gauss)
qui a été exploitée par A. Karatsuba [KO62] :

(ad+bc) = (a+b)(c+d)—ac—bd .

On peut donc calculer le facteur de 10™ avec 1 multiplication (plus 4 additions) au lieu de 2
multiplications. Ce qui donne :

C(n) = 3-C(n/2) + O(n) .

Cette fois il y a un gain significatif (justification d suivre) et une bonne mise en oeuvre donne
une méthode de multiplication plus efficace pour des nombres assez grands (environ 500 bits).
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Exemple 53 (C’est un peu la méme histoire que pour la multiplication d’entiers mais en
dimension 2 ! On veut multiplier deux matrices A, B de dimension nxn (n pair). L’algorithme
standard est O(n3). Une stratégie diviser pour régner commence par décomposer A et B en :

All A12 :| [ Bll BlQ :|
A = B =
[ Agl AQQ B21 322

ou A;; et B;j ont dimension n/2 x n/2. Ensuite on calcule :

Ci1 Cr2
C =
[ Co1 Ca }

ol :
Ci1 = A1 - Bii+Aip- By
Ci2 = A1 - Bia+ Ao - Bo
Co1 = A1 - By1 + Ay - Boy
Caoy = Ag1 - Bia+ A - By .

On vérifie que : C' = A-B. On a donc un cout :
C(n) =8-C(n/2) + O(n?) .

Encore une fois, ceci est plus compliqué que l’algorithme standard et a la méme complexité
asymptotique. Cependant, V. Strassen [Str69] a montré que l’on peut s’en sortir avec 7 mul-
tiplications (détails non-triviaux dans [CLRS09]). On a donc :

C(n) = 7-C(n/2) + O(n?) .

Ce qui meéene & une amélioration significative de la complexité asymptotique et méme a un
algorithme pratique pour n de l’ordre de 102 (voir [CLRS09]). Une petite course a la meilleure
borne asymptotique a suivi. Actuellement le record est autour de O(n*3) mais I’algorithme
en question n’est pas du tout pratique! Rappelons au passage que si l’on travaille avec les
flottants, il faut aussi évaluer la stabilité numérique de [’algorithme.

15.2 Solution de relations de récurrence
Proposition 6 Pour borner la solution de la relation de récurrence :
C(n) =a-C(n/b)+0(n), C(0)=0(1),

il suffit de considérer le ratio :

A savoir :
sir=1 alors C(n) =0(n°-logn) ,

sir <1 alors C(n)=0(n°) ,
sir>1 alors C(n) = O(nl°22)

Remarque 15 Ce qu’on présente est une version a-b-c (ou ) d’un théoreme plus général
di o Akra-Bazzi [AB98] qu’on appelle aussi master theorem.
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Avant de procéder avec la preuve, considérons I’application de la proposition aux exemples.

Dichotomie C(n)=1-C(n/2)+ O(1)
a=1,b=2,c=0,r=1|C(n)=0(logn)

Fusion C(n)=2-C(n/2)+ O(n)
a=2b=2c=1,r=1|C(n)=0(nlogn)
Karatsuba C(n)=3-C(n/2)+0(n
a=3b=2c=1,r>1|C(n)=0(n"3)~ 0N
Strassen C(n) =17-C(n/2) +0O(n?)
a=T7b=2c=27r>1|C(n)=0(n°%")~0n>?
Plus rare C(n) =2-C(n/2)+ O(n?)
a=2b=2c=2r<1|C(n)=0(n?

Preuve de la proposition [6]

Pour simplifier la notation, on suppose que :
— n est une puissance de b.
— k borne les constantes du cas terminal et du travail de division et de combinaison. On

a donc :
Cn) < a-C(n/b)+k-n°,
co) < k.
Considérons maintenant le travail de division et combinaison qu’on effectue a chaque niveau :

niveau travail
0 a’ - k-n¢
1 a' - k- (n/bh)e
j al k- (n/b)°

logb n alogbn k. (n/blogb n)c

Il en suit que le travail t; au niveau j est :
tj=Fk-n®-r

olt r = 7z. Le ratio fait dont son apparition! On distingue maintenant les 3 cas.

r =1 : travail constant & chaque niveau On a:
tj =k-n®.
En additionnant le (log, n 4+ 1 niveaux) on obtient :

C(n) =0O(n‘logn) .

r <1 :le travail du niveau 0 domine On a:

Z]j:(),.‘.,logbntj =k-n° j ,..,logbnrj
<k-n¢- % .
—r

Donc :
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r > 1 : le travail des feuilles domine D’abord on remarque pour h = logyn :

h+1

.o —1 T

Yj—o0,... prl = < rh .
[ r—1 r—1

Donc pour k¥’ =r/(r—1) on a :
ZjZO,...,logb ntj < k. nc. Th K

En explicitant h et r :

logy,
log, a*

Rappel : log, z = Donc :

C(n) = O(a°®™) = O(n'°8r?) .

log, n

Notez que a est le nombre de feuilles.
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Remarque 16 La proposition [( s’applique si l'on divise un probléme de taille n dans un
nombre a de sous-problémes qui ont la méme taille n/b. Elle ne s’applique pas, par exemple,
au tri rapide (voir section car les sous-problemes n’ont pas forcement la méme taille.

Exercice 17 On peut représenter un nombre entier de taille arbitraire comme une liste de
chiffres en base B. Par simplicité, supposons B = 10. Programmez les opérations d’addition
et multiplication de l’école primaire ainsi que la multiplication de Karatsuba et déterminez le
nombre de chiffres nécessaires pour que la multiplication de Karatsuba soit plus efficace que

la multiplication de l’école primaire en pratique.
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Chapitre 16

Transformée de Fourier rapide

Un polynéme peut étre représenté par ses coeflicients ou par un ensemble de points.
On peut voir la transformée (discrete) de Fourier comme une méthode pour passer de la
représentation par coefficients a celle par points alors que la transformée inverse de Fou-
rier passe des points aux coefficients. Un algorithme direct permet de mettre en oeuvre ces
opérations en O(n?). En choisissant les points comme les racines n-aires de I'unité, il est pos-
sible, en suivant une stratégie diviser pour régner (voir chapitre , de réduire la complexité
a O(n - log(n)) [CT65]. Dans ce cas, on parle de transformée (ou transformée inverse) rapide
(Fast Fourier Transform ou FFT en anglais). Cet algorithme joue un réle trés important, par
exemple, dans le traitement numérique du signal.

16.1 Polynémes et matrice de Vandermonde

Soit p(z) = Ek:(),m,n_laixi un polynéme sur un corps. On peut évaluer un polynéme dans
un point en effectuant O(n) multiplication et additions. En particulier, on peut utiliser la
regle de Horner :

p(x) =ag+ x(ar + x(ay + -+ + (xay) -+ +)) (16.1)

Il en suit qu’on peut évaluer p(x) en n points g, ..., 7,1 en O(n?).

Définition 13 (matrice Vandermonde) La matrice de Vandermonde V,, pour les points
T, ..., Tp—1 €St définie par :

1z z2 zpt
2 n—1

1 o ] Ty (16.2)
2 -1

L w2y Tp1

Des manipulations standards d’algebre linéaire permettent d’expliciter le déterminant de
la matrice V,,.

Fait 1 Le déterminant de la matrice de Vandermonde V,, est :
det(Vn) = Ho<icj<n—1)(®j — i) - (16.3)

Il suit que si les points xg, . .., x,—1 sont différents alors la matrice V,, est inversible.
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Proposition 7 Soient (xi,yi) des couples de points pour k =0,...,n—1 et avec x; # x; si
i # j. Alors il existe unique un polynéme p(x) de degré au plus n — 1 tel que p(xy) = yx pour
k=0,...,n—1.

PREUVE. L’assertion que p(xg) = yi pour k = 0,...,n—1 est équivalente a la condition V,,a =
y, o V,, est la matrice de Vandermonde relative aux points xg,...,Tn-1, ¥ = (Y0, -+, Yn—1)

et a = (ag,...,an—1) sont les coefficients du polynéme & déterminer. Comme V,, est inversible

on doit avoir a = (V,,) " 1y. O

Il est possible d’expliciter le polynome en question en utilisant I'interpolation de Lagrange.

Définition 14 (polyndéme interpolant) Soient (xp,yx) des couples de points pour k =
0,...,n—1 et avec x; # x; si it # j. On définit le polynome interpolant par :

joi (2 — xj)

Ue) = Sionrti '
(z) i=0,....n—1Yi Hj;,gi(xi - xj)

Proposition 8 Le polynéme ¢(x) a degré au plus (n — 1) et il satisfait : {(x;) = y; pour
i=0,...,(n—1).

PREUVE. 1l est clair que le degré est au plus n — 1 et on vérifie que :

Eﬁ@—$ﬂ_{1 si =
Wi (@5 — xj) 0 siz=uap#z.

a

On peut aussi dériver le fait qu'un polynéme non-nul de degré n—1 a au plus n — 1 racines
différentes.

Proposition 9 Un polynéme p(x) de degré n — 1 qui n’est pas nul partout admet au plus

n — 1 points x1,...,x,—1 tels que p(xr) =0 pour k=1,...,n— 1.
PREUVE. Si on avait n points xg,...,T,—1 alors on pourrait construire la matrice de Van-
dermonde V), relativement & ces points et dériver V,a = 0 ou a = (ag,...,ap—1) sont les

coefficients du polynome. Il en suit que a = (V)10 = 0 contre 'hypotheése que p(x) # 0. O

Opérations et représentation de polynomes

On peut représenter un polynome de degré n— 1 par ses coefficients ag, . . ., a,—1 ou par sa
valeur dans n points (2, %0), - - -, (n—1,Yn—1). Il est possible de passer d’une représentation
a lautre en O(n?). En particulier, la transformée de Fourier est le passage des coefficients
aux points ce qui revient a calculer y = V,,a ou V,, est la matrice de Vandermonde pour les
points xg,...,Tn—1 €t a = (ag,...,an—1) est le vecteur des coefficients. La transformée de
Fourier inverse est le passage des points aux coefficients ce qu’on peut faire en calculant les
coefficients du polynéme interpolant (définition [14)).

On discute les avantages et les inconvénients de ces représentations par rapport a 3
opérations fondamentales : la somme, I’évaluation dans un point et le produit.
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Somme Les deux représentations permettent de calculer la somme de deux polynomes
en temps linéaire : on additionne les coefficients et les ordonnées des points, respecti-
vement.

Evaluation L’évaluation d’un polynome dans un point est possible en temps linéaire avec
la représentation par coefficients (regle de Horner). Dans la représentation par points,
on peut évaluer dans un point le polynome interpolant de Lagrange mais ce calcul est
O(n?).

Produit Le produit de deux polynomes est possible en O(n) avec la représentation par
points (on multiplie les ordonnées des points). A noter que le produit de deux po-
lynomes de degré au plus n — 1 a degré au plus 2n — 2 et que pour déterminer ce
polynome il faut connaitre sa valeur en 2n — 1 points. Donc pour calculer le produit
‘par points’ il faut connaitre 2n — 1 points des polynémes a multiplier.

Dans la représentation par coefficients, le calcul des coefficients du polynéme produit
est 1ié a l'opération de convolution. Si (ag,...,an—1) €t (bg,...,b,—1) sont les coeffi-
cients de deux polyndémes de degré au plus n — 1 alors les coeflicients du polynoéme
produit de degré au plus 2n — 2 sont :

e ={a;i-bjli+j=k0<ij<(n—-1} k=0,...,2n—2. (16.4)

Ce calcul est O(n?).

16.2 Le cercle unitaire complexe

On considére maintenant le corps des nombres complexes et on dénote par i la valeur de
coordonnées (0, 1) sur le plan complexe, & savoir une des racines carrées de —1. Si x = a +ib
est un nombre complexe on dénote par T = a — ib son conjugué. Les points qui se trouvent
sur le cercle de centre (0,0) et rayon 1 s’expriment par :

cosf +isinf . (16.5)

La valeur 6 représente I'angle qui détermine le point sur le cercle. Ainsi la fonction est
périodique de période 2. En suivant Euler, la fonction s’exprime aussi comme :

e’ = cosf +isind .
La multiplication de deux points sur le cercle revient a additionner les angles :

P01 . pif2 _ Li(01402) (16.6)
La valeur complexe (1,0) est donc I'unité pour la multiplication :

P —1  pneZ. (16.7)
Par ailleurs, chaque élément a une inverse :

el . el=0) =1 (16.8)

On remarquera que :

=9 = cos(—0) + isin(—6) = cos(d) — isin(—0) ,
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est le point symétrique par rapport & ’abscisse et correspond au conjugué de el
Il suit de ces considérations que les points el forment un groupe abelien.
On peut construire un sous-groupe avec n éléments en considérant les points de la forme :

0 (n—1)

W, ,w ot w = el?M/7

k sont exacte-

On remarquera que (w*)” =1 pour k =0,...,n — 1. En d’autres termes, les w
ment les racines du polynéme p(x) = 2" — 1. Par ailleurs, chaque w* a une inverse multipli-

cative :
(@)™ = @) = 1.

Proposition 10 Soit n = 2" avec h > 1 et soit X = {w* |k =0,1,...,(n — 1)} lensemble
des racines n-aires de unité. Alors si l’on pose :

X2={?|reX}={w*|k=0,1,...,n -1},
on a que 1X? = #X/2 =n/2.

Ainsi on a 2 racines quadratiques, 4 racines cubiques,. ..

16.3 Transformée rapide

On va montrer qu’en choisissant les n points comme les racines n-aires de l'unité il est
possible de calculer la transformée de Fourier en O(nlog(n)). Pour obtenir ce résultat, on
utilise une technique diviser pour régner : pour calculer un polynome de degré au plus n — 1
on va évaluer deux polynémes de degré au plus n/2 — 1 qui sont construits en prenant les
coefficients pairs et impairs, respectivement du polynome de départ :

po(z) = 4o, n/2—102k2"

) = Xp— _rapzt = po(2?) + x - py (22 oﬁ{
p(z) k=0,...,n—10k po(z”) p1(z?) pi(r) = S mjer02ks12"

Cette décomposition est toujours possible mais elle est avantageuse seulement si on peut
réduire le nombre de points sur lesquels le polynomes py et p; doivent étre évalués. En par-
ticulier, si on pose n = 2" et on prend X comme 'ensemble des racines n-aires de I'unité on
sait que X2 = §X/2. Donc pour évaluer un polynéme de degré n— 1 sur les racines n-aires de
l'unité il suffit d’évaluer deux polynomes de degré n/2 — 1 sur les racines n/2-aires de I'unité
et ensuite combiner les résultats avec un cotit linéaire. On a donc une relation de récurrence :

C(n)=2-C(n/2)+n,

et on sait que C(n) est O(n-log(n)) (chapitre[L5]). A noter qu’il est essentiel de prendre comme
points les racines n-aire