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Introduction.

Ce mémoire traite d’un modéle du chémostat, dont le role demeure central en
mathématiques de ’écologie. Le principe en est simple : on considére le probléme
de la croissance de micro-organismes. Typiquement, on peut citer I’exemple de
I’évolution d’une population de bactéries qui, pour se développer, nécessite une
source d’énergie riche en carbone.

Supposons que nous avons ces bactéries dans un « container », ol un expéri-
mentateur y ajoute continuellement des substances nutritives. Ce « container »,
que l'on suppose correctement mélangé, posséde également un orifice de sortie,
c’est ainsi que les bactéries et les nutriments peuvent s’écouler.

Supposons a fortiori que la croissance de la population de bactéries est
controlée par un seul élément nutritif « limitant ». En d’autres termes, les autres
nutriments sont en excés et toutes les conditions nécessaires pour la croissance
des bactéries sont vérifiées.

La question que l'on se pose est la suivante : comment, pouvons-nous com-
prendre la dynamique dans ce « container » (qui sera, in fine, notre chémostat) ?
En particulier, on se posera la question de la présence effective d’états d’équi-
libres, que 'on qualifiera et quantifiera.






Premiére partie

Introduction au chémostat.






Chapitre 1

Modélisation mathématique :
historique et aboutissements.

En 1950, le terme chemostat a été simultanément introduit par Jacques
Monod et deux physiciens américains, Aaron Novick et Léo Szilard, bien que
ceux-ci ne se connaissent pas '. Ce nom est, en fait, un acrostiche de « Chemical
environment 1s static ».

Tout d’abord, commencons par une bréve introduction & la modélisation
mathématique en biologie. Nous décrirons ensuite le modéle du chémostat, ainsi
que 'appareil expérimental éponyme, dans le cadre d’un prochain chapitre.

1.1 De la culture batch? a la culture continue 3.

Décrivons d’ores et déja le modeéle de la boite de Pétri, dispositif trés utilisé
en microbiologie, dont le principe de fonctionnement est assez simple.

On considére la croissance d’une espéce bactérienne que I'on place dans un
milieu de culture équilibré, contenant tous les nutriments indispensables & son
développement (du glucose, par exemple).

Enfin, supposons que les paramétres physico-chimiques régissant son évolu-
tion (température et pH, par exemple) sont optimaux.

1. En fait, I'initiateur de la théorie du chémostat est plutot Monod ([Mon50]), qui employait
le nom de bactogéne, ce nom devint bactostat a la suite de sa rencontre avec Novick ([Nov50]).

2. L’expression « culture batch », ou « culture discontinue », désigne une culture pratiquée
sans addition de nutriments, ni élimination de déchets en cours de croissance.

3. On désigne la « culture continue » par opposition a la « culture batch ».
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FI1GURE 1.1.1 — Evolution de la population bactérienne dans une boite de Pétri.

Dans la pratique, on observera plusieurs phases :

— D’abord, les espéces bactériennes sont confrontées au changement brutal
de leur environnement, puisque celles-ci ne sont pas habituées & une preé-
sence importante de substrat. C’est une phase dite de latence.

— Ensuite, typiquement, on observe une phase de croissance, de type ezpo-
nentielle ou logarithmique.

— La croissance des espéces bactériennes ralentit peu & peu, jusqu’a un
certain instant ot tout le substrat a été consommé. Cette phase de ra-
lentissement, dite de saturation, ou phase stationmnaire, dépend du type
cellulaire et des conditions de culture.

— Enfin, au moment ou la totalité du substrat a été consommeée, on assiste
a une phase de mort, ou déclin logarithmique, pusique les espéces bacté-
riennes n’ont plus de ressources. Le taux de mortalité augmente jusqu’a
devenir constant (la culture meurt).

Sur le graphique 1.1.1, on constate que I'allure d’une telle croissance bacté-
rienne ressemble & celle d’une gaussienne, admettant une courbe en « S » dans
sa partie de croissance exponentielle.



Expliquons maintenant la signification du titre. La boite de Pétri, que nous
venons de décrire précédemment, est ’archétype du matériel permettant une
culture « batch ». Entre autres, le recueil des produits synthétisés est possible &
tout moment, y compris pendant la phase de déclin. Cependant, le rendement
est limité : la biomasse et les produits sont recueillis en quantité faible, & cause
du non-maintien de la phase exponentielle.

Le chémostat, quant & lui, est I'un des modéles rendant possible cette culture
continue : nous le verrons par la suite. Qutre une récupération des produits au
fur et & mesure de leur production, le chémostat permet un maintien de la phase
exponentielle, donc une optimalité du rendement.

1.2 Les expériences de Jacques Monod.

Les apports scientifiques de Jacques Monod* (1910 - 1976), biologiste fran-
cais de I'Institut Pasteur a Paris, sont considérables.

En 1930, Monod propose de regarder 1’évolution de la biomasse en fonction
du temps, au lieu de la quantité de bactéries (qui requiert un appareillage de
précision et & mesure rapide).

Monod observe alors qu’une telle évolution ne suit pas une loi de type « crois-
sance logistique », c’est-a-dire du type (avec K, r deux constantes positives, et
a une constante réelle quelconque) :

K
teRtf 5 —— R
f:te Hl—i—ae_rte

Le modéle de la croissance logistique n’est plus considéré comme une loi
universelle permettant de décrire la croissance d’'une population, comme le pen-
saient les scientifiques jusqu’alors.

Vient alors la question suivante : quelle(s) hypothése(s) peut-on remettre en
question ? Historiquement, deux hypothéses étaient formulées :

— Hypothese de conservation de la masse ou loi de Lavoisier (B représente
la quantité de biomasse, S celle du substrat, k désigne un coefficient
steechiométrique) :

B+ kS = M, (1.2.1)

4. Renommé pour ses travaux sur la transcription des génes, Monod obtient, en 1965 et
conjointement avec Francois Jacob et André Lwoff (chercheurs francais en biologie), le prix
Nobel pour une découverte concernant le controle génétique des synthéses enzymatiques et
virales.



— Hypotheése de proportionnalité de la dérivée temporelle de B par rapport

aSet B: iB
— = B 1.2.2
il (1.2.2)

La combinaison de ces deux hypothéses 1.2.1 et 1.2.2 donne ’équation 1.2.3
suivante :

dB M, B
D _ (1o = 1.2.
a Mk ( MO) (12.3)

qui est bien 1’équation logistique, dont Jacques Monod a souligné la non-
universitalité. Monod va réfuter la seconde hypotheése, afin d’associer la loi de
Lavoisier avec la loi de Michaelis-Menten ® (datant de 1913) :

o ,umaacS
“(S)’K5+S

Ol ftmas désigne le taux de croissance maximale®, et Kg est le taux de
demi-saturation ”, ces deux paramétres étant intrinséques a chaque espéce.

Courbe de croissance - type Monod
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FIGURE 1.2.1 — Représentation graphique d’une cinétique de type « Monod ».

5. Monod n’a pas immédiatement noté la similitude présentée entre « sa » fonction et celle
de Michaelis-Menten, équation dérivée de la cinétique enzymatique. Il ne I’a reconnu que plus
tard.

6. Ce taux de croissance maximale n’est jamais atteint. Il est asymptotiquement atteint,
c’est-a-dire lorsque S — +o0.

7. Clest-a-dire que p (Kg) = %umw.



Ce modéle de cinétique présente bien le caractére de saturation au fur et a
mesure du temps, puisque :

li S) = max

Bien entendu, il existe d’autres modéles pour exprimer la cinétique p, comme

des modéles linéaires, ou encore le modéle de Haldane :
s

S)=——"—=
u(S) Ks+S+%2

ou 1, Kg et a désignent des paramétres strictement positifs propres a l’espéce
étudiée.

Courbe de croissance - type Haldane
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FIGURE 1.2.2 — Représentation graphique d’une cinétique de type « Haldane ».

Ce modeéle de cinétique présente plutdt un caractére d’épuisement au fur et
4 mesure du temps, puisque, dans ce cas :

li =






Chapitre 2

L’appareil expérimental
« chémostat ».

2.1 Description globale du dispositif.

Une fois le modeéle du chémostat décrit, rappelons que le terme chemostat
provient de 'acrostiche « Chemical environment is static ». En 1950, Jacques
Monod souligne I'inconvénient de la culture « batch » ot I’environnement aqua-
tique n’est pas constant, et suggére ainsi de travailler sur un systéme isochore '.
Ainsi, les mesures se référant au temps mis par les bactéries pour s’accroitre ne
nécessiteront pas d’appareillage & mesure rapide.

Nous donnons ici une description purement schématique du dispositif « ché-
mostat ». Dans la réalité, un tel appareil peut se présenter sous plusieurs formes.
Imaginons un dispositif de trois récipients connectés en série et reliés par des
pompes réglées a la méme vitesse.

® &

FIGURE 2.1.1 — Principe de fonctionnement du chémostat.

1. C’est-a-dire & volume constant.



2.2 Description approfondie de la fonction des
différents récipients.

Dans toute cette partie, le lecteur pourra constamment se référer & la Fi-
gure 2.1.1, présentant le principe de fonctionnement schématique du dispositif
« chémostat, ».

Par ailleurs, nous rappelons au lecteur que les pompes P effectuent le trans-
fert de matiére d’un récipient au suivant, et que celles-ci fonctionnent a la méme
vitesse. C’est ce qui permet, entre autres, de maintenir un volume constant au
sein du récipient C.

2.2.1 Le récipient d’alimentation.

Le récipient N, appelé source d’alimentation, contient tous les nutriments
nécessaires a la croissance des micro-organismes. On fait ’hypothése que tous
ces nutriments sont en excés, excepté un, que ’on appellera nutriment limitant.

Le débit circulant du récipient N au récipient C' doit étre convenablement
réglé. En effet, 'expérimentateur souhaite obtenir un certain taux de croissance
(fixé avant ’expérience), puisque la vitesse de la multiplication cellulaire est
directement dépendante de "approvisionnement en nutriments.

Dans la pratique, le récipient d’alimentation est relié au récipient C' via une
tubulure sur laquelle est placée une vanne de réglage du débit de renouvellement,
4 l'instar d’une pompe classique.

2.2.2 Le récipient de culture.

Le récipient C, appelé récipient de culture, est le lieu ot I’on observera un
phénomeéne de « struggle for existence », c’est-a-dire que la disposition de plu-
sieurs souches bactériennes dans le méme environnement entrainera inévitable-
ment, une compétition entre elles pour accéder a la nourriture.

Ce récipient est alimenté par la source d’alimentation, qui apporte des nu-
triments aux micro-organismes. On le supposera globalement bien mélangé, ceci
étant possible moyennant la présence d’'un appareil motorisé, par exemple, une
turbine.



Soulignons que si le taux de dilution D est trop élevé, les souches bactériennes
ne pourront pas croitre davantage, et dans ce cas, on assiste & un phénomeéne dit
de lessivage (washout) ou toute la culture microbienne va étre propulsée dans
le récipient. de collection, dont nous parlerons dans la sous-section suivante.

Le biologiste américain Garrett Hardin a mis en évidence, en 1960, le principe
d’exclusion compétitive, que nous exposons ci-apreés.

Principe d’exclusion compétitive (Principe de Gause). Considérons
deux espéces exploitant une ressource limitante écologique unique, et suppo-
sons que ’on place ces espéces dans un milieu stable et homogéne.

Alors ces deux espéces ne peuvent coexister indéfiniment, la plus compétitive
des deux espéces finissant par éliminer I'autre.

2.2.3 Le récipient de collection.

Enfin, c’est dans le récipient O, appelé récipient de collection (overflow, en
anglais), que les produits du récipient de culture C' sont collectés. Il contien-
dra ainsi des nutriments, des micro-organismes, et potentiellement des produits
provenant de ces micro-organismes.

C’est dans ce récipient que les mesures pourront étre faites, afin de ne pas
perturber ’action qui se déroule au sein du récipient de culture, dont le volume
reste ainsi constant. Typiquement, ce récipient de collection est plutdt remplacé
par un siphon de trop-plein, permettant une évacuation maitrisable d’une partie
de la culture.

2.3 Retour historique : principe d’exclusion com-
pétitive et chémostat.

Au fil du temps, les mathématiciens ont publié de nombreux travaux autour
de la preuve du principe d’exclusion compétitive au sein du chémostat.

Nous les rencensons en table 2.1 & titre historique, en notant :
— D, le taux de dilution relatif a ’espéce 1,

— D le taux de dilution global au sein du chémostat,

— p; la cinétique employée pour l'espéce .
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| Date | Auteur(s) | Hypothéses | Commentaires | Bibliographie |

1977 Hsu, Hubbell, Waltman | D, = D ; Monod Hsu77
1978 Hsu w; Monod Extension de la preuve précédente. Hsu78
1980 Armstrong, McGehee | D, =D | p; monotone [Arm80]
1985 Butler, Wolkowicz D, =D | p; quelconque Preuve assez technique. But85
1992 Wolkowicz, Lu D; # D | p; quelconque Condition supp. difficile exigée. Wol92
1997 Wolkowicz, Xia D;~ D | p; monotone Wol97
1998-1999 Li D; ~ D | u; quelconque [Li99]
- - D; # D | p; monotone | Le probléme est encore ouvert ! -

TABLE 2.1 — Les preuves du principe d’exclusion compétitive pour le chémostat.









Deuxiéme partie

Mathématiques des systémes
dynamiques.
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Chapitre 3

(Généralités sur les systémes
différentiels et dynamiques.

Commencons par quelques rappels (nous partons du principe que le lecteur
connait les bases d’un cours d’équations différentielles de Licence).

3.1 Introduction et motivations.

Définition (systéme dynamique). Un systéme dynamique est un ensemble
physique, économique, environnemental (ou d’un autre domaine) dont 1’état
(ensemble de grandeurs suffisant & qualifier le systéme) évolue au cours du temps.

Remarque. L’étude de I’évolution d’un systéme nécessite donc la connaissance
de son état initial (son état & un instant tq, souvent pris égal & 0) ainsi que de
sa loi d’évolution (en général, une ou plusieurs équations différentielles).

Beaucoup d’adjectifs existent pour pouvoir qualifier un systéme dynamique :
on pourra parler de systéme & temps continu ou & temps discret, autonome
(si sa loi d’évolution ne dépend pas du temps) ou non autonome, par exemple.

Exemple. L’oscillateur harmonique est un exemple de systéme dynamique au-
tonome a temps continu :

d?¢ 9
ap Tee=0

ol w dépend des paramétres du probléeme.

13



Exemple. Considérons un pendule, c’est-a-dire un point matériel de masse m,
attaché a 'extrémité d’une tige rectiligne non déformable de longueur L. L’autre
extrémité est le point O, origine du repére d’étude. On notera g l’accélération
de la pesanteur. La configuration est la suivante (figure 3.1.1) :

FI1GURE 3.1.1 — Un exemple de systéme dynamique : le pendule pesant.

On négligera les éventuels frottements et la masse de la tige. On notera 6
I’angle orienté que fait le pendule avec la verticale. L’application des principes
de la. mécanique donne les équations du mouvement, constituant & elles seules

un systéme dynamique :
{é: w
w= —%sinb

Désormais, fixons I un ouvert de R™ et f une fonction de classe C! de U x R™
4 valeurs dans R"™. Dés & présent, sauf mention contraire, nous considérerons le
systéme dynamique suivant :

X (to) = X0

{izf@i) (3.1.1)

Souvent, nous supposerons la simple « locale lipschitziannité » de f.

Définition (trajectoire, orbite, portrait de phase). Considérons le systéme pré-
cédemment établi. On définit :

— une trajectoire du systéme comme une solution de ce systéme.

— une orbite du systéme comme une courbe, image de I’ensemble des temps
par une trajectoire du systéme.

— un portrait de phase comme un ensemble d’orbites du systéme, chaque
orbite étant pourvue de fleches indiquant le sens croissant du temps.

14



Exemple. Ce systéme dynamique représente I’évolution temporelle d’un pen-
dule plan, amorti par le terme en « —%y ». Tracons son portrait de phase.

e

b N \\\ R I N
2NN
NN ~

ol — \\ -.\\‘—’ ST ]

S e T

S i R S Ssme—te

FIGURE 3.1.2 — Portrait de phase du pendule pesant plan amorti.

Exemple. Tracons le portrait de phase du pendule pesant plan sans amortis-
sement (dont la configuration est présentée en figure 3.1.1).

S —_— —
s e
e e = T
H._.///;f"::\::\\ G g SO )
S s i
IO
A\ AN ///’/’r\‘\\\
NN A S
T \Q\\\-.__.//fl(//’""\
T N A T
A e e e
i i e
e e e
e e e e T T
e — e

FIGURE 3.1.3 — Portrait de phase du pendule pesant plan non amorti.
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3.2 Autour du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

3.2.1 Rappel : énoncé du théoréme.

Profitons-en pour exposer un court interméde historique. Augustin Cauchy,
mathématicien Frangais (1789 — 1857), a apporté une contribution non négli-
geable & toutes les branches des mathématiques.

Nous lui devons, entre autres, la premiére définition rigoureuse de la conti-
nuité (maniant les € et 7). En ce qui concerne les systémes dynamiques, I'im-
portante notion de déterminisme! est étroitement liée au théoréme de Cauchy-
Lipschitz, que nous rappelons ci-aprés, la premiére formulation datant de 1820.

Théoréme (Cauchy-Lipschitz). Soit (E) l’équation différentielle & = f(x), ot
f est une fonction localement lipschitzienne sur un ouvert U de R™ dans R"™.
Alors, pour tout xog € U, il existe une unique solution mazimale de (E) satisfai-
sant & l’équation x (to) = .

Rappelons ce qui est sous-entendu derriére le mot mazimal. Pour chaque
condition initiale o, nous pouvons choisir un certain intervalle de temps (que
l’on notera I,,), ouvert, maximal au sens de l'inclusion, hors duquel la solution
sort de U ou n’est, tout simplement, pas définie.

Une formulation équivalente du théoréme de Cauchy-Lipschitz serait la sui-
vante : & un instant présent fixé, correspond un passé et un avenir uniques. 2

Corollaire. Deux orbites distinctes sont disjointes.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoréme de Cauchy-Lipschitz :
si ces deux orbites avaient un point commun, on les « reconstitue » grace au
théoréme de Cauchy, de facon unique & partir de ce point. O

1. Que le lecteur impatient soit rassuré : nous expliquerons ce que nous sous-entendons
quelques lignes apres.
2. C’est ce que nous sous-entendions par déterminisme! (Voir note 1).

16



Attention. Un schéma de trajectoires comme celui indiqué

ci-contre n’est pas exclu par ce corollaire : il suffit de I'in- G
terpréter correctement. \E:

Les C; (pour i € {1,...,4}) ainsi que E (que nous appel- E

lerons équilibre) constituent nos cing trajectoires. Cq et Cs

font partie de la méme orbite lorsqu’on les raccorde. Il en 53
est de méme pour Cy et Cy. o3 :

Nous avons donc un nombre d’orbites supérieur & 2.

3.2.2 Del’importance de ’hypothése « localement lipschit-
zien ».

Rapidement, mettons en exergue 'importance de cette hypothése. Considé-
rons, par exemple, I’équation différentielle suivante, sur R :

&= /|z]
On a dong, ici, posé f (z) := /|z|. Cette fonction ne posséde pas le caractére

« localement lipschitzien » exigé par le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Le lecteur pourra vérifier que I’équation différentielle précédente admet une
infinité de solutions telles que x (0) = 0. Autrement dit, il existe une infinité de
trajectoires qui se coupent au point (0,0). En voici quelques exemples.

20

25 o

20 4

15 o

10

-10

-15 -

20

-25

-30

- -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 2 4 5 3

FIGURE 3.2.1 — Quelques trajectoires de & = \/|z| vérifiant = (0) = 0 (Scilab).
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3.2.3 De la non-nécessarité de la lipschitziannité pour ’uni-
cité?.

De méme que précédemment, nous souhaitons mettre en exergue le fait que
le coté « lipschitzien » n’est pas nécessaire pour obtenir l'unicité de ’orbite
contenant x. Nous ne donnons que les grandes lignes de ce contre-exemple sans
trop nous attarder.

Considérons, par exemple, ’équation différentielle suivante, sur R :

i=1+4, (RY)

ou :

5, (RY) 1= 1 sizeRt
’ )0 sizeR;

désigne la fonction de Dirac.
Le lecteur pourra aisément vérifier que la fonction f (z) := 1+ 4, (RT) n’est

pas lipschitzienne (donc, a fortiori, localement lipschitzienne!), et pourtant, tout
couple (tg, ) € R? appartient & une unique trajectoire, définie pour tout t € R.

3.2.4 Exemple d’application du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Reprenons 'exemple du pendule pesant, modélisé par la figure 3.1.1. On
peut écrire (H,w) = f(t,0,w) ou:

FiRxR2 — R
(t,0,w) — (w,—6%sino)

en posant § := /<. Soient t € R, (61,w1) € R?, (f2,w2) € R%. On a :

lwa — w1 + 62 |sin B2 — sin 6, |
(L+6%) - |(B2 — 01, w2 — wi) |y

||f(ta925w2)_f(taelawl)”l <
<

et f est donc (1 + 52) —lipschitzienne en (0, w).

Ainsi, le théoréeme de Cauchy-Lipschitz permet de conclure qu’a toute condi-
tion initiale, correspond une unique solution globale (i.e. définie pour tout temps
t € R) de I’équation du pendule simple.

3. Le titre de cette sous-section, aux fragrances faussement lyriques, n’est réellement as-
sumé que par I’'un des deux auteurs.
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Chapitre 4

Etude approfondie des
systémes dynamiques.

4.1 Flot d’un systéme dynamique.

Définition (flot). On note ¢ (¢,20) lapplication qui, & tout état initial zo,
fait correspondre son devenir & l'instant ¢, via le systéme dynamique étudié.
La famille d’applications ¢ (¢, z¢), que I'on note parfois (®;),.p, est le flot du
systeme dynamique étudié.

X (1) = (L, x,)

-~

X lr

FIGURE 4.1.1 — Représentation (trés) imagée du flot.

Remarque. Nous dirons que nous avons affaire & un groupe a un paramétre de
difféeomorphisme.

En effet, on peut peut voir le flot comme une application ® différentiable
de R x R™ dans R"™, telle que les sections ®; sont des diffeomorphismes de la
variété R"™ vérifiant :

V(S,t) S RQ, (I)s-‘rt = (I)s o (I)t
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Fixons une condition initiale x (0) = x¢ et expliquons pourquoi cette derniére
relation est évidente d’un point de vue géométrique :

— L’action de @4 sur x € R™ est ’état du systéeme a l'instant s + ¢ selon
cette condition initiale.

— &g 0P, va agir sur x € R™ : d’abord en lui associant ’état du systéme &
I'instant ¢ selon cette condition initiale, et ensuite en lui associant ’état
du systéme s unités de temps plus tard.

Remarque. L’équation 3.1.1 peut se réécrire ainsi, en faisant intervenir le flot :
dp
ot

Tout au long de ce mémoire, nous ferons ’abus de langage suivant ' : nous
désignerons indifféremment ¢ et ® par 'appellation « flot ».

foo

Définition (durée de vie). On notera I, le plus grand ouvert du théoréme
de Cauchy-Lipschitz pour lequel I’équation 3.1.1 admet une unique solution
maximale ®. On définit la durée de vie en (¢, 2) de la solution ® au probléme
de Cauchy comme :

7 (to,wo) :=sup{t € R / [to,to +t[ C Iy}

Exemple. Considérons ’équation différentielle :

i = 22

Le théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz s’applique a cette
équation. Il montre que si une solution x s’annule pour une certaine valeur tg,
elle s’annule partout. Par contraposée, une solution non identiquement nulle ne
s’annule pour aucune valeur de ¢, et on peut ainsi intégrer ’équation précédente
en :

1
—_— =t—tg
z(t)  x(to)
D’ow, en posant z (tp) = xg :
o
t) i = —mF7——
T = T = te)

Le dénominateur s’annule en tp = tg + zio L’intervalle de définition de
la solution maximale du probléme précédent est le plus grand intervalle de R
contenant ty et ne contenant pas tp.

1. Cet abus de langage nous semblait licite... puisque nous 1’avons rencontré dans la litté-
rature !
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C’est donc :

— L’intervalle |—oo, tp[ si zg > 0.
— L’intervalle Jtp, +o0[ si zg < 0.

Le flot de cette équation différentielle est donc ’application :

0 SiSC():O
t—> .
Lu sixg#0

1710(t7t0)
Par exemple, le flot de cette équation différentielle pour la condition initiale
x (0) = xo se simplifie donc en :

0 Six():o
t— .
Lu si xg #0

1—txg

4.2 Points d’équilibres d’un systéme dynamique.

Moralement, un systéme physique étant donné, nous avons le droit de nous
demander si celui-ci va atteindre un état de « repos ». Dans le cadre du pendule
(figure 3.1.1), nous nous doutons que le fait de lui donner une impulsion (ou
une énergie) va entrainer un mouvement qui va s’amortir, pour atteindre un
état d’immobilité. C’est toute la motivation qui nous permet d’introduire la
notion d’équilibre.

Définition (point d’équilibre). Le point x* est appelé point d’équilibre du
systéme 3.1.1 si :
vt €R*, f(a"t) =0

A contrario, le point x* sera appelé point régulier du systéme 3.1.1 si ce
n’est pas un point d’équilibre de ce systéme, autrement dit si :

It e RT, f(a*,t) #0

Exemple. Reprenons, encore une fois, 'exemple du pendule pesant symbolisé
par la figure 3.1.1. Les points d’équilibre sont les points (0, w) pour lesquels on
a simultanément :

de dw

— =0 — =0

dt dt
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C’est-a-dire tous les points s’écrivant (kw,0), avec k € Z. Par exemple, on
peut vérifier que le point (fg, 0) est ainsi un point régulier du systéme dyna-
mique du pendule pesant, car :

fan(5) =40

Ce méme exemple va nous permettre de motiver la définition suivante. Le
but sera désormais de classifier les points d’équilibres. En reprenant la figure
3.1.1, nous voyons trés bien que :

— En inclinant le pendule d’un angle nul, il restera dans cette méme posi-

tion 2.

— En inclinant le pendule d’un angle § = 7, il est peu probable? que le

pendule reste indéfiniment dans cette position.

C’est pourquoi nous nous devons d’introduire la notion de stabilité d’un
équilibre.

Définition (stabilité d’un équilibre). Un équilibre z* de 3.1.1 est dit :

— stable si pour tout écart € > 0, il va exister un autre écart n > 0, tel
que pour tout jeu de conditions initiales fixées (to,z9) € R x R™, on a :
20 — 2" [lgn <n = Vt>to, [lo(t) = 2" <&

— instable s’il n’est pas stable.

Dans la lignée des motivations imagées, la notion d’équilibre attractif est
assez intuitive. Dans le cadre du pendule pesant, nous voyons par exemple qu’en
inclinant le pendule d’un angle § € |—%, Z[ par rapport a la verticale, celui-ci
va étre mis en mouvement jusqu’a atteindre 1’équilibre 6y = 0.

Définition (équilibre attractif). Un équilibre z* est dit attractif s’il existe un
ouvert BB appelé « bassin d’attraction », tel que x* € B et pour tout (to,xo) €
R x B, la solution de 3.1.1 vérifie :
li =z
Apel)=a
A contrario, un équilibre z* est dit répulsif s’il est attractif pour le systéme
« miroir » :

T = —f(.%',t)

2. Bien entendu, & moins d’une intervention extérieure (humaine par exemple), ce que nous
rejetons ici.

3. Euphémisme : ceci est tout aussi « probable » que de tomber sur la tranche en lancant
une piéce équilibrée.
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D’autres adjectifs peuvent encore qualifier les équilibres.

Définition (équilibre asymptotiquement stable). Un équilibre 2* est dit asymp-
totiquement stable s’il est stable et si I’on peut choisir o > 0 tel que :

*

|z (0) — ™| <aét£$1ooz(t)::c

Définition (équilibre exponentiellement stable). Un équilibre 2* est dit expo-
nentiellement stable s'il existe a > 0, M > 0 et w > 0 tels que pour toute
solution ¢t — x (t), on ait :

|z (0) — 2*|| < a =Vt e R, [la(t) — 2"|| < Mexp (—wt) [lz (0)]]

Définition (équilibres globalement stables). Un équilibre 2* est dit globale-
ment asymptotiquement (resp. exponentiellement) stable si la condition
de stabilité asymptotique (resp. exponentielle) est vérifiée sur R™.

Définition (équilibre hyperbolique). Un équilibre z* est dit hyperbolique du
systéme i = f (z) de classe C! si les valeurs propres de la matrice jacobienne de
f évaluée en x* ne sont pas a partie réelle nulle.

Toutes ces définitions seront utiles par la suite. Elles permettent une analyse
quantitative ou qualitative d’un systéme dynamique, qui nous permettront de
pouvoir appréhender, entre autres, son comportement, avec le temps.

4.3 Propriétés locales et globales d’un systéme
dynamique.

La notion d’invariance est utile en mathématiques : I'invariance d’une courbe
paramétrée par changement de variables en est un exemple, ou encore la stabilité
d’un ensemble par un endomorphisme en algébre linéaire. La définition suivante
vient compléter cette liste non exhaustive, pour les systémes dynamiques.
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Définition (domaine invariant). Soit ' un sous-ensemble de R™. T" est un do-
maine invariant si pour toutes conditions initiales prises dans I', la solution
du systéme différentiel 3.1.1 reste dans I'. Autrement dit :

Vg e, [¢(0) =29 = VteR, z(t) €T

On dira que I' est un domaine positivement invariant si la méme condi-
tion est vérifiée pour tout t € RT.

D’autres notions, plus imagées, viennent compléter ’analyse des systémes
dynamiques. En voici une liste, non exhaustive.

Définition (fonction de Liapunov *). Soit z* un équilibre du systéme @ = f (z),
défini sur un ouvert & C R™, de classe C'. Une fonction de Liapunov est une
fonction F' astreinte a vérifier les propriétés suivantes :

— F est définie, continue dans un voisinage V' de xg, & valeurs dans R.
— F admet un minimum strict en xg, i.e. Vo € V — {xo}, F (z) > F (o).
— F est différentiable sur V — {z¢}, de dérivée temporelle négative, i.e. :

VeeV—{xg}, F=VF -f<0

Nous retiendrons, sous réserve de ’existence d’une fonction de Liapunov, le
théoréme suivant, caractérisant la stabilité d’un équilibre.

Théoréme (Liapunov). S’il existe une fonction de Liapunov F dans un voi-
sinage de xq, équilibre du systéeme i = f (z), défini sur U C R™, de classe C*,
alors xq est un équilebcaa wibre stable du systeme.

Si, de plus, la dérivée temporelle est strictement négative hors de xq, alors xg

est un équilibre asymptotiquement stable.

Exemple. Considérons le systéme linéaire suivant sur = R? :

- 1 v
o= (1)

La fonction F définie sur Q par F (z) := ||z||* est une fonction de Liapunov
du systéme précédent.

4. Alexandre Liapunov (ou Lyapunov dans la littérature anglo-saxonne), mathématicien
russe (1857-1918). Outre un apport considérable & la théorie des probabilités, Liapunov a
dédié la majeure partie de sa carriére aux problémes de stabilité, grace a ’apport de notions
modernes et efficaces simplifiant ’analyse des systémes dynamiques.

24



En effet :

— F est clairement définie et continue sur {2 qui est un voisinage de Ope.
— F admet un minimum strict en Oge.
— F est différentiable sur 2 — {Ogz}, et pour tout z # Ogz,

VF-f=-2(zi+23) <0
d’on F < 0.
Et il s’ensuit que Orz est un équilibre asymptotique du systéme dynamique

linéaire précédent.

Remarque. Malheureusement, la recherche d’une fonction de Liapunov peut de-
venir rapidement difficile, voire impossible.

Les énoncés précédents étaient principalement consacrés aux propriétés lo-
cales d’un systéme dynamique. Définissons maintenant certaines notions liées
aux caractéristiques globales d’un systéme dynamique.

Commencgons par la définition d’ensemble w—limite.

Définition (ensemble w—limite). Considérons un systéme dynamique locale-
ment lipschitzien sur Q C R, et € Q. On appelle ensemble w—limite® de
x Pensemble défini par 'une des caractérisations équivalentes suivantes :

w(x): = ({o(sa), s>1}
>0
o N . o . o
= {y €Q, I(tn)peny €RY, nglfoot" = +o0, nll}r_‘x_looqﬁ(tn,:c) = y}

Définition (ensemble a—limite). Considérons un systéme dynamique locale-
ment lipschitzien sur Q C R", et x € Q. On appelle ensemble a—limite de x
I’ensemble défini par I'une des caractérisations équivalentes suivantes :

a(): = [({o(s,2), s<t}
t<0
_ N . _ . _
— {y €Q, I(tn),eny €RY, nllgloot" = —o0, ngrfw¢(tn,x) y}

5. L’origine de ce terme est la suivante : la premiére lettre de 1’alphabet grec, «, et la
derniére, w, sont employées pour désigner le début et la fin de toutes choses.

« Je suis ’alpha et [’omega, dit le Seigneur Dieu qui est, qui était et qui vient, le
tout-puissant... Je suis 'alpha et l’'omega, le premier et le dernier, le commencement et la
fin ». Apocalypse de Jean, I. 8 et XXII. 13.
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Un autre type de propriété globale d’'un systéme dynamique concerne la
présence (ou Pabsence) d’orbites périodiques. C’est la notion que nous allons
introduire dés & présent.

Définition (orbite périodique). Considérons une trajectoire t — x (t), définie
pour tout ¢ € R. On dit que c’est une trajectoire périodique, un cycle ou
une orbite périodique, s’il existe T € R* tel que :

VieR, z(t+T)=ux(t)

Le plus petit réel positif T, tel que cette assertion est vérifiée, est appelé
période de 'orbite, et est noté 7.

Un théoréme fondamental permettant d’assurer la non-existence d’orbites
périodiques pour un systéme dynamique du plan est le critére suivant.

Théoréme (Critére de Dulac-Bendixson). Considérons le systéme dynamique

autonome du plan suivant :

d
o =g(x,y)

{% = f(z,y)

Supposons qu’il existe une fonction ¢ dépendante de x et y, de classe C*, telle

que :

d(ef) | O(vg)
8x+8y

soit presque partout de méme signe sur un domaine simplement connexe D du

plan. Alors il n’existe pas d’orbites périodiques contenues dans D.

Idée de la preuve. Sans pertes de généralités, supposons que, sur D :

9(pf)  0(p9)
0w oy 0

Ce critére peut se prouver par I’absurde. L’application du théoréme de Green-
Ostrogradski sur une trajectoire fermée 7 du systéme autonome dans D donne :

(5o

D’ou la contradiction. O
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Troisiéme partie

Etude du chémostat a une
espece.
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Chapitre 5

Présentation du systéme
différentiel.

5.1 Guide des notations employées.

Désormais, et jusqu’a la fin de ce mémoire, nous emploierons les notations
suivantes :

| Notation | Signification |
S Quantité de substrat présente dans le
chémostat a l'instant ¢.
Sin Concentration en nutriments relevée a
I’entrée du chémostat.
X; Quantité relevée de ’espéce i au sein
du chémostat.
i Expression de la cinétique relative a
I’espéce 1.
D Facteur de dilution (défini comme le
rapport de I’écoulement de fluide &
travers le volume de culture).

Toutes les quantités précédemment citées sont, bien entendu, positives d’un
point, de vue biologique. Une fois le systéme différentiel établi, nous devrons
vérifier que S et X; sont bien positives d’un point de vue mathématique.
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Dans le cadre de ce mémoire, la cinétique p; relative & 'espéce i doit étre
une fonction astreinte a étre a minima monotone et vérifiant u; (0) = 0. Sou-
lignons que nous avons déja cité plusieurs types de cinétiques dans la partie
introductive, dont la cinétique de type Monod : c’est celle-ci que nous emploie-
rons fréquemment.

5.2 Expression du systéme différentiel du chémo-
stat.

Les équations régissant I’évolution d’une espéce et du substrat sont données
par le systéme différentiel suivant :

S —u(S)X +D(t)(Sin—295)
. (5.2.1)
X = p9X -D(t) X
Nous avons fait le choix de ne pas indiquer les dépendances en temps pour
les quantités S et X afin de ne pas alourdir ’écriture du systéme différentiel.

Remarque. Ici, le lecteur pourra remarquer qu’au travers de cette modélisation,
il apparait dans chaque équation un terme d’ordre biologique (respectivement,
physique), correspondant & la premiére (respectivement, deuxiéme) colonne.

Remarque. Nous avons fait le choix d’un rendement égal a 1, i.e. maximal. Nous
ne perdons pas de généralités, pusique nous pouvons toujours nous ramener &
un tel systéme, via un changement de variables'.

Fait. Le lecteur poura se convaincre qu’avec un taux de dilution identiquement
nul (D = 0), on retrouve P’expression évoquée en partie 12 :

X=pu(9)X

Fait. D’une fagon plus générale, les équations du chémostat & n espéces s’ob-
tiennent :

— en dupliquant ’équation en X pour les autres Xj;.
— en enlevant n termes en p; (S) X; (i € {1,...,n}) ala premiére équation.

1. D’ailleurs, dans la littérature, il est assez fréquent d’adimensionnaliser la totalité du sys-
téme en faisant de multiples changements de variables. Nous n’avons pas décidé de suivre cette
technique qui, selon nous, perd trop d’informations quant au c6té biologique et mathématique
du systéme.

2. C’est I’équation 1.2.2, dont la proportionnalité a été corrigée par une cinétique p (S).
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Chapitre 6

Chémostat a une espéce et
analyse des trajectoires.

Reprenons le systéme différentiel 5.2.1. Nous supposerons, sauf mention
contraire, que le taux de dilution D est une fonction constante du temps. Nous

avons ainsi :
S
X

Cette partie sera uniquement consacrée a I’exposition de plusieurs remarques
simplificatrices : volontairement, nous ne détaillerons pas toutes les idées pré-
sentées ici, qui seront davantage développées dans la partie suivante.

—p(S)X 4D (Sin —S)
1 (S) X —-DX

6.1 Le paramétre « break-even concentration ».

Supposons que l'espece X est présente (X # 0). La deuxiéme équation de
5.2.1 nous indique que isocline’ X = 0 est caractérisée par p (S) = D.

Si la cinétique choisie est de type « Monod », cela est équivalent a affirmer
que l'isocline X = 0 est caractérisée par la droite :
KD

S=—""_
Mmaz*D

1. Des isoclines sont des séries de courbes ayant « méme pente » (ici, une « pente » nulle).
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Définition. Dans le cadre d’une cinétique de type « Monod », on appelle break-

even concentration, que I’on note habituellement A, la quantité suivante :

KD

A= —
Nmax_D

sous réserve que D < fimaz- On peut également la caractériser comme la plus

petite valeur possible de S vérifiant X = 0.

La méthode pour trouver graphiquement la break-even concentration est
relativement simple : puisque A\ = ! (D) dans le cas oit D est constant, il
suffit de tracer la courbe représentative de p ainsi que la droite horizontale de
cote D :

Taux da Croissance

Nutriments

FIGURE 6.1.1 — Recherche graphique de la break-even concentration.

Sur la figure 6.1.1, il est clair que les deux courbes s’intersectent en un point,
dont I’abscisse va donner la break-even concentration cherchée.

Remarque. Nous pouvons supposer la simple monotonie de pu, éventuellement
sa continuité. Dans tous les cas, 'expression A = u~! (D) peut ne pas avoir de
sens. Dans le cadre d’une cinétique de Monod, on peut voir assez facilement que
Si fimaz < D, la valeur de A\ ne peut pas étre donnée par A = p~! (D).
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6.2 Bréve étude : comportement qualitatif de ’équa-
tion de croissance.

En sommant ses deux équations constitutives du systéme 5.2.1, on a :

(S+X)+D(S+X):DSZ-

Il s’ensuit que S + X est une fonction exponentielle de limite égale & Sj,.
On peut donc conclure que ’ensemble w—limite du systéme doit étre inclus
dans ’ensemble défini par S + X = S;,, et que les trajectoires de cet ensemble
w—limite doivent vérifier :

o ,Umax(Si *X) o

qui peut se réécrire, en faisant intervenir la break-even concentration,

y Mmam_D
X=x(-tme =2 )(S, —A—X 2.1
(=2 ) 5 -2-%) (6:2.)

D’ores et déja, on peut étudier le comportement qualitatif de X selon cer-
taines conditions grace & ’analyse de I’équation de croissance 6.2.1 :

— Si fhmaer < D, Porganisme est lessivé avant d’atteindre son taux de crois-
sance optimal. Il n’est donc pas surprenant de s’attendre a ce que :

lim X (£)=0

t—+oo

— Si A > S;,, il n’y a pas assez de nutriments pour que ’organisme puisse
survivre, on a également :

lim X (£)=0

t——+oo

— Si A< Sin et fmar > D, 0on a:

Hm X (£)=Sim—XA  lim S(t)=A

t——+o0 t— o0

Fait. Dans le dernier cas, la preuve de la convergence asymptotique de X vers
Sin — X\ s’étend des fonctions de Monod a toute fonction croissante telle que
A< Sin-
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6.3 Bréve étude : équilibres et portraits de phases.

Etudions briévement les équilibres de ce systéme :
S 1 (S)X 4D (Sin—95)
X w(S)X -DX

Lemme. Il y a au moins un, et au plus deux équilibres pour le systéeme du
chémostat a une espéce :

— L’équilibre « de lessivage » (Sin,0), qui existe tout le temps®.
— L’équilibre « de survie » (S*,Sin — S*), avec S* = u=t (D), qui existe
sous réserve de définition de [’expression précédente.

a. C’est ce qui est curieuz : I’équilibre de survie est complétement indépendant des condi-
tions initiales pour S et X. Ainsi, le systéme des équations du chémostat « oublie » ces
conditions initiales.

La remarque précédente est importante : le portrait de phase suivant présente
un systéme, ou seul I’équilibre de lessivage existe, et est attractif.

05 N /
NC=
06 \\\\\\\\

04 ~— \.‘\\\‘%\

0.0 =N

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 Lo 12

FIGURE 6.3.1 — Portrait de phase : I’équilibre de survie n’existe pas.
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Dans ce second portrait de phase, les deux équilibres existent bien. Nous pou-
vons constater I’attractivité de 1’équilibre de survie, et la répulsivité de ’équi-
libre de lessivage.

| '——‘H\\\\ g e |
e \\\\\\:\\:\\thw
- "‘\..
06F N S A NN TN T T

04t e S

¥
—i
0.0 ]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

FIGURE 6.3.2 — Portrait de phase : I’équilibre de survie existe.

Pour faire ces simulations, nous avons simplement utilis¢ Mathematica [®)
pour tracer le champ de vecteurs associé au systéme suivant :

N 2.8
S = ——%%JFS X +D(1-29)
X = 0.3+5 X -DX

ou nous avons juste joué sur le paramétre de dilution. Nous 'avons pris
constant ? dans les deux simulations, avec une valeur égale a 1.65 (resp. 1) dans
le premier (resp. second) portrait de phase.

2. Par rapport au temps.
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Il convient de prouver que, dans le cas particulier d’une cinétique de Monod
ol Lmaz < D, le lessivage constitue un équilibre globalement asymptotiquement
stable. C’est ce que nous faisons dés & présent.

Lemme. Plagons-nous dans le cadre du chémostat a une espéce dont la ciné-
tique p suit un modele de Monod, et supposons de plus que pimar < D.
L’équilibre de lessivage (Sin,0) est le seul équilibre du systéme 5.2.1. Il est, de
plus, globalement asymptotiquement stable, c’est-a-dire que pour toutes condi-
tions initiales :

(5(8),X®),—=_ (Sin,0)

t——+o0

Démonstration. Nous avons déja vu que ’équilibre de lessivage est le seul équi-
libre du systéme différentiel 5.2.1 dés lors que I'expression ! (D) n’est pas
définie.

De plus, nous savons que :

X = (u(S8) = D) X < (tmaz — D) X
et nous avons Supposé quefime: < D. Il s’ensuit que pour toute condition
initiale, X (t) — 0.

t——+oo

Enfin, nous avons déja vu que S + X était une fonction exponentiellement
décroissante de limite égale & S;,. Pour toute condition initiale, on aura donc
S (t) — Sin- O

t—+oo

Donnons maintenant une preuve alternative, plus complexe.

Démonstration. Cherchons les caractéristiques des isoclines de pente nulle du
systéme différentiel 5.2.1 du chémostat & une espéce. On obtient que :

X=0
X =0 < ou
n(S)=D

Puisque 'on a supposé que fimaz < D, alors #L > 1.
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Or, il est facile de voir que Im (¢) C [0, 1], en posant :

C:RT — [0,1]

S —

S =
,Umaxu( ) K+S

et il n’existe donc pas de S € RT tel que ¢ (§) =D

Hmaz

La seule isocline de X = 0 est donc X = 0. Cherchons maintenant Disocline
de S = 0, compte tenu du fait que X = 0, on a donc obligatoirement :

de sorte que le seul équilibre du systéme 5.2.1 est (.S;y,,0). Montrons main-
tenant qu’il est globalement asymptotiquement stable.

Pour tout S € Rt on a ¢ (S) < 1. Ce qui nous permet. d’écrire :

X = (u(S) = D) X = (4maxC (S) = D) X < (pmaw — D) X
L’intégration de I'inéquation différentielle précédente donne ainsi :
Ve RY, X (1) < X (0)exp (jtmar — D)¥) (6.3.1)

et, puisque pnqe: < D (par hypothése), il s’ensuit que :

X(@t) — 0

t— o0

et il ne reste plus qu’a étudier le comportement asymptotique de S.

Une facon de procéder est d’utiliser la méthode de la variation de la constante,
au sens des équations différentielles. C’est ce que nous allons faire : posons ici
U (t) := Sin — S (t). Ainsi, 'équation :

S - 7,UfmaI< (S)X + D (S'Ln - S)
se transforme trivialement en :

—U = —fimazC (Sin — U) X + DU

que 'on peut encore réécrire en :

U+ DU = jiymazC (S) X (6.3.2)

La résolution de ’équation homogéne associée & 6.3.2 nous donne la solution
homogene suivante, que 1’on notera temporairement U, :

Up (t) = kexp (—Dt)
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oll kK est une constante arbitraire. La méthode de la variation de la constante
nous permet de considérer la fonction suivante :

U (t) := k() exp (= Dt)

Partant du principe que U est solution de I’équation différentielle 6.3.2, il
s’ensuit que :

i (t) exp (= Dt) = fimac€ (S) X
Il ne reste plus qu’a intégrer « :
t
K (0) = pnas [ e (DT)C(S (1) X (1) dr
0

ce qui donne donc :

T () = fimas / exp (—D (t — 1)) (S () X (1) dr

Compte tenu des remarques précédentes, ’équation suivante est licite :

S (t)=Sin = exp (=Dt) (5 (0) — S )umax/o exp (=D (t = 7)) C(5(7)) X (7) dr

De plus, on sait que ¢ est majorée par 1 et, en utilisant I'inéquation 6.3.1,
on peut majorer l'intégrale présente dans 1’égalité précédente :

/0 exp (=D (t—7))C(S(r) X (1)dr| < (/0 exp (fmazT — DY) d’r) X (0)
= 2 fexp (s — D))~ exp (D)

de sorte que :
S (t) — Sinl (0)
(0)

ou la notation O (.) désigne la notation de Landau associée a la domination
d’une fonction par une autre au voisinage de 'infini.

X P ((tmaz — D) t) + exp (=D1) (|5 (0) = Sin| — 1)
X p((umaw —D)t)+O(exp(—Dt))

ex
ex

NN

Il s’ensuit donc que S (t) — S, lorsque t — 400, et que ces résultats
restent valables pour n’importe quel jeu de conditions initiales positives, ce qui
démontrer la globale stabilité de I’équilibre de lessivage sous ces conditions. 0
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Dans le cas ot 'on n’a pas pimaer < D, le lessivage et I’équilibre de survie
existent tous deux. Le lessivage est un équilibre répulsif et 1’équilibre de survie
est un équilibre globalement asymptotiquement stable sur R} : ¢’est ce que nous
allons prouver.

Lemme. Placons-nous dans le cadre du chémostat a une espéce dont la ciné-
tique p suit un modele de Monod, et supposons de plus que fimar = D.

L’équilibre de survie (\, Sin — \) est un équilibre globalement asymptotiquement
stable sur R}, c’est-a-dire que pour toutes conditions initiales prises dans R} :

(5@), X (), == (A Sin—A)

t—+o0

Démonstration. Nous utilisons ® le résultat suivant, que nous avons prouvé dans
la section 9.1 :

Vo> Sim—A+e, X<0

Ve >0, 4T >0, Vt > T, .
Ve < Sy —A—¢e, X>0
Il s’ensuit qu’en temps infini,

Im(X)g[Sm—)\—E, Sin—)\—f—{:“]

Ceci étant, valable pour tout € > 0, on en déduit que :

lim X (¢)

t—+oo

Sin — A
Enfin, étant donné que S+ X est une fonction exponentiellement décroissante

tendant vers S;,, on en déduit simplement que S converge vers A, ce qui achéve
la preuve. O

6.4 Diagramme opératoire : survie ou lessivage 7

Dans cette section, supposons que la cinétique suivie par ’espéce est de type
« Monod ».

3. Nous nous sommes permis d’utiliser ce résultat, sans en expliciter la preuve. En effet, la
preuve est plutot longue, et plus intéressante dans le cadre de deux espéces.
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Si, pour I’espéce microbienne, la quantité entrante de substrat est suffisante
a sa croissance :

MmazSin
w(Sin) = ———— >D
Ks+ Sin
alors, ’espéce microbienne survit, c’est-a-dire :
X({t)—— Simn—A
t——+o0
Dans le cas contraire, on assiste & un phénomeéne de lessivage, c’est-a-dire :

X({t) — 0
t——+o0

On peut résumer ces informations sur le diagramme opératoire 6.4.1, qui
indique si 'organisme va survivre ou étre lessivé, selon les paramétres D et S;,.

Diagramme Opératoire
Sin
5
4l
3l
Zone de survie
2l
Extinction de l'espéce
1L
, - - ~ D
0.0 0.3 1.0 15 20

FIGURE 6.4.1 — Diagramme opératoire « survie - extinction ».

La frontiére entre la survie et le lessivage est donnée par :

KD

Sin = ——
Hmaz — D
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Quatriéme partie

Etude du chémostat a deux
espéces : compétition dans le
chémostat.
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Chapitre 7

Cinétique de Monod et étude
des courbes de croissances.

Dans ce chapitre, nous ferons I’hypothése que la cinétique suivie par les deux
espéces est de type « Monod ». Pour rappel, une telle cinétique est de la forme :

Mmazvs
L (S) = i
o, pour i € {1,2}, tmas; et Kg, sont des constantes positives intrinséques
A chaque espéce i.

7.1 Cinétique de Monod : intersections des courbes
de croissance.

Etudions briévement les conditions mathématiques régissant les intersec-
tions des courbes de croissance entre elles. Il est clair que si S = 0, alors
w1 (S) = p2(S) = 0. Cherchons maintenant une autre intersection non tri-
viale : supposons maintenant ’existence d’un autre point d’intersection, S # 0.
On a alors :

,Umaacls o ,Umaacgs

S) = S — =
Ml() MQ() K5’1+S KSQ+S
S#0 Hmax, Hmazo
< =
Ks,+S Kg,+ S
— Mmale2 - ,umaachl =5 x (Mmazg - Mmazl)
Hm,am% #MWLG‘TQ S _ ,U/mazl K2 _ Mmawz Kl

,umaxg - ,umaxl /Lmazg - /Lmazl
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Dans cette derniére étape, nous avons supposé que les deux quantités fimaz;
étaient différentes. Une vérification rapide prouve que si ces quantités étaient
égales, alors les deux cinétiques p; sont rigoureusement partout identiques, ce
qui n’est pas un cas intéressant pour notre étude.

Nous noterons donc :

S* — Hmazy K2 B Hmazo Kl

,U/mazg - Mmaml Mmazg - Mmaml

et nous poserons D* = g (S*) = p2 (5*).

Remarquons que, dans le cas de I’existence d’une intersection non triviale,
Pespéce ayant la plus grande cinétique de saturation fiy,q., (ou encore la plus
petite break-even concentration ;) prédomine pour S > S*.

Notons que S = 0 est le seul point d’intersection des deux courbes si et
seulement si :

Hmazs E

Mmaml Kl

Résumons ’ensemble de nos résultats sous les lemmes suivants.

Pmazy _ Ko
Hmaxy Ky

ne s’intersectent qu’en l'intersection triviale (0,0).

Lemme. Sifimaz, = tmazy, OU Si , les deux courbes de croissances

Venons maintenant au cas de la présence d’une intersection non triviale.
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Nous verrons, par la suite, que ce cas est important : en faisant varier le
taux de dilution D dans un voisinage d’une certaine valeur D*, nous pourrons
ainsi obtenir des résultats assez surprenants quant a ’espéce qui va remporter
la compétition.

Lemme. Si fmaz, # MWmazs €t st K1 # Ko, les deuz courbes de croissances
s’intersectent en (0,0) et (S*, D*), en posant :

[ EI . W MR . B - o

Hmaxs — Mmax, Mmaxs — Hmaz,

et :
D* =y (S%) = p2 (S%)

12f e
.—’/-’--
1oF e
_H//. e ———
oaf - ===
e
"
/ i
0.6 o
Fe #
b
DS 4
7
4""
LERd S
.'ll.l-f
1 1 1 1 1
2 4 ] g 10

7.2 Vous avez dit « break-even concentration » ?

Cette courte partie est dédiée & I'exposé d’un résultat dia & Hsu, Hubbell
et Waltman, qui ont prouvé une proposition intéressante en 1977, faisant appel
aux break-even concentration.

Elle prédit quelle espéce® va emporter la compétition, juste en comparant
leurs différentes break-even concentration.

La preuve dépasse le cadre de ce mémoire, et c’est pourquoi nous renvoyons
le lecteur interessé a [Hsu77].

1. Rappelons que I’absence de pluriel sur ces deux mots provient du principe d’exclusion
compétitive.
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Proposition ([Han80]). Considérons n espéces en compétition dans un chémo-
stat. Supposons, quitte a renuméroter les espéces, que leurs break-even concen-
tration sont ainsi ordonnées :

A< ... <\
Alors :

— Si Ay > Sin, on assiste a un lessivage total. Cela se traduit par :

Vi € {1,,7’L} llmt_H_OO X; (t) =0
— Si A1 < Sin, seule l’espéce numéro 1 survit. Cela se traduit par :
lims 400 X1 (t) =Sin — Mt

Vie{2,...,n} limi,oo X;(t) =0
limt_H_oo S (t) = )\1

Remarque. Ce résultat n’est énoncé que pour des cinétiques de type Monod et
la preuve de cette proposition met en place une fonction de Liapunov spéci-
fique. La construction de fonctions de Liapunov pour des courbes croissantes
plus générales est encore un probléme ouvert, d’ott des techniques de preuves
différentes dans ce dernier cas.

Dans le cadre d’une cinétique d’inhibition (comme par exemple le modéle
de Haldane), nous avons une proposition sensiblement équivalente dans le cadre
d’une compétition entre deux espéces.

Proposition. Considérons 2 espéces en compétition dans un chémostat, et sup-

posons que leurs croissances suivent une cinétique d’inhibition de type Haldane.
Ona :

— 81 S;n < A1, on assiste a un lessivage total, qui est le seul équilibre stable.

— Si A < Sin < Ao, le lessivage est un équilibre instable, et 1’équilibre
d’ezistence de l’espece 1 est stable.

— Si Xy < Sy, on parle de bistabilité : I’équilibre vers lequel convergent les
trajectoires dépend des conditions initiales (dont le lessivage, stable dans
ce cas).
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Chapitre 8

Propriétés générales du
systéme différentiel.

Dans le cadre de deux espéces en compétition dans le chémostat, le systéme
différentiel & considérer est le suivant :

S = —m(S)Xi—p2(9) X2 +D(t)(Sin —9)
X, = 1 (S) X, ~D (1) X, (8.0.1)
XQ == 125 (S) X2 -D (t) X2

N’ayant pas fixé de modeéle de cinétique pour ’évolution de chaque espéce,
nous ferons désormais ’hypothése que p; et puo sont deux fonctions monotones,
continues, et telles que p1 (0) = pa (0) = 0.

Biologiquement, rappelons que S, X; et Xo désignent une quantité d’espéces
biotiques ' ou abiotiques 2. Il faut donc vérifier mathématiquement que ces quan-
tités, dont I’évolution est régie par le systéme différentiel précédent, sont bien
positives pour n’importe quelle condition initiale positive.

1. Vivantes.
2. Non vivantes, pouvant etre du domaine de la physique ou de la chimie (un substrat, par

exemple).
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Lemme. Supposons que la condition initiale S (0) est une quantité positive ou
nulle.

Alors, pour tout instant t € R, la quantité S (t) solution de ’équation 8.0.2 est
positive ou nulle.

S(t) = —p1 (S () X1 (t) — p2 (S (8)) X2 (t) + D (8) (Sin — S (1)) (8:02)

Démonstration. Raisonnons par ’absurde : supposons qu’il existe ¢y € R tel

que S (tp) < 0. Par continuité de S, il existerait donc 0 < ) < ¢y tel que
S(t)) =0.

Posons maintenant ¢; = inf {¢t € Ry / S (¢) = 0}. Nous avons donc :

S(ﬁl) = D(tl) X Sin >0
D’autre part, nous avons aussi :
. t) — t t
$ () = tim 2D =5 () 5@

= lim
t—rts t—t t—ty t— 11

<0

étant donné que, lorsque t — t;, on a clairement t —¢; < 0, et S(¢) > 0
par continuité de S au voisinage de ¢;. Contradiction. O

Lemme. Soit i € {1,2}. Supposons que la condition initiale X, (0) est une
quantité positive ou nulle.

Alors, pour tout instant t € Ry, la quantité X; (t) solution de l’équation 8.0.3
est positive ou nulle.

Xi (t) = pi (S () X; (8) — D (t) X (¢) (8.0.3)

Démonstration. Soit i € {1,2}. L’équation 8.0.3 se réécrit ainsi :

Xi (1) = (s (S (1)) = D () X; (t)

Intégrons cette équation. Celle-ci devient :

X0 =X 0) x e [ (5) — D7)
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Enfin, on sait, par hypothése, que la condition initiale X; (0) est positive ou
nulle. Il en est donc de méme pour X; (t), et ce pour tout ¢t € R..

La justification de l'intégrabilité de notre équation différentielle de départ
provient du fait que pour tout ¢ € Ry, la fonction 7 — p; (S (7)) — D (7) est
continue par morceaux sur [0,¢] qui est un compact de R. O

Moralement, nous devons maintenant vérifier que ces trois quantités ne
peuvent pas « exploser en temps fini », c’est-a-dire qu’il ne peut pas exister
de temps T > 0 tel que 'une de ces quantités est infinie au voisinage de T'.

Lemme. Posons Z (t) = S (t) + X1 (t) + X2 (t) — Sin-
Cette quantité satisfait a [’équation différentielle 8.0.4 :

Z(t)=—-D(t) Z(t) (8.0.4)

Démonstration. Soit t € Ry. Posons Z (t) = S (t)+ X1 (t) + X2 (t) — Sin. On a :

Z(t)=5(t)+ X1 (1) + X2 (1)

Compte tenu du systéme différentiel 8.0.1 auquel satisfont les quantités .S,
X1 et Xo,0n a:

Z(t) =D (1) (Sin — S (t) = X1 (1) — X2 (¢))

D’ou I’équation différentielle linéaire 8.0.4 :

Z(t)=—-D(t) Z(t)

Corollaire 1. L’ensemble défini par S + X1 + Xo = S;,, est attractant.

Démonstration. C’est une conséquence directe de ’équation différentielle 8.0.4 :

Z(t)=-D(t) Z(t)
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En effet, Z est donc une fonction exponentielle décroissante du temps, de
limite égale a S;,. Par conséquent, quelles que soient les conditions initiales
prises pour S, X; et X, toutes les trajectoires vont converger en temps infini
vers I’ensemble défini dans cet énoncé. O

Corollaire 2. Les quantités S, X1 et X5 sont bornées.

Démonstration. Soit t € Ry. On a précédemment posé Z (t) = S (t) + X1 (¢) +
Xs (t) — Sin, et on a prouvé, par le lemme précédent, que Z satisfait a ’équation
différentielle 8.0.4 :

Z(t)=—D (1) Z(t)

De plus, le taux de dilution D est une fonction positive et intégrable du
temps, donc Z est exponentiellement, décroissante :

Z(t) = Z (0) x exp ( /0 t D(T)dT)

majorée en valeur absolue par |Z (0)| sous réserve que ng (r)ydr —

t——+oo
+o00. De plus, S, X1 et Xo sont des quantités positives. Il s’ensuit que ces trois
quantités sont bornées. O

Lemme. Le systeme du chémostat a deuz espéces, dont I’évolution est régie par
des cinétiques p; croissantes, n’admet pas d’orbites périodiques lorsque le taux
de dilution D est constant.

Démonstration. Le but de cette preuve est d’appliquer le critére de Dulac. Ainsi,
considérons la fonction de Dulac suivante :

1
X1, X9) =
80( 1, 2) X, X,

qui est de classe C' sur R x R%. L’ensemble limite est donné par 1’équation
suivante :

S+ X1+ Xy = Sin
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Vérifions que les hypothéses du critére de Dulac sont bien vérifiées :

0 m-D)Xy =~ 9 (n2— D)Xy
8X1 X1X2 aXQ X1X2

0 H1 — D + 0 Mo — D
8X1 X2 8X2 Xl
1 om(S) 1 9 (S)

Xy 0X3 X; 0Xs

1 0w

za—)(l(szn*leXQ)
1 Ous

——— (S — X7 — X
Xlaxg( 1= X2)

Ldpy 1 dpsg
L EAPY
<X2 s X, dS><

ou, dans la derniére étape, on a utilisé la régle de la chaine, et le fait que
les cinétiques p; sont supposées étre des fonctions strictement croissantes de la

variable S.
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Chapitre 9

Etude du chémostat avec un
taux de dilution D constant.
Généralités.

9.1 Equilibres a break-even concentration diffé-
rentes.

Dés a présent, sauf mention du contraire, nous supposerons que le taux de
dilution D est une fonction constante du temps.

Lemme. Génériquement®, il y a au moins un, et au plus trois équilibres pour
le systeme du chémostat a deuz especes :

— (Sin,0,0), appelé « équilibre de lessivage », existe tout le temps®.

— (5%,0,8:, — S§), avec S§ = uy* (D), appelé « équilibre de survie de l’es-
pece 1 », existe sous réserve de définition de I’expression précédente.

— (83, Sin — 53,0), avec S5 = uy ' (D), appelé « équilibre de survie de I’es-
pece 2 », existe sous réserve de définition de l’expression précédente.

a. C’est-a-dire lorsque A1 # 2. Le cas d’égalité sera traité en section 9.2.
b. Comme pour le systéme du chémostat a une espéce, l’équilibre de survie est indépendant
des conditions initiales prises pour S, X1 et Xa.

Démonstration. Cherchons les équilibres (S*, X7, X3), ils sont solutions de :

0 = —m(S)X{—p2(S) X5 +D(Sin — S7)
0 = i (87) X7 — DX}
0 = p2 (S*) X3 —DX;
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On voit que le triplet (S;,,0,0) est solution de ce systéme. Cet équilibre
trivial s’appelle équilibre de lessivage, nous en avions parlé dans la partie intro-
ductive.

Outre cet équilibre trivial, supposons désormais que X7 = 0, et X5 # 0. On
obtient ainsi :

0 = —ua(S*)X3+D(Si, —S*)
0 = 1 (S*) X3 — DX}

La deuxiéme équation donne que S* vérifie ps (S*) = D. Ainsi, on déduit
de la premiére équation que X5 = S, — 5*. Cela donne notre second triplet
candidat.

Par « symétrie », si ’on suppose que le troisiéme équilibre vérifie X5 = 0,
X7 #0, alors S* veérifie g (S*) = D et X7 = S, — S*. Cela donne donc notre
troisiéme triplet candidat.

Les trois équilibres sus-mentionnés (sous réserve de définition des S}, selon
les expressions précédemment établies) sont les seuls candidats, en vertu du
principe d’exclusion compétitive, qui exclut toute possibilité de coexistence des
deux espéces a I’équilibre. En résumé, les trois équilibres candidats sont :

Ei=101, B = 0 |, B*=|Sm—S;
0 Sin — ST 0
ou S} et S3 vérifient respectivement g (S7) = D et pq (S3) = D. O

Le lecteur attentif (que nous supposerons! étre un mathématicien assidu)
aura certainement été étonné du dernier paragraphe de la précédente démons-
tration.

En effet, nous avons utilisé le principe d’exclusion compétitive 2 pour écarter
I’existence d’un quatriéme équilibre ot X; et X5 seraient simultanément non
nuls. Il va de soi que nous corrigeons cet écart volontaire dés & présent.

Lemme. Le principe d’exclusion compétitive est vérifié dans le cadre d’une

compétition entre deux espéces différentes.

En d’autres termes, il n’y a pas d’équilibre ou X1 et Xo seraient simultanément

non nuls.

1. Naturellement !
2. Qui est, rappelons-le, un principe purement biologique.
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Démonstration. Procédons par ’absurde : ainsi, supposons que ce quatriéme
équilibre, noté (S*, X7, X3), existe et soit tel que X et X3 sont simultanément
non nuls. On aurait donc :

0 = —p(S) X7 — 2 (S X5 +D (Sin — 57
0 = 1 (5%) X ~DX;
0 = 2 (5°) X ~DX;

Puisque X et X3 ne sont pas nuls, les deux derniéres équations se simpli-

fient :
{ p(S7) = D
p2(S*) = D

Nous avons supposé les espéces 1 et 2 différentes, et il est clair que 'en-
semble des fonctions p continues sur R, strictement monotones s’intersectant
en (S*,D) est de mesure nulle dans I’ensemble des fonctions continues stric-
tement monotones sur RT. Il est donc peu probable d’obtenir cet équilibre de
coexistence. O

Remarque. Le lecteur aura constaté que la démonstration précédente est rigou-
reusement exacte, méme si le taux de dilution D n’est pas une fonction constante
du temps.

Nous donnons maintenant une preuve alternative pour I’absence d’un autre
équilibre 3. Celle-ci fait intervenir la proportion de I’espéce 1 dans le chémostat.

Démonstration. Pour notre étude, posons B = X; + X, et p = %. Ces deux
quantités représentent respectivement la quantité de biomasse totale, et la pro-
portion de I’espéce 1 dans le chémostat.

Le systéeme des équations différentielles du chémostat & deux espéces peut
se réécrire en fonction de ces deux quantités. Ainsi, on a :

B = X +X,
= 1 (8) X1+ p2(S) X — DX1 — DXo
X X
— B(Fm®)+ Fn() - DX+ X)

= B(pp1 (S)+ (1 —p)p2(S)) — DB

3. Cette preuve sera également plus compléte, dans la mesure ou il est question de conver-
gence vers un état ot la survie d’une seule espéce est constatée. Le lecteur pourra également
se référer a la section 2.3 ol est présenté I’historique des preuves du principe d’exclusion com-
pétitive, au fil du temps et de la littérature, selon, entre autres, la cinétique et les taux de
dilution choisis.
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De plus,

. XiB-XiB

Po= T
= (0 (8) Xy X (o () + (1= p) 2 (5))
= (8) o () + (1) pa (5))

= pp (S) —p*pa (S) —p (1 —p) pa (S)
= p(1—p) (1 (S) —p2(S))

Enfin, nous pouvons compléter ce systéme de deux équations différentielles
par celle liant S, B et p. Ainsi, on obtient :

S = —p(S) X1 — p2(S) Xo + D (Sin — 5)
= (cm )G ) ) B+ DS -8)
= —B(pu1 (S)+ (1 =p)p2 () + D (Sin — )

En posant Z = B + S, nous avons précédemment vu que Z converge vers
Sin lorsque t tend vers l'infini. Plus précisément, nous pouvons écrire :

vt e RY, Z(t) = Sin + (Z(0) — Sin) exp (—Dt)

sous réserve que le taux de dilution D est une fonction constante du temps. Par
la suite, posons :

p (S) = max (u1 (5) , p2 (9))
I’enveloppe supérieure des cinétiques considérées, et :
p~ (8) := min (1 (), p2 (5))
I’enveloppe inférieure des cinétiques considérées. Posons enfin :
(S, p) =ppa (S) + (1 = p) p2 (5)

la combinaison convexe? des cinétiques considérées.

Interlude : nous avons, jusqu’ici, transformé notre systéme initial
des équations du chémostat, en un systéme liant la quantité de sub-
strat, la proportion de 1’espéce 1 et la quantité de biomasse totale.

4. A V’écriture de ceci, nous commettons un abus de langage dans la mesure ot p n’est pas
un coefficient constant, puisque celui représente la proportion temporelle de ’espéce 1 dans le
chémostat. Mais le lecteur comprendra aisément pourquoi nous avons volontairement réalisé
cet abus de langage.
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Moralement, nous allons prouver que la quantité de biomasse totale B est
une fonction prenant des valeurs comprises dans un intervalle dépendant du
temps. En d’autres termes, montrons que :

3B~ €C'(R), 3BT e C'(R), Vt€R, B(t) e [B™ (t),B" ()]

C’est a priori évident, dans la mesure ot B = X + X5, et nous avons prouvé
que X7 et X5 sont des fonctions bornées. Raffinons ceci et voyons que :

p=(S)B—DB < (ppr (S) + (1 —p)p2(S)) B—DB <y (S) B~ DB

Ecrivons S = S;,, — B+ (t) avec o (t) := (Z (0) — S, exp (—Dt), et posons :

f(B.t) = (ppma (Sin—B+o(t)+(1—p)p2(Sin —B+0o(t)B-DB
f7(B.t) ==p (Sn—B+0o(t)B—DB
fH(B,t) =pu*(Sin—B+0o(t)B-DB

de sorte que B = f (B,t). Il s’ensuit que pour tout B € R, et pour tout
t € R, on a l'inéquation suivante :

F7 (B < B < [T (B1)

Considérons le systéme suivant :
B~ =ft(Btt
- =B (9.1.1)
Bt = f (B ﬂt)
que I’on initialise avec les valeurs B* (0) = B~ (0) = B (0), on peut donc?®
écrire que :
vt e RT, B(t) e [B™ (t), BT (t)]

ol B~ et BT désignent les solutions du systéme 9.1.1, compte tenu du jeu
de conditions initiales choisi.

Interlude : nous venons de prouver que la quantité de biomasse
est contr6lée par deux fonctions encadrantes.

L’étape suivante est la plus difficile : nous devrons raffiner notre bornitude
pour montrer que S est, en temps infini, dans [min (A1, A2), max (A1, A2)].

5. Nous en donnerons la preuve plus tard, dans un lemme intitulé « Intégration d’un sys-
téme d’inéquations différentielles ».
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Fixons ¢ > 0. Rappelons que nous avons posé o (t) := (Z (0) — Sin) exp (—Dt),
de sorte que I’on puisse écrire :

Z(t) = Sin+0(t)

Par la positivité de D, il est clair que o est une fonction de limite nulle; ce
que 'on peut réécrire, en termes de quantificateurs :

T >0,Vt>T, —e<o(t)<e

Etudions maintenant le signe de f* et f~. Pour cela, soient b € Rt et t > T.
On peut écrire que :

Sin—b—€<5m—b+0'(t)<Sin_b+5

Cette inégalité stricte étant conservée® en lui appliquant la fonction ™.
Cherchons maintenant une condition pour que f* (b,t) soit négative.

fft)<o < (,U,Jr(Sm—b—l—E)—D)b<0
& pt(Sin—b+e)<D

i (Sin — b+ <D
25 (5 =0+

<~

& Sy —b+e< min )\
i€{1,2}

< b> S, — min A\ + e

ic{1,2}

De méme, cherchons maintenant une condition pour que f~ (b, t) soit posi-
tive.

f7t)>0 < (7 (Sim—b—e)=D)b>0
< w (Sin—b—¢e)>D

= i i (Sin — b — >D
nin ( €)
< S, —b—e> max \;
ie{1,2}
& b< S, — max A\, —¢
ie{1,2}

Interlude : nous venons de prouver le résultat suivant :

Vb > Sln — mil’lie{lz} )\l + &, f+ (b, t) <0

Ve >0, 43T >0, Vt > T,
Vb < Sln - maxie{lg} Al — &, fﬁ (b, t) >0

6. ut est strictement croissante comme « max » de fonctions strictement croissantes.
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De ce qui précéde, on en déduit qu’en temps infini :

Im (B%) C [0, Sin — min /\i+s]
i€{1,2}

et :
Im(B™) C |Si, — Ai—¢e, S;
m (B~) € [ in = mmax A — e, m}
Ceci étant vrai pour tout € > 0 aussi faible soit-il, on en déduit qu’en temps
infini :

Im(B) C [Sm max_ A;, Si, — min )\i]
ie€{1,2} ie{1,2}

Enfin, la relation algébrique liant S & B nous permet d’écrire, en temps
infini :

Im(S)C [ min J;, max )\i]
ie{1,2} ie{1,2}

De plus, remarquons cette propriété liée aux break-even concentrations :

No< A = VS € DALl s (S) > gy (5)

Supposons, quitte & permuter nos indices, que ’espéce 1 a la plus faible
break-even concentration. Compte tenu de la remarque précédente et de ’équa-
tion différentielle en p, on peut en déduire” que p > 0. p est donc strictement
croissante.

Eliminons le cas pathologique® ou p(0) = 1. Puisque X5 > 0, on a 0 <
p(t) < 1 pour tout ¢ € RT. p ne peut que croitre jusqu’atteindre la valeur
p = 1. Ainsi, 'espéce 1 survit et 'espéce 2 s’éteint.

Le résultat perdure sans pertes de généralités : si 'on avait supposé que
I’espéce 2 avait la plus faible break-even concentration, alors I’espéce 2 aurait
survécu, tandis que ’espéce 1 se serait éteinte. Dans tous les cas, on aurait eu
affaire a ’extinction d’une espéce et la survie de 'autre. O

Prouvons maintenant le lemme d’intégration d’un systéme d’inéquations dif-
férentielles, que nous avons utilisé au cours de cette preuve.

7. Puisque p € [0, 1].
8. Puisque, dans ce cas-1a, p serait constante égale a 1.
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Lemme (Intégration d’un systéme d’inéquations différentielles). Soit F une
fonction de R x RT & valeurs dans R, lipschitzienne en sa premicre variable,
mesurable en sa seconde variable. Considérons l’équation différentielle suivante :

X =F(X,1)
Supposons qu’il existe deus fonctions F~ et F'T telles que :
V(z,t) eERx RY, F~ (z,t) < F(z,t) < F (z,1)

Alors, en initialisant le systéme :

X- =F (X",1)
X+ =Ft(XT,1t)
avec les conditions initiales X~ (0) < X (0) < X (0), on obtient :

VEERY, X— ()< X () <XT(t)

Démonstration. Raisonnons uniquement sur la seconde partie de I’'inéquation
voulue et posons, a cet effet, 6 (t) := XT (t) — X (t). De par l'inégalité véri-
fie par les conditions initiales, on a ¢ (0) > 0. Considérons maintenant ¢y :=
inf {t > 0, ¢ (t) < 0}, de sorte que d (t9) = 0.

Jusqu’a la fin de cette preuve, nous considérerons? ¢ tel que ¢ > to. De plus,

¢ est, une fonction dérivable du temps en tant que somme de telles fonctions. On

a de plus :
o(t) = FT(XT,t)-F(X,1)
= FT(+X,t)-F(X,t)
a X (.) fixé. En posant G (5,t) :== F* (6 + X,t) — F (X, t), on a ainsi ’équation

différentielle 6 (t) = G (5 (t) ,t)

G est une fonction mesurable en ¢, et lipschitzienne en § comme somme de

deux telles fonctions. La lipschitziannité de G par rapport i sa premiére variable

indique qu’il existe une constante ' L (¢) telle que :

Vvt e RY, |G (6(t),t) — G (0,t)] < L(t)|5(t)]

9. Lorsque t n’est pas considérée comme variable formelle.
10. Moralement, il ne s’agit pas d’une « constante » au sens commun... mais d’une constante

par rapport a d.
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D’ou :

VteRT, G(6(t),t) > G(0,t) — L(t)sgn(5(t))d(t)
=L

de sorte que, si 'on pose P () (t)sgn (6 (t)), on peut écrire que :

Ainsi, il s’ensuit que :

S +d)5(t) >

G (0,1)
— (5(t)+<1>(t)6(t)) exp (/t:@(T)dT) > G(0,t)exp (/t:@(T)dT)

Examinons chaque quantité de la derniére inéquation. Le membre de gauche

peut se réécrire ainsi :
d t
7 (5(t)exp (/to @(T)d’r))

Quant & la quantité de droite, rappelons que nous avons supposé la condition
suivante :

V(z,t) eERx RY, F(x,t) < FT (2,t)

De ce fait, il est licite d’affirmer que G (0,t) > 0 et la conclusion est identique
pour tout le membre de droite de I'inéquation précédente, ce qui nous méne donc

& écrire :
d t
— (5(t)exp (/ (I)(T)dT)) >0
at "

Enfin, on peut conclure que :

Vt=to, () =XT(t)—X () =0

Le méme résultat s’obtient on permutant les roles de X, X~ et Xt pour
obtenir le résultat désiré :

VEERT, X— ()< X(#) <X (1)
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9.1.1 Préliminaire a I’étude des stabilités des équilibres.

Considérons F' la fonction vectorielle ainsi définie :

F : R = R?
(S, X1,X2) = (Sle,Xz)

Calculons la matrice jacobienne!! de F' en un point (S*, X7, X3) :

—X{ph (S ) — X5y (S*) —H1 (S*) —H2 (S*)
Jac (F) (S*, X7, X3) = Xip (57) pa (8*) =D 0
X3 ps (57) 0 p2 (S*) — D

Etudions dés a présent la stabilité de chaque équilibre, cas par cas.

9.1.2 Stabilité de 1’équilibre £, dit « de lessivage ».

On rappelle que ’équilibre de lessivage est I’équilibre (S*, X{, X3) = (Sin,0,0).
D’ou :

-D M1 (Sln) —H2 (Szn)
Jac (F) (Sin,0,0) =1 0 ( Sin) — D 0
0 0 H2 (Sm) —D

dont les valeurs propres sont celles situées sur la diagonale, cette matrice
étant triangulaire supérieure. Il y a donc trois valeurs propres simples, —D,
M1 (Szn) — D et U2 (Szn) — D.

On en déduit donc, puisque ces trois valeurs propres sont réelles et que
D > 0, que I’équilibre est stable si et seulement si :

D > 1 (Sm) et D > M2 (Szn)

11. Ce calcul est licite, vu que la fonction F' ainsi définie est différentiable.
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9.1.3 Stabilité de 1’équilibre Ej, ou X; = 0.

On rappelle que Ej est !? équilibre (S*, X7, X3) = (55,0, S;, — S;), out ST
vérifie o (S7) =D . D’ou :

(St = Sun) 1 (ST) =D —uy (S§) —D

Jac (F) (85,0, Sin — S7) = 0 m(SH) -D 0
(Sin — ST) 13 (ST) 0 0
dont les valeurs propres sont toutes simples, au nombre de trois : —D,

11 (S5) = D et iy (S7) (S5 — Sin)-

On en déduit donc, puisque ces trois valeurs propres sont réelles et que
D > 0, que ’équilibre est stable si et seulement si :

D > iy (S7) et pis (ST) (ST = Sin) <0

9.1.4 Stabilité de 1’équilibre E;, ou X, = 0.

On rappelle que E} est '3 Péquilibre (S*, X7, X3) = (S5, Sin — S3,0), ot S
vérifie 11 (S3) =D . D’ou :

(83 = Sin)py (83) =D =D —p2(53)
Jac (F) (S5, Sin — S55,0) = (Sin —S5) 1y (S5 0 0
0 0 pa2(85)—D
dont les valeurs propres sont toutes simples, au nombre de trois : —D,

p2 (S3) — D et py (S3) (S5 — Sin).

On en déduit donc, puisque ces trois valeurs propres sont réelles et que
D > 0, que I’équilibre est stable si et seulement si :

D > pia (S3) et iy (83) (S5 = Sin) <0

12. Sous réserve de bonne définition !
13. Sous réserve de bonne définition (bis)!
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9.1.5 Conclusion sur les stabilités des différents équilibres.

Commencons par un théoréme important dans ’étude des systémes dyna-
miques : il s’agit du théoréme de Hartman-Grobman. Nous pouvons en résumer
I’idée principale en quelques mots : ce théoréme énonce qu’un systéme dyna-
mique, au voisinage d’un équilibre hyperbolique, se comporte qualitativement
de la méme maniére que le systéme linéarisé au voisinage du point.

Théoréme (Théoréme de Hartman-Grobman). Soient f € C'(R"™,R") une

fonction possédant un zéro p, et A la matrice jacobienne de f au point p :
) )

B e )

A=
Bife Ofn
Sap) - G2 (p)
On suppose que p est un point d’équilibre hyperbolique ®.
Alors, il existe :

1. Deux ouverts U et )V de R" contenant respectivement, p et 0.

2. Un homéomorphisme h : U — V tel que h (p) = 0.

tels que h envoie bijectivement les trajectoires de & (t) = f (z (¢)) sur celles de
y(t) = Ay (t) dans V = h (U), en gardant l'orientation donnée par le temps ¢.

On dit alors que « les flots de f et A sont topologiquement équivalents ».

a. C’est-a-dire qu’aucune valeur propre de A n’a sa partie réelle nulle.

Cela justifie donc d’étudier le comportement local du systéme,
grace aux valeurs propres de la matrice Jacobienne.

Sous réserve de validité des inéquations précédentes, les équilibres considérés
sont, donc localement stables en vertu du théoréme de Hartman-Grobman. Nous
pouvons en résumer la raison en une phrase : les valeurs propres des matrices
jacobiennes ' associées sont réelles, strictement négatives. On parle donc de
stabilité locale.

Cependant, toujours sous réserve de validité des inéquations précédentes, ces
équilibres sont méme asymptotiquement et exponentiellement stables, en vertu
de I'un ' des théorémes de Liapunov que nous rappelons ci-dessous.

14. Donc du systéme linéarisé des équations différentielles du chémostat & deux espéces.
15. Liapunov a donné son nom & bon nombre de théorémes, en particulier en théorie des
systémes dynamiques.

61



Théoréme (Théoréme de Liapunov). Soit A une matrice carrée de taille n a
coefficients réels. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Tl existe des constantes M > 0, w > 0 telles que pour tout yy € C™,

llexp (£4) - yolly < M exp (=wi) [[yoll,

i.e. 0 est un équilibre exponentiellement stable.

2. Pour tout yo € C™,
i lexp (£4) - oll, =0

i.e. 0 est un équilibre asymptotiquement stable.

3. Si on désigne par o (A) le spectre de A, alors la borne spectrale de A est
strictement négative,

s(A):= sup (Re(N) <0
A€o (A)

i.e. toutes les valeurs propres sont & parties réelles strictement négatives.

Démonstration. L’implication 1. = 2. est évidente.

Pour montrer l'implication 2. = 3., utilisons un raisonnement par contra-
position. Ainsi, si s (A) > 0, il va exister une valeur propre A € o (A) telle que
Re (M) = 0. Soit yo € C™ un vecteur propre associé, on a ainsi :

tkA¥
llexp (£A) yol| > Yo
k>0

th\F
= ZTyO
k>0

[lexp (At) yoll
exp (Re (A1) [[yoll = O

et ainsi, on a montré que 0 n’est pas asymptotiquement stable.
Pour montrer I'implication 3. = 1., on suppose que s (A) < 0 et on suppose
de plus que, pour un certain w > 0 et pour tout y € R™ :

2
(Ay,y) < —w?[lyll;

ou (., .) désigne le produit scalaire usuel dans R". Cette condition supplémentaire
est, en particulier, satisfaite si A est une matrice symétrique négative.
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Soit yp € R™, considérons maintenant y (t) := exp (tA) yo. On a, pour tout
t>0:

2(y (t),y (1)
2 (Ay (t),y (1))
202 ||y (£)]]3

d 2
— t
=y (@)

N

Cette inégalité implique que :
VE20, fly(@®)ll, < exp(=wt)lyoll,

qui est bien ’assertion 1. O

Tout ceci prouve bien la 1égitimité des affirmations précédemment exposées.
Une question vient maintenant & l'esprit : qu’en est-il de la stabilité globale ?
La réponse a cette question est simple et est fondée sur le lemme suivant.

Lemme. Si un systéme dynamique posséde un nombre de points d’équilibres
strictement supérieur a 1, alors il n’existe pas de point d’équilibre ayant une
stabilité globale.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe G, point d’équi-
libre du systéme dynamique considéré, ayant une stabilité globale. Choisissons
M un autre point d’équilibre (M existe par hypotheése).

Il est assez évident que pour n’importe quel point d’équilibre, son bassin
d’attraction n’est jamais vide : il est au moins réduit au point considéré.

Choisissons une trajectoire dans le bassin d’attraction By; de M. Par dé-
finition du bassin d’attraction, cette trajectoire restera dans Bjs, et donc ne
convergera pas vers G. Par conséquent, G n’est pas globalement stable. Contra-
diction. O
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9.2 Equilibres & break-even concentration égales.

Dés a présent, sauf mention du contraire, nous supposerons que le taux de
dilution D est une fonction constante du temps, et que les break-even concen-
tration des deux espéces sont égales.

Lemme. En termes quantitatifs, il y a une infinité d’équilibres pour le systéme
du chémostat a deux especes, sous [’hypothése d’égalité des break-even concen-
tration.

Démonstration. Supposons que A\; = Ay (posons A la valeur obtenue). Cherchons
les équilibres (S*, X7, X3) du systéme, solutions de :

0 = —p (S X} —p2 (S X5 +D(Sin — S7)
0 = i (S%) X ~DX}
0 = 2 (S7) X3 ~DX;

Supposons que S* = \. Les deux derniéres équations deviennent donc tri-
viales, puisque 'on sait que p1 (A) = p2 (A) = D. Concentrons-nous désormais
sur la premiére équation. Elle devient :

X =—-X>+8m—A

aprés avoir simplifié la premiére ligne par D. On obtient bien une droite
vectorielle d’équilibres pour le systéme différentiel du chémostat & deux espéces
sous réserve d’égalité des break-even concentration.

Bien entendu, ce ne sont pas les seuls équilibres : en posant Xi = X3 =0,
on obtient S* = S;, et on retrouve donc bien I’équilibre de lessivage. Quant
aux équilibres ot un seul X est nul pour ¢ € {1,2}, on obtient ’expression des
autres équilibres assez trivialement & ’aide du systéme et de ’équation de la
droite vectorielle. O

Nous pouvons, de méme, prouver ce résultat en utilisant les « coordonnées »
(S, B, p) introduites dans la section précédente. C’est ce que nous allons faire.

Démonstration. Supposons que A\ = Ay (posons A la valeur obtenue). Cherchons
les équilibres (S*, B*, p*) du systéme, solutions de :

0= —B*(p*pu (") + (1 —p*) p2 (S*)) + D (Sin — S)
0= B*(p*u1 (5*) + (1 —p*) p2 (5*)) — DB*
0= p*(1—p°) (1 (S*) = p2(S*))
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Supposons que S* = A. Les deux derniéres équations deviennent triviales
puisque p1 (A) = g (A) = D. Quant a la premiére, on peut la simplifier en :

0=—DB* + D (Si — S)

En ayant posé B = X+ X5, on retrouve bien une infinité d’équilibres suivant
la droite vectorielle :

X ==-XJ4+8Sn—2A

Encore une fois, ce ne sont pas les seuls! Si S* # A, la derniére équation ne
peut étre satisfaite que si p* € {0, 1}.

Si p* = 0, les deux premiéres équations se simplifient en :

0= —B*u3(S*)+ D (Sim — S*)
0= B (uz (%) — D)

ce qui donne les équilibres (X, S;, —A,0) et (Sin,0,0) (correspondant &
Péquilibre de lessivage).

Si p* =1, les deux premiéres équations se simplifient en :

0= —B*ui (S*)+ D (Sim — 5%
0= B*(m(S*)— D)

ce qui donne les équilibres (A, S;, — A\, 1) et (S, 0,1). O
Il serait maintenant intéressant de savoir ce qui se passerait, de facon biolo-

gique, dans le cas pathologique ot les deux cinétiques w1 et uo sont rigoureuse-
ment identiques.

Lemme. Considérons un chémostat o deux espéces suivant des cinétiques ri-

goureusement identiques, i.e. :

VS eRY, 1 (S) = p2 ()

Dans ce cas, la proportion de chaque espéce sera rigoureusement constante avec

le temps.
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Démonstration. En reprenant les changements de variables faits en section 9.1,
nous avions le systéme différentiel suivant :

B = B(pul (S)+ (1 —p)p2(S)) — DB

P =P =0 (i1 (8) -~ pa (S)
S B (ppa (S) + (1 = p) p2 () + D (Sin — 5)
Par commodité, posons p := p; = ps, de sorte que le systéme précédent

devienne :

B =(u(S)-D)B
p =0
S =—Bu(S)+ D (Sim —5)
La deuxiéme équation nous informe que la proportion de 'espéce 1 est
constante au cours du temps, ce que ’on peut réécrire ainsi :
X100 X (0)
B(0)  X:(0)+ X2(0)

De facon triviale, en notant ¢ la proportion de I’espéce 2, puisque ¢ = 1 — p,
alors ¢ = 0 de sorte que la proportion de ’espéce 2 est aussi constante :

VteRY, p(t) =p(0) =

X200 X3(0)
B(0)  X1(0)+ X2(0)

VteRT, ¢(t) =q(0) =
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Chapitre 10

Etude du chémostat avec un
taux de dilution D variable.

10.1 Introduction générale.

10.1.1 De la motivation a la problématique.

Dés a présent, nous supposerons que le taux de dilution D est une fonction
variable du temps.

Les résultats des chapitres précédents montrent qu’une coexistence est im-
possible au sein du chémostat, dés lors que les conditions opératoires sont
constantes, et que le mélange est homogéne. Sous ces conditions, on assiste
4 un phénoméne d’exclusion compétitive.

Dans la pratique, environnement n’est pas homogéne' : nous verrons,
entre autres, qu’'un environnement périodiquement variable peut entrainer la
coexistence des espéces, et donc « contredire » 2 le principe d’exclusion compé-
titive.

Supposons que les cinétiques u; sont strictement croissantes et que celles-ci
s’intersectent en un point exactement :

AT eRY, p1 (S%) = p2 (57) = D”

1. Ne serait-ce que par des changements climatiques, par exemple.

2. A prendre au sens faible : le principe d’exclusion compétitive énonce I"impossibilité de
la coexistence pour un taux de dilution D constant. Notre intuition aurait pu nous pousser a
affirmer que ce résultat perdurerait pour un taux D variable, ce qui n’est pas le cas.
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Supposons de plus que la condition suivante est vérifiée :

p(S) S p2 () < Sel0, 57

Sous ces hypothéses, ainsi que de paramétres opératoires constants, I'espéce
1 est favorisée dés lors que D > D*, c’est-a-dire que ’espéce 1 a la plus faible
break-even concentration.

Le lecteur aura certainement intuité que ce résultat semblerait, a priori, per-
durer lorsque le taux de dilution D « oscille » entre des valeurs alternativement,
plus faibles, puis plus grandes que D*, et inversément. L’étape la plus difficile

restera de prouver ce résultat de facon rigoureuse .

La problématique est donc la suivante : que peut-on dire de la possibilité de

coexistence de deux espéces en compétition dans un chémostat, lorsque le taux
de dilution est oscillant ?

10.1.2 Cadrage de 1’étude : notations et considérations.

Nous rappelons que dans le cadre de I’évolution de deux espéces au sein d’un
chémostat, le systéme d’équations différentielles est le suivant :

S = —m(S)X1—p2(8)Xa +D(t) (Sin— )
Xl == M1 (S)Xl -D (t)Xl
XQ = M2 (S) X2 —-D (t) X2

Jusqu’a présent, nous avons étudié le comportement du systéme dynamique
4 un taux de dilution D constant. La nouveauté consiste & considérer un taux
de dilution T—périodique (en plus des hypothéses classiques de continuité et de
positivité) :

IT eRE, VteRT, D(t+T)=D(t)

Dans les simulations numériques, nous choisirons fréquemment de prendre
une sinusoide de pulsation 7', ayant une certaine moyenne D et une certaine
amplitude « :

— t
VteRY, D(t)=D+ %sin <27r?>

Enfin, nous ferons I’hypothése que les cinétiques p; sont strictement crois-
santes, de classe C* de R & valeurs dans RT, et telles que y; (0) = 0.

3. Pour une raison simple : les équations sont non autonomes (i.e. dépendantes du temps).
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Définition. Soit p une fonction continue sur R* et & valeurs réelles. On définit
la moyenne de p, que ’on note (p), comme la fonction suivante :

ar P !
Vi e R, (p)(t) = /Op(é‘)dé

Dans le cadre d’une fonction périodique, la définition précédente s’affine
légérement, comme suit.

Définition. Soit p une fonction T—périodique, continue sur [0,7] C R et &

valeurs dans R. On appelle moyenne de p, que l'on note (p), la quantité sui-
vante :

10.2 Un premier résultat sur le lessivage.

Proposons d’ores et déja un lemme, qui présente une condition suffisante
pour obtenir le lessivage d’une espéce dans le chémostat.

Lemme. Considérons 2 espéces au sein d’un chémostat, dont le tauz de dilu-

tion considéré est T'—périodique. Supposons que [’espéce i, vérifie I’inéquation
suivante :

i (Sl ) < <D> (10.2.1)

Alors cette espéce i s’éteint avec le temps, i.e. :

t——+oco

Démonstration. La preuve se base sur ’étude approfondie de 1’équation sui-
vante :

Xi - (Mz (Sz — X1 - Xg) - D) Xi (1022)
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Cette équation n’est rien d’autre que I’équation différentielle portant sur X;
appliquée au systéme « limite ». En effet, rappelons rapidement que les solutions
du systeme différentiel du chémostat approchent de facon exponentiellement
asymptotique le plan défini par :

S+ X1+ Xy = Sin

De I’équation 10.2.2 vient I'implication triviale suivante :

X;(0)=0 = VteR", X;(t)=0

et ainsi, la conclusion est, évidente.

Désormais, supposons que X; (0) > 0. De I'équation 8.0.1 vient ’égalité
suivante :

dX; (t)

X (1)

= (ui (S(t)) — D (t))dt (10.2.3)

Donnons-nous n € N, tg € R, et intégrons I’équation précédente. L'intégra-
tion du membre de gauche nous conduit & écrire :

/ HOTTIR A O) _( (tg 4 (04 1)T)] ~ In [ (0 + )

X;(to+nT) X (t)

Intégrons maintenant le membre de droite, pour écrire :

to+(n+1)T to+(n+1)T
/ (ui (S (£) — D(t))dt = / (i (Sim — X1 () — Xa (£)) — D (1)) dt
to+nT to+nT

to+(n+1)T
< / (i (Sin) — D (1)) dt
to+nT

T
- / (15 (Sin) — D (1)) di

ou l'on a utilisé respectivement ’écriture du systéme limite, la positivité des
quantités X; et la croissance de la cinétique pu;, ainsi que la T'—périodicité de
D. Ce calcul s’achéve en écrivant :

to+(n+1)T
/t L n(S@) =D < T(u(Sw) - (D)

< ol
< 0

en posant « := p; (Si,) — (D), qui est négatif par ’hypothese 10.2.1.
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Enfin, de I’équation 10.2.3, il s’ensuit que :

Vn € N, In [Xz (to + (7’L + 1)T)] —In [Xz (to + nT)] <ol

La suite (X; (to +nT)), oy étant décroissante, a valeurs réelles strictement
positives, elle sera nécessairement convergente. On peut donc écrire que :

AER, lim X;(to+nT)= lim X;(t)=1>0
n—-+0oo

t—+oo

La suite de la preuve utilise un raisonnement par ’absurde : supposons que
[ # 0, c’est-a-dire que [ > 0.

Utilisons l'inéquation suivante :
VYneN, m[X;({to+n+1)T)]—In[X; (to+nT)] < aT
que 'on passe a la limite, par continuité de X; et de In. Ceci donne :
In[l] —In[l] < aT
Puisque T > 0, on obtient ainsi :

0<«

On aboutit donc & une contradiction puisque a < 0 par 'hypothése 10.2.1.
Par conséquent, on en déduit que [ = 0, et ce pour toute condition initiale
to € RT, ce qui achéve la démonstration. O

10.3 Exposé des principaux points d’intérét.

10.3.1 Redéfinition du paramétre « break-even concentra-
tion ».

Dans le cadre d’une cinétique de type « Monod », on peut redéfinir la break-
even concentration lorsque le taux de dilution D est une fonction variable du
temps.
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Définition. Lorsque la cinétique pu d’une espéce suit une loi de Monod, et que le
taux de dilution D est une fonction variable du temps, on redéfinit la break-even
concentration, notée \ :

KD (t)
Umaz — D (t)

sous réserve que D (t) < fmaz pour tout ¢t € RT.

A(t) :==

Dans le cadre plus général, on peut définir A (t) := u=! (D (t)), sous réserve

de définition. \ devient ainsi une fonction dépendante du temps. Prouvons que
A est périodique si et seulement si le taux de dilution D l’est, a la méme période.

Lemme. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Le tauzx de dilution D est T —périodique.

2. La break-even concentration \ est T'—périodique.

Démonstration. [1. = 2.] Supposons que D est T—périodique. Prenons ¢t €
R*. Il est évident que :

_ KD(@t+T)  KD(@{)
A(t+T)7,U/maz_D(t+t)7,U/maz_D(t)7)\(t)

[2. <= 1.] La réciproque se fait sur le méme principe : supposons que \ est

T—périodique. Prenons ¢t € RT. On a A (t + T') = A(¢). Si 'on écrit :

KD(t+T
{A (t+T) = 2B j[; (H)T)
KD(t
)\ (t) - MWLam_(D(t)
Alors il s’ensuit que :
KD(t+T) KD(t)
At+T)=2(1) = =
( ) ( ) Hmaz — D (t + T) Hmaz — D (t)
D({t+T) D (t)
<~ =
Hmax — D (t + T) Hmax — D (t)
Mmam /j/mam
= 1= -1
D({t+T) D (t)
<~ D@t+T)=D(t)

Ce qui cloture la démonstration. O
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10.3.2 Rappel des résultats pour un taux de dilution va-
riable.

Dans cette section, nous avons jugé utile que le lecteur apprécierait un rap-
pel* des résultats qui restent valables, méme lorsque le taux de dilution D
devient une fonction variable du temps.

Lemme. Considérons le systéme différentiel du chémostat, ot deux espéces sont
en compétition sous l’effet d’un tauz de dilution D variable :

S = —m (9) X1 —p2(5) X2 +D () (Sin — 5)
X = 1 (8) X, ~D (1) Xy (10.3.1)
X2 = 125 (S) X2 -D (t) X2

Alors les assertions suivantes sont vraies :
— Ri est un domaine invariant par le systéme 10.3.1.
— Z =8+ X1 + Xy — S satisfait a [’équation différentielle 7 =-DZ.
— L’ensemble défini par S + X1 + Xo = Sin (Z =0) est attractant.
— Les quantités S, X1 et Xo sont bornées.

10.3.3 Systéme différentiel du chémostat en temps « lent /rapide ».

Donnons d’autres expressions du systéme 10.3.1, qui traduiront alternati-
vement le coté « temps lent » ou « temps rapide » du taux de dilution D. En
< temps lent », le systéme est équivalent, en posant ¢t = 7 (le but sera, a pos-
teriori, de faire tendre ¢ vers 0), a :

el = i (t,8) X1 — 2 (t,S) Xa +D(t) (Sin — S)
el = pa (t,8) Xy -D(t) X,
1 pa (£, ) X, “D(t) Xs

Tandis qu’en « temps rapide », en posant 7 = t/c (le but sera, a posteriori,
de faire tendre ¢ vers 0), on obtient :

% = —u(er,S) X1 — sz (er,S) Xo +D (e7) (Sin. — )
djil = w1 (e7,8) X1 —D (e1) X1
dd)% = wo (e7,5) Xo —D (e1) Xo

4. Sans démonstrations (& cet effet, nous renvoyons le lecteur au chapitre 9).
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10.4 De D’existence de solutions périodiques.

En ce qui concerne le cas ott D est une fonction périodique du temps, nous
ne pouvons pas définir d’équilibre pour le systéme dynamique du chémostat.
L’analogue des équilibres dans le cas ou D est une fonction périodique est la

recherche de solutions périodiques. C’est ce que nous allons faire & partir de
maintenant.

Lemme. Le systéme dynamique du chémostat admet des solutions périodiques,
de méme période que le taux de dilution.

Démonstration. Appelons T la période du taux de dilution. Le systéme dyna-
mique du chémostat est un systéme de la forme :

X =f(tX)

ou f est T—périodique en temps, mesurable en temps et lipschitzienne suivant sa
seconde variable. Fixons une condition initiale X, := X (0) € R*. L’application :

¢ : XO — X(O,XU) (T)

est continue, ot X (g x,) (1) désigne la valeur prise en ¢ = T" par la solution X
du systéme dynamique du chémostat ayant pour condition initiale X (0) = Xj.

Nous savons qu’il existe un compact convexe invariant par la dynamique du
chémostat. Ce compact convexe, que ’on notera K, est défini comme :

K:={(S,X1,X2) €R}, X; >0, S+ X1 + X < Sin}

et I’application du théoréme du point fixe de Brouwer nous donne ’existence
d’un point fixe de I'application ¢. Autrement dit, il existe Xj € K tel que
X0,x0) (T) = Xg.

Le systéme dynamique du chémostat étant T'—périodique en temps, s’il existe
une condition initiale (0, X (0)) telle que la solution X vérifie X (T) = X (0)
a linstant T, alors le probléme avec la nouvelle condition initiale (T, X (7))
admet une solution X vérifiant X (¢t) = X (¢t — 7) pour tout t € ]T,2T[via le
changement de variables 7 = ¢t — T et l'argument de périodicité du systéme
dynamique. O
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Annexe A

Programmes Matab [R)
utilisés.

Deux programmes ont été réalisés sous Matlab ®).

A.0.1 Programme chemoprog.m.

Ce programme constitue le « cceur » de notre étude Matlab ®). Une fois que
l’utilisateur a rentré tous les paramétres intervenant dans les équations du ché-
mostat, celui-ci les résout numériquement avec deux solveurs (ode45 et ode113),
et affiche enfin les évolutions temporelles des populations et du substrat, ainsi
que les courbes de croissance de type Monod.

% On vide tout le "Matlab Workspace".
% On affiche également un petit message de bienvenue pour expliquer
% 1’utilité du programme.

clc;

clf;
close;
clear all;

disp(’ ?)

Aisp(? /= mm e e o \?)
disp(’ | e \ [7)
disp(’ | | RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS REGISSANT LE | [7)
disp(’ | | MODELE DU CHEMOSTAT | [7)
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disp(’ | \mmmm /

disp(’ |

disp(’| Projet de M1 Mathématiques - Statistiques et Applications.

disp(’| Kevin CAUVIN et Romaric CONDE. Année universitaire 2013-2014.
disp(’ |

disp(’| Cette fonction résout numériquement les équations du chémostat, avec
disp(’| les solveurs ode45 (Runge-Kutta 4-5) et odell3 (Adams) de Matlab.

disp(’Appuyez sur une touche pour continuer.’)

pause

clc

% Les paramétres de 1’équation seront données dans une directive "global".
global S_in mul_max mu2_max KS_1 KS_2 D

% Ici, on demande les paramétres et les conditions initiales.

disp(’ ?);

disp(’ [Etape 1] Paramétres du chémostat.’);

prompt_S_in = ’- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer & S_in 7 o
S_in = input(prompt_S_in);

if isempty(S_in)

warning(®> /!\ S_in doit &tre entré.’)

break

end

prompt_S_O = ’- Quelle valeur souhaitez-vous affecter a S_0 ? 7y
S_0 = input(prompt_S_0);

if isempty(S_0)

warning (> /!'\ S_O doit &tre entré.’)

break

end

disp(’- Donnez 1’’expression du taux de dilution.’)

prompt_D = > Votre commande doit impérativement commencer par @(t). ’;
D = input(prompt_D);

if isempty (D)

warning(®> /!\ Vous devez rentrer une valeur pour D.’)

break

end
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disp(’ ?);
disp(’ [Etape 2] Paramétres concernant "Espéce 1".’);

prompt_mul_max = ’- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer a mul_max 7
mul_max = input(prompt_mul_max);

if isempty (mul_max)

warning (> /!\ mul_max doit &tre entré.’)

break

end

prompt_KS_1 = ’- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer a KS_1 7
KS_1 = input(prompt_KS_1);

if isempty(KS_1)

warning(’> /!\ KS_1 doit &tre entré.’)

break

end

prompt_X1_0 = ’- Quelle valeur souhaitez-vous affecter a X1_0 7
X1_0 = input(prompt_X1_0);

if isempty(X1_0)

warning(®> /!\ X1_0 doit &tre entré.’)

break

end

disp(’ ?);
disp(’ [Etape 3] Paramétres concernant "Espéce 2".’);

prompt_mu2_max = ’- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer a mu2_max 7
mu2_max = input(prompt_mu2_max) ;

if isempty (mu2_max)

warning(®> /!\ mu2_max doit &tre entré.’)

break

end

prompt_KS_2 = ’- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer a KS_2 7
KS_2 = input(prompt_KS_2);

if isempty(KS_2)

warning(®> /!\ KS_2 doit &tre entré.’)

break

end

prompt_X2_0 = ’- Quelle valeur souhaitez-vous affecter a X2_0 7
X2_0 = input(prompt_X2_0);

if isempty(X2_0)

warning(> /!\ X2_0 doit &tre entré.’)
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break
end

disp(’ ?);
disp(’ [Etape 4] Simulation numérique.’);

prompt_t_final = ’- Entrez le temps final utilisé pour la simulation. 7y
t_final = input(prompt_t_final);

if isempty(t_final)

warning (> /!\ t_final doit &tre entré.’)

break

end

disp(’ ?);
clear prompt_x

% Début du chronométrage.

tic

% On demande maintenant la résolution en utilisant plusieurs solveurs de Matlab.
% On utilisera :

% - ode4b (Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4-5),

% - odel113 (Méthode d’Adams-Moulton).

[t45,y45] = oded45 (’chemo’, [0 t_finall, [S_0 X1_0 X2_0]);
[t113,y113] odel113(’chemo’, [0 t_finall, [S_O X1_0 X2_01);

% Extraction des résultats.

S_45 = y45(:,1);

X1_45 = y45(:,2);
X2_45 = y45(:,3);
S_113 = y113(:,1);

X1_113 = y113(:,2);
X2_113 = y113(:,3);

% Tracé de la solution S(t), X1(t) et X2(t) en fonction de t, sur un méme graphe.
% On tracera les solutions obtenues avec ode45 et odell3.

hold on
close;

figure(’Name’,’Résolution numérique des équations du chémostat avec
deux solveurs.’,’NumberTitle’,’off’)

84



subplot (1,2,1)

plot (t45,y45(:,1),%:r’,t45,y45(:,2),’-b?,t45,y45(:,3),’.g%)
title(’Résolution numérique - solveur ode45.’)
xlabel(’Temps (t).’);

ylabel (’Evolution.’);

legend (°S(t)?, X1(t)?,°X2(t)?)

subplot (1,2,2)
plot(t113,y113(:,1),’:r?,t113,y113(:,2),’-b’,t113,y113(:,3),’.g’)
title(’Résolution numérique - solveur odel13.?)

xlabel (’Temps (t).?);

ylabel (’Evolution.’);

legend (°S(t)?,2X1(t)?,’X2(t)?)

hold off

% Compléments :

figure(’Name’,’Courbes de croissance de Monod des deux espéces.’,’NumberTitle’,’off’)
hold on

Smonod = linspace(0,S_in);

mul = mul_max .* Smonod ./ (KS_1 + Smonod);

mu2 = mu2_max .* Smonod ./ (KS_2 + Smonod);

plot (Smonod,mul, ’r’,Smonod,mu2,’b’)

title(’Courbes de croissance de Monod des deux espéces.’)

xlabel (’Quantité de substrat (S).?);

ylabel (’Courbe de croissance (mu).’);

legend(’Espéce 1’,’Espéce 2?)

clear Smonod mul mu2

hold off

% Fin du chronométrage.

toc

disp(’ ?);
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A.0.2 Programme chemo.m.

On y trouvera, au sein de ce court programme, les équations différentielles
régissant ’évolution de deux espéces au sein d’un chémostat.

function ypoint = chemo(t,y)

| RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS REGISSANT LE |
| MODELE DU CHEMOSTAT |

Projet de M1 Mathématiques - Statistiques et Applications.
Kevin CAUVIN MIGLIORE et Romaric CONDE.
Année universitaire 2013-2014.

Cette fonction chemo définit les équations du chémostat.

% Les paramétres de 1’équation seront données dans une directive "global".
global S_in mul_max mu2_max KS_1 KS_2 D
% Définition du systéme différentiel.

% On désignera par ypoint(i) la dérivée de y(i), pour i=1..3.
% y(1), y(2) et y(3) désignent respectivement les variables S(t), X1(t) et X2(t).

ypoint (1) = (-mul_max*y(1)/(KS_1 + y(1))) * y(2) +

(-mu2_max*y (1) /(KS_2 + y(1))) * y(3) + D(t) * (S_in - y(1));
ypoint (2) = ( mul_max*y(1)/(KS_1 + y(1))) * y(2) - D(t) * y(2) ;
ypoint (3) = ( mu2_max*y(1)/(KS_2 + y(1))) * y(3) - D(t) * y(3) ;

% Transposition du systéme défini.
ypoint = ypoint?’;

end
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Annexe B

Simulations numériques et
captures d’écran.

Dans cette section, nous recensons toutes les simulations numériques, afin
d’illustrer plusieurs des (multiples!) différents cas possibles pour un systéme du
chémostat a deux espéces.
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B.0.3 Une des deux espéces s’éteint - D périodique.

Commencons par un cas ot ’on choisit deux espéces ayant leurs courbes de
Monod qui s’intersectent. On choisira un taux de dilution D périodique, ot une
des deux espéces s’éteint.

Nous avons pris le jeu de paramétres suivant :
Sin =3 phowe =235 (pZ.. =4.04

So =4 , S K& =127, { K2 =3.15
D(t) =1+ 1/2cos(3t) X1(0) =1.76 X2 (0) =2.08

et utilisé les solveurs ode45 et odel13 de Matlab suivant le programme che-
moprog.m présenté ci-avant. Nous avons arrété notre simulation & T';, = 80.

Le systéme a résoudre numériquement est donc le suivant :

§ = —EEEX - SN, + (14 eos(3) (3-9)
Xl - 1_£EfSX1 — (1 + %cos (3t)) X,
X, = U5 X, — (1 + 4 cos (3t)) X,
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B.0.4 Une des deux espéces s’éteint - D constant.

Continuons notre étude de cas. Choisissons deux espéces ayant leurs courbes
de Monod qui ne s’intersectent jamais (sauf en (0,0)). On choisira un taux de
dilution D constant, cette fois-ci, et ol une des deux espéces seulement s’éteint.

Nous avons pris le jeu de paramétres suivant :

Si" - 3 Nﬁlnam = 32 :ugnaz .
Sy =25, (KL =12, (KZ =28
D(t) =2 X; 000 =24 (X000 =1

et utilisé les solveurs ode45 et odel13 de Matlab suivant le programme che-
moprog.m présenté ci-avant. Nous avons arrété notre simulation & T';, = 50.

Le systéme & résoudre numériquement est donc le suivant :

. 3.25 2.65

S - - 1.2+s§215* 2.8+SX2 +2(3-9)
ST ey e
XQ = 2.é+SX2 72X2
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B.0.5 Lessivage des deux espéces - D périodique.

Maintenant, nous choisirons deux espéces ayant leurs courbes de Monod
qui ne s’intersectent jamais (sauf en (0,0)), ainsi qu'un taux de dilution D
périodique, ot ’on assistera & 'extinction des deux espéces (c’est le phénomeéne

de lessivage).

Nous avons pris le jeu de paramétres suivant :

S; =24 M}nam =15 :u'gnaz =1
Sy =16 J KL =2 K2 =2
D(t) =25+sin(5t+7/16) |X1(0) =1 X5(0) =185

et utilisé les solveurs ode45 et odel13 de Matlab suivant le programme che-
moprog.m présenté ci-avant. Nous avons arrété notre simulation a T, = 5.

Le systéme a résoudre numériquement est donc le suivant :

S = —EEX; - 52Xy +(25+sin (5t + 7/16)) (2.4 - S)
X, = 222X, — (2.5 +sin (5t + 7/16)) X3
X, = 25 X2 — (2.5 + sin (5t + 7/16)) X
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B.0.6 Lessivage des deux espéces - D constant.

De la méme facon, nous choisirons un taux de dilution D constant, ou les
deux espéces s’éteignent avec le temps (lessivage des deux espéces). Les courbes
de Monod seront choisies de telle sorte & ne pas s’intersecter.

Nous avons pris le jeu de paramétres suivant :

Sin =12 Nﬁlnam =138 :ugnaz
So =16, {KL =04, {KZ =1
D) =6 X, (0) =07 |X2(0) =15

et utilisé les solveurs ode45 et odel13 de Matlab suivant le programme che-
moprog.m présenté ci-avant. Nous avons arrété notre simulation a T, = 5.

Le systéme & résoudre numériquement est donc le suivant :

SO 1.85 25

5 = 70.4+sl)§é* g X2 +6(1.2-25)
X= sirs X1 ~6X,
XQ fr 13__?3)(2 76X2
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B.0.7 Survie des deux espéces - D périodique.

Enfin, pour cloturer ces études de cas, nous choisirons deux espéces ayant
leurs courbes de Monod qui s’intersectent. Le taux de dilution D sera choisi
périodique et on assistera a la coexistence des deux espéces. Nous rappelons que
nous ne pourrons faire cette étude lorsque D est choisi constant, en vertu du
principe d’exclusion compétitive.

Nous avons pris le jeu de paramétres suivant :
Sin =1 ph . =1.155 Wi =3

So  =0.05 , AKL =005 , SKZ =065
D(t) =1+01sin(t) |X1(0) =04283661 |X,(0) =0.2878206

et utilisé les solveurs ode45 et odel13 de Matlab suivant le programme che-
moprog.m présenté ci-avant. Nous avons arrété notre simulation & T';, = 50.

Le systéme & résoudre numériquement est donc le suivant :

S - *3.8??51)1(;5; o5 Xa +(1+0.1sin(t)) (1-5)
X1o= 0.'035é|-SX1 —(1+0.1sin(t)) Xy
X2 Toers X2 — (1+0.1sin (1)) X»
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Annexe C

Etude Maple ™.

Parallélement & cela, nous avons décidé de mener une partie de notre étude
sous Maple ™.
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