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Introdu
tion.

Ce mémoire traîte d'un modèle du 
hémostat, dont le r�le demeure 
entral en

mathématiques de l'é
ologie. Le prin
ipe en est simple : on 
onsidère le problème

de la 
roissan
e de mi
ro-organismes. Typiquement, on peut 
iter l'exemple de

l'évolution d'une population de ba
téries qui, pour se développer, né
essite une

sour
e d'énergie ri
he en 
arbone.

Supposons que nous avons 
es ba
téries dans un � 
ontainer �, où un expéri-

mentateur y ajoute 
ontinuellement des substan
es nutritives. Ce � 
ontainer �,

que l'on suppose 
orre
tement mélangé, possède également un ori�
e de sortie,


'est ainsi que les ba
téries et les nutriments peuvent s'é
ouler.

Supposons a fortiori que la 
roissan
e de la population de ba
téries est


ontr�lée par un seul élément nutritif � limitant �. En d'autres termes, les autres

nutriments sont en ex
ès et toutes les 
onditions né
essaires pour la 
roissan
e

des ba
téries sont véri�ées.

La question que l'on se pose est la suivante : 
omment pouvons-nous 
om-

prendre la dynamique dans 
e � 
ontainer � (qui sera, in �ne, notre 
hémostat) ?

En parti
ulier, on se posera la question de la présen
e e�e
tive d'états d'équi-

libres, que l'on quali�era et quanti�era.
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Première partie

Introdu
tion au 
hémostat.
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Chapitre 1

Modélisation mathématique :

historique et aboutissements.

En 1950, le terme 
hemostat a été simultanément introduit par Ja
ques

Monod et deux physi
iens améri
ains, Aaron Novi
k et Léo Szilard, bien que


eux-
i ne se 
onnaissent pas

1

. Ce nom est, en fait, un a
rosti
he de � Chemi
al

environment is stati
 �.

Tout d'abord, 
ommençons par une brève introdu
tion à la modélisation

mathématique en biologie. Nous dé
rirons ensuite le modèle du 
hémostat, ainsi

que l'appareil expérimental éponyme, dans le 
adre d'un pro
hain 
hapitre.

1.1 De la 
ulture bat
h

2

à la 
ulture 
ontinue

3

.

Dé
rivons d'ores et déjà le modèle de la boîte de Pétri, dispositif très utilisé

en mi
robiologie, dont le prin
ipe de fon
tionnement est assez simple.

On 
onsidère la 
roissan
e d'une espè
e ba
térienne que l'on pla
e dans un

milieu de 
ulture équilibré, 
ontenant tous les nutriments indispensables à son

développement (du glu
ose, par exemple).

En�n, supposons que les paramètres physi
o-
himiques régissant son évolu-

tion (température et pH, par exemple) sont optimaux.

1. En fait, l'initiateur de la théorie du 
hémostat est plut�t Monod ([Mon50℄), qui employait

le nom de ba
togène, 
e nom devint ba
tostat à la suite de sa ren
ontre ave
 Novi
k ([Nov50℄).

2. L'expression � 
ulture bat
h �, ou � 
ulture dis
ontinue �, désigne une 
ulture pratiquée

sans addition de nutriments, ni élimination de dé
hets en 
ours de 
roissan
e.

3. On désigne la � 
ulture 
ontinue � par opposition à la � 
ulture bat
h �.

3



Figure 1.1.1 � Évolution de la population ba
térienne dans une boîte de Pétri.

Dans la pratique, on observera plusieurs phases :

� D'abord, les espè
es ba
tériennes sont 
onfrontées au 
hangement brutal

de leur environnement, puisque 
elles-
i ne sont pas habituées à une pré-

sen
e importante de substrat. C'est une phase dite de laten
e.

� Ensuite, typiquement, on observe une phase de 
roissan
e, de type expo-

nentielle ou logarithmique.

� La 
roissan
e des espè
es ba
tériennes ralentit peu à peu, jusqu'à un


ertain instant où tout le substrat a été 
onsommé. Cette phase de ra-

lentissement, dite de saturation, ou phase stationnaire, dépend du type


ellulaire et des 
onditions de 
ulture.

� En�n, au moment où la totalité du substrat a été 
onsommée, on assiste

à une phase de mort, ou dé
lin logarithmique, pusique les espè
es ba
té-

riennes n'ont plus de ressour
es. Le taux de mortalité augmente jusqu'à

devenir 
onstant (la 
ulture meurt).

Sur le graphique 1.1.1, on 
onstate que l'allure d'une telle 
roissan
e ba
té-

rienne ressemble à 
elle d'une gaussienne, admettant une 
ourbe en � S � dans

sa partie de 
roissan
e exponentielle.
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Expliquons maintenant la signi�
ation du titre. La boîte de Pétri, que nous

venons de dé
rire pré
édemment, est l'ar
hétype du matériel permettant une


ulture � bat
h �. Entre autres, le re
ueil des produits synthétisés est possible à

tout moment, y 
ompris pendant la phase de dé
lin. Cependant, le rendement

est limité : la biomasse et les produits sont re
ueillis en quantité faible, à 
ause

du non-maintien de la phase exponentielle.

Le 
hémostat, quant à lui, est l'un des modèles rendant possible 
ette 
ulture


ontinue : nous le verrons par la suite. Outre une ré
upération des produits au

fur et à mesure de leur produ
tion, le 
hémostat permet un maintien de la phase

exponentielle, don
 une optimalité du rendement.

1.2 Les expérien
es de Ja
ques Monod.

Les apports s
ienti�ques de Ja
ques Monod

4

(1910 - 1976), biologiste fran-

çais de l'Institut Pasteur à Paris, sont 
onsidérables.

En 1930, Monod propose de regarder l'évolution de la biomasse en fon
tion

du temps, au lieu de la quantité de ba
téries (qui requiert un appareillage de

pré
ision et à mesure rapide).

Monod observe alors qu'une telle évolution ne suit pas une loi de type � 
rois-

san
e logistique �, 
'est-à-dire du type (ave
 K, r deux 
onstantes positives, et

a une 
onstante réelle quel
onque) :

f : t ∈ R
+ 7→

K

1 + ae−rt
∈ R

Le modèle de la 
roissan
e logistique n'est plus 
onsidéré 
omme une loi

universelle permettant de dé
rire la 
roissan
e d'une population, 
omme le pen-

saient les s
ienti�ques jusqu'alors.

Vient alors la question suivante : quelle(s) hypothèse(s) peut-on remettre en

question ? Historiquement, deux hypothèses étaient formulées :

� Hypothèse de 
onservation de la masse ou loi de Lavoisier (B représente

la quantité de biomasse, S 
elle du substrat, k désigne un 
oe�
ient

st÷
hiométrique) :

B + kS = M0 (1.2.1)

4. Renommé pour ses travaux sur la trans
ription des gènes, Monod obtient, en 1965 et


onjointement ave
 François Ja
ob et André Lwo� (
her
heurs français en biologie), le prix

Nobel pour une dé
ouverte 
on
ernant le 
ontr�le génétique des synthèses enzymatiques et

virales.
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� Hypothèse de proportionnalité de la dérivée temporelle de B par rapport

à S et B :

dB

dt
= µSB (1.2.2)

La 
ombinaison de 
es deux hypothèses 1.2.1 et 1.2.2 donne l'équation 1.2.3

suivante :

dB

dt
= µ

M0

k
B

(
1−

B

M0

)
(1.2.3)

qui est bien l'équation logistique, dont Ja
ques Monod a souligné la non-

universitalité. Monod va réfuter la se
onde hypothèse, a�n d'asso
ier la loi de

Lavoisier ave
 la loi de Mi
haelis-Menten

5

(datant de 1913) :

µ (S) =
µmaxS

KS + S

où µmax désigne le taux de 
roissan
e maximale

6

, et KS est le taux de

demi-saturation

7

, 
es deux paramètres étant intrinsèques à 
haque espè
e.

Figure 1.2.1 � Représentation graphique d'une 
inétique de type � Monod �.

5. Monod n'a pas immédiatement noté la similitude présentée entre � sa � fon
tion et 
elle

de Mi
haelis-Menten, équation dérivée de la 
inétique enzymatique. Il ne l'a re
onnu que plus

tard.

6. Ce taux de 
roissan
e maximale n'est jamais atteint. Il est asymptotiquement atteint,


'est-à-dire lorsque S → +∞.

7. C'est-à-dire que µ (KS) =
1

2
µmax.
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Ce modèle de 
inétique présente bien le 
ara
tère de saturation au fur et à

mesure du temps, puisque :

lim
S→+∞

µ(S) = µmax

Bien entendu, il existe d'autres modèles pour exprimer la 
inétique µ, 
omme

des modèles linéaires, ou en
ore le modèle de Haldane :

µ (S) =
µS

KS + S + S2

α

où µ,KS et α désignent des paramètres stri
tement positifs propres à l'espè
e

étudiée.

Figure 1.2.2 � Représentation graphique d'une 
inétique de type � Haldane �.

Ce modèle de 
inétique présente plut�t un 
ara
tère d'épuisement au fur et

à mesure du temps, puisque, dans 
e 
as :

lim
S→+∞

µ(S) = 0
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Chapitre 2

L'appareil expérimental

� 
hémostat �.

2.1 Des
ription globale du dispositif.

Une fois le modèle du 
hémostat dé
rit, rappelons que le terme 
hemostat

provient de l'a
rosti
he � Chemi
al environment is stati
 �. En 1950, Ja
ques

Monod souligne l'in
onvénient de la 
ulture � bat
h � où l'environnement aqua-

tique n'est pas 
onstant, et suggère ainsi de travailler sur un système iso
hore

1

.

Ainsi, les mesures se référant au temps mis par les ba
téries pour s'a

roître ne

né
essiteront pas d'appareillage à mesure rapide.

Nous donnons i
i une des
ription purement s
hématique du dispositif � 
hé-

mostat �. Dans la réalité, un tel appareil peut se présenter sous plusieurs formes.

Imaginons un dispositif de trois ré
ipients 
onne
tés en série et reliés par des

pompes réglées à la même vitesse.

Figure 2.1.1 � Prin
ipe de fon
tionnement du 
hémostat.

1. C'est-à-dire à volume 
onstant.
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2.2 Des
ription approfondie de la fon
tion des

di�érents ré
ipients.

Dans toute 
ette partie, le le
teur pourra 
onstamment se référer à la Fi-

gure 2.1.1, présentant le prin
ipe de fon
tionnement s
hématique du dispositif

� 
hémostat �.

Par ailleurs, nous rappelons au le
teur que les pompes P e�e
tuent le trans-

fert de matière d'un ré
ipient au suivant, et que 
elles-
i fon
tionnent à la même

vitesse. C'est 
e qui permet, entre autres, de maintenir un volume 
onstant au

sein du ré
ipient C.

2.2.1 Le ré
ipient d'alimentation.

Le ré
ipient N , appelé sour
e d'alimentation, 
ontient tous les nutriments

né
essaires à la 
roissan
e des mi
ro-organismes. On fait l'hypothèse que tous


es nutriments sont en ex
ès, ex
epté un, que l'on appellera nutriment limitant.

Le débit 
ir
ulant du ré
ipient N au ré
ipient C doit être 
onvenablement

réglé. En e�et, l'expérimentateur souhaite obtenir un 
ertain taux de 
roissan
e

(�xé avant l'expérien
e), puisque la vitesse de la multipli
ation 
ellulaire est

dire
tement dépendante de l'approvisionnement en nutriments.

Dans la pratique, le ré
ipient d'alimentation est relié au ré
ipient C via une

tubulure sur laquelle est pla
ée une vanne de réglage du débit de renouvellement,

à l'instar d'une pompe 
lassique.

2.2.2 Le ré
ipient de 
ulture.

Le ré
ipient C, appelé ré
ipient de 
ulture, est le lieu où l'on observera un

phénomène de � struggle for existen
e �, 
'est-à-dire que la disposition de plu-

sieurs sou
hes ba
tériennes dans le même environnement entraînera inévitable-

ment une 
ompétition entre elles pour a

éder à la nourriture.

Ce ré
ipient est alimenté par la sour
e d'alimentation, qui apporte des nu-

triments aux mi
ro-organismes. On le supposera globalement bien mélangé, 
e
i

étant possible moyennant la présen
e d'un appareil motorisé, par exemple, une

turbine.
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Soulignons que si le taux de dilutionD est trop élevé, les sou
hes ba
tériennes

ne pourront pas 
roître davantage, et dans 
e 
as, on assiste à un phénomène dit

de lessivage (washout) où toute la 
ulture mi
robienne va être propulsée dans

le ré
ipient de 
olle
tion, dont nous parlerons dans la sous-se
tion suivante.

Le biologiste améri
ain Garrett Hardin a mis en éviden
e, en 1960, le prin
ipe

d'ex
lusion 
ompétitive, que nous exposons 
i-après.

Prin
ipe d'ex
lusion 
ompétitive (Prin
ipe de Gause). Considérons

deux espè
es exploitant une ressour
e limitante é
ologique unique, et suppo-

sons que l'on pla
e 
es espè
es dans un milieu stable et homogène.

Alors 
es deux espè
es ne peuvent 
oexister indé�niment, la plus 
ompétitive

des deux espè
es �nissant par éliminer l'autre.

2.2.3 Le ré
ipient de 
olle
tion.

En�n, 
'est dans le ré
ipient O, appelé ré
ipient de 
olle
tion (over�ow, en

anglais), que les produits du ré
ipient de 
ulture C sont 
olle
tés. Il 
ontien-

dra ainsi des nutriments, des mi
ro-organismes, et potentiellement des produits

provenant de 
es mi
ro-organismes.

C'est dans 
e ré
ipient que les mesures pourront être faites, a�n de ne pas

perturber l'a
tion qui se déroule au sein du ré
ipient de 
ulture, dont le volume

reste ainsi 
onstant. Typiquement, 
e ré
ipient de 
olle
tion est plut�t rempla
é

par un siphon de trop-plein, permettant une éva
uation maîtrisable d'une partie

de la 
ulture.

2.3 Retour historique : prin
ipe d'ex
lusion 
om-

pétitive et 
hémostat.

Au �l du temps, les mathémati
iens ont publié de nombreux travaux autour

de la preuve du prin
ipe d'ex
lusion 
ompétitive au sein du 
hémostat.

Nous les ren
ensons en table 2.1 à titre historique, en notant :

� Di le taux de dilution relatif à l'espè
e i,
� D le taux de dilution global au sein du 
hémostat,

� µi la 
inétique employée pour l'espè
e i.

10



Date Auteur(s) Hypothèses Commentaires Bibliographie

1977 Hsu, Hubbell, Waltman Di = D µi Monod [Hsu77℄

1978 Hsu µi Monod Extension de la preuve pré
édente. [Hsu78℄

1980 Armstrong, M
Gehee Di = D µi monotone [Arm80℄

1985 Butler, Wolkowi
z Di = D µi quel
onque Preuve assez te
hnique. [But85℄

1992 Wolkowi
z, Lu Di 6= D µi quel
onque Condition supp. di�
ile exigée. [Wol92℄

1997 Wolkowi
z, Xia Di ≃ D µi monotone [Wol97℄

1998-1999 Li Di ≃ D µi quel
onque [Li99℄

- - Di 6= D µi monotone Le problème est en
ore ouvert ! -

Table 2.1 � Les preuves du prin
ipe d'ex
lusion 
ompétitive pour le 
hémostat.

1
1







Deuxième partie

Mathématiques des systèmes

dynamiques.

12





Chapitre 3

Généralités sur les systèmes

di�érentiels et dynamiques.

Commençons par quelques rappels (nous partons du prin
ipe que le le
teur


onnaît les bases d'un 
ours d'équations di�érentielles de Li
en
e).

3.1 Introdu
tion et motivations.

Dé�nition (système dynamique). Un système dynamique est un ensemble

physique, é
onomique, environnemental (ou d'un autre domaine) dont l'état

(ensemble de grandeurs su�sant à quali�er le système) évolue au 
ours du temps.

Remarque. L'étude de l'évolution d'un système né
essite don
 la 
onnaissan
e

de son état initial (son état à un instant t0, souvent pris égal à 0) ainsi que de
sa loi d'évolution (en général, une ou plusieurs équations di�érentielles).

Beau
oup d'adje
tifs existent pour pouvoir quali�er un système dynamique :

on pourra parler de système à temps 
ontinu ou à temps dis
ret, autonome

(si sa loi d'évolution ne dépend pas du temps) ou non autonome, par exemple.

Exemple. L'os
illateur harmonique est un exemple de système dynamique au-

tonome à temps 
ontinu :

d2ξ

dt2
+ ω2ξ = 0

où ω dépend des paramètres du problème.

13



Exemple. Considérons un pendule, 
'est-à-dire un point matériel de masse m,

atta
hé à l'extrémité d'une tige re
tiligne non déformable de longueur L. L'autre
extrémité est le point O, origine du repère d'étude. On notera g l'a

élération

de la pesanteur. La 
on�guration est la suivante (�gure 3.1.1) :

Figure 3.1.1 � Un exemple de système dynamique : le pendule pesant.

On négligera les éventuels frottements et la masse de la tige. On notera θ
l'angle orienté que fait le pendule ave
 la verti
ale. L'appli
ation des prin
ipes

de la mé
anique donne les équations du mouvement, 
onstituant à elles seules

un système dynamique :

{
θ̇ = ω

ω̇ = − g
L
sin θ

Désormais, �xons U un ouvert de Rn
et f une fon
tion de 
lasse C1

de U×R
+

à valeurs dans R
n
. Dès à présent, sauf mention 
ontraire, nous 
onsidèrerons le

système dynamique suivant :

{
ẋ = f (x, t)

x (t0) = x0

(3.1.1)

Souvent, nous supposerons la simple � lo
ale lips
hitziannité � de f .

Dé�nition (traje
toire, orbite, portrait de phase). Considérons le système pré-


édemment établi. On dé�nit :

� une traje
toire du système 
omme une solution de 
e système.

� une orbite du système 
omme une 
ourbe, image de l'ensemble des temps

par une traje
toire du système.

� un portrait de phase 
omme un ensemble d'orbites du système, 
haque

orbite étant pourvue de �è
hes indiquant le sens 
roissant du temps.
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Exemple. Ce système dynamique représente l'évolution temporelle d'un pen-

dule plan, amorti par le terme en � − 1
4y �. Traçons son portrait de phase.

{
ẋ = y

ẏ = − sinx− 1
4y

Figure 3.1.2 � Portrait de phase du pendule pesant plan amorti.

Exemple. Traçons le portrait de phase du pendule pesant plan sans amortis-

sement (dont la 
on�guration est présentée en �gure 3.1.1).

Figure 3.1.3 � Portrait de phase du pendule pesant plan non amorti.
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3.2 Autour du théorème de Cau
hy-Lips
hitz.

3.2.1 Rappel : énon
é du théorème.

Pro�tons-en pour exposer un 
ourt intermède historique. Augustin Cau
hy,

mathémati
ien Français (1789 − 1857), a apporté une 
ontribution non négli-

geable à toutes les bran
hes des mathématiques.

Nous lui devons, entre autres, la première dé�nition rigoureuse de la 
onti-

nuité (maniant les ε et η). En 
e qui 
on
erne les systèmes dynamiques, l'im-

portante notion de déterminisme

1

est étroitement liée au théorème de Cau
hy-

Lips
hitz, que nous rappelons 
i-après, la première formulation datant de 1820.

Théorème (Cau
hy-Lips
hitz). Soit (E) l'équation di�érentielle ẋ = f(x), où
f est une fon
tion lo
alement lips
hitzienne sur un ouvert U de R

n
dans R

n
.

Alors, pour tout x0 ∈ U , il existe une unique solution maximale de (E) satisfai-
sant à l'équation x (t0) = x0.

Rappelons 
e qui est sous-entendu derrière le mot maximal. Pour 
haque


ondition initiale x0, nous pouvons 
hoisir un 
ertain intervalle de temps (que

l'on notera Ix0
), ouvert, maximal au sens de l'in
lusion, hors duquel la solution

sort de U ou n'est, tout simplement, pas dé�nie.

Une formulation équivalente du théorème de Cau
hy-Lips
hitz serait la sui-

vante : à un instant présent �xé, 
orrespond un passé et un avenir uniques.

2

Corollaire. Deux orbites distin
tes sont disjointes.

Démonstration. C'est une 
onséquen
e dire
te du théorème de Cau
hy-Lips
hitz :

si 
es deux orbites avaient un point 
ommun, on les � re
onstitue � grâ
e au

théorème de Cau
hy, de façon unique à partir de 
e point.

1. Que le le
teur impatient soit rassuré : nous expliquerons 
e que nous sous-entendons

quelques lignes après.

2. C'est 
e que nous sous-entendions par déterminisme ! (Voir note 1).
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Attention. Un s
héma de traje
toires 
omme 
elui indiqué


i-
ontre n'est pas ex
lu par 
e 
orollaire : il su�t de l'in-

terpréter 
orre
tement.

Les Ci (pour i ∈ {1, . . . , 4}) ainsi que E (que nous appel-

lerons équilibre) 
onstituent nos 
inq traje
toires. C1 et C3

font partie de la même orbite lorsqu'on les ra

orde. Il en

est de même pour C2 et C4.

Nous avons don
 un nombre d'orbites supérieur à 2.

3.2.2 De l'importan
e de l'hypothèse � lo
alement lips
hit-

zien �.

Rapidement, mettons en exergue l'importan
e de 
ette hypothèse. Considé-

rons, par exemple, l'équation di�érentielle suivante, sur R :

ẋ =
√
|x|

On a don
, i
i, posé f (x) :=
√
|x|. Cette fon
tion ne possède pas le 
ara
tère

� lo
alement lips
hitzien � exigé par le théorème de Cau
hy-Lips
hitz.

Le le
teur pourra véri�er que l'équation di�érentielle pré
édente admet une

in�nité de solutions telles que x (0) = 0. Autrement dit, il existe une in�nité de

traje
toires qui se 
oupent au point (0, 0). En voi
i quelques exemples.

Figure 3.2.1 � Quelques traje
toires de ẋ =
√
|x| véri�ant x (0) = 0 (S
ilab).
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3.2.3 De la non-né
essarité de la lips
hitziannité pour l'uni-


ité

3

.

De même que pré
édemment, nous souhaitons mettre en exergue le fait que

le 
�té � lips
hitzien � n'est pas né
essaire pour obtenir l'uni
ité de l'orbite


ontenant x. Nous ne donnons que les grandes lignes de 
e 
ontre-exemple sans

trop nous attarder.

Considérons, par exemple, l'équation di�érentielle suivante, sur R :

ẋ = 1 + δx
(
R

+
)

où :

δx
(
R

+
)
:=

{
1 si x ∈ R+

0 si x ∈ R
−
∗

désigne la fon
tion de Dira
.

Le le
teur pourra aisément véri�er que la fon
tion f (x) := 1+ δx (R
+) n'est

pas lips
hitzienne (don
, a fortiori, lo
alement lips
hitzienne !), et pourtant, tout


ouple (t0, x0) ∈ R2
appartient à une unique traje
toire, dé�nie pour tout t ∈ R.

3.2.4 Exemple d'appli
ation du théorème de Cau
hy-Lips
hitz.

Reprenons l'exemple du pendule pesant, modélisé par la �gure 3.1.1. On

peut é
rire

(
θ̇, ω̇

)
= f (t, θ, ω) où :

f : R× R
2 −→ R

2

(t, θ, ω) 7−→
(
ω,−δ2 sin θ

)

en posant δ :=
√

g
L
. Soient t ∈ R, (θ1, ω1) ∈ R2

, (θ2, ω2) ∈ R2
. On a :

‖f (t, θ2, ω2)− f (t, θ1, ω1)‖1 6 |ω2 − ω1|+ δ2 |sin θ2 − sin θ1|

6
(
1 + δ2

)
· ‖(θ2 − θ1, ω2 − ω1)‖1

et f est don


(
1 + δ2

)
−lips
hitzienne en (θ, ω).

Ainsi, le théorème de Cau
hy-Lips
hitz permet de 
on
lure qu'à toute 
ondi-

tion initiale, 
orrespond une unique solution globale (i.e. dé�nie pour tout temps

t ∈ R) de l'équation du pendule simple.

3. Le titre de 
ette sous-se
tion, aux fragran
es faussement lyriques, n'est réellement as-

sumé que par l'un des deux auteurs.
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Chapitre 4

Étude approfondie des

systèmes dynamiques.

4.1 Flot d'un système dynamique.

Dé�nition (�ot). On note φ (t, x0) l'appli
ation qui, à tout état initial x0,

fait 
orrespondre son devenir à l'instant t, via le système dynamique étudié.

La famille d'appli
ations φ (t, x0), que l'on note parfois (Φt)t∈R
, est le �ot du

système dynamique étudié.

Figure 4.1.1 � Représentation (très) imagée du �ot.

Remarque. Nous dirons que nous avons a�aire à un groupe à un paramètre de

di�éomorphisme.

En e�et, on peut peut voir le �ot 
omme une appli
ation Φ di�érentiable

de R × Rn
dans Rn

, telle que les se
tions Φt sont des di�éomorphismes de la

variété Rn
véri�ant :

∀ (s, t) ∈ R
2, Φs+t = Φs ◦ Φt
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Fixons une 
ondition initiale x (0) = x0 et expliquons pourquoi 
ette dernière

relation est évidente d'un point de vue géométrique :

� L'a
tion de Φs+t sur x ∈ Rn
est l'état du système à l'instant s+ t selon


ette 
ondition initiale.

� Φs ◦Φt va agir sur x ∈ Rn
: d'abord en lui asso
iant l'état du système à

l'instant t selon 
ette 
ondition initiale, et ensuite en lui asso
iant l'état

du système s unités de temps plus tard.

Remarque. L'équation 3.1.1 peut se réé
rire ainsi, en faisant intervenir le �ot :

∂φ

∂t
= f ◦ φ

Tout au long de 
e mémoire, nous ferons l'abus de langage suivant

1

: nous

désignerons indi�éremment φ et Φ par l'appellation � �ot �.

Dé�nition (durée de vie). On notera Ix0
le plus grand ouvert du théorème

de Cau
hy-Lips
hitz pour lequel l'équation 3.1.1 admet une unique solution

maximale Φ. On dé�nit la durée de vie en (t0, x0) de la solution Φ au problème

de Cau
hy 
omme :

τ (t0, x0) := sup {t ∈ R / [t0, t0 + t[ ⊂ Ix0
}

Exemple. Considérons l'équation di�érentielle :

ẋ = x2

Le théorème d'existen
e et d'uni
ité de Cau
hy-Lips
hitz s'applique à 
ette

équation. Il montre que si une solution x s'annule pour une 
ertaine valeur t0,
elle s'annule partout. Par 
ontraposée, une solution non identiquement nulle ne

s'annule pour au
une valeur de t, et on peut ainsi intégrer l'équation pré
édente

en :

−
1

x (t)
+

1

x (t0)
= t− t0

D'où, en posant x (t0) = x0 :

x (t) :=
x0

1− x0 (t− t0)

Le dénominateur s'annule en tD = t0 + 1
x0

. L'intervalle de dé�nition de

la solution maximale du problème pré
édent est le plus grand intervalle de R


ontenant t0 et ne 
ontenant pas tD.

1. Cet abus de langage nous semblait li
ite... puisque nous l'avons ren
ontré dans la litté-

rature !
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C'est don
 :

� L'intervalle ]−∞, tD[ si x0 > 0.
� L'intervalle ]tD,+∞[ si x0 < 0.

Le �ot de 
ette équation di�érentielle est don
 l'appli
ation :

t 7−→

{
0 si x0 = 0

x0

1−x0(t−t0)
si x0 6= 0

Par exemple, le �ot de 
ette équation di�érentielle pour la 
ondition initiale

x (0) = x0 se simpli�e don
 en :

t 7−→

{
0 si x0 = 0

x0

1−tx0

si x0 6= 0

4.2 Points d'équilibres d'un système dynamique.

Moralement, un système physique étant donné, nous avons le droit de nous

demander si 
elui-
i va atteindre un état de � repos �. Dans le 
adre du pendule

(�gure 3.1.1), nous nous doutons que le fait de lui donner une impulsion (ou

une énergie) va entraîner un mouvement qui va s'amortir, pour atteindre un

état d'immobilité. C'est toute la motivation qui nous permet d'introduire la

notion d'équilibre.

Dé�nition (point d'équilibre). Le point x∗
est appelé point d'équilibre du

système 3.1.1 si :

∀t ∈ R
+, f (x∗, t) = 0

A 
ontrario, le point x∗
sera appelé point régulier du système 3.1.1 si 
e

n'est pas un point d'équilibre de 
e système, autrement dit si :

∃t ∈ R
+, f (x∗, t) 6= 0

Exemple. Reprenons, en
ore une fois, l'exemple du pendule pesant symbolisé

par la �gure 3.1.1. Les points d'équilibre sont les points (θ, ω) pour lesquels on
a simultanément :

dθ

dt
= 0

dω

dt
= 0
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C'est-à-dire tous les points s'é
rivant (kπ, 0), ave
 k ∈ Z. Par exemple, on

peut véri�er que le point

(
−π

2 , 0
)
est ainsi un point régulier du système dyna-

mique du pendule pesant, 
ar :

−
g

L
sin

(
−
π

2

)
=

g

L
6= 0

Ce même exemple va nous permettre de motiver la dé�nition suivante. Le

but sera désormais de 
lassi�er les points d'équilibres. En reprenant la �gure

3.1.1, nous voyons très bien que :

� En in
linant le pendule d'un angle nul, il restera dans 
ette même posi-

tion

2

.

� En in
linant le pendule d'un angle θ = π, il est peu probable

3

que le

pendule reste indé�niment dans 
ette position.

C'est pourquoi nous nous devons d'introduire la notion de stabilité d'un

équilibre.

Dé�nition (stabilité d'un équilibre). Un équilibre x∗
de 3.1.1 est dit :

� stable si pour tout é
art ε > 0, il va exister un autre é
art η > 0, tel
que pour tout jeu de 
onditions initiales �xées (t0, x0) ∈ R× R

n
, on a :

‖x0 − x∗‖
Rn < η ⇒ ∀t > t0, ‖x (t)− x∗‖

Rn < ε

� instable s'il n'est pas stable.

Dans la lignée des motivations imagées, la notion d'équilibre attra
tif est

assez intuitive. Dans le 
adre du pendule pesant, nous voyons par exemple qu'en

in
linant le pendule d'un angle θ ∈
]
−π

6 ,
π
6

[
par rapport à la verti
ale, 
elui-
i

va être mis en mouvement jusqu'à atteindre l'équilibre θ0 = 0.

Dé�nition (équilibre attra
tif). Un équilibre x∗
est dit attra
tif s'il existe un

ouvert B appelé � bassin d'attra
tion �, tel que x∗ ∈ B et pour tout (t0, x0) ∈
R× B, la solution de 3.1.1 véri�e :

lim
t→∞

x (t) = x∗

A 
ontrario, un équilibre x∗
est dit répulsif s'il est attra
tif pour le système

� miroir � :

ẋ = −f(x, t)

2. Bien entendu, à moins d'une intervention extérieure (humaine par exemple), 
e que nous

rejetons i
i.

3. Euphémisme : 
e
i est tout aussi � probable � que de tomber sur la tran
he en lançant

une piè
e équilibrée.
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D'autres adje
tifs peuvent en
ore quali�er les équilibres.

Dé�nition (équilibre asymptotiquement stable). Un équilibre x∗
est dit asymp-

totiquement stable s'il est stable et si l'on peut 
hoisir α > 0 tel que :

‖x (0)− x∗‖ < α ⇒ lim
t→+∞

x (t) = x∗

Dé�nition (équilibre exponentiellement stable). Un équilibre x∗
est dit expo-

nentiellement stable s'il existe α > 0, M > 0 et ω > 0 tels que pour toute

solution t 7→ x (t), on ait :

‖x (0)− x∗‖ < α ⇒ ∀t ∈ R
+, ‖x (t)− x∗‖ 6 M exp (−ωt) ‖x (0)‖

Dé�nition (équilibres globalement stables). Un équilibre x∗
est dit globale-

ment asymptotiquement (resp. exponentiellement) stable si la 
ondition

de stabilité asymptotique (resp. exponentielle) est véri�ée sur Rn
.

Dé�nition (équilibre hyperbolique). Un équilibre x∗
est dit hyperbolique du

système ẋ = f (x) de 
lasse C1
si les valeurs propres de la matri
e ja
obienne de

f évaluée en x∗
ne sont pas à partie réelle nulle.

Toutes 
es dé�nitions seront utiles par la suite. Elles permettent une analyse

quantitative ou qualitative d'un système dynamique, qui nous permettront de

pouvoir appréhender, entre autres, son 
omportement ave
 le temps.

4.3 Propriétés lo
ales et globales d'un système

dynamique.

La notion d'invarian
e est utile en mathématiques : l'invarian
e d'une 
ourbe

paramétrée par 
hangement de variables en est un exemple, ou en
ore la stabilité

d'un ensemble par un endomorphisme en algèbre linéaire. La dé�nition suivante

vient 
ompléter 
ette liste non exhaustive, pour les systèmes dynamiques.
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Dé�nition (domaine invariant). Soit Γ un sous-ensemble de Rn
. Γ est un do-

maine invariant si pour toutes 
onditions initiales prises dans Γ, la solution

du système di�érentiel 3.1.1 reste dans Γ. Autrement dit :

∀x0 ∈ Γ, [x (0) = x0 ⇒ ∀t ∈ R, x (t) ∈ Γ]

On dira que Γ est un domaine positivement invariant si la même 
ondi-

tion est véri�ée pour tout t ∈ R+
.

D'autres notions, plus imagées, viennent 
ompléter l'analyse des systèmes

dynamiques. En voi
i une liste, non exhaustive.

Dé�nition (fon
tion de Liapunov

4

). Soit x∗
un équilibre du système ẋ = f (x),

dé�ni sur un ouvert U ⊂ Rn
, de 
lasse C1

. Une fon
tion de Liapunov est une

fon
tion F astreinte à véri�er les propriétés suivantes :

� F est dé�nie, 
ontinue dans un voisinage V de x0, à valeurs dans R.

� F admet un minimum stri
t en x0, i.e. ∀x ∈ V − {x0} , F (x) > F (x0).
� F est di�érentiable sur V − {x0}, de dérivée temporelle négative, i.e. :

∀x ∈ V − {x0} , Ḟ = ∇F · f 6 0

Nous retiendrons, sous réserve de l'existen
e d'une fon
tion de Liapunov, le

théorème suivant, 
ara
térisant la stabilité d'un équilibre.

Théorème (Liapunov). S'il existe une fon
tion de Liapunov F dans un voi-

sinage de x0, équilibre du système ẋ = f (x), dé�ni sur U ⊂ Rn
, de 
lasse C1

,

alors x0 est un équileb
àà wibre stable du système.

Si, de plus, la dérivée temporelle est stri
tement négative hors de x0, alors x0

est un équilibre asymptotiquement stable.

Exemple. Considérons le système linéaire suivant sur Ω = R2
:

ẋ = −

(
1 γ
−γ 1

)
x

La fon
tion F dé�nie sur Ω par F (x) := ‖x‖
2
est une fon
tion de Liapunov

du système pré
édent.

4. Alexandre Liapunov (ou Lyapunov dans la littérature anglo-saxonne), mathémati
ien

russe (1857-1918). Outre un apport 
onsidérable à la théorie des probabilités, Liapunov a

dédié la majeure partie de sa 
arrière aux problèmes de stabilité, grâ
e à l'apport de notions

modernes et e�
a
es simpli�ant l'analyse des systèmes dynamiques.
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En e�et :

� F est 
lairement dé�nie et 
ontinue sur Ω qui est un voisinage de 0R2
.

� F admet un minimum stri
t en 0R2
.

� F est di�érentiable sur Ω− {0R2}, et pour tout x 6= 0R2
,

∇F · f = −2
(
x2
1 + x2

2

)
< 0

d'où Ḟ < 0.

Et il s'ensuit que 0R2
est un équilibre asymptotique du système dynamique

linéaire pré
édent.

Remarque. Malheureusement, la re
her
he d'une fon
tion de Liapunov peut de-

venir rapidement di�
ile, voire impossible.

Les énon
és pré
édents étaient prin
ipalement 
onsa
rés aux propriétés lo-


ales d'un système dynamique. Dé�nissons maintenant 
ertaines notions liées

aux 
ara
téristiques globales d'un système dynamique.

Commençons par la dé�nition d'ensemble ω−limite.

Dé�nition (ensemble ω−limite). Considérons un système dynamique lo
ale-

ment lips
hitzien sur Ω ⊂ Rn
, et x ∈ Ω. On appelle ensemble ω−limite

5

de

x l'ensemble dé�ni par l'une des 
ara
térisations équivalentes suivantes :

ω (x) : =
⋂

t>0

{φ (s, x) , s > t}

=

{
y ∈ Ω, ∃ (tn)n∈N

∈ R
N, lim

n→+∞
tn = +∞, lim

n→+∞
φ (tn, x) = y

}

Dé�nition (ensemble α−limite). Considérons un système dynamique lo
ale-

ment lips
hitzien sur Ω ⊂ Rn
, et x ∈ Ω. On appelle ensemble α−limite de x

l'ensemble dé�ni par l'une des 
ara
térisations équivalentes suivantes :

α (x) : =
⋂

t60

{φ (s, x) , s 6 t}

=

{
y ∈ Ω, ∃ (tn)n∈N

∈ R
N, lim

n→+∞
tn = −∞, lim

n→+∞
φ (tn, x) = y

}

5. L'origine de 
e terme est la suivante : la première lettre de l'alphabet gre
, α, et la

dernière, ω, sont employées pour désigner le début et la �n de toutes 
hoses.

� Je suis l'alpha et l'omega, dit le Seigneur Dieu qui est, qui était et qui vient, le

tout-puissant... Je suis l'alpha et l'omega, le premier et le dernier, le 
ommen
ement et la

�n �. Apo
alypse de Jean, I. 8 et XXII. 13.
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Un autre type de propriété globale d'un système dynamique 
on
erne la

présen
e (ou l'absen
e) d'orbites périodiques. C'est la notion que nous allons

introduire dès à présent.

Dé�nition (orbite périodique). Considérons une traje
toire t 7→ x (t), dé�nie
pour tout t ∈ R. On dit que 
'est une traje
toire périodique, un 
y
le ou

une orbite périodique, s'il existe T ∈ R+
tel que :

∀t ∈ R, x (t+ T ) = x (t)

Le plus petit réel positif T , tel que 
ette assertion est véri�ée, est appelé

période de l'orbite, et est noté τ .

Un théorème fondamental permettant d'assurer la non-existen
e d'orbites

périodiques pour un système dynamique du plan est le 
ritère suivant.

Théorème (Critère de Dula
-Bendixson). Considérons le système dynamique

autonome du plan suivant :

{
dx
dt

= f (x, y)
dy
dt

= g (x, y)

Supposons qu'il existe une fon
tion ϕ dépendante de x et y, de 
lasse C1
, telle

que :

∂ (ϕf)

∂x
+

∂ (ϕg)

∂y

soit presque partout de même signe sur un domaine simplement 
onnexe D du

plan. Alors il n'existe pas d'orbites périodiques 
ontenues dans D.

Idée de la preuve. Sans pertes de généralités, supposons que, sur D :

∂ (ϕf)

∂x
+

∂ (ϕg)

∂y
> 0

Ce 
ritère peut se prouver par l'absurde. L'appli
ation du théorème de Green-

Ostrogradski sur une traje
toire fermée T du système autonome dans D donne :

ˆ ˆ

D

(
∂ (ϕf)

∂x
+

∂ (ϕg)

∂y

)
dxdy = 0

D'où la 
ontradi
tion.
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Troisième partie

Étude du 
hémostat à une

espè
e.
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Chapitre 5

Présentation du système

di�érentiel.

5.1 Guide des notations employées.

Désormais, et jusqu'à la �n de 
e mémoire, nous emploierons les notations

suivantes :

Notation Signi�
ation

S Quantité de substrat présente dans le


hémostat à l'instant t.
Sin Con
entration en nutriments relevée à

l'entrée du 
hémostat.

Xi Quantité relevée de l'espè
e i au sein

du 
hémostat.

µi Expression de la 
inétique relative à

l'espè
e i.
D Fa
teur de dilution (dé�ni 
omme le

rapport de l'é
oulement de �uide à

travers le volume de 
ulture).

Toutes les quantités pré
édemment 
itées sont, bien entendu, positives d'un

point de vue biologique. Une fois le système di�érentiel établi, nous devrons

véri�er que S et Xi sont bien positives d'un point de vue mathématique.
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Dans le 
adre de 
e mémoire, la 
inétique µi relative à l'espè
e i doit être
une fon
tion astreinte à être a minima monotone et véri�ant µi (0) = 0. Sou-
lignons que nous avons déjà 
ité plusieurs types de 
inétiques dans la partie

introdu
tive, dont la 
inétique de type Monod : 
'est 
elle-
i que nous emploie-

rons fréquemment.

5.2 Expression du système di�érentiel du 
hémo-

stat.

Les équations régissant l'évolution d'une espè
e et du substrat sont données

par le système di�érentiel suivant :

{
Ṡ = −µ (S)X +D (t) (Sin − S)

Ẋ = µ (S)X −D (t)X
(5.2.1)

Nous avons fait le 
hoix de ne pas indiquer les dépendan
es en temps pour

les quantités S et X a�n de ne pas alourdir l'é
riture du système di�érentiel.

Remarque. I
i, le le
teur pourra remarquer qu'au travers de 
ette modélisation,

il apparaît dans 
haque équation un terme d'ordre biologique (respe
tivement,

physique), 
orrespondant à la première (respe
tivement, deuxième) 
olonne.

Remarque. Nous avons fait le 
hoix d'un rendement égal à 1, i.e. maximal. Nous

ne perdons pas de généralités, pusique nous pouvons toujours nous ramener à

un tel système, via un 
hangement de variables

1

.

Fait. Le le
teur poura se 
onvain
re qu'ave
 un taux de dilution identiquement

nul (D ≡ 0), on retrouve l'expression évoquée en partie 1

2

:

Ẋ = µ (S)X

Fait. D'une façon plus générale, les équations du 
hémostat à n espè
es s'ob-

tiennent :

� en dupliquant l'équation en X pour les autres Xi.

� en enlevant n termes en µi (S)Xi (i ∈ {1, . . . , n}) à la première équation.

1. D'ailleurs, dans la littérature, il est assez fréquent d'adimensionnaliser la totalité du sys-

tème en faisant de multiples 
hangements de variables. Nous n'avons pas dé
idé de suivre 
ette

te
hnique qui, selon nous, perd trop d'informations quant au 
�té biologique et mathématique

du système.

2. C'est l'équation 1.2.2, dont la proportionnalité a été 
orrigée par une 
inétique µ (S).
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Chapitre 6

Chémostat à une espè
e et

analyse des traje
toires.

Reprenons le système di�érentiel 5.2.1. Nous supposerons, sauf mention


ontraire, que le taux de dilution D est une fon
tion 
onstante du temps. Nous

avons ainsi :

{
Ṡ = −µ (S)X +D (Sin − S)

Ẋ = µ (S)X −DX

Cette partie sera uniquement 
onsa
rée à l'exposition de plusieurs remarques

simpli�
atri
es : volontairement, nous ne détaillerons pas toutes les idées pré-

sentées i
i, qui seront davantage développées dans la partie suivante.

6.1 Le paramètre � break-even 
on
entration �.

Supposons que l'espè
e X est présente (X 6= 0). La deuxième équation de

5.2.1 nous indique que l'iso
line

1 Ẋ = 0 est 
ara
térisée par µ (S) = D.

Si la 
inétique 
hoisie est de type � Monod �, 
ela est équivalent à a�rmer

que l'iso
line Ẋ = 0 est 
ara
térisée par la droite :

S =
KD

µmax −D

1. Des iso
lines sont des séries de 
ourbes ayant � même pente � (i
i, une � pente � nulle).
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Dé�nition. Dans le 
adre d'une 
inétique de type � Monod �, on appelle break-

even 
on
entration, que l'on note habituellement λ, la quantité suivante :

λ :=
KD

µmax −D

sous réserve que D < µmax. On peut également la 
ara
tériser 
omme la plus

petite valeur possible de S véri�ant Ẋ = 0.

La méthode pour trouver graphiquement la break-even 
on
entration est

relativement simple : puisque λ = µ−1 (D) dans le 
as où D est 
onstant, il

su�t de tra
er la 
ourbe représentative de µ ainsi que la droite horizontale de


ote D :

Figure 6.1.1 � Re
her
he graphique de la break-even 
on
entration.

Sur la �gure 6.1.1, il est 
lair que les deux 
ourbes s'interse
tent en un point,

dont l'abs
isse va donner la break-even 
on
entration 
her
hée.

Remarque. Nous pouvons supposer la simple monotonie de µ, éventuellement

sa 
ontinuité. Dans tous les 
as, l'expression λ = µ−1 (D) peut ne pas avoir de
sens. Dans le 
adre d'une 
inétique de Monod, on peut voir assez fa
ilement que

si µmax < D, la valeur de λ ne peut pas être donnée par λ = µ−1 (D).
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6.2 Brève étude : 
omportement qualitatif de l'équa-

tion de 
roissan
e.

En sommant ses deux équations 
onstitutives du système 5.2.1, on a :

(
Ṡ + Ẋ

)
+D (S +X) = DSin

Il s'ensuit que S + X est une fon
tion exponentielle de limite égale à Sin.

On peut don
 
on
lure que l'ensemble ω−limite du système doit être in
lus

dans l'ensemble dé�ni par S +X = Sin, et que les traje
toires de 
et ensemble

ω−limite doivent véri�er :

Ẋ = X

(
µmax (Sin −X)

K + Sin −X
−D

)

qui peut se réé
rire, en faisant intervenir la break-even 
on
entration,

Ẋ = X

(
µmax −D

K + Sin −X

)
(Sin − λ−X) (6.2.1)

D'ores et déjà, on peut étudier le 
omportement qualitatif de X selon 
er-

taines 
onditions grâ
e à l'analyse de l'équation de 
roissan
e 6.2.1 :

� Si µmax < D, l'organisme est lessivé avant d'atteindre son taux de 
rois-

san
e optimal. Il n'est don
 pas surprenant de s'attendre à 
e que :

lim
t→+∞

X (t) = 0

� Si λ > Sin, il n'y a pas assez de nutriments pour que l'organisme puisse

survivre, on a également :

lim
t→+∞

X (t) = 0

� Si λ < Sin et µmax > D, on a :

lim
t→+∞

X (t) = Sin − λ lim
t→+∞

S (t) = λ

Fait. Dans le dernier 
as, la preuve de la 
onvergen
e asymptotique de X vers

Sin − λ s'étend des fon
tions de Monod à toute fon
tion 
roissante telle que

λ < Sin.
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6.3 Brève étude : équilibres et portraits de phases.

Étudions brièvement les équilibres de 
e système :

{
Ṡ = −µ (S)X +D (Sin − S)

Ẋ = µ (S)X −DX

Lemme. Il y a au moins un, et au plus deux équilibres pour le système du


hémostat à une espè
e :

� L'équilibre � de lessivage � (Sin, 0), qui existe tout le temps

a

.

� L'équilibre � de survie � (S∗, Sin − S∗), ave
 S∗ = µ−1 (D), qui existe
sous réserve de dé�nition de l'expression pré
édente.

a. C'est 
e qui est 
urieux : l'équilibre de survie est 
omplètement indépendant des 
ondi-

tions initiales pour S et X. Ainsi, le système des équations du 
hémostat � oublie � 
es


onditions initiales.

La remarque pré
édente est importante : le portrait de phase suivant présente

un système, où seul l'équilibre de lessivage existe, et est attra
tif.

Figure 6.3.1 � Portrait de phase : l'équilibre de survie n'existe pas.
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Dans 
e se
ond portrait de phase, les deux équilibres existent bien. Nous pou-

vons 
onstater l'attra
tivité de l'équilibre de survie, et la répulsivité de l'équi-

libre de lessivage.

Figure 6.3.2 � Portrait de phase : l'équilibre de survie existe.

Pour faire 
es simulations, nous avons simplement utilisé Mathemati
a ®

pour tra
er le 
hamp de ve
teurs asso
ié au système suivant :

{
Ṡ = − 2 S

0.3+S
X +D (1− S)

Ẋ = 2 S
0.3+S

X −DX

où nous avons juste joué sur le paramètre de dilution. Nous l'avons pris


onstant

2

dans les deux simulations, ave
 une valeur égale à 1.65 (resp. 1) dans
le premier (resp. se
ond) portrait de phase.

2. Par rapport au temps.
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Il 
onvient de prouver que, dans le 
as parti
ulier d'une 
inétique de Monod

où µmax < D, le lessivage 
onstitue un équilibre globalement asymptotiquement

stable. C'est 
e que nous faisons dès à présent.

Lemme. Plaçons-nous dans le 
adre du 
hémostat à une espè
e dont la 
iné-

tique µ suit un modèle de Monod, et supposons de plus que µmax < D.

L'équilibre de lessivage (Sin, 0) est le seul équilibre du système 5.2.1. Il est, de

plus, globalement asymptotiquement stable, 
'est-à-dire que pour toutes 
ondi-

tions initiales :

(S (t) , X (t)) −→
t→+∞

(Sin, 0)

Démonstration. Nous avons déjà vu que l'équilibre de lessivage est le seul équi-

libre du système di�érentiel 5.2.1 dès lors que l'expression µ−1 (D) n'est pas

dé�nie.

De plus, nous savons que :

Ẋ = (µ (S)−D)X 6 (µmax −D)X

et nous avons supposé queµmax < D. Il s'ensuit que pour toute 
ondition

initiale, X (t) −→
t→+∞

0.

En�n, nous avons déjà vu que S +X était une fon
tion exponentiellement

dé
roissante de limite égale à Sin. Pour toute 
ondition initiale, on aura don


S (t) −→
t→+∞

Sin.

Donnons maintenant une preuve alternative, plus 
omplexe.

Démonstration. Cher
hons les 
ara
téristiques des iso
lines de pente nulle du

système di�érentiel 5.2.1 du 
hémostat à une espè
e. On obtient que :

Ẋ = 0 ⇐⇒





X = 0

ou

µ (S) = D

Puisque l'on a supposé que µmax < D, alors

D
µmax

> 1.
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Or, il est fa
ile de voir que Im (ζ) ⊂ [0, 1], en posant :

ζ : R+ −→ [0, 1]

S 7−→
1

µmax

µ (S) =
S

K + S

et il n'existe don
 pas de S̃ ∈ R+
tel que ζ

(
S̃
)
= D

µmax

.

La seule iso
line de Ẋ = 0 est don
 X = 0. Cher
hons maintenant l'iso
line

de Ṡ = 0, 
ompte tenu du fait que X = 0, on a don
 obligatoirement :

S = Sin

de sorte que le seul équilibre du système 5.2.1 est (Sin, 0). Montrons main-

tenant qu'il est globalement asymptotiquement stable.

Pour tout S ∈ R
+
, on a ζ (S) 6 1. Ce qui nous permet d'é
rire :

Ẋ = (µ (S)−D)X = (µmaxζ (S)−D)X 6 (µmax −D)X

L'intégration de l'inéquation di�érentielle pré
édente donne ainsi :

∀t ∈ R
+, X (t) 6 X (0) exp ((µmax −D) t) (6.3.1)

et, puisque µmax < D (par hypothèse), il s'ensuit que :

X (t) −→
t→+∞

0

et il ne reste plus qu'à étudier le 
omportement asymptotique de S.

Une façon de pro
éder est d'utiliser la méthode de la variation de la 
onstante,

au sens des équations di�érentielles. C'est 
e que nous allons faire : posons i
i

U (t) := Sin − S (t). Ainsi, l'équation :

Ṡ = −µmaxζ (S)X +D (Sin − S)

se transforme trivialement en :

−U̇ = −µmaxζ (Sin − U)X +DU

que l'on peut en
ore réé
rire en :

U̇ +DU = µmaxζ (S)X (6.3.2)

La résolution de l'équation homogène asso
iée à 6.3.2 nous donne la solution

homogène suivante, que l'on notera temporairement Up :

Up (t) = κ exp (−Dt)
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où κ est une 
onstante arbitraire. La méthode de la variation de la 
onstante

nous permet de 
onsidérer la fon
tion suivante :

Ũ (t) := κ (t) exp (−Dt)

Partant du prin
ipe que Ũ est solution de l'équation di�érentielle 6.3.2, il

s'ensuit que :

κ̇ (t) exp (−Dt) = µmaxζ (S)X

Il ne reste plus qu'à intégrer κ :

κ (t) = µmax

ˆ t

0

exp (Dτ) ζ (S (τ))X (τ) dτ


e qui donne don
 :

Ũ (t) = µmax

ˆ t

0

exp (−D (t− τ)) ζ (S (τ))X (τ) dτ

Compte tenu des remarques pré
édentes, l'équation suivante est li
ite :

S (t)−Sin = exp (−Dt) (S (0)− Sin)−µmax

ˆ t

0

exp (−D (t− τ)) ζ (S (τ))X (τ) dτ

De plus, on sait que ζ est majorée par 1 et, en utilisant l'inéquation 6.3.1,

on peut majorer l'intégrale présente dans l'égalité pré
édente :

∣∣∣∣
ˆ t

0

exp (−D (t− τ)) ζ (S (τ))X (τ) dτ

∣∣∣∣ 6

(
ˆ t

0

exp (µmaxτ −Dt) dτ

)
X (0)

=
X (0)

µmax

(exp ((µmax −D) t)− exp (−Dt))

de sorte que :

|S (t)− Sin| 6 X (0) exp ((µmax −D) t) + exp (−Dt) (|S (0)− Sin| − 1)

6 X (0) exp ((µmax −D) t) +O (exp (−Dt))

où la notation O (.) désigne la notation de Landau asso
iée à la domination

d'une fon
tion par une autre au voisinage de l'in�ni.

Il s'ensuit don
 que S (t) → Sin lorsque t → +∞, et que 
es résultats

restent valables pour n'importe quel jeu de 
onditions initiales positives, 
e qui

démontrer la globale stabilité de l'équilibre de lessivage sous 
es 
onditions.
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Dans le 
as où l'on n'a pas µmax < D, le lessivage et l'équilibre de survie

existent tous deux. Le lessivage est un équilibre répulsif et l'équilibre de survie

est un équilibre globalement asymptotiquement stable sur R+
∗ : 
'est 
e que nous

allons prouver.

Lemme. Plaçons-nous dans le 
adre du 
hémostat à une espè
e dont la 
iné-

tique µ suit un modèle de Monod, et supposons de plus que µmax > D.

L'équilibre de survie (λ, Sin − λ) est un équilibre globalement asymptotiquement

stable sur R+
∗ , 
'est-à-dire que pour toutes 
onditions initiales prises dans R

+
∗ :

(S (t) , X (t)) −→
t→+∞

(λ, Sin − λ)

Démonstration. Nous utilisons

3

le résultat suivant, que nous avons prouvé dans

la se
tion 9.1 :

∀ε > 0, ∃T > 0, ∀t > T,

{
∀x > Sin − λ+ ε, Ẋ < 0

∀x < Sin − λ− ε, Ẋ > 0

Il s'ensuit qu'en temps in�ni,

Im (X) ⊆ [Sin − λ− ε, Sin − λ+ ε]

Ce
i étant valable pour tout ε > 0, on en déduit que :

lim
t→+∞

X (t) = Sin − λ

En�n, étant donné que S+X est une fon
tion exponentiellement dé
roissante

tendant vers Sin, on en déduit simplement que S 
onverge vers λ, 
e qui a
hève
la preuve.

6.4 Diagramme opératoire : survie ou lessivage ?

Dans 
ette se
tion, supposons que la 
inétique suivie par l'espè
e est de type

� Monod �.

3. Nous nous sommes permis d'utiliser 
e résultat, sans en expli
iter la preuve. En e�et, la

preuve est plut�t longue, et plus intéressante dans le 
adre de deux espè
es.
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Si, pour l'espè
e mi
robienne, la quantité entrante de substrat est su�sante

à sa 
roissan
e :

µ (Sin) :=
µmaxSin

KS + Sin

> D

alors, l'espè
e mi
robienne survit, 
'est-à-dire :

X (t) −−−−−→
t→+∞

Sin − λ

Dans le 
as 
ontraire, on assiste à un phénomène de lessivage, 
'est-à-dire :

X (t) −−−−−→
t→+∞

0

On peut résumer 
es informations sur le diagramme opératoire 6.4.1, qui

indique si l'organisme va survivre ou être lessivé, selon les paramètres D et Sin.

Figure 6.4.1 � Diagramme opératoire � survie - extin
tion �.

La frontière entre la survie et le lessivage est donnée par :

Sin =
KD

µmax −D
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Quatrième partie

Étude du 
hémostat à deux

espè
es : 
ompétition dans le


hémostat.
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Chapitre 7

Cinétique de Monod et étude

des 
ourbes de 
roissan
es.

Dans 
e 
hapitre, nous ferons l'hypothèse que la 
inétique suivie par les deux

espè
es est de type � Monod �. Pour rappel, une telle 
inétique est de la forme :

µi (S) =
µmaxi

S

KSi
+ S

où, pour i ∈ {1, 2}, µmaxi
et KSi

sont des 
onstantes positives intrinsèques

à 
haque espè
e i.

7.1 Cinétique de Monod : interse
tions des 
ourbes

de 
roissan
e.

Étudions brièvement les 
onditions mathématiques régissant les interse
-

tions des 
ourbes de 
roissan
e entre elles. Il est 
lair que si S = 0, alors
µ1 (S) = µ2 (S) = 0. Cher
hons maintenant une autre interse
tion non tri-

viale : supposons maintenant l'existen
e d'un autre point d'interse
tion, S 6= 0.
On a alors :

µ1 (S) = µ2 (S) ⇐⇒
µmax1

S

KS1
+ S

=
µmax2

S

KS2
+ S

S 6=0
⇐⇒

µmax1

KS1
+ S

=
µmax2

KS2
+ S

⇐⇒ µmax1
K2 − µmax2

K1 = S × (µmax2
− µmax1

)
µmax1

6=µmax2⇐⇒ S =
µmax1

µmax2
− µmax1

K2 −
µmax2

µmax2
− µmax1

K1
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Dans 
ette dernière étape, nous avons supposé que les deux quantités µmaxi

étaient di�érentes. Une véri�
ation rapide prouve que si 
es quantités étaient

égales, alors les deux 
inétiques µi sont rigoureusement partout identiques, 
e

qui n'est pas un 
as intéressant pour notre étude.

Nous noterons don
 :

S∗ =
µmax1

µmax2
− µmax1

K2 −
µmax2

µmax2
− µmax1

K1

et nous poserons D∗ = µ1 (S
∗) = µ2 (S

∗).

Remarquons que, dans le 
as de l'existen
e d'une interse
tion non triviale,

l'espè
e ayant la plus grande 
inétique de saturation µmaxi
(ou en
ore la plus

petite break-even 
on
entration λi) prédomine pour S > S∗
.

Notons que S = 0 est le seul point d'interse
tion des deux 
ourbes si et

seulement si :

µmax2

µmax1

=
K2

K1

Résumons l'ensemble de nos résultats sous les lemmes suivants.

Lemme. Si µmax1
= µmax2

, ou si

µmax2

µmax1

= K2

K1

, les deux 
ourbes de 
roissan
es

ne s'interse
tent qu'en l'interse
tion triviale (0, 0).

Venons maintenant au 
as de la présen
e d'une interse
tion non triviale.
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Nous verrons, par la suite, que 
e 
as est important : en faisant varier le

taux de dilution D dans un voisinage d'une 
ertaine valeur D∗
, nous pourrons

ainsi obtenir des résultats assez surprenants quant à l'espè
e qui va remporter

la 
ompétition.

Lemme. Si µmax1
6= µmax2

et si K1 6= K2, les deux 
ourbes de 
roissan
es

s'interse
tent en (0, 0) et (S∗, D∗), en posant :

S∗ =
µmax1

µmax2
− µmax1

K2 −
µmax2

µmax2
− µmax1

K1

et :

D∗ = µ1 (S
∗) = µ2 (S

∗)

7.2 Vous avez dit � break-even 
on
entration � ?

Cette 
ourte partie est dédiée à l'exposé d'un résultat dû à Hsu, Hubbell

et Waltman, qui ont prouvé une proposition intéressante en 1977, faisant appel

aux break-even 
on
entration.

Elle prédit quelle espè
e

1

va emporter la 
ompétition, juste en 
omparant

leurs di�érentes break-even 
on
entration.

La preuve dépasse le 
adre de 
e mémoire, et 
'est pourquoi nous renvoyons

le le
teur interessé à [Hsu77℄.

1. Rappelons que l'absen
e de pluriel sur 
es deux mots provient du prin
ipe d'ex
lusion


ompétitive.
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Proposition ([Han80℄). Considérons n espè
es en 
ompétition dans un 
hémo-

stat. Supposons, quitte à renuméroter les espè
es, que leurs break-even 
on
en-

tration sont ainsi ordonnées :

λ1 < . . . < λn

Alors :

� Si λ1 > Sin, on assiste à un lessivage total. Cela se traduit par :

∀i ∈ {1, . . . , n} limt→+∞ Xi (t) = 0

limt→+∞ S (t) = Sin

� Si λ1 < Sin, seule l'espè
e numéro 1 survit. Cela se traduit par :

limt→+∞ X1 (t) = Sin − λ1

∀i ∈ {2, . . . , n} limt→∞ Xi (t) = 0

limt→+∞ S (t) = λ1

Remarque. Ce résultat n'est énon
é que pour des 
inétiques de type Monod et

la preuve de 
ette proposition met en pla
e une fon
tion de Liapunov spé
i-

�que. La 
onstru
tion de fon
tions de Liapunov pour des 
ourbes 
roissantes

plus générales est en
ore un problème ouvert, d'où des te
hniques de preuves

di�érentes dans 
e dernier 
as.

Dans le 
adre d'une 
inétique d'inhibition (
omme par exemple le modèle

de Haldane), nous avons une proposition sensiblement équivalente dans le 
adre

d'une 
ompétition entre deux espè
es.

Proposition. Considérons 2 espè
es en 
ompétition dans un 
hémostat, et sup-

posons que leurs 
roissan
es suivent une 
inétique d'inhibition de type Haldane.

On a :

� Si Sin < λ1, on assiste à un lessivage total, qui est le seul équilibre stable.

� Si λ1 < Sin < λ2, le lessivage est un équilibre instable, et l'équilibre

d'existen
e de l'espè
e 1 est stable.

� Si λ2 < Sin, on parle de bistabilité : l'équilibre vers lequel 
onvergent les

traje
toires dépend des 
onditions initiales (dont le lessivage, stable dans


e 
as).
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Chapitre 8

Propriétés générales du

système di�érentiel.

Dans le 
adre de deux espè
es en 
ompétition dans le 
hémostat, le système

di�érentiel à 
onsidérer est le suivant :






Ṡ = −µ1 (S)X1 − µ2 (S)X2 +D (t) (Sin − S)

Ẋ1 = µ1 (S)X1 −D (t)X1

Ẋ2 = µ2 (S)X2 −D (t)X2

(8.0.1)

N'ayant pas �xé de modèle de 
inétique pour l'évolution de 
haque espè
e,

nous ferons désormais l'hypothèse que µ1 et µ2 sont deux fon
tions monotones,


ontinues, et telles que µ1 (0) = µ2 (0) = 0.

Biologiquement, rappelons que S, X1 et X2 désignent une quantité d'espè
es

biotiques

1

ou abiotiques

2

. Il faut don
 véri�er mathématiquement que 
es quan-

tités, dont l'évolution est régie par le système di�érentiel pré
édent, sont bien

positives pour n'importe quelle 
ondition initiale positive.

1. Vivantes.

2. Non vivantes, pouvant etre du domaine de la physique ou de la 
himie (un substrat, par

exemple).
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Lemme. Supposons que la 
ondition initiale S (0) est une quantité positive ou

nulle.

Alors, pour tout instant t ∈ R+, la quantité S (t) solution de l'équation 8.0.2 est

positive ou nulle.

Ṡ (t) = −µ1 (S (t))X1 (t)− µ2 (S (t))X2 (t) +D (t) (Sin − S (t)) (8.0.2)

Démonstration. Raisonnons par l'absurde : supposons qu'il existe t0 ∈ R+ tel

que S (t0) < 0. Par 
ontinuité de S, il existerait don
 0 < t′1 < t0 tel que

S (t′1) = 0.

Posons maintenant t1 = inf {t ∈ R+ / S (t) = 0}. Nous avons don
 :

Ṡ (t1) = D (t1)× Sin > 0

D'autre part, nous avons aussi :

Ṡ (t1) = lim
t→t1

S (t)− S (t1)

t− t1
= lim

t→t
−

1

S (t)

t− t1
6 0

étant donné que, lorsque t → t−1 , on a 
lairement t − t1 6 0 , et S (t) > 0
par 
ontinuité de S au voisinage de t1. Contradi
tion.

Lemme. Soit i ∈ {1, 2}. Supposons que la 
ondition initiale Xi (0) est une

quantité positive ou nulle.

Alors, pour tout instant t ∈ R+, la quantité Xi (t) solution de l'équation 8.0.3

est positive ou nulle.

Ẋi (t) = µi (S (t))Xi (t)−D (t)Xi (t) (8.0.3)

Démonstration. Soit i ∈ {1, 2}. L'équation 8.0.3 se réé
rit ainsi :

Ẋi (t) = (µi (S (t))−D (t))Xi (t)

Intégrons 
ette équation. Celle-
i devient :

Xi (t) = Xi (0)× exp

(
ˆ t

0

(µi (S (τ))−D (τ)) dτ

)
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En�n, on sait, par hypothèse, que la 
ondition initiale Xi (0) est positive ou
nulle. Il en est don
 de même pour Xi (t), et 
e pour tout t ∈ R+.

La justi�
ation de l'intégrabilité de notre équation di�érentielle de départ

provient du fait que pour tout t ∈ R+, la fon
tion τ 7→ µi (S (τ)) − D (τ) est

ontinue par mor
eaux sur [0, t] qui est un 
ompa
t de R.

Moralement, nous devons maintenant véri�er que 
es trois quantités ne

peuvent pas � exploser en temps �ni �, 
'est-à-dire qu'il ne peut pas exister

de temps T > 0 tel que l'une de 
es quantités est in�nie au voisinage de T .

Lemme. Posons Z (t) = S (t) +X1 (t) +X2 (t)− Sin.

Cette quantité satisfait à l'équation di�érentielle 8.0.4 :

Ż (t) = −D (t)Z (t) (8.0.4)

Démonstration. Soit t ∈ R+. Posons Z (t) = S (t)+X1 (t)+X2 (t)−Sin. On a :

Ż (t) = Ṡ (t) + Ẋ1 (t) + Ẋ2 (t)

Compte tenu du système di�érentiel 8.0.1 auquel satisfont les quantités S,
X1 et X2, on a :

Ż (t) = D (t) (Sin − S (t)−X1 (t)−X2 (t))

D'où l'équation di�érentielle linéaire 8.0.4 :

Ż (t) = −D (t)Z(t)

Corollaire 1. L'ensemble dé�ni par S +X1 +X2 = Sin est attra
tant.

Démonstration. C'est une 
onséquen
e dire
te de l'équation di�érentielle 8.0.4 :

Ż (t) = −D (t)Z(t)
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En e�et, Z est don
 une fon
tion exponentielle dé
roissante du temps, de

limite égale à Sin. Par 
onséquent, quelles que soient les 
onditions initiales

prises pour S, X1 et X2, toutes les traje
toires vont 
onverger en temps in�ni

vers l'ensemble dé�ni dans 
et énon
é.

Corollaire 2. Les quantités S, X1 et X2 sont bornées.

Démonstration. Soit t ∈ R+. On a pré
édemment posé Z (t) = S (t) +X1 (t) +
X2 (t)−Sin, et on a prouvé, par le lemme pré
édent, que Z satisfait à l'équation

di�érentielle 8.0.4 :

Ż (t) = −D (t)Z(t)

De plus, le taux de dilution D est une fon
tion positive et intégrable du

temps, don
 Z est exponentiellement dé
roissante :

Z (t) = Z (0)× exp

(
−

ˆ t

0

D(τ)dτ

)

majorée en valeur absolue par |Z (0)| sous réserve que

´ t

0
D (τ) dτ −→

t→+∞

+∞. De plus, S, X1 et X2 sont des quantités positives. Il s'ensuit que 
es trois

quantités sont bornées.

Lemme. Le système du 
hémostat à deux espè
es, dont l'évolution est régie par

des 
inétiques µi 
roissantes, n'admet pas d'orbites périodiques lorsque le taux

de dilution D est 
onstant.

Démonstration. Le but de 
ette preuve est d'appliquer le 
ritère de Dula
. Ainsi,


onsidérons la fon
tion de Dula
 suivante :

ϕ (X1, X2) :=
1

X1X2

qui est de 
lasse C1
sur R

∗
+ × R

∗
+. L'ensemble limite est donné par l'équation

suivante :

S +X1 +X2 = Sin
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Véri�ons que les hypothèses du 
ritère de Dula
 sont bien véri�ées :

∂

∂X1

(µ1 −D)X1

X1X2
+

∂

∂X2

(µ2 −D)X1

X1X2
=

∂

∂X1

(
µ1 −D

X2

)
+

∂

∂X2

(
µ2 −D

X1

)

=
1

X2

∂µ1 (S)

∂X1
+

1

X1

∂µ2 (S)

∂X2

=
1

X2

∂µ1

∂X1
(Sin −X1 −X2)

+
1

X1

∂µ2

∂X2
(Sin −X1 −X2)

= −

(
1

X2

dµ1

dS
+

1

X1

dµ2

dS

)
< 0

où, dans la dernière étape, on a utilisé la règle de la 
haîne, et le fait que

les 
inétiques µi sont supposées être des fon
tions stri
tement 
roissantes de la

variable S.

49





Chapitre 9

Étude du 
hémostat ave
 un

taux de dilution D 
onstant.

Généralités.

9.1 Équilibres à break-even 
on
entration di�é-

rentes.

Dès à présent, sauf mention du 
ontraire, nous supposerons que le taux de

dilution D est une fon
tion 
onstante du temps.

Lemme. Génériquement

a

, il y a au moins un, et au plus trois équilibres pour

le système du 
hémostat à deux espè
es :

� (Sin, 0, 0), appelé � équilibre de lessivage �, existe tout le temps

b

.

� (S∗
1 , 0, Sin − S∗

1 ), ave
 S∗
1 = µ−1

2 (D), appelé � équilibre de survie de l'es-

pè
e 1 �, existe sous réserve de dé�nition de l'expression pré
édente.

� (S∗
2 , Sin − S∗

2 , 0), ave
 S∗
2 = µ−1

1 (D), appelé � équilibre de survie de l'es-

pè
e 2 �, existe sous réserve de dé�nition de l'expression pré
édente.

a. C'est-à-dire lorsque λ1 6= λ2. Le 
as d'égalité sera traité en se
tion 9.2.
b. Comme pour le système du 
hémostat à une espè
e, l'équilibre de survie est indépendant

des 
onditions initiales prises pour S, X1 et X2.

Démonstration. Cher
hons les équilibres (S∗, X∗
1 , X

∗
2 ), ils sont solutions de :





0 = −µ1 (S
∗)X∗

1 − µ2 (S
∗)X∗

2 +D (Sin − S∗)
0 = µ1 (S

∗)X∗
1 −DX∗

1

0 = µ2 (S
∗)X∗

2 −DX∗
2
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On voit que le triplet (Sin, 0, 0) est solution de 
e système. Cet équilibre

trivial s'appelle équilibre de lessivage, nous en avions parlé dans la partie intro-

du
tive.

Outre 
et équilibre trivial, supposons désormais que X∗
1 = 0, et X∗

2 6= 0. On
obtient ainsi :

{
0 = −µ2 (S

∗)X∗
2 +D (Sin − S∗)

0 = µ2 (S
∗)X∗

2 −DX∗
2

La deuxième équation donne que S∗
véri�e µ2 (S

∗) = D. Ainsi, on déduit

de la première équation que X∗
2 = Sin − S∗

. Cela donne notre se
ond triplet


andidat.

Par � symétrie �, si l'on suppose que le troisième équilibre véri�e X∗
2 = 0,

X∗
1 6= 0, alors S∗

véri�e µ1 (S
∗) = D et X∗

1 = Sin − S∗
. Cela donne don
 notre

troisième triplet 
andidat.

Les trois équilibres sus-mentionnés (sous réserve de dé�nition des S∗
i , selon

les expressions pré
édemment établies) sont les seuls 
andidats, en vertu du

prin
ipe d'ex
lusion 
ompétitive, qui ex
lut toute possibilité de 
oexisten
e des

deux espè
es à l'équilibre. En résumé, les trois équilibres 
andidats sont :

E∗
0 =




Sin

0
0



 , E∗
1 =




S∗
1

0
Sin − S∗

1



 , E∗
2
=




S∗
2

Sin − S∗
2

0





où S∗
1 et S∗

2 véri�ent respe
tivement µ2 (S
∗
1 ) = D et µ1 (S

∗
2 ) = D.

Le le
teur attentif (que nous supposerons

1

être un mathémati
ien assidu)

aura 
ertainement été étonné du dernier paragraphe de la pré
édente démons-

tration.

En e�et, nous avons utilisé le prin
ipe d'ex
lusion 
ompétitive

2

pour é
arter

l'existen
e d'un quatrième équilibre où X1 et X2 seraient simultanément non

nuls. Il va de soi que nous 
orrigeons 
et é
art volontaire dès à présent.

Lemme. Le prin
ipe d'ex
lusion 
ompétitive est véri�é dans le 
adre d'une


ompétition entre deux espè
es di�érentes.

En d'autres termes, il n'y a pas d'équilibre où X1 et X2 seraient simultanément

non nuls.

1. Naturellement !

2. Qui est, rappelons-le, un prin
ipe purement biologique.
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Démonstration. Pro
édons par l'absurde : ainsi, supposons que 
e quatrième

équilibre, noté (S∗, X∗
1 , X

∗
2 ), existe et soit tel que X

∗
1 et X∗

2 sont simultanément

non nuls. On aurait don
 :





0 = −µ1 (S
∗)X∗

1 − µ2 (S
∗)X∗

2 +D (Sin − S∗)
0 = µ1 (S

∗)X∗
1 −DX∗

1

0 = µ2 (S
∗)X∗

2 −DX∗
2

Puisque X∗
1 et X∗

2 ne sont pas nuls, les deux dernières équations se simpli-

�ent : {
µ1 (S

∗) = D
µ2 (S

∗) = D

Nous avons supposé les espè
es 1 et 2 di�érentes, et il est 
lair que l'en-

semble des fon
tions µ 
ontinues sur R+
, stri
tement monotones s'interse
tant

en (S∗, D) est de mesure nulle dans l'ensemble des fon
tions 
ontinues stri
-

tement monotones sur R+
. Il est don
 peu probable d'obtenir 
et équilibre de


oexisten
e.

Remarque. Le le
teur aura 
onstaté que la démonstration pré
édente est rigou-

reusement exa
te, même si le taux de dilutionD n'est pas une fon
tion 
onstante

du temps.

Nous donnons maintenant une preuve alternative pour l'absen
e d'un autre

équilibre

3

. Celle-
i fait intervenir la proportion de l'espè
e 1 dans le 
hémostat.

Démonstration. Pour notre étude, posons B = X1 +X2, et p = X1

B
. Ces deux

quantités représentent respe
tivement la quantité de biomasse totale, et la pro-

portion de l'espè
e 1 dans le 
hémostat.

Le système des équations di�érentielles du 
hémostat à deux espè
es peut

se réé
rire en fon
tion de 
es deux quantités. Ainsi, on a :

Ḃ = Ẋ1 + Ẋ2

= µ1 (S)X1 + µ2 (S)X2 −DX1 −DX2

= B

(
X1

B
µ1 (S) +

X2

B
µ2 (S)

)
−D (X1 +X2)

= B (pµ1 (S) + (1− p)µ2 (S))−DB

3. Cette preuve sera également plus 
omplète, dans la mesure où il est question de 
onver-

gen
e vers un état où la survie d'une seule espè
e est 
onstatée. Le le
teur pourra également

se référer à la se
tion 2.3 où est présenté l'historique des preuves du prin
ipe d'ex
lusion 
om-

pétitive, au �l du temps et de la littérature, selon, entre autres, la 
inétique et les taux de

dilution 
hoisis.
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De plus,

ṗ =
Ẋ1B −X1Ḃ

B2

=
1

B
(µ1 (S)X1 −X1 (pµ1 (S) + (1− p)µ2 (S)))

= µ1 (S)
X1

B
− (pµ1 (S) + (1− p)µ2 (S))

X1

B

= pµ1 (S)− p2µ1 (S)− p (1− p)µ2 (S)

= p (1− p) (µ1 (S)− µ2 (S))

En�n, nous pouvons 
ompléter 
e système de deux équations di�érentielles

par 
elle liant S, B et p. Ainsi, on obtient :

Ṡ = −µ1 (S)X1 − µ2 (S)X2 +D (Sin − S)

=

(
−µ1 (S)

X1

B
− µ2 (S)

X2

B

)
B +D (Sin − S)

= −B (pµ1 (S) + (1− p)µ2 (S)) +D (Sin − S)

En posant Z = B + S, nous avons pré
édemment vu que Z 
onverge vers

Sin lorsque t tend vers l'in�ni. Plus pré
isément, nous pouvons é
rire :

∀t ∈ R
+, Z (t) = Sin + (Z (0)− Sin) exp (−Dt)

sous réserve que le taux de dilution D est une fon
tion 
onstante du temps. Par

la suite, posons :

µ+ (S) := max (µ1 (S) , µ2 (S))

l'enveloppe supérieure des 
inétiques 
onsidérées, et :

µ− (S) := min (µ1 (S) , µ2 (S))

l'enveloppe inférieure des 
inétiques 
onsidérées. Posons en�n :

µ̂ (S, p) := pµ1 (S) + (1− p)µ2 (S)

la 
ombinaison 
onvexe

4

des 
inétiques 
onsidérées.

Interlude : nous avons, jusqu'i
i, transformé notre système initial

des équations du 
hémostat, en un système liant la quantité de sub-

strat, la proportion de l'espè
e 1 et la quantité de biomasse totale.

4. À l'é
riture de 
e
i, nous 
ommettons un abus de langage dans la mesure où p n'est pas

un 
oe�
ient 
onstant, puisque 
elui représente la proportion temporelle de l'espè
e 1 dans le


hémostat. Mais le le
teur 
omprendra aisément pourquoi nous avons volontairement réalisé


et abus de langage.
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Moralement, nous allons prouver que la quantité de biomasse totale B est

une fon
tion prenant des valeurs 
omprises dans un intervalle dépendant du

temps. En d'autres termes, montrons que :

∃B− ∈ C1 (R) , ∃B+ ∈ C1 (R) , ∀t ∈ R, B (t) ∈
[
B− (t) , B+ (t)

]

C'est a priori évident, dans la mesure où B = X1+X2, et nous avons prouvé

que X1 et X2 sont des fon
tions bornées. Ra�nons 
e
i et voyons que :

µ− (S)B −DB 6 (pµ1 (S) + (1− p)µ2 (S))B −DB 6 µ+ (S)B −DB

É
rivons S = Sin−B+σ (t) ave
 σ (t) := (Z (0)− Sin) exp (−Dt), et posons :





f (B, t) := (pµ1 (Sin −B + σ (t)) + (1− p)µ2 (Sin −B + σ (t)))B −DB

f− (B, t) := µ− (Sin −B + σ (t))B −DB

f+ (B, t) := µ+ (Sin −B + σ (t))B −DB

de sorte que Ḃ = f (B, t). Il s'ensuit que pour tout B ∈ R, et pour tout

t ∈ R, on a l'inéquation suivante :

f− (B, t) 6 f (B, t) 6 f+ (B, t)

Considérons le système suivant :

{
Ḃ− = f+ (B+, t)

Ḃ+ = f− (B−, t)
(9.1.1)

que l'on initialise ave
 les valeurs B+ (0) = B− (0) = B (0), on peut don


5

é
rire que :

∀t ∈ R
+, B (t) ∈

[
B− (t) , B+ (t)

]

où B−
et B+

désignent les solutions du système 9.1.1, 
ompte tenu du jeu

de 
onditions initiales 
hoisi.

Interlude : nous venons de prouver que la quantité de biomasse

est 
ontr�lée par deux fon
tions en
adrantes.

L'étape suivante est la plus di�
ile : nous devrons ra�ner notre bornitude

pour montrer que S est, en temps in�ni, dans [min (λ1, λ2) ,max (λ1, λ2)].

5. Nous en donnerons la preuve plus tard, dans un lemme intitulé � Intégration d'un sys-

tème d'inéquations di�érentielles �.
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Fixons ε > 0. Rappelons que nous avons posé σ (t) := (Z (0)− Sin) exp (−Dt),
de sorte que l'on puisse é
rire :

Z (t) = Sin + σ (t)

Par la positivité de D, il est 
lair que σ est une fon
tion de limite nulle ; 
e

que l'on peut réé
rire, en termes de quanti�
ateurs :

∃T > 0, ∀t > T, − ε < σ (t) < ε

Étudions maintenant le signe de f+
et f−

. Pour 
ela, soient b ∈ R+
et t > T .

On peut é
rire que :

Sin − b− ε < Sin − b + σ (t) < Sin − b+ ε

Cette inégalité stri
te étant 
onservée

6

en lui appliquant la fon
tion µ+
.

Cher
hons maintenant une 
ondition pour que f+ (b, t) soit négative.

f+ (b, t) < 0 ⇔
(
µ+ (Sin − b+ ε)−D

)
b < 0

⇔ µ+ (Sin − b+ ε) < D

⇔ max
i∈{1,2}

µi (Sin − b+ ε) < D

⇔ Sin − b+ ε < min
i∈{1,2}

λi

⇔ b > Sin − min
i∈{1,2}

λi + ε

De même, 
her
hons maintenant une 
ondition pour que f− (b, t) soit posi-
tive.

f− (b, t) > 0 ⇔
(
µ− (Sin − b− ε)−D

)
b > 0

⇔ µ− (Sin − b− ε) > D

⇔ min
i∈{1,2}

µi (Sin − b− ε) > D

⇔ Sin − b− ε > max
i∈{1,2}

λi

⇔ b < Sin − max
i∈{1,2}

λi − ε

Interlude : nous venons de prouver le résultat suivant :

∀ε > 0, ∃T > 0, ∀t > T,

{
∀b > Sin −mini∈{1,2} λi + ε, f+ (b, t) < 0

∀b < Sin −maxi∈{1,2} λi − ε, f− (b, t) > 0

6. µ+
est stri
tement 
roissante 
omme � max � de fon
tions stri
tement 
roissantes.
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De 
e qui pré
ède, on en déduit qu'en temps in�ni :

Im
(
B+

)
⊆

[
0, Sin − min

i∈{1,2}
λi + ε

]

et :

Im
(
B−

)
⊆

[
Sin − max

i∈{1,2}
λi − ε, Sin

]

Ce
i étant vrai pour tout ε > 0 aussi faible soit-il, on en déduit qu'en temps

in�ni :

Im (B) ⊆

[
Sin − max

i∈{1,2}
λi, Sin − min

i∈{1,2}
λi

]

En�n, la relation algébrique liant S à B nous permet d'é
rire, en temps

in�ni :

Im (S) ⊆

[
min

i∈{1,2}
λi, max

i∈{1,2}
λi

]

De plus, remarquons 
ette propriété liée aux break-even 
on
entrations :

λi < λj =⇒ ∀S ∈ [λi, λj ] , µi (S) > µj (S)

Supposons, quitte à permuter nos indi
es, que l'espè
e 1 a la plus faible

break-even 
on
entration. Compte tenu de la remarque pré
édente et de l'équa-

tion di�érentielle en p, on peut en déduire

7

que ṗ > 0. p est don
 stri
tement


roissante.

Éliminons le 
as pathologique

8

où p (0) = 1. Puisque X2 > 0, on a 0 6

p (t) 6 1 pour tout t ∈ R+
. p ne peut que 
roître jusqu'atteindre la valeur

p = 1. Ainsi, l'espè
e 1 survit et l'espè
e 2 s'éteint.

Le résultat perdure sans pertes de généralités : si l'on avait supposé que

l'espè
e 2 avait la plus faible break-even 
on
entration, alors l'espè
e 2 aurait

survé
u, tandis que l'espè
e 1 se serait éteinte. Dans tous les 
as, on aurait eu

a�aire à l'extin
tion d'une espè
e et la survie de l'autre.

Prouvons maintenant le lemme d'intégration d'un système d'inéquations dif-

férentielles, que nous avons utilisé au 
ours de 
ette preuve.

7. Puisque p ∈ [0, 1].
8. Puisque, dans 
e 
as-là, p serait 
onstante égale à 1.

56



Lemme (Intégration d'un système d'inéquations di�érentielles). Soit F une

fon
tion de R × R+
à valeurs dans R, lips
hitzienne en sa première variable,

mesurable en sa se
onde variable. Considérons l'équation di�érentielle suivante :

Ẋ = F (X, t)

Supposons qu'il existe deux fon
tions F−
et F+

telles que :

∀ (x, t) ∈ R× R
+, F− (x, t) 6 F (x, t) 6 F+ (x, t)

Alors, en initialisant le système :

{
Ẋ− = F− (X−, t)

Ẋ+ = F+ (X+, t)

ave
 les 
onditions initiales X− (0) 6 X+ (0) 6 X (0), on obtient :

∀t ∈ R
+, X− (t) 6 X (t) 6 X+ (t)

Démonstration. Raisonnons uniquement sur la se
onde partie de l'inéquation

voulue et posons, à 
et e�et, δ (t) := X+ (t) − X (t). De par l'inégalité véri-

�é par les 
onditions initiales, on a δ (0) > 0. Considérons maintenant t0 :=
inf {t > 0, δ (t) < 0}, de sorte que δ (t0) = 0.

Jusqu'à la �n de 
ette preuve, nous 
onsidèrerons

9 t tel que t > t0. De plus,
δ est une fon
tion dérivable du temps en tant que somme de telles fon
tions. On

a de plus :

δ̇ (t) = F+
(
X+, t

)
− F (X, t)

= F+ (δ +X, t)− F (X, t)

à X (.) �xé. En posant G (δ, t) := F+ (δ +X, t)− F (X, t), on a ainsi l'équation

di�érentielle δ̇ (t) = G (δ (t) , t).

G est une fon
tion mesurable en t, et lips
hitzienne en δ 
omme somme de

deux telles fon
tions. La lips
hitziannité de G par rapport à sa première variable

indique qu'il existe une 
onstante

10 L (t) telle que :

∀t ∈ R
+, |G (δ (t) , t)−G (0, t)| 6 L (t) |δ (t)|

9. Lorsque t n'est pas 
onsidérée 
omme variable formelle.

10. Moralement, il ne s'agit pas d'une � 
onstante � au sens 
ommun... mais d'une 
onstante

par rapport à δ.
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D'où :

∀t ∈ R
+, G (δ (t) , t) > G (0, t)− L (t) sgn (δ (t)) δ (t)

de sorte que, si l'on pose Φ (t) := L (t) sgn (δ (t)), on peut é
rire que :

δ̇ (t) > G (0, t)− Φ (t) δ (t)

Ainsi, il s'ensuit que :

δ̇ (t) + Φ (t) δ (t) > G (0, t)

⇐⇒
(
δ̇ (t) + Φ (t) δ (t)

)
exp

(
ˆ t

t0

Φ (τ) dτ

)
> G (0, t) exp

(
ˆ t

t0

Φ (τ) dτ

)

Examinons 
haque quantité de la dernière inéquation. Le membre de gau
he

peut se réé
rire ainsi :

d

dt

(
δ (t) exp

(
ˆ t

t0

Φ (τ) dτ

))

Quant à la quantité de droite, rappelons que nous avons supposé la 
ondition

suivante :

∀ (x, t) ∈ R× R
+, F (x, t) 6 F+ (x, t)

De 
e fait, il est li
ite d'a�rmer que G (0, t) > 0 et la 
on
lusion est identique
pour tout le membre de droite de l'inéquation pré
édente, 
e qui nous mène don


à é
rire :

d

dt

(
δ (t) exp

(
ˆ t

t0

Φ (τ) dτ

))
> 0

En�n, on peut 
on
lure que :

∀t > t0, δ (t) = X+ (t)−X (t) > 0

Le même résultat s'obtient on permutant les r�les de X , X−
et X+

pour

obtenir le résultat désiré :

∀t ∈ R
+, X− (t) 6 X (t) 6 X+ (t)
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9.1.1 Préliminaire à l'étude des stabilités des équilibres.

Considérons F la fon
tion ve
torielle ainsi dé�nie :

F : R
3 → R

3

(S,X1, X2) 7→
(
Ṡ, Ẋ1, Ẋ2

)

Cal
ulons la matri
e ja
obienne

11

de F en un point (S∗, X∗
1 , X

∗
2 ) :

Jac (F ) (S∗, X∗
1 , X

∗
2 ) =




−X∗

1µ
′
1 (S

∗)−X∗
2µ

′
2 (S

∗)−D −µ1 (S
∗) −µ2 (S

∗)
X∗

1µ
′
1 (S

∗) µ1 (S
∗)−D 0

X∗
2µ

′
2 (S

∗) 0 µ2 (S
∗)−D





Étudions dès à présent la stabilité de 
haque équilibre, 
as par 
as.

9.1.2 Stabilité de l'équilibre E
∗
0 , dit � de lessivage �.

On rappelle que l'équilibre de lessivage est l'équilibre (S∗, X∗
1 , X

∗
2 ) = (Sin, 0, 0).

D'où :

Jac (F ) (Sin, 0, 0) =




−D −µ1 (Sin) −µ2 (Sin)
0 µ1 (Sin)−D 0
0 0 µ2 (Sin)−D





dont les valeurs propres sont 
elles situées sur la diagonale, 
ette matri
e

étant triangulaire supérieure. Il y a don
 trois valeurs propres simples, −D,

µ1 (Sin)−D et µ2 (Sin)−D.

On en déduit don
, puisque 
es trois valeurs propres sont réelles et que

D > 0, que l'équilibre est stable si et seulement si :

D > µ1 (Sin) et D > µ2 (Sin)

11. Ce 
al
ul est li
ite, vu que la fon
tion F ainsi dé�nie est di�érentiable.
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9.1.3 Stabilité de l'équilibre E
∗
1 , où X1 = 0.

On rappelle que E∗
1 est

12

l'équilibre (S∗, X∗
1 , X

∗
2 ) = (S∗

1 , 0, Sin − S∗
1), où S∗

1

véri�e µ2 (S
∗
1 ) = D . D'où :

Jac (F ) (S∗
1 , 0, Sin − S∗

1 ) =




(S∗

1 − Sin)µ
′
2 (S

∗
1 )−D −µ1 (S

∗
1 ) −D

0 µ1 (S
∗
1 )−D 0

(Sin − S∗
1 )µ

′
2 (S

∗
1 ) 0 0





dont les valeurs propres sont toutes simples, au nombre de trois : −D,

µ1 (S
∗
1 )−D et µ′

2 (S
∗
1 ) (S

∗
1 − Sin).

On en déduit don
, puisque 
es trois valeurs propres sont réelles et que

D > 0, que l'équilibre est stable si et seulement si :

D > µ1 (S
∗
1 ) et µ′

2 (S
∗
1) (S

∗
1 − Sin) < 0

9.1.4 Stabilité de l'équilibre E
∗
2 , où X2 = 0.

On rappelle que E∗
2 est

13

l'équilibre (S∗, X∗
1 , X

∗
2 ) = (S∗

2 , Sin − S∗
2 , 0), où S∗

2

véri�e µ1 (S
∗
2 ) = D . D'où :

Jac (F ) (S∗
2 , Sin − S∗

2 , 0) =



(S∗

2 − Sin)µ
′
1 (S

∗
2 )−D −D −µ2 (S

∗
2 )

(Sin − S∗
2 )µ

′
1 (S

∗
2 ) 0 0

0 0 µ2 (S
∗
2 )−D




dont les valeurs propres sont toutes simples, au nombre de trois : −D,

µ2 (S
∗
2 )−D et µ′

1 (S
∗
2 ) (S

∗
2 − Sin).

On en déduit don
, puisque 
es trois valeurs propres sont réelles et que

D > 0, que l'équilibre est stable si et seulement si :

D > µ2 (S
∗
2 ) et µ′

1 (S
∗
2) (S

∗
2 − Sin) < 0

12. Sous réserve de bonne dé�nition !

13. Sous réserve de bonne dé�nition (bis) !
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9.1.5 Con
lusion sur les stabilités des di�érents équilibres.

Commençons par un théorème important dans l'étude des systèmes dyna-

miques : il s'agit du théorème de Hartman-Grobman. Nous pouvons en résumer

l'idée prin
ipale en quelques mots : 
e théorème énon
e qu'un système dyna-

mique, au voisinage d'un équilibre hyperbolique, se 
omporte qualitativement

de la même manière que le système linéarisé au voisinage du point.

Théorème (Théorème de Hartman-Grobman). Soient f ∈ C1 (Rn,Rn) une

fon
tion possédant un zéro p, et A la matri
e ja
obienne de f au point p :

A =




∂f1
∂x1

(p) · · · ∂f1
∂xn

(p)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂fn
∂x1

(p) · · · ∂fn
∂xn

(p)




On suppose que p est un point d'équilibre hyperbolique

a

.

Alors, il existe :

1. Deux ouverts U et V de Rn

ontenant respe
tivement p et 0.

2. Un homéomorphisme h : U → V tel que h (p) = 0.

tels que h envoie bije
tivement les traje
toires de ẋ (t) = f (x (t)) sur 
elles de
ẏ (t) = Ay (t) dans V = h (U), en gardant l'orientation donnée par le temps t.
On dit alors que � les �ots de f et A sont topologiquement équivalents �.

a. C'est-à-dire qu'au
une valeur propre de A n'a sa partie réelle nulle.

Cela justi�e don
 d'étudier le 
omportement lo
al du système,

grâ
e aux valeurs propres de la matri
e Ja
obienne.

Sous réserve de validité des inéquations pré
édentes, les équilibres 
onsidérés

sont don
 lo
alement stables en vertu du théorème de Hartman-Grobman. Nous

pouvons en résumer la raison en une phrase : les valeurs propres des matri
es

ja
obiennes

14

asso
iées sont réelles, stri
tement négatives. On parle don
 de

stabilité lo
ale.

Cependant, toujours sous réserve de validité des inéquations pré
édentes, 
es

équilibres sont même asymptotiquement et exponentiellement stables, en vertu

de l'un

15

des théorèmes de Liapunov que nous rappelons 
i-dessous.

14. Don
 du système linéarisé des équations di�érentielles du 
hémostat à deux espè
es.

15. Liapunov a donné son nom à bon nombre de théorèmes, en parti
ulier en théorie des

systèmes dynamiques.
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Théorème (Théorème de Liapunov). Soit A une matri
e 
arrée de taille n à


oe�
ients réels. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe des 
onstantes M > 0, ω > 0 telles que pour tout y0 ∈ Cn
,

‖exp (tA) · y0‖2 6 M exp (−ωt) ‖y0‖2

i.e. 0 est un équilibre exponentiellement stable.

2. Pour tout y0 ∈ Cn
,

lim
t→+∞

‖exp (tA) · y0‖2 = 0

i.e. 0 est un équilibre asymptotiquement stable.

3. Si on désigne par σ (A) le spe
tre de A, alors la borne spe
trale de A est

stri
tement négative,

s (A) := sup
λ∈σ(A)

(Re (λ)) < 0

i.e. toutes les valeurs propres sont à parties réelles stri
tement négatives.

Démonstration. L'impli
ation 1. ⇒ 2. est évidente.
Pour montrer l'impli
ation 2. ⇒ 3., utilisons un raisonnement par 
ontra-

position. Ainsi, si s (A) > 0, il va exister une valeur propre λ ∈ σ (A) telle que
Re (λ) > 0. Soit y0 ∈ Cn

un ve
teur propre asso
ié, on a ainsi :

‖exp (tA) y0‖ =

∥∥∥∥∥∥

∑

k>0

tkAk

k!
y0

∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥

∑

k>0

tkλk

k!
y0

∥∥∥∥∥∥
= ‖exp (λt) y0‖

= exp (Re (λt)) ‖y0‖ 9 0

et ainsi, on a montré que 0 n'est pas asymptotiquement stable.

Pour montrer l'impli
ation 3. ⇒ 1., on suppose que s (A) < 0 et on suppose

de plus que, pour un 
ertain ω > 0 et pour tout y ∈ Rn
:

(Ay, y) 6 −ω2 ‖y‖
2
2

où (., .) désigne le produit s
alaire usuel dans Rn
. Cette 
ondition supplémentaire

est, en parti
ulier, satisfaite si A est une matri
e symétrique négative.
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Soit y0 ∈ Rn
, 
onsidérons maintenant y (t) := exp (tA) y0. On a, pour tout

t > 0 :

d

dt
‖y (t)‖

2
= 2 (y′ (t) , y (t))

= 2 (Ay (t) , y (t))

6 −2ω2 ‖y (t)‖
2
2

Cette inégalité implique que :

∀t > 0, ‖y (t)‖2 6 exp (−ωt) ‖y0‖2

qui est bien l'assertion 1.

Tout 
e
i prouve bien la légitimité des a�rmations pré
édemment exposées.

Une question vient maintenant à l'esprit : qu'en est-il de la stabilité globale ?

La réponse à 
ette question est simple et est fondée sur le lemme suivant.

Lemme. Si un système dynamique possède un nombre de points d'équilibres

stri
tement supérieur à 1, alors il n'existe pas de point d'équilibre ayant une

stabilité globale.

Démonstration. Raisonnons par l'absurde. Supposons qu'il existeG, point d'équi-
libre du système dynamique 
onsidéré, ayant une stabilité globale. Choisissons

M un autre point d'équilibre (M existe par hypothèse).

Il est assez évident que pour n'importe quel point d'équilibre, son bassin

d'attra
tion n'est jamais vide : il est au moins réduit au point 
onsidéré.

Choisissons une traje
toire dans le bassin d'attra
tion BM de M . Par dé-

�nition du bassin d'attra
tion, 
ette traje
toire restera dans BM , et don
 ne


onvergera pas vers G. Par 
onséquent, G n'est pas globalement stable. Contra-

di
tion.
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9.2 Équilibres à break-even 
on
entration égales.

Dès à présent, sauf mention du 
ontraire, nous supposerons que le taux de

dilution D est une fon
tion 
onstante du temps, et que les break-even 
on
en-

tration des deux espè
es sont égales.

Lemme. En termes quantitatifs, il y a une in�nité d'équilibres pour le système

du 
hémostat à deux espè
es, sous l'hypothèse d'égalité des break-even 
on
en-

tration.

Démonstration. Supposons que λ1 = λ2 (posons λ la valeur obtenue). Cher
hons
les équilibres (S∗, X∗

1 , X
∗
2 ) du système, solutions de :






0 = −µ1 (S
∗)X∗

1 − µ2 (S
∗)X∗

2 +D (Sin − S∗)
0 = µ1 (S

∗)X∗
1 −DX∗

1

0 = µ2 (S
∗)X∗

2 −DX∗
2

Supposons que S∗ = λ. Les deux dernières équations deviennent don
 tri-

viales, puisque l'on sait que µ1 (λ) = µ2 (λ) = D. Con
entrons-nous désormais

sur la première équation. Elle devient :

X∗
1 = −X∗

2 + Sin − λ

après avoir simpli�é la première ligne par D. On obtient bien une droite

ve
torielle d'équilibres pour le système di�érentiel du 
hémostat à deux espè
es

sous réserve d'égalité des break-even 
on
entration.

Bien entendu, 
e ne sont pas les seuls équilibres : en posant X∗
1 = X∗

2 = 0,
on obtient S∗ = Sin et on retrouve don
 bien l'équilibre de lessivage. Quant

aux équilibres où un seul X∗
i est nul pour i ∈ {1, 2}, on obtient l'expression des

autres équilibres assez trivialement à l'aide du système et de l'équation de la

droite ve
torielle.

Nous pouvons, de même, prouver 
e résultat en utilisant les � 
oordonnées �

(S,B, p) introduites dans la se
tion pré
édente. C'est 
e que nous allons faire.

Démonstration. Supposons que λ1 = λ2 (posons λ la valeur obtenue). Cher
hons
les équilibres (S∗, B∗, p∗) du système, solutions de :





0 = −B∗ (p∗µ1 (S
∗) + (1− p∗)µ2 (S

∗)) +D (Sin − S∗)

0 = B∗ (p∗µ1 (S
∗) + (1− p∗)µ2 (S

∗))−DB∗

0 = p∗ (1− p∗) (µ1 (S
∗)− µ2 (S

∗))
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Supposons que S∗ = λ. Les deux dernières équations deviennent triviales

puisque µ1 (λ) = µ2 (λ) = D. Quant à la première, on peut la simpli�er en :

0 = −DB∗ +D (Sin − S∗)

En ayant posé B = X1+X2, on retrouve bien une in�nité d'équilibres suivant

la droite ve
torielle :

X∗
1 = −X∗

2 + Sin − λ

En
ore une fois, 
e ne sont pas les seuls ! Si S∗ 6= λ, la dernière équation ne

peut être satisfaite que si p∗ ∈ {0, 1}.

Si p∗ = 0, les deux premières équations se simpli�ent en :

{
0 = −B∗µ2 (S

∗) +D (Sin − S∗)

0 = B∗ (µ2 (S
∗)−D)


e qui donne les équilibres (λ, Sin − λ, 0) et (Sin, 0, 0) (
orrespondant à

l'équilibre de lessivage).

Si p∗ = 1, les deux premières équations se simpli�ent en :

{
0 = −B∗µ1 (S

∗) +D (Sin − S∗)

0 = B∗ (µ1 (S
∗)−D)


e qui donne les équilibres (λ, Sin − λ, 1) et (Sin, 0, 1).

Il serait maintenant intéressant de savoir 
e qui se passerait, de façon biolo-

gique, dans le 
as pathologique où les deux 
inétiques µ1 et µ2 sont rigoureuse-

ment identiques.

Lemme. Considérons un 
hémostat à deux espè
es suivant des 
inétiques ri-

goureusement identiques, i.e. :

∀S ∈ R
+, µ1 (S) = µ2 (S)

Dans 
e 
as, la proportion de 
haque espè
e sera rigoureusement 
onstante ave


le temps.
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Démonstration. En reprenant les 
hangements de variables faits en se
tion 9.1,
nous avions le système di�érentiel suivant :






Ḃ = B (pµ1 (S) + (1− p)µ2 (S))−DB

ṗ = p (1− p) (µ1 (S)− µ2 (S))

Ṡ = −B (pµ1 (S) + (1− p)µ2 (S)) +D (Sin − S)

Par 
ommodité, posons µ := µ1 = µ2, de sorte que le système pré
édent

devienne :





Ḃ = (µ (S)−D)B

ṗ = 0

Ṡ = −Bµ (S) +D (Sin − S)

La deuxième équation nous informe que la proportion de l'espè
e 1 est


onstante au 
ours du temps, 
e que l'on peut réé
rire ainsi :

∀t ∈ R
+, p (t) = p (0) =

X1 (0)

B (0)
=

X1 (0)

X1 (0) +X2 (0)

De façon triviale, en notant q la proportion de l'espè
e 2, puisque q = 1− p,
alors q̇ = 0 de sorte que la proportion de l'espè
e 2 est aussi 
onstante :

∀t ∈ R
+, q (t) = q (0) =

X2 (0)

B (0)
=

X2 (0)

X1 (0) +X2 (0)
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Chapitre 10

Étude du 
hémostat ave
 un

taux de dilution D variable.

10.1 Introdu
tion générale.

10.1.1 De la motivation à la problématique.

Dès à présent, nous supposerons que le taux de dilution D est une fon
tion

variable du temps.

Les résultats des 
hapitres pré
édents montrent qu'une 
oexisten
e est im-

possible au sein du 
hémostat, dès lors que les 
onditions opératoires sont


onstantes, et que le mélange est homogène. Sous 
es 
onditions, on assiste

à un phénomène d'ex
lusion 
ompétitive.

Dans la pratique, l'environnement n'est pas homogène

1

: nous verrons,

entre autres, qu'un environnement périodiquement variable peut entraîner la


oexisten
e des espè
es, et don
 � 
ontredire �

2

le prin
ipe d'ex
lusion 
ompé-

titive.

Supposons que les 
inétiques µi sont stri
tement 
roissantes et que 
elles-
i

s'interse
tent en un point exa
tement :

∃!S∗ ∈ R
∗
+, µ1 (S

∗) = µ2 (S
∗) = D∗

1. Ne serait-
e que par des 
hangements 
limatiques, par exemple.

2. À prendre au sens faible : le prin
ipe d'ex
lusion 
ompétitive énon
e l'impossibilité de

la 
oexisten
e pour un taux de dilution D 
onstant. Notre intuition aurait pu nous pousser à

a�rmer que 
e résultat perdurerait pour un taux D variable, 
e qui n'est pas le 
as.
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Supposons de plus que la 
ondition suivante est véri�ée :

µ1 (S) 6 µ2 (S) ⇐⇒ S ∈ [0, S∗]

Sous 
es hypothèses, ainsi que de paramètres opératoires 
onstants, l'espè
e

1 est favorisée dès lors que D > D∗
, 
'est-à-dire que l'espè
e 1 a la plus faible

break-even 
on
entration.

Le le
teur aura 
ertainement intuité que 
e résultat semblerait, a priori, per-

durer lorsque le taux de dilution D � os
ille � entre des valeurs alternativement

plus faibles, puis plus grandes que D∗
, et inversément. L'étape la plus di�
ile

restera de prouver 
e résultat de façon rigoureuse

3

.

La problématique est don
 la suivante : que peut-on dire de la possibilité de


oexisten
e de deux espè
es en 
ompétition dans un 
hémostat, lorsque le taux

de dilution est os
illant ?

10.1.2 Cadrage de l'étude : notations et 
onsidérations.

Nous rappelons que dans le 
adre de l'évolution de deux espè
es au sein d'un


hémostat, le système d'équations di�érentielles est le suivant :





Ṡ = −µ1 (S)X1 − µ2 (S)X2 +D (t) (Sin − S)

Ẋ1 = µ1 (S)X1 −D (t)X1

Ẋ2 = µ2 (S)X2 −D (t)X2

Jusqu'à présent, nous avons étudié le 
omportement du système dynamique

à un taux de dilution D 
onstant. La nouveauté 
onsiste à 
onsidérer un taux

de dilution T−périodique (en plus des hypothèses 
lassiques de 
ontinuité et de

positivité) :

∃T ∈ R
+
∗ , ∀t ∈ R

+, D (t+ T ) = D (t)

Dans les simulations numériques, nous 
hoisirons fréquemment de prendre

une sinusoïde de pulsation T , ayant une 
ertaine moyenne D et une 
ertaine

amplitude α :

∀t ∈ R
+, D (t) = D +

α

2
sin

(
2π

t

T

)

En�n, nous ferons l'hypothèse que les 
inétiques µi sont stri
tement 
rois-

santes, de 
lasse C1
de R+

à valeurs dans R+
, et telles que µi (0) = 0.

3. Pour une raison simple : les équations sont non autonomes (i.e. dépendantes du temps).
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Dé�nition. Soit p une fon
tion 
ontinue sur R+
et à valeurs réelles. On dé�nit

la moyenne de p, que l'on note 〈p〉, 
omme la fon
tion suivante :

∀t ∈ R
+, 〈p〉 (t) :=

1

t

ˆ t

0

p (ξ) dξ

Dans le 
adre d'une fon
tion périodique, la dé�nition pré
édente s'a�ne

légèrement, 
omme suit.

Dé�nition. Soit p une fon
tion T−périodique, 
ontinue sur [0, T ] ⊂ R et à

valeurs dans R. On appelle moyenne de p, que l'on note 〈p〉, la quantité sui-

vante :

〈p〉 :=
1

T

ˆ T

0

p (ξ) dξ

10.2 Un premier résultat sur le lessivage.

Proposons d'ores et déjà un lemme, qui présente une 
ondition su�sante

pour obtenir le lessivage d'une espè
e dans le 
hémostat.

Lemme. Considérons 2 espè
es au sein d'un 
hémostat, dont le taux de dilu-

tion 
onsidéré est T−périodique. Supposons que l'espè
e i, véri�e l'inéquation

suivante :

µi (Sin) 6 〈D〉 (10.2.1)

Alors 
ette espè
e i s'éteint ave
 le temps, i.e. :

lim
t→+∞

Xi (t) = 0

Démonstration. La preuve se base sur l'étude approfondie de l'équation sui-

vante :

Ẋi = (µi (Sin −X1 −X2)−D)Xi (10.2.2)
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Cette équation n'est rien d'autre que l'équation di�érentielle portant sur Xi

appliquée au système � limite �. En e�et, rappelons rapidement que les solutions

du système di�érentiel du 
hémostat appro
hent de façon exponentiellement

asymptotique le plan dé�ni par :

S +X1 +X2 = Sin

De l'équation 10.2.2 vient l'impli
ation triviale suivante :

Xi (0) = 0 =⇒ ∀t ∈ R
+, Xi (t) = 0

et ainsi, la 
on
lusion est évidente.

Désormais, supposons que Xi (0) > 0. De l'équation 8.0.1 vient l'égalité

suivante :

dXi (t)

Xi (t)
= (µi (S (t))−D (t)) dt (10.2.3)

Donnons-nous n ∈ N, t0 ∈ R+
, et intégrons l'équation pré
édente. L'intégra-

tion du membre de gau
he nous 
onduit à é
rire :

ˆ Xi(t0+(n+1)T )

Xi(t0+nT )

dXi (t)

Xi (t)
= ln [Xi (t0 + (n+ 1)T )]− ln [Xi (t0 + nT )]

Intégrons maintenant le membre de droite, pour é
rire :

ˆ t0+(n+1)T

t0+nT

(µi (S (t))−D (t)) dt =

ˆ t0+(n+1)T

t0+nT

(µi (Sin −X1 (t)−X2 (t))−D (t)) dt

<

ˆ t0+(n+1)T

t0+nT

(µi (Sin)−D (t)) dt

=

ˆ T

0

(µi (Sin)−D (t)) dt

où l'on a utilisé respe
tivement l'é
riture du système limite, la positivité des

quantités Xi et la 
roissan
e de la 
inétique µi, ainsi que la T−périodi
ité de
D. Ce 
al
ul s'a
hève en é
rivant :

ˆ t0+(n+1)T

t0+nT

(µi (S (t))−D (t)) dt < T (µi (Sin)− 〈D〉)

< αT

< 0

en posant α := µi (Sin)− 〈D〉, qui est négatif par l'hypothèse 10.2.1.
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En�n, de l'équation 10.2.3, il s'ensuit que :

∀n ∈ N, ln [Xi (t0 + (n+ 1)T )]− ln [Xi (t0 + nT )] < αT

La suite (Xi (t0 + nT ))n∈N
étant dé
roissante, à valeurs réelles stri
tement

positives, elle sera né
essairement 
onvergente. On peut don
 é
rire que :

∃l ∈ R, lim
n→+∞

Xi (t0 + nT ) = lim
t→+∞

Xi (t) = l > 0

La suite de la preuve utilise un raisonnement par l'absurde : supposons que

l 6= 0, 
'est-à-dire que l > 0.

Utilisons l'inéquation suivante :

∀n ∈ N, ln [Xi (t0 + (n+ 1)T )]− ln [Xi (t0 + nT )] < αT

que l'on passe à la limite, par 
ontinuité de Xi et de ln. Ce
i donne :

ln [l]− ln [l] 6 αT

Puisque T > 0, on obtient ainsi :

0 6 α

On aboutit don
 à une 
ontradi
tion puisque α < 0 par l'hypothèse 10.2.1.

Par 
onséquent, on en déduit que l = 0, et 
e pour toute 
ondition initiale

t0 ∈ R
+
, 
e qui a
hève la démonstration.

10.3 Exposé des prin
ipaux points d'intérêt.

10.3.1 Redé�nition du paramètre � break-even 
on
entra-

tion �.

Dans le 
adre d'une 
inétique de type � Monod �, on peut redé�nir la break-

even 
on
entration lorsque le taux de dilution D est une fon
tion variable du

temps.
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Dé�nition. Lorsque la 
inétique µ d'une espè
e suit une loi de Monod, et que le

taux de dilution D est une fon
tion variable du temps, on redé�nit la break-even


on
entration, notée λ :

λ (t) :=
KD (t)

µmax −D (t)

sous réserve que D (t) < µmax pour tout t ∈ R
+
.

Dans le 
adre plus général, on peut dé�nir λ (t) := µ−1 (D (t)), sous réserve
de dé�nition. λ devient ainsi une fon
tion dépendante du temps. Prouvons que

λ est périodique si et seulement si le taux de dilution D l'est, à la même période.

Lemme. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Le taux de dilution D est T−périodique.

2. La break-even 
on
entration λ est T−périodique.

Démonstration. [1. =⇒ 2.] Supposons que D est T−périodique. Prenons t ∈
R+

. Il est évident que :

λ (t+ T ) =
KD (t+ T )

µmax −D (t+ t)
=

KD (t)

µmax −D (t)
= λ (t)

[2. ⇐= 1.] La ré
iproque se fait sur le même prin
ipe : supposons que λ est

T−périodique. Prenons t ∈ R+
. On a λ (t+ T ) = λ (t). Si l'on é
rit :

{
λ (t+ T ) = KD(t+T )

µmax−D(t+T )

λ (t) = KD(t)
µmax−D(t)

Alors il s'ensuit que :

λ (t+ T ) = λ (t) ⇐⇒
KD (t+ T )

µmax −D (t+ T )
=

KD (t)

µmax −D (t)

⇐⇒
D (t+ T )

µmax −D (t+ T )
=

D (t)

µmax −D (t)

⇐⇒
µmax

D (t+ T )
− 1 =

µmax

D (t)
− 1

⇐⇒ D (t+ T ) = D (t)

Ce qui 
l�ture la démonstration.
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10.3.2 Rappel des résultats pour un taux de dilution va-

riable.

Dans 
ette se
tion, nous avons jugé utile que le le
teur appré
ierait un rap-

pel

4

des résultats qui restent valables, même lorsque le taux de dilution D
devient une fon
tion variable du temps.

Lemme. Considérons le système di�érentiel du 
hémostat, où deux espè
es sont

en 
ompétition sous l'e�et d'un taux de dilution D variable :





Ṡ = −µ1 (S)X1 − µ2 (S)X2 +D (t) (Sin − S)

Ẋ1 = µ1 (S)X1 −D (t)X1

Ẋ2 = µ2 (S)X2 −D (t)X2

(10.3.1)

Alors les assertions suivantes sont vraies :

� R3
+ est un domaine invariant par le système 10.3.1.

� Z = S +X1 +X2 − Sin satisfait à l'équation di�érentielle Ż = −DZ.
� L'ensemble dé�ni par S +X1 +X2 = Sin (Z = 0) est attra
tant.
� Les quantités S, X1 et X2 sont bornées.

10.3.3 Système di�érentiel du 
hémostat en temps � lent/rapide �.

Donnons d'autres expressions du système 10.3.1, qui traduiront alternati-

vement le 
�té � temps lent � ou � temps rapide � du taux de dilution D. En

� temps lent �, le système est équivalent, en posant t = ετ (le but sera, a pos-

teriori, de faire tendre ε vers 0), à :





εdS
dt

= −µ1 (t, S)X1 − µ2 (t, S)X2 +D (t) (Sin − S)

εdX1

dt
= µ1 (t, S)X1 −D (t)X1

εdX2

dt
= µ2 (t, S)X2 −D (t)X2

Tandis qu'en � temps rapide �, en posant τ = t/ε (le but sera, a posteriori,

de faire tendre ε vers 0), on obtient :






dS
dτ

= −µ1 (ετ, S)X1 − µ2 (ετ, S)X2 +D (ετ) (Sin − S)
dX1

dτ
= µ1 (ετ, S)X1 −D (ετ)X1

dX2

dτ
= µ2 (ετ, S)X2 −D (ετ)X2

4. Sans démonstrations (à 
et e�et, nous renvoyons le le
teur au 
hapitre 9).
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10.4 De l'existen
e de solutions périodiques.

En 
e qui 
on
erne le 
as où D est une fon
tion périodique du temps, nous

ne pouvons pas dé�nir d'équilibre pour le système dynamique du 
hémostat.

L'analogue des équilibres dans le 
as où D est une fon
tion périodique est la

re
her
he de solutions périodiques. C'est 
e que nous allons faire à partir de

maintenant.

Lemme. Le système dynamique du 
hémostat admet des solutions périodiques,

de même période que le taux de dilution.

Démonstration. Appelons T la période du taux de dilution. Le système dyna-

mique du 
hémostat est un système de la forme :

Ẋ = f (t,X)

où f est T−périodique en temps, mesurable en temps et lips
hitzienne suivant sa

se
onde variable. Fixons une 
ondition initialeX0 := X (0) ∈ R+
. L'appli
ation :

φ : X0 7−→ X(0,X0) (T )

est 
ontinue, où X(0,X0) (T ) désigne la valeur prise en t = T par la solution X
du système dynamique du 
hémostat ayant pour 
ondition initiale X (0) = X0.

Nous savons qu'il existe un 
ompa
t 
onvexe invariant par la dynamique du


hémostat. Ce 
ompa
t 
onvexe, que l'on notera K, est dé�ni 
omme :

K :=
{
(S,X1, X2) ∈ R

3
+, Xi > 0, S +X1 +X2 6 Sin

}

et l'appli
ation du théorème du point �xe de Brouwer nous donne l'existen
e

d'un point �xe de l'appli
ation φ. Autrement dit, il existe X∗
0 ∈ K tel que

X(0,X0) (T ) = X∗
0 .

Le système dynamique du 
hémostat étant T−périodique en temps, s'il existe

une 
ondition initiale (0, X (0)) telle que la solution X véri�e X (T ) = X (0)
à l'instant T , alors le problème ave
 la nouvelle 
ondition initiale (T,X (T ))
admet une solution X véri�ant X (t) = X (t− τ) pour tout t ∈ ]T, 2T [via le


hangement de variables τ = t − T et l'argument de périodi
ité du système

dynamique.
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Annexe A

Programmes Matab ®

utilisés.

Deux programmes ont été réalisés sous Matlab ®.

A.0.1 Programme 
hemoprog.m.

Ce programme 
onstitue le � 
÷ur � de notre étude Matlab®. Une fois que

l'utilisateur a rentré tous les paramètres intervenant dans les équations du 
hé-

mostat, 
elui-
i les résout numériquement ave
 deux solveurs (ode45 et ode113),

et a�
he en�n les évolutions temporelles des populations et du substrat, ainsi

que les 
ourbes de 
roissan
e de type Monod.

% On vide tout le "Matlab Workspa
e".

% On affi
he également un petit message de bienvenue pour expliquer

% l'utilité du programme.


l
;


lf;


lose;


lear all;

disp(' ')

disp('/----------------------------------------------------------------------\')

disp('| /-------------------------------------------------\ |')

disp('| | RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS RÉGISSANT LE | |')

disp('| | MODÈLE DU CHÉMOSTAT | |')
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disp('| \-------------------------------------------------/ |')

disp('| |')

disp('| Projet de M1 Mathématiques - Statistiques et Appli
ations. |')

disp('| Kevin CAUVIN et Romari
 CONDÉ. Année universitaire 2013-2014. |')

disp('| |')

disp('| Cette fon
tion résout numériquement les équations du 
hémostat, ave
 |')

disp('| les solveurs ode45 (Runge-Kutta 4-5) et ode113 (Adams) de Matlab. |')

disp('\----------------------------------------------------------------------/')

disp(' ')

disp('Appuyez sur une tou
he pour 
ontinuer.')

pause


l


% Les paramètres de l'équation seront données dans une dire
tive "global".

global S_in mu1_max mu2_max KS_1 KS_2 D

% I
i, on demande les paramètres et les 
onditions initiales.

disp(' ');

disp('[Étape 1℄ Paramètres du 
hémostat.');

prompt_S_in = '- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer à S_in ? ';

S_in = input(prompt_S_in);

if isempty(S_in)

warning(' /!\ S_in doit être entré.')

break

end

prompt_S_0 = '- Quelle valeur souhaitez-vous affe
ter à S_0 ? ';

S_0 = input(prompt_S_0);

if isempty(S_0)

warning(' /!\ S_0 doit être entré.')

break

end

disp('- Donnez l''expression du taux de dilution.')

prompt_D = ' Votre 
ommande doit impérativement 
ommen
er par �(t). ';

D = input(prompt_D);

if isempty(D)

warning(' /!\ Vous devez rentrer une valeur pour D.')

break

end
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disp(' ');

disp('[Étape 2℄ Paramètres 
on
ernant "Espè
e 1".');

prompt_mu1_max = '- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer à mu1_max ? ';

mu1_max = input(prompt_mu1_max);

if isempty(mu1_max)

warning(' /!\ mu1_max doit être entré.')

break

end

prompt_KS_1 = '- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer à KS_1 ? ';

KS_1 = input(prompt_KS_1);

if isempty(KS_1)

warning(' /!\ KS_1 doit être entré.')

break

end

prompt_X1_0 = '- Quelle valeur souhaitez-vous affe
ter à X1_0 ? ';

X1_0 = input(prompt_X1_0);

if isempty(X1_0)

warning(' /!\ X1_0 doit être entré.')

break

end

disp(' ');

disp('[Étape 3℄ Paramètres 
on
ernant "Espè
e 2".');

prompt_mu2_max = '- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer à mu2_max ? ';

mu2_max = input(prompt_mu2_max);

if isempty(mu2_max)

warning(' /!\ mu2_max doit être entré.')

break

end

prompt_KS_2 = '- Quelle valeur souhaitez-vous attribuer à KS_2 ? ';

KS_2 = input(prompt_KS_2);

if isempty(KS_2)

warning(' /!\ KS_2 doit être entré.')

break

end

prompt_X2_0 = '- Quelle valeur souhaitez-vous affe
ter à X2_0 ? ';

X2_0 = input(prompt_X2_0);

if isempty(X2_0)

warning(' /!\ X2_0 doit être entré.')

83



break

end

disp(' ');

disp('[Étape 4℄ Simulation numérique.');

prompt_t_final = '- Entrez le temps final utilisé pour la simulation. ';

t_final = input(prompt_t_final);

if isempty(t_final)

warning(' /!\ t_final doit être entré.')

break

end

disp(' ');


lear prompt_*

% Début du 
hronométrage.

ti


% On demande maintenant la résolution en utilisant plusieurs solveurs de Matlab.

% On utilisera :

% - ode45 (Méthode de Runge-Kutta d'ordre 4-5),

% - ode113 (Méthode d'Adams-Moulton).

[t45,y45℄ = ode45 ('
hemo', [0 t_final℄, [S_0 X1_0 X2_0℄);

[t113,y113℄ = ode113('
hemo', [0 t_final℄, [S_0 X1_0 X2_0℄);

% Extra
tion des résultats.

S_45 = y45(:,1);

X1_45 = y45(:,2);

X2_45 = y45(:,3);

S_113 = y113(:,1);

X1_113 = y113(:,2);

X2_113 = y113(:,3);

% Tra
é de la solution S(t), X1(t) et X2(t) en fon
tion de t, sur un même graphe.

% On tra
era les solutions obtenues ave
 ode45 et ode113.

hold on


lose;

figure('Name','Résolution numérique des équations du 
hémostat ave


deux solveurs.','NumberTitle','off')

84



subplot(1,2,1)

plot(t45,y45(:,1),':r',t45,y45(:,2),'-b',t45,y45(:,3),'.g')

title('Résolution numérique - solveur ode45.')

xlabel('Temps (t).');

ylabel('Évolution.');

legend('S(t)','X1(t)','X2(t)')

subplot(1,2,2)

plot(t113,y113(:,1),':r',t113,y113(:,2),'-b',t113,y113(:,3),'.g')

title('Résolution numérique - solveur ode113.')

xlabel('Temps (t).');

ylabel('Évolution.');

legend('S(t)','X1(t)','X2(t)')

hold off

% Compléments :

figure('Name','Courbes de 
roissan
e de Monod des deux espè
es.','NumberTitle','off')

hold on

Smonod = linspa
e(0,S_in);

mu1 = mu1_max .* Smonod ./ (KS_1 + Smonod);

mu2 = mu2_max .* Smonod ./ (KS_2 + Smonod);

plot(Smonod,mu1,'r',Smonod,mu2,'b')

title('Courbes de 
roissan
e de Monod des deux espè
es.')

xlabel('Quantité de substrat (S).');

ylabel('Courbe de 
roissan
e (mu).');

legend('Espè
e 1','Espè
e 2')


lear Smonod mu1 mu2

hold off

% Fin du 
hronométrage.

to


disp(' ');
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A.0.2 Programme 
hemo.m.

On y trouvera, au sein de 
e 
ourt programme, les équations di�érentielles

régissant l'évolution de deux espè
es au sein d'un 
hémostat.

fun
tion ypoint = 
hemo(t,y)

% /----------------------------------------------------------------------\

% | /-------------------------------------------------\ |

% | | RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS RÉGISSANT LE | |

% | | MODÈLE DU CHÉMOSTAT | |

% | \-------------------------------------------------/ |

% | |

% | Projet de M1 Mathématiques - Statistiques et Appli
ations. |

% | Kevin CAUVIN MIGLIORE et Romari
 CONDÉ. |

% | Année universitaire 2013-2014. |

% | |

% | Cette fon
tion 
hemo définit les équations du 
hémostat. |

% \----------------------------------------------------------------------/

% Les paramètres de l'équation seront données dans une dire
tive "global".

global S_in mu1_max mu2_max KS_1 KS_2 D

% Définition du système différentiel.

% On désignera par ypoint(i) la dérivée de y(i), pour i=1..3.

% y(1), y(2) et y(3) désignent respe
tivement les variables S(t), X1(t) et X2(t).

ypoint(1) = (-mu1_max*y(1)/(KS_1 + y(1))) * y(2) +

(-mu2_max*y(1)/(KS_2 + y(1))) * y(3) + D(t) * (S_in - y(1));

ypoint(2) = ( mu1_max*y(1)/(KS_1 + y(1))) * y(2) - D(t) * y(2) ;

ypoint(3) = ( mu2_max*y(1)/(KS_2 + y(1))) * y(3) - D(t) * y(3) ;

% Transposition du système défini.

ypoint = ypoint';

end

86



Annexe B

Simulations numériques et


aptures d'é
ran.

Dans 
ette se
tion, nous re
ensons toutes les simulations numériques, a�n

d'illustrer plusieurs des (multiples !) di�érents 
as possibles pour un système du


hémostat à deux espè
es.
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B.0.3 Une des deux espè
es s'éteint - D périodique.

Commençons par un 
as où l'on 
hoisit deux espè
es ayant leurs 
ourbes de

Monod qui s'interse
tent. On 
hoisira un taux de dilution D périodique, où une

des deux espè
es s'éteint.

Nous avons pris le jeu de paramètres suivant :





Sin = 3

S0 = 4

D (t) = 1 + 1/2 cos (3t)

,





µ1
max = 2.35

K1
S = 1.27

X1 (0) = 1.76

,





µ2
max = 4.04

K2
S = 3.15

X2 (0) = 2.08

et utilisé les solveurs ode45 et ode113 de Matlab suivant le programme 
he-

moprog.m présenté 
i-avant. Nous avons arrêté notre simulation à Tfin = 80.

Le système à résoudre numériquement est don
 le suivant :





Ṡ = − 2.35S
1.27+S

X1 −
4.04S
3.15+S

X2 +
(
1 + 1

2 cos (3t)
)
(3− S)

Ẋ1 = 2.35S
1.27+S

X1 −
(
1 + 1

2 cos (3t)
)
X1

Ẋ2 = 4.04S
3.15+S

X2 −
(
1 + 1

2 cos (3t)
)
X2
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Figure B.0.1 � Cas n°1 : Une des deux espè
es s'éteint - D périodique.

8
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B.0.4 Une des deux espè
es s'éteint - D 
onstant.

Continuons notre étude de 
as. Choisissons deux espè
es ayant leurs 
ourbes

de Monod qui ne s'interse
tent jamais (sauf en (0, 0)). On 
hoisira un taux de

dilution D 
onstant, 
ette fois-
i, et où une des deux espè
es seulement s'éteint.

Nous avons pris le jeu de paramètres suivant :





Sin = 3

S0 = 2.5

D (t) = 2

,





µ1
max = 3.2

K1
S = 1.2

X1 (0) = 2.4

,





µ2
max = 2.6

K2
S = 2.8

X2 (0) = 1

et utilisé les solveurs ode45 et ode113 de Matlab suivant le programme 
he-

moprog.m présenté 
i-avant. Nous avons arrêté notre simulation à Tfin = 50.

Le système à résoudre numériquement est don
 le suivant :





Ṡ = − 3.2S
1.2+S

X1 −
2.6S
2.8+S

X2 +2 (3− S)

Ẋ1 = 3.2S
1.2+S

X1 −2X1

Ẋ2 = 2.6S
2.8+S

X2 −2X2
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Figure B.0.2 � Cas n°2 : Une des deux espè
es s'éteint - D 
onstant.

9
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B.0.5 Lessivage des deux espè
es - D périodique.

Maintenant, nous 
hoisirons deux espè
es ayant leurs 
ourbes de Monod

qui ne s'interse
tent jamais (sauf en (0, 0)), ainsi qu'un taux de dilution D
périodique, où l'on assistera à l'extin
tion des deux espè
es (
'est le phénomène

de lessivage).

Nous avons pris le jeu de paramètres suivant :





Sin = 2.4

S0 = 1.6

D (t) = 2.5 + sin (5t+ π/16)

,





µ1
max = 1.5

K1
S = 2

X1 (0) = 1

,





µ2
max = 1

K2
S = 2

X2 (0) = 1.85

et utilisé les solveurs ode45 et ode113 de Matlab suivant le programme 
he-

moprog.m présenté 
i-avant. Nous avons arrêté notre simulation à Tfin = 5.

Le système à résoudre numériquement est don
 le suivant :





Ṡ = − 1.5S
2+S

X1 −
S

2+S
X2 +(2.5 + sin (5t+ π/16)) (2.4− S)

Ẋ1 = 1.5S
2+S

X1 − (2.5 + sin (5t+ π/16))X1

Ẋ2 = S
2+S

X2 − (2.5 + sin (5t+ π/16))X2
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Figure B.0.3 � Cas n°3 : Lessivage des deux espè
es - D périodique.
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B.0.6 Lessivage des deux espè
es - D 
onstant.

De la même façon, nous 
hoisirons un taux de dilution D 
onstant, où les

deux espè
es s'éteignent ave
 le temps (lessivage des deux espè
es). Les 
ourbes

de Monod seront 
hoisies de telle sorte à ne pas s'interse
ter.

Nous avons pris le jeu de paramètres suivant :





Sin = 1.2

S0 = 1.6

D (t) = 6

,





µ1
max = 1.8

K1
S = 0.4

X1 (0) = 0.7

,





µ2
max = 2

K2
S = 1

X2 (0) = 1.5

et utilisé les solveurs ode45 et ode113 de Matlab suivant le programme 
he-

moprog.m présenté 
i-avant. Nous avons arrêté notre simulation à Tfin = 5.

Le système à résoudre numériquement est don
 le suivant :





Ṡ = − 1.8S
0.4+S

X1 −
2S
1+S

X2 +6 (1.2− S)

Ẋ1 = 1.8S
0.4+S

X1 −6X1

Ẋ2 = 2S
1+S

X2 −6X2
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Figure B.0.4 � Cas n°4 : Lessivage des deux espè
es - D 
onstant.

9
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B.0.7 Survie des deux espè
es - D périodique.

En�n, pour 
l�turer 
es études de 
as, nous 
hoisirons deux espè
es ayant

leurs 
ourbes de Monod qui s'interse
tent. Le taux de dilution D sera 
hoisi

périodique et on assistera à la 
oexisten
e des deux espè
es. Nous rappelons que

nous ne pourrons faire 
ette étude lorsque D est 
hoisi 
onstant, en vertu du

prin
ipe d'ex
lusion 
ompétitive.

Nous avons pris le jeu de paramètres suivant :






Sin = 1

S0 = 0.05

D (t) = 1 + 0.1 sin (t)

,






µ1
max = 1.155

K1
S = 0.05

X1 (0) = 0.4283661

,






µ2
max = 3

K2
S = 0.65

X2 (0) = 0.2878206

et utilisé les solveurs ode45 et ode113 de Matlab suivant le programme 
he-

moprog.m présenté 
i-avant. Nous avons arrêté notre simulation à Tfin = 50.

Le système à résoudre numériquement est don
 le suivant :






Ṡ = − 1.155S
0.05+S

X1 −
3S

0.65+S
X2 +(1 + 0.1 sin (t)) (1− S)

Ẋ1 = 1.155S
0.05+S

X1 − (1 + 0.1 sin (t))X1

Ẋ2 = 3S
0.65+S

X2 − (1 + 0.1 sin (t))X2
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Figure B.0.5 � Cas n°5 : Survie des deux espè
es - D périodique.
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Annexe C

Étude Maple �.

Parallèlement à 
ela, nous avons dé
idé de mener une partie de notre étude

sous Maple �.
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