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Chapitre 1

Introduction

1.1 A propos de ces notes

Ce formulaire accompagne le cours HMPH316 “Théorie quantique des champs” de la deuxieme
année du master “Cosmos, champs et particules” a la faculté des sciences de I’Université de Mont-
pellier. En ce moment il contient surtout les formules et trés peu d’explications. De plus, il contient
sans doute toujours des erreurs typographiques et manque des signes perdus — merci de me le
signaler si vous trouvez 'un ou l'autre (felix.bruemmer@umontpellier.fr).

Les prérequis pour ce cours sont des connaissances au niveau de la licence et du M1 en physique
théorique : Mécanique analytique, théorie des champs classiques (électrodynamique), relativité
restreinte, mécanique quantique avancée, introduction & la physique théorique des particules. Coté
mathématique, des connaissances élémentaires de ’analyse complexe et de I’analyse fonctionnelle
seront utiles.

Littérature et sources pour ce texte et le cours :

e M. E. Peskin and D. V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, Perseus Books
1995.

e M. Srednicki, Quantum Field Theory, Cambridge Univ. Pr. 2007.

e P. Ramond, Field Theory : A Modern Primer (2nd ed.), Westview 2001.

o A. Zee, Quantum Field Theory in a Nutshell, Princeton Univ. Pr. 2003.

e M. Schwartz, Quantum Field Theory and the Standard Model, Cambridge Univ. Pr. 2014.
e S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields vols. I, II, Cambridge Univ. Pr. 2000.

e Notes de cours en ligne par M. Gaberdiel (Zurich), M. G. Schmidt (Heidelberg), D. Tong
(Cambridge), T. Weigand (Heidelberg).

1.2 Quelques remarques introductoires

A quoi sert la TQC?

Probleémes de la mécanique quantique : Inhéremment non-relativiste (éq. de Schrodinger n’est pas
invariant par Lorentz, le temps joue un role spécial). Nombre de particules fixe, impossible de
décrire diffusion inélastique et désintégration. Solution : TQC.
Domaines d’application :

e physique des particules élémentaires & hautes énergies

e physique nucléaire et hadronique

e cosmologie



physique statistique (pas forcement TQC relativiste)

matiere condensée (TQC non relativiste)

Apercu du cours :

Observables (en physique des particules & hautes énergies) : sections efficaces de diffusion,
taux de désintégration.

Données par les éléments de la matrice S aux facteurs cinématiques pres.

Matrice S = opérateur unitaire dont les éléments de matrice sont les amplitudes de transition
entre un état “incident” at — —oo et un état “émergent” at — +oo.

Eléments de la matrice S = résidus des fonctions de correlation en ordre chronologique sur
couche de masse transformées par Fourier, d’apres la formule de réduction de LSZ.

Partie majeure de ce cours : Calcul des fonctions de correlation.
Outil principal : I’intégrale de chemin de Feynman évaluée en théorie des perturbations.

Aux ordres supérieures en théorie des perturbations, résultats souvent donnés par des
intégrales impropres divergentes. Nécessité de régulariser et renormaliser la théorie afin
d’en obtenir des réponses finies.



Chapitre 2

Théorie relativiste des champs

classiques

2.1 Rappel de la relativité restreinte

Métrique de Minkowski en signature (+ — ——) :
+1
-1
g = (gut/) = 1
-1
g"¥ = métrique inverse, mémes coefficients car
+1 +1
-1 -1
vA\ —
(guvg”") = 4 1 =1.
-1 -1

Ici et partout : convention de sommation,

3
ayb* = g"a,b, = guatb’ = Z a,b* .
n=0

Transformations de Lorentz propres orthochrones A € SO'(3,1) :
ATgh =g, det A = +1 (propre), AS > 0 (orthochrone) .

Les coordonnées d’espace-tems

z=(z") = < ;_Z. ) (convention : ¢ = 1)

se transforment comme un vecteur de Lorentz :
r — Ax.

Dérivées par rapport & x :

(2.3)



2.2 Le champ scalaire classique
L’équation de Schrédinger (convention : = 1)

.0
i=10) = HI) (2.10)

n’est pas invariant par les transformations de Lorentz : linéaire en temps mais quadratique en

2
espace, p.ex. pour une particle libre sans spin : H = f—m = —%. Mécanique quantique : temps

= parametre du systéme, pas un opérateur ; espace = (valeur propre de 1’)opérateur de position.
TQC : espace devient un parametre également.

Représentation de Heisenberg : opérateurs en mécanique quantique dépendent du temps.
Opérateurs en TQC dépendent du temps et de I'espace de fagon covariante : ®(t) — P(¢, 7).
Les états (= vecteurs de ’espace de Hilbert) sont indépendants de ’espace-temps (contrairement
a la représentation de Schrodinger).

Ces champs quantiques seront ultérieurement & valeur opérateur. Mais dans ce chapitre on va
d’abord considérer des champs classiques : fonctions de 'espace-temps a valeur réelle ou compleze.

Quantité fondamentale : action S.

Trois postulats : S est une fonctionnelleEI
1. réelle (observables = réelles; en MQ lié a la conservation de probabilité),
2. invariante par les transformations de Lorentz (théorie relativiste),
3. locale (structure causale)

sur ’espace des champs @;.

Localité :

S[®;] = /d4:c L(®;(x),0,P;(),...) (2.11)

ou la fonction £ (densité lagrangienne, “lagrangien”) dépend des champs et de leurs dérivées a un
seul point x de ’espace-temps. Cf. formalisme lagrangien de la mécanique classique,

Stai = [ dt L@, 40, (212)
Invariance : Postulat 2. = £ est une fonction scalaire, £ = L, puisque

S 8= /d4m detA L' £ S (2.13)
avec det A = 1.

Principe fondamental : principe de moindre action.

Chemin classique (dans l’espace de configuration des champs) <+ action stationnaire,

0S5
0®;

=0. (2.14)

Cf. les trajectoires classiques en mécanique vérifiant g—f =0.
i

1. Voir annexe




On a

4S .
S[®; + A®;] = S[P;] + 50, A®; + 0 (||A‘I’z||2)
oL oL oL
_ i 4 . .
_S[<I>Z]+/da; <8<I>,- ; 6(8@)8 AP, +6(8H6V(I)i)aﬂa,,A<In+...>
+0(||a®i]?) (2.15)
oL oL
= S[®,] 4 o= = ) AS,
= sl + [ da < ~ 5,3 T 56,0, )
+0(||ad)?) .

Troisieme égalité < intégrations par parties, A®; et toutes ses dérivées supposées de s’annuller a
I’infini.

Alors d’apres Eq. (2.14))

oL oL oL
55, Hmﬁwymf..._o (2.16)

(équations de mouvement).

Quatrieme postulat :

4. L’action est telle que les équations de mouvement sont au maximum de second ordre
& L peut dépendre de 0,®; (au maximum quadratiquement) ou de 9,0, fI' (au maximum
linéairement), mais pas des dérivées supérieures. (Cf. mécanique : F=mi )

Un terme qui dépend de 9,0, ®; linéairement peut toujours étre écrit comme

of

7%, (0,2;) (0u®:) (2.17)

1(#)0,0,%; = 9, (f(2,)0,%;) -
N— —

dérivée totale

On regarde seulement des configurations ou tous les champs et toutes ses dérivées s’annulent a
I’infini = on peut supprimer les dérivées totales dans L car

R* OR*

pour une fonction F quelconque. On déduit alors du postulat 4. et de (2.17) : Sans perte de
généralité, on peut supposer que £ ne dépend que de ®; et de 0,®; (et de ce dernier au maximum
quadratiquement).

Les e.d.m. deviennent les €quations d’FEuler-Lagrange,

oL oL
Cf. équations d’E-L en mécanique,
oL doL
9 dloq 0. (2.20)

Exemple : Le champ scalaire réel

Un seul champ ¢(z) & valeurs réelles qui se transforme comme ¢(z) — ¢(A~'z). Le lagrangien
est

L= %auqsa% — V(). (2.21)




o Le terme cinétique %8u¢58”¢ : le terme le plus simple permis par l'invariance de Lorentz
qui implique des dérivées. Coefficient % choisi par convention (normalisation du champ).
Implication : dimension [¢] = 1.E|

e La densité d’énergie potentielle V(¢) = une fonction quelconque; développement limité en
0 1 1 1

V(p) = Vo + M3 ¢+ §m2¢2 + g,uqﬁ?’ + IM)‘* + ... (2.22)
La constante Vy ne joue pas dans les équations de mouvement. Le terme linéaire peut étre

absorbé par une redéfinition du champ ¢ — ¢— cte. et des autres coefficients. Alors, sans
perte de généralité, les premiers termes dans V' sont

V(¢) = %m2¢52 + émﬁ + %W‘ . (2.23)

On pourrait ajouter des termes de dimension > 4 & £ comme ¢, po" ¢, $?0,¢0"¢,..., ¢°, ¢5,. ..
etc. (avec des coefficients de dimension < 0). En physique quantique, un tel terme représentera
une interaction non renormalisable — il y a des bonnes raisons de les supprimer comme on verra
plus tard.

. Equation de mouvement pour le cas spécial u =0, A =0,
1 1 55

(“champ libre”) : E'quation de Klein-Gordon,

‘(D+m2)¢:0.‘ (2.25)

Solution : superpositions des ondes planes
o(x) =Y ap)e™",  pP=m?. (2.26)

Interprétation de m? : p, = quadri-impulsion, alors p* = E?—p? = m?, alors m? = (masse)”.
. Equation de mouvement en cas général :
A
(O+m?) ¢ = —%qﬁ? - <o, (2.27)

Interprétation de p et A : termes non-linéaires dans 1’équation de mouvement = termes
d’interaction. Sip # 0 et/ou X # 0 : plus de solution exacte, plus de principe de superposition,
self-interaction, diffusion.

2.3 Le théoreme de Noether

On considere une transformation continue dépendant d’un parametre réel « :

®;(z) = @i(z) = ®;(2) + aAd;(z) + O(|al?) (2.28)

Si l’action reste inchangée,
S[#,] = S[®) (2.29)
2. Avec h=c =11l n’y a qu’une seule unité, celle de la masse : [masse] = [énergie] = [impulsion] = [temps™!]

= [distance~!]. L’action est sans dimension, le lagrangien est de dimension [masse]* (ou 4 en bref), donc [¢] = 1
est une conséquence de [9/0zH] = 1.



la transformation est une symétrie de la théorie. S inchangée < £ change au maximum par une
dérivée totale. Au premier ordre :

L — L+ ad,J" ()

=L+ %(aA%) + Lau((m@,-)
0P; 0(0,®;) (2.30)
oL oL oL '
= AP, — — Oy | AD,
c+ad, (5ga75) +o (55 ~amay)
=0
En comparant la premiere et la derniere ligne :
5 oL
[ )
OudJ Oy <3(5u‘1’i) A<I'1> (2.31)
et alors
O J*(z) =0 (2.32)
avec
oL R
H=e ——— AP, — JH. 2.
J 9(0,8,) J (2.33)

On a établi le théoréme de Noether : (symétrie ®; — @) = ( I courant conservé J*(x)).

Conséquence d’un courant (ou plus précisement : densité de courant) satisfaisant 1’équation de
continuité 9, J* = 0 : ’existence d’une charge conservée Q) car pour J* = (p,])

0=08,J'=p-V-F (2.34)
alors en intégrant sur ’espace,
d N L=
— p= V-r= 7-dS=0. (2.35)
dt espace espace infini spatial
———

=Q

Exemple : Champ scalaire libre sans masse

L= %8,@8”(;5 (2.36)
Symétrie : ¢(z) — ¢'(z) = d(z) + a K

Variation du lagrangien nulle, £ — £, alors J# =0
Courant conservé : A¢ = 1 alors J*(z) = 0" ¢(x)

Ici : conservation du courant < éq. de mouvement g = 0.
Exemple plus intéressant : symétrie de translation C symétrie de Poincaré

Symétrie d’espace-temps z# — z* —a* (quatre parametres = composantes de a*). Pour un champ
scalaire,

$(z) = bz +a) = ¢(z) + (Fue)a” + O(|al ). (2.37)
Transformation du lagrangien au premier ordre :
L — L+ (0L)d" =L+a"0, (85 L) (2.38)
HA,_/
J

10



Un courant conservé par translation indépendante, groupés dans un tenseur T} :

oL oL

6(6‘7;@)6”(/) —Jr = 50,9) dyp— 1L =TH (2.39)
alors les équations de conservation sont
0.TH =0. (2.40)
On appelle T} le tenseur d’énergie-impulsion.
Charges conservées :
/ BT =H (hamiltonien) , (2.41)
/dSm T =P, i=1,2,3 (impulsions) . (2.42)

11



Chapitre 3

La quantification canonique du
champ scalaire libre

3.1 Le développement des champs en modes de Fourier
On considere un champ scalaire réel libre,
1 N

Apres une transformation de Fourier

ot,) = [ 3 e5(0, ) 52)
) - (27T)3 ) .
I’équation de Klein-Gordon (O + m?)¢ = 0 devient
0 712 2 e

Oscillateur harmonique avec fréquence wy = \/|k|? +m? (racine positive).

Rappel : en mécanique quantique, hamiltonien de l’oscillateur harmonique

H=>p>+=—¢ 34
5P+ 5 (34)

diagonalisé par une transformation canonique,

q= L (a+al), p:—i\/g(a—(ﬂ) (3.5)

ot [q,p] = i, alors [a,a’] = 1, alors

¥

H=w <a*a + 1) (3.6)

avec les états propres
) o< (a)?(0) . (3.7)

Pour quantifier le champ scalaire, on définit le moment conjugué = (t, ) de ¢(t, &) (aucune relation
avec le nombre 7)

o~ 0L
7(t, %) = 20T (3.8)

12



Pour un champ scalaire réel libre, éq. (3.1) donne

w(t,T) = (ﬁ(t, ). (3.9)

De plus, la densité hamiltonienne H est

H:m;'s—[,:%w + = (w) +%m2¢2, H:/d%’}—t. (3.10)

Cf. mécanique, p = ‘g—flf et H=pj— L.
On définit des coefficients de Fourier a et b par

o _ [ K PN it RE) | p it hE-E)
b(t, T) = / 0 (alBe + b(F)e ) (3.11)

(cf. éq. (3.5) en MQ), ou f (|E|) = une fonction quelconque (redondante, pourrait étre absorbée
dans la définition de a et b), & spécifier plus tard.

En tant que champ réel, ¢ satisfait I’équation

3 o . ' L
¢ = ¢* — /& (a*(k)ei(wl?t_k'm) + b*(k)e_z(wﬁt+k'm))

FRD a12)
3 . o . S )
:/ d_]? (a*(_k)ei(w,;t—&-kw)+b*(_k)e—z(w,;t—k'w))
F(IK])
En comparant avec éq. (3.11)) :
b (=F) = a(k) (3.13)
donc
3 -
/ dfc a e ilwgt=F-&) | (— E)ei(w,;urk.f))
f(IKD
3k - - P
— - a k —i(wit— k) +a (k)ez(w,;t—kw)
/ D ) (3.14)
3
k N o
— / - a k —ikx a*(k)ezkz)
7R o

avec kx = kya". On choisit f (|E]) tel que ; (‘sﬁl) est invariant par des transformations de Lorentz

propres orthochrones :

d*k (K — 2)(9(]{:0) manifestement invariant
1 1
/ AR~ m*)O(R) = 5 carbgle) = Y bz —y).
g o 19 W
(ko)z w_ {y 19(y)=0}
Ainsi, si f(|k]) wg, alors % est invariant. Convention :
Flk]) = (2m)% 2w, (3.15)
Notation :
dk = i mesure d’intégration invariante (3.16)
= (2m)%2u; g ' ‘
En résumé :
- / Tk (a(B)e + a* (F)e™) (3.17)

13



ou k¥ = wp = +1/ k|2 + m2.

On montre (— exercices)
af) =i [ @z Go ola), o £ 3 9= (99) ~ (ON)g- (319)

Pour le moment conjugué on trouve ’expression

w(t, 7) = o(t,7) = / dk(—iwz) (a(E)e—“” - a*(i{)eikw) . (3.19)

3.2 Les relations de commutation canoniques

Quantification : champs — opérateurs, relations canoniques de commutation a temps égaux

[o(¢, ), o(t,Z")] =0,
[7(t, &), n(t,&")] =0, (3.20)
[Qs( y L), ﬂ-(ta fI)] 15(3) (:ir - fl) .

Cf. mécanique quantique, [g;, q;] = [pi,p;] = 0 et [g;, p;] = i0;;.
Equivalent & éq. (3.20) (— exercice) :

[a(k), at (K")] = 2w,(2)26®) (k — k). (3.21)

(Opérateurs — conjugué complexe a* remplacé par conjugué hermitien af.)
Quantification canonique du champ scalaire réel libre.

Ensuite on va montrer
H= /dkwk (K)a(k) + Eo (3.22)

avec FEy une constante (comparaison : en mécanique quantique, pour un ensemble d’oscillateurs,
H =Y, wiala; + 1)).
Densité hamiltonienne :
1 .
H=3m+3 (V¢) Fme’
= i/dk dk’ —WpWi, (a(E)e_ikx - aT(E)eikw)
dk dk’ (—E K (a(E)e_ikw — af (k)

2 ~ o~

+ 5 [ dkdk (a(B)e ™ +al (B)e) (a(f)e ™" +at (B)e?) .

14



Hamiltonien, en utilisant [ d3z e = (27)36(3)(g) et avec w = w; et W' = wy, -

H:/d?’w’H

1 [~ ~ SR o o
:2/dkdk'<5<3>(k—k') (ww'+k-k'+m2)

I
I
o.
>
/N
€
(3]
_|._
B
M
_|_
Sl\./
N——
/N
s
2,
—
=
N
)
~
=
N
_+_
)
~
=
N
)
2,
~~
>
N
N——

-

_ % / dk w (aT(E)a(E) + a(/’c’)a*(k)) :

(3.24)

On peut échanger 'ordre des a et a' en prenant compte des relations de commutation éq. (3.21) :

H= /d“fc w at(B)a(k) +/d~k w? (2m)363)(0) .

~

Eg

Ey diverge : somme sur toutes les énergies du point zéro d’un infini d’oscillateurs.

3.3 L’espace de Fock

Espace de Hilbert sur lequel ces opérateurs agissent : espace de Fock.
o (Y|H — Epl|tp) > 0 pour tous les états |¢))
car (Y|H — Egly) = [dk w,;||a(l§)|1/1)||2 manifestement défini positif
e Jun état |0) (le vide) tel que a(q)|0) =0V ¢

(3.25)

car sinon : soit ¢ un état propre de H avec énergie E, H|y) = E1)); par application répétée
des a, on pourrait abaisser ’énergie & volonté et finalement arriver aux valeurs négatives,

Ha@lw) = / dk wza (B)a(B)a(@)[9) + Eo a(@)w)

-

— a(@H|Y) + / dkw  [af (), a(@)]  a(k)lw)
—2@.;,;(2#)35(3)(/3—@')

= (E = wg)al@])

e On appelle Ey lénergie du vide : constante divergente. L’ajout d’une constante & H ne

change pas les observables — redéfinir H pour y absorber Ej.

Origine :

1. énergie calculée dans un volume infini,

/ dSZL' elﬁf _ (271_)36(3) (m = LLVRBH _ /d?)x _ (27_[_)35(3) (0)
RS

15



Divergence infrarouge (on prend la somme sur des longueurs d’onde sans limite

supérieure). Quantité finie en IR : densité d’énergie du vide, eg = vb%

. € diverge toujours dans ’'ultraviolet :

1 d3k - 1 oo, i
== VIER +m2 = dJR] [R]2\/ [R]2 + m2
€0 2/(%)3 k]2 +m 16”2/0 K| [K]*\/ |E]* +m

Interprétation physique : on prend la somme sur des longueurs d’onde infiniment
courts. A trés courtes distances, la théorie devrait étre remplacé par une théorie plus
fondamentale. En particulier : énergie du vide pas observable en TQC, mais impor-
tant pour la gravité = au-dessous de l’échelle de longueur de la gravité quantique

lPlanck = ’Z—? ~ 10735 m, besoin d’une structure qui remplace la TQC.

e Interprétation des opérateurs de champ :

3.4

Iaction aT(E) sur le vide crée un état propre de 'hamiltonien avec impulsion E,

k) = ! (F)[0) (3.26)
Opérateur de création. |k) = “état & une particule” avec impulsion bien définie (mais
position maximalement incertaine)
a(F)|0) =0 VE,et

a(k)|k) « |0) (3.27)

Opérateur d’annihilation.

Spectre de ’hamiltonien libre = {états & n particules}, obtenus par l’action successive
des a! sur le vide.

Normalisation :
(k|k") = (0| a(k)at(K") |0)
——
[a(k),at (E")]+at (k" )a(k)

pd
= (0](2m)?2w0® (k — k")[0) + (0la’ (K") a(K)|0) (3.28)

N——r
0

= (2m)%2ws®) (k — k')

¢(z) crée particule localisée a z, |z) = ¢(x)|0) (mais impulsion maximalement incer-
taine)

(pla) = e
(z]|z'y = amplitude de probabilité pour I’évolution de |z’) & (x|. Voir section suivante.

Propagateurs

Causalité

Amplitude de propagation de x & y :
D(z —y) = (zly) = (0]¢(z)¢(y)|0)

-

/aﬂ a0 (G(E)e_m + GT(E)GM) (a(k')e""“'y + aT(E’)e"k’y) 10)

/a‘é &E,<O|e—ikz a(E)aT(E') ez‘ky|0>
I e
at (K)a(k)—[at (k'),a(F)]

[ dremikien,

(3.29)
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Violation de causalité ? Non car quantité importante pour les mésurements = commutateur. Or

[¢(x), 6(y)] = (0l[¢(x), ¢()]|0) = D(z —y) — D(y — x)

. 5 . (3.30)
=0 si(z—y)*<0 (— exercice).

Probabilité de propager de z & y s’annulle avec probabilité de propager de y a z, si la distance
entre z et y est du genre espace.

Généralisation pour le champ scalaire complexe :

(@), 61 y)] =0 si(x—y)’ <0 (3.31)

Probabilité d’un particule ¢ de propager de x & y s’annulle avec probabilité d’un antiparticule ¢t
de propager de y a x.

Propagateur de Feynman

On définit
| Dr(z—y) = (0] T6()o(v)[0) | (3.32)
(propagateur de Feynman), avec
o) ={ S0 12 (3.3

(produit des opérateurs en ordre chronologique, indiqué par le symbole T'; se généralise de fagon
évidente aux produits de multiples opérateurs). Explicitement :

Dp(z—y) =0(z" —y")D(z —y) + O(y° —2°)D(y — x)

_ 0o_,0 17 —ik(z—y) 0o_ ,0 17 ik(z—y)
=0(z y)/dke + O(y x)/dke (3.34)

d?)k 1 ik (Z—7 —iw(z®—y° iw(a®—y°
= /Wﬂelk( ) (@(330 —y0)e @@ =) L Q(y° — g0)e (e Y )) .

On souhaite reécrire cette quantité de maniére manifestement covariante. On note d’abord que
e_iko(xo_yo)
"= )R+ )

(3.35)

1 ; 0 0 1
0o_,0 —iw(z"~y") — o_,0 0
O(z” —y )2we O@z” —y )27”, i_ dk G

ou la courbe C_ est définie par

Im k() A

Explication : Voir annexe A pour un rappel du calcul des intégrales avec le théoréeme des résidus.
Au membre droite de (3.35)), z° — y° est positif grace & la fonction ©, alors I'intégrande décroit de
maniere exponentielle pour |k°| — oo si Im k% < 0. On peut alors fermer la courbe d’intégration
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dans le demi-plan complexe inférieur sans que l'arc & |k%| — oo contribue & l'intégrale. Le long
de ’axe réelle on a choisi la courbe d’intégration de la sorte qu’elle contourne le pdle & k° = —w

—ik0(x0_,0
par dessous, et qu’elle inclut le pole & k° = +w. Le résidu de la fonction f(k°) = & by

kO —w)(kO4w) a
£k = 4w est

e—iw(wo—yo)
res (f,w) = 55 , (3.36)
et (3.35) résulte du théoreme des résidus.
De méme,
]. . 0 0 ]_ e_iko(xo_yo)
Oy’ — %) —e“@ ) = -0 0—0—75 dk° : 3.37
(v —= )Qwe (v —= )2m' o (k9 — w) (kO + w) (3:37)

Méme raisonnement mais maintenant la courbe C; doit étre fermée dans le demi-plan supérieur
puisque z° — y° est négatif, donc 'intégrande décroit exponentiellement pour Im k° > 0.

Im kO A
<. C

Insérer éqgs. (3.35)) et (3.37) dans éq. (3.34) :

Bk [ AR g e 00)
D _ — S M ik(F-y)_ &~ T 0_ ,0y__ 0_ .0 )
ro=0)= [ G [ e G e (O - -l —aY) (339

~~

=—1

oll “6¢” = moyen mnémotechnique, évoque que l'intégration sur k° est définie par le contournement
du pole & —w par dessous et du pole & +w par dessus. Utiliser (k%) —w? = (k°)2 — |k|> —m? =
k2 —m?:

4 .
D (:I,' — ) = d7k v e*ik(wfy) (3 39)
r Y (2m)4 k2 — m?2 + ie ' '

Exercice — iDp(xz — y) est une fonction de Green pour 'opérateur de Klein-Gordon,

(O +m?)Dp(z —y) = —id™ (z —y). (3.40)

(Rappel : si G est une fonction de Green pour opérateur D, D, G(z,y) = §(z —y), alors 'équation
différentielle D, f = .J a la solution f(z) = [dy J(y)G(x,y). Fonctions de Green différentes pour
conditions aux limites différentes.)

Exercice — propagateur avancé, propagateur retardé.
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Chapitre 4

Interactions

4.1

La théorie libre vs. la théorie avec interactions

Avant : théorie libre sans interactions.

L= %(6;1(?5)2 - %m%¢2
équation de mouvement linéaire, (O + m3)¢ = 0
= principe de superposition, pas de diffusion

théorie exactement soluble, spectre = états & n particules
premiere excitation : énergie au repos mg

décomposition en modes de Fourier : a(E), at (E) ne dependent pas du temps, annihile / crée
état & 1 particule bien normalisé :

al(B)[0) = k)Y,  (K'|k) = 2w(27)?6®) (k — k') .

Dorénavant : théorie avec interactions,

L= 300u0)” = 5m3” — Vi ()

équation de mouvement non linéaire, (O + m3)¢p = —V! . (¢)

(ou généralement : (O+mZ)¢ = J avec J une fonction non linéaire de ¢ et d’autres champs)
= diffusion

théories généralement non solubles, spectre = états & n particules, états liés, résonances
instables. . .

énergie au repos du premier niveau excité m différent de myq :
masse de la particule # paramétre mg du lagrangien

on peut toujours définir des opérateurs a et af par éq. (3.18) mais ils ne seront plus
indépendants du temps. De plus,

at(k,1)[0) = a|0) + BI1) + ... (4.1)

A priori : af (K, £)|0) sera une combinaison lindaire de tous les états du spectre (en particulier,
ne sera plus un état propre d’impulsion k).

On s’intéresse aux expériences de diffusion ou pour ¢ — =+oo les particules incidentes/émergentes
sont bien isolées, effectivement des particules libres. On va alors redéfinir ¢ de facon que pour
t — oo, aT(E, t)|0) = état & une particule bien normalisé, au moins “au sens faible”, c.a.d. dans
les produits scalaires avec d’autres états. Alors aux temps asymptotiques on pourra utiliser le
formalisme de la théorie libre. La redéfinition de ¢ entrainera un changement correspondant de
I’expression du lagrangien.

Evolution temporelle des opérateurs selon équation de Heisenberg :

o, &) = e (0, &)e™ " . (42)
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Généralisation relativiste : . '
¢(x) = P p(0)e™ P (4.3)

avec les impulsions P# = T = générateurs des translations en espace-temps.

Redéfinition des champs :

1.
(0]¢()[0) = 0. (44)
En général,
(06 (2)]0) = (0]e"*¢(0)e™""*[0) = (0[4(0)|0) = ¢  (cte.) (4.5)
a cause de l'invariance du vide par translations. Alors redéfinissons ¢(z) — ¢(z) — c.
2. .
(plo(x)|0) = e**. (4.6)
Ici (p| = état & une particule bien normalisé, avec quadri-impulsion p, p> = m?>. En général
on aurait
(plo(2)0) = (ple'* $(0)e*"*10) = ™" (p|¢(0)|0) (4.7)

ott (p|¢(0)|0) = invariante de Lorentz, peut dépendre seulement de p?> = m>. Relation sou-
haitée : (p|¢(0)|0) = 1, comme dans la théorie libre, ot on a

160)10) = ] [ &k (a®) +a'(B)) [0) = [ & (ol

4.8)
B3k 1 - (
= [ oms s (2m)3 2w (k- p) = 1.
/ @n)? 2wy o) 24RO (R =)
Avec cette relation I’état & une particule contenu dans af|0) sera donc bien normalisé.
Théoréme (sans démonstration) :
Z = |{p|#(0)[0))> =1 <«  théorie libre. (4.9)

Pour une théorie avec interactions il faut donc redéfinir ¢ — ¢/ VZ.

3. On peut montrer (— exercices) : Si (Ap| est un état lié olt multiparticules avec impulsion p,
alors
. t 7 —
t_l}rjrtloo()\pm (k,t)|0) = 0. (4.10)
Apres les redéfinitions 1. et 2. et avec la propriété 3. on conclut que

, liril at(E,1)|0) se comporte comme état a une particule bien normalisé. (4.11)
— 0O

4.2 La formule de reduction de LSZ

Expérience de diffusion idéalisée, deux particules entrantes, deux particules en état final :

temps
— > + o0

particule 1 particule 1’

i)

particule 2

Rﬁ_)

paquets d’onde
libres
bien separes

//

1)
particule 2’
— —
temps paquets d’onde
intermediaires: libres
interactions bien separes
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Particules a t — o0 : paquets d’onde bien séparés, assimilés a des champs libres. Particules a
t fini : interactions. On cherche 'amplitude de probabilité quantique (f|i) pour une transition de
Pétat initial |¢) & 1’état final | f).

Pour justifier les opérations mathématiques suivantes, on considere des paquets d’onde de largeur
finie, c.2.d. la convolution de a(k,t) et af(k,t) avec des fonctions de test appropriées f(k). Par
exemple, pour un paquet d’onde gaussien localisé autour de k; en espace d’impulsions :

202

al(t) = / d*k fi(k)at(k,1), fi(k) o exp (—'k"“') (4.12)

—

(valeur exacte de o pas importante — & la fin du calcul on prendra o — 0, fi (k) — 6@ (k—Fk)).
Alors on assimile

= tm_al(Bal)0),

L (4.13)
)= lim_al (el 0)0).

On utilise la définition des a et at éq. (3.18) pour calculer

al (+00)—a

1(=00)
= —i/d3k F(R) ( lim /d% (e‘i’” 2o ¢(w)> — Jlim [ d <e""” ) aﬁ(fv)))

29 — oo 0 - —o0

- L
—1 / &k fi(k) / d*z 9y (e_”” Ao ¢(w)> (théoreme fondamental de I’analyse)

= —i/d3k fl(E)/d4x e (—ik%8g + 05 + (K°)? + ik°00) ¢(x)

—i/dgk fl(E)/d4x e k(2 4+ |2+ mP)(z)  (aveec m? = k2 = (k%)% — |E?)

—z’/dBk fl(E)/d4m e (O + m?)p(x) (IPP).
(4.14)

Pour la derniere égalité, la convolution avec f; (E) garantie qu’il n’y a pas de terme de surface
i

(décroissance exponentielle lorsque |k| — o). Dans la théorie libre les a;

du temps car (O 4+ m?)¢ = 0 (et en particulier aJ{(+oo) = aJ{(—oo)), mais dans la théorie avec

interactions (O + m?)¢ # 0.

sont indépendents

Réarranger :
al (—00) = al (o) -|-i/d3k f1(K) /d4x e (O +m?) ¢() . (4.15)
) =,
Par conjugaison :
ay (00) = ag(—o0) +i/d3k f1(k) /d4;1: e* (O +m?) ¢(z) . (4.16)
;II ,

On va utiliser ces relations pour réexprimer (f|i). Les opérateurs d’annihilation et de création dans
(f|4) sont en ordre chronologique, donc on peut insérer le symbole T (voir éq. (3.33)) sans rien
changer :

(£1i) = (Olar (+00)a (+00)a] (~00)a}(~00)|0)

4.17
= (0 T ay: (c0)az (c0)aj (—oc)aj(—~00)|0) D

21



ce qui selon éq. est
(f1i) = (0] T ay (00)az (c0) (aJ{(oo) + ul) (a;(oo) + z'IQ) 10). (4.18)

Sous le symbole T on peut placer les af(co) & la gauche des I;. Au cas limite des impulsions

parfaitement définies ou les largeurs des paquets d’onde tendent vers zéro, f,(E) — 6(3)(1-5 - fc})
Les a(o0) et af(co) deviennent les opérateurs habituels de création et d’annihilation de la théorie
libre, pour lesquelles on utilise les relations canoniques de commutation :

(f1i) = dwg wy, (2m)° (5<3> (k1 — B1)0®) Ry — ) + 6@ (By — k)0 (By — 1;’1,))
+ 2y, (2m)° (69 (B = Fu)(0laz (00)(i12)[0) + ) (Fr — Far) (Olar: (o0) (1) [0))
2, 2m)* (89 (B = Fur) Olay (00) i11)[0) + 8 (R = Far) (Ofar: (o0) (i11)|0))
N -— - (4.19)

termes “déconnexes”

+ (0] T ay (00) ay (00) (il1) (i12)|0)
= (termes déconnexes) + (0] T (ar(—o0) + i1}, ) (ax (=00) + i1}, ) (i£1)(i12)[0)
= (termes déconnexes) + (0| T(I1,) (i) (i1,) (i15)]0) .

Explications : Termes “déconnexes” viennent des relations de commutation ; contributions seule-
ment si (quelques uns parmi) les impulsions des particules externes sont égales : pas de diffusion,
processus aux histoires “déconnexes”. Pour la deuxieme égalité on a utilisé éq. (4.16). Dans la
derniere égalité on a utilisé que sous le symbole T les opérateurs d’annihilation agissent directe-
ment sur le vide tout a droite et donc ne contribuent pas.

On trouve enfin

(f|7) = (termes déconnexes)
+i4/d4$1 d4ﬂ]'2 d4£131/ d4l'2/ e—ik1m1—ik2w2+ik1/z1/+ik21.’t2/ (420)

(01 +m?*) (02 + m*) (01 4+ m?)(Da +m?){(0| T ¢(z1)d(22)p(z1/)p(2)|0) .

Formule de reduction de Lehmann-Symanzik-Zimmermann pour la diffusion 2 — 2, généralisable
aux processus n — n' de fagon évidente. Relation entre amplitude de transition (f|i) et fonction
de correlation en ordre chronologique (0| T ¢(z1) ... p(xy)|0).

Version équivalente apres transformation de Fourier :

(f|i) = (termes déconnexes)

+ (i) (k] —m?) (k3 — m®) (K}, — m®) (k3 — m?)(0] T §(k1)(ka)d(k1)(k2)[0) -
(4.21)

e Sans la redéfinition des champs ¢ — ¢/v/Z (voir 4.1.2), on obtiendrait une formulation
équivalente avec des facteurs explicites de Z/2; quelques livres suivent cette convention
alternative.

e Termes déconnexes : les particules se manquent, impulsions externes inchangées (a change-
ments des noms d’indices pres).

e La physique intéressante est dans les termes connexes.

e Dans éq. les particules sont sur couche de masse : k¥ = m?, alors k¥ —m? = 0 avec m =
masse physique de la théorie avec interactions. Contribution & (f|¢) non nulle seulement si la
transformée de Fourier de la fonction de correlation connexe (0| T ¢(ki)(ka)d(ki/)p(kar)|0)
a des poles a k? = m?.

e Un grande partie de la TQC et du reste de ce cours : Calcul de (0| T ¢(z1)...¢(zy )|0)
(resp. (0| T p(k1)...d(kn)|0)). La formule LSZ permet ensuite de faire le lien avec ob-
servation : sections efficaces = |(éléments de matrice de transition (f[i))|? (aux facteurs

cinématiques pres).
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e Deux strategies équivalentes pour calculer fonctions de correlation : passage a la
représentation d’interaction dans le cadre du formalisme canonique (— exercices), ou quan-
tification par lintégrale de chemin (— chapitre suivant).
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Chapitre 5

La quantification par l’'intégrale de
chemin

5.1 Les intégrales de chemin en mécanique quantique

Rappel : on travaille dans la représentation de Heisenberg ou les opérateurs dépendent du temps
et I’état d’un systéme est constant (hors mesurements). On place un systéme dans I’état |g;), un
état propre de 'opérateur de position §(¢) & t = 0 avec valeur propre ¢;. On s’intéresse a son
recouvrement avec I'état |gy, T'), un état propre de G(T) = e7G(0)e *#T avec valeur propre gy,
qui peut s’écrire |qp, T) = et 1|q;). Il ne faut pas confondre |gg, T) avec un état de Schrodinger !
On a

(ar, T|a) = (arle” T )q;) . (5.1)

Expérience quintessenciée de la mécanique quantique : fentes de Young. On connait la position
d’une particule a la source a t = 0 et on la mesure encore sur I’écran a ¢t = 7. Entre la source et
I’écran il y a une plaque impénétrable percée par des fentes. Pour deux fentes :

ql
q;
— =g
source 4
q,
plaque écran
=0 1=t =T
(arle 7T 1q;) = (arle T | ) (qi e |q;) + (grle ™ H T go) (gole gy . (5.2)

Superposition cohérente des amplitudes de probabilité.
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n fentes :

plaque écran
=0 1=t, t=T
(arle gy = (agle T lgr)(arle 1 gi) - (5.3)

n

Deux plaques avec n fentes chacune :

4| |9

plaque plaque écran

t=0 t=t, t=t, t=T
(asle gy =D (asle T gp)gule =g, ) (g le g - (5.4)
mk

Infiniment de plaques avec infiniment de fentes (= plus d’obstacle) :

(qrle ™1 q) = Z (amplitude de suivre le chemin) . (5.5)

tous les chemins
possibles entre

a5 et g;

Pour une discrétisation avec N pas en temps et N — o0, avec N intégrations sur des positions
intermédiaires q; :

ql
g q
—-— /3 . qf
4,
| | | | |
t=0 &t 20r 36t t=Not

N-1
(arle™ T)qi) = Jim / 11 (daj) Casle™" ¥ lav-i)(av—ile™ " ¥ lan—) - (arle™ " ¥ |gi) . (5.6)
j=1
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Cas spécial : hamiltonien libre, H = % On note les relations
dp ipgq
dq |q){(q| =1, o PPl =1, ldlp) = (5.7)
pour des états propres |¢) de 'opérateur de position ¢(0) avec valeur propre ¢, et |p) de opérateur
d’impulsion p(0) avec valeur propre p.
Pour le pas entre g; et g;j41, avec 6t =T /N :

2

~2
., D dp o, D
(gj+1] exp (—@575 2m> lg;) = / 5 (@1l exp (—l5t2m> Ip) (pla;)

(5.8)
dp D .
= [ 3P —Zét% exp (ip(gj+1 — ;) -
Intégrale gaussienne :
00 1 9\ 2 b2
1. 5 o\ _ (2mi 07 .
/700 dz exp <2mx + sz) = ( " > exp < 220> (— exercices), (5.9)

alors

A2 1 . 2
} o D N[ M 2 iotm (g1 —q;
<qy+1|exp< i6t 2m> lg;) = (Tmst) exp( 5 < 5 > ) : (5.10)

Avecgo=qi et qv =gy :

' m XN m N N2
(qrle” T q;) = Nlim (2 iét) ’ /qu exp | 70t 5 <M> . (5.11)
— o0 Vs -

Pour N — oo on remplace

2 T
4j+1 — 4qj -2
<6t ) = ¢, 6ty —>/0 dt (5.12)

et on définit la mésure de ’intégrale de chemin par

m N N—1
— . 2
k=1
Expression compacte pour 'amplitude de transition :
4 q(T)=qy T
(qrle” T q;) = / Dq exp (2/ dt 2m42> . (5.14)
0
q(0)=q;

Prescription : intégrer sur tous les chemins possibles ¢(t) avec ¢(0) = g; et ¢(T') = gy, pondérer
avec e'¥ ol § = action classique le long du chemin.
Cas plus général : hamiltonien séparable,
P N
H(p, ) = 5~ +V(d). (5.15)

(Cas méme plus généraux : Termes mixtes, p.ex. pg, donnent lieu aux ambiguités d’ordre. Termes
d’ordre supérieur en p = intégrale sur p non gaussienne.) Selon la formule de Baker-Campbell-
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Hausdorff,

e (=6t (2 +v@) ) )

2m

N2

— (paalexp (-i0t ) exp (<10t V(@) exp(jfnw,vmﬂ + 0(6t3>> )

. J
e

négligeable lorsque dt — 0

= /%(%Jrﬂ exp (—i 6t2ﬁm> Ip)(p| exp (—i 6tV (§)) |g;) + O(5t?) (5.16)

dp P .
= /ﬂeXp (—z (5t% +i(gj+1 — qj)p> exp (—i 0tV (q;)) + O(6t%)

int. gaussienne m . EM . ) 2
e o (10t (5 428 —vigp) ) ) + 0t

Dans la limite d¢ — 0 : termes en parentheéses deviennent 2¢* — V(¢q) = L (le lagrangien) et
fOT dt L(gq, ¢) = S[q]. Résultat comme pour le cas libre :

a(T)=qy
i i
(arle™ T )q;) = / Dq exp (hS[q]> . (5.17)
q(0)=q:

Utilité de ce formalisme : Calcul des insertions d’opérateurs, par exemple

(g, t =T|q(t = t1)|qs, t = 0)
_ <qf|e—iH(T—t1)qe—th1 |Qz>

= ngnoo/Hdqj<qf|6’iH6thN71><qN71Ie’mthmz)---
J

A le™00 qlar) (arle™ ™ g—n) - ale™ T M as)  (avec t = kot)
> 5.18)
a(t1)|qx) (5
= ngnoo/quj g(t){grle™™ *lgn—1) - {arle™™ g
j

«(T)=q;
= / Dy q(t1)e™l

1(0)=g;

De méme, pour une insertion de deux opérateurs,

a(T)=qy

Dq q(t1)q(t2)e™!d]

7(0)=g¢; (5.19)
_ { (grlq(t)q(t2)|qi) siT >t >t >0
(arlq(t2)q(ti)lqs) siT >ty >t >0
= (qr| T q(t1)q(t2)|q:)
ou pour n opérateurs :
a(T)=qs
Dq q(ty) - q(tn)e1 = (g7 T (t1) .. G(tn)|qs) - (5.20)
7(0)=aq:
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L’intégrale de chemin calcule les insertions des produits d’opérateurs entre |¢;) et (gy| en ordre
chronologique. 11 est important de noter que le membre de gauche d’éq. nimplique que
des quantités classiques qui commutent, tant que le membre de droite contient des opérateurs
quantiques.

5.2 Fonctionnelle génératrice

On définit -
Silal = Sla. )= [ dt (o) + TWate) (5.21)
0
Action en présence d’une source J(t). Utilité :
05y
—— =q(t 5.22
S = a0 (5:22)
705 o (110D = (5 0x0(i)) 55 = a0 exp 00 (5.23)
(pour la définition de la dérivée fonctionnelle, voir annexe). Alors, sous l'intégrale de chemin
li/pq &Sl - /Dq q(t)eis[‘ﬂ (5.24)
i 0J(t) J—o
ou plus généralement,
1 s 1 s a(T)=q;s a(T)=q;5
- T Dq e*5714] = / D t1)...q(t, etsldl
10J(t) 7 6J(tn) / 1 2a(tr).---altn) (5.25)
9(0)=q; J—o 1(0)=a
=(qs|Tq(tr) .. 4(tn)lg:)

la derniére égalité correspondant & éq. ([5.20]).

En TQC, il faudra évaluer éq. (5.25) pas entre |g;,¢t =0) et {(gs,t =T| mais plutdt entre
|0, = —o0) et (0, — +4oc| afin de calculer les espérances quantiques des produits d’opérateurs
en ordre chronologique dans le vide.

5.3 Les intégrales de chemin en théorie quantique des
champs

Objectif : calculer
(O] T p(z1) - - - #(x)[0) (5.26)

pour obtenir (f|i) avec la formule de LSZ, éq. (4.20)).

Pour un champ scalaire réel avec des interactions, on définit I’action en présence d’une source J(z)

.16 = [ ate (000" - 56~ Vin(0) + 36 (5.27)

et 'intégrale de chemin en présence de la source

ot B)=¢; (F)
G@. @0, = [ Do, (5.28)



L’intégration est sur tous les chemins dans l’espace de configuration de ¢. Comme avant on va
ignorer le probleme mathématique de la définition rigoureuse (comment définir la mesure sur
Pespace des chemins. .. ?)

On choisit ¢; et ¢y de maniere que (¢7|0) # 0 et (0|¢;) # 0. Alors, lorsque ¢ — —oo et t' — +oo0,
seulement les projections de |¢; ;) sur 'état fondamental peuvent contribuer a l'intégrale. Pour
démontrer cela, supposons que H|0) = 0 (sinon on ajoute une constante a H) et insérons deux
ensembles complets d’états propres de H, H|n) = E,|n), dans Pexpression de I'intégrale de chemin,

o(+T,8)=ds(Z)

im / D¢ exp <z K i dt / Pz (L + J¢)>

¢(=T.%)=0:(Z)

= Tlgnm%<¢f,T|e—lHT|n,T)J (nlm).; (m,=T|e"= D¢y, ~T),
= lim e_i(En+Em)T<¢f7T|n7T>J (na 0|m70>J <m7 _T|¢i7 _T>J -
T—

On donne & T une partie imaginaire —ieT’, puis on pose € — 0 aprés intégration (cette
préscription fait partie de la définition de l'intégrale, voir intégrale gaussienne avec exposant ima-
ginaire — exercices). Alors

lim |l (67716, =T)s = € (07]0)(000) (010 (5.30)

e—=>0 T — oco(l—ie
Explication : Toutes les contributions & la somme de la derniere ligne de éq. (5.29) décroissent
exponentiellement lorsque |T| — oo, sauf celle de I’état fondamental o Ey = 0. De plus, on a

J = 04T — +oo = les amplitudes (¢£|0)s et (0]¢;); deviennent celles sans source. On trouve
I'expression de I’amplitude de persistance du vide en présence de la source .J :

€e—=0 T —oo(l—ie

T
00}, = % il / D exp <@ /7 (o J¢)> = %Z[J] (5.31)

N = (¢¢]|0)(0]¢;) est une constante de normalisation indépendante de J; pour que (0/0) = 1l
faut que N = Z[0]. Z[J] est la fonctionnelle génératrice des fonctions de correlation & n points :

11 4 1

(5.32)

J=0

Cf. physique statistique : moyenne thermique d’une observable donnée par la dérivée de la fonction
de partition (fonction génératrice), par exemple

2Z, Z =tre PH (5.33)

(H) =
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Exemple : Propagateur de Feynman de la théorie libre

On va utiliser ce formalisme pour retrouver la fonction de correlation a deux points dans la théorie
libre. On connait déja le resultat, a savoir le propagateur de Feynman. L’action est

iSy = i/d4x <;(8u¢)2 - %2¢2 + J¢>
IPP

Pl '/d‘* (6(0 +m?)p — 2J¢)

FouneM/d4 /(dp / d4 i(r+a)e (55( )(g? m2)<2>(q)+2j(p)¢3(t1))

1 (90 -»))
30+ 5 J)) 0 —m?) (3p) + s (D)
(< — ) )

- J(p>21J<—p>)

PP —m?

(5.34)

NHN

)
2

On fait un changement de variable ¢'(p) = ¢(p) + pzme J(p). A noter D¢’ = D¢ (ajout de
constante). On retrouve alors le méme intégrale de chemin que pour J = 0 a un facteur pres :

Z[J] = exp (—’/ (d4p j(p)j(_p)> Z[0]. (5.35)

2 2m)t p? —m?

A priori l'intégrande n’est pas définie & cause des poles & p® = +./|p]2 + m? = fw;. Mais pour
définir I'intégration de chemin dans Z[.J] nous avions remplacé ¢ — #(1—ie). En espace de Fourier :
p° — p°(1 + ie) = courbe de Feynman, évite le pole & —wy au-dessous et celui & +wz au-dessus.

Alors en fait . o
Z[J] = exp (-Z/ (d P J( )J(=p) ) Z[0]. (5.36)

2 2m)% p?2 — m? + e

Apres inversion de la transformation de Fourier, on obtient enfin 'expression de la fonctionnelle
génératrice pour un champ scalaire libre :

1
Z[J] = exp <—2/d4x/d4y J(x)Dp(z — y)J(y)> Z[0] (5.37)
avec lexpression de Dp comme avant (voir éq. (3.39)),
d4p i —ip(xz—
Dp(z —y) = / o pe=y) (5.38)

On applique éq. (5.32) pour trouver la fonction & deux points :

O 8(enstenl0) = 7 (1) 6Jfa:1) 6me2)z

ce qui est I'ancien résultat du chapitre [3.4]

Exemple : Fonctions a n > 2 points dans la théorie libre

Avec égs. (5.32)) et (5.37) on trouve pour la fonction a 3 points
(O] T ¢(z1)P(w2)9(23)[0)

- <1> e T 57 (‘; [tz @ty 1) D)7 “”)
=0.

(5.40)

J=0



Raison : développement de I’exponentielle = que de puissances paires de J. En prenant un nombre
impaire de dérivées, il y reste un nombre impair de facteurs de J dans chaque terme qui s’annullent
a J = 0. Méme raisonnement pour toutes les autres fonctions a n = (2m + 1) points :

(O] T ¢(z1)9(2) . .. ¢(T2m+1)[0) = 0. (5.41)

Fonction & quatre points : on développe ’exponentielle. La seule contribution vient des termes avec
4 facteurs de J (termes avec moins que 4 facteurs : zéro sous la quatrieme dérivée fonctionnelle;
termes avec plus que 4 : zéro & J = 0). On trouve ainsi

(O] T ¢ (1) (22)(23)P(24)]0)

= Dp(x1 — 22)Dp(xs — 24) + Dp(21 — 23)Dp(22 — x4) + Dp (21 — 24)Dp (22 — 23) . (5.42)

Résultat géneral : théoréme de Wick,

(O] T p(z1)¢(22) - - . p(220)]0) = Z Dp(zsy —@iy) - Dp(Tig, y — Tin,,) - (5.43)

appariements

Convergence et prolongement analytique

Nos intégrales de chemin sont pondérées avec une exponentielle e*5[?! dont I’exposant est pure-
ment imaginaire. Pour les définir il fallait donner une petite partie imaginaire au parametre t.
Explicitement : Séparer les parties positives et négatives de S,

(Vg)?
2

2
+ 507+ Vine(9)

(5.44)
(en supposant que Vi, possede une borne inférieure, alors est positif apres ajout d’une constante).
Avect — t(1 —ie) on adt — (1 —ie)dt et ¢ — (1 —ie) 2¢, donc au premier ordre

.
S = Spos + Sneg»  Spos = /dtdS;v % Sneg = —/dtd% (

iSpos = (i — €)Spos s iSneg — (i + €)Sheg - (5.45)

Par conséquent, i.S tend vers —oo lorsque ||¢|| — oo (cf. exercices pour les intégrales gaussiennes
en dimension finie).
Procédure :

1. intégration complexe sur t avec la courbe d’intégration temporelle légérement penchée par
rapport & l'axe réelle, t — ¢(1 — i€)

2. évaluer l'intégrale sur ¢ et, en fonction de celle-ci, 'intégrale de chemin

3. poser € = 0.
Equivalent :

1. intégration complexe sur ¢t avec la courbe d’intégration tournée par 90° par rapport a ’axe

réelle, t —» 7= —it, Oy = 0 =10, dt — dr = —idt

2. évaluer l'intégrale et 'intégrale de chemin,

3. inverser la rotation si nécessaire (c.a.d. si la quantité calculée dépend de t/7).
Rotation de Wick. Donne le bon résultat si pas de péle touché lors de la rotation de la courbe
d’intégration.

Exemple, important plus tard :

/ d4p 1 poz)ipoi/ d4p 1
@m)! (77 = A% i) @n)! (=P — 57— &%)

AT 272 |p)?
G ;Wi a (540
= (—1) L no (9.




Dans l'intégrale de chemin, rotation de Wick ¢ — 7 donne ’intégrale de chemin euclidéenne

1 1 ,  m?
/D¢ e~ 5Ll Sg = /d4£E (2(5r¢)2 + E(ng)z + 7¢2 + Vint(¢)> .
Souvent mieux défini (exposant réel, décroissant si ||¢|| — oo) et plus facile a évaluer (approxima-
tion du point col — exercice ; méthodes numériques : TQC sur réseau). Connections avec physique
statistique :

TQC \ physique statistique
intégrale de chemin intégrale de chemin euclidéenne
équation de Schrodinger 10y = ﬁAd) équation de la chaleur dyu = aAu
opérateur d’évolution e** facteur de Boltzmann e A
fluctuation quantique fluctuation thermique

32



Chapitre 6

La théorie des perturbations et les
diagrammes de Feynman

6.1 Les diagrammes de Feynman

Simple exemple d’une théorie avec interactions : théorie ¢*,

1 1, . A+4
L= 178,600¢ — ~(m® + 6,2)0% — 2 A gt (6.1)
2 2 24
avec m? = masse? du particule = énergie? au repos de la premiere excitation; A\ = défini par

une certain section efficace de diffusion (détails plus tard). Les parameétres Z, d,,2, dx doivent étre
choisis tel que

(0l¢(2)0) =0,  (klp(x)|0) = ™ (6.2)

ou (k| = état & 1 particule bien normalisé (voir la dérivation de la formule de LSZ, section [4.2)).
Lorsque A — 0, on s’attend que Z — 1 et d,,2 — 0, dx — 0 (cas limite de la théorie libre). En
fait on va bientot trouver que Z = 1+ O(A?), §,,2 = O()), dx = O(A\?). Notre objectif sera de
construire les fonctions & n points par un développement en .

Pour l'instant on pose Z = 1, §,,2 = 0, §, = 0 pour simplifier la notation. Attention : par
conséquent, m?, X\, Z ne représentent pas la masse, le couplage, la normalisation du champ phy-
sique. On va revisiter ce point dans Section

La fonctionnelle génératrice est donnée par

217 = / D exp <z / (£+J¢)> . (6.3)

On note que
16 , I .
- ¢ _ gt f I
e = ¢e 6.4
57 ¢ (6.4)
et plus généralement, pour une fonction f quelconque dont I'action sur des opérateurs différentiels
est définie par son série de Taylor,

1(355) e = 1@er v, (6.5)

En théorie ¢* on définit Vi (¢) = %4254 le potentiel d’interaction. Alors
. , . 146 ,
exp (—z/Vint(ng)) exp <Z/J¢> = exp <—Z/Vint <Z(5J>> exp (z/J¢> (6.6)
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ou bien, en multipliant avec ’exponentielle de I’action libre et intégrant sur ¢,

Z[J] = exp (—z’/vim ( >> /Dqsexp( /( (0,0)* — m2¢52 + ngs)) (6.7)

ZO[J]

ol Zy[J] est la fonctionnelle génératrice de la théorie libre sans interactions. En résumé :

217 —exp< / vm< )) ZolJ] (6.8)

avec Zg[J] donné par éq. (5.37),

1
Zo[J] = Zo[0] exp <—2 / d*zd*y J(z)Dp(z — y)J(y)) . (6.9)
On insere 'expression de Vi, et on substitue les séries de Taylor des exponentielles :
64 V ™ A A P
= Zo| — [ —= D —
[0 Z 7 (o o) 2 (3 [t dvs@nie—niw)

(6.10)

Apres développement des sommes, un terme avec P et V fixe contient E = 2P — 4V facteurs de J
et peut donc contribuer a la fonction de correlation a E points (car celle-ci est obtenue en prenant
E dérivées fonctionnelles de Z par rapport a J). On organise les termes avec l’aide d’une notation
diagrammatique, les diagrammes de Feynman. Pour chaque terme on trace

xy Dbropagateur Dp (z—y) (P au total)

>< vertex —i\ [d'z % (V au total)

Exemples :

B=0 V=l ()

X
I

E=4 V=2 >©< + diagrammes déconnexes



Nombre de termes dans éq. qui correspondent a un diagramme donné :
e réarrangement des 4 %(w) associés a un vertex = facteur 4! = 24 qui supprime le facteur 21—4
dans Vi
e réarrangement des V vertex = facteur V! qui supprime le facteur % de ’exponentielle

e réarrangement des sources aux extrémités des propagateurs = facteur 2! qui supprime le %
devant [ JDJ

e réarrangement des P propagateurs = facteur P! qui supprime le facteur % de 'autre expo-
nentielle

Conclusion :
Z[J] = Zo[0] - Z (diagrammes de Feynman) modulo surcomptage

“Surcomptage” car réarrangement des % peut donner le méme résultat qu'un réarrangement

des J(z;) : il faut diviser par un facteur de symétrie S du diagramme. Ce facteur doit étre determiné
au cas par cas.

Exemples :

Le diagramme

VA

a S =4 : échanger les extremités du propagateur interne donne le méme diagramme. Pareil pour
un échange simultané des extrémités des propagateurs externes (connectés aux sources) si au méme
temps on échange les deux sources.

Le diagramme

(<0

a S = 8 : 2 (échanger les extremités du propagateur a gauche) x2 (échanger les extremités du
propagateur & droite) x2 (échanger le propagateur & gauche avec celui & droite).

A

a S =2-3!=12 dont 3! pour une permutation des propagateurs internes, 2 pour échanger toutes
les extrémités simultanément avec les sources.

Le diagramme

Conclusion finale :

Z[J] = Zp[0] Z (diagramme D) / (facteur de symétrie S(D)). (6.11)

diagrammes de Feynman

Chaque diagramme représente une expression algébrique qui dépend des J, des Dy et de A.

Diagrammes connexes

D connexe < on peut relier tout point du diagramme a tout autre par un chemin. Diagramme D
général = produit des sous-diagrammes connexes Cy, chacun avec son facteur de symétrie :

D=2 [T (6.12)

~Sp L
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ou Sp = facteur de symétrie qui n’a pas encore été pris en compte par les C7. On a

Sp =[] ns! (6.13)
1

(n! venant des permutations des sous-diagrammes connexes de la méme topologie). Donc

nr

Z[J] x Z D= Z H ni[!(cl)m _ H Z (61’1[1)' = Hexp(C;) = exp (Z C’1> . (6.14)
I T

{nI} {nI} I I ny=0

En conclusion, Z[J] « (somme de tous les diagrammes) x (exponentielle de la somme des dia-
grammes connexes) :

Z[J] = W] (6.15)
ou
W= Y  Cr. (6.16)
diagrammes
connexes,
E#0

On a choisi la normalisation telle que les diagrammes de vide avec E = 0 ont été exclus. Z =
fonctionnelle génératrice des fonctions de correlation, W = fonctionnelle génératrice des fonctions
de correlation connexes.

6.2 Les regles de Feynman pour la théorie ¢*

Calcul des fonctions de correlation a n points

(O] Tp(x1) - - ¢(2n)|0) = (d(z1) - - - p(zn))

avec l'aide des diagrammes de Feynman : On note que leffet de

s _
Q0 (xy) o

[y

sur un diagramme de Feynman est de enlever une source et de labelliser xy, l’extrémité du propa-
gateur ot elle était attachée.

Fonction a un point

Notre dérivation de la formule de LSZ nécessite

(d(z1)) = 0. (6.17)

(¢(21)) = 6:1Z[J] (6.18)
J=0
La seule contribution peut venir des diagrammes avec E = 1 qui n’existent pas en Z[.J]. Donc en
fait
(¢(21)) =0 (6.19)

est garantie pour la théorie ¢* (au moins pour le cas m? > 0 considéré ici).
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Fonction a deux points

(p(z1)d(2)) = 6162 Z[]]

J=0
= 5,6iWJ| 4 61iW[J] 620 W]
———
T=0 =0 J=0 (6.20)
= 8,85 iW[J]
J=0

_ (diagrammes connexes avec E=2, sources)
- enlevées et avec ses extrémités a x1 et zo/ °

Au premier ordre en A,

(Ge)d@)) =, .y, +OW

= %DF(ml — Z’Q) + %DF(:UQ - 'Tl) + O(A)
= Dp(zy —22) + O(N).

(6.21)

Facteurs % = facteurs de symétrie. Le résultat au premier ordre est donc le méme que celui de la
théorie libre (pas de surprise).

Corrections jusqu’a O(A\?) :

+ + X1 y] Y2 Xy

y2
+ o f o —) + O(A3)>
= Dp(z1 — 22)

n % / d*y Dy (x) — y)(=i\)Dr(y — y) Dr(y — x2)

Xy

(Ga)dlan) = o < o

X y X,
y Y
X

1 . .

+5 / dty; dtys Dp(x1 — y1)(—iN)Dp(y1 — 1) Dr(y1 — ¥2)(—iA\) Dp(y2 — y2) Dp(y2 — 22)
1 . .

+3 / d*y, d*y2 Dp(z1 — y1)(—=iA\)Dp(y1 — y2)(—iN) Dr(y2 — y2) Dr(y2 — y1)Dr(ys — x2)

1 . .
t5 / d*y1 d*y2 Dp(z1 — y1)(—iX)Dp(y1 — y2) Dr(y1 — y2) Dp(y1 — y2)(—iX) Dp(y2 — 22)

+ O
(6.22)

Explications : le facteur 2 devant la parenthese de la premiere ligne vient de z; <> x4, les facteurs
devant les intégrales des facteurs de symétrie résiduels.

Fonction a n points

On peut traiter des diagrammes générales dans la méme fagon. Chaque vertex emporte un facteur
(—i)) [ dy, chaque propagateur un facteur Dp. En résumé, on obtient les régles de Feynman dans
l’espace des positions pour traduire les diagrammes en expressions algébriques :
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. Pour chaque point externe, — = 1

1

2. Pour chaque propagateur, = Dr(z —y)
3. Pour chaque vertex, ><z = (i) [dlz
4

. Diviser par le facteur de symétrie.

Normalement les calculs sont plus simples dans 'espace des impulsions. On rappelle I’expression
de Dp et sa transformée de Fourier :
d*p i i

Drlr —u) = —ip(z—y) Dilp) = — 9
ro—) = [ G S Di) = e (629

Alors dans I'espace des impulsions chaque propagateur est associé & un p. Pour un vertex avec des
impulsions entrantes p; 23,4 :

(—i\) / Atz e~ Przemip2zgmisZe=ipa — (i \)(27)* 6™ (py + p2 + 3 + pa) (6.24)

alors limpulsion est conservée a chaque vertex. On obtient ainsi les régles de Feynman dans [’espace
des impulsions

14

1. Pour chaque point externe, x: = e 'P¥

2. Pour chaque propagateur, p— = m

nop
3. Pour chaque vertex, p><\/ = (=iA)(27)26™ (p1 + p2 + p3 + pa)
3 p4

4. Intégrer toutes les impulsions.

5. Diviser par le facteur de symétrie.

ou plus pratiquement

n P
3. Pour chaque vertex, ><\/ = —iA\
[73 p4

4.a Imposer la conservation des impulsions a chaque vertex.
4.b Intégrer toutes les impulsions pas encore déterminées.

5. Diviser par le facteur de symétrie.

Tentative d’exemple : La correction O(\) a la fonction & deux points

On va essayer d’appliquer ces regles au calcul du diagramme
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PN/ P
X X2
1 d4p1 d4p2 d4p3 ip1a 1 1 1 i
= - —iNTAE® (p, — —ipay
2/(2@4 ri @niC g mz e CNEO o = ) e e e
— _é/ d4p1 eipl(x—y) 1 / d4p3 1
2/ (2n)* (P2 —m?2+ie)? | (2m)* p2 —m?2 +ie
(6.25)

Pour évaluer l'intégrale de ps on effectue une rotation de Wick et on transforme aux coordonnées
sphériques :

= Py (6.26)

/ d*ps 1 i P
(2m)4 p2 — m? + e 8t Jo |p|> +m?

N’existe pas comme intégrale impropre (la primitive diverge comme ~ |p|? lorsque |p| — oo,
divergence quadratique). Complication supplémentaire : nécessité de renormaliser la théorie.

Résumé provisoire : Calcul des observables en théorie de perturbations

Pour calculer la section efficace pour un processus n — m :

1. Calculer et additionner tous les diagrammes de Feynman avec n + m pattes externes & un
ordre fixe en A pour obtenir la fonction a n +m points (¢(z1) ... ¢(Tntm)). (Si quelques-uns
des diagrammes divergent — renormalisation, section )

2. Choisir les parametres libres du lagrangien de la sorte que les prérequis pour notre dérivation
de la formule de LSZ sont remplis. (Lié avec la renormalisation, voir section également.)

3. Obtenir 'amplitude de transition (f[i) selon la formule de LSZ.

4. Enfin obtenir la section efficace en prenant compte des facteurs cinématiques (chapitre .

6.3 Un premier regard a la renormalisation

La fonction a deux points admet la représentation spectrale (voir p.ex. le livre de Weinberg) :

[ e T o@so e =

5 + (termes réguliers & p* = m?) (6.27)
m

(formule ezacte, non-perturbative)

m = énergie du premier état excité = masse de la particule = position du pole

Z = {15]¢(0)]0)]? = constante de renormalisation de la fonction d’onde = (résidu au pole)/i (avec
(1p| = état a 1 particule au repos).

Rappel : On avait dérivé la formule de LSZ Eq. (4.20) pour des états incidents et émergents avec
p? = m? (“sur couche de masse”) et Z = 1, tel que (k|¢(x)|0) = e™*.

Par exemple, pour la théorie libre,

1 1
L= §a,l¢a“¢> — §m3¢52 (6.28)

[z o To@eoer = L (6.29)

my

et alors Z = 1 et de plus m = mg (le parametre du lagrangien est égal & la masse physique).
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Contrairement, pour la théorie ¢4,

1 1, . A
— w222 10 4
L 2(%(156 10) 2m0¢ 24¢) (6.30)
on trouve Z # 1 et m # mg. Apres les redéfinitions
6 L =g, mi=lem46,0), do= (At (6.31)
7 = Qr, 0 = 7 m2) 0= 72 A .

on a

L= gaﬂ@au@ - 1ng - %Z%s;%

2
Z 1 1
= *au(ﬁrau(br - 7m2 Qﬁ - iqﬁﬁ - 76m2¢$ - 67)\ i
2 2 24 2 24 (6.32)
1 1 . A )
—_ Y T2 42 4
SOu0 06, — s’ 67— 2

1 1 1)
- by 25 o2 — 2
+ 26Zau¢ra (]57, 26m ¢’r 24¢1’

ou dz = Z — 1. Ici les contre-termes 6z, 0,2, 05 doivent étre choisis tel que le pole du propagateur
est & p? = m? avec résidu i et tel que le couplage \ est le “couplage physique”.ﬂ Le couplage
physique est défini par 'amplitude de transition a quatre points dans la limite cinématique ou
toutes les particules incidentes/émergentes sont au repos :

Pl\ oD
- —iA (pi = (m,0))
p3/ \P4

Du lagrangien Eq. (6.32) on obtient ainsi des nouvelles régles de Feynman avec deux nouveaux
vertex a 2 et a 4 points pour les contre-termes. Dans ’espace des impulsions :

p

— P i
T p?2—m2+ie

L Propagateur :

2. Vertex : >< = —iA

14 .
3. Contre-terme & deux points :  “g=  =i(p?y — Opn2)

4. Contre-terme de vertex : >X< = —idy

Régles de Feynman en théorie des perturbations renormalisée. Détails — exercices.

La procedure pour le calcul des amplitudes de transition est alors :

1. Calculer les corrections au propagateur et au vertex a un certain ordre en A, en utilisant les
régles de Feynman modifiées. Le résultat sont deux fonctions de A, m?2, §,,2, dx, 07 et des
impulsions externes.

2. Fixer les valeurs de d,,,2, dx, 0z avec les conditions de renormalisation :

——ix ap = (m,0)

Q = zfm2 + termes réguliers (deux conditions : pole et résidu)

Iz

3. Une fois les contre-termes connus, on peut calculer une fonction a n points avec n quel-
conque pour une configuration cinétique quelconque. Avec la formule de LSZ on en obtient
I’expression de I'amplitude.

1. Cette définition de contre-termes, ol schéma de soustraction, est le plus utile pour le calcul des amplitudes de
diffusion avec la formule de LSZ. Cependant parfois d’autres schemes de soustraction sont plus convenients méme
si la relation avec les amplitudes physiques est plus compliquée.
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N
Probléme : Le résultat que ’on trouve pour et 407 est donné par des intégrales

impropres divergentes.

Solution :

1. Régularisation. Trouver une fagon “intelligente” d’écrire ces intégrales comme

lim0 (une fonction qui diverge lorsque € — 0).

€—

Il n’y a pas de préscription universelle ni de définition précise de ce qui constitue une
régularisation “intelligente”. Au moins le régulateur devrait conserver toutes les symétries
de la théorie. Idéalement il affectera seulement la physique dans l'ultraviolet car ’objectif de
la procédure est de cacher notre ignorance de la physique microscopique a courtes distances.

2. Renormalisation. Absorber les divergences dans les expressions des contre-termes.

©

Ensuite, toutes les observables physiques ne devraient plus dépendre de € et, en particulier,
rester finies lorsque € — 0.

Si cette procédure peut étre effectuée, on dit que la théorie est renormalisable.

Pour un développement cohérent : on compte le nombre de boucles plutot que les puissances de A
(car ces dernieres dépend du nombre de particules externes n, p.ex. la fonction a deux/quatre/six
points au premier ordre est O(A%)/O(X)/O(A\?)). Correction de (k + 1)-éme ordre en théorie des
perturbations = diagrammes connexes & k boucles. Premier ordre = diagrammes sans boucles =
“diagrammes en arbre”.

Exemple : Renormalisation de la théorie ¢* & une boucle

On commence avec la renormalisation du vertex. Au niveau des diagrammes amputés (c.a.d. sans
compter les propagateurs externes que 1’on trace seulement pour indiquer comment les impulsions
p1 - --p4 rentrent dans les vertex) :

: L

D, P, 1 P,

N0 PP N 7 / A P
| SR . + I3
g4 \[) pZ/ p4 / p\\ \ pZ/ p4

p2 4 p2 4 - J - \
Py Py P, b,
k*p
On calcule d’abord 7;><>< oll p = p1 + p2 = p3 + pa. Selon les régles de Feynman il faut
2
intégrer I'impulsion & :
k+p
N2 [ Ak ; ;
a>©<=(l)/ S— ‘ . (6.33)
P 2 (2m)* k2 — m? +ie (k + p)? — m? + ie
k

Astuce de Feynman pour combiner les dénominateurs (voir exercices) :

1 1 1

1
(K = m2)((k + p)* = m?)) /d“’(k2 20 kp+ap? —m?)? / O -y

(6.34)

avec £ = k + zp (et donc d*k = d*¢). Puisque l'intégrande ne dépend que de ¢2, nous pouvons

41



transformer l'intégrale en coordonnées sphériques apres une rotation de Wick ¢ — —it :

_/\2/ d /1d 1
2 ) ent), et -o)p —m2)2
Nt [ dME (1 1 20N — 2 2
_T/W/O dxm (avec A*(z) =m” —z(1 —z)p°)
2 i/\Q/ld L/OO de L (facteur 2% de l'intégration angulaire)
“ 2 ), Y ), FlET AN e & Braes

(6.35)

Pour ¢% > A? I'intégrande se comporte comme 1/¢g, donc la primitive diverge lorsque /g — oo :
divergence logarithmique. Pour traiter cette divergence il faut régulariser et renormaliser.

1. Régularisation. On utilise la régularisation dimensionnelle : calculer le diagramme comme fonc-
tion analytique de nombre d de dimensions d’espace-temps (possible avec I’aide de la fonction T,
voir annexe, méme si d n’est pas entier). Seulement aprés renormalisation on va poser d = 4.

L’expression

/ dU g 1
(@m)? (& + A7)
peut etre évalué pour d € N par prolongement analytique :
/ AU g 1 B / dQy /°° " !
end G+~ ) @i )y CFE+ A
1o 2n8 1 [, (£%)5 !
= - d(i)El”
EmiT(d) 2 [ s s

11 (1N\TE . A
= (= —3(1 - y)¥-t ==
(4m)a72 T (4) <A2> /0 dyy =21 -y) WY = A

(6.36)

Avec les deux représentations de la fonction Béta éqns. (A.13]) et (A.14) on trouve enfin

/ Eizdfﬁl B 57 ! (2 - Z) <A1> | 030

Puisque I'(2) a des poles simplesa z = 0, —1, —2, —3... alors T’ (2 — g) adespolesad=4,6,8...
mais l’expression Eq. (6.37) est bien définie pour tout autre d. On s’intéresse au résultat en d = 4,
donc on pose d =4 — 2¢. Eq. (6.35) s’écrit alors

K = 1y [ oo () o3

oll
(4m)€ = e 1847 = 1 + elog(4n) + O(€?) (6.39)
D) =+~ +0() (6.40)
<A12> e =1—elog A% + O(é?) (6.41)
et donc

>Q< lim, 322/\? /0 dz (1 + elog(4m) + O(e?)) <1 —vE + O(e)) (1 —elog A% + O(e?))

= lim i\ 1dx 1-1-10 47) — vg — log A?

= lim = /0 (6 g(4m) —vp — log (:r)>

= lim ﬁ (1 + log(4m) — vg — /1 dzlog(m? — z(1 — x)p2)>
e>032712 \ e o '

(6.42)
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On rappelle qu’on avait posé p = p; + p2. Evidemment le résultat sera le méme pour les autres
deux diagrammes & une boucle si on remplace p — p; — p3 ou p — p; — p4 respectivement :

o

N\

> \2 1
A 1
>©<:lim . f—l—log(47r)—'yE—/ dzlog(m? — z(1 —z)(p1 +p2)?) |, (6.43)
e N e—>0327‘[’2 € 0
P, b,
P P,
N
i N 1. (47) — yp — 1011 (m? — z(1—z)(p1 — ps)?) (6.44)
_el—r>n0327r2 € 08\ T 0 roslm TP b ’ '
o
o
— lim A 14_10 (47) — —/1dmlo (m? —z(1 — 2)(p1 — p1)?) (6.45)
\_s—)032ﬂ'2 € BT B 0 5 pr=p ‘ ‘
N
/1;2 p4

-,

2. Rénormalisation. La condition de renormalisation est que, pour p; = ps = p3 = py = (m, 0),

pl p3 p] p
n_n % N
>\<< + + + + >g<< = —iA (6.46)
p” p, e N \ P p,
2 : ~ 2 e »
D, by D, 4

et alors

)2 1 1
—iA+ lim iX — | =+ log(4m) — vg — / dzlog(m? — z(1 — x) 4m?)
e—032712 \ € 0

(6.47)

A2 (1 .
+2 lim 2 2+ log(4r) — v — logm?) ) + (=idy) = —i\.
e—032712 \ €

Le contre-terme ¢ est alors donné par ’expression divergente

m 2 _
e—032712 \ e

A2 (3 !
o=l < 37g + 3 log(4n) — 2logm? — / dz log(m? — 42(1 — ) m2)> . (6.48)
0
3. Vertex renormalisé au niveau d’une boucle. On combine ces résultats pour trouver

p[ p3 p| p3
1 n, ~ > >~ >
n P PP
X * * K
pZ/ Py D P\ \ p2/ by
2 4 SN /p, [>‘
2 4

P, P

<\ 2 1 2 _ (1 — 2
R dm<10gm z(1—2)(py +p2)
0

Pz

N

3272 m? —4x(1 — x)m?
m?2—z(l—=z —p3)? m2—z(l—=z —p4)?
+log ( 2)(pl P3) +log ( 2)(pl p4)>.
m m

On pourrait évaluer 'intégrale sur 2 mais le résultat ne deviendra pas plus instructif ni plus simple.
A noter que le résultat final ne dépend plus de € et est évidemment fini; toutes divergences ont
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été absorbées dans le contre-terme (pas observable). Avec ce résultat on peut en fait calculer les
amplitudes de transition pour la diffusion ¢¢ — ¢¢ au second ordre en A pour toute configuration
cinématique p1, p2, p3, p4 et obtenir un résultat fini.

On termine par la régularisation et renormalisation du propagateur. Au niveau d’une boucle,

p__ p— D, .
ﬁ@%=+&+i@%

N <1 + %(—i)\)/ (d4q ! i - 5m2)ﬂ>

P2 —m2 4 e 2m)4 2 —m? +ie p? —m? + ie p? —m?2 + e

(6.50)
Les conditions de renormalisation sont que le pole de cette expression soit & p?> = m? avec résidu
14 =1:
p__ i L.
@ = + (régulier) (6.51)
et donc \ 4 ]
q 3 2 212 2 2
Sypt =02 = = _ — , 6.52
o0 =bu = 5 [ G 0~ ) (652

avec une fonction réguliere f(p?, m?). En comparant les puissances de p, on voit que f(p?, m?) =0,
que

0z =0 (6.53)
et que
A d*q i
Omz = —— . .04
m* 2/(27r)4q2—m2+2'6 (6:54)

Le fait que la renormalisation de la fonction d’onde Jz s’annulle au niveau d’une boucle est
spécifique & la théorie ¢*. Dans une théorie quantique des champs générale 3 une boucle, ainsi que
dans la théorie ¢* & partir de deux boucles, d7 # 0. On va pourtant calculer d,,> explicitement :

1. Régularisation. L’intégrale Eq. (6.54) diverge quadratiquement dans d = 4 dimensions. Pour
d # 4, une rotation de Wick donne

/ = TR ‘i/dqul (6.55)
(2m)4 ¢ —m? +ie @) g% + m? )
et donc avec d =4 — 2¢
d'q 1 1
= —¢lim ———TI(-1 2\1—¢
/ (2m) 2 —m? +ie ) (4m)2— (=14¢€)(m”)

i 1 2 9
= 62 Elgno (1 + elog(4m)) (e vE + 1> m? (1 — elogm?) (6.56)

im?

. 1 2
= 16m2 Elgno ((—: — g + log(4nw) + 1 — logm ) .

2. Renormalisation. En suivant le raisonnement ci-dessus, on déduit

2 1 .
Oym2 Am li < — g + log(4r) + 1 — log m2> . (6.57)

=-—— lim
m 3272 e=0 \ e

3. Propagateur renormalisé. En résumé, la renormalisation du propagateur a une boucle dans la
théorie ¢* n’est pas trés intéressante, parce que le seul diagramme 3 une boucle dépend de p de
facon triviale : le contre-terme §,,2 supprime le diagramme & une boucle et §; = 0, alors en fait

Lﬁ% - P 00, (6.58)
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Remarques :

On peut montrer : Avec les contre-termes dy, 0z, 0,2 ainsi déterminés, les fonctions a
n points au niveau d’une boucle pour un n quelconque et avec des impulsions/positions
externes quelconques peuvent étre calculées sans tomber sur des divergences.

Il suffit alors de mésurer deux quantités (la masse de la particule et la fonction & quatre
points pour des particules au repos) pour calculer toutes observables. En général, une théorie
est renormalisable §’il faut fixer un nombre fini de contre-termes par des conditions de
renormalisation pour étre prédictive.

On peut montrer : Une théorie est renormalisable = tous les coefficients des termes dans le
lagrangien sont de dimension > 0 (condition nécessaire en général, nécessaire et suffisante
pour des théories des champs scalaires, potentiellement apres une redéfinition des champs).

Ainsi le terme cinétique 9,¢0"¢, le terme de masse m2¢? et le terme d’interaction A¢?
peuvent figurer dans une théorie renormalisable ([m?] = 2 et [A\] = 0); pareil pour des
termes linéaires f¢ ou cubiques g¢® ([f] = 3 et [g] = 1). En revanche, si on inclut des termes
comme 3-¢3d,$d"¢ ou 3-¢°, alors la théorie devient non-renormalisable.

Divergences pour |p| — oo (“divergences dans I'ultraviolet”) a cause de 'extrapolation aux
échelles de distance infiniment petites. La renormalisation sert & cacher les détails de la
physique UV.

Une autre classe de divergences, les divergences dans l'infrarouge, peut apparaitre dans les
théories avec des particules sans masse. Ses origines et leur traitement sont un peu différents.
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Chapitre 7

Sections efficaces et taux de
desintégration

7.1 La diffusion : les processus 2 —+ 2 et 2 — n

On rappelle la formule de LSZ du chapitre pour la diffusion 2 — 2 dans la théorie ¢* :
(fli) = (déconnexe)+ i* / Aizy dtzy Atz dial e P11 ipevetipie iny

(T +m?) (0 +m?) (0 +m?) (35 +m?)(¢(x1)p(w2) ¢ (1) p(x3))

~ v

=i(27)46) (p1+pa—p} —ph) M

(7.1)

La fonction delta apparait parce que I'impulsion est conservée. On appelle Mg (en générale, une
fonction des impulsions, de la masse et du couplage) 1"élément de matrice de transition.

Exemple : au niveau de ’arbre,

,
X1

(3(21)6(22) B2, S(z))) connexe = ><

Xy xz’
= (—i}) /d4y Dr(z1 —y)Dp (22 — y)Dr (2} —y)Dr(zs — y)
(7.2)
et donc, en utilisant que (O 4+ m?)Dp(z —y) = —id™ (z —y),
<f|i>connexe = /d4$1 d4$2 d4xll d4$,2 e—ip1w1—ipzwz-‘rip’lw’l-l‘m’gmé
(—iX) / dy (=)0 (21 — ) (=0)8Y (w2 — y) (=)0 (2] — ) (=)' (2 —y) 73)
— _i/\/dyefi(erpzfp'ﬁp'g)y
= —iA2m)"0™ (p1 + p> — P — ph)
et
Mg =-). (7.4)
Exemple moins trivial : au niveau d’une boucle, avec les variables de Mandelstam
s =(p1 + p2)” (7.5)
t =(p1 —p)*
u=(p1 —ph)?>
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on trouve, avec Eq. (6.49) et en prenant compte du fait qu’il n’y a pas de renormalisation de
fonction d’onde & une boucle dans la théorie ¢*,

2 2

A2t m? —sz(l—x) m* —tx(l —x) m? —ux(l —x)
S W . 1 1 1
Ma A 3272 /0 do <0g m? —dm2x(1 — z) +log m?2 +log m?
(7.8)

En général, les opérateurs de Klein-Gordon (O; + m?) de la formule de LSZ suppriment les
propagateurs des pattes externes Dp(%; — Tvertex) dans la fonction de correlation. (Dans I’espace de
Fourier, les facteurs (—p? +m?) suppriment les poles - fmg des propagateurs des pattes externes.)
On peut alors directement calculer Mg a partir des diagrammes amputés (diagrammes connexes
sans propagateurs externes, avec impulsions entrants py, pa, —pj, —ph) :

i(2m) 4™ (py + p2 — P} — Ph) M

= [t dta dtaf dtay (e bk 016 02)6(a})0(03))

connexe, amputé

(7.9)

La généralisation aux processus 2 — n est évidente.

On ne mesure pas directement les éléments de matrice de transition mais des sections efficaces de
diffusion. On introduit le volume V' et le temps T' du processus (dont le résultat final ne dépendra
pas, alors ultérieurement on pourra les faire tendre — ©0) et on définit

1

do = ——
T T

dP (7.10)

ou @ est le flux incident sur la cible et dP est la probabilité différentielle pour la diffusion dans une
sous-region de l’espace des impulsions finales. Pour un processus 2 — n avec impulsions initiales
et finales

i) =lolp), (1= (il (7.11)
T v
= (F1H Gl a dit = kl;[l (27)3 d’pl,. (7.12)

La fraction |(f]3)|” /((f|f)(i|i)) contient des facteurs 6 (0) et 6*)(0) qui sont régularisés par le
volume V' et temps 7' finis :

3)(F) — 1 3weif~6 _ V (4) _ TV
50 = o / d G 800 = G (7.13)
En détail, on a
[(fI)* = <(27r)46<4> (p1 +p2— Zpk)) | Mg|?
k
= @m0 (g1 + = Y pk) @m0 D(0) | Myl (7.14)
k
= 2m)*8 (p+ 12— 3 ph) (VT) Ml
k
ainsi que
(ili) = (p1|p1)(palps) = (21)° 2wz, 6P (0) (27)? 2wy, 6PV (0) = 4 B4 B V2, (7.15)
(fin=11eEv). (7.16)

k
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Ensemble les éqgs. (7.12)), (7.14), (7.15) et ([7.16) donnent

i U X500 ALY Y
AE, B, V2 [[,(2E,V) L@y T

_z 1 v 4.5(4) _ / 2
_V4E1E21;[dpk (2m)°s (p1+p2 Zk:pk) Ma|”

dP =

(7.17)

De plus on peut exprimer le flux ® dans le référentiel du repos de la particule 1 par la 3-vitesse
U de la particule 2,

_ |7l
Vv
ou plus généralement, pour un référentiel quelconque obtenu par un boost de Lorentz en direction
U1 — Va2,

o (7.18)

|0 —
Vv
On insere égs. (7.17) et (7.19) dans éq. (7.10) pour enfin obtenir I’expression de la section efficace

différentielle pour la diffusion 2 — n :

o= (7.19)

1 e & :
do=————— [[ dp (2m)* 6 <p1 +py— Zp;c> |Mal* |. (7.20)

4E1E2 |’U1 — 1)2| 1 —1

Si I’état final contient n' particules indiscernables, on multiplie par un facteur ﬁ A noter que

tous les facteurs de T' et V' se suppriment dans le résultat final.

Cas spécial : diffusion 2 — 2. On choisit le référentiel du centre de masse ot E] = E} et py' +p' =
0 = p1 + po. Dans ce référentiel,

d®p} d®ph

(2m)3 2E7 (27) 2E, (2m)* 6 (py + p2 — ph — Ph)

dp} dph(2m)* 6@ (py + py — P — ph) =

7.21
= %5(2 E —/s) ( :
1672(E!)2 !
olt comme avant s = (p; + p2)?. En conséquence,
1 1 o R
do 82 B —/5)dQp'|” d|p| | M| (7.22)

- 4E1 E2 |61 - ’172| 167T2(E1)2

Pour transformer la fonction ¢, on rappelle I'identité

/dx&(f(:r)): > 1‘ . (7.23)

!
i f(-tz):() |f (:L’Z)|
Ici Pargument de la fonction § est
2B (Ip1']) — Vs = 2/m + [P/ — /s (7.24)
ce qui s’annulle & Ef = ? et dont la dérivée est
0 2|51
2E (|p1]) — = —. 7.25
Alors
do 1 1 1 E Mgl? 5
L5 (M _ Ml 7] (7.26)

dT) - 6471'2 E1 E2 |’l71 — 172| (E{)Q 2|ﬁll| o 6471'2 E1 E2 |171 — ’172|\/§ '

B{=/5/2
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Cette formule est valide généralement dans le référentiel du centre de masse, méme pour des

especes de particules différentes. Si de plus les quatre masses sont identiques, on a

|ty — )| = JZR Y cy 2|p1 | mi=my 2|py'|
2 1 I B B, B
et alors )

do _ [Msg]

dQ ~ 64n2s’

7.2 La désintégration : les processus 1 — n

(7.27)

(7.28)

Strictement le formalisme de LSZ ne s’appliquerait pas & ce cas car une particule instable ne peut
pas exister a T — =+oo. On peut ignorer cette complication et néanmoins arriver au résultat
physique correct en généralisant Eq. (7.20) : Dans le référentiel ou la particule est au repos, g1 =0

et Fy = my, alors la largeur différentielle est

1 &~
dl' = 2my H dpj, (277)45(4) (pl - ZP%) |Mﬁ|2 :
k=1 k
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Chapitre 8

Fermions

8.1 Le groupe et ’algebre de Lorentz

I

. ! ! 7 . . .
z = Vi z
Les transformations de Lorentz z# — z' Al z¥ préservent le produit scalaire lorentzien
2

2?2 = z,at = gyata, cad. AgAT = g. Toutes les transformations A forment le groupe de Lorentz
0(3,1), un exemple d’un groupe de Lie (un groupe avec la structure d’une variété différentielle).

La composante connexe qui contient 'identité forme un sous-groupe, le groupe des transformations
de Lorentz propres orthochrones SOT(3,1).

Exemples de transformations propres orthochrones :

Rotation par un angle o dans le plan (z', z?) :

1
cosa  sina
A= —sina  cosa (8.1)
1
Boost avec rapidité n selon z' :
coshn sinhp
A= sinhn coshn : (8.2)
1
— A — 1 : _ 20 1 —
avec coshn =~ = T et sinh g = v/cosh” g = By.
Les éléments de SOT(3, 1) peuvent étre obtenus par I’application exponentielle,
A = exp <—;mem> —1- %me“ +0 (|lwl?) (8.3)
Ici w,) = matrice 4 x 4 réelle antisymétrique contenant les angles/rapidités. De plus, M** = — M
= générateurs = ensemble de 6 matrices 4 x 4 avec les éléments
(M”)‘),“, =1 ((52(5,’,\ — 5,’;‘(52) . (8.4)

(il y en a 6 car la paire d’indices antisymétriques kA permet 6 objets indépendants). Les matrices
M*"* obéissent 1’algébre de Lorentz

[Mn)\’ Mpo’] = (g)\prw _ ngM)\O' _ g)\O'M/'Cp + gHO'M)\p) ) (8.5)
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Algébre de Lie = espace tangent a 'identité du groupe de Lie = “transformations infinitésimales”.
L’algebre de Lie des weoyM**, 50(3,1), géneére le groupe de Lie des e™2“M SOT(3,1).

Une représentation n-dimensionnelle de so0(3,1) est un ensemble de 6 matrices n x n
(MO, M02 IO, M2, M3, M2} telles que

0 Mot Moz 703
_Mm 0 Mu Mw
_]’\‘/[’02 _j’\‘/[’lz 0 ]’\‘4’23
_M03 _M13 _MQS 0

(M") = (8.6)

vérifie Ialgebre éq. (8.5)).

Exemples :

o M** = M** comme dans éq. (8.4), dite la représentation vectorielle (parce qu’elle génere
les transformations de Lorentz des vecteurs A%).

o M = 0, la représentation triviale (non fidele), génére seulement I'identité e® = 1.

e La représentation de Dirac : Soient y* = (7’“1,8) un ensemble de 4 matrices 4 x 4 telles que
(YY" +9"y")5 = 29" 55 (algébre de Clifford) (8.7)

alors les matrices .

4 A — kA
=051 =r" (8.8)
forment une représentation 4-dimensionnelle de l’algebre de Lorentz (preuve : exercices).
Cette représentation n’est pas isomorphe a la représentation vectorielle. 1l se trouve que
toutes les représentations des «y sont équivalents (liées par des transformations unitaires). Ici
on va utiliser la représentation de Weyl de 'algebre de Clifford,

pe(1) ()

avec les 0! = les matrices 2 x 2 de Pauli, ' = <(1) é), 0? = (0 — >, o3 =

(0 5)

Pour construire une TQC invariante par des transformations de Lorentz, les champs doivent se
transformer de facon covariante = prendre ses valeurs dans un espace vectoriel n-dimensionnel
qui porte une représentation n-dimensionnelle de s0(3,1).

Mﬁ)\

Anciens exemples :
e champ scalaire, une composante, représentation triviale : ¢ — A¢ avec A = 1.

e champ vectoriel, quatre composantes, représentation vectorielle : A, — A‘;’A", A =
exp(—zwM).

8.2 Le champ de Dirac

Nouvel exemple :

e champ de Dirac (spineur de Dirac), quatre composantes, représentation de Dirac :

!
(e}

P* — Ag’q/;ﬂ, g’ = exp <—;wﬁwm> . (8.10)
3
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Les premiers termes du lagrangien qui sont réels et invariants par Lorentz (— exercices) :

L=, (i(y*)§0u —mog) v (8.11)

avec
P =tal. (8.12)

Equations de mouvement : équation de Dirac,

] (iv"8, —m)1p = 0\ (8.13)

et son conjugué (ol on a supprimé les indices des spineurs). L’équation de Dirac implique I’équation
de Klein-Gordon car

0= (=iy"0y —m)(iv" 0, — m)y
= (9" 0,0, + m*)Y

1 A
30" +9"9") 8,0, + mz)w (8.14)

2 ghv
= (@ +m?)y
mais elle est plus restrictive : un objet avec quatre composantes qui sont tous des solutions de
I’équation de Klein-Gordon n’est en général pas une solution de ’équation de Dirac.

La représentation de Dirac est réductible : Si on pose

Y1

_ | Y2

v=| W (8.15)
YRo

les objets & deux composantes ¢;, et ¥ i ne sont pas melangés par les transformations de Lorentz
propres. Ils sont dits spineurs de Weyl (4 main gauche, “left-handed”, et & main droite, “right-
handed”). On définit I’opérateur de chiralité

7’ =i’y % (8.16)

H(8)-(8) H()-(3)

7> commute avec les générateurs de Lorentz (— Ex.) ce qui montre que v, et ¢ se transforment
indépendamment, par les représentations de Weyl & main gauche et a main droite (irréductibles).

et on trouve

Les spineurs de Weyl décrivent des fermions sans masse. Pour écrire un terme de masse[[]il en faut
toujours deux que ’on peut arranger dans un spineur de Dirac, donc on va désormais utiliser des
spineurs de Dirac exclusivement.

Les solutions de I’équation de Dirac

Les solutions de ’équation de Klein-Gordon
(O+m?)yp* =0 (8.18)

sont les superpositions des ondes planes, par exemple

Ve (z) = u®(Pe P* avec p> =m?, p°>0. (8.19)

1. Plus précisement, un terme de masse “de Dirac” — pour des spineurs dits “de Majorana” il existe un autre
type de terme de masse.
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En insérant cette solution dans I’équation de Dirac on trouve la contrainte supplémentaire

] (7P —m)u(p) = 0. \ (8.20)

-,

Dans le référentiel du repos, p = (m,0) et
o - 1 1 -
0=(my" —mlu(0) =m u(0) (8.21)

donc

u(0) = m( g > (8.22)

avec ¢ = un spineur & deux composantes quelconque, normalisation conventionnelle ¢7¢ = 1. A
cause de I’équation de Dirac il y a alors seulement deuz degrés de liberté indépendants contenus
dans le spineur u(p) (on trouvera plus tard qu’ils correspondent aux états de spin de la particule).

Dans un référentiel quelconque on obtient u(p) par un boost appliqué a u(ﬁ) Les générateurs des
boost de la représentation de Dirac dans la direction des z* sont les matrices K* = 4%, Avec

L _ P
P= (8.23)
|91
un vecteur unitaire en direction de 'impulsion et
n =sinh™" 1ol = tanh™! @ (8.24)
m p
la rapidité qui paramétrise le boost, on a alors pour la transformation de Lorentz
A= e i E (8.25)

et

u(p) = e""ﬁﬁ\/ﬁ< g ) . (8.26)

On peut décomposer u(p) en spineurs de base en choisissant une base dans l’espace des £ : avec
E=(ere = (Oona

W= Em(E) =, (s.27)

Un autre type de solution de I’équation de Dirac sont les ondes planes regressives

Y = v()et?? avec p® =m?, p°>0. (8.28)

Les mémes considérations qu’avant donnent la contrainte

(7" + m)u() = 0] (8.29)

et les spineurs de base

vs(f) = e~ K m( _65 ) (s =+, ). (8.30)

On va noter quelques identités utiles pour les spineurs de base v, et u, ainsi que pour @, = u}y°
et v, = vi7". Notons que
i

(P79 ="' (1)) = = 30% 4T = —K" = (K)' (8.31)

B

VK =100 =
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et donc 4 '
VK" = (K%)Ty° (8.32)
dont on déduit

s s\t R S
u(p) = (p)y° = (e_“”"Ku(O)) 0 = uf (@)et R A0 = g(G)ein K. (8.33)

Alors les exponentielles se suppriment dans les combinaisons bilinéaires comme @(p)u(p) et on
obtient

B (P1ia(P) = 1, (O)uua (B) = v/ ( 4 )T \/ﬁ( ¢ ) —2ma,,. (3:34)

De méme,

r(P)vs(P) = —2m s,
ﬂr(ﬁ)vs(m =0, (835)
U (P)us(p) = 0.

Plus tard on aura en outre besoin des sommes de spins, qui s’écrivent, dans le référentiel du repos

> ug(0)as(0) = my° + m,
s—+,—

I (8.36)
Z 05(0)0,(0) = mA° —m.
s=-+,—
Dans un référentiel général on obtient
Z us(P)us(p) =p+m,
e (8.37)
Z vs(P)0s(P) =p—m.
s=-+,—
Ici on a introduit la notation du slash de Feynman, p,v* = p, v#0, = P etc.

8.3 La quantification canonique du champ de Dirac libre

On ne peut pas suivre le méme chemin que pour le champ scalaire : décomposition de Fourier +
relations de commutation canoniques. Il se trouve que ’on soit perd 'unitarité (plus de conserva-
tion de probabilité) soit tombe sur un hamiltonien sans borne inférieure (plus d’état fondamental).
A la place des relations de commutation on impose plutot les relations de anticommutation (anti-
commutateur : {4, B} = AB + BA) entre ¢ et son moment conjugue 85/81/} =t :

{02 (t,3), 9 (t, 7))} = 03 (& — &)03

8.38
(0% (0,2), 07 (1,2} = {01(,2), 0}, 7)) = 0. (8.38)

En général : Théoréme spin-statistique. Représentations de Lorentz de spin demi-entier < rela-
tions de anticommutation < statistique de Fermi-Dirac, principe d’exclusion de Pauli, fermions.
Représentations de Lorentz de spin entier < relations de commutation < statistique de Bose-
Einstein, bosons.

On décompose en modes de Fourier :

UOEDY / dp (as(@Pus(B)e™ " + B (@os(er) |
e : —~ ) ] (8.39)
"/}(w) = Z/dp (bs(ﬁ)qjs(ﬁ)e—sz _*_al(ﬁ)as(ﬁ)ezpw) .
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at, b, a, b = opérateurs de création / annihilation. Comme pour le champ scalaire complexe (—
Ex.) il faut distinguer deux types d’excitation, particules/antiparticules. Des éq. (8.38) et (8.39)
on obtient les regles d’anticommutation

{as(P), al(5")} = (2m)° 6@ (7 = 5") 20581,
{bl (13)7 b”’ (ﬁl)} (27T)3 5(3) (ﬁ_ ﬁl) 2&)13 67’5 ; (840)
(autres anticommutateurs) = 0.

Le hamiltonien est (— ex.)
1= [@i-ivo+myi =3 [ dpoglalBan@) - b.000) (8.41)

On note le signe — par rapport au cas bosonique. En utilisant les relations d’anticommutation on
trouve ’expression manifestement positive

1 =3 [ Gy (@l P + 160 () + By (8.42)

avec Ey = constante (divergente), pas observable.

Espace de Fock :
e vide |0) annihilé par tous les a,(p) et bs(p)
e al(p) crée un état & une particule de “type a”, impulsion j, spin s
e bl () crée un état & une particule de “type b”, impulsion 7, spin s

Interprétation : “type a” = fermion, “type b” = antifermion.

L’identification s < spin

Moment cinétique = générateur de rotations = charge conservée associée a 'invariance par rotation
(théoréme de Noether, voir sec. [2.3)).

Transformation de Lorentz linéarisée :

i v
A=1- 5“]1“/7” + O(||wl]?) (8.43)
Rotations générées par
y 1 .. ok 0
P =gt ( 0 ok ) (8.44)

rotation avec axe x*

Pour une rotation par un angle 6 autour de ’axe des z :

A=1- %9 ( A > + Ol (8.45)

0 o3
Transformation du champ 1 :

stz > (1-30 (% %)) vlts s+ 00,y —02,2) + 0(0P)
g

i 0
= Z/J(t;l“;y,z) - 50 < 0 0_3 ) 'l[)(t,il?,y,Z) - O(Z‘ay - yam)w(tv:ﬂ)y:z) + O(|0|2) .
(8.46)
La variation du champ est alors
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ou au cas général d’'une rotation autour de ’axe défini par un vecteur unitaire 7

Ay = (xxV+ <‘S g))W (8.48)

Le courant conservé est Y
Jt=—7"A 8.49
50,0) (5:49)

Il y a donc trois charges de Noether [ d®z J° (une par axe de rotation indépendante) constituant
le vecteur du moment cinétique :

- . e 1/F 0
j:/d%W(:px(—NHQ(O &>>¢ (8.50)

“MC orbital” —
“MC intrinsique”

On calcule le moment cinétique en direction des z d’un état a une particule au repos :

T al(ﬁ) 0) = [T al ag )] |0) car J.|0) = 0, vide invariant
1 350
- 5 [ [ et oo (55

(arf (5w (F)e ™% + B (5" Yo ()€ ) , 0l (0)]

_ Z/d3 /dpdp (Pl (ﬁ)e”’z; < y

W ) an e, @) 0

0(_)3
= [ [Bar aeieer L (5 L) w) [we). do] o

r,r!

{a,/ (7"),al(0)}—2al(0)a, (7")
3

1 1 0 —/ — — —/
= Z/dpdp/ ai(mui(ﬁ)§ < 0(') 3 > Uyt (p )(27‘()65(3)(17_13/) 6(3)(p )2(,01-;1(511/3 |0)

ag

a3 ( % ) u@an

Il
/N
e
N —
w‘qw

ey

»
N———
S

N -+
—~

=
=

=

Ry

(8.51)

Pour arriver a la troisieme égalité on a utilisé que [AB,C] = A{B,C}—{A,C}B et alors [AB,C] =
0si{A,B} ={A,C} =0, donc les termes avec bi, (p') s’annullent. De plus, un terme contenant plus
d’annihilateurs que de créateurs va annihiler le vide, alors le terme impliquant [b, (7)a, (5), al(0)]
ne contribue pas non plus.

On conclut que le fermion créé par al a un moment cinétique au repos (“spin”) de ﬂ:%. Le méme

calcul pour les antifermions montre que bl (0)|0) a le moment cinétique Fi.
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Le propagateur de Dirac

Calcul des fonctions & deux points, en utilisant que bs|0) = 0 et (O]bf =0 :

O @50 = X [ @ dpf e 7, (s () Ol ), (7))
= [BX wi a@e e

(8.52)
(P+m)5
= /dAI; (p+m)3e Py
et de méme N
(O[T 5 (9) 0" ()]0) = — / dp (p+m)5e P (8.53)

Définition de 'ordre chronologique pour les fermions : signe moins si on change 'ordre de deux
opérateurs fermioniques,

s — Z/J(m)a(y) ’ mO > yO
T = - 8.54
v ={ e (8.51)
Un calcul équivalent a celui du cas bosonique (voir sec. donne la représentation
— d*p  i(p+m in(e
O To@0I0 = [ b5 e ) = 5p(a ). (8.55)
Notation : vu que
P+m)(p—m) = —m’1 = (p” —m?)1 (8.56)
on écrit parfois pour la transformée de Fourier de Sp
Sp=—" (8.57)

Pp—m+ie

méme si strictement parlant p — m est une matrice.

La formule de LSZ pour les champs de Dirac

Similaire au cas du champ scalaire mais avec quelques complications : il faut distinguer fermions
dans I’état initial u, antifermions dans I’état initial 7, fermions dans I’état final %, antifermions dans
Pétat final v. Avec impulsions entrants p; (i = 1...m) et impulsions émergents p}; (j =1...7n), et

Popérateur (— ﬁ m) agissant aux fermions & sa gauche on trouve
(f]i) = termes déconnexes + ("™ /d4m1 dial e~ UP1ZL AP Em —p @) — =P 2
Uy (D) (0P — M)+ s, (Brn) (0 ) — M),
[T (ay,) . (@) .. ¥(z ) Y(2,)]0)
(=i P = M)ty (1) .. (=i P —m), 1O (P ) -

(0

(8.58)
La formule suppose que m = masses physiques (poles des propagateurs), ainsi que
(0l ()[0) = 0 (8.59)
(garantié par invariance de Lorentz),
(p, s, fermion|t)()|0) = 0 = (p, s, antifermion|¢)(z)|0) (8.60)
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pour tout état & un (anti)fermion avec impulsion p et spin s (garantié pour des Fermions de Dirac
par la conservation du nombre fermionique), et enfin que

(p, s, fermion[i(2)|0) = @, (Fe ™"

i 8.61
(p, s, antifermion | (x)|0) = v,(P)e"P* (8.61)

(a assurer par des conditions de renormalisation dans les théories avec interactions).

8.4 Les intégrales de chemin pour les fermions

Champs bosoniques < relations de commutation, commutent au cas limite classique. On dérive
les amplitudes de transition dans la théorie quantique des intégrales de chemin = des intégrales
sur ’espace de configuration des champs classiques commutants.

Champs fermioniques <« relations d’anticommutation. Pour définir I'intégrale de chemin, il faut
des objets qui anticommutent au cas limite classique : Yy = —x¥. Nombres de Grassmann.

Algeébre de Grassmann = algebre libre associative, réelle ou complexe, générée par l'identité 1
et par {6;}iez, modulo la relation 6;0; = —6,0;.

Exemple important (en topologie et géométrie différentielle, aussi dans le traitement
mathématique des théories de jauge classiques) avec un nombre fini de générateurs : algebre
extérieure sur un espace vectoriel, en particulier des formes différentielles (= champs tensoriels
antisymétriques) sur l’espace tangent d’une variété de dimension n. Produit = A, générateurs =
{dz'} par rapport & un systéme de coordonnées locales {z'}, éléments >, w;, 4, dz"* A.. . Adz'*.
Ici on va considérer un nombre infini de générateurs (méme des familles Z non dénombrables) :
Propriétés :
6?7 =0 (8.62)
005, k] = 0 (8.63)
ou plus généralement : les produits d’un nombre pair des § commutent avec tous les éléments de
I’algebre.

Des fonctions sont définies par leur développement limité, nécessairement fini :

f@)=A4+0B+6°C +... (8.64)

=0 car 62=0

La dérivée (de gauche) % est définie par les propriétés
e linéarité
. {6 0} =1 (cf. nombres commutants ol on a {6 m} =1)
00’ ' ox’
Il en résulte
0

55 (A+608)=D. (8.65)

L’opérateur d’intégration (impropre) [ df est définie par les propriétés
e linéarité

. /d0 f@+n) = /dO f(6) (invariance par un changement de variables additif)

) /d09 = 1 (normalisation)
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Il en resulte

/de(A+oB):B/doazB. (8.66)

Alors intégration et différentiation sont effectivement la méme opération.

Complexification : définie de maniere évidente. On traite 6; et 87 comme variables indépendants
(plutot que leurs parties réelles et imaginaires). On note la régle pour le conjugué des nombres de

Grassmann :
(0:0;)" = 0;9; = —0;9}‘ . (8.67)

Intégrales de Gauss :
/do* dge "0 = /de* dé (1 — 6%ah) = /de* df (1 + 6ah*) = /de* ab* =a (8.68)

dzdz* —z%az

o = 1. En plusieurs dimensions (—

A comparer avec le cas de nombres commutants,
exercices) :

n
11 / A6 df; e=%5Ainbr = det A (8.69)
=1

=[dr6= dno

dmzd™z* —2tAz _ 1 G
any € = g5 - Plus généralement,

A comparer avec le cas de nombres commutants,
/ dm9* dng e 0" AT 00T — (et 4)en' AN (8.70)

Intégrales de chemin :

On suit largement le cas bosonique avec quelques modifications, voir section Les champs ¢ (z),
Y(x) et les sources n(z), f(x) sont des champs de Grassmann. La fonctionnelle génératrice de la
théorie libre est

2t =N [ 05 [ Do exo (i [ ataiap—mpw +0 -+ ) (5.71)
Apres un changement de variable d’intégration :
2t = 20,0 exp (~ [ @t d'yn(o) Se(e — ) o)) (8.72)

On calcule les fonctions de correlation en prenant les dérivées fonctionnelles par rapport aux
sources (attention a l'ordre des champs de Grassmann!). Par exemple,

O T 6B = i (507 (150 ) 2000

77:17:0

6 6 4 4 — .
= 6(z1) dn(a) P (—/d z d*yn(z) Sp(z y)ﬂ(l/)) o @13
- 6n<6m2) 577{;1) e (‘/ d' d*yi(e) Sp(e —y)n() )|
= SF(LL’I — 1‘2)

comme il faut.

8.5 La théorie de Yukawa

En quatre dimensions on ne peut pas écrire une théorie renormalisable avec interactions qui ne
contient que des fermions. En fait la dimension du lagrangien est 4 = [£] = [iy) §¢], alors la
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dimension du champ % est [¢] = % et tout terme d’interaction est de dimension > 4 (par exemple,
[(1%)?] = 6), non renormalisable.

La théorie renormalisable la plus simple qui contient des fermions et des interactions : un fermion
de Dirac v, un scalaire réel ¢. Théorie de Yukawa.

L= EDirac + Escalaire + Yy ¢E¢ - (874)

Ici le couplage y est sans dimension. Modeéle pour les interactions du boson de Higgs avec les
fermions du modele Standard, ou (avec un facteur de v°) pour les interactions entre pions et
nucléons.

Fonctionnelle génératrice :
Z[n,n, J]
, 1

= /DEW D¢ exp (z / d*e (i P — my)p — %(am) - §m3,¢2 +y oYY + ) + ¢ + J¢>>
) 1 6§ . 6 1 6 _
e <y/ d'o < 57(z) on(a) i577(l‘)>> Zoln-11. 7]

ol on a séparé le terme d’interaction avec le méme raisonnement que dans section [6.1] avec Z
donné par

(8.75)

Zo[n, 7, J] = N exp <—/d4r d*yij(z)Sp(z - y)n(.u)) exp <—/d4x d*y J(z)Dp(z — y)J(y)> :
(8.76)
Diagrammes de Feynman :

On développe les exponentielles et on représente chaque terme par un diagramme de Feynman,
composé des éléments suivants :

S source externe J : i [ d*z J(2)

()
o source externe 7j : i (x)

d*z

B

Oo— source externe 7 : i / d*zn

——»——  propagateur de fermion : Sg(z —y)

——————————— propagateur de scalaire : Dp(z — y)

: vertex : /d4a: 0 0 0
AN ' 5J(x) on(x) oij(x)

Les propagateurs des fermions sont orientés (indiqué par la fleche). Pour les propagateurs attachés
aux sources externes, la direction est toujours O—— et @—=—; aux vertex, il y a toujours une
fleche qui entre et une qui sort. Indication du flux de nombre fermionique au travers du diagramme.

Représentation diagrammatique de la fonctionnelle génératrice :

o D
Z[J,n,7) = Z[0,0,00 Y  Tactour do symétrie S(D) (8.77)

diagrammes
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Reégles de Feynman pour le calcul des amplitudes

Méme que pour le cas du champ scalaire : les dérivées fonctionnelles par rapport aux sources
enlevent les J, n, 7, extrémités des propagateurs correspondants labellisés par z;. Regles dans ’es-
pace d’impulsions obtenus par transformation de Fourier. Les propagateurs externes sont enlevés
selon la formule LSZ. Sans démontrer les détails :

1.b Fermions émergents :

1.d Antifermions émergents :

1l.e Scalaires externes :

2.a Propagateurs de fermion : —— =

p? —m3 +ie
2b P d lai . = i
. ropagateurs de scalaire : ----------- T2 - mi ¥+ ie

3. Vertex : ‘ = —iy

N\

Conservation des impulsions a chaque vertex.
Intégrer sur toutes les impulsions pas encore déterminées.

Diviser par le facteur de symétrie.

NS o e

Déterminer le signe total du diagramme :
e boucle fermionique = facteur de (—1)

e deux pattes externes fermioniques échangées = facteur de (—1)
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Chapitre 9

L’électrodynamique quantique

9.1 La quantification du champ électromagnétique

On rappelle que le champ électromagnétique est représenté par un tenseur antisymétrique, Fj,, =
—F,,, qui est contraint par la relation

D" " Fey =0 (9.1)
(identités de Bianchi). Les équations de mouvement sont
O FH = J¥ (9.2)

avec J = (p, j) le courant électromagnétique. Les éqs. (0.1) et (9.2) sont les équations de Mazwell.
Une solution de la contrainte (9.1)) est

F,, =0,A, — 0,4, (9.3)

avec un vecteur A,, le quadri-potentiel. On utilise alors A, comme variable fondamentale; les
éqs. (9.2)) sont les équations d’Euler-Lagrange ﬁ J[d*z £ =0 avec
m

1
L= FuF" — J, A" (9.4)

Deux choix de A, sont toutefois équivalents physiquement s’ils sont liés par une transformation
de jauge
Au(2) > Ay(2) +0u0(2) (9.5)

avec a(z) une fonction quelconque, car F,,, — F),,. La présence de cette redondance de description
pose des difficulités pour la quantification de la théorie.

Probléme : la quantification canonique naive donne lieu aux contradictions. Le moment conjugué
a A, est
oL
= =Fyu, (9.6)
P i, w

donc Il = 0 et on ne peut pas imposer les relations de commutation canoniques

[Ao(t, %), o (, '] = (autre que 0). (9.7)

Une possibilité d’éviter ce probleme est de “fixer la jauge”. Classiquement on imposerait une
condition de jauge telle que, pour chaque configuration de champs, il existe un A, unique qui la
remplit. Exemples : n#*A,, = 0 pour un vecteur n* fixe (jauge axiale/du cone lumieére/temporelle
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selon le signe de n?, non covariante), V - A=0 (jauge de Coulomb, non covariante), 9, A* = 0
(jauge de Lorenz, covariante).

Pour la jauge de Lorenz, ’équation de mouvement devient
A% = J*. (9.8)
On obtient la méme équation de mouvement du lagrangien modifié
1 1 2
L= _EF””FW — J AN — % (0, A*) (9.9

en posant ¢ = 1 (“jauge de Feynman”), que l’on peut prendre comme point de départ pour une
quantification canonique du champ électromagnétique. Le moment conjugué est maintenant

m, =-4, (9.10)

et les relations canoniques de commutation sont
[A*(t, Z), 10, (t, &)] = i6*6®) (& — 7). (9.11)

Si on poursuit cette approche canonique, on va tomber sur un espace de Hilbert avec une norme
indéfinie, mais la projection sur la partie avec une norme définie positive donne une théorie
cohérente (formalisme de Gupta-Bleuler, quantification canonique du champ électromagnétique).
Parce que ce formalisme est plus difficile a généraliser aux théories de jauge non-abéliennes, on va
plutot poursuivre une approche différente, basée sur les intégrales de chemin.

Probléme équivalent en langage des intégrales de chemin :
z< / DA 514 (9.12)

On intégre sur des configurations physiquement équivalents (se déduisant 'une de 'autre par une
transformation de jauge). En fait

_ 1 4 ul/_l d4k A 2 uv wv\ A
S = z/cla:FWF _i/WAu(k)( K g" + k*E") A, (—k) (9.13)

et si on pose A,(k) = k,a(k) (avec a(k) une fonction quelconque : configuration “pure jauge”,
équivalent & A, =0) :

=0
Au(k):kua(l‘:) (914)

/ Ak A, (k) (K" + K"E") A, (—k)

Ay (k)=kpa(k)

N (i54]

alors pour toutes les « on n’intégre pas une fonction gaussienne mais une constante : divergence
grave (méme si toutes ces configurations ne représentent qu’une seule configuration physique)! Il
faut alors trouver un moyen de ne compter toute configuration physique qu’une fois.

Astuce de Faddeev-Popov :

On considere une fonction G(A) (condition de jauge) dont on va préciser la forme ci-dessous. On
insere 1 dans l'intégrale de chemin sous la forme

SG(A®)
1= / Do) 5[G(A)] det <G((5a)> . (9.15)
Ici AEf“) est obtenu de A, par une transformation de jauge,
A (2) = Au(@) + Opa(z). (9.16)
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Eq. (9.15) est la généralisation fonctionnelle de l'identité

1= / d™y 6 (y) = / A"z det <(‘W) 6 (y(z)) . (9.17)

Pour 'ensemble des conditions de jauge
G(A) = 0,A" — w(z) (9.18)

avec w(x) une fonction fixe, on obtient

G(A) =9, A" +9,0"a — w (9.19)
et alors 5G
— =0 9.20
3o (9.20)
qui est indépendant de A, (en QED — plus compliqué pour les théories non-abeliennes). En

insérant éq. (9.15) dans 'intégrale de chemin on obtient

) (@)
/DA Sl = /DAelS /Da S[G(A)] det (W)
Yo

(a) o
det (%) / Da / DA A gG(A) (0.21)

det (‘SG(M> / Da / DA 51 §[G(4)]
= det(O </Da> /DA e 5[0, AP — w)

Dans la deuxieme ligne on a utilisé que le déterminant est indépendant de a. Dans la troisieme
ligne on a exploité I'invariance de jauge de I’action et le fait que DA = DA, Dans la quatrieme
on a renommé la variable d’intégration. Dans la cinquiéme on s’est servi des éqs. ) et (9-20).
A noter que l'intégrale de chemin a été restreinte aux A, qui vérifient une cond1t10n de Lorenz
généralisée 9, A* = w.

Pour progresser il convient de ne pas considérer seulement une fonction w mais d’intégrer sur tous
w avec une pondération gaussienne (classe de jauges dite jauges Re)

/DA Sl = /Dw e Sl % det(O (/Da) /DA el 5[0, AF — W)

— N(¢) det(D) < / Da> / DA ¢Sl [ d*s J(0,4)? 9.22)

= N(§) det(O </Da> /DA el [ e (LtLar)

Ici € est une constante, N () est un facteur de normalisation et

Lot = — (8,42 (9.23)

2%

L’expression finale contient toujours plusieurs facteurs divergents / mal définis, comme det(dJ) ou
[ Dar, mais ils apparaissent en facteur. De conséquence, pour le calcul des fonctions de correlation
ces facteurs se suppriment dans la fonctionnelle génératrice normalisée

Z[J]  [DAeiS deLtLotd A%
zo] /DA et S d*a(L+Lgr)

(9.24)
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Les observables physiques doivent étre indépendants du choix de paramétre de jauge £. Pour des
calculs en pratique, normalement le choix

e=1 (9.25)

est le plus convenient (jauge de Feynman). Parfois d’autres choix comme £ = 0 (jauge de Landau)
peuvent se trouver convenables selon le probleme.

Propagateur du photon :

Nous pouvons maintenant calculer la fonction & deux points pour le photon en jauge R générale :

(1 6 1 ¢ Z[J]
(0] TA,(x)A,(y)|0) = <Z §Ju(x) {&7”(?/) Z[O]> J=0 (9-26)

Ak e —i Kk
- /(2@46 ( y)k2+ie (g””_(l_g) k2 ) '

La “pure” électrodynamique étant une théorie libre, toutes les autres fonctions de correlation
sont triviales (déconnexes). On obtient une théorie beaucoup plus intéressante et importante si on
couple le photon aux autres champs.

9.2 L’électrodynamique quantique

e Exercices : L = —1F,, F" — A, J* invariant de jauge si 9,J* = 0 (courant conservé).
e Théoreme de Noether (sec. : Si S[®;] = S[®}] (symétrie continue avec ®; — P, =
®; + aA®; + O(||a|]?) et L = L+ ad,J* + O(||a]|?), alors le courant

oL

Jh= 2 AP, — JH 9.27
0(0,%;) ( )
est conservé.
On considére alors B
»CDirac = ¢(Z a - m)'l/} (928)
et la transformation . B o
v = e, P — e . (9.29)

Ici e dans ’exposant est une constante. Si « ¢ est constant, alors Lpirac — LDirac, par conséquent
J =0 et S est invariant. On a Ay = iey), A = —ier) et le courant de Noether est

o0

On va identifier la constante e avec la charge électrique élémentaire et la charge [d*z JO avec la
charge électrique portée par le champ .

J# n’est plus une “source externe” (= un moyen auxiliaire pour calculer les fonctions de correlation
qui ne figure plus dans le résultat final) mais une source physique : les électrons sont la source du
champ électromagnétique, le courant est construit des champs quantifiés.

Tout ensemble :

Lqep =Y —m)p — iFWFW — eyt Ay

- . (9.31)
B —m)y = JFu
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ou la dérivée covariante de jauge est

D =9"D, = "0, +ieA,). (9.32)

On note que éq. (9.31)) est invariant par des rotations de phase locales ot @ = () :

h(x) = Py (z)
b(x) = Pla)e @ (9.33)
Ay (z) = Au(z) — Oua(x)

car
- 3 - e 1 v . —tlex teq
Lqep — Zbe*’w(z P —m)e V,Zi—ZFH,,F“ — eye (4 - (Pa)) e = Lqrp . (9.34)
P(i p—m)p—ed( Pa)y

Dit autrement, 'invariance du lagrangien de Dirac par des transformations de jauge locales
nécessite un couplage & un champ de jauge (le photon). Le lagrangien (9.31) qui résulte est celui
de I’ électrodynamique quantique.

Reégles de Feynman pour la QED

Dans l’espace des impulsions, jauge de Feynman £ = 1, sans preuve :

l.a (Anti)fermions externes : voir théorie de Yukawa, section

p
1.b Photon incidents : MO =2,(p)
u
p
1.c Photon émergents : Ny =¥
g QMM +(p)
p— _i(p+m)

2.a Propagateur de fermion : —»— = __—* _~
p? —m? +ie
P

2.b Propagateur de photon : _ 9w
N~ B .
i v p? + e
u
3. Vertex : = —ieyt

4. Conservation des impulsions a chaque vertex.
5. Intégrer sur toutes les impulsions pas encore déterminées.
(6. Diviser par le facteur de symétrie — toujours 1 en QED spinorielle.)

7. Déterminer le signe total du diagramme.

Ici €,(p) = quadrivecteur de polarisation du photon, €,(p) = (0,€(p)) avec |&] = 1l et £€- =0
(polarisation transverse).
9.3 Processus élémentaires au niveau des arbres

La diffusion ete™ — utu~

Jauge de Feynman :
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7/, P

=p+rp

= s (p2) (—ier s, (p1) ((p‘fp)) i (5)) (—ier” Yo, ()

o (9.35)
= i +m) (s, (P2)7"us, (p1)) (ﬂs’1 (P1) Vs, (Ph)) =i Mg
On a
(y"u)* = ul (") (0T) = uf ()7 (1°) v = ulyOy# v = Ay (9.36)
et donc
4
Mg |* = FTAL (Do (p2) Vs, (1) s, (P1) V055 (P2)) (Thsr (D) V08, (05) Ty, (05) 7 1051 (D))

(9.37)
On calcule la section efficace non polarisée : on prend la moyenne % Zsl % ng des spins incidents
et la somme Zs,l Zs,z des spins émergents. Avec m, M les masses de l’électron et du muon :

1Y IMap

51825 s},
et 1 _ " _ _ _ v
= mz Z USga'yaﬁuslBusl'y'YV75”525”5’10/711, a’B’vs’ZB’Usgv”yV’(S’us’lé’
s18528] 55 (9.38)
et 1 »
= mz (P2 —m)s, 755 (Pr +m)g, Yo L+ M)y Yuars (B — M),gw/ Vi
et 1 y
R+ tr (P2 Pry) tr (B + M)y, (s — M)Y")
(p1 +p2)t 4

On a utilisé ) us(p)us(p) =p+met Y vs(p)vs(p) = p —m. Dans la derniere ligne on a négligé
m par rapport & M. Les identités pour les traces des matrices de Dirac

tr(y#y") = 49"
tr(y*y"y"y7) =4 (9" 9" = 9" 9" + 9"79"") (9.39)
tr(produit d’un nombre impair de ) =0

permettent de simplifier

1 ‘
- Mg |?
4 I I | ﬁ|

51528182

1 64 "wov v uv ] ! (W] 2 (9 40)
TR 4 (pi'ps + pips — 9" pip2) 4 (9L, Ph, + PLpow — 9w (P15 + M?)) :
864 ! ! / ! 2
= o)t ((p101) (P2ps) + (p1p5) (p2p') + M? pips) -

Dans le référentiel du centre de masse on a, toujours en négligeant la masse de 1’électron,

D= (E70707E)

D2 = (E,0,0,_E)

) . (9.41)
P = (Eak)

pIQ = (Ea_];;)
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-

avec k2 = E2 — M? et k - |k| cosf. Dans ce référentiel,
(p1+p2)® =4 E°
pip2 = 2 B2
o 2 > (9.42)
p1py = papy, = E° — E |k| cos 6
piph = pop = E? + E |k| cos .

et alors

z 2 _ 1k 2 2 7 2 2 2
Z | M| 16E4 ( 2(E — |k|cos8)* + E*(E + |k|cos0)* + 2 M*E )
o (9.43)

M? M?
264 <<1+£22> =+ (1_E2> COS29> .

Pour calculer la section efficace avec éq. (7.20)), on simplifie d’abord les facteurs cinétiques avec

éqs. (9.41) et avec |07 — U] = 2. On note que

1
dk 6 (f(k)) =dk ) a0tk — ki) (9.44)
ki PR | ' (ki)
et en particulier
dk6(2E—2 k2 + M ) ak (2 _16(k— E?—M?) (9.45)
E
ce qui nous permet de poser
1 d®pf d’ph 4
2 B\ + Ey — E, — E})6®) 5 —
El E2 |1—}>1 _ 1—)»2| 2E{(27F)3 2E§(27T)3( ﬂ-) 5( 1+ Lo 1 2)6 (pl +p2 b — p2)
1 k2 dkd 1
== " - 2F — 20/ k2 + M2
2F2 AE| E) 162( K+ M%)
1 K2dkdQ 1 [2k\ *
_ _JE2 _ M2 9.46
2FE2  4E? 16()5(k E M) (9.46)
1 E? — M2
T 256w2  EB de

1 1 M?
= ———1/1— —dQ.
25672 E? E?

Enfin, selon éqgs. (|7.20)), (9.43)) et (9.46)),

do a? M2 M2 M? 9
avec a = €2 /(4n). La section efficace totale est donnée par
M? 1 M?

La diffusion ey~ — e pu~ (diffusion de Coulomb)

b P’
—~a /'e—

€

W Ty S

P, P
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Meéme diagramme apres une rotation par 90° = méme résultat pour % > | Mg |? si on remplace

spins
P2 & Py
1 > Mg = 8¢ ((p1p2) (1 p5) + (1) (P2p}) — M? pap}) - (9.49)
4 = (pl _p/1)4 1872 2 1 1
Exemple de symétrie de croisement des amplitudes :
Me (¢(p) +... = ..)=Ma (... = ...+ ¢(-p)) (9.50)

avec ¢ = antiparticule de ¢.
Cinématique — exercices.
La diffusion de Compton e™ v — e v

Deux diagrammes :

>

%/J A jzyf
/;2 l}‘ /1'7 P,

Sans écrire explicitement les indices de spin :

N

i(p+p2+m), .,
o o) =z i e (P u(p)

(o =P\ +m)
(P2 = p)? —m?
— _ i€282(pll)€y(p1)a(pl2) (’Y”(ﬁl +]$2 + m)v + i (152 _151 + m)7ﬂ> u(pz) (951)

i Mg = a(ph) (—iey")en (ph)

+ u(ps)(—iey”)ey (m) (—iey")ey, (P )u(p2)

(p1 + p2)? —m? (p2 — p})? —m?
.2 ko g 7”(]51 +]§2 + m)7y 71’052 _ﬁll + m)’y”>
= —ee, (p1)ev(P1)u(p - u\p:
oDeaph) (T o (»)
P (B 20 R — 27”195)
= —1e’¢e Ey U + U .
5 (P1)ew (p1)a(py) < S pips 2pop (p2)

Pour la troisieme égalité on a utilisé p? = pj? = 0 et p2 = m?. Pour la quatrieme égalité on a
utilisé I’algébre de Clifford et (o — m)u(ps) = 0.

Pour calculer la section efficace non polarisée on prend la somme sur les spins et polarisations dans
I’état final et la moyenne sur ceux dans I’état initial. Pour la somme des polarisations des photons
on va se servir de I'identité de Ward :

Si Mg est une amplitude avec un photon extérieur d’impulsion p qui peut donc s’écrire
Mg = M*(p)e;,(p), alors M*(p) p, = 0.

Preuve — exercices. L’identité de Ward est une manifestation de I'invariance de jauge des ampli-
tudes.

On en déduit

Z |-/\/lﬁ|2 = —guuM”(p)MW(p) (9.52)

polarisations

Preuve : on choisit un référentiel avec pen direction des z, (p*) = (p, 0,0, p). Puisque la polarisation
du photon est transverse, elle est donnée par une combinaison linéaire de (¢f) = (0,1,0,0) et
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(eh) =(0,0,1,0), et

Y le @M )P = [M ()] + M (p)]*

= M PP + M) + M) = |IM°(p)]* = —gyu M (D) M™ (p).

0 selon l’identité de Ward

(9.53)
(On note que l'identité de Ward dans ce référentiel est pMO(p) — pM3(p) = 0.)
Conclusion : pour la diffusion de Compton,
1 et PP+ 200 P — 297 ph
Z M2 =& ot '+m< I 2
4 s;;ns, | | 4 Iup9 ((152 ) 2 pLp2 2 pat,
polarisations
(o +m) <7"1517” +297py | Y = 2908 )
2pips 2pap)
y 4m* — 2m>poph + 4m2pips — 2m3piph + 2(p1p2) (P Dh) (9.54)
(2p1p2)?
L At = 2mpaph — 4mPphps + 2mPpph + 2(pips) (p1ph)
(2p1p2)?
_Am* 4 2mPpips + 2mPplpy
(2p1p2)(2p2p))

La deuxieme égalité suit d’un long calcul ol on utilise les identités pour les matrices de Dirac de
fagon répétée. Enfin si on pose p; + p» = p} + ph on obtient

1 > D2py  D2p1 1 1 1 1\’
=Y M =26t [ 24 25 om? e - :
4 D21 P2y pip2 Pip2 pip2  PiD2

spins,
polarisations

(9.55)
Exercices — formule de Klein-Nishina pour la section efficace,

2 ,,02 !
do__ maw (“’ + = —sin? 0) : (9.56)
w

dcos 6 m? w? \w

avec w et w' les énergies des photons et 6 ’angle entre eux.

L’annihilation électron-positron : e" et — v

Liée a la diffusion de compton par symétrie de croisement (on remplace p; < —ph) :

1 9 4 [ P20 Db 9 1 1 4 1 1\?2
4 Z |Mﬁ| =2 / + ] +2m / + ] -m T+ :
4 p2Dy P2y Php2  Dip2 D2P>  PiP2

spins,
polarisations

(9.57)
Cinématique : voir p.ex. le livre de Peskin/Schroeder.
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9.4 L’électrodynamique quantique a une boucle

Définition : un diagramme de Feynman connexe est irréductible a une particule (1PI, “l-particle
irreducible”) <: le diagramme reste connexe si on coupe un des propagateurs internes.

Exemples :

)
%@W A M@é diagrammes 1PT
WQTQM \ T L5 \ : / diagrammes non 1PI

(les fleches indiquent ot on peut couper en deux).

Le degré de divergence superficiel

Expression algébrique pour un diagramme typique en QED :
d*p; ...d*p,
(diagramme) oc/ PL P 5 5 -
(Ppr —m)...(p; —m) pjyi D7

On appelle D le degré de divergence superficiel = (la puissance des p au numérateur) / (la puissance
des p au dénominateur),

D=4L-P. -2P, (9.58)
avec L = nombre de boucles (chacune contribuant d*p;), P. = nombre de propagateurs d’électron
(chacun contribuant ﬁ), P, = nombre de propagateurs de photon (chacun contribuant 1%)

k
Premiére estimation du comportement UV si on intégre les impulsions jusqu’a |p| = A avec A —
00 :
e D =0 : divergence logarithmique o A %p x log A
e D > 0 : divergence de puissance fA pP~1dp oc AP

A
e D <0 : convergence x f pld,pD

Cette estimation peut étre erronée. Contrexemples typiques :

converge méme si D = 0 (pas d’intégration)

Y

o log A méme si D = 2 car termes < A% se suppriment

<>

x log A méme si D = —2 (contient sous-diagramme divergent)

EE

Les divergences des diagrammes réductibles ont toujours leur origine dans ses sous-diagrammes
1PI = on étudiera les divergences des diagrammes 1PI.

En QED, on a pour chaque diagramme

L =P, +P —-V+1

1 (9.59)
Vv :2PV+N7+§(2P6+N2)

avec L, P, ,, V, N, = le nombre des boucles, des propagateurs d’électron/photon, des vertex,
des électrons/photons externes. Donc
3

D=4(Pc+ P, =~V +1) =P +2P, =4- N, = ON, (9.60)
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ne dépend que des lignes externes.

Les diagrammes 1PI potentiellement divergents en QED sont alors

& o | o

3\\‘\ (D =4): pas dintérét (renormalise la densité d’énergie du vide, pas observable)
AN

@ (D =3): zéro selon théoréme de Furry (= Ex.)

D =2): divergence logarithmique (identité de Ward = divergence quadratique s’annulle)

(D =1): zéro selon théoreme de Furry

(D=0): convergent (identité de Ward = divergence logarithmique s’annulle)

(D =1): divergence logarithmique (symétrie chirale = pas de divergence linéaire)

(D =0): divergence logarithmique

Les seuls diagrammes 1PI divergents sont alors ceux avec soit deux photons externes, soit deux
électrons externes, soit un photon et deux électrons externes. Au niveau d’une boucle il n’y a qu’un
représentant de chaque classe :

&AQW correction au propagateur de photon
ﬁ correction au propagateur de 1’électron

correction au vertex

Théorie des perturbations renormalisée pour la QED
Lagrangien de 1’électrodynamique quantique :
1 — _
L= _EF’“'FW + (i P —mo)Y — egY P A, (9.61)

avec mo = “masse nue” # masse physique de ’électron (pole du propagateur) et eq = “charge
nue” # couplage physique.

Propagateurs exactes avec toutes corrections inclues :

.7
= 22 régulier (9.62)
-m
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_iZB Guv , -
= T + régulier (9.63)

avec Za, Z3 = constantes de renormalisation de la fonction d’onde et m = masse du pole.

La formule LSZ n’est valide que pour Zs = Z3 = 1, pour calculer les amplitudes de transition il

faut donc redéfinir
V=vV12¢,, At=\/Z3A] (9.64)

tel que
1 o _
L= _1Z3Fr w1+ Zo (19 — mo)Yr — eo Zon/ Zz P, 1br Ar e - (9.65)

Définitions : .
Zl = ;OZQ\/ Z3 y 5m = Z2 mog—m (966)

avec e = couplage physique (défini par condition de renormalisation, voir ci-dessous) et m = masse

du pole. De plus,
01,23 =Z1,23 — 1 (9.67)

On réécrit le lagrangien en fonction des parametres physiques et des contre-termes :

. B _
L= = Fw Pl + 0,0 —m)r — ey Ary
i (9.68)

- 153 Fr uVF#V + ar(i52 a - 5m)d)r - 651%4”1/%%17«“ .
lere ligne = lagrangien original avec ¢, A* — 1,, A¥ et mg et ey remplacés par la masse et le
couplage physique. 2éme ligne = lagrangien pour les contre-termes.

Similairement & la théorie ¢* on trouve alors les régles de Feynman pour I'électrodynamique quan-
tique en théorie des perturbations renormalisée :

p— i
— =
Pp—m+ie
I3 .
- _ 9w
“’\/\/x/\/ v p2 + ?:6
n
= —tey*
p
M\/\,@\/\v = —Z.(g‘“’p2 —p“p")53
p—
e =i(ph —bn)
= —jey" &

Les contre-termes d1, ds, d3, 0,,, doivent étre déterminés, ordre par ordre en théorie des perturba-
tions, de la maniere que les conditions de renormalisation sont remplies :

I. le pole du propagateur de 1’électron est & p = m, voir éq. (9.62)
I1. le résidu de ce pole est i (c.a.d. Zs = 1), voir éq. (9.62)

III. le résidu du propagateur du photon au pole p> = 0 est —i 9y (Uinvariance de jauge
garantie que le pole est toujours & p> = 0 et que le photon est sans masse — ex.), voir
éq. (9.63)
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IV. pour Pénergie du photon — 0 et les deux fermions sur couche de masse, /é\—)

—iey* (ce qui fixe la charge de I’électron = e).

Cette derniere condition est un peu subtile & cause d’une complication que ’on trouve dans des
théories avec des particules sans masse : lorsque les impulsions des photons extérieurs se rap-
prochent & 0 on tombe sur des divergences infrarouges. Une définition judicieuse des observables
physiques permet de s’en débarasser. Ici on ne les discutéra pas mais on les régularisera avec une
masse u 7 0 pour le photon; a la fin du calcul on posera u = 0.

Propagateur de 1’électron

On définit la self-énergie de I’électron —iX(p) = @ (la somme des tous diagrammes 1PI

amputés avec deux électrons externes). Le propagateur exact est alors

Q) AL \

1 1

- p—m+ie +ﬁ—m+ie(_iz(ﬁ))ﬁ—m+ie
+ m(—ﬁz(ﬁ))m(—lz(ﬁ))m +
i .- ) "
:ﬁ—m-i-ie;)(]ﬁ—rgﬁlie) (9.69)
_ ¢ o3\
B ]5—m+?'e <1 ﬁ—m+ie>
T p—m—S(p) +ie
On se rend compte que :
(Condition de renormalisation L) & X(p)[,_,, =0 (9.70)
d
(Condition de renormalisation II.) &  —X(p) =0 (9.71)
dp pm

Calcul de —iX(p) au premier ordre : au niveau d’une boucle il n’y a que deux diagrammes,

~iS() = A

N———
=/

(diagrammes amputés) (9.72)

[

Selon les regles de Feynman, avec une masse fictive y pour le photon :

I= [ okitcie) S iyl

(2m)* q® —m? +ie q—p)* — p* +ie

d*q¢ Y’ + Y vum
(2m)* (g2 —m?)((¢ — p)? — p?)
d'q VY Ypg” + v m (9.73)
0 (2m)* (¢ — 2pgw + 2?p® — 2®p” + ap® — (1 — x)m? — ap?)? '

0

)" (@ = 5%
= —¢? /1 dz
0

2

:—62

dzx

/1
I

d* yHyem 4+ zp’ Y,
(2m)4 (2 — A2)? '
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On a utilisé ’astuce de Feynman pour combiner les dénominateurs, changé la variable d’intégration
q = € = q— pz, introduit A? = z(z — 1)p? + (1 — z)m? + zp? et utilisé que [d*0e* f(£2) =0
(invariance de Lorentz). Le résultat diverge dans I'ultraviolet, il faut alors régulariser et renorma-
liser.

Comme dans la section on va utiliser la régularisation dimensionnelle : la dimension d’espace-
temps sera d = 4 — 2¢ et,

Dans d = 4 — 2¢ dimensions les identités pour les matrices v sont modifiées car §*, =d :
Yy, =4 (d=4), Yy, =4—-2 (d=4-—2¢) (9.75)
Y =27, (d=4), Y Yoy, = (26 — 2)y, (d =4 —2¢) (9.76)
Alors ddé (4 — 2e + (26 — 2)xp
— e / / St 9.77)

On va appliquer la formule wuniverselle pour levaluatwn des intégrales a une boucle en
régularisation dimensionnelle, généralisation d’éq. (6.37) qui prend déja en compte la rotation
de Wick :

/(g;()ld (qz(zQ)Aﬁz)a = (~1)*HFi(4m)~% (AQ)BW*% L5+ g)I‘(a B-3) ‘ (9.78)

ie?

1 6 L\
S /0 dz (4 - 26/m — 2(1 — ap) (4m) T(e) <A2> L (979)
Avec éq. (A.11) et A° =1+ elog A+ O(€?) :

= I=

-9 1
I=— %/ dz ((4 — 26)m — (2 — 2€)zp) (1 + elog(4)) (1 - WE) (1-elogA%) +O(e?)
U 0 €
ie? (1 ! N
=~ 162 (m P +p—2m+2 dm(:ﬂ}ﬂ—2m)logA(m,]ﬂ) + O(e)
(9.80)
ol £ =% +log(4m) — vE.
On impose la condition de renormalisation II., éq. (9.71)) :
d d dI
0=—i dE(ﬁ)‘ = (I+i(pda — 6m))‘ =3 +ids (9.81)
L VI 4 pmm  Plym
avec
dr _ e 1—1—2/101 log A + (zp — 2m) — LRI
a i):m_ 6.2 \z | T | zlog T m f 0g m

_ie? (1 1_9 /01 do (m log ((z — 1)*m* + ays*) + 2:IEECZ.:SgS;_+2:);Z;)>(9..82)

Donc le contre-terme d5 est donné par

by =& <f—1—2/01dm <wlog((m—1)2m2+xu2)+2m(x_1.)($._2)m.2>> . (9.83)

1672 \ € ( —1)°m?2 + zp?

ou en retenant seulement les parties non nulles lorsque g — 0

62

1672

1 , .
5y = — ( + 2log pu? — 3logm? + 4) . (9.84)
€
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De méme on impose la condition de renormalisation I., éq. (9.70) :
0=—iS()|,_ =0 +ilht: - 6m))| ) (9.85)
et on trouve alors

5, = —u‘ + mby
p=m
2

_ 1;2 m (i _2- 4/01 dz <10g (= 1)%m? + ap?) + 28 =D = 2)m2>> (9.86)

(x —1)2m? + zp?

62

4
162 ™ <€+210gu2—610gm2+8> (quand p — 0).

Enfin la self-énergie de 1’électron est —iX(p) = I +i(pp 62 — di), ou avec éqgs. (9.80)), (9.83) et (19.86))

ie? ! (z—=Dp*+ (A —z)m* +op*

2(p—m)

z(x — 1)(z — 2)m?

—i%(p) = "8 ), dx ((a:;ﬁ —2m)log z &P+ o

(x —1)%2m? + zp?

)

(9.87)

e Divergence IR (intégrale ne converge pas si p = 0). Mais les observables physiques soigneu-
sement définies seront finies lorsque 4 — 0. Pour voir pourquoi : un traitement détaillé des
divergences IR est donné p.ex. dans Peskin/Schroeder.

e Tous les termes sont finis dans I’UV : il n’y a plus de dépendence de e.

Propagateur du photon
Exercices : La structure tensorielle des graphes 1PI est

N . v . v v

(1er) = () = (g — ! IG) (9.88)
et la fonction & deux points exacte s’écrit

_ —t uv puplf> 4
e — — + (termes dépendant de . 9.89
~Or—~ = w7 )+ P 9. 08

La condition de renormalisation III. est donc équivalent &

I1(0) = 0. (9.90)

Calcul de II#” & une boucle :

@ = MQW + O (diagrammes amputés) (9.91)

Selon les regles de Feynman,
L dq i(d +m) id +p+m)
= —]_ — 2 123 v
W\Q\/V (=1)(=ie) /(27r)4 o (W (q2—m2+ie)7 (q+p)2—m2+ie>

_ e[ et O Em) B+ m)
== [ i ), o

2m) ¢* + 2xpq + 2?p? — 2?p? + xp* — m?)?

L [ [N O ap b m)y (gt Pt m))
= /( 4/od

27) (12 — A2)2
_ / d* / b O — 2 (1= @)y M papk + 7y m?)
(2m)* Jo (6> = A2)? '
(9.92)
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On a défini £ = q + px et A? = z(z — 1)p? + m?. Le (—1) de la premiere ligne vient de la boucle
fermionique. En d = 4 — 2¢ dimensions, grace & l'invariace de Lorentz on peut remplacer, sous

intégrale [ dt,

ZHZ)\ —

Zzgfek — 6295)\
d 4 — 2¢
donc

(9.93)

d 1 _ 2 pv _ LoV o2 WU\ _ 02
%QW:462/d€/dx l—e g  2(-2)@"p" —pg™) —mg"\
e Jy C\a_c@ - are (@ — A2

L’intégrale du permier terme est, selon éq. (9.78),

/dde /1d l—e (Pgm
@) J, 2 (- A2

7

F'B—e)'(-14+¢€)1—¢

1
= _167r2‘qw/0 dz A% (1 + elog4m) (1 — elog A?)

1
= _1GZ 29’“’/ dz A% (1 + elog4m) (1 — elog A*) (=1 +€)(1 —¢)
T 0

- 1
_ g 2 — 2y (1 _ —
= 1529 /0 dz A” (1+ elog4m) (1 — elog A?) (e 'yE—i—l) (1—¢)

. 1

— t ny 2 1_ 2

= 1529 /OdacA ((—: log A
)

1
1
_ _ 2 pvo 2 uv - 2
= 1671_2/0da:(m(1 x)p°g m°g )<e logA>

=1

ol on a utilisé égs. (A.8) et (A.12), et toujours
terme dans éq. (9.94) est, selon éq. (9.78)),

/ dee /1 q z(1 — z)(2ptp” — p?g") — mighv
(2m) Jo (62 — A2)2

=

i

1672

: 1
{ 1

— 1— It p? — 2 pvy _ 2 v S | A2 .
167T2/0d%(w( z)(2p'p” —p°g"’) —m7g )(E og >

I'(2—¢) 2—¢

(9.94)

(9.95)

- + log(4m) — vg. L'intégrale du deuxiéme

! 1
= / dz (1 + elog4rm) (1 — elog A?) < - 7E> (z(1 —2)(2p"p” — p*g"*) — m>g"")
0 €

(9.96)

Dans la somme des intégrales (9.95) et (9.96)), les termes qui ne sont pas proportionnels & (p?g"* —

pHp”) se suppriment et éq. (9.94) devient

m@w = i(p*g" — p"p")I(p?)

(p?) = _ <1 1 —/Olda: z(1 —a:)logA2> .

272 \ 6 ¢

On impose la condition de renormalisation III. qui implique

ou

Con2 1272

B 2 1 ‘ 2 ‘
ds = T1(0) = ¢ <é2—/0 dxw(l—m)lognﬂ): c <2—10gm2>.

Tout ensemble, on a trouvé la self-énergie du photon & une boucle

e? [t
M(p®) = /0 dz z(z — 1)log

z(z — 1)p? +m?
272 '

m2

7

(9.97)

(9.98)

(9.99)

(9.100)



Remarques :

e Des divergences “quadratiques” (= renormalisation de masse pour le photon, brisure d’in-
variance de jauge) sont absentes grace a l'identité de Ward mais cela n’est pas garanti
indépendamment du schéma de régularisation.ﬂ On a choisi la régularisation dimension-
nelle qui preserve 'invariance de jauge / l'identité de Ward.

e Le logarithme en tant que fonction complexe a une coupure a z(z — 1)p*> + m? = 0 qui
commence & p? = 4m?, car x(x — 1) > + si x € [0,1]. Interprétation : seuil cinématique pour
production d’un pair électron-positron réel. A partir de cette énergie, les fermions dans la

boucle de M\QW peuvent dévenir réels.

e On peut utiliser éq. (9.100) pour calculer le potentiel électrostatique dans la limite non

relativiste :
—2mr

V(r) :—% <1+4$E(;T)3/2+...> (9.101)

Premier terme = terme de Coulomb. Correction : a courtes distances (< longueur d’onde de
Compton de ’électron) la force électromagnétique devient plus forte. Intuitivement : “pola-
risation du vide” par les pairs virtuels de et e~ & longue distance. Un électron suffisamment
énergétique peut pénétrer le “nuage d’électrons virtuels”.

Vertex

Pour renormaliser le vertex on définit

=  —iel*(p,p) (9.102)

avec e = charge physique de I’électron. Formulation précise de la condition de renormalisation IV. :
on met les électrons externes sur couche de masse, p*> = p'? = m?, et on demande pour ¢ — 0 que

s (p)I* (p, p')ur (§)

= 1,(0)7y"u,.(0) (9.103)

p2=p'?=m?2, ¢=0

(Avec cette définition on obtient la loi de Coulomb habituelle comme cas limite de la diffusion de
Coulomb & basse énergie, voir chap.[9.3])

Décomposition de la structure tensorielle avec les électrons (pas le photon) sur couche de masse :

= A(¢®) + (0" +p'*) B(¢°) + ¢ C(q%) (9.104)

p2 :p/2:m2

T“(p,p')

avec A, B, C des fonctions scalaires. Selon 'identité de Ward,

quu(p")T* (p, p)u(p) ) =0 (9.105)

2:p/ 2—m?2

et alors

0= (a(@")du@A + (¢~ p)BaG (@) + ¢ Cal )u(p))

(9.106)

p2=p'2=m?
Le premier terme du membre de droite d’éq. s’annulle car

a(@)gu(d) = a(p’) (¥ — ) ulp) = a(p’) (' —m - (p—m))u(p) =0. (9.107)
Le deuxiéme terme du membre de droite d’éq. sannulle car p?> = m? = p’>. Conclusion :

pour vérifier éq. (9.105) il faut que
C@*) =0 (9.108)
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mais les deux fonctions A(q?) et B(q?) restent & déterminer. Il est pratique courante d’employer
deux autres fonctions équivalentes Fy et F»> qui sont lides & A et B par 'identité de Gordon (— ex.)

g i
A — (! p"+p YT qy 9.109
a(@ )y u(p) = u(p’) < 5 T u(p) (9.109)
tel que
o ! A 2 i'yqu:/ 2
M), ., =7"Fl()+ Fy(q*). (9.110)
p?=p'“=m m

Les Fy » s’appellent facteurs de forme. Au niveau de 'arbre on a £y =1 et F» = 0.

Au niveau d’une boucle : calculer + régulariser, renormaliser.
b) )

i(f+m)

d*k —i Gup . v Z(kl + m) 7 7 eyP
N / (2m)* (k — p)? + 2'6(_167 )k’2 —m?+ ie(—ze'y )k2 —m?+ ie(_167 )
e[ P+ m) (b,
(2m)t ((k — p)? +ie) (K'2 —m? +ie) (k2 — m?2 +ie)
(9.111)
Astuce de Feynman pour combiner 3 dénominateurs :
1 1 1 1 9
= d d dzé(l—2z—y—2)— 112
(el T Rl R AL T AL U B TR
avec
D = z(k*—m?)+y (k"> —m?) +2(k—p)* = (- A?, l=ktyqg—zp, A®?=—zyg®+(1-2)’m?.
(9.113)
On transforme également le numérateur :
VKA g+ m) A+ m)y
— V() — mep_
V(= yd+ 2+ 4+ M)V (= yd+ 2+ ), o110

=Y (v v + 7 (4 — yd + zp + m)y (—ygd + zp + m)7y, + (termes linéaires en ¢)

~ v
~~

0 sous l’'intégrale

Tout ensemble :

4
_ _es/ (;1754 /dxdydzé(l e —
<wwm L2y ep+ m)y (g + 2+ m)%) .

(62 — A2)3 ((2 — A2)3

~ ~ )

~~ ~~
divergent fini

(9.115)

La partie divergente donne lieu & la renormalisation du vertex en QED. Divergences UV et IR :
introduire masse du photon p, évaluer en régularisation dimensionnelle, appliquer condition de
renormalisation IV. pour déterminer contre-terme d;. ..

e Résultat final :
o116
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e Signifiance de ce résultat : Z; = Z. Dans le lagrangien éq, (9.65)
1 - —
L = —1Z3F1’MVFTH" + Zs ’L/},,,(’L@ — mo)@/},,, —e/; wrfyﬂwr AT” (9117)

les termes @ et ie4 forment la dérivée convariante D aprés corrections radiatives :
L’invariance de jauge est préservée.

La partie finie donne F5 :

2m?z(1 — 2)
w21 = 2 = oy

2 1
Fy(¢*) = 86?/0 drdydzdé(l—z —y—2) (9.118)

Evaluation & ¢ =0 :

e [t 2m?z(1 — 2)
- = —_— 1 — —_ —_ S ——
F5(0) 52 /0 drdydzdé(l—z —y—2) (1= 2)

62 1 1—=z P

=1, dz/o Wiy
62

= &

_ [0

=

=0.0011614.

(9.119)

Cette quantité correspond a une contribution d’ordre supérieur au moment magnétique de
l’¢lectron. En fait, pour le lagrangien effectif au premier ordre en dérivées

L =eF (0)p4y + %FQ(O)FM,,EW‘%/) ¥ (9.120)

et un champ externe classique F),,, dérivé du potentiel A = (0,0, Bz,0) (alors Fi5 = —F = B,
toutes autres composantes 0 — champ magnétique en direction des z) on trouve le hamiltonien

d’interaction
«

H; = —eB / By (m? + —712) b+ (9.121)
2mm

Le premier terme correspond au couplage du spin S de Délectron au champ magnétique de la

mécanique quantique. Il donne un moment magnétique ji = g5 S avec g = 2. Cette valeur de g

regoit une correction de F»(0) par le deuxiéme terme. La valeur expérimentelle est en fait

g = 2.0011597 (9.122)

en bon accord avec notre calcul (on s’attendait un écart de I'ordre a? correspondant aux termes
d’ordre supérieur en théorie des perturbations).

Les calculs les plus récents de g — 2 prennent en compte des corrections & 5 boucles, O(10000) dia-
grammes de Feynman, et incluent aussi des corrections des autres particules du modele standard.
Parce qu’il est également possible de mésurer g — 2 & une tres grande précision, cette observable
est idéale pour comparer théorie et expérience. La conclusion de ces expériences (ainsi que de
nombreuses autres) est que, jusqu’a ce jour :

La TQC fonctionne.
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Annexe A

Annexe mathématique

A.1 Le théoreme des résidus

Soient D C C un domaine, {aj ...a,} C D un ensemble fini de points, f: D\ {ay...a,} — C
holomorphe, et v un lacet dans D \ {a; ...a,}. Alors

7{ f(z) dz = 2mi Z I(~y, ag)res (f,ayx) . (A1)
v k=1

Ici I(v, ag) est 'indice du lacet v par rapport & ay (le nombre de tours de v autour le point ay dans
le sens de rotation mathématique) et res (f, ax) est le résidu de f en ay, défini comme (—1)-eéme
coefficient de la série de Laurent autour de ay, :

c_o _ res(f,ax)

c_ .
f(ak-l-z:):...+Z—;’-I-Z—2 +eot+erz+ez? ... (A.2)

Calcul des intégrales impropres avec le théoréme des résidus : on cherche
o0
/ f(z) dz. (A.3)
—o0

Si f permet un prolongement méromorphe au plan complexe, et si lim, , o, f(re'?) = 0 pour
¢ € [0, 7] avec une décroissance suffisamment rapide, alors

/_OO f(z) dz = 2mi Z res (f,ay) . (A4)

poles ag :Im ap >0

Imz _4
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Similairement : Si lim, _, o, f(re %) = 0 pour ¢ € [0, 7] (suffisamment vite), alors

/_00 f(z) de = —2mi Z res (f, ax) . (A.5)

poles ap : Im ar <0

On compte toujours la somme de tous les poles a l'intérieur de la courbe d’intégration — pour

ceux & lextérieur, I(y,ax) = 0.
o 1
- 4
/40 (T+a27 "

on note que (1 + 22)? = (i — 2)%(—i — 2)?, alors la fonction f(z) = 1/(1 + 22)? a un double pole &
z=1.0n trouve f(i+2z) = —f 2 + ;1 + 0(2°), alors res(f,i) = £;. De plus, |f(re?)| < m,

4i z

Exemple : pour calculer

ce qui tend vers 0 comme 1/r% lorsque r — oo, donc l'intégrale de f(z) sur 'arc & rayon r tend
vers 0 également. Le théoréme des résidus donne enfin

[ m dr =2mires(f,i) = g (A.6)

A.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler T'(z) est une fonction méromorphe (holomorphe sauf sur un ensemble
de poles isolés) sur C. Elle est la généralisation continue de la factorielle, I'(n) = (n — 1)! pour
n € N*. Sa restriction sur R est donnée par

oo
I(z) :/ t* e tdt. (A.7)
0
Apres intégration par parties on obtient I’équation fonctionnelle fondamentale
Iz +1) =2l(z). (A.8)
Une représentation alternative, valable sur tout C\ (entiers non-positifs), est le produit infini

— oo
e~ TEZ

[(z) = II (1 + %)71 en (A.9)

z

n=1

avec yg = 0.577... la constante d’Euler-Mascheroni. T'(z) a des péles simples & z €
{0,—1,—-2,-3...} et est holomorphe ailleurs. Proche des poles son développement de Laurent
est donné par

_(=nm (1 11 1
I'(—n+e) = - Z_7E+1+§+§+“‘+ﬁ + O(e) (A.10)
alors le résidu a z = —n est (—1)"/n!l. En particulier, on a
1
I(e) = coEt O(e) (A.11)
et )
I(-1+¢€=—- (e —7E+1> + O(e). (A.12)
La fonction Béta d’Euler B(z,y) est définie par
I'(x)I'(y)
B(z,y) = —2- W) A13
@)= T (A13)
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Sur R* x R* elle peut étre représentée par I'intégrale

B(z,y) = /01 1 -ty de. (A.14)

Enfin on note la relation entre la fonction Gamma et le volume de la sphére unité S®~! en n
dimensions [ df, : On a

(\/77)” </ ew2> = /d”a: e Tl = /dﬂn/ rn=le=* dp
—00 0

- </ dQ”) ;/OOO(’“2)316T2 dr?) = ( / d9n> () (A1)
o / dfdn = ?(Tg) ' (A.16)

A.3 Calcul fonctionnel

Cette section sera moins rigoureuse car on ne va pas préciser les prérequis pour les espaces de
fonctions sur lesquels nos affirmations sont valables. Soit alors 7" un sous-ensemble de ’espace
C°(R™) des fonctions continues réelles sur R™. 7', dit I’espace des “fonctions test”, contiendra au
moins les fonctions C'*° a support compact (infiniment dérivables et non nulles seulement sur un
ensemble borné et fermé), mais souvent ces restrictions sont plus fortes que nécessaire. On peut
généraliser tout ce qui suit pour des fonctions et fonctionnelles complexes sans probleme.

Définitions : Une fonctionnelle réelle est une application F : T — R, f — F[f]. Une fonc-
tionnelle est linéaire si F[f + Ag] = F[f] + AF[g] pour toutes fonctions f, g et tout scalaire .
Elle est continue si pour chaque suite convergente de fonctions f, — f on a F[f,] — F[f]. Une
fonctionnelle linéaire et continue s’appelle aussi une distribution.

Exemples :

1. Une fonction g € T peut elle-méme étre interprétée comme fonctionnelle linéaire par le
produit scalaire (de L?) sur T :

dfl=g f= / "z g(2)f(z).

2. L’application qui associe f — f(0) est une distribution désignée par §[f]. On la représente
souvent par une notation intégrale :

511 = / d"z 6 (z) ()

mais la “fonction delta de Dirac dans n dimensions” 6 (x) qui figure ici n’est pas en fait
une fonction, car sa valeur n’est pas définie en 0.

3. Soit £ une fonction analytique & plusieures variables et € R™ fixe. Alors

L.f] = E(x,f(x),auf(x),aua,,f(a:), .. )

définit une fonctionnelle (généralement non linéaire). On appelle locale une fonctionnelle F
qui peut étre représentée comme une intégrale d’un tel L, :

Fifl = [ @ (1) (A17)
Définition : Soit F' une fonctionnelle. La dérivée fonctionnelle % est une fonctionnelle linéaire

avec la propriété SF
F[f +h] =F[f]+§[h]+0(llh||2)- (A.18)
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On supposera que ‘;1; existe et soit unique ol on en a besoin, sans en discuter les conditions

Observations :

Si F' est une fonctionnelle linéaire, on a

F[f +h] = F[f]+ F[h] (A.19)
o oF =F. (A.20)
of
En particulier,
(Sg][f][h] = 0[h] = h(0). (A.21)

Si F est une fonctionnelle locale donnée dans la forme d’éq. (A.17), un développement limité
donne

Ly[f +h] = L(z, f(z) + h(z), 0, f(z) + Ouh(x), 8,0, f(z) + 0,0, h(2),. . .)
A.
= L.[f]+ %h(x) + a(gff)ﬁuh(x) + (()(i‘gmauayh(x) +... (4.22)

Par conséquent, apres intégration par parties,

oF W (O, o 0L oL N,
5= [ (G 0575+ 055 @ Y@ (a2

Comme dans ’exemple 1. on peut alors identifier la dérivée fonctionnelle % avec une fonction

‘;—1;(3:) (parfois aussi désignée %) qui est donné par la dérivée d’Euler-Lagrange de L.
Similairement, la dérivée de la fonctionnelle d éq. (A.21) est parfois exprimée avec 'aide de

la “fonction delta” (en identifiant 6[f] = f(0)) de facon suivante :

6f(z) _ (n)(y _
5w o'™( Y)- (A.24)

Comparaison avec le cas de dimension finie : Pour les espaces vectoriels V ~ R™ de dimension
finie n

les fonctionnelles correspondent aux fonctions V' — R,
les fonctionnelles linéaires correspondent aux formes linéaires,

par le le produit scalaire euclidéen on peut identifier chaque vecteur v avec une forme linéaire
qui envoie u — v - u (et contrairement aux cas de dimension infinie, I’espace des formes
linéaires sur V est ainsi isomorphe a V'),

pour un indice fixe j on peut définir une forme linéaire §; : v — v7 qui est plus commune-
ment représentée par la matrice §7, en écrivant (v') — 6]v" =07,

la dérivée fonctionnelle correspond a la dérivée ordinaire : soit f: V. — R, alors

flw+h) = f(v) + (V) () - b+ O(h]) (A.25)
Péquivalent d’éq. (A.24) est
o' i
507 &5 (A.26)
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