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CHAPITRE 1 : EQUATIONS D’ETAT 

 

1. Définition des variables d’état d’un mélange 

 1.1 L’état thermodynamique et chimique d’un mélange homogène peut 

être caractérisé par un certain nombre de grandeurs extensives ou intensives. Les 

grandeurs les plus directement accessibles sont généralement la température T, 

la pression p, le volume V du système, la masse m de constituant j contenu dans 

le mélange ou le nombre de moles ni =mj/Mj (Mj : masse molaire). 

La masse totale est : 
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s’il y a N constituants, et le nombre total de moles contenu dans le volume V 

est : 
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On définit également des grandeurs spécifiques telles que : 

  

  
V
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m
=      masse volumique partielle de l’espèce j, 
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n
C =              concentration en moles par unité de volume,  
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j ==    masse volumique moyenne, 
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j ==   nombre de moles par unité de volume. 

 

La masse molaire moyenne est égale à : 
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Les fractions molaires et massiques des espèces sont respectivement : 

 

   Xj=nj/n ,   Yj=mj/m 

 

et l’on a : 
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On peut encore écrire : 
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formule qui permet le passage des variables Xj aux variables Yj. 

p,     Yj

T,    m,     V

 
Représentation d’un système homogène, à propriétés uniformes : T, p, Yj ont une 

valeur unique à l’instant t. 

 

L’unité de masse d’un mélange fluide homogène sera en général complètement 

caractérisé par les N + 1 grandeurs : 

T, p, Y1, …. YN-1 , la fraction massique YN n’apparaît pas puisque : 

    1=
j

jY  

 

1.2 Degré d’avancement 

Une réaction chimique donnée sera représentée symboliquement par : 
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 En l’absence de diffusion, les seules variations de concentration sont dues 

à la réaction chimique. En présence de diffusion (voir plus loin) on ne peut 

séparer les variations de concentration dues à la diffusion et à la réaction, les 

concentrations interviennent alors dans les équations de bilan des espèces 

chimiques. 

Les variations de concentration dues à la réaction chimique sont caractérisées 

par un degré d’avancement massique  ou volumique  tels que : 
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Expressions de Xj et Yj   

    









+

+
=

+

+
=

j

jj

jjj

j

jj

j

m

m
Y

n

n
X

M

M
0

0

0

0

 



 

 

3 

3 

 

Exercice : Exprimer Xj et Yj en fonction de  
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1 .3 Définitions nécessaires à la description d’un écoulement réactif  

Dans un écoulement, les propriétés sont rarement uniformes et un seul 

ensemble de données T, p, Xj ne suffit pas. Ces quantités dépendent de la 

position et du temps. On admet qu’il existe des grandeurs locales définissant 

l’état du système en tout point. Il s’agit de grandeurs spécifiques ou intensives. 

On aura alors : 
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C’est le principe de l’état local. 

De plus chaque particule de fluide, infiniment petite, est caractérisée également 

par des grandeurs mécaniques. On définit N vecteurs vitesse : 

( ) Nj,t,xv j 1=  

et aussi : 

la vitesse barycentrique v


 :  
=

=
N

j

jj vv
1


  

la vitesse de diffusion :   vvV jj


−=  

le flux de l’espèce j :   jjj vJ


=  

le flux massique total :   ==
j

jJvJ


  

le flux de diffusion :   jjDj V


=J  

 

 
Chaque espèce chimique a alors son mouvement propre. Cependant on 

admet généralement que celui-ci est peu différent du mouvement moyen. 

A l’instant t, dans la particule et par unité de volume du mélange, une 

masse jW  est produite par réaction chimique par unité de temps : 

( )t,xWW jj
 =  

En l’absence de diffusion ( 0=jV


) on a : 

 
jjjW M=  , avec une seule réaction, 
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  M , pour K réactions. 

 

2. Fonctions thermodynamiques et lois d’état des fluides simples 

2.1 Rappel de thermodynamique 

Les principes de la thermodynamique régissent les états d’équilibre de systèmes 

fermés, simples ou composites. 

Parmi les états possibles d’un tel système, il existe un sous-ensemble des états 

d’équilibre, formant une variété différentielle continue . Pour représenter 

visuellement cette variété nous la figurerons par une surface, le reste de l’espace 

comprenant les états hors d’équilibre. Un état d’équilibre est simplement un 
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point de la surface. Une ligne orientée tracée dans l’espace entre E1 et E2 

représente une transformation thermodynamique de l’état d’équilibre E. 

 
Si cette ligne est tracée sur sa surface ( ) tout état intermédiaire entre E1 et E2, 

est un état d’équilibre. La ligne représente alors une transformation réversible et 

le point E la décrivant au cours du temps désigne un équilibre évolutif du 

système considéré. Sur la variété ( ) on admet l’existence de deux formes 

différentielles dQ et dW représentant respectivement la chaleur et le travail 

élémentaires apportés au système au cours de la transformation réversible dE. 

Donnons sous forme très succincte le premier principe de la 

thermodynamique et, sans fournir l’énoncé du second principe, donnons-en les 

deux conséquences directes.  

Premier principe : Q et W étant la quantité de chaleur et le travail apportés un 

système fermé au cours d’une transformation quelconque entre deux états 

d’équilibre E1et E2, on a : 

 E2 –E1 = W + Q 

où est e une fonction ne dépendant que de l’état d’équilibre du système, appelée 

énergie interne (E ne dépend que des variables d’état et peut être considérée 

comme une variable d’état). 

Cas d’une transformation élémentaire réversible : 

    dE= dW+ dQ 

 Transformation élémentaire (infinitésimale) quelconque 

E= W+ Q 

Q et W ne désignent pas, dans le cas général, des formes différentielles, mais 

simplement de petites quantités). 

Extensions à un système en équilibre par rapport à des référentiels 

galiléens de vitesses différentes dans les états 1 et 2 : 

(E2 +K2) – (E1+K1) = W + Q 

où K désigne l’énergie cinétique du système. 

 

Transformation élémentaire réversible : 

    dE+dK= dW+ dQ 

 

Généralisation principe de conservation de l’énergie. 

 

2ème principe :   L’énoncé du second principe (Carathéodory par exemple) n’est 

pas rappelé. Il conduit à l’existence d’une fonction d’état S appelée entropie, 
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telle que :  
 

dQ = TdS pour une transformation réversible élémentaire (c’est-à-dire que 

cette relation est vraie sur la variété  . 

S2-S1> 0 pour une transformation adiabatique quelconque (Q=0). 

Le signe égal étant obtenu si la transformation est réversible, on a alors : 

 

 
Extensions : pour une transformation infinitésimale quelconque : 

   ( ) 0, −= SSSTQ ii   

Transformation quelconque (donc pas forcément adiabatique) : 

   012 +=− S,SSSS iie . 

La difficulté principale consistant dans le cas général, en la détermination de la 

variation extérieure d’entropie eS (flux d’entropie) et de la variation intérieure 

iS (production d’entropie). 

Ces principes s’étendent à des transformations entre états hors d’équilibre si l’on 

peut définir, suivant le cas, les fonctions E et S, ainsi que la température T. 

 

2.2 Propriétés des fluides simples en équilibre 

Lorsque le fluide subit une transformation réversible mécaniquement, le 

travail élémentaire reçu est égal à : 

dW= - pdV 

Comme d’autre part on sait que : 

dQ= TdS 

on déduit que, pour un domaine fermé (n’échangeant pas de masse avec 

l’extérieur) de fluide 

   dE= TdS - pdV 

Lorsque la masse n de fluide est fixe, son énergie interne apparaît donc comme 

une fonction de S et V dont les dérivées partielles respectives par rapport à Set V 

sont la température T et l’opposé de la pression (- p). 

 

En réalité, l’énergie interne dépend également de la masse de fluide 

considérée ou, ce qui revient au même, du nombre de moles (constantes pour le 

système fermé).  

 E=E(S, V, m) ou E=E(S, V, n), n : nombre de moles, d’où : 
 

  V=−= EpSET et  

 

on pose : 
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 mEg =  ou nE =  avec =g M, M : masse molaire 

 

On a donc : 
dmgdpdSTdE +−= V  ou dndpdSTdE +−= V  (Gibbs). 

 

. Etablissement de la relation de Gibbs-Duhem : 

 

E=E( S,  V,  m)= E=E(S, V, m),    

 

car E, S, V et m sont des grandeurs extensives. 

 

E est donc une fonction homogène de degré 1 de S, V, m. D’après le théorème 

d’Euler et les définitions précédentes de T, p et g, on a : 

  E=E (S, V, m)=T S-p V +g m 

 

On obtient de même : 

  E=E (S, V, n)=T S-p +µ n 

 

De cette relation et de la relation de Gibbs on déduit 

  0=S dT-V dp+m dg 

ou 

  0=S dT-V dp+n dµ (Gibbs-Duhem). 

 

 

Autres fonctions thermodynamiques : 

 

  H=E+ p V=T S+G m (enthalpie) 

  dmgdpdSTdE ++= V  

 

Les variables naturelles qui s’imposent sont ici S, p et m et 

  H=H (S, p, m) 

  mHg,pH,SHT === V  

 

  F=E-T S=-p V=g m (énergie libre) 

  dF=-S dT-p dV+g dm 

  F=F (T, V, m) 

 

 

La dérivée partielle g est donc l’enthalpie libre massique, de même que µ est 

l’enthalpie libre molaire. 
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Pour l’unité de masse : 
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Par mole : 
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Par unité de volume : 
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 E=E(S, V, m) ou  e=e(s, v) avec E=m e 
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est la loi énergétique fondamentale du fluide. Si on connaît cette loi, on connaît 

toutes les propriétés thermodynamiques du fluide. Cette remarque s’applique 

également aux autres fonctions thermodynamiques exprimées suivant leurs 

variables naturelles. 

En revanche si l’on se donne une dérivée partielle, cela ne suffit pas, 

il en faut deux, constituant les lois d’état du fluide. 

 

2.3 Exemples de lois d’état 

 

Gaz parfait On a pV =R T  loi d’état des gaz parfaits. 

La relation de Gibbs peut s’écrire pour l’unité de mole : 
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  0=
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V

R

ET

p

E
, puisque E et V  sont les variables 

indépendantes du problème. Donc 0
1

=












TV
. 

Ainsi T ne dépend que de E ou inversement E  n’est fonction que de T. 

La loi d’état des gaz parfaits impose donc une contrainte, mais ne fournit pas la 

dépendance de l’énergie interne en température. 

Il faut donc la seconde loi d’état : 

   ( )TEE 0= . 

Deux lois d’état sont donc nécessaires pour définir le comportement 

thermodynamique d’un fluide simple, ou alors une loi énergétique 

fondamentale. Cette dernière est, pour le gaz parfait : 

  µ=µ°(T)+RT Log (p/p0) 

où p0 est une pression standard (généralement p0 = 1 atm), et où 

   ( ) ( ) T
dT

d
TTTE R−−=

0
00 

 . 

De même : 

   ( ) ( ) TTETHH R+== 00  
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Les fonctions thermodynamiques standard ( ) ( )TH,T 00 , etc. sont tabulées. 

 

Fluide de Van der Waals 

   

  ( ) T
a

pb R
V

V =







+−

2  (gaz de Van der Waals) 

 

Gaz raréfiés : 2V

a
>>p  ( 2V

a
 : quelques dizaines de milliers 

d’atmosphères). 

On néglige p, donc ( )T0VV = . 

 

Exemple plus complexe : 

Argon en phase homogène : 
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valable pour T <2Tc ,  p < 20 pc 

avec, au point critique :  Tc = 150,86 K, pc = 48,31 atm. 

 

Liquide dilatable 

Cas d’un liquide pour lequel ( )T0VV = . On utilise alors la fonction F . 

( )V,TFF =  est ici une fonction de la température seule. 

F = 0F (T), on en déduit que 

µ= 0F  (T)+p ( )T0V  

 

on notera souvent µ°(T) au lieu de 0F (T).  

Ainsi : 
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Exercice : Déterminer les formes de l’énergie interne, de l’entropie et de 

l’enthalpie libre molaire d’un fluide de Van der Waals. 

 

Solution :  
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Il s’ensuit que : 

   ( )
V

a
TEE −= 0

 

puisque T n’est pas fonction de b-V . 

 ( ) ( ) ( )
( )

=−+=
T

TEd
TSbTSS

0
00    avec    Log VR  

puisque  

( ) ( )bdTEd
T

Sd −+= VR Log01
 

Enfin : 

( ) ( ) ( )
b

TbTTST
a

TEpSTEµ
−

+−−−−=+−=
V

V
RVR

V
V Log00 2  

 

Gaz réel : 

Les formules du viriel permettent une représentation assez correcte des 

gaz réels. Elles permettent d’exprimer en fonction de p et T où p est fonction de 

V  et T par des développements. Ainsi, on a : 

  +++= pCB
p

T
'

R
V  

ou inversement : 

   







+++= 

2
1

VVV

R CBT
p  

 On montre, en identifiant les développements suivant les quantités 

“petites” p et V1 , que C = B2 + R T C’. On retrouve la loi des gaz parfaits en 

annulant les coefficients du viriel B, C…. 
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Le coefficient B caractérise les interactions moléculaires au 1er ordre. Lorsque ? 

est grand (p petit), la loi de Van der Waals devient : 
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et est donc de la forme d’un développement du viriel limité : 
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En limitant le développement du viriel au coefficient B, on peut calculer 

facilement les fonctions thermodynamiques, ce qui introduit des fonctions de la 

température à déterminer.  

Puisque 

   B
p

T

p
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R
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on trouve 

( ) pBppTT ++= 0

0 LogR , p0 : pression standard 
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−= R  

La fugacité p* est définie par ( ) 0

0 Log p*pTT R+=  , elle est donc 

telle, ici, que : 

   
T
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+= LogLog  

L’énergie libre molaire s’exprime en fonction de T et V . On a : 
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d’où : 

   ( )
V

RVR
B

TLogTTFF +−= 0
 

Puisque   VpF += ,  

 

on obtient alors à partir µ(T, p) : 
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ce qui conduit à : 

( ) T
B

T
p

T
TTpF R

V
R

V

R
RV −++=−=

0

0 Log  

et fournit ainsi l’expression de 0F en fonction µ° : 

   T
B

T
p

T
TF R

V
R

R
R −++=

0

00 Log  

3. Propriétés des mélanges 

3.1 Généralités 

Nous ne traitons ici que des mélanges gazeux et des solutions liquides 

homogènes. 

Les raisonnements précédents restent valables. 

On a toujours, en particulier, pour un système fermé en équilibre : 

   dE= TdS – pdV =dQ+dW  

Un constituant quelconque du mélange étant désigné par j, on a : 

   E=E(S,V, nj), j=1 … N 

on a de même toujours : 

   
V


=−




=

E
p,

S

E
T  

On définit le potentiel chimique µj de l’espèce j par 

   
j

j
n

E




=  (potentiel chimique molaire) 

de sorte que : 

   +−=
j

jj dndpTdSdE V  (Gibbs) 

et que, d’après les propriétés d’homogénéité : 

+−=
j

jjnpTSE V   

De ces deux relations, on tire : 

j

j

jdndpdTS +−= V0  (Gibbs-Duhem) 

Remarquons que pour un système fermé en équilibre évolutif (transfor- 

mation réversible, on a obligatoirement : 

   
0=

j

jj dn
 

Cependant, nous envisagerons des cas où cette relation n’est pas vérifiée 

pour des systèmes fermés. Chaque constituant sera considéré conne en équilibre 

dans le mélange, mais l’équilibre mutuel ne sera pas réalisé entre les 

constituants. Il s’agit là d’évolutions irréversibles d’origine chimique. Dans ce 

cas, on écrira toujours :  

E=Q+W 
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mis si W est bien toujours égal à - pV, Q vérifiera : 

    Q=T(S-iS) 

avec iS >0. 

De sorte que : 

0−= STn i

j

jj    

Le signe égal correspondant à l’évolution réversible. Le symbole d des formes 

différentielles et le symbole d sont évidemment remplacés par , caractéristique 

des transformations infinitésimales quelconques. 

A partir de l’énergie interne, on définit ici aussi les potentiels 

thermodynamiques : 

( )

( )













++−=

==+−=

+−−=

+−=−=

++=

=+=+=

j

jj

j

j

jj

j

jj

j

jj

j

jj

j

j

jj

dndpdTSdG

npTGnpTSEG

dndpdTSdF

npTSEF

dndpdSTdH

npSHnTSpEH













V

V

V

V

V

V

,,

,,

 

 Les fonctions thermodynamiques des mélanges ne sont pas déduisibles 

généralement des fonctions thermodynamiques des corps purs. Ainsi µj potentiel 

chimique de j dans ce mélange est différent du potentiel thermodynamique •

j  

du corps pur j (le µ du corps pur j). 

 

 

3.2 Grandeurs molaires partielles 

Pour exprimer les lois d’état, en l’absence de la donnée d’une loi 

énergétique fondamentale E (S, V, nj ) ou H(S, p, nj ), etc., on a souvent recours 

aux grandeurs molaires partielles. 

Si   est une fonction thermodynamique, les grandeurs molaires partielles de 

cette grandeur extensive seront : 

    

jin,p,Tj

j
n




















=
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Ainsi : 

   

iji

iji

nT

j

npTj

j

np

j

npTj

j

jj

pn

Tn

S
S

G

,,,

,,,













=


















=













−=


















=

=











V
V

 

D’après la formule de Gibbs, on trouve : 

   

jjj

jjj

jjj

n,p,Tj

j

pF

STH

pST
n

E
E

ji







+−=

+=

+−=

















=



V

V

 

Posons dans le cas général : 

   jjj n  =  

La grandeur extensive ( )
jn,p,T  est homogène du premier degré par rapport aux 

nj. Il s’en suit que : 

 ==
j

j

j

jjn   

Ce résultat est valable pour E, S, V ... et : 

   







==

==

==

j

j

j

jj

j

j

j

jj

j

j

j

jj

EEnE

n

SSnS

VVV
 

et l’on a : 

   

jjjj

jjjj

jjjjj

npF

nSTH

npSTE







+−=

+=

+−=

V

V

 

 Tout se passe donc, au premier abord, comme si chaque espèce j 

constituait un sous-système caractérisé par son énergie interne Ej et ses variables 

Sj,Vj et nj. 

Pour qu’il en soit ainsi réellement, il faudrait de plus que la relation de 

Gibbs soit vérifiée pour chaque sous-système, c’est-à-dire que : 

  jjjjj dnµdpdSTdE +−= V  
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or il n’en est rien en général. En effet : 

 ( )
jjjjjjjj

jjjjjjjjj

ddpdTSndndpdST

dndpdTSdndpdSTdE





+−++−=

+−++−=

VV

VV
 

soit : 

 i

n,p,Ti i

j

jjjjjj dn
n

ndndpdSTdE

ik 

 













++−=


V  

Il faudrait donc, pour que l’assertion précédente soit vérifiée, que : 

0=
















 i

n,p,Ti i

j
dn

n
ik


    

ce qui n’est pas vrai dans la plupart des cas. 

Les résultats se simplifient cependant avec les mélanges idéaux. 

  

3.3 Mélange idéal 

Soit le potentiel thermodynamique molaire du corps µ*j pur. On 

a µ*j=µ*j(T, p) Posons Xj=nj /n , fraction molaire de j, n= 
j

jn . Un mélange est 

idéal si : 

    jjj XTµµ LogR+= •
 

On trouve alors : 

j

jj

j X
T

µ

T

µ
S LogR+




−=




−=

•

 

Où 

    jjj XSS LogR+= •
 

De même : 

    
p

µ

p

µ jj

j



−=




−=

•

V  

soit : 

    
•= jVV j  

 

Ainsi, les volumes molaires partiels des espèces j sont inchangés par rapport aux 

constituants à l’état pur. De même : 

 

  •••

••••

=+=+=

=+−=+−=

jjjjjj

jjjjjjj

HSTSTH

EpSTpSTE



 jVV
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3.4 Grandeurs de mélange 

On appelle grandeur de mélange associée à la grandeur   la quantité 

     •−=
j

jjm n  

Pour un mélange idéal : 

  
0,0,0

,

===

== 

mmm

j

jjm

j

jjm

HE

XnSXTnG

V

RR LogLog

 

   

3.5 Activité 

On appelle activité de l’espèce j dans le mélange, la quantité aj telle que : 

jjj aT LogR+= •  

Pour un mélange idéal : 

    aj=Xj 

Omis le cas général : 

=
j

jjm anTG LogR  

     

3.6 Mélange idéal de gaz parfaits  

Pour un gaz parfait  

   ( )
0

0

p

p
TTµµ LogR+=  

donc :    

( )

( ) 0

0

0

0

ppXTTµXTµµ

ppTTµµ

jjjjj

jj

LogLog

Log

RR

R

+=+=

+=

•

•

 

On appelle pression partielle la quantité : 

    pj=p Xj 

Il découle de cette définition que : 

    =
j

jpp  (loi de Dalton) 

    ( ) ( )
jjjjj pTµppTTµµ ,0

0 =+= LogR  

Soit : 

  

( )( ) ( )

jjj

j

jj

j

jj

jjjjjjjj

dnµdp
p

T
ndTpp

dT

dµ
ndG

pTGppTTµnµnG

++













+=

=+==

R
R

R

0

0

0

0 ,

Log

Log

 

soit encore : 

   jjjj dnµdpVdTSdG ++=  
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 Rappelons que : 

    ( )
jjjjjj nn,p,TGG == . 

On voit donc que le formalisme utilisé pour les systèmes simples sera 

valable pour le constituant j à condition de considérer que celui-ci occupe, dans 

le mélange, le volume total V à la pression partielle p et à la température T. 

 

Les relations classiques sont donc valables, en particulier : 

  

( )

Duhem)-(Gibbs

(Gibbs)

jjjj

jjjjj

jjjjjjjj

dµndpdTS

dnµdpdSTdE

nSEnµpTSE

+−=

+−=

=+−=

V

V

VV

0

,,

 

Le système total (mélange) peut ici être considéré connue la somme de N 

sous-systèmes dont les propriétés sont additives. 

   ==
j

j

j

j SS,EE  

 

3.7 Mélange de gaz réels 

Pour une mole de gaz réel obéissant à la relation du viriel limitée au 

coefficient B, on a : 

  

( )

B
p

T

dT

dB
ppp

dT

dµ
-S

TµBpppTµ

+=

−−=

++=

R
V

R

R

0

0

0

0

Log

Log

 

  

On peut montrer, à partir de la thermodynamique statistique que dans un 

mélange, et en tenant compte des interactions moléculaires du premier ordre : 

  







+++=

j

jj

kl

lkklj XTµXXBpppTnG LogLog RR 0

0  

ce qui conduit à l’expression suivante du potentiel chimique d’un mélange 

binaire : 

  ( ) jiBBBpXXTµµ ijjj +−−+= • ,2 221211

2LogR  

avec : 

  pBppTµµ jjjj ++=•

0

0 LogR  

pour N espèces : 

  











−+








+=  

k lk

lkklkkjijj XXBXBpX
p

p
LogRTµµ

,0

0 2  
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Les coefficients Bij sont relatifs aux interactions entre molécules du type i 

et j, Bij= Bji. 

On constate que le mélange est idéal, dans le cas binaire, pour  

( )221112
2

1
BBB += . Mais ce cas n’est appuyé par aucune justification 

expérimentale ou théorique. C’est donc une hypothèse tout à fait arbitraire. 

 

3.8 Solution liquide 

 
 

Soit un mélange de deux liquides en présence de leurs vapeurs constituant 

un mélange idéal de gaz parfaits à T donné. 

  

( ) ( ) 





222111

222111

22112211

,

dnµµdnµµdpdTSdG

CtennnCtennn

nµnµnµnµG

gg

gg

gggg

−+−++−=

==+==+

+++=

V
 

 

Soit une évolution réversible à p et T constants, on a deux formes 

différentielles : 

  dQ=T dS, dW=-p dV (voir figure) 

 

et    dE =T dS- p dV, d’où dG=-S dT+ V dp=0. 

 

Pour toute évolution réversible du système, à T et p constants, on a donc : 

  

( )

( ) .

,

02

0

2222

01

0

1111

ppTµµµµ

ppTµµµµ

gg

gg

Logou

Logou

R

R

+==

+==





 

L’équilibre de chaque liquide pur avec sa vapeur dans les mêmes conditions de 

température est donné par : 

  
( )

( ) 02

0

2222

01

0

1111

ppTµµµµ

ppTµµµµ

gg

gg

••••

••••

+==

+==

Logou

Logou

R

R





 

(
•

ip est la pression de vapeur saturante du corps i). 
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Par soustraction (les ai sont les activités) : 

   •••

•••

===

===

2222222

1111111

ppappTµµ

ppappTµµ

Log

Log

R

R





 

 

La signification physique des activités apparaît donc. 

La connaissance des fonctions ai (p, T, nj) ainsi que des ( )Ti

• constitue 

1’ensemble des équations d’état de la solution et on a : 

   iii aT LogR+= •  

. Solution idéale 

iiii Xppa == •

 loi de Raoult 

   

iii LogXTµµ R+=

•
 

Souvent, l’un des constituants d’une solution vérifie la loi de Raoult, mais pas 

nécessairement l’autre. Comment déterminer a2 connaissant a1=X1 ? 

Gibbs-Duhem :  

02211 =+  dndn  à p et T donnés. 

02211 =+  dXdX  

0
2

2
2

1

1
1 =+

a

da
RTX

X

dX
RTX   

avec    dX1+dX2=0 

2

2

2

2

X

dX

a

da
=   ( )p,TfXa += 22 LogLog  

 

On pose :   

( )
2

22

2
2

,
X

p

pTb

p

p
a

••
==  

  

 

si b(p, T)=Cte,  c’est la loi de Henry.  

 

 

 

4. Mélange réactif 

 

4.1 Il a été souligné au paragraphe 3 que les lois d’état précédentes 

n’impliquaient pas que le système étudié (le mélange) soit obligatoirement à 

l’équilibre. Chaque constituant j, dont le potentiel chimique est fonction 
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de T, p, nj, mais peut dépendre aussi des ni avec ji  , est considéré comme un 

sous-système en équilibre à tout instant, mais il n’y a pas forcément équilibre 

mutuel entre les sous-systèmes. 

Le système est un mélange homogène à propriétés thermodynamiques 

uniformes. Il en est ainsi également pour chaque constituant assimilable à un 

sous-système ouvert dès que nous admettons la possibilité de réactions 

chimiques. 

On a vu que dans tous les cas, la production d’entropie était : 

  0
1

−= 
j

jji n
T

S  , 

au cours d’une telle transformation infinitésimale. 

Dans une réaction chimique unique, de coefficients stoechiométriques 

algébriques j, en l’absence de diffusion (ce qui est le cas pour un système 

homogène fermé à propriétés uniformes) on a : 

   dnj=j d 

où  est le degré d’avancement de la réaction. 

La production d’entropie devient : 

−=
j

jji
T

S 


  

 On appelle affinité chimique A la quantité : 

    −=
j

jjA   

Ainsi : 

   0= 
T

A
Si  

le signe égal correspondant à l’équilibre du mélange.  

Deux cas d’équilibre sont envisageables. 

l) =0, le mélange est figé, c’est-à-dire que ses concentrations n’évoluent 

pas, la réaction chimique n’a pas lieu ou est inhibée complètement. 

2) les concentrations peuvent évoluer au cours de la transformation 

réversible et l’on a alors : A = 0, équilibre chimique. 

Hors ces deux cas l’équilibre n’est pas réalisé, la transformation est irréversible 

chimiquement et : 

   0= 
T

A
Si  

Ces résultats se reflètent bien entendu sur la formule de Gibbs. On a en effet : 

   
dAdpdSTdE

nµdpdSTdE
j

jj

−−=

+−= 

V

V ,
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Le mélange est à l’équilibre ou en cours de transformation réversible si : 

    A d=0 

on retrouve alors l’expression du second principe appliqué aux transformations 

réversibles : 

dE= dQ+dW= TdS- p dV  

 

Dans les autres cas, au cours d’une transformation chimiquement irréversible : 

E= Q+W= T(S-iS)- pV  

le terme TiS étant égal à A d=- 
j

jj n . 

 

4.2 Equilibre chimique dans un mélange de gaz parfaits  

On sait que : 

  0

0 ppTµµ jjj LogR+=  

où 
0

j  est une fonction de la température seule. 

L’affinité chimique d’une réaction donnée sera : 

   ( ) +−=
j

jjj ppTµA 0

0 LogR  

ou encore : 

    









++−=

j

jjj CT
p

T
TµA LogLog R

R
R

0

0  

puisque  pj=Cj R T  

 

 

En posant : 

    









+−=

j

jjC
p

T
Tµ

T
K

0

01 R
R

R
LogLog  , 

on obtient donc : 

   ( )TKC C

N

j

j
j =

=1



 

 

On appelle constante d’équilibre des concentrations cette fonction ( )TKC . 

 

Ce résultat a été obtenu pour une réaction chimique donnée du mélange. 
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4.3 Mélange de gaz parfaits en équilibre chimique  

Supposons que toutes les espèces du mélange puissent être obtenues 

à partir d’un certain nombre d’espèces de base contenues dans le mélange : 

    NLi
L

l
llii ,1,

1

+==
=

AE   

Les équations de conservation des espèces de base sont : 

    Llnnn l

N

Li

ilil ,1,0

1

==+ 
+=

  

de sorte que les ni, i = L + 1, ... N forment un système de degrés d’avancement 

et les affinités des réactions de formation sont alors : 

   









+









−++−=−

+=−=







==

=

l

il

L

l

li

L

l

lliii

L

l

lliii

CCT

p

T
TµµA

NLiµµA

Log

Log

R

R
R

011

00

1

1

,1,



 

 

En posant : 

  















−+−= 

== 01

0

1

0 1
1

p

T
Tµµ

T
K

L

l

lii

L

l

lliCi

R
R

R
LogLog   

on obtient : 

   NLieKCC T

A

Ci

l

il

i

,1, +==
−

 R
 

A l’équilibre les Ai sont nuls et on trouve : 

   NLiKCC Ci

l

il ,1, +==  

On résout en tenant compte de la relation : 

    ni=Ci 

 

4.4 Mélange multiréactif quelconque 

Le nombre de réactions, K, est fixé et les degrés d’avancement sont : 

  1, 2, … K 

On a alors K affinités chimiques, nulles à l’équilibre. 

Ces réactions ne sont pas forcément indépendantes, c’est-à-dire que le 

rang de la matrice des ir peut être inférieur à K. Si tel est le cas, il faut choisir R 

relations indépendantes parmi les K présentes et définir ainsi R degrés 

d’avancement “réduits” : 

  K,,  21  
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4.5 Solutions réactives 

Envisageons cette fois une solution réactive en équilibre avec sa vapeur à 

la température T et à la pression p. 

 

On a pour chaque constituant : 

   iii aT LogR+= •  

La production d’entropie due aux irréversibilités chimiques sera cette fois 

encore : 

    −=
j

jji n
T

S 
1

 

Si une seule réaction est présente, on pose : 

     ii

i

ii n,A =−=   

et on trouve encore : 

    
T

A
Si =     

Cette fois : 

    
i

i

i

ii aLogTµA
 R−−=  •

 

En posant : 

     •−=
i

iia µK Log  

on trouve : 

    
T

A

a

i

i eKa i R
−

=


 

et à l’équilibre : 

    ( )T,pKa a

i

i
i =



 

 

 

4.6 Extension aux mélanges hors d’équilibre 

Les résultats obtenus permettent d’envisager des cas où les affinités 

chimiques ne sont pas nulles. 

 

Le taux de production d’entropie d’un mélange monoréactif sera par exemple : 

 

     
T

A
Si =

•
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La cinétique chimique permet d’exprimer   en fonction des paramètres 

d’état, donc de déterminer l’évolution du mélange au cours du temps. 

 

5. Tension superficielle 

L’interface liquide-vapeur peut, en première approximation, être 

considérée comme un milieu bidimensionnel autonome caractérisable par des 

propriétés thermodynamiques analogues à celles des milieux tridimensionnels. 

Ainsi, on peut écrire, pour une mole occupant la surface d’aire   avec la 

tension superficielle   

  ( )=++= ,S
ˆ

E
ˆˆS

ˆ
TE

ˆ   

la température étant T. On obtient : 

 

   += dS
ˆ

dTE
ˆ

d    (Gibbs) 

    ˆdddTS
ˆ

++=0  (Gibbs-Duhem) 

 

Pour l’interface liquide-vapeur, on admet généralement que la tension 

superficielle est une fonction de la température seule. On pose donc =(T) 

 

Les propriétés thermodynamiques usuelles se déduisent aisément en utilisant  

l’énergie libre interfaciale F̂ . On a pour une mole : 

    
( )

+−=

=+=−=

ddTSFd

TFµSTEF





ˆˆ

,
ˆˆˆˆˆ

 

donc : 

     
dT

dS 
=




−

ˆ

 

  est fonction de T seul. Généralement d / dT est négatif. On déduit de cette 

relation : 

    ( )TS
dT

d
S 0ˆˆ

+−=


 

Ainsi : 

    
CteFdTSFF

ddTS
dT

d
Fd

T

T
=−+=

+







−=


0

0

00

0

0

ˆ
,

ˆˆˆ

ˆˆ

0
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Soit, en posant : 

    

( )

+=

−= 

0

00

00

ˆˆ

ˆˆˆ
0

FF

dTSFTF
T

T

 

Il s’ensuit que, étant donnée la relation évidente : 

    −= Fµ ˆˆ  

l’on a : 

    
0ˆˆ Fµ =  

fonction de T seul. 

 

L’énergie interne s’obtient en écrivant : 

   STFE ˆˆˆ +=  

soit : 

    







−++=

dT

d
STFE


 00 ˆˆˆ

    

ou encore :  

    







−+=

dT

d
TEE


0ˆˆ

 

avec : 

    −+=+=
T

T
dTSSTFSTFE

0

000

0

000 ˆˆˆˆˆˆ
 

  Considérons à titre d’exemple, une bulle de vapeur dans un liquide 

en apesanteur, soumis à la pression p avec la température T que l’on suppose 

être la même pour tout le système.  

 
 

On a pour chacun des trois sous-systèmes : 

   

ndµdSdTEd

dnµdVpdSTdE

dnµdVpdSTdE ggggg

ˆˆˆˆ ++=

+−=

+−=
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et pour le système total on obtient : 

( ) ( ) ( ) ndµµdnµµddppdpdSTdE

CtennnnSSSSEEEE

gggg

gggg

ˆˆ

ˆ,,ˆ,ˆ





−+−++−+−=

=++=+=++=++=

VV

VVV

On a toujours, pour une transformation réversible : 

dE= dQ+dW, dQ= TdS, dW=- p dV  

donc : 

STpSTE i -V−=  

pour une transformation quelconque, le déplacement du piston étant réversible.  

Il s’en suit que : 

( ) ( ) ( ) 0ˆˆ +−+−+−=−  nµµnµµppST ggg

i

 gV  

 

Comme : 

    
g

gg

r
rrr

rrr
V

VV




 2

8,4

4,
3

4

2

23

=








==

==

 et 

que ng et n̂  peuvent être considérés comme des variables indépendantes, on 

obtient : 

( ) ( ) 0ˆˆ
2

−+−+







+−=− nµµnµµ

r
ppST ggg

i 


  gV  

A l’équilibre (c’est-à-dire au cours d’une transformation réversible) : 

    
µµµ

rpp

g

g

ˆ

2

==

+=



 
 

Exercice : Bulle de vapeur dans un liquide à la pression p et à la température T. 

Calculer la pression de vapeur saturante et la comparer à celle du liquide avec 

surface plane
•p . 

 

Solution : 

( ) 





VR pppTµ

µµ

rpp

gg

g

g

++

=

=−

0

0

2

Log



 

    

Pour la surface plane : 

( ) ( )
( ) 



VR
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pµppTµ
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Log 0
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Or : 





VR 







−−=

=−

••

r
ppppT

rpp

gg

g





2

2

Log
 

      

Lorsque r est petit : 

    
r

B

Tr
pp g −=−•

R

V 2
Log  

Exemple : eau 300 K 

cmLog r
r

pp g ,
10 7−

• −  

 La pression de vapeur diminue rapidement avec le rayon de la bulle, elle 

devient égale à zéro lorsque r est nul. Mais il faut tenir compte du fait que pour 

des rayons de l’ordre de grandeur des distances intermoléculaires du liquide, la 

tension superficielle elle-même dépend de r.  

La pression du liquide
p  = p est inférieure de r/2  à pg. 

Pour des rayons très petits, p peut atteindre des valeurs négatives à l’équilibre. Il 

sera donc nécessaire, dans le cas d’un liquide pur confiné, d’exercer des 

dépressions importantes si l’on veut faire apparaître une bulle de vapeur. 

 

Remarque : 

L’on aura affaire au problème inverse pour une goutte de liquide suspendue dans 

sa vapeur. Pour l’eau par exemple, on a alors : 

   rppg 710Log −•  , pour r petit 

   rpp g 2=−
 

La pression de vapeur, pour les petites gouttes, est très supérieure à la 

pression de vapeur saturante du liquide plan. La condensation est donc plus 

difficile s’il n’existe pas de surface liquide plane ou de courbure importante. 

Le phénomène est instable. Pour une pression de vapeur donnée 
• pp g
, il existe un rayon d’équilibre r* Toute goutte de rayon inférieur à r* 

tend à s’évaporer, toute goutte de rayon supérieur tend à croître. 
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CHAPITRE 2  

 

PENOMENES DE TRANSFERT. CINETIQUE CHIMIQUE 

 

1. Généralités sur les phénomènes irréversibles 

 L’irréversibilité n’est pas associée à la variation d’entropie entre deux 

états mais à la production d’entropie. On a en effet : 

    S=eS+iS 

Il y aura irréversibilité de la transformation si iS>0. Les systèmes les 

plus simples à étudier de ce point de vue sont les systèmes discrets. Ces 

systèmes sont constitués de sous-systèmes en équilibre individuel, mais en 

déséquilibre mutuel. Avec ces systèmes on peut utiliser les connaissances 

acquises sur les systèmes en équilibre. Nous verrons plus loin que des méthodes 

analogues sont appliquées en fait aux systèmes à variations spatiales continues 

grâce au principe de l’état d’équilibre local. 

Examinons d’abord deux cas de systèmes discrets. 

 

1. 1 Réaction chimique au proche équilibre 

Dans un mélange homogène monoréactif, on a :  


=

−=

−−=

+=

N

j

jj

jjj

µA

dAdpdSTdE

nn

1

0







V
 

L’énergie interne du système fermé à propriétés uniformes considéré apparaît 

comme une fonction des trois variables S, V,  : 

 

    ( ),,VSEE =  

et l’on a : 

    



=−




=−




=

E
A

E
p

S

E
T ,,

V
 

Le taux de production d’entropie est : 

     
T

A
iS =

•
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Deux cas limites apparaissent : 

   0=    mélange figé 

   A=0  mélange à l’équilibre chimique 

Dans l’espace des états à trois dimensions, les variétés  sont donc les surfaces : 

X=Cte et A=0. 

 
Tout déplacement d’un point sur l’une de ces surfaces désigne une  

transformation réversible (équilibre changeant). Il en est ainsi pour toute 

évolution à =Cte. Dès que varie, l’évolution n’est réversible que si le point 

représentatif est et reste sur la surface A = 0. A priori, tout point de cet espace 

apparaît donc connue un point d’équilibre. Mais les surfaces représentées ne 

sont pas que des lieux de points d’équilibre. 

Les surfaces = Cte conduisent à une stratification horizontale. Si une 

évolution a lieu dans l’une de ces surfaces, cela signifie que la réaction chimique 

n’a pas lieu, le mélange est inerte et se comporte conne un système simple à 

l’équilibre. Seule A=0 correspond à une véritable évolution chimique. 

Généralement, tout point situé à l’extérieur de cette surface tendra à s’en 

rapprocher par réaction chimique du fait de la stabilité de l’équilibre et le 

phénomène correspondant sera irréversible. 

Pour qu’une telle surface A=0 existe, il faut que la réaction et son opposé 

existent, ce que l’on écrit : 

 

    
==


N

j

jj

N

j

jj '''
11

EE  ,  jjj '''  −=  

 

Le rapport A/T apparaît comme une force qui tend à faire évoluer le 

système vers l’équilibre chimique caractérisé par A = 0. L’évolution est, elle, 

caractérisée par un taux de production   qui sera positif si A/T >0 et négatif dans 

le cas contraire. A l’équilibre chimique   est nul et aucune évolution n’a lieu à 

T et p (ou à S et V) constants. On dira que A/T est une force généralisée et que   

est un flux généralisé. On traduit la relation de cause à effet ainsi invoquée en 

écrivant que est une fonction de A/T. En proche équilibre  
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(au voisinage de la surface A=0) on peut effectuer un développement en 

série de Taylor de cette fonction. Si on limite ce développement à l’ordre 1 on 

obtient : 

    
T

A
L=  

où L est appelé coefficient phénoménologique. Ce coefficient dépend de 

S,V,  (ou de T, p, ) et est positif d’après le second principe. 

Si l’évolution en proche équilibre a lieu en maintenant deux paramètres 

constants, par exemple E et V (système isolé), on pourra écrire : 

( )e

,E

TA

T

A



−














e

V

 

où e est la valeur d’équilibre correspondant à E et V donnés. On a ainsi : 

( )e

,E

TA
L 


 −












=

e

V

  

      

La quantité A intervient dans la relation de Gibbs écrite sous la forme : 

    d
T

A
d

T

p
dE

T
dS ++= V

1
 

 

et apparaît comme la dérivée seconde : 

V,E

S

T

A












=


 

Ainsi : 

VV ,E

e

,E

STA












=












2

2


 

On peut démontrer (stabilité de l’équilibre chimique) que ( )
V,E

S 22   est 

toujours négatif. De sorte que :  



1
=












−

e

V,E

TA
L  

apparaît comme l’inverse d’un temps , appelé temps chimique à S et V 

constants. L’équation d’évolution devient : 

0=
−

+


 e

dt

d
 

avec = cte et  e= Cte. 

Envisageons un cas plus complexe, celui où l’on n’a plus deux paramètres 

constants, mais où l’on peut prouver que l’on se trouve en proche équilibre à 

tout instant. Mais l’équilibre correspondant est un équilibre changeant. On 

trouvera encore des valeurs  e  et   qui cette fois ci seront fonction du temps. 

Supposons pour simplifier que   soit constant.  
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Exercice : Soit 
r = et rttt = , r et tr valeurs de référence, et que ( ) tte −= , 

déterminer les solutions de l’évolution en proche équilibre. 

On a : 

0=
+

+


 t

td

d
 

La solution est : 

1+−=
−

  ,teC

t

 

 
Commentaire : 

tr apparaît connue un temps mécanique m caractéristique de l’évolution des 

paramètres externes, 
e

m
d

dt

VLog
= par exemple. On montre qu’en proche 

équilibre le temps chimique  est très petit devant m ainsi choisi. 

On constate que l’évolution se situe toujours hors d’équilibre et tend 

à se dérouler à une distance constante  =− e  de l’équilibre évolutif de 

référence. 

Il y a relaxation. La réaction chimique tend à rapprocher de l’équilibre chimique, 

mais l’évolution des paramètres externes ( V(t) par exemple) tend à 

l’éloignement de l’équilibre. 

On trouve des phénomènes analogues en appliquant le principe de l’état local 

dans les écoulements de tuyères de propulsion où la détente des gaz conduit 
 

à un refroidissement. I1 y a mêmc alors éloignement de l’équilibre du fait du 

ralentissement des réactions par effet thermique ce qui conduit à augmenter le 

temps chimique  

Généralement on compare le temps chimique  au temps “mécanique” m 

(pris comme temps de référence), afin d’évaluer l’écart l’équilibre chimique. Le 
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rapport  est le premier paramètre de Damkôhler DI Si DI est petit devant 

l’unité, l’évolution a lieu en proche équilibre. Si DI>>1, les réactions chimiques 

sont très lentes et l’évolution est figée chimiquement. Une évolution de ce type 

est représentée sur la figure suivante : 

 
 

1.2 Echange thermique 

Dans certaines situations, l’échange thermique entre deux milieux 

s’effectue comme si chacun de ces milieux était à température uniforme mais 

variable dans le temps. L’échange de chaleur se fait dans une zone de l’espace 

séparant les deux milieux et assimilable à une paroi P non adiabatique 

(diathermane). On suppose généralement que les quantités accumulées dans le 

sous-système P : énergie interne, masse, entropie..., sont infiniment petites. 

Cependant P est le siège de l’échange de chaleur et de la production d’entropie. 

Soient deux milieux 1 et 2 en cours d’évolution réversible et la paroi fixe et 

indéformable. 

 
 

Les principes de la thermodynamique nous donnent : 

 

   E1=Q1+W=Qe1+Q21+We1 
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où Qe1 et We1 sont les chaleur et travail élémentaires reçus réversiblement - par 

hypothèse - de l’ex térieur par le sous-système 1 , Q21 est la chaleur reçue du 

système 2 à travers la paroi. 

dE2=dQe2+dQ12+dWe2, donc : 

EP=0=Q21+Q12 

et au total :  

E=E1+dE2+dEP=Qe+We 

avec :   Qe=Qe1+Qe2,  We=We1+We2 

 

Le second principe nous donne : 

( )211

1

1

1
QQ

T
S e  +=   ((transformation réversible) 

( )212

2

2

1
QQ

T
S e  +=   ((transformation réversible) 

PP S
T

Q

T

Q
S i


 ++==

1

12

1

21 110  (transformation quelconque) 

Il s’en suit que : 

   







−=

12

11

TT
QSi  P  

Pour le système total : 

   S
T

Q

T

Q
S i

ee 


 ++=
2
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1

1  

mais on a aussi : 

   
2

122

1
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21
T
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SSSS ee 
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Il s’en suit que : 

,QQ,S
TT

Q
T

Q

T

Q
S ii 12

122

12

1

21 0
11




 ===







−=+= P  

   Q=0  paroi adiabatique 

   T1=T2  équilibre thermique 

 

Hors de ces deux cas, on introduit un coefficient d’échange h(T1,T2) tel que 

le flux thermique Q soit égal à : 

( )12 TThQ −−=  

de sorte que : 

   ( )2

12

21

TT
TT

h
iS −−=

•
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Le coefficient h est évidemment positif. 

Les évolutions réversibles sont aisément représentées graphiquement si les 

échanges thermiques de l’un des sous-systèmes, avec l’extérieur, sont 

impossibles. Prenons l’exemple simple où les milieux 1 et 2 sont indéformables 

et où le sous-système 2 est séparé de l’extérieur par une paroi adiabatique. 

Supposons les capacités calorifiques C1 et C2 constantes, on a : 

  E1=C1 T1, E2=C2 T2, Q=Q12=E2 

 
On écrit alors : 

    
2

2

1

1

11
dE

T
dE

T
dS +=  

ou encore : 

    ( )22

121

111
E,ESS,dE

TT
dE

T
dS =








−+=  

E2 apparaît comme un degré d’avancement des échanges thermiques entre les 

systèmes 1 et 2. 

Les deux cas d’équilibre sont les suivants : 

 

Q=0,  ou  E2=Cte,    échanges figés 

T1=T2 ou 
212

2

CC

E

C

E

+
=     équilibre thermique 

et le diagramme suivant met en évidence les différentes situations ; 

 

 
 

Hors d’équilibre, le coefficient d’échange permet d’écrire : 

 

0
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2
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dE
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et le coefficient : 

    
1

21

11 −=







+ 

CC
h  

apparaît comme l’inverse d’un temps de relaxation d’échange thermique. On 

voit que la situation est analogue, bien que plus simple, à celle de la réaction 

chimique. A l’équilibre thermique on a : 

    E
CC

C
E e

21

2
2

+
=  

de sorte que : 

    0222 =
−

+


eEE

dt

dE
 

E2
e peut être fixe ou variable en fonction du temps suivant les cas.  

Notons ici que les phénomènes irréversibles ne se présentent pas toujours 

d’une manière aussi simple. Il suffit de citer ici les phénomènes de frottement (le 

frottement sec en particulier) ou la plasticité pour s’en rendre compte. 

Cependant, la plupart des situations évoquées ici seront justifiables d’un 

traitement analogue. 

 

2. Présentation des coefficients de transfert par la thermodynamique des 

processus irréversibles 

Il s’agit de la généralisation des résultats précédents au cas de plusieurs 

phénomènes irréversibles simultanés et au cas des milieux continus. 

Dans tous les cas où cette théorie s’applique, on peut écrire le taux de 

production d’entropie de l’unité de volume sous la forme 

   TTVVSS

S F:FFW JJJ ++=  

où les F sont des forces généralisées (conne le rapport A/T ou le saut de l/T 

à la traversée d’une paroi, ou encore un gradient de l/T, etc.) et les sont J des 

flux généralisés (production chimique, densité de flux de chaleur, etc.). Les 

exposants S, V, T signifient respectivement scalaire, vectoriel, tensoriel d’ordre 

deux. Ces quantités F ou J doivent former un système de variables 

indépendantes. 

Le tableau suivant évoque les différents types de phénomènes. 
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Paradoxalement, on n’utilisera que très rarement cette théorie pour les 

irréversibilités chimiques. La cinétique chimique fournit généralement des 

expressions plus précises et non linéaires des taux de production . 

Nous n’envisagerons pas de phénomènes électromagnétiques. 

 

 

 

Au cours d’une évolution réversible, 
SW ainsi que les flux et les forces sont 

nuls. En dehors de ce cas, les flux peuvent être considérés comme des fonctions 

des forces généralisées. Ces fonctions dépendent des paramètres d’état du 

système. Lorsque l’irréversibilité n’est pas trop forte, on définit des relations 

linéarisées entre flux et forces, dites relations phénoménologiques. 

 

   
TTTVTVSTST

TVTVVVSVSV

TSTVSVSSSS

FLFLFL

FLFLFL

FLFLFL

++=

++=

++=

J

J

J

 

 

On démontre que les coefficients matriciels non diagonaux sont nuis. Il n’y 

a de relations qu’entre flux et forces généralisés de mêmes ordres tensoriels. 

D’autre part, on obtient des relations entre les composantes des coefficients 

matriciels. Ces relations, dites de réciprocité sont dues Onsager. 

Parmi les flux intervenant dans les phénomènes de transport, il en est de 

trois sortes dans le cas des mélanges de fluides en écoulement : 

- le flux de diffusion de l’espèce j, jjDj V


=J  

- le flux thermique, qE


=J  

- le flux de quantité de mouvement de viscosité, 1


 pPvm −=J  

On voit qu’un couplage est possible entre flux de diffusion et flux thermique, 

qui sont de mêmes ordres tensoriels. Aucun couplage intrinsèque n’aura lieu 

entre ces flux et le flux de quantité de mouvement. 
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Les relations phénoménologiques les plus simples qui soient, en l’absence 

de couplages entre les phénomènes de transfert, sont :  

  jDj YgradDJ −=


  (loi de Fick) 

  Tgradq −=


   (loi de Fourier) 

  11
 

vµpP vv
~

−







+−=−     (loi de Newton) 

D est le coefficient de diffusion,  le coefficient de conduction thermique, 

µ le coefficient de viscosité et k le coefficient de viscosité de volume tel que 

+= µk
3

2
. 

Remarques : 

Il sera établi au chapitre suivant que dans le cas d’un fluide de pression 

thermodynamique p et dont le tenseur des pressions est P


, le taux de production 

d’entropie comprend le terne dissipatif (irréversible) : 

  ( ) v:pP
T


−− 1

1
 

Le tenseur T”étant symétrique, on peut remplacer v


  par sa partie 

symétrique 







+=  vv

~

D


2

1
 . Si l’on veut mettre en évidence les 

parties scalaires de ces tenseurs, il faut les décomposer. Ainsi : 

  1
3

1
1

3

2

2

1  
vvD vv

~

+







−+   

  ( )111


pPpP −+−=−   

avec : 

  Ptr


3

1
=  

de sorte que : 

  ( ) 01 =−


Ptr  

La quantité  est la pression normale moyenne. Le terne de viscosité de la 

production d’entropie devient donc : 

 ( ) ( ) vp
T

v:P
T

vv
~  

−−







−+−−  
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1
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3

2
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2

1
 

On écrit donc les deux relations phénoménologiques : 

  

vkp

vµP vv
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De sorte qu’au total on retrouve la loi de Newton avec le coefficient  tel que : 

+= µk
3

2
, viscosité de volume. 

Pour la diffusion et le transfert de chaleur il existe des effets couplés de 

thermodiffusion. D’autre part, les flux DjJ


 ne sont pas indépendants puisque leur 

somme est nulle. En fait le terme de production d’entropie qui leur correspond 

fait intervenir non pas
jY , mais 












T

g j ( qui dépend aussi du gradient de 

température et du gradient de pression. Le flux de chaleur q

 comprend, quant à 

lui; le flux conductif et un flux de chaleur lié à la diffusion. Ces questions seront 

examinées plus loin. 

Notons pour terminer que les relations phénoménologiques sont valables 

tant pour les systèmes continus que pour les systèmes discrets. Dans ce dernier 

cas, la loi de Fourier se ramène à la loi d’échange thermique du paragraphe 1. 

 

3. Présentation des coefficients de transfert par la théorie cinétique des gaz 

élémentaire (analogie de Reynolds). 

La théorie cinétique des gaz élémentaire offre une première 

approximation de ces coefficients de transfert. 

Chaque molécule, de diamètre d, a une sphère d’influence de rayon d. Le 

volume balayé par cette molécule, dont la vitesse est c en moyenne (vitesse 

quadratique moyenne pour l’ensemble des espèces), est cd 2 par unité de 

temps. 

Le nombre total de molécules contenues dans l’unité de volume étant N, le 

nombre de collisions par unité de temps est donc, pour une molécule :  

Ncdc

2 =  

     
et le libre parcours moyen t est donc égal à : 

   Ndc c

21  ==  

Fréquence de collision et libre parcours moyens ont été calculés en supposant les 

molécules immobiles dans le volume balayé. Si l’on tient compte du mouvement 

des molécules cibles, on obtient : 

Ndc c

221  ==  

Envisageons maintenant la densité de flux unitaire d’une propriété 

massique f à travers une surface d’abscisse t en supposant pour simplifier que le 

mouvement d’agitation moléculaire est parallèle à l’axe des x. Les molécules  
 

provenant des x<x0 transportent en moyenne la propriété massique 
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Ainsi le flux traversant la surface par unité d’aire sera proportionnel à : 

  

  















+−








−

22
00


xfxfcNMFJ  

dans le sens des x positifs. Ce résultat est valable pour un fluide au repos et une 

surface au repos également. Mais il convient aussi à un fluide en mouvement 

avec l’hypothèse de l’équilibre local pour chaque constituant, la surface suivant 

alors le mouvement de vitesse V


moyen. 

On aura donc : 

  















+−








−=

22
00


xfxfcNMaFFJ  

En développant le second membre suivant les puissances de  et en se 

limitant au premier ordre, il vient : 
0x

FF
x

f
cNMa 












−= J  

ou encore, d’après l’expression de   : 
x

f

d

Mc
aFF




−=

22
J  

La vitesse moyenne moléculaire est telle qu’à l’équilibre de translation 

(molécules monoatomiques) :  TkcM
2

3

2

1 2 =  

donc : Mkr,Trc === MR3 . 

On en déduit que : 
x

frT

d

M
aFF




−=

2

3
2

J  

Appliquons ces relations successivement à la masse de l’espèce j, à l’énergie 

interne et à la quantité de mouvement, c’est-à-dire à :  

  vf,Tcf,Y
MN

NM
f vj

jj 
====  

f(x0-
2


 ) . Seule une collision est susceptible de 

changer f. Les molécules de la face x>x0 

transportent f(x0+
2


 ) par unité de masse. Le débit 

moléculaire dans un sens comme dans l’autre est, 

en valeur absolue proportionnel à N c . 
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On obtient les relations, valables dans ces cas simples : 

    jDDj YgradcNM 


aJ −=  

TgradcNMaq T 


−=  

vgradcNMapP µ





−=− 1  

 

Il s’en suit que les coefficients de transfert définis au paragraphe 2 pour la 

diffusion, la conduction thermique et la viscosité sont égaux à : 

    ca,caµ,ca TµD  ===D  

 

Ainsi D,  et µ sont proportionnels à T . 

Puisque =p/rT, le coefficient de diffusion D est, à pression donnée 

proportionnel à T3/2 . 

Pour un gaz polyatomique, c peut encore être considéré, en première 

approximation, proportionnel à T .  

Trois nombres sans dimension sont couramment utilisés pour comparer 

les effets précédents. 

Le nombre de Prandtl Pr=µ Cp/= aµ/aT avec  =Cp/Cv. 

Le rapport aµ/aT est pris égal à 2/5, de sorte que pour les gaz monoatomiques, on 

trouve : 

    Pr=2/5 

 

Dans le cas des gaz polyatomiques, la relation d’Eucken nous donne : 

 

M

R

4

9
+= vc




 

ce qui conduit à l’expression : 

    Pr=
59

4

−


 

 

Cette dernière relation s’applique également aux gaz monoatomiques pour 

lesquels on a = 5/3, on retrouve alors les résultats précédents 

 

    Pr=2/5=2/3 

 

Le nombre de Schmidt : 

    
D

µ

a

aµ
Sc ==

D
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Ce nombre est sensible ù la variation de la masse molaire : 

 

    Sc=0,145 (M)0,556 

 

c’est une relation empirique. 

Le nombre de Lewis : 

Le =
D

T

a

aSc


=

Pr
  

On trouve donc : 

    Le 556,059
03625,0 M



 −
  

On constate que pour les gaz, ces nombres sans dimension sont de l’ordre 

de grandeur de l’unité. 

Une estimation plus précise des coefficients de transfert nécessite une 

analyse de la dynamique des collisions. La théorie, qui ne sera pas exposée ici 

tient compte des déviations de trajectoires moléculaires sous l’effet du potentiel 

d’interaction. Elle implique la détermination des sections efficaces de collision 

et d’intégrales de collision intervenant dans l’équation de Boltzmann des gaz. 

 

Dans le cas des liquides la théorie cinétique des gaz classique n’est plus 

valable car les distances entre molécules sont alors du même ordre de grandeur 

que les dimensions de ces molécules. 

Les résultats, provenant des mesures expérimentales, montrent des 

différences sensibles avec ceux des gaz. 

Les deux figures suivantes, tirées de “Molecular theory of gases and 

liquids” de Hirschfelder et al. montrent l’influence de la pression et de la 

température (rapportées à leurs valeurs critiques) sur la viscosité µ et la 

conductivité thermique  du gaz carbonique et de l’argon respectivement. 

Plusieurs théories ont été utilisées pour déterminer les coefficients de 

transfert des liquides et des gaz denses. Citons parmi celles-ci : 

- le principe des états correspondants qui ne donne de résultats que pour la 

viscosité 

- la théorie du complexe activé (Eyring) qui convient pour les 

écoulements plastiques, pour les liquides, mais pas pour les gaz, 

- la théorie d’Enskog, extension de celle des gaz qui convient aux gaz 

réels 

- la théorie cinétique rigoureuse, basée sur l’équation de Liouville, valable 

pour les gaz denses, mais très complexe, surtout dès que l’on a affaire à des 

mélanges. 
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On peut espérer que les méthodes utilisées pour décrire l’état liquide et la 

réactivité chimique en phase liquide, telles que celles basées sur l’équation de 

Langevin, apporteront des résultats intéressants pour les mélanges réactifs en 

présence de convection. 

Les paramètres de similitude sont affectés sensiblement par les fortes 

interactions moléculaires existant dans les liquides. Le nombre de Prandtl, par 

exemple, peut varier considérablement, comme le montre la figure ci-dessous : 

 

Pr105104103102101100
10-110-2

Métaux 

liquides

Gaz      Eau Huiles          Silicones
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4. Eléments de cinétique chimique 

Ne sont envisagés que les cas où le processus chimique peut être 

décomposé en un ensemble de réactions élémentaires. les taux de production 

chimique sont supposés vérifier des expressions en polynômes des 

concentrations. 

Un mélange comprenant N espèces chimiques désignées par l’indice j, une 

réaction chimique sera représentée par 

   
( )


==

⎯⎯→⎯
N

j

jj

Tk
N

j

jj '''
11

EE   

 

avec    jjj '"  =−  

Le taux de production des espèces en masse par unité de volume du 

mélange et par unité de temps sera 

    
jjjW M=  

avec  

    ( )
=

=
N

i

'

i
iCTk

1

  

La vitesse spécifique de réaction k(T) est généralement de la forme : 

    ( ) ( )TEexpTBTk a

s R−=  

où B et s sont des constantes, Ea l’énergie d’activation de la réaction. Une telle 

formule peut s’établir à l’aide de diverses théories : théorie du complexe activé 

(Eyring), théorie des collisions, etc. Les valeurs des constantes B, s et Ea sont 

tabulées dans de nombreux cas. 

 

Une formulation aussi simple n’est valable que pour des réactions 

élémentaires. Aussi, une tâche importante consiste à déterminer les schémas 

réactifs et à faire apparaître ainsi l’ensemble des réactions élémentaires. 

Si la réaction inverse a lieu également, on aura : 

   
==


N

j
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k

k

N

j

jj "'
D

R 11

EE 
 

On écrira alors 
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=

=
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On a donc 
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=
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ou encore 
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Nous avons établi en 1.4.2, que pour un mélange idéal de gaz  

( ) T

A

C

i

i eTKC i R
−

−
=

  

si bien que : 













−= 1T

A

CR

D
R e

Kk

k R   . 

A l’équilibre chimique, on doit avoir 
RD     

et en même temps 0A . Il s’en suit que 

    ( )TK
k

k
C

R

D =  

Les vitesses spécifiques sont reliées par une équation thermodynamique 

simple. On en déduit que :  

    












−= 1T

A

R eR 
 

On voit que la cinétique chimique permet d’exprimer   en fonction des 

paramètres d’état, ce qui complète les résultats du chapitre 1. 

En proche équilibre, la relation précédente peut être linéarisée en fonction 

de A. On obtient : 

    
T

A
R

R
  =  

Le taux de production d’entropie 
T

A
e

T

A
S T

A

Ri 












−==



1R   

devient    
2

2T

A

T

A
S Ri

R
  ==



  

et est bien entendu toujours positif. 

 

Ce résultat est en adéquation avec la théorie classique des processus 

irréversibles linéarisés. L’affinité chimique peut être considérée comme une 

force généralisée et le taux de réaction “ est un flux généralisé. Ce flux et cette 

force sont des scalaires. On écrit : 

    == SS

T

A
F J,  
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SS

SS

Si

FLJ

FJWS

=

==



 

avec :    

R
RL


=  

 

On constate qu’en proche équilibre, A/T et  sont des infiniment petits du 

premier ordre, alors que est un infiniment petit du second ordre et pourra être 

considérée comme une quantité négligeable dans de nombreux cas. Nous venons 

au chapitre suivant, que la même remarque reste valable pour tous les 

phénomènes de transfert en proche équilibre. 
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CHAPITRE 3 

 

EQUATIONS DU BILAN DES ECOULEMENTS REACTIFS 
 

 

Sont établies dans ce chapitre les équations du bilan des mélanges fluides 

continus. Ceux-ci posent différents problèmes qui seront examinés : passage de 

la description discrète à la description continue, expressions des flux et 

production d’entropie notamment. Ces dernières expressions seront introduites à 

la lumière des résultats obtenus pour les systèmes discrets et l’expression du flux 

d’entropie en présence de diffusion est établie. Enfin, d’autres bilans 

déterministes et probabilistes sont abordés. 

1.Passage au continu : exemple du transfert thermique dans un milieu 

continu au repos. 

C’est le premier exemple de système continu dont l’état thermodynamique 

ne soit pas homogène et qui ne soit pas formé d’une somme discrète de sous-

systèmes. Pour simplifier supposons que le processus est unidimensionnel. 

→q















+− x

x

q
q 



e

xx

 
Le bilan d’énergie est : 

   



















+−=




 x

x

q
qq

t

e
x       

en prenant pour l’énergie interne massique ( )txe , une valeur moyenne dans 

la tranche d’épaisseur x . La masse volumique  est supposée constante. La 

chaleur spécifique c est telle que dTcde = . 

L’équation du bilan énergétique devient donc : 

0ou 0 =



+




=




+





x

q

t

T
c

x

q

t

e
        

Le bilan d’entropie se détermine de manière. 

→
T

q















+− x

x

Tq

T

q
s

xx

 



 

 

48 

48 

( )





















+−=








−




x

x
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q
xW

t

s
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Le taux de production d’entropie 


Si de l’unité de volume est désigné par SW . 

On obtient : 

 
( )

SW
x

Tq

t

s =



+




  

Chaque tranche d’épaisseur x , aussi petite que l’on veut, est considérée comme 

un sous-système en équilibre. On obtient donc dans ce cas : 

 

)Gibbs(ou 
t

s
T

t

e
dsTde




=




=  

Cette relation permet d’éliminer s et e entre les bilans énergétique et entropique. 

On obtient : 

 
( )

x

T
qWS




=

1  

Cette relation fait apparaître le flux et la force généralisés, respectivement J=q et 
( )

x

T
F




=

1
. Les principes de la thermodynamique donnent ici : 

 
( )

x

T
LqouLFJ




==

1
 

En posant 2TL= , on retrouve la loi de Fourier : 

xTq −=   

Le bilan d’énergie devient : 

0=















−





x

T

xt

e
  

Avec les hypothèses choisies on obtient, si  est constant : 

0
2

2

=



−





x

T

ct

T




 (équation de Fourier) 

Généralement on pose c = , diffusivité thermique, de sorte que : 

    0
2

2

=



−





x

T

t

T
                          

Enfin, le taux de production d’entropie devient :  

( ) 2
1













=

x

T
LWS
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ou encore : 
2

2 











=

x

T

T
WS

   

 Si xT  est un infiniment petit du premier ordre, alors SW  est un 

infiniment petit du second ordre tant que 2T est une quantité finie. 

Ces résultats sont généralisables aux processus tridimensionnels comme nous 

verrons dans un cas plus complexe au paragraphe 6. 

 

2. Rappel sur les notions de dérivée particulaire et de déformation 

Ces notions de dérivée particulaire et de déformation sont indispensables 

pour aborder ces milieux déformables en mouvement que sont les fluides. 

Soit une propriété ( )txf ,


d’une particule de milieu continu simple (c'est-à-dire à 

un seul constituant) ; on établit que sa dérivée temporelle, lorsque l’on suit cette 

particule dans son mouvement, est : 

fv
t

f

dt

df
+




=


  

où v


est la vitesse de la particule. On appelle dérivée particulaire cette 

quantité dtdf . 

Considérons maintenant un vecteur matériel élémentaire, de longueur aussi 

petite que l’on veut, d’extrémités x


et xx


+ à l’instant t. Ces extrémités, et donc 

le vecteur lui-même, sont transportés par le mouvement. On a :  
( )

xK
dt

xd 



=  avec vK


=   

On démontre alors que l’élément de volume élémentaire V vérifie : 

( )
VV

V



vKtr

dt

d 
=





=   

où v


 est le taux de dilatation en volume.  

Le tenseur K


se décompose généralement en une partie symétrique 









+= KKD

~

2

1


, tenseur des taux de déformation et une partie 

antisymétrique 







−= KK

~

2

1


 tenseur des taux de rotation. 

3. Bilan de masse de l’espèce j. Bilan de masse global  

La méthode la plus rigoureuse pour établir le bilan de masse de l’espèce j 

donnée est de suivre son mouvement. Une surface de contrôle j , ayant une 

position arbitraire à l’instant initial et limitant un volume jV suit, par hypothèse 

le mouvement de vitesse ( )txv j ,


de l’espèce j. La dérivée particulaire associée à 

ce mouvement sera désignée par dtd j  .  
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Seules les réactions chimiques sont susceptibles de modifier la masse de 

l’espèce j contenue dans le volume jV . Il en résulte l’équation de bilan suivante 

écrite sous forme intégrale :  

 =
jj

dWdV
dt

d
jj

j

VV
V  

La dérivation de l’intégrale implique le calcul de : 

 
( ) ( )

dt

dd
d

dt

d

dt

dd
j

jjjj V
V
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+=  

D’après les résultats de paragraphe 2 : 
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= 



 

L’équation du bilan devient : 
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−++
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jjjjj
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ou encore  

  ( ) 0=









−+






j

dWv
t

jjj

j

V
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 Le lemme fondamental de la mécanique des milieux continus permet de 

passer à l’équation de bilan locale. En effet, en vertu de ce lemme, si l’équation 

précédente est valable quelque soit le volume de contrôle initial de l’écoulement 

considéré et si les propriétés jjj Wv 
et, et leurs dérivées premières sont 

continues, ce que nous admettrons, la quantité sous le signe « somme » est 

identiquement nulle, d’où : 

 

( ) 0=−+



jjj

j
Wv

t





 
Inversement, si ( ) limite un volume de contrôle fixe ( )V , on obtient par 

intégration : 




=+




 V

V V
V

dWdnv
t

d

jjj

j 



 

On voit bien ici les différents termes du bilan du système ouvert que constitue le 

volume fixe ( )V  : terme instationnaire, flux de masse jjj vJ


= à travers l’unité 

d’aire de ( ) , taux de production chimique.  

  

Si on effectue une sommation des termes du bilan local (3.23) sur l’indice j, 

j=1,2, … N, on obtient : 
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( ) 0=+



v

t





 

avec 
==

==
N

j

jj

N

j

j vv
11

,


  

La production de masse totale est évidemment nulle, de sorte que : 

0
1

=
=

N

j

jW

 
On vérifie aisément que ce résultat est bien compatible avec les lois de la 

cinétique chimique données au chapitre 2. En effet : 

  ==
r j

jjrr

rj

rjjr

j

jW MM  
,

 

or :   0=
j

jjr M  

exprime tout simplement la conservation de la masse au cours de la réaction r. 

Le flux de diffusion DjJ


 est défini par : 

( )vvV jjjDjDj


−== J  

de sorte que l’équation de bilan local de l’espèce j devient : 

( )
jjjD

j
Wv

t


=++






J  

En posant  jjY = , fraction massique de l’espèce j, et en utilisant l’équation de 

conservation de la masse globale, on déduit : 

   jjD

j
W

dt

Y 
=+ J  

où la dérivée particulaire d/dt est celle du mouvement barycentrique : 

jj

jj
Yv

t

Y

dt

Yd
+




=


 

4. Equation générale du bilan d’une propriété F 

Le résultat obtenu pour la fraction massique Yj, qui fait apparaître 

localement trois termes : dérivée particulaire en suivant le mouvement de 

vitesse v


, divergence du flux unitaire à travers une surface suivant ce même 

mouvement et taux de production, se généralise formellement à n’importe quelle 

propriété physique F. 

Si F est une propriété physique extensive (masse, quantité de mouvement, 

énergie, …) du fluide (plus généralement, du milieu continu), et f sa valeur par 

unité de masse, on a en suivant un volume ( )V dans son mouvement : 

 =+
 VVV

VJV dWdSndf
dt

d
FF


   

où n


est la normale extérieure à la surface fermée ( )V entourant le 

volume ( )V supposé connexe. On a : 

  
( ) ( ) ( )
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V



n


 
Or, on sait que 

( )
V

V
dv

dt

dd 
=  

donc : 
( )

VV
VV

dvf
dt

fd
df

dt

d
 








+=





  

En appliquant le théorème de Stokes-Ostrogradski, on a par ailleurs : 

 =
 V

FF ddSn VJJ
V


 

L’équation de bilan locale s’écrit donc : 

( )
FF Wvf

dt

fd 
=++ J


 

 On montre (lemme fondamental) que si la quantité sous le signe V  ne 

subit aucune discontinuité dans le volume (V) et ceci quel que soit (V) dans le 

champ de l’écoulement, cette quantité est identiquement nulle. L’équation de 

bilan locale s’écrit donc : 

( )
FF Wvf

dt

fd 
=++ J


 

 Dans cette équation, on reconnaît le flux FJ


 qui caractérise le transfert de 

F à travers un élément de surface dont on suit le mouvement (voir Chapitre 2) et 

le taux de production volumique de F. 

En appliquant l’équation de conservation de la masse, on modifie 

l’équation locale du bilan de la propriété F qui devient : 

FF W
dt

df 
=+ J  

Une autre forme de l’équation du bilan local est obtenue en introduisant 

le flux unitaire à travers une surface fixe : 

vfJ FF


+= J  

ce qui donne : 
( )

FF WJ
t

f 


=+


 
 

En appliquant l’une ou l’autre de ces équations à la masse de l’espèce j, on 

retrouve bien entendu  les résultats déjà acquis.  
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 Remarquons qu’en utilisant la même méthode du bilan intégral avec une 

surface () limitant un volume (V) qui suive le mouvement fictif d’un milieu 

continu de vitesse V


, on obtiendrait : 

( )

VfJJ,V
tdt

d

,WJVf
dt

fd

VFF

V

FVF

V











+=+



=

=++

avec
 

 

 

5. Bilan de quantité de mouvement 

A chaque espèce j on associe sa vitesse jv


, son tenseur des pressions jP


et une 

force extérieure jf


par unité de masse. Nous donnerons seulement ici le résultat 

obtenu en sommant sur l’indice j : 

=+
j

jP
dt

vd
jf


  

où P


 est un  tenseur des pressions global, symétrique. 

 

5. Bilan de l’énergie 

 

Le premier principe étendu aux systèmes en mouvement est, par unité de 

temps : 

 

QP +=+
dt

dK

dt

dE
  

dtdE et dtdK sont les dérivées temporelles de l’énergie interne et de l’énergie 

cinétique du fluide contenu dans le volume ( )V que l’on suit dans son 

mouvement (à la vitesse barycentrique v


du mélange). P etQ sont 

respectivement les puissances mécanique et la quantité de chaleur par unité de 

temps, apportées au  même volume ( )V . 

Rappelons que pour la grandeur F on a : 
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+==





  

Compte tenu de la conservation de la masse globale on obtient : 

=
V

Vd
dt

df

dt

dF
  

Appliqué à E et K ce résultat donne : 
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puisque 
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( ) +=
j
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j

jj vVvv 222
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dE
   

En multipliant par v


les deux membres de l’équation de la quantité de 

mouvement on a : +−=
j

jvPv
dt

vd
v jf





  

Soit encore : 
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Donc : 
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 La puissance apportée au système est la puissance des efforts extérieurs : 

( )  


+=
V V

j VfP dvdnPv
j

jj


  

On définit la puissance des efforts intérieurs comme : 

  −=
V

j
V

VfJVP ddP:v
j

Dji


 

On obtient alors le théorème de l’énergie cinétique : 

iPP +=
dt

dK
  

Le premier principe devient : 

iPQ −=
dt

dE
 

Il reste à exprimer Q sous la forme : 

 
−=

V
dnqdrQ


V

V   

en tenant compte également d’un apport d’énergie par unité de volume r. 

Le bilan de l’énergie interne devient donc : 

  +−−=
 V

j
VVVV

VfJVVV ddP:vdnqdrd
dt

de

j
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ou localement :  +−=+
j

DjP:vrq
dt

de
jfJ


   

En décomposant  le tenseur gradient de vitesse  en sa partie  symétrique et 

sa partie antisymétrique : 









+=+==
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Et compte tenu que P


est un tenseur symétrique :     

                       +−=+
j

DjPDrq
dt

de
jfJ


:  

 

7. Flux et production d’entropie dans un système discret  

Un récipient indéformable de volume (V), limité par une paroi 

imperméable et adiabatique, est séparé en deux parties par une paroi fixe et 

poreuse. A l’instant initial le fluide (le même dans chaque compartiment) est, de 

part et d’autre de la paroi, dans un état d’équilibre différent. On étudie une petite 

transformation de ce système. Supposons qu’une petite masse élémentaire 

m passe du compartiment 2 au compartiment 1 pendant le temps 

élémentaire t . Considérons le système au temps tt +  où les deux sous-

systèmes ont pour masses respectives ( )mm +1 et ( )mm −2 . 

 

 

Le premier principe de la thermodynamique donne, pour chaque partie : 
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) mpemmeemm
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ou encore : 
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Au total : 

( ) ( ) 02211 =+ emem   

De même le second principe donne. Pour les variations d’entropie des sous-

systèmes :  

( ) 222111 sm,ssmsm  −+ . 

Au  total : 
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La relation de Gibbs v
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fournissent: 
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du fait que les volumes de chaque compartiment sont invariables : 
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L’application du premier principe permet d’écrire : 

( ) 
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On trouverait la même chose en écrivant directement pour chaque sous système 

ouvert : 
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smsmS
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Le flux d’énergie interne reçu par le sous-système i apparaît donc comme étant 

( )
•

= iii emq    

et le flux d’entropie correspondant est 

( )
••

= iiie smS    

Le flux de volume est 
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On a : 
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donc : 

( ) ( )
•••
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ou encore, pour la partie 1 et en supprimant l’indice 1 : 

( )mgq
T

Se
−=

• 1
   

où m est le flux de masse.  

En présence de plusieurs espèces chimiques, on trouvera : 














−= 

•

j

jje mgq
T

S 
1

   

où jm est le débit massique de l’espèce j à travers la paroi poreuse. 

  

Le taux de production d’entropie sera : 
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Remarquons ici que le flux d’énergie interne : 

( )
•

= meq    

comprend une partie conductive et une partie due à la diffusion de masse à 

travers la paroi. D’autre part q et jm sont des flux entrants pour le sous système 

considéré. 

 La séparation entre conduction et convection d’énergie interne sera 

examinée au chapitre 5, où le taux de production d’entropie sera écrit sous une 

forme qui fait apparaître clairement les termes dus au saut de température 

(certains sont contenus dans ( )Tg ). 

 

 

8. Bilan de l’entropie en milieu continu  

Chaque élément de surface d , qui suit le mouvement barycentrique de 

vitesse v


, est traversé par la quantité de chaleur q


et le flux de diffusion j DjJ


 par 

unité d’aire et de temps. Le vecteur flux d’entropie correspondant est donc, par 

extension des résultats du paragraphe 7 :  














−= 

j

DjjS gq
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JJ
 1

  

 

Remarque : En appliquant la relation de Gibbs : 

 

−+=
j

jj dmg
T

dV
T

p
dE

T
dS

11
  

aux flux, on pourrait aussi écrire formellement, comme le fait Napolitano [ ] : 

−+=
j

DjjES g
TT

p

T
JJJJ V

 11
  



 

 

58 

58 

Le flux de volume VJ


étant nul, et 
EJ


étant égal à q


, on retrouve la formule 

précédente. 

 

Nous avons admis également un apport volumique r d’énergie, de sorte que 

l’apport extérieur d’entropie au volume ( )V est : 

  















−−=

V V
JV dngq

T
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S

j

Djje

 1
  

Le second principe nous indique que : 

0, += iie SSSS    

avec ici : 





=

==

V

VV

V

VV

dWS

d
dt

ds
ds
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d
S
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L’équation intégrale du bilan entropique set donc : 

   =












−+−

 VV VV
VJVV dWdngq

T
d

T

r
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ds
S

j

Djj
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En utilisant le théorème de Stokes-Ostrogradski et le lemme fondamental on 

obtient  l’équation locale :  

S

j

Djj W
T

r
gq

Tdt

ds 
+=


























−+  J

1
   

La relation de Gibbs s’applique aux dérivées particulaires : 

−+=
j

jj

dt

dY

T

g

dt

dv

T

p

dt

de

Tdt

ds 1
, (v =1/)  

En combinant ces deux dernières équations et en reportant le valeurs trouvées 

aux paragraphes précédents pour
dt

de
,

( )
dt

d

dt

dv 1
= et

dt

dYj , on obtient : 
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Il reste, si l’on veut appliquer correctement les principes de la thermodynamique 

des processus irréversibles, à bien séparer dans cette expression les forces 

généralisées indépendantes ce qui sera fait par la suite et qui est déjà réalisé en 

ce qui concerne les termes visqueux. 

 

9. Bilans aux discontinuités en milieu continu 

Des discontinuités diverses peuvent se présenter dans les écoulements fluides : 

paroi solide, Les équations de bilan étant valables de part et d’autre d’une  
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surface de discontinuité (onde de choc, de détonation, surface de glissement, 

surface capillaire séparant un liquide et un fluide, etc.) il est nécessaire alors 

d’établir les conditions aux limites au niveau de cette surface.  

Celle-ci peut être fixe ou mobile avec géométrie invariable ou déformable. Elle 

peut être ou non  siège de productions ou de flux internes (réactions chimiques 

de surface, tensions de surface, etc.). 

 

Les équations de bilan sont faciles à établir pour les quantités dont la 

production interfaciale est nulle, qui ne présentent pas de flux interne (tensions 

de surface par exemple, qui sont des  flux de quantité de mouvement) ni de 

termes d’accumulation.  

 

Il y a alors conservation des flux relatifs normaux de masse, de quantité 

de mouvement et d’énergie à la traversée de ces surfaces. Il n’en est pas de 

même pour l’entropie, mais on peut généralement déduire la production 

d’entropie des autres équations comme on l’a fait par ailleurs en l’absence de 

discontinuité.  

 

Dans ce cas simple on écrit donc pour toute quantité F conservative à 

l’interface :  

( )  0=−+ NWvfF


J   

où W


est la vitesse locale de la discontinuité, N


la normale unitaire orientée du 

côté (-) vers le côté (+),   signifie la différence −+ − . 

On obtient ainsi, pour la masse globale : 

( )  0=−Wv


   

pour la quantité de mouvement : 

 

( ) 0=




 −+ NWvvP


   

et pour l’énergie totale : 

 

( )( ) 0=




 −+++ NWvkePvq


   

Le taux de production d’entropie par unité d’aire vérifie alors : 

 

( )  0
ˆ

=−+ SS WNWvs 


J   

 

En présence de processus internes, il faut ajouter au premier membre de 

l’équation générale de bilan de F , un terme d’accumulation (phénomène 

instationnaire et convection) et un terme de flux tangentiel. Au second membre 

apparaît aussi un terme de production, comme c’est le cas en général pour 

l’entropie. 
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10. Autres méthodologies pour les bilans 

 Les équations de bilan sous leur forme locale ont un large champ 

d’application. Cependant elles ne sont pas forcément le mieux adaptées à la 

résolution de tous les problèmes d’écoulements fluides. Elles présentent par 

ailleurs, du fait même de leur complexité, des difficultés importantes de 

résolution. Elles seront trop précises dans certains cas et insuffisantes dans 

d’autres cas. En génie chimique par exemple, on a plutôt recours à des bilans 

globaux déterministes qui permettent d’étudier certains réacteurs dits idéaux. Par 

contre, les écoulements réactifs turbulents ou les réacteurs chimiques réels 

nécessiteront l’établissement d’équations probabilistes de bilan. 

10.1 Bilan déterministe global 

En principe, il suffit d’écrire les bilans précédents sous forme intégrale. On tient 

compte généralement du fait que l’entrée et la sortie d’un réacteur sont 

constituées de tuyauteries le long desquelles les propriétés des fluides sont 

relativement uniformes. D’autre part, le réacteur ou l’élément de réacteur 

considéré, est à parois indéformables 
 

e
m

s
m

tv
e


tv
s


Instant t

Instant t +  t

 
. Le bilan de masse de l’espèce j sera donc : 

NjRmm
dt

dm
jjsje

j
...,2,1, =+−=    

où jm est la masse d’espèce j contenue dans le réacteur, jem le débit masse 

entrant, jsm le débit masse de sortie et jR la masse produite par réaction 

chimique. 

Appliquons le premier principe de la thermodynamique au réacteur ouvert de la 

figure 3.6 entre les instants t et t + t , on a : 

( ) tTQtm
p

tm
p

temEtemEE s

s

s

e

e

e

j

jeje

j
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où ( )TQ désigne la chaleur perdue par unité de temps à travers les parois. On en 

déduit : 

( )TQhmhm
dt

dE

j

jsjs

j

jeje
 −−=    

Ces N+1 équations suffisent à résoudre de nombreux problèmes. Ainsi, pour un 

réacteur idéal à mélange parfait, on admet que les quantités spécifiques ou 

intensives, sont identiques dans la section de sortie du réacteur et en un point 

quelconque intérieur au réacteur. Il s’agit là d’un mélange fluide très turbulent 

qui conduit à une formulation simple. 

 

10.2. Bilan de population probabiliste (DANCKWERTS, 1951) 

Les bilans de population s’appliquent aux réacteurs chimiques également. 

La démarche est ici  probabiliste. On admet qu’une entité de fluide est 

caractérisée, à la position x


  et au temps t , par un certain nombre de grandeurs 

...,, 21  formant un vecteur


. Le nombre d’entités contenues dans l’élément de 

volume 


dxd de l’espace des phases ainsi défini est, à l’instant t : 

( ) 


dxdtx ,,   

et le nombre total d’entités contenues dans un volume de contrôle ( )V est alors : 

N= ( )V 


dxdtx ,,   

La possibilité pour qu’une entité de volumeV soit, à la position x


  au temps t , 

dans l’état défini par 


est : 

Nf =   

 

Le bilan de population s’écrit : 

( )  =+




 VVV
VV dGdVd

t


   

où ( )V est la surface fermée fixe limitant le volume ( )V , 


d  l’élément d’aire 

sortant normalement à ( )V . Le vecteur V


est le vecteur vitesse de l’espace des 

phases. Le taux de production d’entités par unité de volume de cet espace est 

défini par G. 

En posant dtdw 


= , on a l’équation locale : 

( )
( )

 =



++





i i

i G
w

v
t 




 
  

En intégrant cette équation au volume physique ( ) d’un réacteur ouvert de 

sections d’entrée et de sortie désignées par ( )e et ( )s , de débit volume d’entrée 

eq et de débit volume de sortie sq , on obtient 

( ) ( )
G

wqq

t i i

ieess =



+

−
+
















1
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Dans cette relation interviennent les grandeurs moyennes volumiques : 

 ==
 




 VV dGGd
1

,
1

  

et les moyennes de débit volume : 

 ==
se A

s

s
A

e

e Adv
q

Adv
q










1
,

1
  

Cette équation de bilan peut être appliquée par exemple à un cristalliseur (Figure 

3.7). La solution d’entrée est homogène et les cristaux apparaissent dans le 

réacteur avec une vitesse de nucléation Nr . Leur dimension L s’accroît avec une 

certaine vitesse bLrdtdLw 0==  , où 0r et b sont des constantes. Le réacteur est 

supposé parfaitement agité. Pour b=0 on trouve, en régime stationnaire, une loi 

remarquablement bien vérifiée par l’expérience, donnant le rapport ( )LW de la 

masse ( )Lm de cristaux de taille inférieure à L donné à la masse totale cristallisée 

mT (Figure 3.8). La dérivée ( )LW ' est : 

e
q

s
q

e
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e
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==   

avec se qqqqrL  === ,00  débit volume. 
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CHAPITRE 4 

 

 

 

 

NOMBRES SANS DIMENSION – SIMILITUDE 

 

 

 

 

 

Les nombres sans dimension sont des produits de grandeurs, élevées à 

certaines puissances déterminées analytiquement. Ces grandeurs sont des 

données du problème à étudier : coefficients de transfert, dimension d’un 

réacteur, gradient thermique moyen, temps caractéristique d’un phénomène, etc. 

Elles doivent être exprimées dans un système cohérent d’unité. 

Ces nombres sont très utiles pour évaluer en première analyse les phénomènes 

prépondérants dans un écoulement. Mais leur intérêt ne se limite pas à cela. Les 

changements de stabilité sont souvent caractérisés par des courbes ou des 

surfaces d’un espace défini à partir de tels nombres. II est possible parfois 

d’étudier certains phénomènes sans même avoir recours à la résolution complète 

des équations qui les régissent et de tirer des conclusions très utiles grâce aux 

nombres sans dimension en relation avec les observations expérimentales. 

Une présentation très succincte de l’analyse dimensionnelle est faite ici. Nous 

verrons qu’outre les nombres cités, les concepts qui s’en dégagent interviennent 

également dans la détermination des solutions des équations d’un problème 

donné par la mise en évidence de groupements de variables intéressants. 

1. Eléments d’analyse dimensionnelle. Groupements i  

Un problème donné est tel que sa solution fournisse des relations entre les 

grandeurs caractéristiques nFFF ,, 21  du milieu étudié. Ces grandeurs sont 

mesurées à partir de grandeurs unité, faisant toutes partie d’un système cohérent 

d’unités.  

L’idée de base de l’analyse dimensionnelle repose sur la conviction que les 

relations physiques sont indépendantes des unités choisies pour mesurer ces 

grandeurs.  
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Soit : 

( ) 0,, 21 =nFFFf      

une relation finale entre n grandeurs d’un problème donné, on sait que la forme 

de cette relation ne dépendra pas du système d’unités de mesure de ces 

grandeurs.  

Si iii exF =  , dans un système donné d’unités ie , on aura dans un système 

d’unités ie' : 

iiii exex =''     

Toute grandeurs s’exprime, du point de vue dimensionnel, au moyen de 

grandeurs primaires qui sont au nombre de trois : la longueur L, la masse M et le 

temps T. 

On écrit alors symboliquement : 
   iii TMLFi


=     

Par exemple la pression s’exprime comme    21 −−= TMLp . 

Remarque : Certaines grandeurs sont définies à partir des grandeurs primaires et 

de constantes universelles. On néglige alors les dimensions de ces constantes. 

Par exemple, la température   donne simplement    22 −= TL  (la notation  est 

utilisée dans cette section pour des raisons évidentes). 

On peut envisager d’autres grandeurs de base que les grandeurs primaires. Si : 

 

   
   
   333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

TMLZ

TMLY

TMLX

=

=

=

 

   

l’équation aux dimensions de la grandeur iF  sera indifféremment :  

   iii TMLFi


=  ou    iii zyx

i ZYXF =   

à condition que la matrice des kla  de la transformation permettant de passer des 

uns aux autres soit régulière. On obtient en effet, en identifiant les deux 

expressions de iF  : 

iiii

iiii

iiii

zayaxa

zayaxa

zayaxa







=++

=++

=++

332313

322212

312111

    

ce qui permet de calculer les coefficients iii zyx ,, . 

Supposons que le tableau des coefficients iii  ,, , exposants des L, M, T soit 

de rang p ( )3p . Il existe alors (n-p) produits sans dimension constitués à partir 
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 des p grandeurs fondamentales prises parmi les n grandeurs et classées de telle 

manière que : 

,, 21 FYFX ==     

Les produits sont donc de la forme : 

npi
FF

F

ii yx

i
i 


,1,

21

+==     

1.2. Théorème de Vaschy-Buckingham (1890) ou théorème   

Une relation finale ( ) 0,, 21 =nFFFf  entre n grandeurs, peut être mise sous la 

forme d’une équation entre (n – p) groupements, p étant le nombre maximum de 

grandeurs dimensionnellement indépendantes qui interviennent dans l’équation 

considérée. On écrit donc: 

( ) 0,1 = + np      

Ou encore : 
( )npp = ++ ,21      

Notons ici que l’analyse dimensionnelle ne fournit pas les fonctions  et  . 

Seule l’expérience donne la forme de ces fonctions (ou l’analyse mathématique 

complète du problème). 

 

Intérêt pratique de l’analyse dimensionnelle 

 

On trouve les avantages suivants :  

• Réduction du nombre des variables (moyennant parfois des hypothèses 

supplémentaires). Recherche de solutions auto semblables. 

• Présentation des résultats. 

• Recherche de solutions par voie expérimentale ou numérique. 

 

Marche à suivre 

 

Faire figurer dans f  toutes les grandeurs susceptibles de s’y trouver  

(variables indépendantes, constantes physiques) et éliminer celles dont on 

présume que leur effet est négligeable. 

Choisir comme grandeurs de base X, Y ... celles dont l’intervention est 

certaine, qu’on peut difficilement maintenir constantes. 

Former les groupements . 

Formuler la loi ( ) 0,1 = + np   (ou la loi en  ). Cette loi peut parfois se 

mettre sous la forme : Cte21 = ++ 
pp . 

 

 

Exemple d’application  
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Perte de charge dans une conduite cylindrique 
 

l

µV ,,

pp −p

e

D

 
- Les dimensions des grandeurs actives sont données dans le tableau. C’est la 

première étape. 
 

iF  D l  e   V  p    

L  1 1 1 -3 1 -1 -1 

M  0 0 0 1 0 0 1 

T  0 0 0 0 -1 -2 -1 

 

Suivons les autres étapes indiquées précédemment. 

 

- Choix des grandeurs de base {X, Y, Z) = {D, , V} (la matrice de 

changement de base est régulière). On a donc  (tableau A1.1) :  

       LDel === ,      ppp zyx
ZYXLTV == −1 ,   21 −−= TLp , 

     



zyx

ZYXMTL == −− 11 . On trouve :    2Vp = ,    DV = .  

- Les groupements   sont donc : Dll = , == Dee (rugosité 

relative), Dee = , 2Vpp =  , ReVD 1==   (inverse du nombre de 

Reynolds). 

 

- Théorème de Vaschy-Buckingham :.  

( )Re,,1
2  DlVp =     

Résultat expérimental : 

( ) ( )Re,2
2  DlVp =     

Grandeur importante : lVpD = 22  , coefficient de perte de charge. 

Ainsi : ( )Re,= . L’expérience confirme ce résultat en régime 

laminaire et en régime turbulent.   

En particulier, dans le cas du régime laminaire : 

Re64=    

 

Rappel sur l’écoulement de Poiseuille en régime laminaire  

 

La rugosité de la paroi est 

caractérisée par une épaisseur 

moyenne e. 

On suppose v=w=0,  =Cte le régime 

est stationnaire. 

0= v


donne 0= xu ou u = u(r) 
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(symétrie cylindrique) 

Equations de la quantité de mouvement : 
( ) ( )

( )









==




=




xpp
r

p

ruµ
x

p

oùd'

Laplacien

0

  

Solution de 

                                 
dx

dp

dr

du
r

dr

d

r
=








 




==

p
Cte

dx

dp
    et :   








−




= 2

2

44
r

Dp
u


  

 

Soit U la vitesse moyenne de l’écoulement : 

     = 


ddrruU
D

4

2

 

On obtient : 

     
2

32

D

Up 
=






 

Et    
Re

64321
4

2
==




=

RU

µ

Ul

p
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2. Similitude 

Il s’agit de représenter un phénomène réel, mettant en jeu généralement un 

prototype (construction hydraulique, aéronautique, machine), par un phénomène 

semblable au moyen d’une maquette à échelle réduite. 

Il y a un certain nombre de règles, dites de “similitude” à respecter pour 

que la solution du problème sur maquette soit transposable au problème réel. 

Les principes de l’analyse dimensionnelle sont applicables, car changer les 

unités de mesure des grandeurs iF  est équivalent à considérer deux systèmes S et 

S’ pour le même problème physique, les grandeurs homologues ayant pour 

mesure, avec la même unité : ix   et ix' . 

Lorsque toutes les conditions de similitude sont réalisées, on dit qu’il y a 

similitude parfaite. Cela est souvent difficile à obtenir. A chaque grandeur on 

associe un facteur d’échelle i . Si la similitude est parfaite, on doit avoir à la  
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fois : 

( ) 0,, 21 =nFFFf  et ( ) 0,, 2211 =nn FFFf       

Les groupements i doivent être tels que : 

npi
FF

F

FF

F

iiiiii yyxx

ii

yx

i
i 


,1,

221121

+===



    

si l’on veut vérifier le théorème de Vaschy-Buckingham assurant 

l’invariance des relations ( ) 0,1 = + np  . On aura donc : 

npi
ii yx

i 


,1,1

21

+==



    

Il faudra de plus s’assurer que les simplifications habituelles sont encore 

valables sur la maquette (par exemple, le phénomène de viscosité peut être 

négligeable dans un cas, mais pas dans l’autre). 

 

Application : condition de similitude d’un ballon souple placé dans un vent 

de vitesse donnée (J. BOUTTES) 

On se propose de réaliser une maquette d’un ballon de grande taille de 

façon à obtenir la même tension dans la peau. 

h

V
0

eH


V’

L
 '

h’

L


a) b)

 
. a) Le ballon stratosphérique, b) La maquette en soufflerie 

 

Plusieurs phénomènes interviennent. D’abord la tension due à la pression 

hydrostatique hgp  . On a pour la tension de surface pR  , (R rayon 

du ballon). 

On doit donc avoir '' pRpR = (R’, rayon de la maquette). 

Or ''' hRhR  =  soit ( ) 22
''''  == RRhRRh . 

Puisque la maquette doit être plus petite que le vrai ballon, il faut que '  

soit grand devant  .   
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Mais se pose alors le problème de la tenue en forme du ballon dans une 

soufflerie. On peut résoudre celui-ci en remplissant le ballon de liquide de masse 

volumique L  . Les résultats précédents restent valables la maquette étant 

disposée à l’envers (Figure 4.2b) : ( ) 22
'  = RRL . Avec de l’eau, 

10002 =  donc approximativement 30' = RR .  

D’autre part, si ' est la masse volumique de l’air autour de la maquette, la 

pression aérodynamique, en écoulement incompressible (Nombre de Mach M < 

0,25) est : 
2Vp  . Puisque les tensions induites dans la peau du ballon 

doivent être égales, on a ''' 22 RVRV  = et il s’en suit que
22''' VVRR = . 

Si l’air a la même densité dans l’atmosphère et dans la soufflerie on 

trouve =VV ' .  Avec de l’eau dans la maquette, cela implique une vitesse du 

vent 5 à 6 fois plus grande dans la soufflerie que dans la stratosphère. 

Considérons maintenant les contraintes visqueuses, celles-ci font intervenir 

les nombres de Reynolds Re et Re’ tels que : 
VR

RV









'

'''

Re

Re'
= , avec 1' =RR . 

Si la température et la pression sont inchangées,  et  sont les mêmes dans 

l’atmosphère et dans la soufflerie et il s’en suit que 1'ReRe' == VRVR  . 

Dans ce cas il n’y a pas similitude des nombres de Reynolds. Pour qu’il y 

ait similitude on peut augmenter la pression à température constante (de sorte 

que p ). On écrit explicitement : 

 






 1''''''''
1

Re

Re'

2

2

p

p

R

R

V

V

p

p

VR

RV
====     

II faut donc que =pp' (exemple de l’eau : pp 30' ). 

On peut aussi diminuer la température (soufflerie cryotechnique) : 

'

''''
1

Re

Re'

2

2

T

T

R

R

V

V








==     

puisque Tp et T . Si l’on impose pp =' , on trouve que 1' =TT . 

 

Dans de l’eau, qui doit être chauffée pour ne pas se transformer en glace, 

on trouve environ 5' TT  . 

.3. Recherche analytique des solutions d’un problème de transfert thermique 
(solution auto semblable) 

L’équation du transfert thermique dans un milieu continu au repos a été 

établie au chapitre 3. On a : 

0
2

2

=



−





x
k

t
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pour une évolution par tranches planes. 

 La solution d’un problème donné est de la forme : 

    ( )k,t,xf=  

On recherche les solutions qui, pour  ,,  à déterminer donnent : 

    ( ) ( ) k,t,x,k,t,xfk,t,xf =   

 Autrement dit, la solution f(x, t, k) doit être invariante dans un 

changement d’échelle. 

 On sait que f(x, t, k) se met sous la forme d’un groupement sans 

dimension. 

 En effet, le tableau suivant : 

nous donne : 
12 −

=
tx

k
k . Donc : 








=

tk

x 2

 .  

On vérifie que : 
kt

x

kt

x 222




= implique  =2 . 

 On recherche donc les solutions de la forme précédente. Celles-ci existent 

effectivement dans certaines circonstances, c’est-à-dire si les données initiales et 

aux limites le permettent. 

Posons le problème précis de la transmission de la chaleur dans un milieu 

semi-infini. Pour t <O, on a 

  0 =  pour x<0  et 1 =  pour x >0 (paroi adiabatique en x = 0). Pour t>0, on a 

toujours 0 =  pour x <O mais 0 =   en x =0. Pour t infini on a .x, = 0  

 

Posons : 
tk

x
= . 

L’équation à résoudre devient : 0
22

2

=+








d

d

d

d
. 

Fi x t k 

L 

M 

T 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

2 

0 

-1 
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La solution est de la forme : BA +







=

2
erf


  pour t>0, x>0, avec : 

    ( ) ( ) 1erf
2

erf
0

22

== 
− ,dues

s
u


 

La condition initiale t →  0, nous donne → , donc A + B = 1  

La condition à la limite x = O dorme pour t >0 : =0 et 
0 = donc B= 0 . 

Ainsi ( ) 







−+=

kt

x

4
erf010  . 

Cette solution conduit toujours, lorsque ( )→→ x  à 1 = . Lorsque 

→t , pour x fini, on obtient 0 = . 
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CHAPITRE 5 

 

 

PHENOMENES COUPLES 

 

 

 

 

1. Généralités 

Les paramètres d’un écoulement fluide (vitesses, température, masse volumique, 

concentrations, etc.) vérifient des relations thermodynamiques : lois d’état et lois 

complémentaires et obéissent à des équations de bilan. Ces dernières font 

apparaître des termes de nature différente. 

Ainsi l’équation du bilan local d’une propriété F s’écrit : 

FF W
dt

df 
=+ J  

sous forme globale on a, en suivant le mouvement : 

    =+
 VV

VJV dWdndf
dt

d
FF


  

   taux de variation  flux relatif      production 

de F en suivant le  sortant      interne 

mouvenent de vites- 

se v


. 

 

La dérivée particulaire 
dt

df
 est elle-même égale à. fv

t

f
+



 
et met en 

évidence un terme provenant de l’instationnaire et un terme de convection. 

Partie instationnaire et flux convectif apparaissent bien dans l’écriture du bilait 

global dans un volume limité par une surface fixe . 

 =++




 VV
VJV dWdndnvfdf

t
FF


  

terme instationnaire flux convectif     flux relatif       production 

 

La connaissance des lois d’état, des lois complémentaires (relations 

phénoménologiques, lois de la cinétique chimique), celle des équations de bilan 

suivantes : 

   v
td

d 
=

v
  

   jjD

j
W

dt

Y 
=+ J  
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   =+
j

jP
dt

vd
jf


  

    +−=+
j

DjP:Drq
dt

de
jfJ


  

suffit en principe pour résoudre un problème dont les conditions aux limites et 

les conditions initiales sont bien précisées. 

 

L’examen du taux de production d’entropie met en évidence les ternes 

dissipatifs, sources d’irréversibilité : 

( ) 0
1

1
1















−













−








+−−−= 

j

jj

Dj

j

j

j

S
T

f

T

g

T
qD:pP

T
W

T

g
W




 J  

On voit en particulier que les flux DjJ


 et q


 induisent des dissipations, alors 

que le flux de quantité de mouvement P


comprend une partie non dissipative 1


p  

et une partie dissipative 1


pP −  (phénomène de viscosité). La cinétique chimique 

n’est source d’entropie qu’hors d’équilibre. 

 

Il est à prévoir que de nombreux couplages auront lieu au cours d’un 

écoulement entre paramètres, entre phénomènes dissipatifs ou non. Ces 

couplages peuvent résulter des équations du bilan, des relations d’état, des 

relations phénoménologiques. Ils peuvent provenir aussi des conditions aux 

limites du problème. 

 

Fluide parfait incompressible 

Un fluide parfait incompressible vérifie 

   
fp

dt

vd

v





 =+

= 0

 

si −=f


 où  est un potentiel, et si à l’instant initial ( ) 0=vrot


, on trouve que 

=v


 à tout instant,   étant le potentiel des vitesses. Le vecteur vitesse se 

déduit donc de la connaissance du potentiel  (x,t) qui vérifie : 

    0=  

Le champ de vitesse est donc indépendant des autres champs. La pression se 

déduit de v


 grâce à l’équation de Bernoulli : 

    ( )tC
pv

t
=+++










2

2

 

qui résulte de l’équation de la quantité de mouvement dans ce cas irrotationnel. 

  Seules des conditions aux limites portant sur p peuvent faire dépendre 

le champ des vitesses du champ des pressions et induire ainsi un couplage 

pression-vitesse. 
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Un exemple simple met en évidence une telle interaction. 

Soit un réservoir cylindrique de section droite S percé au fond par un trou de 

section s, alimenté en liquide de façon à ce que le niveau supérieur soit constant 

et que le liquide s’écoule en régime stationnaire par l’ouverture inférieure. 

Lorsque s<<S on trouve : svSV,
pP

gh
S

s
V =







 −
+=



2
 

où P est la pression au niveau de la surface libre et p la pression extérieure. 

Vitesse et pression interagissent donc si p  P. A la limite V = O lorsque  

P = p- gh. 

   
 

Fluide visqueux incompressible 

Dans ce cas l’équation de la quantité de mouvement prouve une interaction 

directe notamment entre les ternes d’inertie et les ternes visqueux : 

    vµp
dt

vd 


=+  

en l’absence de forces extérieures. L’importance relative de ces deux sortes de 

termes sera caractérisée par le nombre de Reynolds : 

     
µ

LV
Re


=  

Le déplacement horizontal par translation d’une plaque à une certaine vitesse 

induit un mouvement du fluide initialement au repos, alors que ce mouvement 

est inexistant en fluide parfait. La viscosité joue ici un rôle d’entraînement pour 

le fluide. 

 

Ecoulement visqueux réactif et incompressible 

Admettons une loi de Newton pour la viscosité et une loi de Fick pour 

la diffusion, si la est constante ainsi que D et µ, on a : 

    

jj

j
WYD

dt

Yd

vµp
dt

vd

v








+=

=+

=





0

 

Dans ce cas, le champ des vitesses se détermine indépendamment de la chimie 

nuis influe sur elle par le terne de convection jYv 


 . 
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Dans d’autres cas, les interactions ont lieu dans les deux sens. Rappelons que les 

effets relatifs de la diffusion et de la viscosité sont caractérisés par le nombre de 

Schmidt : 
D

µ
Sc = . 

2. Couplage entre cinétique chimique et écoulement fluide compressible réactif 

Supposons que les flux dissipatifs q1P


,p,Dj −J  soient nuls ainsi que r et jf


. Le 

taux de production d’entropie est alors égal à :  

−=
j

i

j

S W
T

g
W 

    

La connaissance des lois de la cinétique chimique nous permet, comme cela a 

été souligné au chapitre 2, de ne pas avoir recours à des lois linéarisées pour 

exprimer le taux de production chimique. L’hypothèse du proche équilibre 

chimique n’est donc pas nécessaire et les équations du bilan fournissent le 

moyen de résoudre des problèmes d’écoulement nettement hors d’équilibre 

chimique. 

Les équations du bilan deviennent :  

vdtd


=v     

jj WtdY =    

0=+ pdtvd


     

vpdtde


−=     

L’élimination de v


 nous donne :  

0=+ dtdpdtde      

ou, d’après la relation de Gibbs :  

0=+ 
j

jj dtdYgdtds     

En écoulement stationnaire, on a :  

( ) 022 =+ dthd v     

L’équation de l’énergie totale devient :  

0

2 2 hvh =+     
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Si, de plus, le processus chimique se réduit à une seule réaction réversible, par 

exemple :  

MAAMA +++2     

où M est un diluant neutre ou l’une quelconque des espèces A ou A2, on a :  

( )
( )





−−=

−=

RDAA

RDAA

W

W









22

2

M

M
    

avec les vitesses spécifiques kD (sens direct )et kR  (sens retour)  : 

( ) ( )









==

==


j

jAA

ARRADD

CC

CCTkCCTk

,2

,

2

2

2

MM

 

    

Posons:  

 ddY jjj M=     

 il en résulte que :  

RDdtd   −=     

Le système à résoudre devient donc :  

0

2 2

0

0

hvh

dtd

dtdAdtds

v

RD

=+

−=

=−

=










  

avec : 

    −=
j

jjj gA M    

Il faut tenir compte évidemment des équations d’état :   

( )
( )
( )





,,Tss

,,Thh

,,Tpp

=

=

=

    



 

 

79 

79 

Le cas le plus simple est celui de l’écoulement par tranches planes 

(écoulement monodimensionnel). On admet que les paramètres sont uniformes 

dans chaque section droite du tube de courant étudié. 

Une seule variable subsiste alors: l’abscisse x le long de la ligne de courant 

moyenne. Si ( )x  est l’aire de la section droite et siU est la vitesse moyenne dans 

cette section droite,  on obtient le système suivant :  

( )

( )

( )

( )

( )











,,Tss

,,Thh

,,Tpp

hUh

,,TdtdU

dxdAdxdsT

mxU

RD

=

=

=

=+

=−=

=−

=

0

2 2

0





    

Ce système se résout numériquement et la solution met bien en évidence le 

couplage entre l’écoulement et la chimie. Dans une tuyère de propulsion de 

fusée, l’écoulement est généralement subsonique puis supersonique.  

1M 1M
Foyer de 

combustion

 

La température, la pression et la concentration AY  sont des fonctions 

décroissantes de l’abscisse x, la concentration en A2 croit du fait de la 

recombinaison consécutive à la décroissance de la température. Les taux de 

production chimique D et R  ont les allures suivantes :  

a b x



R

D
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- Pour x < a, on a : 1RD   , l’équilibre chimique est pratiquement réalisé et 

0A . L’écoulement est relativement lent et à haute température, les gradients 

sont faibles, 0dxds . 

 

- Pour a < x < b, l’évolution est nettement hors d’équilibre, la température est 

encore suffisamment élevée pour que les réactions aient lieu, mais elles sont 

moins rapides, 0dxds . 

 

- Pour x > b, les taux de réaction sont faibles, mais la tendance à la 

recombinaison reste plus forte que la tendance à la dissociation de l’espèce A2. 

On a : 0RD    et RdxdU  −  très faible. L’écoulement est figé et on a : 

0dxds . 

 
 

 

 

Dans tous les cas, le taux de production d’entropie est égal à :  

( )1−= RTA

RS eTAW      

 

Dans certains cas, lorsque la zone irréversible (a b) est très peu étendue, on 

peut assimiler l’évolution à la succession d’un écoulement en équilibre chimique 

et d’un écoulement figé. Il y a figeage brusque au point a où le taux SW  peut être 

assimilé à un pic de Dirac : ( )axWW SaS −=  .  
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Les irréversibilités chimiques (relaxation chimique) limitent la recombinaison 

de l’espèce A dans l’écoulement; la réaction étant exothermique, l’énergie 

libérée par celle-ci est donc moins élevée qu’à l’équilibre. La poussée du moteur 

fusée est donc diminuée du fait de la relaxation. Afin d’évaluer à l’avance 

l’importance des irréversibilités chimiques, on a recours (voir 2.1.1) au premier 

paramètre de Damköhler chimmec =Da  avant d’effectuer la résolution 

numérique du système précédent. 

 

3. Transfert thermique et diffusion 

En dehors des couplages se présentant entre phénomènes de transfert, termes 

d’ inertie ou forces extérieures, peuvent avoir lieu des couplages intrinsèques 

aux phénomènes de transfert. Par exemple, on a vu qu’entre flux et forces 

généralisées de mêmes ordres tensoriels existaient des relations intrinsèques. 

Cela se produit notamment avec la diffusion et le transfert thermique. Nous 

étudierons d’abord ce phénomène dans un système continu. 

Considérons un milieu continu dans lequel les seuls processus irréversibles 

sont le transfert thermique et la diffusion. Le taux de production d’entropie est : 

 







−








=

j

j

DjS
T

g

T
qW

 J
1

 

On a négligé ici les forces jf


, ce qui est possible lorsque la gravité seule 

intervient par exemple. 

Réarrangeons cette expression pour faire apparaître les effets thermiques 

contenus également dans le terme ( )Tg j


. On sait que jjjg M= . Pour une 

mole du constituant j   dans le mélange, on a :  

   ( ) ++−=
j

jjjjjj dnndpVdTSd   

ou encore : 

( )
Tjjj ddTSd  +−=  

On a alors :  

( ) dT
T

ST
d

TT
d

jj

Tj
j

2

1 +
−=













 



 

Les grandeurs molaires partielles jS  et jH  vérifient la relation (voir chapitre 

1) :  

jjj STH +=   

Il s’en suit que :  

( ) dT
T

H
d

TT
d

j

Tj
j

2

1
−=

















 

ou encore, en introduisant l’enthalpie massique partielle jjj Hh M=  : 
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( ) dT
T

h
dg

TT

g
d

j

Tj

j

2

1
−=













 

Le taux de production d’entropie devient : 

 







−








=

j T

j

DjS
T

g

T
'qW J

 1
 

 avec : −=
j

jh'q'q DjJ


. 

Considérons un mélange binaire et supposons que la vitesse barycentrique soit 

nulle et que la pression est uniforme. Il s’en suit que ( ) ( )
p,TjTj gg =


dans ce 

cas. L’équation de Gibbs-Duhem conduit à :  

( ) ( ) 02211 =+
p,Tp,T

dgYdgY  

Compte tenu que 121 =+ YY  et que : 021


=+ DD JJ , on trouve : 

( )

2

1

1
2

2
1

1
YT

g

T

g

T

g T,p

D

T

D

T

D


=








+








 JJJ


 

Il n’y a ici qu’une seule variable indépendante de concentration, donc :  

( ) 1111 Ydgdg
p,T

=  

On obtient alors : 









−


−= 1

2

11
12

Y
YT

g

T

T
'qW DS J


 

Les relations phénoménologiques sont alors : 

2221

2

11
21

2121

2

11
111

T

T
LY

YT

g
L'q

T

T
LY

YT

g
LD


−−=


−−=




J

 

avec la relation de symétrie 1221 LL =  et les conditions : 

0et0,0
2

1222112211 − LLLLL  

Posons:  

DTYYLL

TL

gTYL

2

211221

2

22

11211







==

=

= D

 

On fait apparaître ainsi les coefficients de conductibilité  thermique  , de 

diffusion D et de thermodiffusion DT. Les expressions de 1deet D'q J


 font 

apparaître le couplage par l’intermédiaire du coefficient D. 
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TDYYYDJ

YDTgYT'q

Dj −−=

−−=

211

1111








 

 

L’effet Dufour est caractérisé par un flux de chaleur provenant d’un gradient 

de concentration, il intervient dans la première équation. La diffusion thermique 

(effet Soret) est due à un gradient de température donnant lieu à un flux de 

diffusion. 

Ces effets de couplage ne sont pas toujours négligeables.  

 

4. Osmose thermique. Minimum de production d’entropie 

Reprenons l’exemple du paragraphe 3.7 dans le cas d’un mélange dans un 

système discret. Les flux rentrant à travers la paroi poreuse, dans le soussystème 

1 sont : jm flux de nasse de l’espèce j, q : flux d’énergie interne 














−= 

•

j

jji mgq
T

S 
1

  

En posant 12  −=  , pour un paramètre quelconque, le taux de  

production d’entropie de la paroi devient : 











+


= 

•

T

g
m

T

T
qS

j

j

ji


2
  

où nous avons supposé les écarts  relativement petits. On peut écrire comme 

précédemment : 

T
T

h

T

g

T

g j

T

jj
−










=












2
 

de sorte que :  
T

j

j

ji
T

g
m

T

T
'qS 










+


= 

•


2

  

avec :    −=
j

jj mhq'q  . 

Pour un mélange binaire et en imaginant un dispositif permettant 

l’égalisation des pressions p1 et p2 nous obtiendrons aussi :  

11

2

11

2
Ym

TY

g

T

T
'qSi +


=
•
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En posant : 

   
mmthth FY

TY

g
,m,F

T

T
,'q ===


= 1

2

11
12

JJ   

on obtient les relations phénoménologiques : 

 

    
thmth

thmm

FLFL

FLFL

2221

1211

+=

+=

J

J
 

avec : 

    
000 2

1222112211

2112

−

=

LLL,L,L

LL
 

 

Le taux de production d’entropie devient : 

2

2212

2

11 2 thmthmmmththi FLFTLFLFFS ++=+=
•

JJ  

 

Le coefficient de couplage L12 conduit pour Fth = T/T2 donné, à un flux 

d’espèces, même si Y1=0 . C’est l’osmose thermique. 

L’état stationnaire (hors d’équilibre à Fth donné) correspond à mm J=1
 =0. 

Nous allons démontrer que, si de plus les coefficients Lij  sont constants, cet état 

stationnaire correspond à un minimum de la production d’entropie par unité de 

temps. Il suffit d’envisager pour cela, T1 et T2 étant maintenus constants, deux 

évolutions voisines dont les différences sont caractérisées par : 

mthmth F,F,,  0=JJ . 

On obtient : 

mmmmththi FFFLFFLS  J222 1112 =+=






 •

. 

Ainsi 0=






 •

mi FS   à l’état stationnaire caractérisé par mJ =0. 

F
m

>

  
 

On trouve également 02 11

22 =






 •

LFS mi  . Il s’agit donc d’un minimum. 

Remarque 1 : L’osmose thermique conduit à un changement des 

concentrations sous l’effet d’une différence de température et peut donc être 

utilisée cornue procédé de séparation en génie chimique. Un autre procédé est 

fondé, non plus sur une différence de température de part et d’autre d’une paroi 
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poreuse, mais sur une différence de pression. A gauche de la paroi, la 

pression p est relativement élevée (de l’ordre de une à quelques atmosphères) et 

l’équilibre thermique est assuré du fait du mouvement Brownien. 

 

  

 

moléculaire qui sera caractérisé par une vitesse moyenne 'U . La conservation des 

flux d’espèces nous donne : 

'U'NcN,'U'NcN 222111 ==  

L’élimination de 21 c,c et 'U  entre ces relations fournit :  
2

1

1

2

2

1

N

N

M

M

'N

'N
=  

soit avec les notations habituelles : 
2

1

1

2

2

1

X

X

'X

'X

M

M
=   

Ainsi la concentration d’une espèce augmentera à la traversée de la paroi 

poreuse d’autant plus que cette espèce sera légère par rapport à l’autre. Aucune 

séparation ne se produit si les masses molaires sont égales. 

 

Remarque 2 : En présence d’une seule espèce gazeuse, un saut de température 

maintenu de part et d’autre d’une paroi produit une différence de pression. Il 

s’agit encore d’un effet couplé appelé pression thermomoléculaire. Cet effet est 

analogue à l’osmose thermique car il dépend de trois coefficients 

phénoménologiques indépendants. Le théorème de Prigogine est applicable 

également. 

 

 

5. Tension superficielle et viscosité 

La tension superficielle liquide/gaz est une fonction de la température que nous 

supposerons identique à l’équilibre et lors du mouvement. 

On considère une couche liquide horizontale d’épaisseur h et de longueur  >>h, 

dont la limite supérieure est libre. L’interface liquide-gaz est soumise à un 

gradient de température constant G
TT

dx

dT
=

−
=


12  imposé. On se propose de 

déterminer le champ de vitesse et le champ de pression en négligeant la vitesse 

verticale et en supposant le mouvement stationnaire. 

On a pour chaque espèce 

gazeuse : 

TkcM,TkcM
2

3

2

1

2

3

2

1 2

22

2

11 ==  de 

sorte que : 
1

2

2

1

M

M

c

c
= . 

A droite de la paroi, on fait le 

vide et les collisions Browniennes ne 

gouvernent plus le mouvement 
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Par hypothèse, on a : ( ) ( ) 01 =+= dTTd,xGT TT  . 

 

On posera : a
dT

dTT
GT =

−
−=−





12  ; 

a est négatif si T2<T1. 

Les équations du liquide donnent : 

0=




x

u
soit u = u(y), y = 0 

0

2

2

=







=





y

p

y

u
µ

x

p

 

On trouve donc que 
x

p




est constant et que : 

BAyy
dx

dp

µ
u

px
dx

dp
p

++=

+=

2

0

2

1
 

Au fond du récipient u =0, donc : 

    ( ) ( )hyAhy
dx

dp

µ
u ++−= 22

2

1
 

A la surface du liquide, il y a égalité entre le gradient de tension superficielle et 

la tension visqueuse. 

En effet, l’équilibre des forces doit être réalisé sur l’élément de surface 

dont la masse est négligeable et qui ne possède donc aucune inertie. 
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Le tenseur des pressions visqueuses est ici : 

   



















−

−

=−

0

0

1

dy

du
µ

dy

du
µ

pP


 

La force F


 d’origine visqueuse, s’exerçant sur l’élément est donc : 

   ( )















−

=−=

0

1
x

dy

du
µ

xNpPF





 

ou encore, suivant x, c’est-à-dire le long de la surface : 

   x
dy

du
µF  −=  

La force due aux tensions de surface est ( ) ( )xxx  −+ , c’est-à-dire x
x







 au 

second ordre près. La somme de ces forces est nulle donc : 

 

   0en0 ==−



y

dy

du
µ

x


 

Or :    aG
x

T −==






 

on obtient :  0en =−= y
µ

a

dy

du
. 

Cette condition permet de déduire la constante d’intégration 

   A=-a/µ 

Le champ de vitesse de l’écoulement est donc : 

   ( ) ( )hy
µ

a
hy

dx

dp

µ
u +−−= 22

2

1
 

 

Le gradient de pression se détermine en écrivant une condition de conservation  

globale de la nasse. On admet qu’en toute abscisse, le débit est nul, c’est-à-dire : 

   0
0

=−h
dyu  

Cette hypothèse conduit aux résultats : 

   ( ) ( )( )hyhy
µh

a
hhyy

µh

a
u

h

a

dx

dp

++−=++−=

−=

3
4

43
4

2

3

22  
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Profil de vitesse lorsque T2>T1 c’est-à-dire 2< 1 

 

Ce traitement du mouvement de la couche superficielle et du liquide qu’elle 

surplombe appelle des critiques : les mouvements du liquide aux extrémités du 

récipient ne sont pas étudiés, les hypothèses conduisent à un gradient de 

pression thermodynamique non nul à la surface alors que la pression de la phase 

gazeuse est en principe uniforme. Ces défauts proviennent de nos hypothèses 

simplificatrices. Cependant l’allure du phénomène est bien décrite malgré tout. 

L’effet observé apparaît dès qu’un gradient thermique longitudinal est imposé, 

aussi petit soit-il. 

 

Instabilité de Marangoni 

Cela n’est plus le cas en présence d’un unique gradient transversal. 

Lorsque ce gradient est inférieur à une valeur critique, le régime est purement 

conductif. Au-dessus du gradient critique naît une instabilité dite de Marangoni 

les fluctuations, dues au mouvement Brownien, tendent à s’amplifier et donnent 

naissance à des tourbillons convectifs. Ceux-ci peuvent être couplés aux 

structures convectives de Rayleigh-Bénard reliées à la pesanteur et à la 

dilatation thermique.  
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En l’absence d’effet de pesanteur 

(couche mince) et en supposant 

une configuration 

bidimensionnelle le mouvement 

est gouverné par les équations 

suivantes : 
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avec les conditions aux limites : 

   
( ) 000

0

0

1

=−+



=




−




=

===−=

TT
y

T
,

y

u
µ

x

T
:y

TT,vu:hy

T
 

en admettant une loi d’échange thermique à la surface. La solution purement 

conductive est : 
( )

( ) ( )hyGThy
h

TT
TT,vu ++=+

+

−
−=== 1

01

1
1

0  

On pose alors : ( ) ,'vv,'uu,'ppp,'ThyGTT ==+=+++= 01
 

les perturbations ainsi envisagées étant petites. On obtient, par substitution 

dans le système précédent, le système aux petites perturbations. On élimine alors 

p’ et u’ par dérivations successives et on pose : 
   ( ) ( ) Kxcost,y'T,Kxcost,yV'v ==  

où K est un nombre d’onde constant inconnu. Le système obtenu est le suivant : 

000:0

000:

0

02

2

2

2

2

2

2

2

2

2

4

4
2

2

2

=−



=+




==

==



=−=

=+







−




−





==







+




−




−








−






















y
,K

y

V
µ,Vy

,
y

V
,Vhy

VGK
y

k
t

µ
,VK

y

V
K

y

V
VK

y

V

t

T

 

 

Les solutions stationnaires sont de la forme : 
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+++=

−

−

yKyK

yKyK

eFy
K

C
DyCeE

K

A
ByA

kK

G

eDCyeBAyV

22
4

22
 

Le respect des conditions aux limites impose : 

  
( )( )

( ) KhKhKh

KhKhhKKhhKhhK
µkhGT 33

2

shch

chshshch8

−

−+
=  

On voit apparaître le nombre de Marangoni : 

µkhGMa T

2=  

et sa valeur critique Mac . 

Nous ne donnerons pas ici une analyse plus détaillée de ce problème qui 

relève des techniques classiques utilisées pour les instabilités dans les fluides. 

Notons que la mise en évidence du nombre de Marangoni peut être faite 

directement par l’analyse dimensionnelle. Enfin, dans la réalité le phénomène 

est généralement tridimensionnel. 
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Notons que ces couplages entre la tension superficielle et l’écoulement de 

fluide ont lieu également en présence de gradients de concentration et justifient 

d’un traitement analogue. 
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CHAPITRE 6 

 

 

NOT IONS SUR LES ECOIJLEMENTS TURBULENTS 
 

 

 

1. Le régime turbulent 

L’existence d’un seuil à partir duquel certains écoulements présentent au 

cours du temps, des fluctuations importantes et désordonnées a été démontrée. 

L’expérience de Reynolds (1883) concerne l’écoulement de l’eau dans un tube 

de section circulaire. La turbulence est visualisée à l’aide d’un colorant. Tant 

que le nombre de Reynolds  VDRe = est inférieur à 2000, le régime est 

laminaire et nous avons vu qu’alors le coefficient de perte de charge   était tel 

que : 

    
Re

64

22
=




=



p

V

D
 

Après une zone de transition, l’augmentation du nombre de Reynolds conduit à 

une variation différente de  , même en l’absence de rugosité de surface : 

     41

30

Re

,
  

 
 

Dans le cas d’une plaque plane parallèle à la vitesse moyenne de l’écoulement 

t,on observe le développement d’une couche limite visqueuse à partir du bord 

d’attaque de la plaque, au delà de l’épaisseur ( )x de cette couche, l’écoulement 

est celui d’un fluide parfait. On définit le coefficient de frottement local à la 

paroi par : 

( ) ( ) 







= 

2

2

1
VxxC f    
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et le coefficient de frottement moyen jusqu’à l’abscisse L : 

 

    ( )=
L

ffm dxxC
L

C
0

1
 

 

Entre les abscisses 0=x et Tx , la couche limite est laminaire et l’on 

trouve : Re,C fm 3281=  avec: VLRe = . Au-delà de Tx , la couche limite 

devient turbulente. En réalité il n’y a pas d’abscisse Tx bien précise, mais une 

zone de transition laminaire turbulente. Si la couche était turbulente depuis le 

bord d’attaque, on trouverait
200740 ,

fm Re,C = . 

Comme l’écoulement est turbulent à partir de Tx on a : 

 

( )( )T

,

T

,

fm Re,Re,LxRe,C 328107400740 2020 −−=   

  

avec  TT xV=Re . 

 

Les résultats diffèrent en fait à cause de l’étendue de la zone de transition et 

une incertitude se présente sur la valeur de Tx . D’autre part, aux grands nombres 

de Reynolds la formule 2,0Re−  n’est plus valable et on trouve plutôt une loi de 

Schultz-Grunow en ( ) 2,0
Relog

−
 pour le coefficient de frottement local, de sorte que 

la formule la plus convenable est celle de Prandtl-Schlichting :  

 

( ) 158,2
Re2Relog455,0 −−

−= AC fm  

 

valable jusqu’aux valeurs 910Re    

 

Le coefficient A dépend du nombre de Reynolds de transition TRe suivant le 

tableau : 
 

ReT 105 3. 105 5. 105 106 3. 106 

A 150 525 850 1650 4350 

 

 

La figure suivante indique les résultats : 
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Pour une plaque rugueuse de rugosité homogène d’épaisseur e, la rugosité 

relative sera 

 e=  

où   est l’épaisseur de la couche limite. 

Pour des rugosités relatives inférieures à 1/3, la paroi est 

aérodynamiquement lisse L’épaisseur   de couche limite étant une fonction 

croissante de la distance x au bord d’attaque, il s’en suit que la plaque sera 

rugueuse au début et pourra apparaître lisse ensuite. 

Dans la zone rugueuse, on pourra utiliser ici la loi de Droblenkov : 

  
7101390 ,C f = avec Le= . 

 

 
 

La turbulence n’est pas sans effets sur les réactions chimiques. Les petites 

échelles de turbulence sont responsables de ce que l’on appelle le micromélange 

en génie chimique. L’exemple suivant montre l’importance de micro- mélange 

pour le déroulement d’une réaction chimique. Il s’agit de la précipitation 
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du sulfate de baryum par les ions H+ à partir d’un complexe stable en milieu 

basique utilisée au Laboratoire du génie de la Réactivité chimique à Nancy. Les 

espèces A et B sont liquides ainsi que le produit intermédiaire R, S désigne le 

sulfate de baryum. On a les deux réactions concurrentes : 

   A+B →R  (très rapide),   

R + B → S↓   (rapide) 

 

Une goutte de B est injectée dans le liquide A, la figure indique les deux 

situations extrêmes qui peuvent se produire suivant la qualité de l’agitation 

turbulente du liquide A. 

       
Micromélange efficace à              Micromélange imparfait B s’entoure de R,  

l’échelle moléculaire au point          R réagit avec B pour former le précipité S 

d’injection de la goutte de B 

dans le liquide A. B est toujours 

en contact avec A, pas avec R. 

Le précipité S ne peut pas se former. 

La quantité de S produite permet de mesurer l’indice de ségrégation du mélange 

qui est d’autant plus élevé que le micromélange est plus imparfait. 

Les grandes échelles de turbulence n’agissent pas directement sur la 

réaction mais sont responsables du temps de séjour des espèces dans un réacteur 

ouvert pour lequel on aura à déterminer une distribution des temps de séjour ts.  

 
 

2. Instabilités de l’écoulement laminaire 

De nombreuses situations peuvent conduire à l’instabilité d’un 

écoulement laminaire. On sait que pour des nombres de Rayleigh élevés, les 

tourbillons de Rayleigh-Bénard deviennent fluctuants. Ce phénomène se produit 

également aux points de bifurcation entre deux régimes stables. 
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Les sources d’instabilité sont multiples. En écoulement de fluide simple  

nous retiendrons l’instabilité de cisaillement et nous évoquerons l’instabilité de 

flamme plissée pour illustrer le cas réactif.  

 

2.1 L’instabilité de cisaillement  

Limitons-nous pour l’instant aux cas où les ternes visqueux sont en 

compétition avec les ternes d’inertie. Le régime turbulent ne peut apparaître à 

partir du régime laminaire que si celui-ci est instable. On a affaire ici à une 

“instabilité de cisaillement”. Dans d’autres cas, une série d’étapes (régimes 

périodiques) précède l’apparition de la turbulence (mouvements désordonnés). 

C’est ce qui se passe par exemple pour l’expérience de Bénard qui ne sera pas 

étudiée ici. Supposons que l’écoulement laminaire soit caractérisé par le profil 

de vitesse (non perturbé) u = U(y), la vitesse v étant nulle et l’écoulement étant 

plan. On sait qu’alors la pression P est une fonction linéaire affine de l’abscisse 

x et qu’elle vérifie : 

   
2

2

yd

Ud

dx

dP
=  

 

L’écoulement perturbé sera tel que : 

 

    

( )

( ) 'pxPp

'vv

'uyUu

+=

=

+=

 

 

Le fluide est supposé incompressible de sorte que l’équation de conservation de 

la masse permet d’écrire : 

    
x

'v,
y

'u



−=




=


 

 

Etudions les perturbations du type : ( ) ( )tcxikey −=   

 

Les équations de la quantité de mouvement deviennent 

( ) ( )

( ) ( )
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Après élimination de p’ on a : 

( ) ( )


=



−




+




2

2

dy

Ud

xx
yU

t
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Comme : 

( )ctxikek
dy

d −









−= 


 2

2

2

 

On obtient : 

( ) ( )( ) 


 "Uk"cU
ik

k"k −−−=− 2424 2  

C’est l’équation d’Orr-Sommerfeld. 

Le même problème étudié en fluide parfait (=0) conduit à l’équation de 

Rayleigh : 

( )( ) 02 =−−−  "Uk"cU     

 

On démontre qu’une condition nécessaire pour qu’une instabilité se développe 

en fluide parfait est que le profil de vitesse U présente un point d’inflexion. 

 

Démonstration (dans le cas d’un écoulement entre deux plans parallèles) 

 
k réel, c=cr+ ici , ir i += , ( )tcxkitck ri ee

−
=  . Instabilité si ci>0. 

( )
( ) ( )

( )ir

ir

i

i

ir

r
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i"Uk"
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c
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On sépare les parties réelle et imaginaire,  
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( ) ( )

( ) ( ) 0=−=

=



=

−

hh

eeyki
x

v
tcxkitck ri






 

 

Le crochet est donc nul. Il reste : 

 

   ( ) 022 =+
+

−
dy"U iir

h

h
  

 

Si ci>0, donc si i>0, cette intégrale ne peut s’annuler que si U’’  change de 

signe entre y = - h et y = + h. U(y) doit donc présenter un point d’inflexion. 

L’étude est moins aisée lorsque 0 (équation d’Orr-Sommerfeld). Pour 

le problème de l’écoulement entre deux plans parallèles on peut procéder 

analytiquement ou numériquement pour chaque valeur de  et de k. On trouve la 

condition c = F(k, ) pour qu’il existe des solutions non triviales vérifiant u(+ h) 

= v(+ h)=0. 

 

Le signe de ci est donc celui de ( )( ),kF . 
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On trouve qu’il y a toujours instabilité pour Re < 5800. Des instabilités 

sont possibles pour certains nombres d’onde aux Re supérieurs. Enfin, la 

stabilité est retrouvée pour Re infini (les deux branches se rejoignent), ce qui 

prouve les limites de cette théorie linéarisée. 

 

2.2 Instabilité thermodiffusive de la flamme laminaire 

On peut facilement observer l’instabilité d’une flamme laminaire en 

faisant varier la composition d’une flamme de bec Bunsen. Au delà d’une valeur 

critique de la composition, le cône se transforme instantanément en un polyèdre. 

L’apparition spontanée des cellules n’est en fait observée que dans le cas de 

mélanges riches en hydrocarbures lourds (propane) ou pauvres en hydrocarbures 

légers (hydrogène), c’est-à-dire chaque fois que l’espèce qui limite la réaction 

est la plus légère. 

Considérons un mélange réactif d’espèces A et B diluées dans un gaz 

neutre, la composition étant loin de la stoechiométrie et l’espèce la plus légère A 

étant aussi la plus rare. Le développement de la réaction n’affecte alors 

sensiblement que cette espèce A. Le coefficient de diffusion de cette espèce est 

donc grand (voir chapitre 2) du fait de sa faible masse molaire et en 

conséquence, le nombre de Lewis : 

 

   
pA

A
c

Le
D


=  

est petit devant ce nombre de Lewis de l’espèce B, plus lourde. La diffusivité 

thermique /Cp est, elle, indépendante des proportions de A et B du fait de la 

forte dilution du mélange. 

 

La vitesse de déflagration d’une flamme plane laminaire est bien 

déterminée (voir chapitre 7). Localement, la flamme stable de Bunsen pourra 

être  assimilée à une telle flamme plane. Supposons qu’une perturbation locale 

induise une déformation faisant apparaître des creux et des bosses. 

 

La diffusion transverse de l’espèce A tend à diminuer la concentration CA 

au point M de la surface de réaction située dans un creux. Au contraire 

la chaleur provenant des gaz brûlés diffuse vers l’intérieur. Mais dans ce cas où 

LeA est petit, l’effet de diffusion de l’espèce A l’emporte et bien que la 

température s’élève en M, le taux de réaction   diminue, ce qui conduit à un 

abaissement de la vitesse de l’onde de combustion, c’est-à-dire de la célérité 

relative de la flamme par rapport aux gaz frais. La zone considérée va se creuser. 

L’inverse se produit au point N de la coupe y’y. Il y a instabilité de la flamme. 
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       Coupe de la flamme x’x. 

 

 

 

Si le nombre de Lewis était plus grand que l’unité, les effets de 

conduction thermique seraient plus forts que ceux de la diffusion moléculaire et 

il y aurait stabilité. 

Ces effets d’instabilités donnent naissance à une autoturbulence thermo- 

diffusive par amplification de défauts. 

Si l’écoulement amont des gaz frais est déjà turbulent il y aura interaction 

entre les deux phénomènes. 

 

Remarque : L’étude du mouvement des flammes plissées turbulentes fait l’objet 

de recherches actuelles (Williams, Clavin, Joulin). Clavin et Joulin ont montré 

(1983) que dans le cadre de certaines hypothèses un seul scalaire mesurant 

l’étirement du front contrôle localement la forme et la dynamique de la flamme. 

Ce scalaire se décompose en deux termes représentant respectivement la 

contribution de la géométrie de la flamme (courbure du front avançant avec une 

vitesse normale prescrite) et celle de l’inhomogénéité de l’écoulement 

caractérisé par le tenseur des taux de déformation. 

 

3. Coefficients de transfert et cinétique chimique turbulents (théorie statistique 

simplifiée) 

Soit un paramètre f ( x


, t) de l’écoulement (pression, température, vitesse, 

concentration,...) . On peut définir la valeur moyenne : 

 

( ) ( ) ( )
+

−
== 2

2

1
T

t

T
t

d,xf
T

t,xft,xf 


 



 

 

100 

100 

où T est le temps d’échantillonnage choisi suffisamment grand pour que f en soit 

indépendant. Le paramètre f présente alors une valeur moyenne et une partie 

aléatoire f’ On a : 

 

 ==

=+=

====

==+=

dsfdsfdsf

sfsf,'g'fgfgf

Ctek,fkfk,ff,'f

ff,'f,'fff

 si0

0

 

Pour deux points 1M  et 2M distants de , de vitesses respectives 1u et 2u  à l’instant 

t on définit un coefficient de corrélation : 

( ) 2

2

2

121 '''' uuuuR =    

et une longueur de corrélation L  donnant la dimension moyenne des tourbillons : 

 

( )  dRL 


=
0    

 

Si ( )R est indépendant de ξ


== 21MM  et de la direction de ( )ξ


R , la turbulence 

est dite isotrope. 

 

 La turbulence fait apparaître des termes de flux qui s’ajoutent aux flux 

moléculaires des différentes grandeurs intervenant du fait des phénomènes de 

transfert. L’équation du bilan : 

   
( ) ( ) FF Wvf

t

f 
=++




J


 

devient, par passage à la moyenne, dans le cas incompressible : 

 

( ) FF W'v'fvftf 
=+++ J    

 

Ainsi l’équation de la quantité de mouvement fait apparaître le tenseur de 

Reynolds : 

'v'v


    

 

qui s’ajoute aux pressions visqueuses pour donner la somme des viscosités 

moléculaire et turbulente : 

 

'v'vD


+− 2    
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Une hypothèse simplificatrice consiste à admettre que les flux turbulents 

son proportionnels aux forces généralisées correspondantes. On aura donc ici : 

 

yuKvu u −=''    

 

où uK  est un coefficient d’échange turbulent. Contrairement aux coefficients de 

transfert moléculaires, les coefficients d’échange turbulent ne dépendent pas que 

de l’état local du fluide mais des caractéristiques de l’écoulement. On peut 

rarement les supposer constants. Dans le cas d’un écoulement de Poiseuille 

turbulent, on admettra par exemple que uK est une fonction de y. Il s’agit donc de 

coefficients semi empiriques dont le champ de validité est généralement très 

restreint, mais qui présentent l’avantage d’assurer la fermeture du système 

d’équations et de donner des indications qualitatives. 

On définit ainsi les trois coefficients d’échange Ku, KT et KD tels que : 

 

( )

( )

( ) jDj

T

u

YK'Y'v

hK'h'v

vK'v'v

−=

−=

−













   

 

Ces relations sont valables également en fluide compressible. On peut 

introduire alors des nombres de Schmidt et de Prandtl turbulents : 

 

TutDut KKPr,KKSc ==    

 

Par analogie avec la théorie cinétique des gaz, on peut parler d’une longueur 

de mélange (analogue au libre parcours moyen). Prenons par exemple un 

transfert de la grandeur F dans la direction y. On admet que le transfert 

s’effectue par jets aléatoires de longueur 'F  dans la direction Oy et on suppose 

que ces jets emportent avec eux la valeur moyenne ( )'yf F−  de leur niveau 

d’origine, celle-ci étant conservée durant le trajet à l’issue duquel il y a remise 

en équilibre brutale avec la valeur moyenne du niveau d’arrivée ( )yf . A 

l’abscisse y, les fluctuations f’ seront donc : 

 

( ) ( )

yf''f

yf'yf'f

F

F

−

−−=
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Donc, en prenant en compte tous les jets aléatoires possibles et en effectuant 

la moyenne : 

 

( ) ( ) yf''v'f'v F −= 


    

 

On a donc: 

 

( ) ''vK FF 


−=    

 

Supposons  constant et les fluctuations u’ du même ordre que les 

fluctuations v’. On a, en posant f = u : 

 

( ) ( ) yu'''vK

'vyu''u

uutu

u

===

−

2





   

 

En posant
22
'uPL =  , PL est la longueur de mélange de Prandtl. On peut 

l’interpréter comme la taille des tourbillons les plus efficaces pour effectuer le 

mélange. 

 

Etudions maintenant les termes turbulents dus à la cinétique chimique. Soit la 

réaction chimique : CBA →+ . 

 

Les taux de production des espèces sont : 

 

BAjBABAjjj YYkYYkW == MMM 
  

  

avec le signe (+) pour j = C  

et le signe (-) pour j = A ou B. On obtient pour la moyenne : 
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( ) 'Y'Y'k'Y'kY'Y'kY'Y'YYYkW BAABBABABAA 1111 −−−+−=   

 

On constate que, même lorsque '1k est négligeable, le taux de production 

moyen est la somme de deux termes et peut être de ce fait très différent du taux 

de production calculé à partir des concentrations moyennes : 

 

( )'Y'YYYkW BABAA +−= 1


    

En introduisant un temps caractéristique de diffusion D et un temps chimique 

cL  on peut montrer que : 

 

a) Si cD   , c’est à dire si les réactions sont lentes ou que le système est 

parfaitement mélangé, le terme chimique turbulent est négligeable 

devant le terme de diffusion turbulente. Alors 0'' BA YY  et : 

 

BAA YYkW 1−=
   

b) Si Dc   , la réaction chimique est très rapide devant le phénomène de 

diffusion. Les espèces sont faiblement mélangées et à l’extrême elles ne 

se rencontrent pas. Un point de espace voit alternativement les espèces A 

ou B mais jamais les deux à la fois. Il en résulte que le taux de 

production est nul ce qui suppose que : 

 

'' BABA YYYY −=    

c) Entre ces cas extrêmes, le terme de corrélation '' BA YY a une valeur absolue 

comprise entre 0 et 1. 

 

4. Quelques définitions relatives à la turbulence 

Les traitements statistiques de la turbulence sont généralement plus 

sophistiqués que dans la présentation du paragraphe précédent 3. 

La moyenne statistique d’une fonction aléatoire ( )tf ,x


 est obtenue à partir de N 

réalisations ( )tfi ,x


de sorte que : 

( ) ( )







= 

=
→

N

i
iN tf

N
tf

1

,
1

lim, xx


   

Plus généralement on introduit une densité de probabilité ( )tfP ,x


 et la moyenne 

devient : 

( ) ( ) ( )dftfPtftf 
+

−
= ,,, xxx
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C’est la moyenne d’ensemble. On utilise également pour des couples de 

variables aléatoires, la densité ( )',', ttfP xx


qui donne accès aux corrélations. 

Lorsque la probabilité ( )tfP ,x


 en un point ne dépend pas explicitement du 

temps, on est dans un cas de turbulence stationnaire. Lorsqu’elle ne dépend pas 

des variables d’espace, on se trouve dans un cas de turbulence homogène. 

Il y a isotropie en cas d’invariance par rapport aux rotations. 

Expérimentalement, on ne dispose que d’une réalisation à des temps ou des 

positions variables, 

On a donc recours à des moyennes spatio-temporelles plutôt qu’aux 

moyennes d’ensemble. La fonction de pondération étant désignée par ( )t,x


  on 

écrit : 

 

( ) ( ) ( ) −−=
t,

ddt,t,ft,f
x

ξξxξx





   

avec :     ( ) 1,
,

=−−
t

ddt
x

ξξx



 . 

L’équivalence des moyennes d’ensemble et des moyennes spatio-temporelles 

nécessite la vérification de l’hypothèse d’ergodisme.  

On introduit également, pour un couple de variables aléatoires, des moyennes 

spatio-temporelles en deux points. 

Hypothèse de Taylor : Cette hypothèse n’est valable que dans le cas de faibles 

taux de turbulence ( ) 2121

'' jiji vvvv   Elle consiste à supposer que, dans le cas 

homogène, le champ turbulent est figé et que les fluctuations sont transportées 

par le mouvement de vitesse moyenne  v


 supposée constante localement. On 

obtient donc une relation entre les dépendances spatiales et temporelles. Avec 

cette hypothèse il suffira donc de mesurer expérimentalement les fluctuations 

dans le temps à l’aide d’une sonde fixe. Les fluctuations spatiales en seront 

déduites en écrivant que :  

( ) ( )uxftf =  et xudtd  .   

  

Echelles de la turbulence 

 L’échelle intégrale caractérise les grosses structures de la turbulence. 

Nous verrons au paragraphe 6.4 que l’énergie cinétique turbulente est distribuée 

suivant le nombre d’onde. La distribution spectrale, obtenue par transformation 

de Fourier dans le cas homogène est ( )kE par unité de masse et de nombre 

d’onde. On montre que l’échelle intégrale est égale à : 

 

( )
2

0

2 'u

E
L


=    

( )kE étant la distribution spectrale unidimensionnelle. 
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L’échelle des petites structures pourra être définie comme ta taille à partir 

de laquelle les structures subissent fortement l’effet de la viscosité (région 

dissipative). On obtient ainsi la micro-échelle de Kolmogorov K  du paragraphe 

6. 

La micro-échelle de Taylor est intermédiaire entre l’échelle intégrale et 

l’échelle de Kolmogorov. Elle permet de relier les variances de gradients de 

fluctuations de vitesse aux variances de fluctuations de vitesse et on peut la 

définir comme : 

( )  21
22 x'u'u =    

On montre, en analyse spectrale, qu’elle peut être déduite du spectre d’énergie 

( )kE  :  

( ) ( )


=
00

22 dkkEdkkEk . 

5. Modèles en −k  (fermeture pour les termes de transfert) 

Nous n’étudierons ici que le cas d’un fluide non réactif, mais des traitements 

analogues existent en présence de cinétique chimique. Rappelons que l’on a : 

   ( ) ( ) 0
1

0

=++++

=

vp'v'vvvtv

v








 

La fermeture du système est obtenue si l’on connaît le coefficient de transfert 

turbulent t  et l’énergie cinétique moyenne de la turbulence. En effet, nous 

écrirons, plus justement qu’au paragraphe précédent :  

 

( ) vK'v'' v


−=− 1vv

231   

 

dans le cas de la turbulence isotrope, le tenseur du premier membre étant celui 

des tensions turbulentes, de trace nulle. Le coefficient Kv peut être évalué à 

partir de la longueur de mélange de Prandtl. Cependant, une théorie plus 

sophistiquée permet de le relier à l’énergie cinétique moyenne de la turbulence 

par unité de masse 

 22'vk =  

et au taux de dissipation moyen de la turbulence :  

 









=

=
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On a alors :  

kLa''vK vuV =  ,  

où va  est un coefficient constant et L une longueur de mélange, qui peut être 

différente de LP. 

On peut montrer qu’aux grands nombres de Reynolds, le taux de dissipation 

est relié à L et à k par la relation : 

Lkc 23

1= .  

Il s’en suit que : 

 2

0 kcK vv =  où 10 cac vv =   constant 

 

A partir des équations locales du bilan de la masse et de la quantité de 

mouvement, et grâce à des multiplications adéquates par j'v  et ses dérivées et 

passage à la moyenne, on obtient deux équations de bilan en k  et , qui font 

apparaître une série de termes de corrélation d’ordre 2 ou 3 et leurs dérivées. La 

fermeture du système s’obtient en négligeant certains de ces termes et en faisant 

des approximations pour les autres. Le résultat qui ne sera pas démontré ici est 

le suivant : 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) kckPkcKtDD

vtDtD,kPkKtDkD

v

kv

0

2

21

0 grad





 −+=

+=−+=




 

 

Dans les seconds membres de ces équations, les premiers termes sont des 

termes de flux, k est un nombre de Prandtl turbulent d’énergie,  un nombre de 

Prandtl turbulent de dissipation. Les autres termes sont des termes de production 

et de destruction. On a : ( ) v:vv


−= ''kP t .  

Rappelons que :  

    



2

0

k
cK vv =   

Les constantes ont été ajustées sur de nombreuses expériences et un bon choix 

semble être : 921441311090 21 ,c,,c,,,,,c k =====   . 

 

Les équations obtenues ne font plus intervenir les corrélations mais 

simplement les gradients de quantités moyennes. Elles sont couplées aux 

équations moyennes du bilan, l’ensemble du système pouvant être résolu par des 

méthodes numériques moyennant des conditions initiales et aux limites 

convenables. 
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Les modèles du type « −k  » sont critiquables. Ils donnent une solution triviale 

dans le cas homogène ( 0


=v en incompressible) et isotrope. Ils sont basés sur un 

formalisme un point et ne contiennent pas de ce fait toutes les informations 

spectrales. 

Les modèles de « −k  » sont cependant fréquemment utilisés y compris dans 

les écoulements réactifs où se pose de plus le problème de la détermination des 

termes de production chimique moyens < jW >. 

 

6. Analyse spectrale et théorie de Kolmogorov  

La transformation de Fourier  

 

   ( ) ( )
−=

338

1
xdexfkf xki  


 

 

permet d’étudier la distribution en énergie des structures spatiales de la 

turbulence. L’inverse du nombre d’onde k définissant l’échelle de la turbulence, 

c’est-à-dire la taille des tourbillons. Nous n’entrerons pas dans le détail de la 

théorie spectrale que nous ne ferons qu’effleurer. Notons toutefois que les 

spectres d’énergie s’obtiennent aujourd’hui assez facilement par la voie 

expérimentale, On supposera ici que la turbulence est homogène et isotrope 

( 0= v


en particulier) que le fluide est incompressible et visqueux. De plus, 

l’évolution est libre et on néglige l’action des parois. On suppose enfin que les 

conditions initiales sont aléatoires. 

On montre qu’alors le spectre d’énergie turbulente E(k) comprend deux 

zones séparées par une zone de transition. 

a) Une zone de faibles valeurs de k, c’est-à-dire une zone de gros tourbillons 

(taille ke
-1 où l’énergie est concentrée et qui peut être alimentée en énergie de 

façon stationnaire (par instabilité, interaction avec le mouvement moyen, forces 

extérieures, etc...) à un taux 1e . 

b) Une zone de petites structures de taille 1/kd (kd, nombre d’onde de 

Kolmogorov) où l’énergie est dissipée par viscosité avec un taux 2e  

c) Les ternes d’advection (en jji xuu  ) assurent le transfert d’énergie entre les 

échelles de façon conservative. 
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Pour que la zone de transfert ait une étendue non négligeable, il est 

nécessaire que kd>>ke cela implique une condition sur les nombres de Reynolds. 

On définit un nombre de Re de la turbulence à partir de la taille k des tourbillons 

et d’une vitesse basée sur l’énergie E (k) (qui est une énergie des fluctuations de 

vitesse par unité de volume et par unité de nombre d’onde). La quantité  

[k E(k)/] 1/2 est donc la vitesse moyenne caractéristique des structures de 

dimension k et le nombre de Reynolds associé est donc : 

    ( ) ( )  21
1  kEkkRe =  

 

Pour k=kd, les phénomènes dissipatifs deviennent de l’ordre de grandeur des 

phénomènes inertiels, si bien que ( ) 1dRe  

 ( ) ( ) ( )  21
1  dddd kEkkRe = . 

Pour les grosses structures, on obtient ( ) ( ) ( )  21
1  eeee kEkkRe =    

avec E(ke) > E(kd)  et ke << kd, il s’en suit que : ( ) ( ) 1ReRe  de . 

Cette inégalité résume les conditions d’existence d’une zone de transfert où 

les mouvements sont indépendants des grosses échelles énergétiques, sources de 

la turbulence, et de la viscosité. 

La théorie de Kolmogorov postule l’existence d’une telle zone et permet d’y 

déterminer le spectre E(k) grâce à l’analyse dimensionnelle. 

On suppose le régime quasi-instationnaire, les taux 1e et 2e ont alors une valeur 

commune   qui est une énergie produite par unité de volume dans l’unité de 

temps (dimension ML-1T-3). On peut prendre comme paramètres caractéristiques 

du problème : 
( )





 kE
,,,k ..  
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Il est d’usage de remplacer   par une combinaison entre



et   ayant les 

dimensions d’une longueur : la longueur de Kolmogorov :  

( ) 413 =k     

On choisit alors comme grandeurs de base k et. 



. Les groupements   se 

déduisent alors du tableau. 

 
On obtient  

( )


 kE
k

k

E

kl

32

35

−









=

= 

   

Le théorème de Vaschy-Buckingham nous donne : ( )lE =  , ou encore : 

 

( ) ( )kkkkE = − 353231     

  

Dans la zone inertielle, la viscosité n’intervient pas et l’on a :  

( ) kk ck =  ,  constante de Kolmogorov, et : 

( ) 353231 −= kckE k     

 

L’expérience a confirmé cette loi pour les milieux non réactifs. La constante 

kc est d’ordre 1,5. 

 

La figure ci-dessous concerne le spectre unidimensionnel mais la loi est 

analogue dans le cas tridimensionnel avec une constante 48cK/55. 

 

Remarque : En présence de réactions chimiques et notamment en combustion, 

la loi de décroissance en k-5/3 est rarement vérifiée. Cela est certainement dû au 

fait que la turbulence n’est plus homogène et isotrope dans ce cas. D’autre part, 

d’autres paramètres s’ajoutent à ceux que nous avons pris en compte pour 

l’analyse dimensionnelle, notamment les termes de production chimique, de 

diffusion et de transfert thermique, mais aussi des paramètres géométriques. 
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Spectre unidimensionnel d’énergie montrant l’universalité de la loi de 

Kolmogorov 

 

La zone inertielle est limitée par le nombre d’onde kd qui, puisque Red  1, est 

égal à : 

( ) 2dd kEk   
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Dans a zone inertielle on a donc pour dkk =  :  

 

( ) ( )23532


−
 Dd kk .  

 

II s’en suit que dans la zone dissipative : 

 

( ) ( )dkkkkE  353231 −=    

 

D’autre part, le nombre de Reynolds des gros tourbillons est :  

 

( )
( )

( ) 11
34

313421

=





























=

−

ed
e

e
e

eee kk
k

Re
kE

kkRe







 

 

7. Classification des régimes turbulents de combustion 

En régime laminaire et en écoulement incompressible stationnaire, on a 

   ( )0 cas ===−



wv

W
Y

x

Y
u

j

j

j




D  

Cette équation fait apparaître les trois temps caractéristiques définis à partir de la 

longueur de référence  . 

convection :  uc =  

diffusion :  D2=D  

chimie :  Wch
 =  

L’épaisseur de combustion correspond à chDc    et devient : 

     
W

eb 
D

=  

La vitesse normale de combustion est déduite également : 

     


W
un

D
  

En régime turbulent on définit l’échelle u de la turbulence et son intensité 2'u . 

Le tableau suivant (M. Barrère) permet de classer les divers types de combustion 

turbulente en première approximation : 
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Cette classification n’est qu’indicative. En particulier, une certaine ambiguïté 

règne sur la longueur u . En effet, l’échelle de la turbulence n’est pas unique et 

on a plutôt affaire à une distribution de l’énergie turbulente suivant les échelles 

qui coexistent. Notons toutefois que les ternes de flux turbulents tels que le 

tenseur de Reynolds ou les corrélations <v’T’ > ou < v’Yj’> , sont plutôt liés aux 

grandes échelles des fluctuations alors que le taux de production chimique 

moyen < jW > est lié avant tout aux fluctuations à petite échelle. 

La diversité des situations rencontrées en combustion montre qu’il est 

difficile d’envisager un traitement unique pour tous les écoulements turbulents 

avec réactions chimiques. 

  

Exemple d’une flamme prémélangée de bec Bunsen 

La flamme est obtenue à l’aide d’un brûleur fournissant des taux de 

turbulence relativement faibles. Dans certaines situations on observe une 

flamme plissée. La turbulence de l’écoulement amont (gaz frais) est modifiée à 

la traversée de la flamme. Si l’on mesure les fluctuations de vitesse en différents 

points à l’aide d’un dispositif d’anémométrie laser, on peut en déduire par un 

traitement approprié du signal les spectres d’énergie turbulente E(k). L’échelle 

intégrale correspond aux petites valeurs du nombre d’onde k, elle peut être 

déduite directement des spectres d’énergie en chaque point. On observe le 

résultat suivant : 
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Z désigne l’altitude du point de mesure à partir de la sortie du brûleur, U  la 

vitesse moyenne suivant la verticale et Lz l’échelle intégrale. On constate une 

forte augmentation de Lz à la traversée de la flamme. L’origine de ce phénomène 

est à trouver dans les fluctuations de position du front de flamme instable. On 

observe entre les points B et C le passage de l’onde de déflagration dans la zone 

de mesure. L’effet incompressible se fait sentir en amont entre A et B. En C 

l’échelle intégrale retrouve sa valeur initiale, puis croît entre C et D sous l’effet 

de l’amortissement de la turbulence pour les petites échelles, accéléré par 

l’accroissement de viscosité  lié à l’élévation de température. 

 

3. Notions sur les fonctionnelles de distribution de probabilité (fermeture pour 

les termes de production) 

Les termes de production chimique sont non linéaires. On ne peut leur 

appliquer des traitements analogues à ceux des phénomènes de transfert 

(coefficients de transfert turbulents) et ils ne peuvent être interprétés simplement 

par des théories du type de celle de Prandtl.  

Les fonctionnelles de distribution de probabilité (FDP) sont définies sur un 

espace des phases comprenant les paramètres d’état de l’écoulement T, v, Yj , 

ainsi que le temps et l’espace. Soit 


 le vecteur ayant pour composantes ces 

paramètres, on définit la FDP : 

( )t,x,P


  



 

 

114 

114 

de la même manière qu’on l’a fait en 3.9.2. 

Les quantités moyennes deviennent : 

( ) =





dPt,x  

sachant que : 

    =


 1


dP  

Connaissant la FOP on peut en déduire par exemple le taux de production 

moyen des espèces : 

   ( ) ( ) 



 dt,x,PWW jj =  

Si les concentrations interviennent seules, 


aura pour composantes ces 

concentrations. Les flux de diffusion turbulente feront intervenir de plus la 

vitesse et il faudra utiliser alors des FDP dépendant des concentrations et des 

composantes de la vitesse. En principe les FDP sont surtout utilisées pour 

calculer les termes de production chimique, alors que les flux turbulents 

justifient d’autres méthodes de fermeture (méthodes en k -  par exemple). Mais 

rien ne s’oppose a priori à ce que les flux soient déterminés par cette méthode à 

condition de connaître les FDP correspondantes. 

La FDP vérifie une équation de bilan dans l’espace des phases analogue 

au bilan de population (3.10.2). 

Pour obtenir les conditions de fermeture requises pour les équations de 

l’écoulement turbulent, il faut d’abord connaître le bilan de la FDP, ou alors se 

donner à l’avance une forme convenable de celle-ci (méthode des FDP 

présumées). 

Parmi les équations du bilan de la FDP, nous ne citerons que la plus 

simple, due à Curl, où l’espace des phases ne comprend qu’une coordonnée de 

concentrations et ne dépend pas de x


 : 
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )







−








−

+

=



+−+





 t,cP"dc'dcc
"c'c

t,"cPt,'cP

t,cPcW
c

t,cPt,cP
t

t,cP

2
2

0



 

 

Le premier terme est la variation instationnaire de P, le second correspond 

à la convection, ( est l’inverse d’un temps de séjour moyen et P est la FDP à 

l’entrée du réacteur. Le troisième terne correspond à la production chimique, 

c’est un terme de flux dans l’espace des phases. Enfin le second membre se 

rapporte aux interactions entre particules fluides en admettant que deux 

particules de concentration c’ et e” se réunissent pour former une troisième de 

concentration 
2

"c'c +
avec une fréquence  de coalescence-redispersion supposée 

constante.
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Cette équation où l’on suppose = Cte, ne prend pas en compte les 

inhomogénéités. D’autres modèles sont plus sophistiqués. Certains d’entre eux 

font intervenir les FDP en deux points. Le problème est de trouver les bonnes 

conditions de fermeture pour le bilan de la FDP et de résoudre ensuite 

l’équation. 

Les FDP peuvent être mesurées. En combustion, lorsque l’on a un 

mélange de gaz brûlés et de gaz frais, la FDP de température sera généralement 

bimodale, mais sa forme peut évoluer au cours de la réaction 

 
Evolution de la FDP dans une flamme air-méthane (ONERA). 

 

9. Exemple de résolution complète d’un problème d’écoulement turbulent réactif  

La résolution numérique ne peut se faire que moyennant des approximations 

Par exemple N. PETERS (1981) a traité le cas d’une flamme de prémélange en  

admettant une seule réaction : 
     CB'A' BA →+  

de grande énergie d’activation. Si Tf est la température des gaz frais et Tb celle 

des gaz brûlés dans des conditions de combustion adiabatique complète, on 

pose : 

     
( )

fba

b

TTE

T

−
=

2

  

où Ea est l’énergie d’activation de la réaction. 

La température réduite : 

     
fb

f

TT

TT

−

−
=  

est écrite sous la forme  
     y−= 1  

et tous les termes dépendant de T sont développés asymptotiquement suivant le 

petit paramètre  

Comme il s’agit d’un écoulement compressible, les moyennes de Favre 

sont utilisées, sauf pour la masse volumique. On a ainsi : 

=
~

 où la barre désigne la moyenne classique et le tilde la moyenne de 

Favre, pondérée par la masse. Ainsi :
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"
~

+= , avec : 0=" , ' += , avec : 0='  

L’équation de l’énergie, pour Le = 1 (chapitre 7) devient : 

   ( )
( )

 

fbp TTc

H
v

t −


=−+




D  

avec     ( ) T

E

BABA

a

eYYBYYTk R
−

==  

(réaction d’ordre 2). 

On montre que pour Le =1 YA et YB sont des fonctions linéaires de  . 

On pose S=’A MA 


 , vitesse de consommation du combustible A. 

Les équations obtenues pour 
~

et 
~

" 2 sont : 
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Les termes de flux sont modélisés conne suit : 
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et la dissipation est écrite 

~

"
D

~

vc~

t

f,t 2

2

2

1

2
=


  

où 

2













 ~
v f,t  est le carré de la vitesse de flamme turbulente, c1 est supposé constant. 

Les termes de production S
~

 et
~

" 2  sont calculés à l’aide de la densité de 

probabilité en fonction  : 

( ) ( )
( )

( ) ( )






−=

−− 11 1 xxxP  

Cette FDP présumée présente l’avantage d’une forme évolutive suivant  et  et 

est compatible avec les observations expérimentales. D’autre part,  et   sont 

reliés à la moyenne x à la variance 2'x  : 

   

( )

( )

0

1
1

1

2



−
−

=+=

−==







,,

'x

xx

x,x
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On a alors : 

( ) ( )

( ) ( ) S
~~

dP
~

S"S"

dP
~

SS
~

~

−=

=




1

0

1

0
 

avec : , 
( )

( ) ( )
( )( ) ( )



 
11

1
−=−




=

− ˆ,yyˆP
~

 

Ces ternes sont calculés suivant des développements asymptotiques en .  

Les calculs numériques permettent de résoudre les équations du problème 

moyennant la donnée des conditions aux limites. La solution est représentée sur 

la figure en ( ) ,  étant une variable adimensionnelle d’espace normale à la 

flamme supposée plane.  
 

 
 

On peut remarquer l’évolution de la FDP à la traversée de cette flamme. Ces 

quelques aperçus de la turbulence montrent la complexité du problème. 

Nous n’avons qu’évoqué quelques méthodes : analyse spectrale, modélisations 

en K - , FDP. Il en est d’autres, les méthodes Lagrangiennes par exemple dont 

nous n’avons pas parlé. Les recherches actuelles tendent à perfectionner les 

modèles existant et à confronter les résultats théoriques aux mesures 

expérimentales. D’autres recherches portent sur le comportement des grosses 

structures stables ou instables dans l’écoulement. Enfin l’interaction entre les 

effets dynamiques et chimiques n’est pas complètement élucidée. 
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Néanmoins les connaissances actuelles sont largement utilisées dans la pratique 

et même si de progrès restent à faire, on est en mesure d’étudier correctement de 

nombreuses situations pratiques. 
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CHAPITRE 7 

 

REACTEURS CHIMIQUES 

 

 

 

 

1. Réacteurs idéaux. Réacteurs réels 

Un réacteur chimique au sens large est une zone de l’espace où peut avoir 

lieu une transformation chimique. Cette définition recouvre une très grande 

variété de situations : chimie industrielle, propulseurs d’aéronefs, de fusées, 

moteurs chimiques, etc. 

La configuration d’un réacteur dépend de nombreux facteurs liés à la nature 

chimique de la transformation qui s’y opère : réaction homogène ou hétérogène, 

écart à l’équilibre, présence de catalyseurs, turbulence, état thermodynamique 

(pression, température, etc.). 

L’étude des réacteurs réels nécessite la mise au point de techniques 

expérimentales et de moyens d’investigation théoriques. Le temps de séjour des 

espèces chimiques dans un réacteur est une notion importante et l’étude de la 

distribution des temps de séjour permet souvent d’aborder le processus dans 

toute sa complexité. L’étude de cas extrêmes, c’est à dire de réacteurs idéaux, 

est avantageuse du fait de leur plus grande simplicité et parce qu’ils constituent 

souvent une bonne approche des cas réels. 

Il est souvent illusoire de vouloir résoudre, sans hypothèse simplificatrice, les 

équations du bilan local. On a recours généralement à des bilans globaux 

prenant en compte les caractéristiques principales des réacteurs. Dans certains 

cas on pourra par exemple négliger les phénomènes de transfert (conduction 

thermique, diffusion, viscosité). Parfois - c’est le cas des réacteurs isothermes - 

seule l’équation du bilan des espèces sera utilisée. 



 120 

Pour un réacteur idéal dit “parfaitement agité” on distingue seulement des 

conditions d’entrée et celles, uniques, du réacteur lui-même qui sont aussi les 

conditions de sortie. Cette hypothèse n’est plus valable pour un réacteur “piston” 

où l’on suppose que l’écoulement a lieu par tranches successives, jusqu’à la 

sortie. Enfin, dans la plupart des cas envisagés dans ce chapitre les effets de la 

variation de pression et de la viscosité seront négligés de sorte que l’équation de 

la quantité de mouvement ne sera pas utilisée. 

A titre d’exemple, citons quelques réacteurs idéaux : 

Réacteur fermé à composition uniforme

Réacteur ouvert parfaitement agité

Réacteur semi-fermé à composition uniforme

Réacteur - piston

 

 

Nous étudierons le régime permanent et parfois le régime transitoire et la 

stabilité des points de fonctionnement. 

 

2. Réacteur chimique homogène à mélange parfait 

Pour un réacteur ouvert homogène à mélange parfait, nous utiliserons les 

équations de bilan global du chapitre 3 (paragraphe 10. 1) : 

 

    NjRmm
dt

dm
jjsje

j
...,2,1, =+−=   

    ( )TQhmhm
dt

dE

j
jsjs

j
jeje

 −−= 



 121 

 

 Par mélange parfait on entend que les paramètres thermodynamiques et 

chimiques sont les mêmes en tout point du réacteur, une fois franchie la section 

d'entrée. En particulier, Ts=T, hjs=hj, Cjs=Cj. Dans le cas envisagé nous 

admettons que la quantité p/ est approximativement constante, de sorte que, V 

étant le volume du réacteur dE/dt ~ dH/dt avec H = V 
j

jj h . Enfin les débits 

masse sont supposés proportionnels aux masses volumiques de sorte que, q étant 

le débit volume : 

     qm jj
 =  

 

En posant :  

     
V

q
=−1  

temps de passage, égal à un temps de séjour moyen, on a : 

 

    ( )







−−=








+−=

 qQhhdthd

WdTd

j
jjjeje

j
jj

jjjej









 

 

compte tenu que ji WR  V= . 

En présence d’une seule réaction chimique : 

 
jjjW M=    

 

où  est le taux de réaction en moles/par unité de temps. On a aussi :  

 dd jjj M=    

où  est le degré d’avancement de la réaction tel que :  

 jjjej M=    

 

L’équation de bilan des espèces s’écrit donc :  

 +−=dtd    

 

Pour l’équation de l’énergie on tient compte de : 

( ) +=
T

T jpjfj dTcqh 0 ,

0
   

d'où : 

( ) +=








j
jpjjj

j
jj dtdTcdtdhdthd ,    
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On a : 

( ) 

( ) 

( ) 





+−=

+−=

+−=

j
jjj

j
jjej

j
jjjjej

j
jjjej

j
jj

hh

h

Whdtdh

M

M













   

 

Soit, en appelant H  l’enthalpie molaire moyenne de la réaction :  

=
j

jjj hH M    

en posant :  

=
j

jpjp cc ,    

on obtient : 

( ) ( ) qQhhdtdTcHh
j

jjjejepj
j

jje
 −−=+−−  

   

En simplifiant et en posant : 

( ) ( )TTcdTchh ep
j

T

T jpje
j

jjeje

e −=−    ,    

on a : 

** QTTdtdT e −+−=      

avec : 

qcQQcH pp
  == *,*    

Le système définissant le comportement du réacteur est donc : 







−+−=

+−=

.**

,

QTTdtdT

dtd

e 






   

Etudions le cas d’une réaction d’ordre un : 
( )

BA
Tk
⎯⎯ →⎯    

avec : 

   ( ) T
aT

ekTk
−

=
0  

On a : 

( ) −==
−−

000 A
TT

A
TT

CekCek aa    

et en posant 0ACX = , on trouve  

( )XekC
TT

A
a −=

−
100    
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Admettons que la loi d’échange thermique soit : 

( )0* TTKQ −=  

où 0T  est la température extérieure, et posons : 

( ) ( )






=

−=
−

0

0

**

1,

A

TT

CT

XekTXf a

   

Les équations de bilan prennent la forme : 

( )

( ) ( )
00 TTKT,Xf*TTTdtdT

,T,XfXdtdX

−−+−=

+−=





   

Le régime stationnaire (indice s) est caractérisé par les deux équations 

suivantes dans le plan ( )
s

X
s

T ,  : 

( )sasa TTTT
S ekekX

_
0

_
0 1  +=    

( ) ( ) **1 0 TTKTTTKX ssS +−+=    

 

ST

0

0

1 k

k





+

SX

=0k

00 =k

croissant0k

eT
0

1

croissantK

SX

ST0T
eT

1

0

0=K

STeT

SX eTT =0

eTT 0

eTT 0

1

0c)

a) b)

 

a) Influence de  0k qui est analogue à un nombre de Damköhler chimaD = . 

A sT  donné, plus 0k  est grand (réaction rapide ou écoulement lent) plus 

sX  est grand.  

b)   Influence du coefficient d’échange thermique K à T0 et Te donnés (ici 

T0< Te). 

c)   Influence de la température de l’échangeur à K donné. 
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Les solutions sont données par les intersections des courbes (1) et (2). 

SX

ST
0

1

0

0

1 k

k





+

1 2 3 4 5

 

Diverses solutions pour aT , 0k et K  donnés et des valeurs croissantes de 0T . 

On peut également représenter les solutions dans le plan (XS,fS), avec 

( ) ( ) sa TT
sssS eXkTXff

−
−== 1, 0 . On obtient alors les deux équations suivantes 

    ( ) ( ) ( )






−=

=

+++− sa XTTKTKT
ss

ss

eXkf

Xf

*1
0

001

,

 

S
X

S
f

1 2 3 4

5

5
C

4
C

3
C

2
C

4
A3

B

 

Ici, l’influence du temps de passage est mise en évidence par la pente lit de la 

droite passant par l’origine. On a un ou trois points de fonctionnement, 

exceptionnellement deux, Les points Ai correspondent à un taux de réaction très 

faible, On a intérêt à obtenir XS le plus grand possible avec un temps de passage 

 assez faible. L’amorçage de la réaction peut se taire en diminuant le débit 

(donc1/ ) ou en augmentant la température de l’échangeur. Il est important de 

connaître la stabilité des points de fonctionnement. 
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Pour cela on étudie l’évolution dans le temps des écarts au régime stationnaire : 

 
( ) ( ) ( ) ssss TTTxXXXx −=−−= 21 ,1  

On obtient : 

( ) ( )( ) 
( ) ( )( ) 22214232

2221111

111

111

xxaexpxaxaddx

,xxaexpxaxddx

+−−−−=

+−−−−=




   

avec : 

( ) .TaX*Ta,Ka

,TTa,eka,t

ss

sa

TT sa

143

201

11 −=+=

===
−

   

 

Après linéarisation des seconds membres on obtient : 

 

( )

( ) .xaaaxaddx

,xaaxaddx

2342142

221111 1

−+−=

++−=




   

 

L’équation caractéristique du système est : 

 

02 =+− PS     

avec : 

( )

( ) 4231

4231

1

1

aaaaP

aaaaS

−+=

−++−=
   

 

Les racines sont réelles et distinctes si : 

 

( ) ( ) 0121
2

4

2

23142

2

31 +−−+−+= aaaaaaaa    

 

Elles sont imaginaires conjuguées lorsque 0  et on obtient une racine 

double lorsque 0= .  

 

1er cas : racines réelles ( 0 ) non nulles. 

Il y a stabilité ( 0,0 21   ) à condition que P soit positif et que S soit 

négatif. Tout écart de faible amplitude, par rapport au point de fonctionnement 

stationnaire tend à se résorber suivant une loi exponentielle. Si l’une des racines 

seulement est négative ou si les deux racines sont positives, il y a instabilité. 

 

2ème cas : racines imaginaires conjuguées ( 0 ) 

On a alors dans tous les cas P> O. La partie réelle de chaque racine   est égale 

à S/2. La stabilité sera donc assurée si S < 0 et la solution sera alors oscillatoire 

amortie. Si S est positif il y a instabilité. Si S est nul, la solution est oscillatoire 

non amortie. 
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3ème cas : racine double ( 0= ) 

La solution est stable si S < 0. 

 

4ème cas : une racine nulle (P =0) 

Il y a stabilité asymptotique. L’écart tend à se stabiliser vers une valeur non 

nulle lorsque → . 

 

En résumé, la stabilité du système linéarisé n’est assurée que pour P > 0 et S 

<0. 

L’une de ces conditions peut être représentée graphiquement. En effet, dans le 

plan ( )ss XT , , soit p1 la pente de la courbe  ( )sasa TTTT
S ekekX

_
0

_
0 1  +=  et p2 

celle de la droite ( ) ( ) **1 0 TTKTTTKX ssS +−+= . On obtient par 

dérivation : 

( )  ( ) ( ) 3131423121 1111 aaPaaaaaapp +=+−+=−  

Ainsi, P sera positif si la pente de la droite est plus élevée que celle de la 

courbe et P sera négatif dans le cas contraire. On trouve donc une condition 

suffisante d’instabilité avec p2 < p1 

SX

ST

A

B

 
ce qui ne se produit qu’entre les points A et B. L’arc de courbe AB est donc une 

zone de régimes stationnaires instables pour les petites perturbations. 

 

Seule étude des équations non linéaires : 

( )

( )T,XGdtdT

T,XFdtdX

=

=




   

peut décrire complètement le comportement instationnaire du réacteur et fournir 

la réponse à des perturbations de grande taille (figure 5.8). 

En suivant Admundsen et Bilous, on peut se rendre compte de l’évolution en 

effectuant une représentation dans le plan ( )XT , divisé en régions d’après les 

signes de ( )T,XF et ( )T,XG . 

La figure montre qualitativement ce qui se passe en présence d’une seule 

solution stationnaire. 
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T

X

0=G 0=F

S
0

0





G

F

0

0





G

F

A

 
Le parcours AS indique une stabilité oscillatoire du point stationnaire. Dans le 

cas de trois points de fonctionnement on obtient une ligne de séparation xy 

 

T

X

0=F

2S

1S

3S

y

x0=G

0F

0G

0G

0F

 
 

Ces figures sont obtenues pour une réaction réversible BA , cas légèrement 

différent du précédent. 

Avec la réaction irréversible BA→ , Aris et Admundson ont obtenu 

numériquement les solutions en présence de trois points stationnaires (voir 

figure). 
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On constate que si le point de démarrage se situe à gauche de la ligne de 

séparation xy, il y a stabilisation du fonctionnement sur le point stationnaire S1. 

Si l’on veut obtenir le point stationnaire stable S3, qui est le seul intéressant, il 

faudra, comme nous l’avons déjà dit plus haut, préchauffer par exemple le 

réacteur. 

 

Deux problèmes se posent à propos de ce type de réacteur 

- le temps nécessaire pour atteindre un état stationnaire stable, 

- l’existence de points stationnaires instables. 

 

Leur solution peut être trouvée par un contrôle du réacteur permettant 

d’accélérer la marche vers l’état stationnaire ou de stabiliser un fonctionnement 

naturellement instable. 

On peut par exemple ajuster le débit du fluide de refroidissement extérieur 

en fonction de la température de sortie du réacteur. Cela permet d’agir sur le 

coefficient d’échange K qui devient K + m. 

 

Les conditions de stabilité du système linéarisé deviennent donc : 

 

( )( ) 01

01

4231

4231

−++

−+++

aamaa

,aamaa
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On constate qu’en faisant m suffisamment grand, il sera toujours possible de 

stabiliser le point de fonctionnement. 

Cependant un tel contrôle est difficile à réaliser pratiquement. On peut aussi 

obtenir une stabilisation, mais seulement dans certaines situations, en utilisant 

un signal de concentration au lieu de la température du réacteur. Le flux 

thermique avec l’échangeur devient alors une fonction Q (T, X). 

La linéarisation nous donne alors : 

( )

( ) ( ) 2342142

221111 1

xaaaxaddx

,xaaxaddx

−++−=

++−=




  

où   caractérise l’influence de la concentration sur Q , supposée linéaire. Les 

conditions de stabilité deviennent : 

( ) 01

01

2131

4231

−+

−++

aaaa

,aaaa

     

On voit que le contrôle n’agit que sur la deuxième condition, c’est à dire sur P.  

On ne pourra stabiliser que des points pour lesquels la première condition est 

vérifiée. 

Les figures suivantes montrent les résultats, obtenus numériquement pour 

le système non linéarisé, avec des valeurs croissantes de µ pour le dernier 

réacteur cité. On observe la stabilisation de S2 et, pour des valeurs intermédiaires 

de µ, l’apparition de cycles limites. 
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Figure : Stabilisation du point de fonctionnement S2 et évolution du cycle limite 

pour des valeurs croissantes du paramètre de contrôle µ (d’après R. Aris). 
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3. Distribution des temps de séjour 

Dans le cas de réacteurs réels on peut avoir recours à l’équation de bilan 

probabiliste du chapitre 3. Pour un réacteur de volume V constant, de débits 

volume d’entrée et de sortie eq  et sq , cette équation devient : 

 

( ) =



+

−
+





i

i

i

eess Gw
qq

t






V


 

où  est la fonction de distribution de l’espace des phases : 

( )tx ,,


=  

Les moyennes  , e  et s  étant définies par : 

 

 ===
se A

s

e
A

e

e Adv
q

Adv
q

d








1

,
11

V,
V V

 

Ae et As étant les sections d’entrée et de sortie du réacteur.  

Divers modèles ont été élaborés à partir d’un choix de paramètres i et de la 

donnée des wi correspondants ainsi que de la production moyenne G . 

Sur le plan expérimental, on a recours aux notions d’âge et de temps de 

séjour des molécules dans le réacteur. Pour cela on néglige l’action des réactions 

chimiques sur l’écoulement et on utilise un fluide neutre pour caractériser celui-

ci. On définit ainsi la distribution des âges  telle que I() d soit la fraction des 

molécules dans le réacteur dont l’âge est compris entre  et + d. La 

distribution des temps de séjour tS, soit E(tS), est telle que E(tS)dtS représente la 

fraction du débit de sortie des molécules ayant séjourné dans le réacteur durant 

un temps compris entre tS et tS + d tS. 

La distribution des temps de séjour peut être déterminée expérimentalement 

à l’aide d’un traceur dont on mesurera la concentration ou le débit dans la 

section de sorte As, Si une impulsion de traceur (en pic de Dirac) est introduite à 

l’instant t =0 dans la section d’entrée, C ( ss tx ,


) étant la concentration de traceur 

dans le plan de sortie, on aura : 

( )
( ) ( )

( ) ( ) 




=



=

0
,,

,,

s s

s

t
s

A
ssss

A
ssss

s

dtAdtxvtxC

AdtxvtxC
tE 



  

 

Le temps de passage t est égal au temps de séjour moyen : 

( )


==
0

ssss dttEtt  
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Donnons trois exemples dans le cas de réacteurs bien déterminés. 

. Réacteur homogène à mélange parfait en régime stationnaire : 

En absence de réaction, on a : 

    


CC

dt

dC e −
=  

pour t > 0,  étant le temps de passage égal à qV . Compte tenu que Ce = Ce 

(t) la solution devient : 

    teCC −= 0
 

On a donc : 

     t

A

t

A
eqCdAveCdAvC

ss

−− ==  
00

 

De sorte que : 

    ( ) 






s

s

s

t

s

t

t

s e
dte

e
tE

−


−

−

==



1

0

 

. Réacteur piston : 

C’est un réacteur tubulaire dans lequel l’écoulement s’effectue par 

tranches planes dans lesquelles les paramètres sont uniformes. Une injection 

impulsion de colorant à l’entrée, en l’absence de diffusion, donnera le même 

signal dans la section de sortie, au bout du temps de passage , si bien que : 

    E(tS)= (ts-t) 

. Ecoulement de Poiseuille. Le profil des vitesses est donné par : 

    ( ) ( )
2

,
4

22 D
RrR

µ

p
ru =−




=


 

Le temps de séjour est donc fonction de r : 

    
( ) ( ) 






=

−


=


=

µ

p
a

rRaru
tS

4
,

22
 

Le débit entre tS et tS + dts est : 

    u (r) 2 a r (R2-r2) dr 

et le débit total devient par intégration entre 0 et R : 

     2 a R4/4 

Ainsi : 

   ( )
( ) ( )

4

22

4

4

4/ R

drrrR

Ra

drrru
dttE SS

−
==  

Comme : 

   
( )

 Rr
rR

drr

a
td S ,0,

2
222


−


=
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On trouve donc : 

    

( )

( ) 







=









=

2
,0,0

,
2

,
1

2 3

2





SS

S

S

S

ttE

t
t

tE

 

avec : 

    
2

2

Ra
tS


==  

Les solutions de ces trois exemples sont représentées sur la figure : 

 

 
La plupart du temps, la distribution des temps de séjour d’un réacteur réel a 

plutôt l’allure ci-dessous : 

 

 
 

La distribution des âges et celle des temps de séjour peuvent être reliées entre 

elles au moyen de l’équation de bilan de population. L’âge  caractérise alors 

une particule de fluide, de sorte que = et w = d/dt = 1 en écoulement 

stationnaire. On a alors : 
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    0,0 =



+ 




 S

V

q
 

Mais la distribution des âges est égale à 
N

1
où 



=
0

 dN  et celle des temps de 

séjour est donnée par 
S

N


1
. 

En posant SqV=  et pour un fluide incompressible on obtient donc : 

    
( ) ( )

0=+






 E

d

Id
. 

Par exemple, avec un mélange parfait, on trouve : 

     ( ) ( ) 






−

== eEI
1

 

Dans le cas général : 

     ( ) ( )−=
t

SS dttEtI
0

1  

L’interprétation de cette relation est aisée si Ion imagine une injection de 

colorant, dans le fluide incompressible, en échelon unité. Par intégration, on a : 

    ( ) ( ) 


=
t

t
SS

t

dttEdtqdI
0 '0

'V  

où ( )


't
SS dttE  représente la traction du débit de sortie plus vieille que t', donc 

incolore. Il s’agit donc d’un bilan au temps t > 0 : la quantité de fluide coloré 

existant dans le réacteur à l’instant t est égale à la quantité de fluide incolore qui 

en est sortie depuis le début de l’injection (t =0). 

La distribution des temps de séjour caractérise le macromélange, c’est-à-

dire le déplacement des particules de fluide les unes par rapport aux autres.  

Le micromélange est, lui, relatif aux interactions et échanges du contenu 

des agrégats avec leur environnement. Le micromélange dépend fortement de 

l’état de la turbulence à petite échelle. Son étude est donc complexe. Les 

spécialistes du génie chimique ont mis au point des modèles avec une approche 

différente de celle des mécaniciens des fluides.  

Dans leur modèle IEM (Interaction, échange avec la moyenne) par 

exemple, la concentration c d’un agrégat chimique vérifie une équation : 

     ( ) ( )cccch
d

dc
+−=


 

où h est une fréquence d’échange et c  la concentration moyenne : 

     ( ) ( )  dcIc 


=
0

 

 

Le taux de production moyen c  est égal à : 

 

     ( ) ( )   dccIc  


=
0
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On obtient alors une équation intégrodifférentielle : 

    ( ) ( ) ( )ccdcIch
d

dc
+





 −= 




 0

 

qui nécessite, pour être résolue, la connaissance de la densité de probabilité 

initiale de concentration. 

 

4. Onde de déflagration 

Nous étudions ici la propagation unidimensionnelle d’une flamme plane 

de prémélange. Au préalable nous établissons une forme simplifiée des 

équations du bilan de l’écoulement (approximation de Shvab-Zeldovich),  

valable dans le cadre des hypothèses suivantes : 

 

- écoulement stationnaire dans un référentiel convenablement choisi, 

- absence de diffusion thermique DT = 0, 

- forces extérieures négligeables, 

- viscosité négligeable, 

- pression statique constante en première approximation, 

- loi de Fourier pour la conduction thermique. 

- loi de Fick pour la diffusion avec un coefficient de diffusion unique pour 

toutes les espèces, 

- nombre de Lewis voisin de l’unité, 

- une seule réaction chimique, 

- mélange des gaz parfaits. 

 

La conservation de la masse s’écrit : 

( ) 0= v


    

Le bilan des espèces chimiques est donné par : 

( ) N,,j,W jjj 
1== v   

Compte tenu que :  
jjjW M= et en posant : 

jjjj Y M = , on obtient :  

( )  


=− jj Dv   
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Le bilan de l’énergie s’écrit : 

 
( ) vqv


−=+ pe  

  

Compte tenu des hypothèses on obtient : 

 

( ) 0=− Th jjj  v


  

On a : 

( ) +=
T

T
j,pjfj dTcqh

0

0 , 

si bien que : 

( )( ) 0
0

0 =




 −+  TdTcq

T

T
j,pjj

j
jfjj


 vv   

ou encore : 

( )

0
00

0

=












−−+















  



TdTcYdTcY

q

j

T

T
j,pj

j

T

T
j,pj

j
jfjj









D

M

v

 

En remarquant que : 

 

( ) Hq
jfjj −=0M  enthalpie de la réaction   

et en posant : 

 

HdTcY
j

T

T
j,pjT =   0

    

on obtient : 

 
=













−−   HTHdTcY

j

T

T
j,pjT 0

Dv   

 

Par dérivation de T  on a : 

 

f,p

T

T
j,p

j

jT cHdTcYHT 












−=  0


   

avec :    =
j

pjjf,p cYc    

Finalement : 

( )  
=













−−−  

j

T

T
j,pjf,pTT HdTcYLec

0
1Dv   

L’hypothèse : 
1= f,pcDLe    
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conduit à l’équation finale :  

( )  
=− Tf,pT cv   

dont la forme est identique à celle du bilan des espèces. Les N + 1 équations 

ainsi obtenues peuvent donc être remplacés par N équations sans seconds 

membres vérifiées par les différences ( )ji  − ou ( )Tj  − . Il reste donc une seule 

équation ayant pour second membre   , la plus difficile à résoudre étant donné le 

caractère non linéaire de cette fonction des Tj  et . 

Abordons maintenant, dans le cadre de cette approximation, la flamme de 

déflagration plane en nous plaçant dans un référentiel lié à cette onde. Tous les 

paramètres dépendent d’une seule variable x. Il s’agit d’un réacteur tubulaire 

alimenté en gaz frais de telle manière que la flamme soit fixe, ou encore d’un 

mélange frais dans lequel une flamme progresse à partir d'une extrémité ouverte 

où a été effectué l’allumage. Notons que le régime de déflagration (p  Cte) n’est 

pas le seul possible et que peuvent se produire sous certaines conditions des 

ondes de détonation, très rapides, se présentant comme des surfaces de 

discontinuité qui ont des analogies avec les ondes de choc. 

 

Notons mv = le débit unitaire 

et g la valeur commune des coefficients de transfert 

gcpf == D  

On introduit la variable de position  telle que 

    gdxmd =  

Envisageons la réaction chimique d’ordre 2 : 

    PBA →+  

et admettons, pour simplifier, qu’avant la réaction, une mole de A est associée à 

une mole de B 

    100 −== BA     en ( )−== x0  

Les équations sont alors les suivantes : 
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( ) BAa

s

T

j

TTexpTB

mgdd

mgdd







−=

−=

−=

2

2222

2222







 

 

Eliminons   entre les équations en ( )BA ,  on obtient une relation linéaire 

donnant ( )BA  −  

en fonction de  . Si l’on admet que la solution est bornée en ( )+=+= x , il 

en résulte que 

     −== BA
 

Eliminons   entre l’équation de 
A (ou 

B ) et celle de l'énergie, on trouve : 

    ( ) 022 =+  dd T
 

et une nouvelle relation linéaire est obtenue : 

    baT +=+   

On a :  

   1010 ==== b,, T  

 ddadd,, T==== 00  

En =  , les réactions sont terminées et la variation de T ne peut 

provenir que des échanges avec l’extérieur, a étant le degré d'adiabaticité du 

réacteur.  

Etudions le cas du réacteur adiabatique a = 0, on trouve donc : 

   1=+ T  

Il reste à résoudre une équation différentielle : 

   ( )22

22

2
2 1 T

TTsT aeTB
m

g

d

d





 −−=

−


 

Soit Tad la température de fin de combustion adiabatique : 

    ( )+=
j

pjfjjad cqTT 0
0 M  

on a approximativement : 

    ( ) ( )00 TTTT adT −−=  
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en prenant une loi du type gaz parfait pour p 

    TRpM=  

on obtient : 

    ( )T
T

d

d





 −=

2

2
2  

avec : 

( )
( ) ( )

















−+
−









−+

−
=

=

Tad

a

Tad

T
T

s

TTT

T
exp

TTT

CteRmTpBg






00

2

00

2222

1

M

 

L’intégration de cette équation différentielle présente quelques difficultés 

sur le plan numérique. On obtient une solution convenable dans le cas d’une 

zone de réaction mince qui se produit en =1 et a pour épaisseur 2. On a alors 

en première approximation au voisinage de =1 : 

  
2

2

2

2
2










d

d

d

d TT   

et, en multipliant par ( )  ddd T  les deux membres : 

   ( )−






















+

−

1

0

1

1

2

2

1
TT

T d
d

d









 

  apparaît comme une valeur propre du problème dont la valeur fournit le débit 

m du régime permanent.  

Aux bornes en 01 ==+=  dd,TT: Tad
 et en 11 =−=  dd: T

 on a 

(on se trouve, pour  − 1 , dans une zone non réactive avec Ctedd T = . La 

constante est égale à 1 puisque 0=T en 0= et 1=T  en 1= ). 

Ainsi : 

    ( )
1

1

0
2

−






=  TT d  

L’intégrale se calcule au moyen d’approximations. En prenant pour ( )T une 

expression de la forme ( ) 11
1

−−
−

p

T

n

T  , si bien que :  

( ) ( ) ( ) ( )pnpnd TT +=
1

0
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Cette approximation, valable pour 
ada TT 6 a été faite par Rosen. La théorie 

s'applique en particulier à étude des flammes laminaires. On peut faire un 

développement similaire, en coordonnées sphériques, pour étudier la combustion 

d'une goutte.  
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CHAPITRE 8 : COUCHE LIMITE ET COUCHES FLUIDES 

 

 

 

La présence d’obstacles ou de parois est source de phénomènes de 

transfert de quantité de mouvement, de chaleur ou de masse, qui entrent en jeu 

en même temps que la convection du fluide. 

Les processus en question se développent parfois dans une couche, de 

faible épaisseur devant les dimensions caractéristiques de l’obstacle, appelée 

couche limite. Celle-ci peut être de nature laminaire ou turbulente. D’autre part, 

chaque processus de transfert peut mettre en évidence une épaisseur particulière 

distincte. Des réactions chimiques peuvent avoir lieu, en phase fluide (flamme 

par exemple) ou à la paroi (réactions hétérogènes). 

Dans les deux premiers paragraphes nous étudierons des écoulements 

laminaires, instationnaires ou permanents, pour lesquels existent des solutions 

exactes aux équations de bilan. Puis nous traiterons, dans les paragraphes 

suivants, de cas où des approximations sont nécessaires. Enfin, nous 

envisagerons la couche limite turbulente, notamment â laide de l’analyse 

dimensionnelle. 

Dans certaines situations, on peut admettre que la présence de diffusion 

ou de réactions chimiques ne perturbe pas l’écoulement visqueux, qui peut donc 

être déterminé au préalable sans en tenir compte. Cela n’est plus possible dans le 

problème d’Emmons, par exemple, ou un fort couplage existe par 

l’intermédiaire d'une paroi sublimable. 

Enfin, nous ne ferons qu’aborder le problème de la transition de 

l’écoulement laminaire vers l’écoulement turbulent. 

 

1. Couches limites instationnaires  

1.1 Couche limite visqueuse en écoulement laminaire de fluide 

incompressible 

L’équation de la quantité de mouvement : 

   
=

=+
N

j

jj fPdiv
dt

vd

1
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devient, dans le cas d’un fluide incompressible non pesant, â coefficient de 

viscosité constant  

    vµpgrad
dt

vd 


=+  

Etudions le cas d’un écoulement plan à trajectoire rectilignes et parallèles 

suivant la direction Ox. Le bilan de masse montre que dans ce cas, la seule 

composante non nulle de la vitesse n’est fonction que de y et t : 

 

    u=u(y,t), v=w=0 

 

L’équation de la quantité de mouvement donne alors : 

    

0

,
1

2

2

=




=



=




+





y

p

µ
y

u

x

p

t

u



 

II s’en suit que : 

    ( )tC
x

p

y

u

t

u
'

1
2

2

=



−=




−






  

où C(t) est une fonction arbitraire du temps : 

    C'(t)= dC /dt 

On obtient : 

    p=- [C'(t) x+D(t)] 

et, en posant U (y, t) = u (y, t) - C(t) 

    0
2

2

=



−





y

U

t

U
  

Limitons-nous la recherche de solutions auto semblables. On écrit alors : 

    ( ) fUty == ,  

L’équation aux dérivées partielles en U devient donc :  

    ( ) ( ) 0"2' =+  ff  

L’intégration de cette équation différentielle donne :  

    ( ) B
t

y
erfAf +














=




4
 

où A et B sont des constantes. Le champ des vitesses est donc : 

  ( ) ( ) ( ) ( )tCBtEtE
t

y
erfAtyU +=+














= ,

4
,
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Cette classe de solutions permet de traiter le cas d’un écoulement initialement au 

repos dans le demi-plan y > O au-dessus d’une plaque plane infinie placée en y 

= 0 et mise en mouvement suivant Ox avec une vitesse V constante à partir de 

l’instant t = 0. 

Les conditions aux limites :  

    
( )
( ) 0,,0

,0,

=

=

tVtu

ttu
 

conduisent immédiatement à la solution : 

    ( )



























−=

t

y
erfVtyu

4
1,  

La vitesse u n’a de valeur significative que dans une couche d’épaisseur , avec : 

 ( )tO  =  

Plus exactement, en fixant la limite de la couche à  = 0= O (1), on constate 

que : 

- l’épaisseur de la couche limite croît en t  avec le temps, 

- dès que t > 0, la perturbation due au mouvement de la plaque existe dans 

tout le demi-plan y > 0. La propagation est donc instantanée. En fait il y a 

propagation non instantanée, mais ce modèle de fluide incompressible ne permet 

pas d’en tenir compte. 

- lorsque l’on fait tendre y vers zéro à y > 0 et t > 0 donnés, la vitesse u 

tend à s’annuler mais la vitesse du fluide reste non nulle et égale à V en y = 0. 

Alors qu’avec un fluide parfait, on aurait trouvé u = 0 pour y > 0,  t. Cette 

contradiction révèle un comportement singulier, caractéristique de la couche 

limite. 

 
 

1.2 Couches limites thermique, de diffusion 
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On a observé le même phénomène en présence de conduction thermique 

dans un milieu au repos (chapitre 4). Il s’agissait alors d’une couche limite 

   thermique d’épaisseur tkT 02 = . De 

même, un phénomène de diffusion d’un corps A dans un corps B avec une loi de 

Fick fournira une épaisseur de couche limite : tC D02 = . 

On peut imaginer une paroi poreuse plane normale à Ox au point O. La partie x 

< O comporte un liquide A de concentration YA= 1 que l'on maintient au cours 

du temps grâce à une  alimentation adéquate. Le corps A diffuse dans la partie x 

> 0 au repos de telle manière que YA (0, t) = 1 et YA ( , t) = 0. La solution 

obtenue est alors, pour x > 0 :  













−=

t

y
erfYA

D4
1 .

    
2. Ecoulements stationnaires d'un fluide visqueux incompressible entre deux 

cylindres coaxiaux  

2.1 Ecoulement laminaire 

Deux cylindres coaxiaux de rayons respectifs R1 et R2, R2> R1, sont 

animés de vitesses angulaires de rotation 1 et 2,  12   . Entre les deux 

cylindres, de longueur infinie (les résultats restent valables pour les cylindres 

simplement longs devant R2 et à distance suffisante des extrémités)  

se trouve un fluide visqueux incompressible. On admet que vz est nul et on 

recherche des solutions donnant une vitesse radiale vr nulle également. On 

suppose que µ=Cte. L’équation de continuité montre alors que la vitesse 

tangentielle vθ est fonction du rayon vecteur r seul.  

L’équation de la quantité de mouvement donne les relations :  
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avec les conditions aux limites :  

   r=R1, vθ=1 R1; r=R2, vθ=2 R2 

Nous admettrons de plus que 0= p . 

La seconde équation s’écrit : 

   0
11

2

2

=















=−
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vr

rrr

v

r

v
r

rr

  

La solution est de la forme  

   
r

B
rAv +==  

Les constantes d’intégration A et B se calculent à partir des conditions aux 

limites.  

On obtient finalement : 

    
( )

rRR

RR
r

RR

RR
v

1
2

1

2

2

21

2

2

2

1

2

1

2

2

2

11

2

22

−

−
+

−

−
=


  

Le profil de vitesse obtenu ne dépend pas du coefficient de viscosité, ce 

qui était prévisible puisque l’équation vérifiée par vθ est simplement vθ = 0. Il y 

a analogie avec le problème de la conduction thermique stationnaire qui donne 

T = 0 et ne fait pas intervenir la conductivité thermique . 

Il n’y a donc pas de couche limite visqueuse laminaire que l’on puisse 

définir directement à partir du profil des vitesses et de µ. 

Le calcul de la tension de cisaillement donne :  

    
( )

2

2

1

2

1

2

2

21

2

22
r

R

RR

R
µr

−

−
=


   

c’est-à-dire que 
 r
 décroît en 1/r2 de r = R1 à r = R2. Le cisaillement est donc 

maximum à la paroi du cylindre intérieur. Le vecteur rotation est constant et égal 

en module à : 

    2

1

2

2

2

11

2

22

RR

RR

−

−
=


  

L’écoulement est irrotationnel si : 

    
2

11

2

22 RR  =  
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Un tel système permet la mesure du coefficient de viscosité µ à température 

donnée. Il suffit en effet de connaître le couple nécessaire à la rotation de l’un 

des cylindres et d’appliquer la formule donnant  r . Si C1 est le couple exercé 

sur le cylindre de rayon R1 et de hauteur h, on obtient, en négligeant les effets de 

bords (R1 < R2 <<h) :  

     2

2

2

1

2

1

2

2
1

4 RRh

RR
Cµ



−
=  

 

2.2 Soufflage et aspiration aux parois 

Le problème précédent admet également une solution exacte en présence 

de soufflage ou d’aspiration uniformes aux parois. On suppose toujours p = p(x), 

vθ= vθ(r) et vz=0 mais cette fois vr = vr(r).  

L’équation de continuité : 

   ( ) ( ) ( ) 0
11

=



+




+




+




zr v

z
v

r
vr

rrt






  

donne ici : r vr= Q, où Q/2 h est le débit volume pour une hauteur h de cylindre 

poreux.  

 

Les équations de la quantité de mouvement s’écrivent : 
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Compte tenu des expressions en coordonnées cylindriques 
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 et en fonction des hypothèses, on obtient : 
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La première équation de la quantité de mouvement fournit p(r) 

connaissant vr et vθ. La seconde, compte tenu de la conservation du débit, nous 

donne : 
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ou encore : 
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La solution est de la forme : 
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Les conditions aux limites indiquant que la vitesse vθ est égale à R11 sur 

le cylindre intérieur et à R22 sur le cylindre extérieur fournissent la solution (on 

pose Q/ =) : 
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On remarque que, en présence d’un soufflage ( > 0) ou d’une aspiration 

( <0), la solution dépend cette fois du coefficient de viscosité par 

l’intermédiaire du coefficient   

    


 rvrQ
==  

qui n’est autre qu’un nombre de Reynolds associé au mouvement radial. 

Le vecteur rotation de l’écoulement, dirigé suivant Oz, a pour composante 

suivant cet axe : 

( ) 2,
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on a donc, quel que soit α : 

     
( )
( )
















=

11 R

r

R

r
 

La figure suivante donne l’évolution de (r)/(R1) pour différentes valeurs de 

x. 

 
Pour  > 0, l’écoulement devient de plus en plus rotationnel lorsque r 

augmente de R1 à R2. C’est le cas du soufflage. 

 

Pour <0, c’est le contraire. L’aspiration tend à limiter la zone 

rotationnelle au voisinage du cylindre intérieur. 

 

La structure en couche limite apparaît lorsque   est grand c’est-à-dire 

lorsque le nombre de Reynolds est grand. 

 

Dans le cas de l’aspiration par exemple, on pourra définir une épaisseur 

de couche limite au voisinage du cylindre intérieur en écrivant : 

     
11

1
RR

r 
+=  

et : 

     

 

11R

v
 

 

L’injection uniforme d’une espèce A à travers la paroi du cylindre 

extérieur accompagnée de la réaction : 
    BA→  

et de l’aspiration du mélange par le cylindre intérieur est décrite par l’équation : 
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Le profil des concentrations ne dépend donc pas du mouvement de 

rotation des cylindres, mais seulement du débit d’injection Q. Le résultat serait 

le même avec des cylindres immobiles. 

 

2.3 Notions sur l’instabilité de Taylor 

En l’absence d’aspiration et de soufflage, la solution du paragraphe 2.1 

donne : 

    

r

B
Arv

vv zr

+=

==



0

 

C’est la seule solution possible donnant ( )rvv


=  . 

Elle est stable tant que la quantité B est petite. 

Pour une valeur suffisamment importante de B  apparaît l’instabilité de Taylor 

qui fait naître une nouvelle solution en rouleaux parallèles. Ces tourbillons de  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

de vitesse par rapport à l’écoulement de Couette : 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zrwvzrvrvvzruvzrprpp zr ,,,,,,, =+==+=   

Les équations du régime stationnaire deviennent après linéarisation : 
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Taylor correspondant à une solution ( ),, zrvv


=  ou 

( )zrvv ,


=   deviennent à leur tour instables lorsque 

l’on augmente encore B par augmentation de la 

vitesse relative de rotation des cylindres. On obtient 

alors des tourbillons ondulants correspondant à un 

régime périodique en fonction du temps. 

L’étude de ces instabilités est complexe. L’on peut 

envisager des solutions stationnaires à symétrie 
axiale aux équations linéarisées en u, v, w, ces 
quantités étant définies comme des perturbations 
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avec: 
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Par élimination de w et de p, on trouve : 
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On peut alors résoudre en écrivant pour chaque composante de Fourier : 
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On obtient pour les rayons R1 et R2 voisins : 
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L'élimination de u fournit alors l'équation différentielle linéaire à coefficients 

constants : 

    ( ) 0ˆ
4

ˆ
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+− v

RR

B
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A
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avec : ( ) v
dr

vd
vL ˆ

ˆ
ˆ 2

2

2

−=  

La quantité ( )rv̂  est nulle en r=R1 et r=R2 de sorte que, si : 

     ( )barVv += sinˆ  

on a : 
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,
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RR

n
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On obtient donc : 
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Le dernier terme de cette expression est négatif si 2 R2+1 R1 et 2 R2
2+1 R1

2 

sont de signes contraires, donc si 

    
1

2

2

1

R

R
−




 ou si 

2

1

2

2

2

1

R

R





 

L'équation précédente a des solutions dans ce cas seulement. 
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En première approximation (R2~R1) : 
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La plus faible valeur de 21  − pour laquelle une solution de ce type existe est 

donc fournie par le minimum de l'expression : 
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Ce minimum s'obtient pour n=1 et pour : 

    
( )2

12

2
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2 RR −
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Et fournit la condition d'instabilité : 
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qui correspond à : 
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1
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−

R
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Pour des valeurs du rapport  21

2

1 −R , analogue à un nombre de Reynolds, 

supérieures à la valeur critique peuvent apparaître d’autres instabilités comme 

les tourbillons ondulants. Ces derniers ne présentent plus la symétrie axiale et le 

champ des vitesses, ainsi que celui des pressions, dépendent cette fois de r, θ, z, 

t. La figure suivante donne, dans le plan (


 2

11R , 


 2

22 R
) les limites de stabilité 

déduites de la théorie linéarisée ainsi que des points expérimentaux. 

 

 
 

Résultats théoriques et expérimentaux ( ) d'après D. D. Joseph 



 152 

Nous limiterons à ce résultat l’étude des écoulements entre deux cylindres 

coaxiaux en rotation. Différents auteurs ont traité également le cas d’un 

écoulement axial entre de tels cylindres. En présence d’un débit radial on peut 

prévoir également l’existence d’instabilités donnant naissance à des tourbillons. 

Contrairement au cas de l’écoulement de Poiseuille étudié en 2.2, au-delà du 

seuil de stabilité, le mouvement de rotation différenciée influe ici sur les 

processus chimiques. 

Dans les paragraphes suivants, des approximations sont nécessaires pour 

déterminer le mouvement avec ou sans réactions chimiques au voisinage de 

parois. Nous n’étudierons plus l’apparition des instabilités et nous nous 

limiterons au calcul de la couche limite laminaire, ou alors nettement turbulente.  

Notons qu’en ce qui concerne les régimes turbulents au voisinage d’une 

plaque plane, certains résultats ont été donnés au chapitre 6. 

 

3. Couche limite laminaire incompressible stationnaire au-dessus d’une plaque 

plane  

3.1. Etablissement du système d’équations 

Les équations de l'écoulement sont les suivantes 

    
vµpvv

v





=+

=

gradgrad

div



0
 

Envisageons un écoulement plan, de vitesse
U , à l’infini amont, évoluant 

au-dessus d’une plaque plane semi-infinie d’équation y = 0 pour x > 0. 

tt = U00 

 
On admet la présence d'une couche limite d’épaisseur (x) (c’est un fait 

d’expérience) et l’on étudie ce qui se passe à l’intérieur de cette couche limite, 

donc pour y = O[ (x)]. A l’extérieur de la couche limite : 

    
( )

0,, ===→  wvUu
x

y


 

Ce problème n’admet pas de solutions par lignes parallèles à Ox. Admettons que 

dans la couche limite, on ait 

    1
xu

v 
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-nous verrons plus loin ce qu’implique cette hypothèse quant aux valeurs du 

nombre de Reynolds et supposons que les dérivées première et seconde des 

paramètres soient de l’ordre de grandeur des rapports des valeurs concernées.  

Ainsi : 

   .,,
22

2

etc


p

y

p

x

u

x

u










 

Ces hypothèses permettent de négliger les termes en 
2

2

x


devant ceux en 

2

2

y


.  

Les équations deviennent donc : 
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Le terme






p

y

p




1
 est, d’après la dernière équation, d’ordre

x

u

x
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+

2

2

, donc 









+













2

2

2
1







u
u

xx

p
 est très inférieur aux autres termes de la seconde équation. 

Les hypothèses faites amènent donc à négliger le gradient de pression ce qui 

nous conduit au système simplifié 

    

2

2

0

y

u

y

u
v

x

u
u

y

v

x

u
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+





=
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Remarque : On établit plus rigoureusement ces équations par la méthode des 

développements asymptotiques. Rapportons x et y à une longueur de référence 

L. Les coordonnées sont donc sans dimension. Prenons comme petit paramètre  

l’inverse du nombre de Reynolds : 

    1Re

1

1 







==

−
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LU

 

on aura : 

  

( ) ( )  ( )

( ) ( ) ( )  ( )( )

( ) ( ) 

( )
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y
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UOvvUu
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=
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où les fonctions de  :  di(), (), d() sont inconnues. On impose cependant la 

condition : 

     
( )
( )

0lim
1

0
=









−
→ 




i

i  

 

Les quantités ui, vi, pi et leurs dérivées ainsi que x et Y sont supposées O(1). Pour 

→Y (ou y>> ) on a 
→ Uu , donc nous prendrons : 

 

( ) 11 =  

 

L’équation de continuité devient : 

    ( )
( )
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( ) 02
1

2
1 =
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d
O

x

u
 

On obtient une équation non triviale du premier ordre à condition de poser : 

     ( ) ( ) d=  

Ainsi : 
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Les équations de la quantité de mouvement nous donnent : 
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v
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Les équations au premier ordre dépendent du choix de la fonction d( ) qui 

caractérise l'échelle d'observation en y. 
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- Pour ( ) ( ) ( )1,1,11 OyOx ===  
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On retrouve le fluide parfait. Ce système est valable à l'extérieur de la 

couche limite lorsque y et x sont du même ordre de grandeur. On sait que la 

solution est : 
    1,0,1 111 === pvu  

ou 
    

 === ppvUu ,0,  

- pour d() =1/2, on a y=O(1/2), x=O(1), on a 
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La dernière équation nous monte que : 

     ( )xpp
Y

p
11

1 ,0 ==



 

Or, pour y = O(1) c’est-à-dire →Y   on sait que 
= pp , donc p1(x) = Cte= 1. 

Le système se réduit donc à : 
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Ces équations sont celles de la couche limite obtenues précédemment et 

épaisseur de celte couche limite est 

     ( )


===
U

L
LdL


 21  

Comme x est supposé d’ordre 1, cela signifie que la longueur dimensionnelle x 

correspondante est d’ordre L. Il s’en suit que l’épaisseur de la couche limite 

varie en réalité comme : 

     


=
U

x
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L'hypothèse /x<< 1 se traduit donc par : 

     121 =


xe
U

x
R

  ou Rex>>1 

et n’est valable que pour des nombres de Reynolds assez grands. 

 

3.2. Solutions auto-semblables  

On a : 
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Les solutions auto-semblables seront telles que 

     
2

2

y

u

x

u 
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On voit apparaître le groupement : 

     
x

U
y


 =  

On retrouve l’épaisseur de couche limite stationnaire 

     


=
U

x
  

Cherchons une solution du type : 

     u=u() 

L'équation de continuité permet d’introduire la fonction de courant  telle que 

     
x

v
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u



−=




=


,  

Ainsi : ( )


u
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. En prenant comme nouvelles variables x et  on obtient  

( ) ,x= et : 
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ou encore, par intégration 

    ( ) ( )xCdu
U

x
+= 






   



 157 

 

Posons ( ) ( ) 'fUu = , où ( )'f est la dérivée d’une fonction inconnue f () 

définie à une constante près. On trouve : 

     ( ) ( ) ( )xCf
U

x
x +=






 ,  

La composante v de la vitesse devient : 

     ( ) ( )( ) ( )xCff
x

U
v ''

2

1
−−=  


 

La condition à la paroi est : 

     f'(0)=0   et  v=0 

On en déduit : 

     ( ) ( ) ( )( )


fff
x

U
v −+=  '0

2

1
 

et 

     ( ) ( )0
2

1
' f

x

U
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=  

 

La définition de f () permet de choisir la constante f () de façon à faire 

disparaître C(x). II suffit de prendre f (0) = 0. Donc : 
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En reportant dans l’équation de la quantité de mouvement on obtient l’équation 

classique de Blasius : 

 

     2 f"'+f f"=0 

avec : 
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00'0

=

==
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ff
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Usuellement, on choisit plutôt : 

     
x

U
y




2

=  

de sorte que l’équation de Blasius devient : 

 

     f"'+f f"=0 

avec : 
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ff
 

On a aussi : 
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3.3. Soufflage et aspiration à la paroi 

Les solutions précédentes de l’équation de Blasius permettent de décrire 

également le cas d’un soufflage ou d’une aspiration de fluide à travers une 

plaque poreuse. Il s’agit cependant de cas particuliers. En effet, il suffit de 

choisir ( ) 00 f  pour que la composante normale de la vitesse à la paroi ne soit 

plus nulle. 
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Les autres conditions f' (0) =0 (vitesse tangentielle nulle) et f’ (∞) = 1 

restent vraies par ailleurs. Le débit de soufflage sera à la paroi : 

    ( ) ( )0
2

f
x

Uµ
vm

P

−==


   

il s’agira d’un soufflage pour f (0) < 0 et d’une aspiration dans le cas contraire. 

Mais ce résultat est limité aux cas où le débit injecté ou aspiré varie en x-1/2, ce 

qui limite le champ d’application. L’hypothèse de similitude n’est pas vérifiée 

en particulier lors de l’injection uniforme. 

Pour étudier le cas général on peut (Libby et Chen, Sparrow, Quack et 

Boerner) prendre =  x et  comme variables dont dépend la vitesse u : 

    ( ) ( )






== 

f
UfUxu ,',  

en gardant les mêmes notations pour les dérivées successives de f, par rapport à 

 qui deviennent ici des dérivées partielles. 

L’équation de Blasius est alors remplacée par : 
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avec les conditions aux limites 
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En posant : 

    ( )






==

f
G,2 2

1

 

 

on obtient, en négligeant les termes en G  : 

    f"' +f f"=(f' G'-f" G) 

    G"' +f G" +f" G=2(f' G'-f" G) 

avec : 

    f (,0) =-/2, f'(,0) =0, f' (, ∞) =1 

    G (,0) =-1/2, G'(,0) =0, G' (, ∞) =0 

 

Le système est résolu numériquement. C’est le modèle à deux équations. 

Si l’on effectue une nouvelle dérivation, on peut alors introduire une 

nouvelle fonction H et il s’ajoute une équation différentielle supplémentaire 

ainsi que les conditions aux limites correspondantes pour H. 
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On néglige dans ce cas un terme en ( )GfGf
r

"''
2

2

−



 et on doit intégrer un 

système de trois équations différentielles ordinaires. C’est le modèle à trois 

équations. 

Le calcul prouve que les résultats sont de plus en plus précis si l’on 

augmente le nombre d’équations du modèle. On est en effet conduit à négliger 

des termes qui sont de plus en plus petits. Les résultats sont déjà excellents avec 

le modèle à deux ou trois équations. 

 

 

 

Figure : Evolution de f" (x, 0) en fonction de ( 0) dans le cas d'un soufflage 

uniforme à la paroi, ou encore tension de frottement à la paroi en fonction du 

débit unitaire d'injection.
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Notons que, dans le cas d’une aspiration, il existe une solution exacte aux 

équations de la couche limite si l’aspiration est uniforme (Schlichting). Soit vP < 

0, la vitesse d’aspiration uniforme. Supposons que u et y soient indépendants de 

l'abscisse x. On obtient à partir de l’équation de continuité : 

 

     0=



+





y

v

x

u
 

le résultat : 

     v=vP=Cte 

 

L’équation de la quantité de mouvement : 
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u
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u
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devient 

     0
2

2

=−
dy

duv

dy

ud P


 

et n'admet de solution valable que si vP < 0. On obtient : 

 

     












−= 

y
vP

eUu 1  

L’épaisseur de la couche limite est alors constante et égale à : 

     =/vP 

La solution, valable pour une plaque plane infinie n’est qu’asymptotiquement 

convenable dans le cas d’une plaque semi-infinie (x > 0) ou de longueur finie. 

 

4. Couches limites laminaires stationnaires avec réactions chimiques au-dessus 

d'une plaque plane 

4.1. Couches limites avec diffusion 

Admettons que la diffusion ne modifie pas le profil des vitesses de 

l’écoulement. Si celui-ci est un profil de Blasius, on a : 
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- Supposons dans un premier temps que la diffusion ait lieu très près de la paroi 

et que l’épaisseur de la couche limite de diffusion soit c <<. Dans cette zone, 

on aura : 

     u~ U∞ h f" (0)  

 

L’équation du bilan des espèces s’écrira :  
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Y
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Y
u D  

 

dans le cas d’une loi de Fick avec un seul coefficient de diffusion et en 

négligeant 
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. Le premier et le dernier terme 

seront d’un ordre de grandeur équivalent, si bien que : 
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ou encore : 
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Puisque l’on a 
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on en déduit 
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 D
 

le nombre de Schmidt étant égal à : 

Sc=µ/ D 

On voit que ce cas correspond à S>> 1. 

 

Supposons la présence d’une réaction chimique : 

A →B 

très rapide, correspondant à une catalyse à la paroi. On a en y = 0 ( = 0) : 

     YA=0,  YB=1 

et en y = ∞ (=∞) : 

     YA=1,  YB=0 
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Au voisinage de la paroi, y = O(C) et : 
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Soit ( )YYB = . On obtient : 

( )( ) 020'' 222 =+  ddYDfdYd  

La solution de cette équation est 

( ) ( )−= IIY 1   

avec: 

( ) ( )( ) −=



0

3 60''exp dScfI .  

 

On retrouve bien entendu l’ordre de grandeur de l'épaisseur de la couche limite 

des concentrations : 







=

−
3

1
ScOC  . 

- Supposons maintenant que le nombre de Schmidt soit petit. Le phénomène de 

diffusion a lieu dans une couche d'épaisseur  C et les concentrations 

varient très peu dans la couche limite visqueuse, de sorte que l'on a presque 

partout = Uu . L’équation de diffusion devient : 

022 =− yYDxYU  

et l’épaisseur C  est donc telle que : 
2

CDxU   

ce qui donne 

1,2 2
1









=

−
ScScODC   

 

Dans le cas de la réaction étudiée plus haut on obtient alors la solution : 

 

( )2Scerf1−=Y  

 

- Enfin, si le nombre de Schmidt est égal à l’unité, on a : 
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0

0

22

22

=−+

=−+

yYDyYvxYu

yuyuvxuu 
 

 

puisque   =D . 

Les épaisseurs des couches limites visqueuses et de diffusion sont les mêmes et 

dans le cas particulier de la réaction rapide à la paroi on trouve donc la solution 

autosemblable : 

( )'1 fYUu =−=  

où ( )f vérifie l’équation de Blasius avec ( ) ( ) ( ) 1',000' === fff . 

 

- Si Sc est de l’ordre de grandeur de l’unité dans être exactement égal à 1, on ne 

trouve pas aussi facilement la solution. Il faut alors résoudre l’équation de la 

diffusion connaissant le profil des vitesses.  

Enfin nous n’avons envisagé ici, à titre d’exemple, que des situations où 

la diffusion contrôle le processus chimique. En réalité, il y a bien souvent 

interaction entre la diffusion, la cinétique chimique et le transfert thermique. 

L’exemple suivant illustre de telles interactions. 

 

4.2 Le problème d’Emmons  

Une plaque plane ablative se sublime avec une chaleur L  dans un courant 

gazeux de comburant. La plaque combustible a une masse volumique s et libère 

par sublimation le gaz H. Au contact du comburant O a lieu la réaction chimique 

exothermique POH →+ , la chaleur mise en jeu dans les conditions standard 

étant  

     
( )−=

j
jfjj qMH 0

 

Le phénomène comporte de la conduction thermique ainsi que la diffusion 

des espèces en présence et la viscosité. On admet que le gradient de pression est 

négligeable et que l’approximation de Schvab-Zeldovich peut être appliquée. 

L’écoulement est bidimensionnel plan et stationnaire. On démontre aisément 

que les termes en 22 x sont négligeables devant les termes en 22 y du fait 

de la faible épaisseur de la couche ( ) xx  pour x suffisamment grand (on se 

situe suffisamment loin du bord d’attaque, l’écoulement restant cependant 

laminaire). 
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Les équations sont les suivantes (Le ~ 1) 
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Les conditions à la paroi sont obtenues à l’aide de l’équation de bilan â la 

discontinuité (chap. 3, § 9) : 

 

( )  0=−+
+
− NVv SF fJ  

 

appliquée à la masse, à la quantité de mouvement, aux espèces chimiques (il n’y 

a pas de réaction de surface) et à l’énergie totale. On trouve : 
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(va vitesse d’ablation, xy tension de frottement inconnue, s phase solide). 

 

Le milieu gazeux est compressible. Cette difficulté est levée facilement en 

effectuant le changement de variables de Howarth : 

 

=
x

dx
0

 ,   ce qui donne dxd  = si l’on suppose que la quantité   

ne dépend que de l’abscisse x,  
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On pose enfin : 

( ) ( )




 += 

y
dyxuvug

0
1   
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Les équations résultantes sont alors : 
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avec, à la paroi : 
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A l’infini ( =∞) on a : 

U=U∞, H=0, O=O∞,T=T∞ 

 

Le système de deux équations en u et g est identique à celui de la couche 

limite incompressible et admet des solutions autosemblables. L’épaisseur de 

cette couche limite est, suivant la direction   : 

 

( ) = U  

et l’on pose : 

 

 2= U  

 

La vitesse a pour composantes : 

 

( ) ( ) ( )  f'fUg,'fUu −==  2  

 

et la fonction de courant devient : 

 

( ) fU = 2  
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Les conditions à la paroi donnent : 

 

( )

( )02

02

''fU

vfU

PPxy
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=

=−
 

 

On constate que la vitesse d’ablation est en 21−  La valeur de f(0) sera 

déterminée par les autres conditions portant sur j  et
T  D’autre part, on a : 

 
( ) ( ) 001 == 'f,'f  

 

Lorsque les nombres de Schmidt et de Prandtl sont tous deux égaux à 

l’unité, les paramètres ( )Tj  − vérifient la même équation que u. Une solution 

particulière du problème est la relation linéaire de Crocco : 

 
( ) TPOTPTOT Uu  +−−=− 

 

C’est la solution (unique) du problème. 

A la paroi, on a 

( ) ( )

( ) Hlf

HlfUHlg

PT

PT

−=

−== 

0:donc

020




 

La relation de Crocco donne d’autre part :  

 

( ) ( )0''fOTPTPT  −−=   

 

car 0=
PO si l’on suppose que tout le comburant est consommé dans la flamme. 

 

Posons : 

 
( ) lHB OTPT −−=    

 

paramètre de Spalding. Les trois conditions aux limites : 

 

( ) ( ) ( ) ( )00001 ''fBf,'f,'f −=== f 

 

permettent de résoudre l’équation de Blasius 0=+ ''ff'''f . 
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La donnée de B fournit ( )0f  donc la vitesse de régression du combustible 

 

( ) HPa fUv  02=  

 

où 
sH  = est la masse volumique du combustible solide, la tension de 

frottement sur la plaque : 

 

( )
Pxy ''fUU  02=  

 

et le gradient de température à la paroi : 

( )
H

l
f

P

T


−=




0




 

Ces résultats sont indépendants de la cinétique chimique et de la position de la 

flamme. 

 

Si la flamme est supposée mince, le taux de production chimique   est nul en 

dehors de la valeur f  (qui fournit une parabole = UF  2
22 où le rapport 

stoechiométrique est 
.rYY stfHO =   

On a ainsi : 

( ) ( )  ( ) 
( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) 

f

ffHO

fHffOO

,''f'ff'f'ffY,Y

,,Y,'f'f'fYY









−−==
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0000

 pour01
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La valeur de f  est déterminée par l’équation 
fOstfH YrY = soit : 

( ) ( )  ( ) ( ) ( ) 0010 ''f'ff'ffYr ffOst −−=   

 

Le profil des concentrations et celui des températures s’en déduisent. Le 

coefficient de frottement local est : 

 

( )
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5. Le disque tournant 

Ce problème présente un intérêt dans le domaine de l’électrolyse où 

l’électrode tournante est d’un emploi fréquent. 

 

5.1. Couche limite visqueuse en régime laminaire 

Etudions le profil des vitesses stationnaires dans un liquide, au-dessus 

d’un disque en rotation autour de l’axe Oz. En admettant la symétrie axiale, les 

composantes u, v, w du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques vérifient : 
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Et les conditions aux limites : 

   u=w=0  et v=r  en z=0 

   u=v=0  en z=∞. 

 
 

Nous admettrons un disque infini, mais les résultats seront valables pour 

un disque de diamètre fini car on peut généralement négliger les effets de bord 

dans la plus grande partie de l’écoulement. 

L'épaisseur de la couche limite s’évalue comme précédemment.  

Localement la force centrifuge est  r 2  dr ds.  

La force de frottement a les composantes : 

 

   

( )

dsdrrµdsdrcos

rdsdrrdsdrsin

,r

,r











=

=

et

suivant2

 

On a ainsi : 

   






  g

cossin

2
2

t,
rµr
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=  

Si l’on admet que la direction de glissement, près de la paroi, est indépendante de 

r, on obtient : 





  

On introduira donc la variable z
z





== . 

Introduisons les fonctions de Von Karman (1921) pour décrire les champs de 

vitesse et de pression : 
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On déduit la suite d'équations et de conditions aux limites : 

 

   H'+2F=0 

F"-HF'-F2+G2=0 

G"-HG'-2FG=0 

H"-HH'+P'=0  

F (0) =H (0) =F (∞) =G (∞) =0, G (0) =1 

 

On déduit : 

   P(z)=P0+H2/2-H'  

  

Et, après élimination de F entre les équations restantes : 

 

   G"-HG'+H'G=0 

   H"'-HH"+(H')2/2-2G2=0 

   H (0) =H' (0) =G (∞) =H' (∞) =0, G (0) =1 

 

Posons H (∞) =-c avec c > O et introduisons le changement de variable =e-c 

(Cochran (1934), Benton (1966)). Posons également G () = c2 g (), H () = -c 

+ ch (). On obtient : 

 

    g"+ h g'-h' g=0 

   2h"'+22h"+2hh"+hh'-2(h')2/2+2g2=0 

 

   c2g (1) =1, g (0) =h'(0) =h'(1) =0, h (1) =1 

 

Les développements en puissance de  : 

   
( ) ( ) 

==

==
n

i

i

i

n

i

i

i bhag
11

, 

 
introduits par Benton ont l’avantage de converger plus rapidement que les 

développements classiques suivant . On trouve des relations de récurrence entre 

les ai et les bj : 
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Il faut alors déterminer ai et bj pour satisfaire les conditions aux limites  

h(1) =1, h'(1)=0.  

Les résultats obtenus sont a1 = 1,53678, b1 = 2,36449.  

La vitesse à infini est calculée à l’aide de c= 0,88447. 

On peut ainsi déterminer les fonctions F, G, H et P - P0 et les dérivées F’ 

et G’ pour toutes les valeurs de  avec une grande précision en prenant n = 25. 

 

 

 

 

Figure - Lignes de courant (d’après Levich) 

a) Schéma dans les plans (r, z) et (r, θ) 

b) Traces sur le disque obtenues avec une solution acide
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5.2 Diffusion au voisinage d’un disque tournant 

Supposons une réaction hétérogène à la surface du disque, le liquide étant 

cette fois une solution, le soluté ayant la concentration C (on rappelle que C j= 

 Yj/M j). Aucune réaction chimique n’ayant lieu dans le liquide, l’équation du 

bilan des espèces chimiques se réduit à : 
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Admettons une symétrie cylindrique. Soient C∞ la concentration en z =∞ 

et C0 sa valeur, supposée constante et déterminée par la réaction de surface, en z 

= 0. Admettons de plus que rC   soit négligeable et posons : 

0CC

CC
X

−

−
=



  

On obtient alors :  
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La solution est : 
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Etudions le cas où le nombre de Schmidt Sc est très grand. 

 

    1==
DD





µ
Sc  

La diffusion n’a lieu que dans une mince couche d’épaisseur c au voisinage du 

disque 

     C<< 

 

Le calcul des intégrales se fait en remarquant que : 

 

- Pour z<, ( )( ) +−+−
4

616,0
3

510,0
43

21 
H  

- Pour z>, ( )( ) 88,02 −H  
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Alors : 

   ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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La dernière intégrale est nulle en première approximation. La première se 

calculant à partir de la série (1) valable pour z <  est pratiquement égale à : 
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Cette intégrale I (∞) a les dimensions d’une longueur et est prise comme 

définition de l’épaisseur de la couche limite des concentrations : 

     C = I (∞) 

On calcule I (z) pour z < , par le même procédé I (z > ) = I (∞)) 
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En définissant plus précisément l’épaisseur de la couche limite visqueuse  

comme la valeur de z pour laquelle G () = 0,05, on trouve 


=


 6,3 et 

3
1
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= ScC
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Le flux de soluté vers le disque est, en z = 0 
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Si le soluté est consommé la surface par une réaction très rapide, on obtient : 
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Si le soluté est rejeté par la surface (avec une réaction très rapide) on a un 

autre flux limite : 

     
C

D

C


0

lim

D
J =  

 

Enfin, les calculs précédents sont effectués pour un disque infini. Pour un 

disque de rayon R, le flux total est : 

     
( )

C

CC
RJ


 02 −

= D
 

et le nombre de Nusselt de diffusion (ou nombre de Sherwood) est : 
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Le coefficient de convection est ici : 
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J
  

On observe qu’une augmentation de la vitesse de rotation  du disque, les autres 

quantités restant inchangées, diminue  donc C et fait donc croître les flux de 

matière. 

 

5.3. Disque tournant en régime turbulent 

La tension de frottement tangentielle est, en régime laminaire : 

 

   ( )0'2
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Pour un disque de rayon R, le moment est : 

 

    −=
R

z RdrrrM
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et le coefficient de frottement correspondant est 

 

   2
1

52 87,3
2

1
2

−
−= eRMcM R  

 

Ce résultat est assez b4en vérifié pour des nombres de Reynolds intérieurs à 

3.105. Au-delà de cette valeur approximative, le régime devient turbulent. 
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Sur la base des résultats expérimentaux, Von Karman (1921) donna, pour des 

profils de vitesse turbulents, les formules suivantes : 
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Où  est un coefficient constant. L’épaisseur de la couche limite obtenue est : 
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L’épaisseur de la couche limite turbulente dépend donc de la distance r à l’axe 

du disque. Le coefficient de frottement correspondant est : 

 

    cM=0,146 Re-0,2 (figure) 

 

Landau et Levich, plus récemment (1962) ont proposé un modèle théorique à  
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plusieurs couches. La tension de frottement étant : 

    ( )
z

v
Kµ uz




+=  

On a: 

- “loin” de la paroi      Ku >> µ et Ku~ z  

- plus près du disque      Ku~ z m avec m = 4 

- très près de la paroi (sous couche laminaire)  Ku <<µ et le régime est 

laminaire. 

 

6. Couche limite turbulente et analyse dimensionnelle 

 

6.1. Couche limite turbulente au-dessus d’une plaque plane  

Nous ferons l’hypothèse d’une plaque plane lisse et nous déterminerons le 

profil des vitesses au voisinage de la paroi au moyen de l’analyse 

dimensionnelle dans un cas simplifié Supposons en effet que la vitesse moyenne 

de l’écoulement soit parallèle à la plaque en régime turbulent. Admettons de 

plus que la pression soit uniforme, comme dans le cas laminaire. Enfin, 

supposons que la turbulence soit homogène dans les directions parallèles à la 

plaque les corrélations ne dépendent pas de x et z.  

L’équation de continuité donne, avec v = w = 0 : 

     0=




x

u
 

L’écoulement moyen étant bidimensionnel plan, on a donc 

     ( )yuu =  

de sorte que 0=
dt

ud
. 

On obtient alors, pour la quantité de mouvement 
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A la paroi, le vecteur vitesse est nul, donc < v


> et < '


v > sont nuls ainsi que 

 
2','', vvuu , et ''wv . il en résulte que, en tout point : 

    0'''2 == wvv  
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La première équation de la quantité de mouvement donne avec ces hypothèses 

    Cte=−



''vu

y

u
  

Cette constante a les dimensions du carré d’une vitesse que nous appellerons 

vitesse de frottement u*, si bien que 
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Nous définirons la longueur de frottement à partir de u* et du coefficient de 

viscosité   

    
*

*
u

y


=  

La solution du problème fait intervenir y, y* (ou ), u* et u. Deux groupements  

interviennent et d’après le théorème de Vaschy-Buckingham, on a : 
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Très près de la paroi, le flux moléculaire domine devant le flux turbulent de 

sorte que 
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On obtient donc : 
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dont la solution est : 
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u
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ou    
** yyuu =  

Dans ce cas simplifié, la couche limite comprend donc une partie de caractère 

laminaire d’épaisseur v de l’ordre de grandeur de y* On pourra poser 
    

*yvv  =  

où v est à déterminer expérimentalement. Dans cette zone : 
    

*yy=  

Plus loin de la paroi les flux turbulents deviennent plus importants que les flux 

moléculaires, de sorte que : 

    
y

u
vu




  ''  
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On obtient alors 

     2

*'' uvu =−  

Dans cette zone, les variations de vitesse ne dépendent plus de la viscosité 

moléculaire, c’est-à-dire de  (ou de y*). La loi 










=

** y

y

u

u
 doit être telle que 

y

u



 ne dépende pas de y*. 

On a : 
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La seule solution est 
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où k est une constante. Ainsi : 
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La solution de cette équation est 
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C’est la sous-couche logarithmique obtenue pour : 
     

vy   
 

avec : 
     

*y  =  

Connaissant   par détermination expérimentale on en déduit la valeur de la 

constante en fonction de ( )u . 

En posant :  
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u
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on obtient alors : 
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On a donc ici un modèle à deux sous-couches, l'une visqueuse pour 0<y<v et 

l’autre logarithmique pour   <y. 

Le coefficient k peut être interprété à l’aide du modèle de Prandtl de la 

turbulence. On a en effet : 

     
y

u
Kvu




−= *''  
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avec : 

     
y

u
LK Pu




= 2  

coefficient de viscosité turbulente. 

On en déduit : 
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Lvu P  

Mais, dans la sous-couche logarithmique : 

     yk

u

y

u
uvu *2

* ,'' =



−=  

il s’en suit évidemment que dans cette zone proche de la paroi, la longueur de 

mélange de Prandtl a pour expression : 
     ykLP =  

Ces résultats précisent quelque peu ceux du paragraphe 5.3. 

 

6.2. Méthode des échelles multiples et analyse dimensionnelle 

La présente méthode permet de trouver des relations entre nombres sans 

dimension valables aussi bien en régime laminaire qu’en régime turbulent. Elle 

concerne des écoulements pouvant présenter des phénomènes de diffusion ou de 

conduction thermique. Nous l’appliquerons au cas d'une couche fluide. 

Au voisinage d’une paroi on définit généralement le coefficient d’échange  

 

  
 

q= (T0-T∞).  

En tout point de la couche on a d’autre part :  
y

T
q y




−=   

Le nombre de Nusselt est défini comme :  


 L
Nu =  

En présence du phénomène de diffusion, si YP est la concentration de paroi et Y∞, 

celle de l’écoulement principal, l’échange de masse entre la paroi (dû à une 

réaction chimique, à une dissolution, ...) et l’écoulement sera : 

     ( )−= YYD 0J

thermique . L’évolution de la 

température est limitée à une couche 

plus ou moins épaisse à travers 

laquelle le flux de chaleur échangé 

entre la paroi, de température TP et 

l’écoulement non perturbé de 

température T∞, a pour expression :  
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Comme, d’autre part, en tout point de la couche de diffusion 

     
y

Y
Dj




−= DJ   

on définit le nombre de Sherwood : 

     
D

L
Sh


=  

Dans les deux cas, L est une dimension caractéristique du système. 

On trouve expérimentalement des relations entre Nu, Re, Pr et entre Sh, Re et 

Sc, de la forme : 

    Nu=A Rem Prn 

    Sh=A Rem Scn 

où les constantes A, m et n sont différentes dans les deux relations. La méthode 

des échelles multiples permet ici, grâce à l’analyse dimensionnelle modifiée, de 

déterminer des zones de valeurs pour m et n en régime laminaire et turbulent. 

Nous verrons plus loin qu’elle permet de traiter d’autres problèmes. 

Dans l’analyse dimensionnelle classique, les trois grandeurs de base 

universelles étaient la longueur, la masse et le temps. Dans l’analyse 

dimensionnelle par échelles multiples, nous supposerons qu’il existe deux 

grandeurs de base pour les longueurs : L caractérisant l’échelle macroscopique 

et   relative aux processus moléculaires. De même nous admettrons une 

macroéchelle T et une micro-échelle t pour le temps.  

Dans un échange par diffusion (le même raisonnement est valable pour le 

transfert thermique) près d’une paroi, les paramètres sont : 

U∞ vitesse de l’écoulement 

D longueur caractéristique (diamètre d’un tube par exemple) 

, D et . 

Le tableau des dimensions est le suivant : 

 

 D U   D  

L 

  

T 

t 

1 

0 

0 

0 

1 

0 
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1-u 

-v 

v-1 
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où  fait intervenir les quatre échelles, mais a la dimension globale d’une 

vitesse : 

    vv

uu

tT

L
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=
1

1
  

En prenant D, U∞ et  comme grandeurs de base (il y a ici trois grandeurs de 

base indépendantes), on construit les groupements  suivants : 
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avec la relation : 
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Le théorème de Vaschy-Buckingham nous donne : 
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ou encore 
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Admettons une loi en puissance pour  : 
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On trouve alors, compte-tenu de la relation existant entre u et v : 
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ou encore 

    Sh=A R e v Sc1-w 

En régime turbulent, la participation des macroéchelles est la plus forte ; à 

la limite, pour les grands nombres de Reynolds, les microéchelles 

n’interviennent plus, ce qui fixe les exposants dans l’expression de  :  

u = v = 1. 

En régime laminaire, la participation des microéchelles est maximale (les 

macroéchelles interviennent encore), ce qui peut se traduire par :  

v = 0, u = -1 mais aussi par u= 0, 
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La réalité n’est pas aussi tranchée et l’on a en fait des zones du plan u, v 

valables en régime laminaire et en régime turbulent comme l’indique le schéma 

ci-dessous : 

 
L’exposant w est, lui, indépendant de la nature de l’écoulement. On trouve donc  

u < 0,  v < 0,5   en régime laminaire 

0,5 < u < 1,  0,75 <v < 1   en régime turbulent 

Ces résultats, et notamment le saut de l’exposant v lors de la transition du 

laminaire au turbulent sont confirmés par l’expérience. 

 

Quant à l'exposant w, il est le même en régime laminaire et en régime turbulent. 

On montre que (1 - w) est égal à 1/3 au voisinage d’une paroi solide et à 1/2 à 

l’interface fluide-fluide. 

 

6.3 Diffusion turbulente et réaction chimique d’ordre un au voisinage 

d’une paroi 

Admettons que le processus de diffusion ait lieu très près de la paroi, donc 

que l’épaisseur de la couche limite de diffusion soit faible devant la couche 

limite visqueuse. 

Dans ce cas, on peut admettre que : 
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La fluctuation de vitesse u’ est telle que : 

 

y

u
u u




−= ''   
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où u' est la longueur du jet aléatoire associée à u. Nous admettons que cette 

longueur est proportionnelle à la distance y à la paroi (voir 6.1.) comme sa 

moyenne quadratique LP. Ainsi la fluctuation u’ est proportionnelle à y. 

L’équation de la continuité nous donne alors v’ proportionnel à y2. 

Par définition, le coefficient de diffusion turbulent KD est égal (avec  = Cte) à : 

DD vK ''=  

Admettons également que 
D'  soit proportionnel à y, Il s’en suit que 

    D
DK




=  

est proportionnel à y3, soit : 

    
3yD  =  

Envisageons alors le cas concret d’une paroi se dissolvant lentement dans 

un liquide en écoulement turbulent dans un tube, en présence d’une réaction 

chimique du premier ordre : 

    BA k⎯→⎯  

Le phénomène se produisant au voisinage immédiat de la paroi, on 

néglige tout effet de courbure de sorte que le bilan de masse de l’espèce A s’écrit 

: 

    ( ) kY
dy

dY

dy

d
D =








+ D  

Les conditions aux limites sont 

  Y=YS en y=0 

  Y=Y∞ en y→∞ 

L’évaluation des termes de l’équation précédente donne : 

    2
SY

dy

dY

dy

d D
D 








 

où  est l’épaisseur de couche limite correspondante, 
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Une relation finale linéaire sera du type : 

    kBA =+ 
 2

D
 

Nous nous proposons de déterminer A et B et de déduire ainsi une relation 

valable en écoulement laminaire et en écoulement turbulent. 

Pour  = 0, la solution de l’équation de la diffusion est 

    

y
k

S eYY D
−

=  

ce qui donne pour l’épaisseur de la couche limite : 

    
k

D
=  

On a par ailleurs 

    kA =
2

D
 

donc : A=1. 

Appelons 
1  l’épaisseur de la couche limite en l’absence de réaction chimique 

(k=0), on a 

    012

1

=+ 


B
D

 

ce qui donne B en fonction de 
1 , D et . 

On obtient finalement : 

    
D

2

1

1

2

1 







 k
=−







  

 

Ce résultat, valable aussi bien en écoulement laminaire que turbulent, 

fournit le rapport des épaisseurs de couche limite avec et sans réaction chimique.  

Si on introduit les coefficients d’échange de masse correspondants  et 1, 

on obtient 

    
2

1

1

2

1 





 Dk
=−










 

Cette relation est en bon accord avec la solution exacte de l’équation 

différentielle. 

L’établissement de relations algébriques linéaires entre les ordres de 

grandeur des termes apparaissant dans les équations différentielles, ou aux 

dérivées partielles d’un problème donné, permet fréquemment de trouver des 

relations globales très intéressantes et accessibles à l’expérience. Cette méthode 

sera d’un grand secours dans l’étude des écoulements turbulents.  
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CHAPITRE 9 

 

 

ONDES REACTIVES ET NON-REACTIVES 

 

 

 

 

Les milieux compressibles non réactifs peuvent être le siège de 

discontinuités macroscopiques plus ou moins intensives. Ainsi un écoulement 

fluide supersonique peut donner naissance à des ondes de choc qui se traduisent 

par une augmentation brutale de la pression. 

Dans un mélange de combustible et de comburant, peuvent se produire 

des ondes de détonation qui sont également des ondes de compression. On 

réserve le nom d’onde de déflagration aux discontinuités chimiques conduisant à 

de faibles diminutions de pression, mais à des variations importantes de 

concentration et de température. La discussion entre onde de détonation et onde 

de déflagration se tait commodément dans le diagramme de Clapeyron au 

moyen de la théorie de Rankine-Hugoniot. 

Détonation et déflagration sont des phénomènes de combustion ce qui 

suppose que les réactions chimiques sont exothermiques. Les ondes de 

déflagration planes ont été présentées au chapitre 7. D’autres cas de déflagration 

sont étudiés au chapitre 10. 

Lorsque combustible et comburant ne sont pas pré mélangés on a encore affaire 

à un changement important des concentrations à la traversée de la flamme 

appelée, cette fois, flamme de diffusion. 

D’autres situations peuvent se produire avec les milieux réactifs, en 

combustion ou hors du domaine de la combustion. On peut envisager, par 

exemple, le passage d'une onde de choc dans un mélange initialement à 

l’équilibre chimique, l’énergie de l’onde n’étant plus apportée cette fois par la 

réaction comme c’était le cas avec la détonation, mais par l’onde de choc. Une 

interaction entre le choc et les réactions chimique a alors lieu. Ces problèmes 

d’interaction se posent également à propos de détonation si celle-ci est générée 

par le passage d’une onde de choc. 

Nous aborderons dans ce chapitre ces différentes questions en 

commençant par quelques considérations thermodynamiques et des notions sur 

les ondes de choc et leur propagation. La propagation d’ondes faibles en proche 

équilibre chimique sera étudiée ensuite.  
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La théorie de Rankine-Hugoniot sera présentée. La structure de la 

détonation plane sera étudiée. Enfin, nous traiterons des ondes sphériques.  

 

1. Considérations thermodynamiques 

•Aux paragraphes 1 et 2 du chapitre 1, ont été données les significations des 

dérivées premières de l’énergie interne en fonction des grandeurs extensives 

dont elle dépend. Pour un mélange de N espèces chimiques, on a :  

    E=E (S, V, n1, n2, … nN) 

et     jj nEµEpSET ==−= ,, V  

Le potentiel chimique g par unité de masse a été introduit également avec 

gj=µj/Mj, ce qui conduit à des résultats analogues aux précédents avec : 

    E=E (S, V, m1, m2, … mN) 

et     jj mEgEpSET ==−= ,, V  

 

Nous allons voir ici que le second principe de la thermodynamique 

conduit, dans le cas d’équilibres stables, à des conditions sur les dérivées 

partielles secondes de l’énergie interne par rapport aux variables extensives et 

que cela n’est pas sans conséquence quant à des grandeurs et relations usuelles.  

Etant donné un mélange de N espèces distribué de part et d’autre d’une 

paroi indéformable, adiabatique et imperméable, d’un récipient lui-même isolé 

de l’extérieur, on a le schéma suivant : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chaque sous-système est à l’équilibre thermodynamique, à concentrations 

figées. Si l’on supprime la paroi (on suppose que cela ne nécessite qu’un travail 

négligeable), le mélange occupe tout le récipient et on admet qu’il atteint un 

nouvel état d’équilibre, ce qui constitue une caractéristique de stabilité de cet 

équilibre (Fig. 1b). On suppose qu’aucune réaction chimique n’a eu lieu au 

cours de la transformation. 

 

 

 

E,   S,   V, 

       nj 

E’,  S’,    

V’,    n’j 

Ef,         Sf,          Vf,           njf 
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On obtient les relations suivantes :  

 

jfjj n'nn

f
S'SS

f
E'EE

=+

=+

+

=+

fVV'V
 

Ainsi : 

  ( ) ( ) 




 ++++=+

N
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N
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f
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N
'n'n,'n,,'SE

N
nn,n,,SE 

22112121
VVV'V  

Puisque : 0



T

S

E
 , 

( ) ( ) ,', SSESE f +  

il s’en suit que :  

( ) ( ) ( )',,'',,',, jjjj nnSSEnSEnSE ++++ V'VV'V   

Le caractère homogène du premier degré de la fonction E(S,V, nj) nous 

permet d’écrire : 
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V'V
V'V  

ce qui conduit à la conclusion suivante : 

( )jnSE ,,V  est une fonction convexe. On démontre aisément que ce résultat 

implique une matrice des dérivées partielles secondes : 

 

22
1

222

1
22

1
2

1
2

1
2

2
1

2222

2
1

2222

NNNN

N

N

N

nEnnEnESnE

nnEnEnESnE

nEnEESE

nSEnSESESE



















V

V

VVVV

V

 

définie 

positive.  
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La condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi, dans le cas de 

matrice symétrique, est que tous les mineurs principaux soient positifs. Ainsi : 

 

etc.0

0

0

0

22

22222

22

22

,nnE

SE(ESE

pE

STSE

jjj =

−

−=

=



2V)V

VV
 

Les résultats sont analogues en remplaçant les nombres de moles jn  par les  

masses jm  des espèces. 

Quelles sont les conséquences pour l’unité de masse du mélange ? Il faut 

alors tenir compte de la relation : 

1
1

=
=

N

j
jj nM  

Cette relation supplémentaire ne modifie pas la convexité de la fonction E 

qui devient alors e et dépend alors de N+1 variables indépendantes au lieu de 

N+2. 

On peut généraliser ce résultat au cas où l’on s’impose de plus une 

dépendance des concentrations d’un certain nombre R de degrés d’avancement 

r  indépendants. 
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r
rjrjj nn
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Soient Ar les affinités chimiques correspondantes, on a : 
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j
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Alors : 
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Posons, suivant une convention classique : 

xyeyxe =2
 

La convexité de la fonction énergie interne se traduit par le caractère défini, 

positif de la matrice : 

RRRRR
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Examinons les conséquences de ce résultat.  

- Cas d’un fluide simple (un seul constituant) : 

  000
2

− vvvvv sssss eee,e,e  

- Chaleurs spécifiques : 

=vc (dq/dT) v ( ) 0== sseTTsT
  

=pc (dq/dT) p ( ) ( ) 0
2

−== vvv eeeTTsT sssp
 

or, si p=Cte, on a : 
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e
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dedsedp
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d’où :  

=pc ( ) 0
2

− vvv eeeT sss  

de plus : 

 

( )  01
2

−=− vvv sssssvp eeeeTcc  
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- Célérité caractéristique :  

-  

( ) ( ) 022 =−= vvvvv epp
ss

  

on pose donc : 

 

( ) 02 =
s

pc   

 

- Cas d’un mélange à un seul degré de liberté chimique. 

- Si le mélange est à composition chimique figée, les résultats sont 

analogues aux précédents :  

 

( )
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vfpfpfvf
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2

0 00

 

 

- Si le mélange est à l’équilibre chimique, on a : 

( ) ( )

( ) ( ) 2222

0 0

00 2

fA,se

vepepe

sssA,ve

ceeepc

,cc,c

,eeeTTsTc,A

−==

−

−===







 vv

 

 

En revanche on ne peut rien dire des signes de quantités telles que : 

 ( ) 
 vepa

,s
−==  

ou 

( ) 
eeApb

,s v==  

 

Le rapport b/a, égal à ( )e1−  est, lui, toujours négatif.  

 

- Cas d’un mélange à plusieurs degrés de liberté chimiques 

• Les inégalités obtenues sont les mêmes que pour un seul degré de 

liberté. 

• On peut envisager des états thermodynamiques pour lesquels certains 

des r sont  
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constants et les rA  correspondant aux autres 
r  sont nuls. On définit alors de 

nouvelles inégalités, des chaleurs spécifiques et des célérités caractéristiques 

telles que :  

( )
RKK AAsK pc  ,,,,

2

11 +
=   

 

2. Ondes continues et discontinues en milieu barotrope  

Considérons un gaz en mouvement dans un tube rectiligne adiabatique et 

admettons une évolution unidimensionnelle instationnaire. Les variables sont 

l’abscisse x le long du tube et le temps. Supposons qu’aucun phénomène 

irréversible n’ait lieu, excepté éventuellement dans des surfaces de discontinuité 

normales à l’axe des abscisses. 

Dans une zone continue, dont l’étendue peut varier au cours du temps, les 

équations du mouvement sont (bilans de masse et de quantité de mouvement, 

évolution isentropique) : 
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La dernière équation indique que l’entropie de chaque particule de fluide 

que l’on suit dans son mouvement est constante. Si l’entropie est uniforme dans 

le milieu à un instant initial donné, elle restera donc uniforme aux instants 

ultérieurs. L’état du gaz est donc parfaitement descriptible par une seule variable 

d’état : pression ou masse volumique ou température, etc. L’évolution est alors 

dite barotrope. 

 

On définit la célérité caractéristique c par légalité  

   ( )
s

pc =2
 

  (on sait que ( )
s

p  est toujours positif). 

Pour l’écoulement étudié, on aura donc simplement : 

    dp=c2 d 

Le bilan de masse devient donc :  

    0
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Les bilans de masse et de quantité de mouvement peuvent être réécrits comme 

suit : 
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La fonction P telle que :  

   dP=dp/c 

 apparaît naturellement de sorte que l’on a : 
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En combinant ces deux équations on obtient :  
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Ces équations signifient simplement que : 

- la quantité u + P est constante en suivant le mouvement de vitesse u + c, 

c’est-à-dire que : 

  u+P= lorsque dx=(u+c) dt () 

- la quantité u - P est constante dans le mouvement de vitesse u - c 

u-P=  lorsque dx=(u-c) dt () 

 

Les lignes () et () sont appelées lignes caractéristiques. En tout point, l’état et 

le mouvement du fluide sont parfaitement définis par la grandeur d’état 

thermodynamique P et la vitesse particulaire u. Les quantités u + P et u - P 

constituent des informations sur le fluide. Leur connaissance simultanée en un 

même point de l’espace définit complètement l’état du fluide en ce point à 

l’instant considéré. 

 

L’information u + P se conserve le long d’une caractéristique () et se propage à 

la vitesse u + c. 
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L’information u - P se conserve le long de () et se propage à la vitesse u - c. 

De ces observations l’on déduit l’interprétation de la vitesse 

caractéristique c dans un milieu initialement au repos, une petite perturbation se 

propagera à la vitesse c et -c. La quantité c est donc la célérité du son dans le 

milieu considéré.  

 

Exemple : 

Considérons un piston en mouvement dans un cylindre infini à partir 

d’une position de repos. Nous nous proposons de décrire graphiquement le 

mouvement dans le plan (x, t) dans le cas d’un gaz idéal initialement au repos. 

Le mouvement du piston est donné par X =X(t) avec d2X/dt2 = 0. 

 

 
Aux instants voisins de t = O, par un point M passent deux lignes 

caractéristiques qui coupent l’axe Ox. Pourvu que l’on se trouve suffisamment 

loin de la courbe x = X(t) caractérisant le mouvement du piston, ces 

caractéristiques coupent directement l’axe Ox. On a donc en M : 

   u+P=P0 () 

   u-P=-P0 () 
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On en déduit que, en M, état du gaz est le même que celui du fluide au repos u = 

0, P = P0, c = c0.  

 

Dans cette zone les lignes caractéristiques sont des droites de pente : 

  

( )

( )



1

0

1

0

−

−

−=

=

c
dx

dt

c
dx

dt

 

Ce domaine de repos est limité, à droite par une caractéristique (0) et à gauche 

de la courbe x = X(t) par une caractéristique (0), dans le cas de la figure  où 

nous supposons que dX/dt>c0
-1. 

En dehors de cette zone de repos (zone I et IV) on montre aisément que 

les caractéristiques () sont des droites dans la région II et qu’il en est de même 

des caractéristiques () dans la région III. Le schéma suivant indique la 

démarche permettant la détermination des conditions en un point N quelconque 

de la région II. 

 
     

u+P=un+Pn ()  

     

u-P=-Pn (N) 

 

    u+Pn=-P0 (n) 

 

    un=dX/dt= X  
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II s’en suit qu’en N : 

0

02

PPu

PXPu

−=−

+=+ 
 

et que :  

    
XPP

Xu





+=

=

0

 

 

Au point N, les conditions u et P sont entièrement déterminées en fonction 

de P0 et de X  qui représente la vitesse du piston au point n, c’est-à-dire à un 

instant  antérieur. Ces conditions restent identiques sur la caractéristique () 

considérée. Il s’en suit que sur (), c est également constant donc que la pente (u 

+ c) -1 de cette caractéristique est constante. Les caractéristiques () sont donc 

bien des droites dans la région II. Il en est de même des caractéristiques () de la 

région III. 

Dans le cas d’un gaz idéal, il est facile de montrer qu’une détermination de P 

est : 

    
1

2

−
=



c
p  

Dans la région II on a donc au point N : 

    Xu =  

II s’en suit que la pente de la caractéristique (a) est définie par : 

    






 +
+= Xc

dx

dt 
2

1
0


  

Cette pente est une fonction décroissante du temps , si ( )X X est une fonction 

croissante de , ce qui correspond au cas de la figure. Dans ce cas, les 

caractéristiques () de la région II forment un faisceau convergent de droites. 

Inversement, les caractéristiques () de la région III forment un faisceau 

divergent de droites. Dès que X devient constant (mouvement uniforme du 

piston) les droites deviennent parallèles. 

 

Une contradiction apparaît dans la zone II. En effet, les droites se coupent 

à distance finie. II y aurait donc plusieurs vitesses en un point, ce qui n’est pas 

correct. Cela se produit dans une zone du plan (x, t) comprise entre (0) et 

enveloppe (e) des caractéristiques () de la région II. 
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 Par exemple, pour =X (mouvement uniformément accéléré du piston), 

l’enveloppe (e) a pour équation : 

   tcctx 0
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Cette contradiction ne peut être surmontée qu’en admettant la naissance 

d’une onde de choc en avant du piston à partir de l’instant : 

   
( )+

=
1

2 0



c
tc  

Avant la formation du choc, l’évolution est celle de la figure 4. Pour un 

mouvement continu accéléré du piston d’accélération nulle à l’instant initial, 

renveloppe (e) a l’allure indiquée ci-dessous : 
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Si maintenant, on impose au piston la vitesse V= c dès l’instant initial, le 

choc apparaît maintenant immédiatement car la zone d’accélération est 

concentrée alors à l’origine. A gauche et à droite du piston et de part et d’autre 

du choc, la théorie précédente est valable. Il nous reste à déterminer le 

mouvement de l’onde de choc. Nous nous limiterons aux cas où la vitesse du 

piston est constante X = VP> O. L’expérience prouve que le choc a lui aussi une 

vitesse constante w> VP.  

 

3. Vitesse d’un choc droit généré par un piston 

Les équations du bilan à travers une surface de discontinuité ont été 

établies au paragraphe 3.9. Nous admettons ici que le fluide est parfait et 

barotrope de part et d’autre de cette surface et que le problème est 

unidimensionnel. En l’absence d’accumulation ou de production de quantité de 

mouvement et d’énergie totale dans l’onde on a donc : 
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Si les indices 1 et 2 correspondent respectivement à l’amont et à l’aval 

immédiats du choc, on a :  

 

( ) ( ) mwuwu =−=− 2211  , débit unitaire à travers le choc. 
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On démontre aisément que l’on a également, en posant v = u – w : 

 

mvv == 2211  , débit unitaire à travers le choc. 
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ce qui revient à se placer dans un référentiel galiléen lié à l’onde à l’instant 

considéré.  

 L’équation de l’énergie s’écrit, en mettant le produit pv= m   en facteur  

    
22

2

2
2

2

1
1

v
h

v
h +=+  

Dans ce qui suit, nous admettrons que le fluide considéré est un gaz idéal. 

On a alors 
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puisque : 
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de sorte que l’équation de l’énergie s’écrit : 
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où c* vitesse critique, est défini par les deux premiers membres en faisant et 

c1=v1=c* ou  c2=v2=c* . Cette relation est l’équation d’Hugoniot. 

L’équation de la quantité de mouvement nous donne : 

   2

22

2
1

11

1 v
v

p
v

v

p
+=+


 

après division par  
2211 vvm  == . Soit encore : 

    2

2

2

2
1

1

2

1 v
v

c
v

v

c
+=+


 

  

Remplaçons c1 et c2 par leurs valeurs en fonction de v1, v2, tirées de la double 

équation d’Hugoniot. Après simplification, on a : 

    
2

21 *cvv =  

c’est le relation de Prandtl. 

Ces relations vont nous permettre de calculer la vitesse w d’un choc 

traversant un milieu initialement a repos. Nous admettrons pour cela que les 

vitesses sont uniformes de part et d’autre du choc. Nous montrerons ensuite que 

le résultat obtenu est cohérent avec le cas du piston en mouvement uniforme. On 

a ici : 

   v1=-w 

   v=u2-w  
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Des relations d’Hugoniot et de Prandtl, on tire : 

 

ou encore, l’état amont étant désigné par l’indice 0 : 

 

Cette expression fournit la relation cherchée entre u2 et w. Elle s’écrit encore : 

 

Pour un piston de vitesse constante, le résultat peut être représenté par la figure 

suivante : 

 
 

Les régions I et IV sont au repos. Dans la région II la vitesse est constante et 

égale à la vitesse du piston VP. La vitesse w est déterminée par l’équation 

précédente en faisant u2 = VP : 

    
w

cw
VP

2

0

2

1

2 −

+
=


 

Les caractéristiques () y sont des droites dont la pente se détermine connaissant 

c2. Les formules obtenues en écoulement continu ne sont pas applicables pour 

trouver cette pente car l’écoulement n’est pas isentropique à la traversée d’un 

choc. 
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 On a bien entendu pour la pente de () :  

    PVc
dx

dt
+= 2  

L’équation d’Hugoniot et la relation de Prandtl fournissent la valeur de c2 : 

( ) 






 −
+−= PP VwVwc

2

12

2


 

 Dans la région III, on obtient une détente centrée à l’origine.  

Lorsque la vitesse » du piston est faible devant c0 on obtient : 

 

   

tique).caractéris la dedt/dx  (Pente
2

1

2

1

4

1

0

02

0

,Vc
dx

dt

Vcc

Vcw

P

P

P

+
+==

−
+=

+
+=








 

 

On en déduit que la vitesse de l’onde de choc faible est égale à la demi somme 

de la célérité du son c0 et de l’inverse de la pente 
dx

dt
des caractéristiques après le 

choc. Dans le diagramme (x,  t) on peut écrire aussi : 

 

    
1

1

0

1

2

−

−−

=
+

w
c

  

 

Si on néglige les termes du premier ordre en VP/c0, on voit que l’onde de choc se 

propage avec une célérité égale à la célérité du son, son intensité est alors très 

faible et il n’est plus utile de la considérer comme un phénomène discontinu. 

Dans ce qui suit, nous allons étudier ces ondes faibles et envisager le cas 

d’un mélange réactif dont l’état de référence est le repos et l’équilibre chimique.  

 

 

4. Petits mouvements d’un fluide en théorie linéarisée 

4.1. Cas du fluide non réactif.  

Bien que ce cas ait été présenté dans le paragraphe 9.2, pour les petits 

mouvements unidimensionnels, nous allons établir l’équation linéarisée du 

mouvement, qui sera applicable à d’autres cas. Nous appliquerons la même 

méthode au mélange réactif en proche équilibre au paragraphe 9.4.2 et nous 

étudierons dans ce cas la propagation du son. 
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Posons :  

  1010101 sss,,ppp,vv  +=+=+==


 

L’écoulement étant isentropique (fluide parfait), on a : 

 

    s1=0 

donc :  

    p1=c0
2 1 

 

où c0 est la célérité caractéristique dans l’état de référence désigné par l’indice 0. 

 

Les équations de bilan linéarisées sont les suivantes  

   
0

0

1
1

0

10
1

=+




=+




pgrad
t

v

vdiv
t









 

 

On peut poser :  
    

11 gradv =


 

et éliminer p1, 1 et 
1v


 entre ces équations. On obtient alors : 

    

01
1

0

1

2

00
1

=+












−=




pgrad
t

grad

c
t

p






 

La dernière équation nous donne : 

    
t

p



−= 1

01


  

En remplaçant p1 par sa valeur dans la première équation, on obtient : 

    01

2

02

1

2

=−






c

t
 

  

La solution de cette équation linéaire aux dérivées partielles permet de 

déterminer l’évolution dans le cas de petits mouvements.  

 

On peut considérer que la solution générale de cette équation est la 

somme de solutions élémentaires du type : 

 

   
( )txKief̂f −=
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Si l’on suppose que  est réel on trouve que K


, vecteur nombre d’onde l’est 

aussi. En effet, on obtient : 

    01

22

01

2 =+−  ˆKcˆ


 

 soit : 

    
2

0

2
2

c
K


=


 

Le vecteur K


 est à composantes réelles et sa longueur K est égale à /c0. Or 

/K est par définition la vitesse de propagation du phénomène ondulatoire.  

Celui-ci, nous le vérifions une fois encore, se propage bien à la vitesse 

caractéristique c0. 

Envisageons alors le cas particulier du mouvement unidimensionnel avec 

un piston animé de petits mouvements : 

 

    
( ) ( )

1
1

PV
dt

tdX

dt

tdX
 ==   

 

Etudions la partie droite du cylindre x > X(t), supposée infinie. L’équation à 

vérifier est : 

    0
2

1

2
2

02

1

2

=



−





x
c

t


 

 

Sa solution générale est : 

    ( ) ( )tcxgtcxf 001 −+−=  

Ou, en posant :  

    =x-c0 t 

    =x+c0 t 

on a :  

    ( ) ( ) gf +=1  

 

On constate donc que :  

   
tcxCteCte

c

p
v

tcxCteCte
c

p
u

0

00

1
1

0

00

1
1

pour

pour

+====−

−====+
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L’analyse du mouvement est alors la même qu’au paragraphe 9.2. 

Trajectoires

 
Les lignes caractéristiques () sont cette fois-ci des droites parallèles de pente 

c0
-1. 

Lorsque x > c0 t, t >0, on trouve  1 = 0, u1 = p1 = 0 et, pour c0 t > x> X(t), on 

obtient :  

   









−=










−−=

0

1

0

01
c

x
t

dt

dX
u,

c

x
tXc  

et 

   1001 ucp =  

 

4.2. Cas du fluide mono réactif. 

La réaction chimique envisagée est supposée réversible et en proche 

équilibre. Soit  son degré d’avancement ; on a, en l’absence de diffusion :  

ALdtd =  

où A est l’affinité chimique. 

Les autres équations du problème sont : 

   

TALdtsd

pgraddtvd

vdivdtd

2

0

=

=+

=+







0
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II faut ajouter à ce système les équations d’état du mélange ou sa loi énergétique 

fondamentale, par exemple sous la forme : 

   ( )  1== vv ,,,see   

 

L’état de référence est caractérisé par : 

   000 00  ===== ,A,v,pp,


 

 et l’état faiblement perturbé par : 

   
10110

11010





+==+=

=+=+=

,AA,sss

vv,ppp,


 

 

La théorie linéarisée nous donne alors : 

 

   1010 ALt =  

   010
1 =+




vdiv

t





 

   0110 =+ ptv


  

   01 =s  

En choisissant s, p et  comme variables thermodynamiques, on a : 

   101

2

01  acp f +=  

où  

   ( ) 21

,
sf pc =  

est la célérité du son locale du milieu dont la composition serait figée. La 

célérité c1 est identique à la célérité c d’un fluide non réactif. D’autre part : 

   ( ) 
,s

pa =  

est une grandeur thermodynamique. 

 

Si l’on prend maintenant s,  et A comme variables, on a : 

   101

2

01 Abcp e +=   

avec :  

   ( ) 21
,Ase pc =  

où ce est la célérité du son dans un mélange à l’équilibre chimique (celui-ci est  
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défini par A = 0), et : 

    ( ) ,s
Apb =  

 

Remarque :  On sait que cf et ce sont des nombres réels positifs, on ne connaît 

pas à priori les signes de a et b. Cependant si l’on envisage une réaction 

chimique à volume constant, on a en proche équilibre : 

    101011010 Abap,ALt ===   

d’où : 

( ) 000001 =− 'baLt   

de sorte que : 

     000000 −= aLbv    

représente le temps caractéristique de la réaction. 

De même, pour une réaction à pression constante, on aura : 

    00000000 −= efp caLcb  

On retrouve ainsi le résultat établi au paragraphe 1 suivant lequel les grandeurs a 

et b sont de signes contraires.  

 

On a successivement :  

    01
1

0 =+



pgrad

t

v


  

d’où :  

    

t
p

gradv




−=

=

1
01

11






 

L’équation de continuité  

    010
1 =+




vdiv

t





 

nous donne :  

    0
1

10
1

0
1

2

0

=+











−




vdiv

t
a

t

p

c f
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ou encore, puisque 1010 ALt =  :  

( ) 1

2

000

2

1

2

1

2

0 AaLtc f  =−  

 

Dérivons les deux membres par rapport à t, il vient : 

 

( )   ( )( )1

2

010

2

000

2

1

2

1

2

0  ef cpbaLtct −=−  

ou encore :  

  ( )   ( )   02

1

2

1

2

00

2

000

2

1

2

1

2

0 =−−− tcbaLtct ef   

 

Cette équation, qui régit le mouvement des petites perturbations, peut s’écrire, 

d’après ce qui précède, sous l’une des deux formes équivalentes : 

 

  

( ) 
( )  0

0

1

2

1

22

01

2

1

22

00

1

2

0

2

1

2

1

2

0

2

1

2

0

=−+−

=−+−

−−




tctct

ctctt

efp

efv

 

 

L’équation aux dérivées partielles en 
1  est linéaire. On peut rechercher des 

solutions élémentaires du type ( )tieˆ  −= xK


1 représentant des ondes planes 

libres de fréquence w/2n. On obtient pour K et w l’équation suivante : 

  

   ( ) ( ) 0222

0

222

00 =−−−  KcKci efv  

 

qui nous donne K2 en fonction de  :  

 

   
( )

2

00

2

0

0

2
2 1

fve

v

cic

i
K





−

−
=  

 

Deux cas limites sont intéressants. Lorsque v  est voisin de zéro (vibration très 

lente), l’évolution est lente devant la réaction chimique et l’équilibre chimique 

est réalisé à tout instant, on trouve alors : 

 

   
2

0

22

ecK   
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et la célérité de propagation des petits mouvements est égale à ce, qui représente 

bien la célérité du son à l’équilibre chimique. Lorsque v est grand (vibration 

très rapide), les réactions chimiques sont figées, on trouve : 

    
2

0

22

fcK   

comme dans le cas non réactif. 

 

Dans le cas de valeurs finies de v , il y a relaxation. L’exposant 

( )ti − xK


 s’écrit aussi ( )ti −  xK


.  

Si l’on décompose le vecteur nombre d’onde K


 en sa partie réelle rK


 et sa 

partie imaginaire iK


, cet exposant devient égal à :  

   












−


+− ti r

i



xK

xK




 

Ainsi iK


 caractérise l’amortissement spatial de l’onde et rK


/ est l’inverse de sa 

vitesse de propagation c. L’amortissement de l’onde et sa célérité seront des 

fonctions de la pulsation . Ces fonctions ne se déterminent facilement que dans 

le cas où les vitesses caractéristiques cf0 et ce0 sont voisines l’une de l’autre. On 

peut montrer que l’on a toujours cf> ce. La condition s’écrit donc :  

   ( )'cc ef += 1
2

0

2

0  

En posant :  

   ( ) ( ) ==+= irir KcKiKKK ,1,  

on obtient après linéarisation en ' et séparation des parties réelle et imaginaire : 
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( )  ( ) 2

0

2

0

2

000

2

0

22

0

22

0

22

12
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vveef
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La résolution de ce système, en négligeant les termes en 2 nous donne : 

 

   
( ) ( ) ( )

( )  ( ) 2

0

2

0

2
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2

0

22

0

2

0

22

0

2
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+−=

++=
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L’atténuation de l’onde par unité de longueur d’onde est : 

 

( )  ( ) 2

0

2

0000 122 vveef cccc  +−=   

 

L’expression de ( )c est compatible avec les limites trouvées pour 0v  petit et 

0v infini. Les courbes ci-dessous résument ces résultats. 

 

 
 

En conclusion, les petits mouvements d’un fluide réactif se propagent à 

une vitesse qui dépend de la fréquence de l’onde plane monochromatique 

envisagée, ils s’atténuent dans l’espace, le coefficient d’atténuation par unité de 

longueur d’onde étant lui aussi fonction de la fréquence suivant les lois 

indiquées ci-dessus.  

 

Appliquons ce résultat à un piston animé de petits mouvements autour de 

la position x=0, de fréquence  2 . On obtient le même schéma que pour un 

fluide non réactif, mais il y a atténuation de l’onde le long des caractéristiques 

de pente dt/dx=1/c() . L’amplitude de l’onde varie comme xKie
− et, si (af0

2/ae0
2-

1) << 1, Ki est égal à : 

  

( )
( )2

0

22

0

0

2
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1 ve

vef

i
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cc
K





+

−
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Pour une fréquence donnée, l’atténuation dépend de 0v , elle est maximum pour 

 10 =v , à une abscisse donnée. Elle est proportionnelle à x, distance à 

l’origine. 

 

 
 

 
 

On notera que 0=iK pour 0=  (équilibre) et que 002 vei cK → lorsque 

→  (figeage). L’onde de basse fréquence est donc peu atténuée, c’est la 

plus lente (vitesse ce0) alors que l’onde de haute fréquence est la plus atténuée à 

v0 fixé. En présence de petits mouvements non monochromatiques du piston, il 

y a combinaison de ces ondes avec une distribution d’amplitude suivant la 

fréquence. 
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5. Les relations de Rankine-Hugoniot 

On observe deux types de propagation de flamme dans un mélange de 

combustible et de comburant.  

Lorsque la propagation est lente (quelques centimètres à la seconde), on a 

affaire à une déflagration, l’onde de propagation rapide (quelques km/s) est une 

onde de détonation. Par exemple, dans un tube suffisamment long rempli d’un 

mélange de combustible et de comburant, si on allume le mélange à une 

extrémité, une flamme de déflagration se déplace à vitesse constante pendant un 

certain temps.  

Lorsque cette flamme a parcouru une distance de l’ordre de dix fois le 

diamètre du tube, la flamme accélère et se transforme, après une période 

transitoire, en une onde de détonation à vitesse constante.  

Nous n’étudierons que les ondes planes pour lesquelles le mouvement du 

fluide peut être considéré comme unidimensionnel stationnaire dans un repère 

lié à l’onde. Nous éliminons ainsi de notre étude la zone transitoire.  

 

 
 

Dans un système d’axes lié à l’onde le phénomène peut être schématisé 

comme suit :  

- en amont de l’onde (x < 0), le mélange de gaz frais se déplace à une vitesse 

constante, 

- à la traversée de l’onde (x = 0) le fluide subit une discontinuité,  

- en aval de l’onde (x> 0) le mélange de gaz brûlés se déplace en mouvement 

uniforme à la vitesse v2. 

 

Si l’on prenait par contre un système d’axes par rapport auquel les gaz 

frais seraient immobiles, l’onde remonterait le mélange frais. 
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Les équations à la discontinuité sont (chap. 3) :  

 

mvv == 2211      (masse) 

 
2

222

2

111 vpvp  +=+    (quantité de mouvement) 

 

22
2

22

2

11 vhvh +=+    (énergie) 

 

A ces équations du mouvement il faut ajouter les équations donnant état 

du mélange gazeux. Ces équations sont au nombre de deux dans le cas de gaz 

parfaits en mélange idéal, on a : 

 

( ) ( )22221111

22221111

jj Y,p,Thh,Y,p,Thh

,TRnp,TRnp

==

== 
 

 

Dans l’état (1) les concentrations sont celles des gaz frais, la température 

est trop faible pour que les réactions chimiques aient lieu. Le mélange est figé. 

Dans l’état (2) on a affaire à un mélange gazeux en équilibre chimique. 

L’enthalpie h2 se rapporte donc à un gaz d’une autre nature que le gaz (1). La 

différence des enthalpies correspond à l’énergie mise en jeu par la réaction et à 

l’enthalpie de chauffage du gaz entre T1 et T2. En simplifiant et si la chaleur 

spécifique n’a pas varié  

( )1212 TTchhh p −+−=−  

 

Remarque : A la traversée d’un choc sans combustion on a seulement :  

( )1212 TTchh p −=−  

 

En éliminant v1 et v2 entre l’équation de continuité et celle de la quantité de 

mouvement, on obtient : 

( )12

22

22

2

1112 vv −−=−=− mvvpp  , 1=v  

ou encore :  

(1)   ( ) ( ) 2

1212 mpp −=−− vv  
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En procédant de même avec équation de l’énergie, on a :  

    ( )( )2

1

2

2

2

12 2 vv −−=− mhh   

et en remplaçant 
2m  par sa valeur :  

 

(2)  ( )( )( )121212 21 pphh −+−=− vv  (adiabatique de détonation).  

 

Les relations (1) et (2) sont dites de Rankine-Hugoniot. 

Dans un système d’axes (1/2, p2), l’équation (1) donne une droite de 

pente ( )2m− . 1 et p1 sont des données et 2 et p2 les inconnues du problème. 

  

Nous avons vu que (h2- h1) pouvait s’exprimer en fonction des quantités 

thermodynamiques (par exemple T) ; si les variables choisies sont p et , 

l’équation (2) est représentée par une courbe ne passant pas par le point (1/1, 

p1) ; en effet, si l’on fait par exemple T2=T1 on n’obtient pas h2 = h1, 

contrairement à ce qui se passe avec une onde de choc. 

L’intersection de l’adiabatique définie par (2) et de la droite de pente 

( )2m− donne la solution  

 
 

Nous allons résoudre le problème dans le cas simplifié déjà évoqué. Nous 

supposerons de plus que la masse molaire ne change pas, si bien que  

112212 vv ppTT =  
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Posons maintenant 

11212 Tch,ppp, p=== vvv  

On obtient alors  

( )( )11
2

1

1

1

1

11

1

12

−+=−−

−=
−

−

p
Tc

p
p

,
p

m
p

p

v
v

v

v

v





 

d’après (1) et (2).  

 

Compte tenu de l’expression du nombre de Mach 111111 vpvcvM == et de 

la loi d’état des gaz, nous avons : 

 

    ( )
( ) 





−++

+++−
=

−=
−

−

11

211

1

1 2

1

v

v

v

p

,M
p

 

 

 

La seconde équation fournit l’adiabatique ci-dessous :  
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La zone interdite correspond à M1
2<0.  La partie v < 1 de cette courbe 

correspond à une augmentation de pression, souvent importante. C’est le 

domaine des détonations. Lorsque =0, c’est-à-dire en l’absence de combustion, 

il s’agit simplement d’une onde de choc. On démontre dans ce cas, en 

appliquant le second principe de la thermodynamique, que l’onde de choc est 

obligatoirement une onde de compression. Il ne peut donc y avoir d’onde de 

discontinuité, en fluide simple, avec augmentation de volume massique et 

diminution de pression.  

Ce n’est pas le cas lorsque  est positif. Le domaine correspondant à p < 1 

est celui des déflagrations. Généralement, la variation de pression y est si faible 

qu’on la néglige. C’est pour cela qu’au chapitre 7, nous avons supposé la 

pression constante dans l’étude des flammes de déflagration. 

On met ainsi en évidence deux domaines bien distincts, celui des 

détonations et celui des déflagrations. Nous allons voir que la condition à la 

discontinuité  

( )  0=−+
+

− aSS Ws 


WvJ  

du chapitre 3, qui donne ici : 

    Sŵvsvs =− 111222   

conduit à limiter encore ces domaines. 

 

Définissons d’abord les deux points particuliers où la droite issue du point (1, 1) 

est tangente à l’adiabatique. Tout d’abord, au voisinage de ces points on peut 

dériver les équations :  

( )  ( ) ( ) vvv

v

ddpdp

dMdp





−=++−++

−=

1111

2

1

 

 

En éliminant d p, on a :  

   ( )  ( ) ( ) 01111
2

1 =−−++−++−  pM v  

 

En remplaçant M1
2 par sa valeur en p et v :  

   ( )  01 =−−+ vv p  

 

En éliminant p on trouve équation que vérifient les abscisses de ces points dits 

de Chapman Jouguet :  

   ( ) ( ) 0121122 =++++−  vv  
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Démontrons que ces points de Chapman Jouguet correspondent aux extrema de 

production d’entropie. 

 

L’entropie s2 dépend de l’intersection de la droite issue du point (1, 1) 

avec l’adiabatique, donc de la pente de cette droite qui est, nous l’avons vu, 

proportionnelle au carré du nombre de Mach amont M1
2. 

 

Calculons les extrema de (s2-s1), c’est-à-dire les extrema de la production 

d’entropie à travers l’onde.  

( ) ( ) vcpccppcssmŵ pvpvS LogLogLogLog 121212 +=−=−=   

L’extremum correspond à  

( ) 0LogLog12 =+=− vdpdcssd v   

 

Remplaçons p par sa valeur  

( )
( ) ( ) vvvv










+

−++

+
−

+++−

−
=

−

11

1

211

11 12

d

ssd

cv

 

ou encore  

    ( ) ( ) 0121122 =++++−  vv  

 

On constate que l’extremum correspond aux points de Chapman Jouguet. En 

particulier, la détonation correspond à la production d’entropie minimale au 

point de Chapman Jouguet. 

 

On peut dire que l’onde de détonation ainsi obtenue est stable. Cependant la 

stabilité de l’onde de détonation dépend généralement d’autres facteurs, tels que 

les caractéristiques des parois et une étude approfondie est nécessaire pour 

déterminer les zones de stabilité. Nous ne la ferons pas ici. 

 

L’étude de (s2 – s1) /cv en fonction de v nous indique que l’allure de la 

courbe est la suivante : 
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Lorsque  = 0 on retrouve le cas de l’onde de choc caractérisé par un point 

d’inflexion à tangente horizontale en v= 1. 

La branche T1 T2 de la courbe de la production d’entropie correspond aux 

ondes de détonation, la branche F1 F2 est celle des détonations. Les points de 

Chapman Jouguet sont en T et F. Seul le point T a une signification particulière 

et correspond à la détonation de Chapman Jouguet. 

 Dans le diagramme (v, p), l’image de cette courbe est la suivante : 

 

p
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La célérité de l'onde de détonation D est égale à la vitesse relative des gaz 

frais v1. On peut en particulier calculer cette célérité au point T, où l’on a : 

( )121 2 ++−+= v  
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On remplace v par cette valeur dans l’expression de p et on utilise l’équation   

 

   ( ) ( )v−−= 11
2

1 pM  

 

pour calculer M1, d’où l’on déduit v1=D puisque  

   111 cMv =  

c1 est la célérité du son dans les gaz frais, supposée connue si ceux-ci sont au 

repos (u1=0=v1-D).  

 

Le nombre de Mach aval M2=v2/c2 par rapport à l’onde est tel que : 
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On en déduit aisément la vitesse v2.  

 

Au point T de Chapman-Jouguet on obtient :  

12 =TM  

Pour le démontrer, il suffit d’exprimer 2

1M  on fonction de v et p comme 

précédemment et d’utiliser la relation indépendante de  valable aux points de 

Chapman-Jouguet :  

    ( )  01 =−−+ vv p  

 

Le fait que M2 soit égal à 1 dans ce cas est un élément de stabilité pour l’onde de 

détonation. En effet, les ondes acoustiques ne peuvent remonter l’écoulement 

aval pour atteindre l’onde de détonation et tout ralentissement de cette onde sera 

source d’un phénomène instationnaire. 

 

Le tableau récapitulatif suivant donne quelques éléments de confrontation entre 

la théorie et l’expérience. 
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Zone du 

diagramme 

M2 Type d’onde Conditions  

d’observation 

Remarques 

 

T2T 

 

T 

 

 

 

TT1 

 

F1F 

 

 

 

F 

FF2 

 

<1 

 

=1 

 

 

 

>1 

 

<1 

 

 

 

=1 

>1 

Détonation forte 

 

Détonation de 

Chapman-

Jouguet  

 

Détonation 

faible  

Déflagration 

faible 

Particulières  

 

Habituelles  

 

 

 

Particulières  

 

Habituelles  

 

 

 

Non observé 

Non observé 

 

M1>(M1)T  

 

L’onde remonte les gaz 

frais à vitesse super- 

sonique 

 

M1>(M1)T  

 

M1<(M1)F<1 

L’onde remonte les gaz 

frais à vitesse 

subsonique 
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6. Structure de l’onde de détonation plane stationnaire 

Lorsque l’onde de détonation est provoquée par un choc engendré par une 

source extérieure, l’échauffement qui en résulte amorce les réactions chimiques 

qui se poursuivent derrière l’onde de choc. Le point final se trouve sur 

l’adiabatique de détonation. 

L’onde est donc une couche de largeur finie le long de laquelle l’énergie de 

réaction est progressivement libérée. Tout au long du processus, les équations de 

conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont valables et le débit 

est unique. On se trouve donc sur la droite de débit constant (Michelson) : (p-1) 

/(v-1) =- M1
2 . 

Dans le diagramme de Clapeyron, le chemin est le suivant (Zeldovich) :  

 
Points avant le choc I. Choc IN. Onde de combustion : segment Na. Le point b 

ne peut être    atteint de cette manière et seuls les points de la branche T2T 

donnent lieu à ce type de description. 

 

Ce résultat reste valable tant que l’onde de choc reste le processus déclenchant 

la combustion. 

En réalité, la structure de l’onde de détonation stabilisée et stationnaire 

relève de l’ensemble des processus internes à l’onde qui font intervenir les 

phénomènes de transfert. Dans un premier temps nous avons considéré l’onde de 

combustion comme une simple surface de discontinuité ce qui nous a permis de 

déterminer les paramètres de part et d’autre connaissant M1. La vitesse de l’onde 

a été calculée dans le cas de la détonation de Chapman-Jouguet pour laquelle on 

connaît M1T >1 et M2T = 1.  

 

La structure de l’onde de déflagration a été étudiée au chapitre 7. Etudions 

ici celle de l’onde de détonation de Chapman-Jouguet en admettant que les lois  

phénoménologiques linéaires donnant les flux de transfert en fonction des 

gradients restent valables malgré les gradients très importants qui se présentent. 
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L’onde de détonation ne pose pas les mêmes problèmes que l’onde de 

déflagration. D'une part elle est beaucoup plus rapide et met en jeu des gradients 

de pression importants, de ce fait elle ne permet pas l’utilisation de 

l’approximation de Shvab-Zeldovich. D’autre part, et cela est vrai pour l’onde la 

plus stable tout au moins, on connaît sa vitesse par rapport aux gaz frais qui est 

déterminée par les valeurs de p et v au point de Chapman-Jouguet. 

 

L’étude de la structure de l’onde de détonation sera donc effectuée à partir 

des équations directes de l’écoulement unidimensionnel stationnaire.  

 

Comme précédemment, considérons le système lié à l’onde, on a : 

  0=
xd

vd 
 et mv =   (masse) 

L’équation du bilan des espèces s’écrit, dans le cas de la réaction  

    A         B  

 

que nous prendrons pour simplifier : 

    jjj
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xd

d
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Dans cette relation nous avons admis la loi de Fick. 

 

En prenant YB comme inconnue principale, on obtient : 

    ( )B
BB Yk

xd

Yd
g
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Yd
m −=− 1

2

2

  (espèces) 

On ne peut plus négliger le gradient de pression. L’équation de la quantité de 

mouvement s’obtient en exprimant le tenseur des pressions : 
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soit ici : 

   
dx
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µpP

3

4
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 et l’on a : 

0
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dx

dv
µ

dx

d

dx

dp

dx

dv
m   (quantité de mouvement). 
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L’équation de l’énergie est alors la suivante : 
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On suppose alors que les nombres de Schmidt et de Prandtl sont égaux à 

3/4. Il en résulte que l’équation précédente s’écrit : 

0
22

2

2

22

1

=







+−








+















=

v
Tc

dx

d
g

v

dx

d
mhv

dx

d
p

N

j

jjj
  

avec :  µ
c

Dg
p 3

4
===


  

donc :  ( ) 0
22

2

2

22

1

0

1 0

=







+−








++













 

==

v
Tc

dx

d
g

v

dx

d
mWqdTcv

dx

d
p

N

j

jjf

N

j

T

T
j,pjj

  

On a : 
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Finalement : 
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En posant : 
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on trouve une équation analogue à celle de la diffusion : 
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avec les conditions aux limites : 
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La similitude entre et YB et   nous conduit à la relation linéaire : 
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Nous poserons maintenant : 
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=   abscisse réduite 
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On peut remplacer  dd  par G, exprimer T
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 en fonction de  et u, 

YB en fonction de . On obtient alors une équation différentielle en G,   et U : 
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L’équation de la quantité de mouvement admet une intégrale première et 

devient : 

   11
3

4
pvm

dx

dv
µpvm +=−+   

en supposant les gaz frais immobiles à l’infini amont. 

Celle équation devient : 
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On obtient donc : 
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et, en éliminant , car dU/d  = G dU/d   :  
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=   (impulsion)  
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Nous avons donc à résoudre le système des deux équations différentielles 

où la variable est la température totale caractérisée par  et où les fonctions sont 

la vitesse réduite U de l’écoulement et le gradient de température totale G. 

La courbe de Rayleigh permet de visualiser la structure de l’onde de 

détonation. Elle correspond à l’absence de gradient de vitesse, ce qui donne : 

   0=
dU

d
 

où : 

    ( )Ug=  

Les points initial et final (infini amont et aval) sont situés sur la courbe de 

Rayleigh.   

Le sommet de la courbe de Rayleigh correspond au point de Chapman-

Jouguet, il fournit les conditions finales. 
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En effet, au sommet de la parabole, on a : 
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soit : 
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D’autre part à l’infini aval on a : 
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soit : 
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On obtient donc, avec M2 = 1 : 
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Ce calcul montre que le sommet de la parabole correspond bien au point de 

Chapman-Jouguet. 

 

Remarque : Dans le plan de Clapeyron, la courbe de Rayleigh correspond à 

l’équation : 
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C’est la droite passant par le point initial (p = v = 1). (Pour faire le calcul il suffit 

de remplacer, dans l’équation : 

   ( )Ug=  

U par M1v et    par 
.Mp 22

1
2

1
vv

−
+


. 

On décrit de I à T l’onde de détonation en suivant une courbe qui coupe la 

courbe de Rayleigh en un point à tangente verticale, puisque le long de cette 

courbe les gradients dU/d  sont nuls. Dans un cas extrême, le chemin suivi 

serait INT, la partie horizontale correspondrait à   = Cte, c’est-à-dire à un choc 

sans réaction chimique, la partie NT, à la réaction proprement. 

On peut résoudre le système différentiel et déterminer les évolutions de G en 

fonction de  , comme celles de U en fonction de  . On obtient : 
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Dans le diagramme de Clapeyron on a : 
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7. Ondes sphériques 

7.1. Petits mouvements 

Admettons comme en 9.3.2 que la configuration de référence soit 

l’équilibre chimique dans un mélange mono réactif. Le mouvement est régi par 

l’équation en φ1 qui, dans le cas de la symétrie sphérique devient : 
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En posant simplement : 

    1

1

1  −= r   

on est ramené à l’équation d’une onde plane suivant le potentiel 
1  : 
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Les solutions monochromatiques sont de la forme : 
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Lorsque ce et cf sont voisins l’un de l’autre, on a : 
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En plus de l’amortissement chimique caractérisé par () il se produit un 

amortissement géométrique en 1/r. La perturbation de masse volumique 1aura 

la même forme que φ1 :  
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Appliquons ce résultat à la situation expérimentale suivante (voir 

schéma). L’onde de choc, générée par une balle se déplaçant à vitesse 

supersonique V0 dans le récipient supérieur, rencontre une série de petits trous 

équidistants distribués suivant une droite x’x dans la paroi séparant les deux 

compartiments. Le passage de l’onde de choc au-dessus de chaque petit trou 

engendre une onde à symétrie sphérique dans le récipient inférieur où règne 

initialement l’équilibre chimique. 
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L’onde sphérique présente une limite rapide de vitesse cf0, qui est amortie 

suivant (1/r) rK ie
−   
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et une limite lente, de vitesse ceo < cf0 amortie en 1/r. 

L’enveloppe des limites rapides est un demi-cône de demi-angle au 

sommet αf, tel que sin f= cf0/V0. L’enveloppe des limites lentes est un demi-

cône de même sommet et de même axe, mais de demi-angle  αe tel que sin αe = 

ce0/V0. 

L’ombroscopie met en évidence l’amortissement géométrique et chimique 

de ces ondes et permet de déduire des mesures le temps chimique v0 Il suffit 

pour cela d’observer l’amortissement le long du cône extérieur et de le comparer 

à celui qui se produit dans un milieu non réactif. 

 

7.2. Onde de souffle  

Considérons une explosion ponctuelle d’énergie E0 dans une atmosphère 

au repos caractérisée par ρ1 et p1. L’onde est supposée très forte de sorte que le 

rapport de pression p2/p1 entre l’aval et l’amont soit infini. Pour une onde de 

choc, cela correspond à M1→∞. On suppose un gaz idéal (à γ constant). 

De part et d’autre de l’onde de choc sphérique ainsi obtenue les relations 

classiques de bilan de discontinuité sont valables. De la relation d’Hugoniot  
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et de celle de Prandtl  
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on tire, en tenant compte de la conservation du débit : 
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C’est-à-dire pour une onde forte :  
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 La vitesse absolue du côté aval de l’onde de choc 

sphérique est donc : Du
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. On a d’autre part (relation d’Hugoniot)  
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ce qui donne, après division par c1
2 : 
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 et, pour les très grands nombres de Mach : 
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ou encore : 
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Recherchons des solutions auto semblables, les seuls paramètres de base du 

problème étant E0, ρ1, r et t (puisque p1, très inférieur à p2 peut être considéré 

comme nul). 

Le seul groupement Π est :   251 −= tr
E


  

et le problème dépend donc de la seule variable sans dimension : 
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L’onde de front correspond à ξ0 et sa distance au centre sera, avec ξ0 constant : 
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La vitesse de l’onde, D sera égale à : 
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ou encore : 
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L'intégration de l'équation : 
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nous donne l'expression du rayon de l'onde de souffle en fonction du temps : 

    ( ) 5
2

0

5
1

1

0 1
t

E
tR

 









=  

Immédiatement en aval de l'onde (intérieur de la sphère de rayon R(t)), on a 

donc : 
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Ces relations fournissent les variations de u2, p2 et ρ2 (constant) en fonction du 

temps, juste en aval de l’onde. A l'intérieur de la sphère, nous poserons : 
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Ces quantités p, u et vérifient les équations classiques de bilan d'un fluide 

parfait en mouvement adiabatique à symétrie sphérique. 

Ainsi : 
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avec : 

    s=cv Log p-cp Log  

 

 Les considérations qui vont suivre vont faciliter la résolution du système. 

On doit tenir compte tout d'abord de la conservation de l'énergie dans la sphère 

de rayon R (t), ce qui donne la relation intégrale : 
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D'autre part, la similitude impose que les rapports u/u2, ρ/ρ2 et p/p2 soient des 

fonctions de ξ égales à l'unité pour ξ= ξ0. Il en est de même de
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donc proportionnalité entre les grandeurs locales et les grandeurs au niveau de 

l'onde de front. Ainsi, la conservation de l'énergie totale à l'intérieur de la sphère 

caractérisée par ξ0 (onde de front) a pour conséquence, du fait de la similitude, la 

conservation de l'énergie totale à l'intérieur de la sphère de paramètre ξ=Cte. 

Cela signifie qu'il n'y a aucun flux d'énergie à travers la sphère dont on suit le 

mouvement à ξ=Cte. On peut effectuer un bilan énergétique dans le domaine 

compris entre une sphère fixe de rayon r et la sphère mobile de rayon r(t) à 

ξ=Cte. Entre les instants t où r(t)=r et t+dt où r(t+dt) =r+ dt
dt

dr
on aura : 
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En tenant compte que : 
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On obtient finalement la relation caractérisant l'adiabatique : 

(4)    
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Exprimons maintenant la conservation de l'entropie des particules de fluide dont 

on suit le mouvement. L'entropie massique est égale, à une constante près, à 

)( pLog . Sa constance est donc équivalente à celle de
p . Cette quantité 

est égale à 


22p au niveau du choc lorsque celui-ci se trouve dans la position 

définie par r. 
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Or nous avons exprimé p2 et 2 en fonction de t et non de r. Mais nous avons 

établi, grâce à l'analyse dimensionnelle, la relation donnant le rayon de l'onde de 

souffle en fonction du temps. Il s'ensuit que : 

(6)   
( )

( )
( )









 



 d

udEp

1

1

0

125

18
+

+

−
=  

 On résout alors le système d'équations (4) à (6) en tenant compte de la condition 

(3). L'analyse et la résolution complète sont faites par Sedov, qui étudie 

également le cas des ondes de choc cylindriques. 

Il faut prendre en compte aussi la continuité des grandeurs en r=0. 

Les figures suivantes résument les résultats obtenus par Sedov pour =1,4. 
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