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46 Chapitre I. Invariants et solutions particuliéres

Dans ce chapitre, nous allons nous placer dans le cas sans contrainte sur le taux d’érosion, et nous
allons chercher a déterminer des solutions particuliéres du probléme.

Pour cela, nous allons démontrer Iexistence d’invariants, tout d’abord dans le cas 2D bilithologique
(voir $II-1), puis en étendant les résultats obtenus au cas 2D multi-lithologique (§11-3) et au cas général 3D
multi-lithologique (§11-4). Ces invariants vont ensuite nous permettre de calculer des solutions particuliéres
quasi-stationnaires du probleme 2D (voir §II-2 et §II-3) utilisées dans le chapitre III pour effectuer des
calculs d’erreurs sur les schémas de discrétisation.

Nous allons donc étudier le probléme simplifié suivant pour tout i = 1, ..., L, sur D = Q x (0,T") ot
QcRLd=1ou2:

; ivl—cf k: =
Surface - { Qli=h€th+dlv[ Gk VA =0, o o 0.7 @)
Zi:lci =1,
f O =0 sur {(z,2,t) | (z,t) € Detz € (0,h(z,t))},
Colonnes : { Cilz=h =¢ sur{(z,t) € D|d:h(z,t) > 0}, ' (IL.2)
(=S kiVh) - T = e surTe,i=1,...,L,
) —(Chik) Vh-fi=g, sur Ly,
CletCL: § &ty or O (IL3)
Cilt=o = & sur {(z,z) |z € Q,z € (0, h|t=0(2)) },

on on a noté 7 le vecteur normal unitaire a 0L} sortant de ). Nous supposerons par la suite que les
coefficients de diffusion k; sont indépendants de la bathymétrie pour chaque lithologie (k" = k{ = k;), et
que, pourtouti=1,...,L,

L
(@220, Y dez)=1 su{(z,2)|z €z e (0hlo(2))}

i=1
II-1 Invariants dans le cas bilithologique 2D
Nous nous placons ici dans le cas bilithologique et nous utiliserons, dans ce paragraphe et le suivant,
les notations :
c=dcf,c=ci, ¢ =u=p, pi =~ ki Ozh pouri=1,2, ety = @1 + @a.

Par ailleurs, on ne cherche ici que des solutions du probleme (II.1)-(I1.3) telles que la concentration ¢ soit
bornée dans I'intervalle [0, 1]. On peut alors définir

C]\",l
cki + (L — )k
On en déduit alors que 1 = pp et pa = (1 — u) .

p=pc) = € [0,1].

Enfin, en sommant les équations de conservation (II.1) sur D pour ¢ = 1, 2, on obtient :
Oth + 0y =0 sur D. {1.4)

Dans toute Ia suite, on supposera / au moins de classe C'2 sur D.
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II-1.1 Erosion (0;h < 0)

En érosion, ¢* = ¢|,~p, est connu. En utilisant (I.4), on obtient I’équation suivante, valable sur tout
ouvert @ de Dot d;h < 0:

—c* Opp+ 0z(np) = 0. (IL.5)
On a de plus ¢* O, € L°(O) d’apres [25].

II-1.2 Sédimentation (0;h > 0)

En sédimentation, (I.2) donne &|,—;, = c. L’équation de conservation sur D pour la lithologie 1 s’écrit
donc, en utilisant (11.4),

—cOpp+ Oz(p) =0. (IL.6)

A. Cas k]_ = kg

Danslecasou ky = ks = k,ona u = cet v = —k 8, h. La variable hauteur de sédiments se découple
donc des autres inconnues et vérifie le probléme parabolique

Oth — k92h = 0 sur D, - (IL7)

avec des conditions aux bords de type Neumann.

En supposant £ un intervalle borné de JR? de classe C'* et en choisissant A0 et les flux aux bords selon
les hypotheses du Théordme 5.3 de [41] (p. 320), ’équation (I1.7) admet une unique solution A € C%(D).
Alors ¢ est de classe C* sur D et la solution A peut ensuite étre utilisée pour déterminer les concentrations.
Plagons-nous sur un ouvert @ de D ol 8:h > 0 et o1 le flux ¢ ne s’annule pas, et supposons que le probléme
(I1.1)-(IL.3) admet une solution ¢ bornée dans I’intervalle [0, 1]. Alors, d*aprés (IL.6),

Oyc = 0 sur O. (11.8)

B. Cas général
Dans le cas général, on a le résultat suivant :

Proposition 11-1.1. Supposons que le probléme (I1.1)-(11.3) admette une solution h € C 2(2_?) et une solution
¢ € L®(D) bornée dans 'intervalle [0, 1] telle que, sur tout ouvert O de D oix dih > 0 et oil  ne s’annule
pas, u soit dérivable par rapport a x avec Oy € L (O). Alors, sur chacun de ces ouverts O et en notant
o = max (kll, kiz), le systeme (II.1)-(I1.3) posséde I'invariant

(p )@k
(e lpl)kr + ((1 — p) ]y 2

J(p, ) = (IL.9)

tel que 8, J = 0 sur O.
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Preuve. Soit O un ouvert de D ol 8;h > 0 et ol le flux ¢ ne s’annule pas. On suppose tout d’abord

que ¢ > 0 sur cet ouvert, et on notera par lasuite P = ak; > 1, b =ak, > letD = (gofl + 905'3)_1
Alors :

1

D%y

1 .
BpJ = ity (PL=P) et OuJ=m300r et N (Prer + Pre).

Or,
et (I1.6) donne, grace aux hypothéses faites sur les solutions,
@ Oppp = (c— ) Opep.
Par suite, 3
0] = oot e (B = Bderon + (o~ )(Proa+ Prgn)],

ce qui s’écrit encore

00 p1 o
By = D;(Dp(pfl L bl [(P1 — P)eros +ollc~ myPropg — (1—¢)— (1— ) Py m]]- (I.10)

c(l—p)Pr=(1—-c¢)puPr=a(cks + (1 — c)ks),

donc en multipliant cette derni¢re égalité par ¢ et en utilisant les définitions 1 = @, o = (1 — u) @, on
obtient

cpa Py = (1~c)yp P,
d’oi finalement (I1.10) donne 9,J = 0.

Dans le cas o ¢ < 0 sur O, le méme raisonnement s’applique. [

1I-2 Applications

Nous allons maintenant calculer des solutions particulieres du probleme (I1.1)-(II.3) dans le cas 2D
bilithologique en utilisant les résultats du paragraphe précédent.

II-2.1 Un exemple dans le cas k; = k&,

Nous considérons ici le probleme (I1.1)-(11.3) dans le cas bilithologique avec k1, = ko = k, des
conditions aux bords de type Neumann homogénes, et les conditions initiales suivantes :

4 ~
h%(z) = 1+ cos %m € C®(Q), (z,2)=(z) = i;— sur {(z,2) |z € Q,z € (0,h%(z))}.
Alors, en utilisant une méthode de séparation des variables, on peut montrer que 1’équation parabolique
(I1.7) admet I'unique solution A égale a

2
h(z,t) =1+ cos (4—7;1:—) e‘kt(‘lTw) € C™(D).




II-2. Applications 49

On en déduit que le flux ¢ vaut

2
o(z,t) = 477” e_’”t(Tﬂ) sin (47rTa:) € C*®(D),

et s’annule donc en x = 0, 1 2 et [. La dérivée O,h est du signe de — cos (4” ) donc les zones du bassin
en sédimentation et en érosion ne dépendent pas du temps (voir figure II.1). De méme, le support de ¢ ne
varie pas au cours du temps.

Nous allons maintenant chercher une solution ¢ = ¢ du probleme indépendante du temps et nous
allons tout d’abord montrer qu’une telle solution est continue sur tout ouvert de € oit le flux ¢ ne s’annule
pas. On se place donc sur un tel ouvert (J, i un instant donné ¢ > 0. Comme 0,c° = 0 et qu’une zone
en érosion 1’est pour tout temps ¢ > 0, la concentration de colonne est égale a la concentration initiale
¥ et on a en érosion &|,— = c¢* = c® € C(f). Ainsi, en utilisant ’hypothése ¢ € L>(0O), la régu-
larité de h domne c9;h(.,t) € L*(O) et c* &:h(.,t) = Ox(ckdph(.,t)) € L*°(O). On en déduit que
cOzh(.,t) € WH(0), et donc que c 9zh(.,t) € CO(O).

On a vu que, dans les zones en érosion du bassin (8;k < 0), c’est-a-dire = € (0, £), (&, %) et (%,1),
¢* = 0. L’équation (II.5) peut donc se réécrire :

Bal(c~ ) gl = 7.

En intégrant cette équation, on obtient, pour tout z € (0, —é—) U (%, %) U (% AU (7l 0),

x  cos(E) —1

c(z) = 7 + i Sln(47lrw) € [0,1].

De plus, on voit que limm_*(%)_ c(z) = lim

z = & en posant ¢(§) = 3.

)+ c(z) = % On peut donc prolonger c par continuité en

Par ailleurs, d’apres le paxagraphe II-1.2, sur tout ouvert en sédimentation ou le flux ¢ ne s’annule pas,

c’est-d-dire sur les intervalles (&, 1), (4,3), (8,3 et (8L, Z) ici, toute solution ¢ bornée dans I'intervalle

[0, 1] satisfait 8¢ = 0 sur ces ouverts. En utilisant la continuité de ¢ montrée précédemment, on obtiendrait :

%—ﬁ 51336[8,4)
= T nreld)

s~ 4 Sizelgiy)

t+£ size (&Y,

et on vérifie que c est alors bien une solution de (I.6) indépendante du temps.

La solution obtenue pour c est représentée sur la figure II.1. Cet exemple illustre la discontinuité
possible de la concentration de surface aux points ol le flux ¢ s’annule : ici, la concentration de surface est
discontinue aux points bas o1 il y a sédimentation, mais est continue aux points hauts en €rosion.



50

Chapitre 1I. Invariants et solutions particuliéres

Figure II.1 : Epaisseur de sédiments h, concentration de surface c; et taux 0;h pour I’exemple du paragraphe
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I1-2.2 Calcul de solutions “stationnaires” : d;c = 0, 92h = 0
Les conditions aux bords sont ici notées :

QDI:CZO = fD) (le=l = f17
si fo > 0,¢1]|a=0 = to fo, ¥2|z=0 = (1 — 1o) fo,
sif1<0,01le=t = p1 f1, 2lo=t = (1 — 1) f1,

avec o, p1 € [0,1], et ces conditions sont supposées indépendantes du temps. Dans ce paragraphe, nous
allons chercher des solutions du probleme (I1.1)-(IL.3) telles que ¢ € [0,1] et

82h = 0 sur D, dyc = 0 sur Q. (IL.11)

Supposant A et ¢ suffisamment régulieres, on obtient, en dérivant I’équation (I1.4) par rapport au temps et en
utilisant I’hypothése (II.11) :

Ox[—(k1c+ k2(1 — ¢)) 0,(0:h)] =

Les flux imposés au bord du domaine étant indépendants du temps, on a également :

[—(klc + ]\72(1 — C)) am(ath)“m:() = [—(klc -+ I\'/'Q(l - C)) ax(ath)”m:l =0.

On en déduit que : 0:h = —0yp est indépendant de x et de t, et par suite : ¢ = < h ) + fo et
Oth = M? L

Réciproquement, toute solution du systeme (IL.1)-(I1.3) telle que :

8th=¥etcp(m) (fl f°>+fo @12

vérifie (IL11), et p € C1().

Nous allons maintenant déterminer les solutions du probléme (IL.1)-(I.3) pour les concentrations en
fonction du signe des flux aux bords fo et f;. Pour cela, nous allons utiliser le fait que le taux O:h est
indépendant de z € Q et du temps ¢ : le bassin est soit toujours en sédimentation, soit toujours en érosion,
et I’épaisseur de sédiments évolue a vitesse constante.

A.Cas k) = ko
Erosion : 8;h < 0,1e. fo— f1 <0

Le signe de 8;h ne dépendant pas du temps, on est ici toujours en érosion. Par suite ¢ = ¢°, donc, en se
placant dans le cas 8,c? = 0, ¢* = ¢ et I’équation (IL5) donne

Ox(cp) = O (x )(fl z fo) (IL13)




52 Chapitre II. Invariants et solutions particuliéres

e 1% cas: fo >0
Alors f1 > 0, ¢ ne s’annule pas sur £ et on a une condition aux limites

o fo sur ¢ au bord z = 0 ot le flux est entrant. En intégrant I’équation (I1.13)
0
a5 —— entre 0 et x, on obtient :
0
dh <0
+ fizlo (% 0y 4
0 ! c(z) = tolo b W)y sur [0, 1].

(558)

Quelques exemples de solution pour ¢ obtenus avec différentes valeurs de 0 sont présentés sur la figure IL.2.
2 cas: fo <0, f1 <0

Alors ¢ ne s’annule pas sur { et on a une condition aux limites sur ¢ au

£ nf, bord z = [ ot le flux est entrant. Le raisonnement est le méme qu’au
N T cas précédent :
dh <0 =t
__h—Jfo L o
11 ¢ (y)d
0 1 c(z) = s R OL sur [0, 7].

(558) o

Le flux ¢ s’annule alors en z* = %Lf’_—% € Qetiln’y a pas de flux entrant

£y f  aux bords. En intégrant I’équation (IL13) entre z* et z, on obtient :
dh <0 Lifo 12 O(y)d
" cla) = L= DY o g g,
0 1 I( 17f0> +/o

et on peut prolonger c¢ par continuité en z* en posant ¢(z*) = c®(z*). Dans le cas ou c° est constante, on
obtient ainsi ¢ = ¢?, ce qui est logique puisque les deux lithologies ont le méme comportement (k1 = kg) et
qu’il n’y a pas d’apport extérieur de sédiments dans le bassin : les sédiments transportés 2 la surface sont les
sédiments présents initialement dans le bassin qui ont été érodés et dont la composition n’a pas ét€ modifiée
par le transport. Un exemple de solution est présenté sur la figure IL.3.

Sédimentation : 9:h > 0,i.e. fo— f1 >0

Dans ce cas, ¢* = ¢, le flux ¢ s’annule en z* = fgﬂﬁcl et on a vu que dyc = O sur tout ouvert de {) ne
contenant pas z*.

el cas: f1 >0

Alors fo > 0, ¢ ne s’annule pas sur ) et on a une condition aux limites
1o fo g  sur caubord z = 0 o le flux est entrant. On voit donc que ¢(z) = po
49f, | est solution du probléme (IL6) sur [0,!] : les deux lithologies ayant le
méme comportement (k1 = ko), les sédiments déposés ont la méme
0 1 composition que les sédiments entrant en x = 0.
e 2 cqs: f1 <0, fo <0

dh>0
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07 Concentration de surface c1s, cas ¢0 = 0.2 07 Concentration de surface c1s, cas ¢0 = x/|
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Figure I1.2 : Concentration de surface ¢} obtenue dans le cas “stationnaire” bilithologique, en érosion, avec
ky = ko = 5.10*m?/an, fo = 0.1m?/an, fi = 0.2m?/an, up = 0.7 et différentes valeurs de .
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Figure IL.3 : Concentration de surface ¢§ obtenue dans le cas “stationnaire” bilithologique, en érosion, avec
ki = kg = 5.10*m2/an, fo = —0.1m?/an, fi = 0.2m?/an, up = 0.7et ¢ = z2/1.
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fy 3 f —
— *%)f Alors z* ¢ (, et le méme raisonnement que précédemment donne
dh>0 ()1, c(z) = p solution de (I.6) sur [0, ].
0 1

e 3 eqy: f1 <0, fp >0

Alors z* € ), et les conditions entrantes aux bords donnent
pots ity
(I f d4h>0 (141, o(z) = Mo sur [0,*93*),
o sur (a7,

0 1

solution de (IL.6) sur [0, 7] \ {z*}.

Remarque II-2.1. Si fi = 0dans le 1" cas (resp. fo = 0 dans le 2°™¢ cas), le résultat obtenu pour p (égal
a c ici) n’est plus valable que sur [0,1) (resp. sur (0,1]).

Remarque I1-2.2. Dans le cas particulier ot fo = f1 # 0, ona ¢ = fo et Oy(u fo) = 0 d’apreés (IL6). On
en déduit que c est constante, et est donc égale a o si fo > 0, et a p si fo < 0.

Quelques exemples de solution pour ¢ obtenus avec différentes valeurs des flux aux bords fo et f1 sont
présentés sur la figure 11.4.

Concentration de surface c¢ts, f0>0, f1>0 Concentration de surface c1s, {00, f1<0

0.708 1 : — .
0.706 |
0.8}
0.704 }
2 2
_§0'7O2 L g 06l
8 07 ®
5 5
0.698 | 804
[=] [«]
Co.696 | ©
‘ 0.2
0.694 |
08925—go—g'7 0% 08 1+ T2 T4 76 18 O0—0'z7 0705 08 1 12 14 15 T8
X (100 km) X (100 km)
() fo = 0.2m?%/an, fi = 0.1m?/an ®) fo=0.2m2/an, fi = —0.1m?/an

Figure I1.4 : Concentration de surface cj obtenue dans le cas “stationnaire” bilithologique, en sédimentation,
avec ky = ky = 5.10% m?/an, po = 0.7, u1 = 0.2, et différentes valeurs de fo et f1.

B. Cas kl 75 k2

Erosion : 9;h < 0,1ie. fg— f1 <0
En érosion, on obtient pour 4 les mémes résultats que ceux obtenus pour ¢ dans le cas k1 = ko (le flux ¢ est




II-2. Applications 55

indépendant des coefficients de diffusion).

Sédimentation : 8;h > 0,1.e. fo— f1 >0

Dans ce cas, ¢* = cetle flux ¢ s’annule en z* = féfﬂ;l. De plus, ¢ étant de classe C L sur Q, on déduit de
(I.6) grace a I’hypothése ¢ € L*(O) que I € L* sur tout ouvert de {2 ne contenant pas z* et on peut
donc appliquer la Proposition II-1.1.

o1 cas: f1 >0

Alors fo > 0 et ¢ ne s’annule pas sur 2. On peut donc appliquer la
Proposition II-1.1 en considérant la condition aux limites entrante en

Bofo| Az =0.Sip € (0,1), on a nécessairement u € (0,1) (d’aprés (IL9),
(A-t9f, db >0 comme fo et ¢ sont non nuls, si 4 = 0 (resp. p = 1), alors pio = 0 (resp.
po = 1)). On en déduit que J € (0,1) et que J = 1 est également

0 1 un invariant du probléme. La valeur de 4 est donc donnée implicitement

sur [0, ] par I'équation

_ k1—ka
,u'_kl(l _ N)k2 — /J’akl (1 _ ,ng)kz <1 _ (fo fofl)w) ,

qui admet pour tout z € [0,!] une unique solution dans I’intervalle [0,1]. En effet, la fonction p —
p "1 (1 — p)*2 est monotone, décroissante et surjective de [0,1] dans [0, +00).

Par ailleurs, en notant r = kj /kq, I’équation précédente se réécrit :

1-#__1—M0<F@0>%{
pr Ho Ho

ottonanoté F(z) =1— gi}—o’;lﬁ. On voit donc que, si F'(z) < ug, ¢’est-a-dire z > T = (1;%}{_01’ alors u

tend vers 1 quand » — co. Dans le cas contraire (F(z) > pg), p tend vers 0 quand » — oco. On tend donc
vers une répartition discontinue des sédiments quand le rapport entre les coefficients de diffusion tend vers
I’infini.

Enfin, si ug € {0, 1}, 1a Proposition II-1.1 donne p = o sur [0,1].

®2¢Mecas: f1 <0, fo<O

; . Alors z* ¢ Q, et, si y1 € (0,1), le méme raisonnement que précédem-
bl B R ment donne u de fagon unique dans [0, 1] par :
dh>0 -t P
_ . —k : o — fl—=2)\"™
] 1 L kl(l_u)kz = U] k1 (1_M1)k2 <1+ (f J;'l)l( )> sur [O,l]

Sinon, p = p sur [0,1].
e3me as: f1 <0, fo>0
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b fo iy
(19, 40 a-w)f, Alors z* € Q. Tout d’abord, dans le cas ot g et 1 sont dans 1’ouvert
(0,1), le méme raisonnement que dans les cas précédents donne :

0 1

. —k ) —kz .
pEL(L = ) = g™ (1 — o) (1 (foffl)m) siz € [0 fof()lfl)
pR (1 — )k = prR (1 — )k (l + —(fo DI m)> siz € (é——fofflﬁ ,lj,.

Reste a déterminer p en z* = fof - lfl .
k1> ko >0:

Size [O,ﬁ@%),ona:

(1—1>%<L>I%‘ﬁ =l%(1—/~00)ﬁ<1 (fo — )z )Ik2 Ll/

L 1—p Ko Jol
=0 o= (%) |
Or, u € [0,1], donc ﬁ € [1,00) et ne peut donc tendre vers 0. Par suite, on doit avoir (% — 1) B —
0 [w — ( féfﬂlfl ) _] , ce qui implique p — 1.
Siz e (%flﬁ,l], ona:
1
(% - 1>% (ﬁ)lé_ﬁl = \i—lé(l — )™ <1 o= J;_?Bl(l — m)>lk2 "

=0 |z (fofflf1>+]

- . . . +
Le méme raisonnement que précédemment montre alors que I’on doit avoir y — 1 [a: — ( foff lfl ) } .

Ainsi, on peut prolonger p par continuité en z* = fof - 7, en posant p = 1.

ko >k >0:
Un raisonnement similaire montre que 1’on peut prolonger ( par continuité en z* = fol_ en posant y = 0.
Au point bas z*, les sédiments sont donc composés exclusivement de la lithologie la plus diffusive.

Par ailleurs, on peut montrer comme dans le premier cas (f; > 0) le résultat suivant, en notant r = k1 /Ko :

_ (1—=po)fol

Siz< ot siz > Ty = 52, p— 1[r— +od],
’ si z < Iy, p— 0[r — 4o0). 114
six <X =Z—M ——>1[r——>+oo] @149
Si$>$*, d Fo—/f1 ° H >

siz > Zg, p—0[r — +o0l.
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Enfin, si uo € {0,1} (resp. ‘,ul € {0,1}), alors p est égal & g (resp. p1) sur [0, z*) (resp. sur (z*,[]).

Remarque II-2.3. Les remarques 1I-2.1 et 11-2.2 sont encore valables ici.

Quelques exemples de solution pour ¢ obtenus avec différentes valeurs des flux aux bords et des coef-
ficients de diffusion sont présentés sur la figure IL5.

Dans le cas ot fo > 0 et fi > 0, le flux @ est strictement positif sur Q, et par suite 9, < 0. Ainsi,
les sédiments ayant le coefficient de diffusion le plus élevé glissent les premiers au fond du bassin, i.e. vers
z = [ ol 1a topographie est 1a plus faible. Dans le cas I1.5-(a), le point Z = 2.4 est en dehors du bassin et on
retrouve le fait que ¢ — 0 quand r = k1 /ko — +o0 : le flux sortant f; est suffisamment fort pour que les
sédiments les plus diffusifs ne s’accumulent pas en z = [ et disparaissent quasiment lorsque k1 >> kg. Dans
le cas I1.5-(b), le flux sortant f; est moins fort et les sédiments ayant le coefficient de diffusion le plus élevé
s’accumulent vers = [. Le point = 1.33 est dans le bassin et la répartition des sédiments est quasiment
discontinue quand r — co. Pour k1 = ko, on retrouve ¢(z) = pg = 0.4 : les deux lithologies ayant le méme
comportement, la composition des sédiments dans le bassin correspond a celle des sédiments apportés a la
fronticre.

Pour des flux entrants & chaque bord du bassin (courbes II.5-(c) et I1.5-(d)), le bassin a une forme
de cuvette avec un point bas en z*, ot le flux ¢ s’annule et change de signe (z* = 4/3 ici). Comme
précédemment, les sédiments ayant le coefficient de diffusion le plus €levé glissent les premiers au fond du
bassin, ¢’est-a-dire autour du point bas z*. Pour k; > ko, on retrouve le fait que u, et donc ¢, vaut 1 en z*.
Pour k; = ky, les deux lithologies ont le méme comportement : la concentration de surface ¢! correspond
donc, de part et d’autre du point bas, 2 la répartition dans les flux entrants donnée par pg et £¢1. Enfin, lorsque
le rapport k1 /ko tend vers 1’infini, on voit apparaitre 1a répartition discontinue des sédiments aux points Z,
et 74 donnée par (11.14).

II-3 Généralisation au cas multi-lithologique 2D

On se place ici dans le cas multi-lithologique, c’est-a-dire L > 2. Comme dans le paragraphe II-1,
on ne cherche ici que des solutions du probleme (II.1)-(II.3) telles que les concentrations c; soient dans
Iintervalle [0, 1]. On peut alors définir, pour touti=1,...,L,

L cfki
T L sp.
> =1 ¢5k;

On notera par la suite ¢; = —cf k; Ozh, ¢ = Zf;l ;. On a donc ¢; = p;  pour tout <.

€ [0,1].

En sommant les équations de conservation (II.1) sur D pour tout ¢ = 1, ..., L, on obtient comme dans

le cas bilithologique
Oth + 0y =0 sur D. (11.15)

Dans toute la suite, on supposera A au moins de classe C? sur D.

Les résultats obtenus en érosion dans le paragraphe II-1 se généralisent immédiatement au cas multi-
lithologique.
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Figure IL.5 : Concentration de surface ¢f obtenue dans le cas “stationnaire” bilithologique, en sédimentation,
avec ko = 10%m? /an et différentes valeurs de fo, f1, to, p1 et k.
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Plagons-nous maintenant en sédimentation (9;2 > 0). On a alors le résultat suivant :

Proposition 11-3.1. Supposons que le probléeme (I.1)-(I1.3) admette une solution h € C 2(2_)) et des
solutions ¢ € L (D) bornées dans l'intervalle [0,1] pour tout i = 1,..., L telles que, sur tout ouvert
O de D oi1 8;h > 0 et oit @ ne s’annule pas, 1i; soit dérivable par rapport & x avec O u; € L°(O). Alors,
sur chacun de ces ouverts O, le systeme (I.1)-(I1.3) posséde L invariants J;, i =1,..., L, tels que 0z J; = 0
sur O, donnés par

i | P
JZ(W) M1, - ,,LLL) = 7, A (I1.16)
. |57
E]=1 l;]
on P; = akj et « = maxj=1,.1, (%) Par ailleurs, pour tout sous-ensemble {i1,...,ir—1}de{1,...,L}
(les i; étants distincts), les invariants J;), ..., J;,_, sont indépendants.

Preuve. Soit @ un ouvert de D olt &;h > 0 et ol le flux ¢ ne s’annule pas. On suppose tout d’abord
N1
que ¢ > 0 sur O. Soit¢ € {1,...,L}. On notera par la suite D = (ny;l (pf’) . Alors :

1 P, P 1 Pi—1 P;
&in:m[ Z P4 SOjj(Pz'—Pj)], 6uiJi=ﬁ-Pi‘P(Pi < Z 903']),
P =
et, pour tout k # 4, k € {1,..., L},
1 . p_
8,%JZ- = _ﬁ Pkga(pf’ (p}?” 1.
Or,
OpJ; = 3¢Ji am(p —+ (9M Ji Bmm + Z 8ll«j J; Bm,uj, (IL17)
P
i=1,...,L

et (I1.6) donne, grice aux hypotheses faites sur les solutions,
©Opptj = (¢; — pj) Oup  pourtoutj=1,...,L.

Par suite,

3in=D§(P [ Y eitel B-P)+ Y elei ey (Pisﬁj(cf—ui)—Pj%(c§~ﬂj))]].
J#i J#i
j=1,..,L i=1,...,L

€

(IL18)
De plus, pour tout § € {1,...,L},

S L L L
I I P _ 3
P]M_ = ak; ZCZF =« Zc;,kp
est indépendant de 7, et par suite,

¢; pj Py = ¢ p; P pour tout 4,5 =1,..., L.

On déduit finalement, en utilisant ce résultat dans (I1.18), que I’on a bien 3, J; = 0.
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Enfin, les variables p;,, ..., 4i,_, sont linéairement indépendantes (u;;, = 1 — pig; — ... — Miz_y),
donc les invariants J;, , ..., J;,_, le sont aussi.

Dans le cas ot ¢ < 0 sur O, le méme raisonnement s’applique. [
Remarque II-3.1. Dans le cas L = 2, on retrouve le résultat de la Proposition II-1.1.

Remarque I1-3.2. Si k; = kpourtouti=1,...,L, alors J; = p; = ci.

Enfin, on a également le résultat suivant :

Proposition I1-3.2. On se place ici dans le cas L > 3. Supposons que le probleme (I1.1)~(I1.3) admette une
solution h € C%(D) et des solutions ¢ € [0,1] pour tout i = 1, ..., L telles que, sur tout ouvert O de D oty
O:h > 0, p; soit dérivable par rapport & x avec Oy p; € L°(O). Alors, sur chacun de ces ouverts O et pour
tout triplet (i, j, k) avec i, j, k distincts dans {1, ..., L}, le systéme (II.1)-(I.3) posséde, sur tout ouvert de
O o s, pj et iy, sont strictement positifs, Iinvariant J;jp, donné par

ki(kj—kg)  kjlkp—ky)  kglk;—ky)

Jijr (s fjy b)) = K2 b w2 Hy, K (I1.19)

et tel que ¢ Oz Ji5,, = 0, ot ona noté K = % ZL___l kp.

Preuve. Soit @ un ouvert de D ott ;h > 0, et soit (4,7,%) un triplet avec i, 7,k distincts dans
I’ensemble {1,...,L}. On se place sur un ouvert de O ott y1;, p1; et puy > 0. Alors

ki(k; — ki) Jijn kj(ke — ki) Jije

k‘k(kz — kj) Jijk

O Jijk = T—M;—’ Op; Jijk = K2 b Oy Jije = i e (I1.20)
etpdudigh =@ D, OuyJiji Outip. @21)
p=i,4,k
Or, on a vu que
(p —cp) Ox o+ @Ouppy =0 Vp=1,..,L, (I1.22)
d’oli, en sommant les équations (I1.22) pondérées par 8y, J;jx pour p = 1, j, k, il vient :
(S BTty = 9) ot (3 BT Baty) =0 1)

p=i,5.k p=i,3,k
De plus, (II.20) donne, en utilisant le fait que kp-ff}’: est indépendant de p,

O Jsj (i — &) + Oy Jijie (g — €5) + Oy Jijie (e — i) = 0.

On en déduit, en utilisant (I1.21) et (I.23), que ¢ 8, J;j = 0, ce qui permet de conclure. [
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Applications
1. Exemple du paragraphe II-2.1
On reprend ici I’exemple du paragraphe II-2.1 en I’étendant au cas de 3 lithologies, avec k; = & pour

1 = 1,2,3. Les solutions pour h et ¢ sont les mémes, et on prend comme conditions initiales pour les
concentrations :

ANz, 2) = (z) =
{ cééwiz% = zégg = 2% sur {(z,2) |z € Q, 2 € (0,h%(z))}.

Le méme raisonnement que dans le paragraphe II-2.1 donne alors, pour les zones en érosion :

=2+ SCE L g g
21 87rsin(47rTm) sur(O YU hu 5_l)U(7_l )
G B R
7 e ? ?
¢2(2) 3 12w sin(%Z) 0,1]

et on peut prolonger cj (resp. ¢3) par continuité en x = % en posant ¢j (%) = % (resp. c3 ( —é—) = %).

Dans les zones en sédimentation, on obtient :

- sizelld), o= o sime[é,ﬁ)
) = E+g& size(d, (o) = T+ size (4,
- size[d,d, & — - Size€ %,%),
=+ size (8T, L+ size (3,1

Les concentrations de surface cj et c§ sont représentées sur la figure IL.6.

2. Calcul de solutions “stationnaires” : 0;c; = 0, 92h =0

On s’intéresse ici au calcul de solutions stationnaires pour 3 lithologies en reprenant les résultats du
paragraphe II-2.2.

Les conditions aux bords sont ici notées :

‘PI.’I:=O = f0> @lm:l = fl)
si fo > 0,01]o=0 = 1§ fo, P2la=0 = 13 fo, Pale=o = (1 — u§ — 1) fo,
sif1 < 0,01|p=t = 1 fis P2lamt = 1 fiy P3la=t = (0 — pf — ) fi

avec pud, pd, ut et u? € [0,1], 1 — pf — pd € [0,1], 1 — u} — u? € [0,1], et ces conditions sont supposées
indépendantes ‘du temps. Dans ce paragraphe, nous allons chercher des solutions du probléme (IL.1)-(IL.3)
telles que ¢f € [0,1] et

82h = 0 sur D, Oycf = 0 sur Q pouri = 1,2,3.

Alors on peut montrer, comme dans le cas bilithologique, que ces solutions vérifient (I1.12).
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05 Concentrations de surface
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Figure I1.6 : Concentrations de surface cj et ¢5 pour I’exemple du paragraphe II-2.1 étendu a trois lithologies.

Sédimentation : d:h > 0,i.e. fo — f1 >0

Dans ce cas, le flux ¢ s’annule en z* = fgﬂl. . Nous allons utiliser ’invariant défini dans la Proposition
II-3.1 et dans lequel le flux diffusif ¢ est connu. Pour cela, nous allons supposer que le probleme admet des
solutions ¢; bornées dans I'intervalle [0, 1] pour ¢ = 1, 2, 3. Alors, en utilisant la régularité de ¢ et I’équation

(1.1), on montre que O, u; € L (O) sur tout ouvert O de D ot 8;h > 0 et ot ¢ ne s’annule pas.

o1 cas: f1 >0 Alors fo > 0 et ¢ ne s’annule pas sur . On peut donc appliquer la
‘ Proposition II-3.1 en considérant la condition aux limites entrante en

L z = 0. Si p} et u2 sont non nuls avec 1 — ug — pg > 0, on a alors
Hofodtofo ] —L-  nécessairement 141, o et s non nuls (d’apres (I.16), comme fg et ¢
dih >0 sont non nuls, si g1 = 0 (resp. p2 = 0, usg = 0), alors u§ = 0 (resp.

N " pd =0,1— pd — pd = 0)). Ainsi, J; € (0,1) pouri = 1,2,3 et Jy /Ja,

Jo/J3 sont également des invariants du probléme. La valeur de uq et uo
est donc donnée implicitement sur [0, /] par :

k1—ko
ki k L -
Py = ()R ()2 (1 - Yozhle foﬁl)m> ,

ko—ka
40— — ) = ()21 = =y (1 - o)

Si p§ € {0,1} (resp. ud € {0,1}), alors, d’aprés 1a Proposition I1-3.1, 3 = pd (resp. pg = p) sur [0,1].
02Me cas: f1 <0, fo <0
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fy

Alors 2* ¢ Q, et le méme raisonnement que précédemment donne, si
't g, i et 1 — pl — pf sont non nuls,
Iy
1 f1

dh>0

k1—k2
—k1 k 5 . —_ I—
prP b = (udy R (ke (1+ (fo J}ll)l( z)) ’

. ka—ks3
—I 3 s 3 — ) (I~
a1 = g1 = p2)® = ()R (1 — uf — p) (1 + toffes) w)> :

Siut € {0,1} (resp. p? € {0,1}), alors, d’aprés la Proposition II-3.1, p1 = pf (tesp. ps = p) sur [0,1].
o3 M€ cas: f1 <0, fy >0

&h>0 Alors z* € Q. Dans le cas o pd, p, p}, p?, 1 — p— pdet 1 —pt — p?

4

pr " = (ud) ™ ()" (1 - —”ﬂ;ﬁ”z)h y
-
| =) = ()01 - iy (1- )
(L E b (g y—k2) (o=titt=s) "
pr ts® = (up) 1(#1)2(1+T> )

ka—Fk3
—k 3 —k e — I—
| 127 (1=~ )™ = ()2 (1 — i — ) (1 S ””)) :

sont non nuls, le mé&me raisonnement que dans les cas précédents donne :

. t‘ol
siz € [O, fo—fl)’

; fol
1z € (fo—f1 ’ Z} )

Reste & déterminer (i et ug en 2™ = %@—lﬂ On peut montrer, en reprenant le raisonnement du cas bilitho-
logique, que si tous les coefficients de diffusion sont distincts, on peut prolonger les variables y; en z* de
telle sorte que seule 1a lithologie la plus diffusive soit présente en ce point.

Enfin, si u§ € {0,1} (resp. & € {0,1}), alors p; = uf (resp. p2 = pd) sur [0,z*). Si p} € {0,1}
(resp. p} € {0,1}), alors pq = pf (resp. po = p?) sur (z*,1).

Quelques exemples de solution pour c3 et ¢35 sont représentés sur la figure IL.7. On retrouve le fait que
les sédiments ayant le coefficient de diffusion le plus élevé (la lithologie 1 ici) glissent les premiers au fond
du bassin, c’est-2-dire autour du point bas z* ol ¢ change de signe (z* = 4/3 ici). La concentration de
surface ¢f vaut 1 en z* tandis que les concentrations ¢ et c§ sont nulles en ce point. Enfin, on commence a
distinguer sur les figures (c) et (d) les solutions limites lorsque le rapport entre les coefficients de diffusion
tend vers 'infini, que I’on peut calculer en raisonnant comme dans le cas bilithologique.
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Figure I1.7 : Concentrations de surface obtenues dans le cas “stationnaire” multi-lithologique, en sédimen-
tation, avec fo = 0.2m?/an, f1 = —0.1m?/an, k3 = 103 m? /an, et différentes valeurs de k; et ko.
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II-4 Généralisation au cas multi-lithologique 3D

On se place ici dans le cas multi-lithologique (L > 2) avec @ C IR?. Comme dans le paragraphe
II-1, on ne cherche ici que des solutions du probleme (II.1)-(I.3) pour les concentrations ¢ qui soient dans

I’intervalle [0, 1). On peut alors définir, pour touti =1,..., L,
Cﬂi‘i
b= =B e (0,1
21 cik;

On notera par la suite g; = —c; k; Vh, ¢ = Zfﬂ @;. On a donc @; = u; ¢ pour tout 7.

En sommant les équations de conservation (II.1) sur D pour tout ¢ = 1, ..., L, on obtient comme dans
le cas bilithologique

Oth +divg =0 sur D. (IL.24)
Dans toute la suite, on supposera h au moins de classe C? sur D.
Erosion (0;h < 0) :

En érosion, ¢;|,—p est connu. En utilisant (I.24), on obtient ’équation suivante, valable sur tout ouvert de
Dou d;h <0

—C;|p=p divg + div (u; ) = 0. (1.25)

Sédimentation (8;h > 0) :
En sédimentation, (IL.2) donne ¢;|,=p = cf. L’équation de conservation sur D pour la lithologie ¢ s’écrit
donc, en utilisant (I1.24),

—c; div @ 4+ div (u; g) = 0. (11.26)
On a alors le résultat suivant :

Proposition I1-4.1. Supposons que le probléme (IL1)~(11.3) admette une solution h € C*D) et des
solutions ¢ € [0,1] pour tout i =1, ..., L telles que, sur tout ouvert O de D oir Oyh > 0, ; soit dérivable
par rapport & ¢ € Q avec V; € (L°(0))%. Alors, sur chacun de ces ouverts O et pour tout i # j,
i,je{l,...,L}:

(1) Si ks < kj (resp kj < ki), le systéme (I1.1)-(I1.3) posséde, sur tout ouvert de O ot p; > 0 (resp. pj > 0)
Uinvariant

ak; akz-
= Fi—k; =k o
Lj=w" " ,ujj P (IL27)

P = _Aki—ky]
tel que div I;; =0, avec o = — = (Farkes)”

(2) Sik; = k;, le systeme (I1.1)-(I1.3) posséde, sur tout ouvert de O ouv p; > 0 Uinvariant

Jy =1 (I.28)

]

tel que V Jij -g=0.
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Preuve. Soit O un ouvert de D ot 0:h > 0 et soit ¢ # 7, 4 g E {1,...,L}. On suppose tout d’abord

ak;
que k; # k;, avec par exemple k; < k; et on pose Ji; = u: =5 ,u;j , C’est-a-dire I;j = J;j @. Alors :
div i = Jij div @ + VJy; - G-
Or,ona:
8Jz'3 _ Oélv ‘]’LJ et 8sz _ O.’kj il
Oui  ki—kj i Oy kj—kipg

. ’ 8T
d’ot, en utilisant le fait que kp% est indépendant de p : J;; = %Jl (wi — )+ 5;:—] (j — c3). Par suite,
Hi 3
0Ji; 0Ji;

divI-;-j = (8 ZJ( i—cs)+—lul(,uj—c))d1vgo+<

(9J
= - — ) div @ + Vi - 3).
k;j P L ((pr, — ) div @+ Vg - @)

bR v IV v TS B

Alors (I1.26) donne, en utilisant les hypotheses faites sur les solutions,
(k. — ) div @+ Vg - G = 0 (IL.29)

et finalement div I_;j =0.

On suppose maintenant que k; = k;. Alors p; ¢ = pj; ¢f et (I1.29) donne pj Vi, - G =p; V- Or,

8:]1] 8:]70
s it B VW)

Vg 8=

Oy 1 0%

i py Oy p¥

d’ot finalement VJ;; = 0. O

Enfin, on montre, comme dans le cas 2D, 1’existence d’invariants de deuxieéme espece si L > 3 :

Proposition II-4.2. On se place ici dans le cas L > 3. Supposons que le probléme (11.1)-(11.3) admette une
solution h € C%(D) et des solutions c; € [0,1] pour tout i = 1,. .., L telles que, sur tout ouvert O de D o
Osh > 0, p; soit dérivable par rapport a x € 2 avec V,; € (L°°((9))d. Alors, sur chacun de ces ouverts
O et pour tout triplet (i, j, k) avec 1, §, k distincts dans {1,. .., L}, le systéme (II.1)-(I.3) posséde, sur tout
ouvert de O ol y;, |5 et py, Sont strictement positifs, Iinvariant Jyjy, tel que V Jijy, - @ = 0, donné par

kilkj—kg)  kjlkg—ky) kg lks—ky)
5 3

Jijie(this g ) = p; % pp oy F (I1.30)

N s _ 1L g,
oonanoté K =13 1 ky

Preuve. La démonstration découle immédiatement de celle faite dans le cas 2D (Proposition II-3.2).



