Instabilité de Mobius pour les poids a croissance lente

I.1. Introduction

Soit h : [0, 1[— [0, +o0o[ une fonction continue strictement croissante telle que lir? h(r) =
r—+1-
+oo; h sera appelée un poids. Soit Ay (D) 'espace de Banach des fonctions holomorphes f
sur le disque unité D C C telles que

11l = sup | f(2)]e "D < 0.
z€D

On dit que T' C D est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) quand il existe L > 0 tel
que pour tout f € Ap(D),

11l < L ALfIe]lns

ou || flrl|n = :Zulg 1 £(O)]e "D La borne inférieure de telles constantes L est notée L (T).
€

On dit que I'échantillonnage pour Ay (D) satisfait la stabilité de Mébius lorsque tout
ensemble ' d’échantillonnage pour Ay, (D) vérifie
up L1 (B, (1)) < +00,
weD

ol pour tout w € D, ®,, est la fonction de M&bius donnée par

Z—w
@w(2)2m7 ZED

La distance pseudo-hyperbolique entre z et w de D est définie par p(z,w) = |®,(z)]. On
dira que I' C D est hyperboliquement séparé si

p(I') =inf{p(z,w) : z,wel', z£w}>0.

Seip dans [20] a montré que lorsque A(r) = aln ﬁ, o > 0, une suite I' C D est d’échan-
tillonnage pour A~ (D) = A, (D) si et seulement si elle contient une suite I'” hyperboliquement

séparée telle que sa densité hyperbolique inférieure uniforme vérifie

> ca (T <|z|<r [ In ||
D™ (') = lim inf AR : L1.1
(") = lim inf o (1= r)] - (I1.1)

13
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Un élément essentiel de la preuve de Seip est le fait que I’échantillonnage pour A~ (D) satisfait
la stabilité de Mébius. En effet, si I' est un ensemble d’échantillonnage pour A~%(D), alors
Lp(®,(T)) = Ly(I") pour tout w € D.

Berndtsson et Ortega—Cerda dans [1] ont montré que la condition (1.1.1) est nécessaire
pour les poids h dont le laplacien Ah(z) = h"(|z]) + h'(]2])/|z] vérifie qu’il existe C' > 0
tel que pour tout z € D, 1/C" < (1 — |2]?)2Ah(z) < C. Seip dans [22] a prouvé que la
condition (I1.1.1) est également suffisante pour ce type de poids, par exemple quand h(r) =
aln —— T —I—ﬁ In ln , o> 0, 8 € R.Domariski et Lindstrom ont donné une autre preuve
de ces resultats dans [6]

Dans tout ce Chapitre I, nous supposerons que le poids h € Ct, h'(0) = 0 et

lim (1 —r)h'(r) =0. (L.1.2)

r—1—

Nous nous intéressons donc aux poids h a croissance lente tels que

lim 7h(7‘) =
r—1—|In(1 = r)|

On prendra pour exemples

e \b
B(r) = Blnln - 2,ﬁ>0 ouh()_a(lnm),a>0,0<b<1.

Pour de tels poids h, nous définissons la h—densité inférieure non—uniforme d’une suite

I' c Dpar

ZZEF'1/2<|Z|<7’ [ In |2|]
D=(T,h) = lim :
o (,4) = i h(r)

La h—densité inférieure uniforme de I' est définie par

“(T,h) = lim inf 2ea, (M) <)< 02
7 r—1— weD h(r) .

Une condition nécessaire pour que I' soit un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) est qu’il
contienne un sous—ensemble hyperboliquement séparé [ satisfaisant Dy (I, h) > 1. Récipro-
quement, nous donnons une condition suffisante précise d’échantillonnage dans le cas des
suites réguliérement distribuées. Puis nous construisons un ensemble hyperboliquement sé-
paré I' d’échantillonnage pour Ay (D), avec D™ (I',h) = 0. Par conséquent, notre condition
nécessaire d’échantillonnage n’est pas préservée par les fonctions de Mébius et la stabilité
de M&bius de I’échantillonnage n’est pas vérifiée dans nos espaces généraux. D’autre part, il
existe un ensemble hyperboliquement séparé d’échantillonnage pour Ay (D) dont la h-densité

inférieure uniforme est infinie.
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I.2. Condition nécessaire d’échantillonnage pour Ay (D)
Nous commencons par faire de simples observations.

Lemme [.2.1. Soit h une fonction continue. S1 I est un ensemble d’échantillonnage pour
An(D), alors T' contient un sous—ensemble dénombrable I qui est aussi un ensemble d’échan-

tillonnage pour Ay (D), avec Ly (I'") = Ly (I).

DEMONSTRATION. Soit T un sous—ensemble dénombrable de T' tel que I"adhérence de
I contient I'. Soit M > 1 et f € Ay(D). Pour z € T tel que f(z) # 0, il existe (z;) C
[ tel que z; tend vers z quand j — 4oo. Par continuité de h, pour tout j assez grand,

72D = fz)ehoh] < |f(2)e 0D /0, et

|f<z>|e—h<'z'> < ()0 4 | £(2)e D — p(zg)e D] < [f(zq)le b

1—1/M
D'ott L,(T) < Ly(T") < (1= 1/M)~'L(T). Faisant M — 400, notre résultat est prouvé. [

Puisque le disque unité est trivialement un ensemble d’échantillonnage, il existe un en-

semble dénombrable d’échantillonnage pour tout Ay (D).

Lemme 1.2.2. Soit § € [0,1[. Pour tous z,w € D tels que p(z,w) < 6,

1—|z)? 1—-86  1—12z]* 1456
1—5<7<1 d et < < .
e = T T ST S 10
DEMONSTRATION. On a
1—]2]2 2w — |2)? -
|1 — zw] + 1—zZw 1+ 20 (w)]

et
|1+ 2P, (w)| € [1 — p(z,w), 1+ p(z,w)] C [1 = 6,1+ 4].

D’autre part, on a

1=z 1—1]z]* [1 — we
I—|wlz2 |1 —zw|l1—|w?’
d’ot1 la conclusion par symétrie des roles de z et w. O

Montrons maintenant le lemme de type Bernstein pour Ay (D) avant de donner des pro-

priétés de I’échantillonnage pour Ay (D).
Lemme 1.2.3. Pour tout f € A,(D) et pour z,w € D avec p(z,w) < 1/2, nous avons

[f(w)e ™ 1D — p () D] < ey |1 £l p (=, w),

ot ¢, = 4(ap, + 2e7") avec ay = sup,.¢gpo (1 — )’ (r).



16 1. INSTABILITE DE MOBIUS POUR LES POIDS A CROISSANCE LENTE

DEMONSTRATION. Nous allons utiliser I'inégalité des accroissements finis comme dans la

peuve du Lemme 5.1 [11, p.138]. Soient f € A, (D) et z,w € D tels que p(z,w) < 1/2. On a

£y )| < s (L )|+ | e o] e —

n€lz,w
O (] L /(©)
< sup (2 f 4 | L IO ) -
nE[z,w](l - |77| 2w |C—77|:1_2|n| (C - 77)2 )
ap |w — Z|
< 2ot 2| f sup <L < el fllp(zw),
n€lzw] + T |77|
d’aprés le Lemme [.2.2 avec § = 1/2. g

Proposition 1.2.4. Pour I' C D ensemble d’échantillonnage pour Ay(D), posons

() = min(%7 m),

ot ¢, est la constante du Lemme 1.2.3. Soit T C D ; si

p(I,T) = sup inf_p(z, w) < (D),
zel wel’

alors

s Ly (')
IOy < T Ty <

DEMONSTRATION. On utilise la méme méthode que dans la preuve du Lemme 5.15 [11,
p.152-153], mais pour plus de clarté nous explicitons cette adaptation de démonstration. Soit
f € Ap(D) et soit £ €]0,1/2 — p(I',T")]. Par définition de la borne supérieure, prenons z € T
tel que | £(2)[e™"U=D > || flp[|n — e, ce qui implique | f(2)|e™ D > || f||5/L4(T) — e. Puis, par
définition de la borne inférieure, prenons w € T' tel que p(z, w) < p(z,T) + ¢, ce qui implique

p(z,w) < p(T,T) + & < 1/2. Le Lemme I.2.3 donne

[1f (@) e D — 1 ()| D] < [ fw)e™ 1D — f(2)e D] < ey Fllap(z, w).

Il en résulte

V

F1eln > L )le™™ D> £ ) e D — ep| fllap(z, w)

£ 1n/Za(T) =& = enllflla(p(T, T) +¢).

v

En faisant tendre £ vers 04, nous avons

1f1glln > (1/Lu(T) = crp(T, 1)) || f]]1-
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La définition de Ly (T') implique

1/Ly(T) > 1/L4(T) — cpp(T,T) et Ly(T) < Lp(T)/(1 = ex Lp(T)p(T, T)).

Notons & partir d’ici K un ensemble quelconque.

Corollaire 1.2.5. Si I' = {z; }rex est un ensemble d’échantillonnage pour Ap (D), alors
tout T = {wi trex satisfaisant p(zi, wi) < 64(I')/2 pour tout k € K, est encore un ensemble

d’échantillonnage pour A (D), avec

Li(T) < 2 Lu(T).

DEMONSTRATION. Puisque p(T,T) < supgex p(zr,wy) < 85(T)/2 < 6,(T) et que la

fonction @ — Ly (T)/(1 — ¢, Ly(T)2) est croissante sur [0, (QCth(F))_l], la. Proposition 1.2.4

nous donne

< 2L,(T).
[l

Lemme 1.2.6. Pour tout § €]0,1[, tout ensemble I' C D au plus dénombrable contient T’
vérifiant p(I') > & et p(T,T") < 6.

DEMONSTRATION. Soit T' = {27} jen. Construisons récursivement I = {wg } o, s1cn, O
W = Z, (k) €t o est une application strictement croissante : ¢(0) = 0; si o est définie sur

[0,k — 1] pour k € N* alors on pose
o(k)y=inf{J > o(k—1) : infiy P21, 20(1)) 2 5}

et si o(k) = +oo, on pose 3 = k et on arréte. Si 3 n’est pas défini au cours de ce processus,
c’est que 0 = +oo.

[ sous—ensemble de T' vérifie p(I') = i%f }ngp(wk, wy) > 6. D’autre part pour tout J € N,
il existe k € [1, 5+ 1[NN tel que soit J = o(k — 1) et alors ui}IEllf;/p(ZJ7 w) = p(zg,z5) = 0, soit
J €lo(k —1),0(k)[ et alors ui}Iellf;/p(ZJ7w) < liI<1£p(ZJ,ZU(1)) < &. Donc on a aussi p(I',T') =

sup inf p(zy,w) < 4. O
JeNwel”
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Corollaire 1.2.7. Si ' est un ensemble dénombrable d’échantillonnage pour Ay (D), alors
I’ contient un sous—ensemble hyperboliquement séparé T’ qui est encore un ensemble d’échan-

tillonnage pour Ay (D).

DEMONSTRATION. Le Lemme I.2.6 appliqué avec § = 65 (I") /2 donne l'existence de I'' C T’

vérifiant p(T') > 0 et p(I', ') < 6,(I")/2 < 6,(T). La Proposition I.2.4 donne alors

/ Lu(T) Lp()
La(M) < 1 cn Ly (T)p(T, 1) ST- en L (T)on(1)/

<2 L,(I).
[l

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire en terme de h—densité inférieure

non-uniforme afin qu’un sous-ensemble de D soit un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D).

Théoréme 1.2.8. Sil" est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D), alorsT' contient un
sous—ensemble hyperboliquement séparé T tel que T est encore un ensemble d’échantillonnage

pour Ay (D) et Dy (T',h) > 1.
La preuve de ce théoréme nécessite le lemme suivant.

Lemme 1.2.9. SiT' = {z; }rex est un ensemble hyperboliquement séparé d’échantillonnage
pour Ap(D), il existe T = {wi}rer hyperboliquement séparé d’échantillonnage pour A (D),
tel que 0 ¢ T' et

Dy (T, h) (1.2.1)
pour un certain &g €]0, 1].

DEMONSTRATION. Soit pr = infrer.s, 20 |2x| €]0, 1[. Pour tous § €]0,1[ et 2 € D\ purD,

O NS L1 R LI e
iER TP S TP T

Donc

lim sup ,o(z7 %) =0,
60+ eD\prD |2
et avec §; = min (8,(T)/2, p(T')/4) €]0,1[, il existe &y €]0,51] tel que pour tout z € I'\ {0},

z
,o(z7 W) < 41. Posons, pour tout k € K,
z

Zl H
BN #0
Wg = k

do siz; = 0.
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T posséde les propriétés suivantes. Pour tout k € K, on a

P2k, wy) < min (8, (T) /2, p(T') /4).

D’une part le Corollaire I.2.5 donne Lj,(T') < 400, et donc T est un ensemble d’échantillonnage
pour A (D). D’autre part I'inégalité triangulaire pour la distance pseudohyperbolique p |8,
p.4] donne que pour tous k,[ € K tels que z;, # z,

p(T) < plzk, 21) < plzr, wi) + p(wi, wi) + plwr, 21) < 2p(F)/4 + p(w, wi),

donc, en passant aux bornes inférieures, p(f) > p(l)/2> 0, et T est hyperboliquement séparé.
Pour tout r €]1/2, 1] fixé, puisque &y < p(I')/4 < 1/2, pour k € K tel que 1/2 < |wg| < r,

— 2k . I~ A 3
on a z # 0 et donc wy, = B d’ot1 les équivalences

1—50 # 1/(1_50)
1/2 < Jwg| < r <= 1/2 < |z <r = (1/2)7%0 <zl < r .

1 1 1
Puisque pour &g €]0, 1], (Vac € 0,1, 7% < x) implique (1/2)™% < 1/2et r’=% <7,

il en résulte

S Imfwll<(=d) >0 [Infal+ S (),

I er1/2<]z|< =
wi €1 /2< |wg|<r 2k [2<|zxl<r zkEF:(l/Q)l_éo <|zk|<1/2

d’ou
2 Ilnlwkll/h(r)s1,;(;;0 ) |1n|zk||+IH(Q)CMdgr“;(ﬁ/m)D)'

wy€l:1/2< |wy|<r 2, €71 /2<]zk|<r

En faisant tendre r vers 1—, on obtient bien Dy (T, h) > Dy (T, h) /(1 — &). O

Démonstration du Théoréme. Nous allons considérer les produits finis de Blaschke
modifiés par Seip [20, p.32]. D’aprés le Lemme [.2.1 et le Corollaire 1.2.7, nous pouvons
supposer que I' = {zi}rex est hyperboliquement séparé. Il suffit alors de prouver que

Dy (T',h) > 1. Soit le T du Lemme I1.2.9. Posons, pour r < 1,

S = [ ——®u(s), z€D.

L T
wy €'NrhD
1l est clair que f, € Ap(D), |[folln > [£(0)]e™(®) = 7O 5 ¢ et

1
|wp|

£ 1glln < sup e 0D T

wel\rD

|, (w)] < e T

lwg |<r

B
=

lwg | <r



20 1. INSTABILITE DE MOBIUS POUR LES POIDS A CROISSANCE LENTE

I étant d’échantillonnage pour Ay (D),

. . 1
1felle < Za(@) ILSlelln s et e < Ly(f) e T

|wg|
|wi|<r
On en déduit

1 e_h(o) 5 ~
— > ") S0 et | > In(e /L, (T)) + h(r),
11 a2 h(r)e et > |Infwg|] > In(e”M/Ly(T)) + h(r)

lwg |<r

lwg | <r

d’ou

= In(e="© /1, (T)) = -
Dg (Fh) 2 14 lim (7O Ln(D) ~ Bpgrpe | lwall _
r—1— h(f‘)
D’aprés la propriété (1.2.1), Dy (T h) > (1 —68)~ "1 > 1. -

I.3. Instabilité de Mdobius de ’échantillonnage pour Ay (D)

Maintenant nous allons étudier le cas des suites réguliérement distribuées. Nous allons
donner a la fois une condition nécessaire et une condition suffisante en terme de séparation
afin que ces suites soient des ensembles d’échantillonnage pour Ay (D).

Soit u = (r;);en une suite telle que 0 =rg < ry < ... < r; = 1—. Soit d > 0. Posons

Di(nd)={ 2 €D [s] = v et 2/]z] = 200D g <o < a7 /(1 - )] },

Tu,dy=|JTj(u,d),

JEN

onl [x] désigne la partie entiére de z € R.
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Lemme L.3.1. Si P = supe""i+)=) « 4o alors ['(u,d) est un ensemble d’échantil-
JEN
lonnage pour Ap(D) pour tout d < #~! min (2_1, (ch P)_l), ot ¢p, est défini dans le Lemme

1.2.3.

DEMONSTRATION. Soit I'(u) = U {z € D:|z| = r;}. Nous estimons

JEN
. . .
p T(u 7F u7d S sup sup inf p T“€Z€7T“€Z27rm/([d /(1=r;)]+1)
(M), T, 4)) JEN g€[0,2n[0Sm<[d=1 /(1—ry)]+1 ( ! ! )
< sup sup inf ‘1 — ei(é’—%m/([d_l/(1—7’J)]+1))‘
= jeN L =17 geo,2n[0<m< A=/ (1=r )41
< sup sup inf 0 —2mm/([d7 /(1 —r)]+1
jEN L = Tj o<o<or OSmS[d‘l/(l—m)]H‘ /= / 2 )‘
< 2mdsup sup inf |t — m]| < 7d.

JEN 0<t<[d=1 /(1=r;)]+1 0Sm<[d=/(1=rj)]+1

Soit z € D; il existe j € N tel que r; < |z| < rj;1. Pour f € Aj(D), la croissance de h et

le principe du maximum donnent

|f(Z)|€_h(|Z|) S | Fup |f(w)|€_h(rj) S P||f|F(u)||h
WI=Tj 41

Donc Lp(T'(u)) < P et I'(u) est un ensemble d’échantillonnage pour A (D).
Si de plus d < 77! min(?‘l7 (ch P)_l)7 alors

p(T(u), T(u,d)) < wd < op(T(u)).
D’aprés la Proposition 1.2.4, T'(u, d) est aussi un ensemble d’échantillonnage pour A (D). O

La proposition suivante nous donne des exemples d’ensembles d’échantillonnage pour cer-

tains espaces Ay, (D).

Proposition 1.3.2.

(a) St Q = lim j/h(r;) < 4oo, alors pour tout d > 21In(2) Q, I'(u,d) n’est pas un
j—too
ensemble d’échantillonnage pour Ap (D).

(b) Siu= (h7'(j+ h(o))>]‘eN’ alors on a a la fois P < 400 et ) < 400.
(c) Soit hg(r) = flnln ﬁ, B > 0, et soit la suite ug = (1 — 2_2J+1>j€N' St
d < 38711577 alors T'(ug, d) est un ensemble d’échantillonnage pour Ay, (D). Récipro-

quement, st d > % alors I'(ug, d) n'est pas un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D).
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1 /b

b
),a>0,0<b<1, etsoitlasuiteumb:(l—Q_]

: e
(d) Soit hap(r) = a(ln 2 >jeN'
Sid < 3871327 alors T'(ugp,d) est un ensemble d’échantillonnage pour Ay, , (D).

Réciproquement, st d > % alors T'(ugp, d) n'est pas un ensemble d’échantillonnage pour

A (D)

DEMONSTRATION. (a). Soient u et d > 0. Puisque lim; 4, r; = 1—, le lemme de Cesaro
donne lim;_ 10 (j +1)7! {:0(1 —r;) =0, et, avec lp € N* tel que rjy > 1/2 > r;;_y,0ona
[In |=]]

Dy (D(u,d);h) < lim > )

J=r oo 2€T (u,d):1/2<|2|<r 41

L) ([d=Y /(1 = )] + 1)

< lim
P zf: 21 (2)(1 = r)(d=1/(1 =) + 1)
a ]IOO 1=0 h(r]+1)

< 21@2)@(% + Tm

Done si d > 21n(2)Q, alors Dy (I'(u, d), h) < 1, et d’aprés le Théoréme 1.2.8, I'(u, d) n’est pas

un ensemble d’échantillonnage pour A, (D).

(b). On a
P =sup elTH1+R(0))=(+A(0)) — ¢ <400 et Q= lim 4 =1< 4oc.
jeN io4oo J 1 h(0)

(c). Soit 3> 0.0n a

Qpg = Supre[0,1[(1 —r)hg'(r) =27 SUP,e0,1] 7 In 11_6 . <pB

chy = Hap, +2¢5) < A(B + 267) < 1267

D’autre part

In = In(e22' -1
PYB < sup liﬂ;l < sup Lj)
jEN lnf_L jen In(e2%-2)
T3
3In2 -1 1+In2
< sup , < .
jen1—2In24271n2 1—In2
Donc
1 1
7! > 5> 38711577,

ol 1amen ({p2
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et d’aprés le Lemme 1.3.1, si d < 38711577 alors I'(ug, d) est un ensemble d’échantillonnage
pour Ay, (D).
Réciproquement,
1 .. ] 1 .. ] 1 .. ] 1
@= le%oo In 111]@ N B]‘l%oo lnln(ézj‘l) N B]‘l%oo 1115—2]) T fh2’
d’otr, d’apreés le point (a), si d > 2/ alors I'(ug, d) n’est pas un ensemble d’échantillonnage
pour Ay, (D).

(d). Soit @ >0,0<b<1.0na

T € b_l
A,y = 5UP,eoa(l = 1) hay' (r) = 2absup,coq 7 (0 752) 7 <ab<a

Chyy = Han, , + 2" 0b) < d(a+2e") < 12€7

D’autre part

s e((n=t) - ()

< apl(n(e2 ) - (n(52))')
< (In Q)bj‘ég((] +1) (1 + m)b _])
< (In2)’(1+1/In2) <141/In2.
Donc
pt > 38713277,

Chy, P > 191etea(1+1/1In2)
et d’apreés le Lemme 1.3.1, si d < 3871327 alors I'(ugp, d) est un ensemble d’échantillonnage
pour Ay, , (D).

Réciproquement,
J L. J 1 1

=~ lim —71 =

— lim = < .
@jrroo (In =) @ oo (In(207))" alln2)” = aln2

d’otr, d’aprés le point (a), si d > 2/a alors I'(u, 3, d) n’est pas un ensemble d’échantillonnage

pour Ay, , (D). O
Si I' est un ensemble d’échantillonnage pour 'espace A~ (D), o > 0, alors

sup Lo (®y() = La(T) < o0,
weD
olt Lo (T) = Ly(T) avec h(r) = aln 2. Ceci résulte du fait que pour tout w € D, Tg,, : f

(®))".f o By, est une isométrie de A~ (D). Nous allons voir que cette propriété de stabilité
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de Mébius de ’échantillonnage n’est pas vérifiée pour nos espaces généraux. Le théoréme
suivant montre que la h—densité inférieure uniforme ne donne pas de condition nécessaire

d’échantillonnage pour Ay (D) ; plus précisément
Théoréme 1.3.3. [ existe I' ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) tel que
D=(T',h) =0.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que

-1
lim 1—=h= h(r)+1n2)

r—1— 1—r

= 0.

Pour tout ¢ > 0, il existe r. € [0, 1] tel que pour tout r € [r., 1[, A'(r) < /(1 —r), donc en

intégrant,

1—h-1(h +1n?2 A=Y(h(r)+In2) d
e
—-r ” 1—-2

1 h_l(h(r)—l—ln2) . n2
< exp(—g/r h(z) dac) = exp(—?).
Soit la suite u = (r;);en récursivement définie par ro = 0 et rjy1 = A7 (h(r;) + In2).
Alors u vérifie

1 _ .
lim ST g o P = sup it =M — 9 « foo.
j=Foo 1 — r; jeN

Posons I'(u) = U {z € D: |z| = r;}. Reprenons I'argumentation de Khoi et Thomas
JEN
dans [12, p.442], afin de prouver que D~ (I'(u), h) = 0. Fixons r < 1 et posons pour j € N,

W= 1= /(1= (1= rjg) €yl

Ainsi pour z € T'(u), |2| < wj, nous avons

1— 1=7j41

‘(I) (Z)‘> w]‘—f‘]“>(1—7‘]‘)—(1—w]‘): 1—r; S
w] 1l —wr; T (1 — T‘]‘) + (1 — w]‘) 1+ 11—7*]+1
=r,

1—r;
pour j > J(r), puisque lim —— i+l .
j—teo 1 — r;

Similairement, pour z € I'(u),|z| > w;,

1—r

1— 41
1—w;)—(1—-7r; T—r )

9, () > WU rin) VT o ),
(I—wj)+ 1A =rjp1) 4 + i1

1—ry
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Done, pour @, , la somme numérateur dans I'expression de D= (T'(u), h) est prise sur
’ensemble vide, d’ott D™ (I'(u), h) = 0.

D’autre part, puisque P = sup M) =hlrs) 400, nous avons, d’aprés le Lemme 1.3.1,
que I'(u) est un ensemble d’éch;ii[illonnage pour Ay (D). O

Le lemme suivant est la version uniforme du Théoréme 1.2.8.

Lemme 1.3.4. Soit h un poids tel que tout ensemble ' d’échantillonnage pour A, (D) a la

propriété

sup Ly (P, (') < 4o0.
weD

Si T est un ensemble d’échantillonnage pour Ap (D), alors ' contient un sous—ensemble hy-

perboliquement séparé T tel que T est encore un ensemble d’échantillonnage pour Ay(D) et

D™(I",h) > 1.

DEMONSTRATION. Reprenons notre preuve du Théoréme [.2.8. On commence par sup-

poser que I' = {z; }rex est hyperboliquement séparé. Alors le Corollaire I.4.2 donne

1
1—r

vr € [0,1[, Yw € D, Card (®,[' NrD) < C(p(T)) (L.3.1)

Soit une suite (r;) ;enx avec 1 — —— < r; < 1 et une suite (®;);en+ de fonctions de Mébius,

Jj+1
telles que
2 el )<, 110 1®5 (25| 1
RET:1/2<| P (21)|<r; ]( ) < D_(F,h) Lo
h(r;) J
Posons I'; = &' = {z; 1 }rex puis construisons de nouveaux ensembles de points f; =

{wj,k}keK en posant

|ZJZJ;;T‘50 si |Z]‘7k| > 50/2

Vjie N Vke K,wjz=1 & sizjp =0
do/2  silz; k] €]0,80/2,

In(T) p(F))

ol &y €]0, 01] est choisi tel que pour tout z € ]D)\%O]D)7 ,o(z7 ﬁ) T min( 5 1)
z

Alors les f; vérifient

Vje N* Vk e K, ,0(,2’]‘7]€7 w]‘7k) < min ((Sh(r)/Q,p(F)/ll). (1.3.2)
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Le Corollaire 1.2.5 donne par conséquent Lh(ﬁ) < 2Ly(T;); h vérifiant la condition de
Mébius, Ly (I';) < M(T',h); d’ou

Vi e N*, Ly(I;) < co(T, h) < +oo. (1.3.3)
D’autre part I'inégalité triangulaire pour p et la propriété (1.3.2) donnent

Vj e N*, p(T;) > p(I')/2 > 0. (1.3.4)

Enfin d’aprés (1.3.1), pour tout j € N*|

ijykefj:1/2<|wjyk|<rj [ I fuwj k| < Dz el j2<z pl<r; 1020 eq (1)
= (1 - 50) 3
h(r;) h(r;) h(r;)

In2

< 400, ce qui implique

z:wMC612;:1/2<|7¢;J7/1€|<7’J | In |w]7k||

h(r;)

et donc en faisant tendre j vers +oo,

< (1= 80)(D™(T,h) + l) Lal

1 lim ijykef;:l/2<|w]7k|<r] |1H |w]7k||

D=(I',h) >
( )2 — 00 jo+oo h(f‘]‘)

(1.3.5)

Considérons alors les produits de Blaschke modifiés par Seip (qui sont finis d’apreés la
propriété (1.3.4))
1 . %
fiz)= [ ——®uw.(2), z€D jeN

2wyl
wj €Ny ;D

Nous avons

1
1fille > e ifilglln < €09 11 —
) - |w; x|
wjykEFJ:|w]7k|<rJ

et d’autre part, d’aprés la propriété (1.3.3),

1£lln < co(Ts ) 1L fil [l

D’ou
e_h(o)
Z [ In Jw; x| Zlnm‘|‘h(7‘j)-

wy €L 1wk [<r;
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Puisque d’aprés (1.3.1),

> |In|w;x|| < Card (T; N (1/2)D) In(2/80)
wy k€T, k| <1/2
In(2/80)
1—((1/2)1/(=80) 4-1/10)

< Card (T; N (1/2)Y/0=50D) In(2/85) < C(p(T))

nous avons, pour tout 7 € N*,

> [ Infwjgll = Alrj) + oI, ),
wjykef;:l/2<|wjyk|<rj
e=h0) In(2/80)
ott c3(T', k) =In o) C(p()) 9710 = (1/2) /(=5 Donc en faisant tendre j vers 400,
e /actusater, [0 tim 200
jotoo h(r;) T gmtee h(r))
D’aprés la propriété (1.3.5), D™(T,h) > (1 — &) '1 > 1. O

Le Lemme I.3.4 combiné au Théoréeme [.5.3 donne finalement I'instabilité de M&bius de

I’échantillonnage.

Corollaire 1.3.5. [l existe I' ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) tel que

sup Lp(®, (') = 4o0.
weD

DEMONSTRATION. D’aprésle Théoréme 1.3.3, 1l existe I' ensemble d’échantillonnage pour
A (D) tel que D=(I',h) = 0. Mais par 'absurde, si h était tel que pour tout I' ensemble
d’échantillonnage pour Ap (D), sup Lp(P, (') < 400, alors d’aprés le Lemme [.3.4, T' véri-
fierait D™ (I',h) > 1 et donc on I:Liﬁl?ait 0 > 1, ce qui est absurde. O

I.4. Comparaison avec ’échantillonnage pour A~%(D)

Le but de cette section est de montrer que tout ensemble d’échantillonnage pour A~ (D)
est aussi d’échantillonnage pour A, (D) avec une h—densité inférieure uniforme qui est infinie.

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Soit T' hyperboliquement séparé, soit 0 < § < p(I')/2 et soit v : [0,1[—

10, +o00[ une fonction continue satisfaisant  sup v(lz])
o(z,w)<8 U(|w|)

< 4oo. Soit s € R, p >0, f

holomorphe sur D et S C D. Alors

Y e Pe(lz (1= |al?)° < C/( e (F)I/.I;(Z)IPU(IZI)(l— |2[7)°7 dmoy(2),

z €I'NS
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ot mo est la mesure planaire de Lebesque et C' ne dépend que de 8, v et s.

DEMONSTRATION. Fixons z € D; la sous—harmonicité de |f|? o ®1 et le Lemme 1.2.2

donnent

‘ -

1—|2?

0=l [ s () et

[F (=) [P o®21(0) <

=
>,

1 v(lzl) (1= 2Py L= [2P N4
S e p(jfulf<5( (Jw |)(1—|w|2) (|1—2w|))
qub—%l—-pﬁ)—5/1 )<5U(w)VUUWD(1—IWV)*QdWw(W)
< Cv(IZI)‘l(l—IZIZ)‘S/( )<5|f(w)|pv(lw|)(1—IwIZ)S‘dez(w)-

Puisque {w € D : p(zg, w) < 0} N{w € D: p(z,w) < 6} = 0 quand z # 2z € T, nous avons

prouvé notre inégalité. O

Corollaire 1.4.2. Soit T' hyperboliquement séparé. On a

a) pour tout r € [0,1], Card (T NrD) < C(p(T)) 1 ! ;

- T

(a)

(b) pour tout r € [0, 1], szEF:1/2<|2k|<r | In|z||/| In(1 = )| < C(p(T));
) D
)

() D™(I) < Dy () < C(p(T);

(d) pour tout e >0, Y. p(1 = |zx))'F* < 4o0.

DEMONSTRATION. Le Lemme I.4.1 avec 6 = p(I')/3,s=0,v=f =1et S=rD donne
le point (a). Le Lemme [.4.1 avec 6§ = p(I')/3,s=1,v=f=1et S=rD\ %ﬁ donne le point
(b). Par passage a la limite inférieure dans 1’inégalité (b), on obtient le point (c). Le Lemme

Iy 1avecd =p(I')/3,s=14¢c,v=f=1et S=D donne le point (d). O

Lemme 1.4.3. Si ' est un ensemble d’échantillonnage pour A= (D), > 0, alors T' est

un ensemble d’échantillonnage pour A (D).

DEMONSTRATION. Notons tout d’abord que h vérifie pour tout & > 0, il existe r. € [1/2,1]
tel que pour tout r € [r., 1[, h'(r) < e/(1 = r), donc en intégrant,

A==
eh(r)

71) (=)
= exp/ B (z)dx < %%, t>1. (1.4.1)

D’aprés le Théoréme 1.1 [20, p.23], T' contient une suite hyperboliquement séparée T

telle que D=(I') > a, et alors TV est un ensemble d’échantillonnage pour A~ (D) avec
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o' = min(e, 1/2) < 1. Ainsi nous pouvons supposer que I' est un ensemble hyperboliquement
séparé d’échantillonnage pour A7 (D) avec o < 1. D’apreés la preuve du Théoréme 7.1 [20,
p.36-38], nous écrivons pour tout f € A~ (D),

1— |22\ 2
10 = X 1) (T245) "wl). - ce,

zp €l
avec

|gk(C)| < C(l — |C|2)(1 — |Zk|2)‘

- 11— ziC]?
Nous en déduisons que
c () w0 L2
171 < Ol supem* 0000 Py 32 S5

En outre, avec v = e® et § = p(I') /5 €]0, 1/5[, notons que

donc si r € [0, 1] alors

D’oti, d’aprés le Lemme 1.2.2 et 1'inégalité (1.4.1) avec t = 2, pour tous z,w € D tels que

p(z,w) <4,
o(lz]) etttk =lu?)  a(Vi=(=TP)/2) 5 :
o(lwl) <= ch(lh < () < max(2%, ¢ (VD)72) - o,

la derniére inégalité venant en distinguant les cas |w| > r. et |w| < r.. Pour ¢ € D fixé, le

Lemme I.4.1 appliqué avec s = 1 +a, p=2, fe(2) = 1/(1 = (z) et S =D, donne

1—|—oz
e 2 / (2 1 )
D iy MER T = g )

2k cl’
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Il en résulte, d’aprés le Théoréme 1.7 [11, p.7], que pour tout f € Ay(D) C A™*(D),
(1 _ |C|2)1—a /1 (r) /27r o r dr
Iflln < C||f|1“||h§‘€1ﬂp) (12D (1—r2)i=a J, 1= Cre 2
(1= )t~ / ) 2r dr
C
Wil sup =50e— |, T=my= 1= e
CllfIrllnsup I(C),
¢eD

A

IA

IA

ol

Q) =

/+oo A VIRV R
T (S
Montrons pour finir que sup;¢p 1(¢) < +00. Prenons ¢ = a/4. Si [(| > r., alors, d’aprés

(L4.1),
Ldt teo ya/2 teo gy

I1(¢) < — dt < — )

@ < /1—|<|2 te +/1 tita / /1 ti+a/2 < tee

Si [¢| < re, alors, d’apreés (1.4.1),

too h(\/1-(1-r2)/1)
1¢0) < e—h<0>/ ‘ dt
1

toz-l—l

2
—r2

oot oo gt
h(re)=h(0) v
€ (/ t1+a+/1 t1+a/2) < Ho0.

IA

Ceci achéve la preuve. O

Théoréme 1.4.4. [l existe un ensemble hyperboliquement séparé I' d’échantillonnage pour

Ay (D) tel que D= (I', h) = +o0.

DEMONSTRATION. Prenons I' un ensemble hyperboliquement séparé d’échantillonnage
pour A™%(D). D’aprés le Lemme [.4.3, I est un ensemble d’échantillonnage pour Ay (D) et
d’aprés le Théoréme 1.1 [20, p.23], D™ (I") > a > 0. Donc

; In |z _
D™ (T;h) = lim inf Zzeq>w(1“).1/2<|z|<r| | |||1n(1 r)|
r—1— w€D h(T‘) |1n(1 _ T‘)|

> D) lim [In(1 = r)|/h(r) = too.



CHAPITRE 11

Séparation et ensemble de zéros pour les poids a croissance

rapide

I1.1. Introduction

Dans les espaces de type Bergman-Korenblum A~ (D) = Aj(D) avec h(r) = aln =,
a > 0, on peut extraire de toute suite d’échantillonnage pour A= (D), une suite hyperbolique-

ment séparée et d’échantillonnage pour A~ (D). Considérons les poids h tels que

lim hr)

R TS

Nous remarquons qu’un ensemble hyperboliquement séparé ne peut étre un ensemble d’échan-
tillonnage pour Ay (D). Donc nous introduisons un autre type de séparation des ensembles
d’échantillonnage pour A, (D), comme dans [17]. Plus précisément, on étend h sur le disque

unité D par h(z) = h(|z|) et on pose
oz w0) = |2 — wlVAR(min(], [uwl)),  zweD.
Un ensemble I' C D est dit pp—séparé si
pr(D) =inf{pp(z,w) : z,wel, z# w} > 0.
Nous montrons que de tout ensemble d’échantillonnage pour A;(D), on peut extraire une

suite p,—séparée et d’échantillonnage pour Ay, (D). Grace aussi a cette notion de pj—séparation,

nous donnons des exemples de suites réguliérement distribuées qui sont d’échantillonnage pour
A (D).

Ensuite nous étudions les ensembles de zéros pour Ap (D). On pose
X(r) = 1/VAR(r) = (" (r) + 1 (r) /r) V2.

31
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Nous nous intéresserons aux poids A tels que

W' (r)x3(r) = 1,

X (r) décroit vers 0,

X'(r) tend vers 0 quand r — 1 —.

Ces conditions impliquent que

lim hr)

A T =y~

Nous supposons que h satisfait I'une des deux conditions indépendantes suivantes

I Zl[lopl[(l — )X (r)]/x(r) < 400,
(Im Jim [/ (r)[In x(r)] = 0.

Donnons pour exemples typiques de poids pour (I)

€

h(r) = (ln I —17‘2) Inln T2

et pour (IT)

h(r) = exp , h(r)=expexp

1—r2

On définit les y—densités uniformes suivantes

DZ(I')= lim lim

7 M) =15

1—

Card (I' 0 D(w, Ry (w)))

2
R—+00 Jw|—1,weD TR

DI = lim li
X( ) R—1>r—|r—loo |w|—>1{flw€]D) wR2

9

—  Card (TN D(w, Rx(w)))

(I1.1.1)

Lorsque I' est pp—séparé, nous remarquons que D;(F) < 4o00. Nous montrons, grace a la

formule de Jensen, qu’un ensemble I' de zéros pour Ap, (D) a une y—densité inférieure uniforme

qui vérifie D7 (I') < 1/(27) . Nous terminons ce chapitre par la construction d’une fonction

f € An(D) ayant une croissance controlée et d’ensemble de zéros de x—densité maximale,

comme dans [24] et [15]. Plus précisément

Théoréme I1.1.1. Soit h un poids vérifiant la condition (1) ou (II). Il existe une fonction

[ holomorphe sur D, d’ensemble de zéros Ay, telle que
(a) Ap est pp—separé et sup,cp pr(z, Ap) < +00,
(b) DY (An) = DI(Ay) = 1/(27),

(©) [f(2)] = " pp(z,A1), 2€D.
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II.2. Séparation

11.2.1. Echantillonnage et séparation hyperbolique. Dans cette sous—section, on
va montrer qu’un ensemble hyperboliquement séparé n’est pas un ensemble d’échantillonnage

pour Ay (D).

Lemme 11.2.1. Un poids h satisfaisant les conditions (11.1.1) vérifie les propriétés

. 1= . h(r)
lim =400 et lim ————-t—
r—1— x(r) r=1=[In(1 = r)]

= +0o0.
DEMONSTRATION. [’égalité des accroissements finis pour y donne

lim x(r)/(1—7r)=0.

Puisque x72(r) = Ah(r) = (rk')'(r)/r,
(rh')'(r)

A =y e
Donc en intégrant deux fois,
L () : h(r)
1 e — t 1 D — .
A=y - My T

Le lemme suivant nous donne une minoration de la densité non—uniforme de Seip.

Lemme 11.2.2. Soit h un poids quelconque, et soit I' un ensemble hyperboliqguement séparé.

Si I est un ensemble d’échantillonnage pour Ay, (D), alors

: In |z A
Dy ()= lim szEF.1/2<|zk_|<R| |2 > i (7,;)
R—1— |In(1 — R)| ro1 | In(1 = 1)

DEMONSTRATION. Soit ur = inf{|zx|, zx € ['\{0}}. Pour r €]1/2,1[ et s €] max(3/4,1—

ur), 1, considérons la fonction test

z b, (2)
gr,s(Z) = H — R , z € D
1 5 21 €1:0< |25 | <7 p(2k7 1 8)

Il est clair que g, , € Ay (D), que
Ngrslln > |grs(1 = s)|e™175) = e=h(1=9) > (=h(1/4) 5 ¢

et que
e_h(r) H 1
p(Zkv - S) ‘

0< |z |<r

sup |g,,s(¢)]e ™9 < 1
¢cer - S



