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Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser ¿ì une version simplijée du problème multi-lithologique 
(I.lO)-(I.13) en ne considérant pas la contrainte sur le taux d’érosion et en supposant que les coeficients de 
dijîision des lithologies sont égaux, à un pour simplijel: La variable épaisseur de sédiments h se découple 
alors des autres inconnues, les concentrations, et satisfait une équation parabolique linéaire. Les équations 
restantes, qui expriment la conservation de la masse des sédiments, couplent alors pour chaque lithologie i 
une équation linéaire du premier ordre pour la concentration de surj6ace ci avec une équation d’advection 
linéaire pour la concentration ci qui admet cis comme condition aux limites entrante à la surj6ace du bassin 
en cas de sédimentation. Ajìn de traiter le problème de définition de la trace de ci à la surj%ce du bassin, 
nous avons défini une formulation faible pour le problème couplé (Déjìnition VI-l.l), pour laquelle nous 
allons montrer l’existence d’une unique solution. Ce résultat est énoncé dans le Théorème VI-1.1. 

Le système est discrétisé de la même facon que dans le paragraphe III-1.1 en utilisant une intégration 
implicite en temps et une méthode Volume Fini en espace centrée sur les cellules. NOUS allons alors montre6 
sous l’Hypothèse VI-1.1, la convergence à une sous-suite près des solutions approchées de ce système pour 
la variable épaisseur de sédiments h et les variables concentrations ci et cf vers une solution faible du 
problème (VI.6) ait sens de la Définition VI-1.1 lorsque le pas d’espace et le pas de temps tendent vers O. 
Ce résultat, énoncé dans le Théorème VI-2.1, nous donne ainsi l’existence d’une solution faible pour le 
problème couplé. La preuve de 1 ’unicité de cette solution faible, donnée dans le paragraphe VI-4, utilise 
la linéarité du système (VI.6) par rapport aux variables concentrations ainsi que le problème adjoint, 
pour lequel on montre l’existence d’une solution faible en utilisant également la convergence d’un schéma 
numérique. Plus précisément, cette démonstration d’unicité utilise trois lemmes qui seront prouvés dans 
les paragraphes suivants. Le schéma numérique utilisé pour le problème adjoint et sa convergence vers 
une solution faible à une sous-suite près sont présentés dans le paragraphe VI-4.2. La preuve de cette 
convergence est une adaptation de celle donnée dans le paragraphe VI-3 pour le problème direct, et nous ne 
détaillerons donc que les principales différences. Pour montrer 1 ’unicité de la solution faible, la principale 
dificulté réside dans deux lemmes donnant des résultats d’intégration par parties pour les solutions non 
régulières des systèmes directs et adjoints. La preuve de ces lemmes sera détaillée dans le paragraphe 
VI-4.3 pour les équations d’advection linéaires directe et adjointe, et dans le paragraphe VI-4.4 pour les 
équations linéaires du premier ordre directe et adjointe. 

Si 1 ’on considère le couplage entre l’équation parabolique pour h et les équations linéaires du premier 
ordre pour les variables e:, i = 1, . . . , L, on peut voir que ce modèle présente des points communs avec les 
jux de Darcy diphasiques dans lesquels un tel couplage entre une équation elliptique ou parabolique et une 
équation hyperbolique apparaît. La convergence de schémas numériques pour ces modèles a fait l’objet de 
nombreuses études. On peut citer par exemple [49] pour la méthode Différences Finies, [l I] et [3] pour les 
méthodes Eléments Finis mixtes et hybrides, [15] pour la discrétisation Eléments Finis - Volumes Finis, et 
enJin [6O], [59] et [I91 pour les schémas Volume Fini. 

Le plan de ce chapitre est le suivant. Le modèle mathématique simplijé est rappelé dans le paragraphe 
VI-1 et la formulation faible pour le problème couplé y est définie. Le schéma de discrétisation Volume Fini 
implicite en temps est donné dans le paragraphe VI-2. La section VI-3 est consacrée à la démonstration de 
la convergence de ce schéma numérique vers une solution faible : on montre tout d’abord la stabilité et des 
estimations d’erreur sur la solution discrète pour la variable épaisseur de sédiments et sa dérivée en temps 
($VI-3.1), puis la convergence des solutions approchées pour les concentrations vers une solution faible 
($VI-3.2). EnJin, dans le paragraphe VI-4, on s’attache ¿ì montrer 1 ’unicité de cette solution faible. 

Ces travaux ont été publiés dans [I 71 pour la convergence du schéma numérique (VI.ll)-(VI.l5) vers 
une solution faible, dans [25] pour l’unicité de cette solution faible, et dans [SI] pour le tout. 
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VI-1 Modèle mathématique et formulation faible 

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler le modèle mathématique considéré ici. I1 s’agit du problème 
(1.10)-(1.13) dans lequel la contrainte sur le taux d’érosion n’est pas considérée. D e  plus, les coefficients 
de diffusion des lithologies sont pris égaux (à un pour fixer les idées). Cette hypothèse signifie, d’un point 
de vue physique, que les lithologies ont les mêmes propriétés de transport. La composition à l’intérieur 
du bassin est alors déterminée par les sédiments initialement présents dans ce bassin et par les sédiments 
apportés aux frontières. Enfin, par souci de simplicité, les déplacements du socle du bassin, les variations du 
niveau de la mer et les termes sources sont pris nuls. 

La projection du bassin sur un plan de référence horizontal est considéré comme étant un domaine fixe 
R c lRd, d = 1 ou 2. O n  note h la variable épaisseur de sédiments définie sur le domaine D = R x lñ;, 
et U le domaine { (z, z, t) I (z, t) E D, z < h(z, t)}. Les équations donnant l’évolution du bassin sont les 
mêmes que dans le chapitre I. 

En ce qui concerne les conditions aux limites, on les écrit ici de la façon suivante. On impose des 
conditions aux bords de type Neumann sur 8R x lR: pour h 

avec S le vecteur unitaire normal à 8R sortant de R, et des conditions aux limites de type Dirichlet pour les 
concentrations de surface : 

ci = Ei sur C + 

avec C+ = {(z, t) E aR x lR$ I g(z, t) > O}, Ci 2 O pour tout i = 1,. . . , L et 6 = 1. Enfin, on 
introduit une condition initiale pour l’épaisseur de sédiments (hJt=o = ho sur R) et pour les concentrations 
dans le bassin : ci(t=o = c: sur le domaine ((2, z) I z E R, z < ho(.)} avec c: 2 O pour tout i = 1,. . . , L 
et c: = i. 

O n  obtient finalement le modèle suivant : 

~ i l ~ = h  8th + div(-$Vh) = O 
zf=,ct = i 

cfJc+ = 
hlt=o = ho sur 0, 

sur 2) = R x IR;, 
sur D = R x IR:, 

sur E+ = {(z,t) E aR x 
Vh ñlaaXRT = g sur x lR$, (VI. 1) 

Jg(z,t) > O}, 

= 0 sur 23 = {(z, z, t) I (z, t) E D, z < h(z, t)}, 
cäJt=o = cy sur{(z,z)Iz E R,z < ho(.)}. 

(VI.2) 

En surface : 

Dans le bassin : ~ i l ~ = h  = cz sur D+ = {(z, t) E D I &h(z, t) > O}, 

Par la suite, nous allons considérer le nouveau système de coordonnées dans lequel la position verticale 
d’un point est mesurée vers le bas à partir de la surface du bassin, donné par le changement de variable 
(x, E, t) = (XI, h(z‘, t’) - z, t’). Dans ce nouveau système, on note ui(x, (, t) = ci(x, h(z, t) - (, t) sur 
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R x IR$ x ES, et u&(., E) = cf(x, ho(.) - E, t) sur R x IRS. On obtient alors le modèle diffusif multi- 
lithologique suivant : 

uile=o 8th + div(-c:Vh) = O 
~f=,ci = i 

sur fl x a:, 
sur 0 x IR;, 

V h  iilanxB; = g sur 80 x ES, (VI.3) 
c:lC+ = surC+, 
hlt=o = ho sur 0, 
= O 8tui + 8th sur R x IR> x RT,, 

uilt=o = c: sur D+, (V1.4) 
ui It=O = u& sur R x IR+. 

1 Conservation en surface : 

Conservation dans le bassin : 

Pour ce modèle simplifié, on voit en sommant les équations (VI.3) pour tout i = 1,. . . , L que la 
variable h satisfait l'équation parabolique 

8th - A h  = O 
V h  . f¿lanxq = g 

sur R x R>, 
sur 8R x RT,, 

hlt=o = ho sur 0, 

tandis que les variables concentrations (ci, ui) vérifient pour tout i = 1, . . . , L le système 
uiI+o 8th + div(-$Vh) = O 

&ui + athapi = O 

sur R x R;, 

sur R x RT, x R;, 
cflc, = & surC+, 

uile=O = c: sur Df, 
UiIt=O = u& sur R x IRS. 

(VI.5) 

(VI.6) 

La variable épaisseur de sédiments se découple donc des variables concentrations et satisfait le système 
linéaire (VI.5). La solution de ce problème est ensuite utilisée dans le système (VI.6), linéaire par rapport 
aux variables ci et ui. 

Dans la suite, on fera les hypothèses suivantes sur les données : 

Hypothèse VI-1.1. 

(i) R est un ouvert borné de Ed, de classe Coo, 
(ii) ho E ;C2(Q), 

(iii) g E Cl(8R x R+) n ~~(ûfl x E+), 

(iv) g et ho sont choisis selon les hypothèses du Théorème 5.3 de [41] (p. 320) de telle sorte que l'unique 
solution h de (VIS) soit dans C2(Q x [O, TI) pour tout T > O, 

(v) Q E LF(C+) avec 

(vi) u: E LW(R x IR;) avec u& 2 Opour i = 1,. . . , L et  f.^ u& = 1, 
(vii) Pour tout T > O, les frontières 8C; et 8Xj des ensembles C$ = { (x, t) E 80 x (O, T) I g(x, t) > O} 
et C, = { (x, t) E 8R x (O, T) I g(x, t) < O} sont l'union d'un nombrefini de variétés C1 de dimension au 

2 ûpour i = i,. . . , L et ~f!, éi = 1, 

plus d - 1, 
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(viii) Pour tout T > O, lesfi’ontières aD$ et 8Vy des ensembles D$ = { (x, t) E O x (O, T) I &h(x, t) > 
O}, et V? = {(z,t) E S2 x (0,T) I &h(x,t) < O} sont l’union d’un nombre $ni de variétés C1 de 
diinension au plus d. 

Dans la suite, on notera Cr(Rn) l’espace des fonctions à valeurs réelles 

{‘p E C*(Rn) I Supp(cp) borné dans Rn}. 
Pour avoir une formulation mathématique rigoureuse du problème (VIA), nous allons chercher des 

solutions faibles définies de la façon suivante pour tout i = 1, . . . , L. 

Définition VI-1.1. Supposons l’Hypothèse VI-1.1 vérifiée, et soit li la solution du problème (VIS). Alors 
(ui, ci) E L*(O x E: x IR;) x L*(O x E;) est une solution faible de (VI.6) si : 
(i) pour tout ‘p E A = {w E  CF(@+^) I w(., O, .) = O sur O x IR: \ D+} 

(ii) Pour tout $ E A0 = {w E CF(R~+~) I w(., O, .) = O sur 80 x R: \ E+} 

(V1.7) 

(V1.8) 

Le principal objectif de ce chapitre est alors de montrer le théorème suivant : 

Théorème VI-1.1. Supposons l’Hypothèse VI-I. I vérifiée. Alors, pour tout i = 1, . . . , L, leproblètne (VI.6) 
admet au moins une solution faible (u;, ci) au sens de la Définition VI-I.1 satisfaisant ui = 1, ui 2 O, 
et ci = 1, ci 1 O. De plus, pour tout i = 1,. . . , L, la solution faible ui au sens de la Définition VI-1.1 
est unique. 

Remarque VI-1.1. L’existence et 1 ’unicité sont encore vraies si on considère un modèle de compaction 
domté par une porosité liée à la profondeur @(h - 2) et/ou si on considère un coeflcient de difision non 
linéaire ki = k(h) pour tout i = 1, . . . , L. La principale différence est alors que h représente la solution 
d’une équation parabolique noia linéaire de la fonne 

(1 - Q>(h)) 8th + AQ(h) = O 

avec @ E [O, 1) régulière et 9(h) strictement décroissante, régulière et à dérivée bornée. 
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VI-2 Schéma Volume Fini 

Le système (VI.3)-(VI.4) est discrétisé par une intégration implicite en temps et une méthode Volume 
Fini en espace avec les variables centrées sur les cellules. Nous allons considérer par la suite des maillages 
Volume Fini admissibles selon la définition suivante : 

Définition VI-2.1 (Maillages admissibles). Soit R un domaine borné de IRd, d = 1 ou 2. Par la suite, on 
notera m(.) une mesure sur Rd, égale à la mesure de Lebesgue si d 2 1 ; si d = O, lu. mesure m d'un 
point est prise égale à 1 et celle de l'ensemble vide i1 O. Un maillage Volume Fini admissible de R pour 
la discrétisation du problème (VI.3)-(VI.4) est donnée par une famille IC de volumes de contrôle qui sont 
des sous-ensembles ouverts disjoints de R, et par une famille P de points de il, satisfaisant les propriktés 
suivantes : 
(i) La fermeture de l'union de tous les volumes de contrôle de IC est fi. 
(ii) Pour tout E, K' E K: avec K. # K', soit la mesure m(E fl E') de dimension d - 1 est nulle, soit elle est 
strictement positive et C n E' est inclus dans un hyperplan de Ed. Dans la suite, on notera Cint la famille 
des sous-ensembles IT de R contenus dans des hyperplans de lRd, ayant des mesures strictement positives 
et tels qu'il existe K, 6' E K: avec m(l~ n E') > íì et 5 = E n E'. On. notera également E Cint l'arête 
entre les cellules K et d. 
(iii) La famille P = (x,),~K: est telle que x, E E (pour tout IS E IC) et, si o = /€Id, alors on doit avoir 
x, # X,I avec la droite passant par x, et x,l orthogonale ri 1 'arête K I  d. 
(iv) Pour tout K E IC, il existe un sous-ensemble C, de Cint tel que 86 \ dR = K, \ (K U aR) = Ua~~,¿?. 
Par la suite, on notera (IC, &,t, P) ce maillage admissible. 

Dans cette définition, aucune hypothèse n'est donc faite sur les arêtes du maillage à la frontière du 
domaine. 

Soit (IC) C, P) un maillage admissible de R au sens de la Définition VI-2.1. Dans toute la suite, on 
notera 6IC la taille de ce maillage définie par 6IC = sup {diam(K), fi E IC}, I K I  (resp. I C I ,  ldl~ fì 8Rl) 
la mesure de dimension d de la cellule K (resp. la mesure de dimension d - 1 m(m), m(8~ íl do)), 
IC, l'ensemble des cellules voisines de la cellule K (excluant K), T, = T,,! la transmissibilité de l'arête 
u = K I K I  définie par T,,I := - lo' où d ( ~ ,  K') est la distance entre les points x, et xKl, reg(IC) un facteur 
géométrique défini par reg(IC) = mao€ zint -, et &,I le vecteur unitaire normal à o = IG~~E' sortant 
de K. 

Pour un ensemble donné P = (x,),,=K: de points disjoints de R7 un exemple de maillage admissible 
au sens de la Définition VI-2.1 est le maillage Voronoï dont les volumes de contrôle ~f ,  sont définis par 

d(n,d) 
CiK 

cr=Kllc' 

/€ = {x E R 1 d(x, x,) < d(X) Z,I) pour tout x,t E P, X,I # x,}. (VI.9) 

Enfin, on notera X(IC) l'ensemble des fonctions à valeurs réelles sur R qui sont constantes sur chaque 
volume de contrôle du maillage. Pour tout sous-ensemble O de IRd, xo désignera la fonction telle que 
xo(y) = 1 si y E O et xs(y) = O sinon. Et, pour toute fonction f, on définit f+ = max(f,O) 2 O, 
f- = - min(f, O) 2 O, d'où f = f+ - f- et I f 1  = f+ + f- 

Par la suite, on utilisera la semi-norme discrète H1 définie dans [ 191 
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Définition VI-2.2. (Serni-nome discrète HI) 
Soit R un ouvei? borné de IRd, d = 1 ou 2, et (IC, E, P) un maillage Volume Fini admissible de R au sens de 
la Déjnitiorz VI-2.1. Pour u E X(K), la semi-nome discrète H1 de u est déjinie par : 

I 02 u, désigne la valeur de u sur le voluine de contrôle tí E IC et D,u = lu, - u,II pour D = K ~ K ,  . 

Remarque VI-2.1. Soit (IC, Cini, P) un maillage admissible de R au sens de la Déjnition VI-2.1, et IR] la 
mesure de dimension d du domaine R. En calculant la mesure de 1 ’ensemble des cônes de sommet x, et de 
base D E E, pour tout tí E K: et tout o E E,, on peut montrer que 

(VI.10) 

La discrétisation en temps est notée tn, n E W, avec to = O et Atn+’ := tnfl - tn > O. Dans la 
suite, l’exposant n E JV sera utilisé pour désigner les variables prises au temps tn. Supposant l’ensemble 
{Atn I n E W”} borné, on notera At = sup{Atn I n E N*} et, pour tout T > O donné, on désignera par 
NAt l’entier tel que tNat < T < 

Nous allons maintenant donner la discrétisation du système (V1.3)-(V1.4), qui est obtenue deJa même 
facon que le schéma totalement implicite (III.l)-(D.5) pour le problème complet (§III-1.1). Pour tout tí E IC, 
on définit les valeurs initiales suivantes : 

1. hi est une approximation de l’épaisseur initiale ho sur tí définie par hi = ho(x,), 
2. u&,,, pour toute lithologie i, est l’approximation de u& sur la cellule tí, définie par u:,,([) = 

La discrétisation Volume Fini implicite en temps du système (VI.3)-(VI.4) s’écrit alors, sur tout vo- 
s, u&(x, [) dx pour 5 E lR$ ; on définit de plus e&,, sur (-00, hi) par c&,,(z) = uy,,(h; - 2). 

lume de contrôle IE E IC entre les temps tn et tnS1 : 

Conservation des sédiments en surface : 

(VI. 1 1) 

(VI. 12) 

(VI. 13) 

(VI. 14) 

Dans (VI. 1 1)-(VI. 14), on a utilisé les notations suivantes : 
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1. hR est l'approximation de l'épaisseur de sédiments h au temps tn sur la cellule K, 
2. 
3. Ia fonction c&(x), définie dans la colonne (-00, h:), est l'approximation de la concentration des 

4. csln+l Z,Kd est l'évaluation décentrée amont de la concentration de surface en lithologie i à l'arête o 

est l'approximation de la concentration de surface en lithologie i au temps tn+l sur li, 

sédiments en lithologie i dans la colonne { (x, 2) I 2 E K, z < h(x, t")} au temps tn, 

entre les cellules li et li' par rapport au signe de - hn+' : 
Kt 

Considérant le système de coordonnées E = hR - x, la fonction u;K est définie pour tout IE E K, n 2 O 

u&(() = c&(hR - () pour tout ( E "24. (VI. 15) 

Pour obtenir une discrétisation complète du modèle, il suffit ensuite de projeter, pour chaque cellule K, 
la condition initiale uEK (e) sur l'espace des fonctions continues par morceaux dans la direction t. Le schéma 
(VI. 13)-(VI. 15) g6nère alors à chaque nouveau temps tn+l une approximation constante par morceaux de 
u::'(<), avec un maillage irrégulier dépendant du temps dans la direction c. 

eti= 1, ..., Lpar 

Pour plus de simplicité, on supposera dans la suite de ce chapitre que At = Atn pour tout n 2 1, mais 
tous les résultats présentés s'étendent facilement à des pas de temps variables. 

Dans les paragraphes VI-3.1 et VI-3.2, nous allons montrer, pour tout n 2 O, l'existence de solutions 
)&EX, (c&&li. et (u;,),~]c, i = 1,. . . , L, au problème (VI.11)-(VI.15). Ces solutions 

= 1) sur 
s n+l ( h E ) K ~ ~ ,  (ci,'& 

sont uniques sauf pour la concentration de surface cf,';'' qui est arbitraire (telle que ,&i cj+ 
certains points dégénerés (li, n + i) pour lesquels elle est choisie selon le Lemme VI-3.1. 

L s,n+l 
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Pour tout maillage admissible (K, Cint, P) de R au sens de la Définition VI-2.1, tout pas de temps 
et *ui,]c,at la fonction définie At > 0 et i = 1,. . . , L, soit hK,At, c:,~,~~ les fonctions définies sur 

sur R x lR$ x $2; par 
x 

(VI.16) 

pour tout x E li, li E K:, t E (t", in+'], 5 E R$, n 2 O, où h;, czK sont les solutions de (VI.ll)-(V1.15) et 
c;,';'' une solution de (VI. 1 1)-(VI. 15) choisie selon le Lemme VI-3.1. 

Dans le paragraphe VI-3, nous allons montrer le théorème suivant : 
Théorème VI-2.1. Supposons 1'Hypotlzèse VI-1.1 ilérifiée. Pour tout m E lN, soit (ICm,Ggt,P,) un 
maillage admissible de R au sens de la Déjrtition VI-2.1 et At, > O. Supposons de plus qu'il existe 
Q > O tel que reg(K,) 5 a! pour tout m E N, et que At, t O, 6Km -f O quand m t OO. 

Pour tout m E lhT et i = 1,. . . , L, soit hK,,at,, ui,~,,at,, les fonctions déjnies de manière unique 
par (VI. 16) et c:,~,,~~, une fonction définie par (VI.16) à partir d'une solution de (VI.ll)-(VI.l5) choisie 
selon le Lemme VI-3.1 avec K = Km, At = At,. 

Alors la suite (hK,,at,)mcm converge vers la solution h du problème (VIS) dans L"(0, T; L2(s2)) 
pour tout T > O, et il existe une sous-suite de (Km.,Atm)mEmV> toujours notée (Km,Atm)mEN, telle 
que pour tout i E {i,. . . , L), la sous-suite (c,S~~,,~~,)~.E~ (resp. (ui,~:,,nt,)~~~) converge vers une 
fonction c: dans Lm(R x R$) (resp. ui dans Lm(R x x R;)) pour la topologie faible-*. De plus, 
pour tout i E (1, . . . , L), la liinite (ui, c:) est m e  solution faible du problème (VI.6) au sens de la DéJinition 
VI-1.1. 

On peut noter que les résultats énoncés dans le Théorème VI-2.1 sont encore valables si seuls les points 
(i) à (vi) de l'Hypothèse VI-1.1 sont vérifiés. Enfin, on déduit de ce théorème et du Théorème VI-1.1 le 
résultat suivant, qui établit la convergence de la suite complète des approximations de la concentration dans 
le bassin vers la solution faible : 
Théorème VI-2.2. Supposons l'Hypothèse VI-1.1 vérijiée. Pour tout m E N, soit (Km, Cgt, Pm) un 
maillage admissible de R au sens de la Déjnition VI-2.1 et Atm > O. Supposons de plus qu'il existe 
Q > O tel que reg(lCm) 5 apour tout m E N, et que Atm + O, - 6Km t O quand m t OO. 

Pour tout m E lhT et i = 1,. . . , L, soit hK,,&, et ui,#,,At, les uniques solutions de (VI.ll)-(VI.l5) 
déjnies par (VI.16) avec K: = Km, At = Atm. 

Alors la suite (hK,,at,)mEm converge vers la solution h du problème (VI.5) dans L"(0, T; L2(R)) 
pour tout T > O, et la suite (Ui,~,,~t,)mEN converge vers la solution faible ui de (VI.6) au sens de la 
Déjnitioiz VI-1.1 dans Lm(R x lR$ x lR;) pour la topologie faible-+. 

m 

VI-3 Existence, stabilité et convergence du schéma 
_ .  

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le résultat de convergence énoncé dans le Théorème VI- 
2.1, d'abord pour la solution approchée de l'épaisseur de sédiments (§VI-3.1)' puis pour les concentrations 
(§VI-3.2). 
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VI-3.1 Stabilité et convergence pour l'épaisseur de sédiments approchée et sa dérivée en 
temps 

En sommant les équations (VI.ll) sur i = 1, . . . , L, on voit que, pour tout n E N7 la solution 
(hz+l),,K: satisfait la discrétisation Volume Fini implicite suivante de (VI.5) : 

(VI. 17) 

avec h:, = ho(x,). La preuve de l'existence et de l'unicité de la solution (hz)K,=K: pour tout n 2 1 est 
classique et se trouve par exemple dans [ 191 pour tout maillage admissible (IC, Cint, P) de R. 

La proposition suivante fournit des estimations d'erreur sur h et sa dkrivee en temps. Les estimations 
d'erreur sur h ont d6jà été montrées dans [19]. 

Proposition VI-3.1. Supposons l'Hypothèse VI-1.1 vérijiée. Soit h la solution du problème (VIS), 
(IC,C,,t,P) un maillage admissible de R au sens de la Déjnition VI-3.1, T > O, et At E (0,T). 
Pour tout n E {O, ..., Nat + l}, soit (hE)IEEK: la solution de (VI.17) et ek E X(IC) déjînie par 
ek(x) = e: = h(xCK,tn) - hz pour tout x E IE, K, E IC. Alors il existe DI, D2, 0 3  et Dq > O ne 
dépendatzt que de IIVathllL-(Rx(O,~T)). llhllL-(0,2T;Wz,-(R)), T et fi tels que : 

(VI. 18) 

(VI. 19) 

(V1.20) 

(VI.21) 

Preuve. En intégrant l'équation (V1.5) sur le volume de contrôle IE E IC et sur l'intervalle de temps 
(in, in+') pour tout n E {O,. . . , Nat}, on obtient 

1:" &h(x, t) dxdt - L;'' 1, Vh(x, t) dK dy(x)dt = O (VI.22) 

où dIE est le vecteur unitaire normal à 
définition de g;+', on obtient l'équation suivante pour l'erreur e:+' 

sortant de K. En soustrayant (VI. 17) à (VI.22)/At et en utilisant la 

(VI.23) 
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avec les résidus 

pour tout K. E IC, KI E IC,, a = K~K', et 
tn+ 1 1 1  pn = -- /' JlIia,h(z, t) - ûtth(zn, t)) dzdt pour tout fi E IC. 

ri. At Ifil tn 

Grâce à la régularité de h, il existe Cl > O ne dépendant que de IlV&hllpcfix(0,2~)) tel que 
p;l i Cl K (VI.24) 

et c2 > 0 ne dépendant que de Il&VhllL~(fix(0,2T)) et IlhllLh7(0,2T;W2>w(R)) tel que 

IR?,aI I (32 (SIC + At>. (VI.25) 

Ainsi, en multipliant l'équation (V1.23) par e:+' et en sommant sur les cellules K E IC, on obtient 
l'estimation 

UECi7I.t 
C=fGlfG' (VI. 26) ,€IC 

= -At ]KIP," e;" - At lalR&, e:+'. 
KE  K KEIC OEC, 

Notons que = -R,t,o pour tout o = ~,ld E Cint, si bien que l'on peut définir, pour toute arête 
a E &t, R, = ]R,,ol avec o E E,. Ainsi, en utilisant dans (VI.26) l'égalité (e:+' - e:) e:+' = 

- (e:)' + (e:+' - e:)2], l'inégalité de Young, (VI.lO), (VI.24) et (VI.25), on obtient 

I I  IILZ(fi) + lex 11,K 5 Ile%Il&(R) (VI.27) +At C3 (At + 6K) IleE" IIi2(n) + At C4 (K + At)2 
avec C3 et C4 ne dépendant que de )IV~~~))LW(R~(~,~T)), ) I ~ ) ) L c o ( o , ~ T ; w ~ , ~ ( ~ ~ ) )  et 
L'estimation 071.18) se déduit de (V1.27) en utilisant les mêmes arguments que dans [19]. L'inégalité (VI.19) 
est obtenue en sommant (VI.27) sur n E {O, . . . , Nat}, en utilisant l'inégalité (VI.18) et la propriété e: = O 
pour tout K E K. 

2 ntl 2 

Ensuite, (VI. 19) est équivalent à 

(VI.29) 
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avec C5 ne dépendant que de IIVdthll~~(~~(0,2~)), IlhllLcO(o,.>T;w.,03(n)), T et S2. Ainsi, (VI.21) se déduit 
de (V1.28) et (VI.29). 

Pour montrer l'équation (VI.20), on multiplie (VI.23) par (e:+1 - e:)/At et on somme sur K E IC : 

(VI.30) 

En sommant l'équation (VI.30) pour tout n E {O,. . . , Nat} et en utilisant (VI.24), (VI.25), (VI.10) et la 
propriété e: = O pour tout K E IC, on obtient finalement 

avec c6 et C7 > O ne dependant que de IIVdthll~O"(~x(0,2~)), Ilhl[L03(0,2T;W2,CO(R)), R et T, et on en déduit 
(VI.20). n 

Remarque VI-3.1. D'après l'équation (V1.20) donnée dans la Proposition VI-3.1, la dérivée en temps 
discrète de l'erreur tend vers zero avec la taille du maillage et le pas de temps sous une condition CFL 
inverse. Cette condition est due au fait que le schéma Volume Fini est implicite en temps et que peu 
d'hypothèses ont été faites sur la régularité de h. Toutefois, il est possible de s'affranchir de cette condition 
CFL inverse en supposant h beaucoup plus régulière. Un tel résultat se trouve dans [5 i]. 

Corollaire VI-3.1. Supposons l'Hypothèse VI-1.1 vérifiée. Soit h la solution du problème (VIS), (IC, Cint7 P) 
un maillage admissible de R au sens de la DéJinition VI-2.1, T > O, At: E (O,T), et soit ß > O tel que 
6K 5 ß 6. Pour tout n E {O,. . . , Nnt + i}, soit (h:)KEx la solution de (V1.17), et h; E X(K) (resp. 
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(VI.32) 

Preuve. La démonstration est immédiate en utilisant les estimations d'erreur (V1.19), (VI.20), la régu- 
larité de h et l'inégalité (VI.10). O 

Pour tout maillage admissible (K, Cint, P) de R au sens de la Définition VI-2.1 et pour tout pas de 
temps At > O, soit (hz)IEEK: la solution de (VI.17) pour tout n 2 O et GthK,At la fonction définie sur 0 x lR$ 

h: (VI.33) 
Par hn+1 - 

JthK,At(x,t) = At IE 

pour tout x E K, IC, E K et t E (tn,tn+l], n 2 O. 
Proposition VI-3.2. Supposons 1 'Hypothèse VI-1.1 satisfaite et soit h la solution du problènte (VIS). 
Considérons une farnille de discrétisations admissibles (K, Cint, P, At) de R x lR& avec (IC, Cint, P) 
un maillage admissible de R au sens de la Définition VI-2.1 et At > O un pas de temps. Pour une 
discrétisatiort donnée (K, Cint, P, At) de cette famille, soit hK,& (resp. 6thx,At) la fonction définie par 
(VI.16) (resp. par (VI.33)) Ùpartir de la solution de (VI.17). Alors, pour tout T > O, hK,At converge vers h 
dans L-(O,T; L2(R)) quand At et 6K tendent vers O, et 6thK,At converge vers 8th darts L2(R x (0,T)) 
quand At, 6K et tendent vers O. 

Preuve. Soit T > O et (K, &t, P, At) une discrétisation admissible de R x lR$ avec At < T. Pour 
tout x E K, IC, E IC et t E (tn,tn+l], n E {O,. . . , NAt}, on a 

h(x,t) - hK,nt(z,t) = (h(x,t) - h(xK,t"+l)) + (h(z,,tnfl) - hES1) 
= (h(x, t) - h(xCIE, tn+l)) + e:+'. 

Par suite, pour tout t E (t", tn+l], n E {O, . . . , Nat}, 

(VI.34) 

D'après 1aPropositionVI-3.1, il existe Cl > O ne dépendant que de Ilo8thllL-(nx<o,2T)), Ilhll103(o,2T;w2,03(s)) 
et S2 tel que 

1fil(eK+1)2 5 Ci (At + 6K)2 pour tout n E {O,. . . ,Nat}. (V1.35) 
K € K  
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D e  plus, grâce à la régularité de h, il existe Ca > O ne dépendant que de Il&hllLm(nx(0,2T)) et 
II~hllp(n~(0,2T)) tel que, pour tout z E K, et t E (t", tn+l] : 

Ih(~,t) - h(z,,tn+')l 5 Cz(6IC +At). (V1.36) 

Ainsi, en utilisant (V1.35) et (VI.36) dans l'équation (VI.34), on obtient pour tout t E (O, T) : 

Grâce à larégularité de h, il existe C4 > O ne dépendant que de I18;h(lp(nx(0,2T)) et IlV&hllLm(Rx(0,2T)) 
tel que 

Cette inégalité combinée à (VI.20) donne 

avec C5 etc6 ne dépendant que de Gy T et Ilhllw2,m(ax(o,zT)). Ainsi, on amontré la convergence de &hK,At 
-... 
atí vers 8th dans L2(R x (O, T)) quand At, 6K et - &Co* Il 

VI-3.2 Convergence de suites de concentrations approchées vers une solution faible 

Nous allons d'abord montrer l'existence d'une solution pour les concentrations satisfaisant des estima- 
tions de stabilité, et nous en déduirons la convergence faible-* à une sous-suite près de ces concentrations 
dans LW. 

Existence, stabilité et convergence faible-* 

Lemme VI-3.1. Soit (IC, Cint, P) un maillage admissible de R au sens de la Déjnition VI-2.1, At > O 
et, pour tout n E nV, soit (hn),EK: la solution de (VI.17). Pour i E {i,. . . , L} et n E N, le système 
d'équations (VI.ll)-(VI.l4) admet une unique solution (c~,),~K: et au moins une solution (C;,':+'),EK telle 
que 

ci,, s,n+l E [O, i] pour tout K, E IC et n E N. (VI.38) 
D e  plus, on a 

cr,(z) E [O, 11 pour tout K E IC, z < hn et n. E N. 
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Preuve. La démonstration est la même que celle de la Proposition III-1.7. Grâce au décentrage amont 
de la concentration de surface dans les flux, ci,’:+’ peut être calculé explicitement dans toute cellule non 
dégénérée. Sinon ci;:+’ est choisie arbitrairement telle que E,”=, ci,’, = 1. D e  plus, on a dans ce cas 
hn+l 6 = hR et il n’existe donc qu’une seule solution ct:’ au système (V1.13)-(V1.14) pour chaque litholo- 
gie. O 

s n+l 

Pour tout K E IC, n E N et tout t E (t”, tnS1], on définit l’interpolation suivante de l’épaisseur de 
sédiments discrète : 

(V1.39) 

et on étend, pour tout n E IC, les solutions discrètes (~;,),~m, (u&JnEm et (ci;:+l)nEm données par le 
Lemme VI-3.1 à des fonctions de t E IR+ de la façon suivante : 

si hFfl 2 hn 
sinon, 

s n+l 
C;,(4 X(-m,hZl + X(hZ,hK(t)) Ki 

(VI.40) e:, (4 X( -m,hK (t)) Ci,t&l t) = 
pour tout t E (t”, tn+l] et z < h,(t), 

~i,~(z, O) = e&(z) pour tout z < h:, 
%,,(e, t) = ci,,(hK(t) - E, t) pour tout t 2 O et ( E IR;, 

cf,fi(t) = c:;:+’ pour tout t E (t”, tn+l]. 
(VI.41) 
(V1.42) 

i 
Pour tout maillage admissible (IC, Cint, P) de R au sens de la Définition VI-2.1 et pour tout pas 

la fonction définie sur de temps At > O, soit Üi,K,At la fonction définie sur R x lR$ x lR+ et 
{(.z,t) I t 2 o, < hfi(t)} Par 

(V1.43) 

pour tout z E K, n E IC, t 2 O, ( E E; et z < h,(t). 
D’après le Lemme VI-3.1, les fonctions Ci,K,At, Ui,K,At, Ui,K,At définies de façon unique par (VI.43), 

(V1.16), et toute fonction c : , ~ , ~ ~  définie par (VI.16) à partir d’une solution de (VI.ll)-(VI.lS) choisie selon 
le Lemme VI-3.1 prennent leurs valeurs dans l’intervalle [O, i]. On en déduit le résultat suivant : 

- 

Proposition VI-3.3. Pour tout m E N, soit (Km, CEt, I‘m) un maillage admissible de R au sens de la 
DéJinition VI-2.1 et Atm > O. Supposoils que Atm -+ O et 6lîm + O quand m + OO. 

Pour tout m E lN et i = 1,. . . , L, soit ui,~:,,At, (resp. üi,~,,At,) l’unique fonction déJinie par 
(VI.16) (resp. par (VI.43)) et c;,~,,A~, la fonction déJinie par (VI.16) à partir d’une solution de (VI.11)- 
(V1.15) choisie selon le Lenime VI-3.1 avec K: = ICm, At = Atm. 

telle que, pour tout i E { 1 , . . . , L}, 
(i) la sous-suite (c~,~,,~~,)~~J-,I converge vers une fonction ci dans L-(R x lR7) pour la topologie faible- 
*, 
(ii) les sous-suites (~i,~,,~t,)~~m et (üi,Km,At,)mEm convergent vers une fonction ui dans Loo (R x 
IR: x IR;) pour la topologie faible-*. 

Alors, SOUS L’Hypothèse VI-1.1, il existe une sous-suite de (Kml Atm)mEmV> toujours notée (Km, Atm)m,m, 
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Preuve. Par souci de lisibilité, nous n'écrirons pas l'indice i dans cette démonstration. Grâce au Lemme 
VI-3.1, la suite (cg,,At,)mgnv (resp. (UK,,At,)m€N, et ('ÜK,,At,)mcN) est bornée dans Lm(R x IR?) 
(resp. dans Lm(R x IR: x IR;)). Par suite, il existe une sous-suite de (ICm, Atm)mEN, toujours notée 

(resp. u, et u') dans Lm (R x IR$) (resp. dans Lm (R x IR? x BI?)) pour la topologie faible-*. Il nous reste 
donc à montrer que u = u' dans Lm(R x IR$ x IR?). 

En utilisant les définitions (VI.15) et (V1.41), les fonctions ÜKm,At, et u~,,At, sont liées de la faGon 
suivante pour li E IC, et t E (t", t"+'] : 

(Km, Atrn)m€N, telle que (C$,,At,)m€ZV (resp. (UIC,,At,)mcZV' et (~K,,At,)mcN), converge vers CS 

uh: (t - (h, (t) - h:) , t) pour tout f 2 h, (t) - h: si h:+' 2 hn 8%) 

U,(< + (h,(t) - h:"), t) POW tout t > - O si h:+l < h:. 

Soit p E C?(R x BI: x IR$) et T > O tels que p(., .,t) = O pour tout t 2 T. Comme les concentrations 
sont bornées dans [O, i], on peut montrer que 

avec Cl ne dépendant que de y, R et T. I1 résulte de l'estimation (VI.32) que 

Ainsi, u = u' dans l'espace des distributions sur R x lR$ x BI$ et donc dans Lm(R x IR; x BI?). O 

Terme de flux 

La proposition suivante énonce un résultat de convergence pour le terme de flux qui apparaît dans la 
discrétisation de l'équation de conservation en surface. I1 sera utilisé pour montrer que (ui, c:) satisfait la 
seconde équation (VI.8) de la formulation faible. 

Proposition VI-3.4. Supposons 1 'Hypothèse VI-1.1 vérijiée et soit h la solution du problème (VIS). 
Considérons une famille de discrétisations admissibles (IC, Cint1 P, At) de R X IR;, avec (IC, Cint, P) 
un maillage admissible de R au sens de la Définition VI-2.1 et At > O un pas de temps. On suppose de plus 
qu'il existe a et ß > O tels que, pour toute discrétisatiorz (IC, Gint, P, At) de cette famille, 6IC 5 ß a et 
reg(IC) 5 Q. Pour toute discrétisation admissible (IC, Cint, P, At), soit hK,& la fonction. définie par (VI.16) 
à partir de la solution de (VI.17), et soit (c~,'~+'),~~,,~~o une solution de (VI.ll)-(VI.l4) choisie selon le 
Lemme VI-3.1. Soit T > O. Alors, pour tout cp E -A; = {v E Cr(lRd+') I v(x, t) = O siir 80 x lR? \E+} 
et pour tout i = 1, . . . , L, 
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quand At + O, avec 

Preuve. La preuve de cette proposition est une adaptation au couplage entre une équation parabolique 
et une équation hyperbolique du résultat montré dans [is] pour le couplage entre une équation elliptique 
et une équation hyperbolique dans le cas d'un flux de Darcy diphasique. Elle est reportée dans l'annexe A. 
o 

Propriété des colonnes 

La proposition suivante établit que les concentrations de colonne interpolées en temps Üi,K,At, 
i = 1,. . . , L, satisfont au sens faible une équation d'advection linéaire. Cette propriété sera utilisée dans la 
preuve du Théorème VI-2.1 pour montrer la convergence, à une sous-suite près, des solutions approchées 
vers une solution de la formulation faible de (V1.6). 

Proposition VI-3.5. Supposons 1 'Hypothèse VI-I. 1 vérifiée, et soit h la solution du problème (VIS). Soit 
(IC, Cint, P) un maillage admissible de R au sens de la DéJnition VI-2.1, T > O et At E (O, T). 

Soit hK,At, u~,K,A~, i = 1,. . . , L, (resp. òthK,&, et Üi,K,&, i = 1,. . . , L) les fonctions définies de 
manière unique par (VI.16) (resp. par (VI.33), et (VI.43)) et c:,~,~~, i = 1, . . . , L, une fonction déjnie par 
(VI.16) à partir d'une solution de (VI.lI)-(VI.l5) choisie selon le Lenzine VI-3.1. 

Alors, pour tout E E K et i E {i,. . . , L} : 
(i) pour tout cp E WT = {w E Cr(lR2) I w(., T) = O sur lR}, 

(VI.44) 

(ii) pour tout 'p E A$,, = {w E Cr(lR2) Iw(.,T) = OsurlRetv(0,t) = Opourtoutt 2 
O tel que &hK(t) I O}, 
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Preuve. D'après la définition (VI.40), ap+(z, t) = O pour tout z E (-00, &(i)) et t E (O, 7'). Il en 
résulte que pour tout $ E w11"O(2R x E+) à support compact, on a 

iT at ( f,t) Ci,&, t)$(u", t)dZ dt ) o=LTfIL) a,ci,,i(z, i)$(., t)dx dt = 

et par suite 

(VI.46) 

Soit cp dans WT, et $ E W1@(lR x ni+) telle que 

$(Z,t) = cp(h,(t) - x,t) V((Z,t) E lR x E+. 

En considerant l'équation (VI.46) dans le nouveau système de coordonnées E = hK(t) - z et en utilisant la 
propriété cp(.,T) = O, on obtient l'équation (VI.44). Enfin, en utilisant la définition de d$,+ et le fait que 
ui,,(O,t) = c&(t) si &hn(t) > O, on obtient l'équation (VI.45). 17 

Convergence 

Nous allons maintenant montrer que les limites (ui, ci)i=l,.,.,~ sont des solutions de la formulation 
faible donnée dans la Définition VI-1.1. 

Lemme VI-3.2. Soit O un ouvert borné de Rd et ( fn)nEm une suite de L'(O) qui converge vers f dans 
L'(O). On définit, pour tout g E L'(O), Sgf = {z E O I g(z) > O} et Si = {z E O 1 g(x) 5 O}. Alors 

Preuve. Notons que si f E L'(O), alors ff et f- sont également dans L'(O), et par suite 

so f+xs7 = O et If$ - ffl 5 I fn - f I sur O, on en déduit que In t O quand n -+ 03. Le 
raisonnement est le même pour Jn. U 

Montrons maintenant le résultat de convergence énoncé dans le Theorème VI-2.1. 
Preuve. Preuve du Théorème VI-2.1 

La convergence des solutions approchées pour l'épaisseur de sédiments vers la solution du problème (VI.5) 
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a déjà été prouvée dans la Proposition VI-3.2. Montrons maintenant que les limites (ui, cf)i=1,...,~ données 
par la Proposition VI-3.3 satisfont la formulation faible du problème (VI.6) au sens de la Définition VI-1.1. 

Soit i E {i,. . . , L} et cp E A. Comme cp E  CF(@+^>, il existe T > O tel que, pour tout t 2 T, 
y(., .,i) = O. Soit mo E JV tel que At,, < T. Par souci de lisibilité, nous n'écrirons pas l'indice i dans 
cette démonstration. 

Pour tout K E Km, m E AT, on voit que cp(zK, ., .) E WT. En appliquant l'équation (VI.44) à la 
fonction test cp(xK, ., .) et en sommant l'équation obtenue sur K E K,, on obtient, pour tout m 2 mo, 

(V1.47) 

Dans cette équation, (Am) est égal à 

avec c p ~ ~ ( ~ , J , t )  = cp(xK,J,t) pour tout x E K. D'après la Proposition VI-3.2, la suite de fonctions 
(&hK,,At,)m€JV converge fortement vers 8th dans L2(R x (O, T)) quand m -+ OO. Comme cp E A, on 
en déduit que la suite (atcp~~ &hKm,ntm)mEmr converge vers atcp - ûth dans L1(R x R: x R?). Enfin, 
comme la suite (&K,,A~,)~.~Jv converge vers u dans Lw(R x RS x E:) pour la topologie faible-*, on 
en conclut que 

On définit u;, par u;,(z, E) = u:(<) pour tout z E K, 6 E K, et 
sur uo, u;, converge vers uo dans L1 (Cl X (O, T)) pour tout T > O, et par suite 

E BI*;. D'après l'Hypothèse VI-1.1 

Dans l'équation (VI.47), (C,) est égal à 

(V1.49) 
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jn Io &hlc,,At, (x, t) clc,,At, (x, 0, t)vlc, (x,o, t) [-Xp-np+ + xp- np+] dt dx --t 0 
K m  G n  

quand m + 03. De plus, cp E A, donc la suite (cp~, (., O, .) &hlc,,At,)mEm converge vers q(., O, .) 8th 
dans L'(O x (O, T)). Comme la suite ( ~ ~ , , ~ ~ , ) ~ ~ m  converge vers es dans L"(0 x E;) pour la topologie 
faible-*, on en conclut que 

Sur xp-, on a par définition cp(x,O,t) = O. Comme U~m,~t,(x,O,t) est bornée et que la suite 
(cplc,(., O, .) &h~,,~t,)~~m converge vers y(., O, .) &h dans L1(R x (O, T)), on obtient 

et finalement 

(Cm) + f ST &h(x, t)cS(x, t)cp(x, O, t)dt dx = &h(x, t)c"(z, t)cp(x, O, t) dt dx 
n o  

quand m + OO. Ainsi, (ui, cis) satisfait la première équation (VI.7) de la formulation faible. 

Soit cp E Ao. Comme cp E Cr(Ed+2)7 il existe T > O tel que y(., .,t) = O pour tout t 2 T. Soit 
mo E lN tel que At,, < T. 



VI-3. Existence, stabilité et convergence du schéma 179 

En multipliant l'équation (VI.11) par cp(zK, O, in+') et en sommant l'équation obtenue sur K E IC, et 
n E {O,. . . ,Nat,}, on obtient, pour tout m 2 m g ,  

 NA^, 
I~lAME+lcp(z,, O, tn+') 

n=O KEK, 

quand nz + OO. En utilisant (VI.48) et (VI.49), on a, pour tout cp E C~(Ed+2) 3 Ao, 
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Si on fait dans ces intégrales le changement de variables z = h,(t), on peut montrer que, en sédimentation 
2 hz) comme en érosion < hz), 

En substituant cette égalité dans la définition de A&, on obtient 

Grâce à la régularité de p, il existe Cl > O ne dépendant que de cp tel que I ( P ( I c ~ ,  O, in+') - q(z&, O, t)l 5 
Cl Atm pour tout t E [tn,tnfl]. Comme la fonction &hKrn,Atm est bornée uniformkment dans L2(0 x 
(O, tNAtm+')), comme ÜKm,At, E [O, i] et ItNAt-+' - TI < Atm, I& - BkI converge bien vers O quand 
m + 00, ce qui met fin à la démonstration du théorème. O 

Ainsi, la convergence du schéma (VI. 1 1)-(VI. 15) appliquée à une famille de maillages admissibles 
(ICm, Czt, F',)mEm et de pas de temps At, > O satisfaisant les hypothèses du Théorème VI-2.1 donne 
l'existence d'une solution faible (ui, cis) au problème (V1.6) au sens de la Définition VI-1.1. Pour construire 
une telle famille de maillages, on considère par exemple pour tout m E N le pas de temps At, = A, 
la famille de points Pm = {A, k E Zd} et la famille I C ,  de volumes de contrôle définie par (VI.9). En 
utilisant la régularité du domaine borné 0, on peut vérifier que cette famille de maillages satisfait bien les 
hypothèses du Théorème VI-2.1. 

VI-4 Unicité de la solution faible 

Nous allons maintenant montrer l'unicité de la solution faible ui au sens de la Définition VI-1.1 pour 
tout i = 1,. . . , L. 

VI-4.1 Preuve du Theorème VI-1.1 

Pour démontrer le Théorème VI-I. 1, nous avons besoin d'étudier pour toute concentration de surface 
cf E Lm(R x IR:) la formulation faible (VI.7) de l'équation d'advection linéaire atui + athapi = O 
avec cis comme condition aux limites entrante sur D+ et u: comme condition initiale. Il nous faut également 
prouver une formule d'intégration par parties pour les solutions de cette équation et de son équation adjointe. 
Ces résultats sont énoncés dans le lemme suivant dont la preuve se trouve dans le paragraphe VI-4.3. 

Par la suite, nous noterons C l'opérateur L = dt + at h 8,. 

Lemme VI-4.1, Supposons l'Hypothèse VI-1.1 vérifiée. Alors, pour tout T > O, toute fonction f E 
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(VI.50) 

possède une unique solution faible dans Lm(R x E: x (0,T)) dans le sens où, pour tout p E {c$ E 
Cy(lRdt2) I c$(., O, .) = O sur R x (0,T) \ D$ et d(., ., T) = O sur R x E:}, 

La solution faible v de (VI.50) possède une trace en t = T dans Lm(R x E;), et la fonction v dthpossède 
une trace en E = O dans Lw(a x (O, T)) telles que, pour tout p E CF(lRd+2), 

Soit T > O, et w la solution faible dans Lw(R x ET x (O, T)) du problème adjoint 

w = T sura x ET x (O,T), 
Wl+O = q s  sur DF, 
Wlt=T = wT 0 x ET, 

(VI.53) 

définie de la rnême façon que précédeniment, avec r E Lm(Q x IR: x (O, T)) une fonctioii à support 
compact sur fi x lR+ x [O, TI, wT E LW (R x E:) une fonction à support compact sur fi x lR+ et 
qs E Lm(R x (0,T)). Alors on a 

Soit (vi, di) la différence entre deux solutions faibles de (VI.6). Grâce à la linéarité du système 
d'équations (VI.6)' les fonctions (vi, dis) vérifient la formulation faible (V1.7)-(VI.8) avec des conditions 
aux bords et initiales homo,' oenes. 

Soit T > O. D'après le Lemme VI-4.1, la fonction viath possède une trace en E = O dans 
L"(R x (O,")), notée vi16=0 8th. Alors, en utilisant la formule d'intégration par parties (VI.52) du 
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Lemme VI-4.1 et la formulation faible (VIA), on obtient, pour tout ‘p E {q5 E CF(Rd+l) I +(.,i) = 
O sur 80 x ( 0 , ~ )  \ E;, et +(z,~) = O sur a}, 

On en déduit aisément que 

div(-di Vh.) = -viI+o 8th E L”(R x (0,T)). 

Comme 8th - A h  = O, on a également 
(VI.56) 

(V1.57) 

Considérons maintenant le problème adjoint 

Le lemme suivant donne l’existence d’au moins une solution faible (wi, 4:) dans L”(S1 x lR; x (O, T)) x 
L”(R x (O, T)) pour ce problème adjoint, définie de facon similaire à la Définition VI-1.1 (Définition VI- 
4.1). La démonstration de ce lemme utilise la convergence du schéma numérique (VI. 1 1)-(VI. 14) adaptée au 
cas d’un second membre non nul vi dans Lm(R x IR$ x (O, 2’)). Elle se trouve dans le paragraphe VI-4.2. 

Lemme VI-4.2. Supposons l%lypothèse VI-1.1 vkrijìée. Alors le problème (VI.58) possède au moins une 
solution faible (wi, qf) au sens de la Déjînition VI-4.1. 

Si on considère une telle solution faible (wi, q:), on obtient comme précédemment 

En utilisant les équations (VI.57) et 071.59)’ on voit que la fonction div(q; di V h )  est dans LM(R x 
(O, T)). Il résulte alors du Lemme VI-4.13 démontré dans le paragraphe VI-4.4 que le champ de vecteur 
qfd:Vh possède une trace normale dans Lw(8R x (O, 7’)). Comme formellement d: s’annule sur q: 
s’annule sur Cy, et comme la trace normale g de V h  s’annule sur x (O, T) \ (C$ UG?), la trace normale 
de qfd:Vh s’annule sur la frontière 8R x (O, T). Ce résultat est établi par le lemme suivant pour lequel une 
preuve rigoureuse sera donnée dans le paragraphe VI-4.4. 

Lemme VI-4.3. Supposons l’Hypothèse VI-1.1 vérijiée. Alors, pour tout T > O, pour toute solution faible 
(wi, qf) du problème adjoint (VI.58) et toute solution faible (vi, di) du problème (v1.6) avec des conditions 
aux liniites et initiales homogènes, on a 

r rT 
div(qf di a h )  dt dz = O. J, 10 (V1.60) 
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Comme la vitesse 8th est bornée uniformément sur fi x [O,T] pour tout temps T > O, la fonction 
vi (resp. sa trace Wilt=T) est à support compact dans fi x IR+ x [O, T] (resp. dans fi x E+) (voir aussi 
la définition de la solution caractéristique de (V1.6) dans le paragraphe VI-4.3). En appliquant la formule 
d'intégration par parties (VI.54) du Lemme VI-4.1 à v = v i  et w = wi. on obtient pour tout T > O 

s, k+ JOT 1viI2(z, t, t) dt + 
(VI.61) 

= s, p dth(z, t) Vi(2, o, t) Wi(lC, o, t) dt dz. 
En utilisant le Lemme VI-4.3 et l'intégration sur R x (O, T) de l'équation (VI.59) multipliée par d,S, on 
obtient 

s, lT q,S(z, t) Vd,S(z, t) . Vh(z, t) dt dz = O. (VI.62) 

D e  la même façon, multiplier l'équation (VI.57) par qf et intégrer le résultat obtenu sur R x (O, T) donne 
T 1 / (Vi<,, o, t) - d:(z, ti) d(z, t) 8th(z, t)dt dz 

- s, JO qf(z, t) Vd,S(z, t) a Vh(z, t) dt dz = o. 

D O  ) 
= ~JOTvi(~,0,t)wi(",0,t)8th(z,t)dtdz = o. 

'O T (VI.63) 

Enfin, en sommant les équations (VI.62) et (VI.63) et en tenant compte des conditions aux limites wilt=o = 
qf sur DF,  vil+^ = d; sur 23:) et du fait que 8th = O sur R x (O, T) \ (D$ U DF), on obtient 

J /T(Wi(z,~,t)d~(z,t) + vi(z,~,t)qf(z,t) - d:(z,t)q;(z,t) ath(z,t)dtdz 
(VI.64) 

Cette équation combinée à (VI.61) permet de conclure la démonstration du Théorème VI-1.1. 

VI-4.2 Existence d'une solution pour le problème adjoint 

Le but de ce paragraphe est de prouver le Lemme VI-4.2 donnant l'existence d'une solution faible pour 
le problème adjoint (VI.58). La démonstration utilise la convergence d'un schéma de discrétisation Volume 
Fini de façon similaire au paragraphe VI-3. Afin de nous ramener au cas traité dans ce paragraphe, nous 
allons plutôt considérer ici le problème direct (VI.5)-(VI.6) sur R x E: x (O,T), T > O, mais avec des 
seconds membres non nuls fi E L" (R x E$ x (O, T)) dans les équations d'advection : en utilisant les 
mêmes notations que précédemment, nous allons en fait étudier le système 

(VI.65) 
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pour tout i = 1,. . . , L, avec h donné par (VI.5). D e  plus, nous ne ferons pas d'hypothèse sur le signe ni 
sur la valeur de la somme sur les lithologies i des conditions initiales u: et aux limites 8i. Par la suite, les 
hypothèses faites sur les données seront les suivantes : 

Hypothèse VI-4.1. 

(i) R est un ouvert borné de Ed, de classe C", 

(ii) ho E C2(a), 

(iii) g E C1(dR x E;) n L ~ ( ~ R  x E;), 

(iv) g et ho sont choisis selon les hypothèses du Théorème 5.3 de [JI] (p. 320) de telle sorte que l'unique 
solution h de (V1.5) soit duns C2(Q x [O, TI), 

(v) C, E L"(c&) pour tout i = i, . . . , L, 
(vi) u; E L"(R x E$) pour tout i = 1,. . . } L, 
(vii) fi E L"(R x E$ x (O, 2T)) pour tout i = 1,. . . , L. 

Comme toute solution faible de (VI.S)-(VI.ó) est par définition dans LO3, l'étude du problème adjoint 
(VI.58) sous l'Hypothèse VI-1.1 revient à étudier le problème direct (VI.65) sous l'Hypothèse VI-4.1. En 
effet, les points (wii) et (viii) de l'Hypothèse VI-1.1 n'interviennent pas dans la démonstration du Théo- 
rème VI-2.1 comme nous l'avons fait remarquer plus haut. 

Afin d'obtenir une formulation mathématique rigoureuse du problème (VI.65), nous allons chercher 
des solutions faibles définies de la faGon suivante pour tout i = 1, . . . , L. 

Définition VI-4.1. Supposons l'Hypothèse VI-4.1 vériJiée, et soit h la solution du problème (VIS). Alors 
(ui, cf) E L"(0 x lR: x (O, T)) x L"(R x (O, T)) est une solution faible de (VI.65) si : 
(i) Pour tout p E { E C ~ ( E ~ + ~ >  1 $(.,O, .) = O sur R x (O, T) \ D$ et $(., ., T) = O sur R x B+} 
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Dans la suite, on notera fi, pour tout i = 1, . . . , L, la fonction obtenue par le changement de variables 
(IC, z, t) = (IC’, h(d, i’) - z, t’) dans fi : 

?~(Ic, z, t) = fi(x, h(s, t) - z, t) sur BT = {(IC, 2, t) I (x, t) E R x (O, T), z < ~ ( I c ,  i)}. 

Dans ce nouveau système de coordonnées, les variables ci vérifient pour tout i = 1, . . . , L 

(VI.68) 

Le but de ce paragraphe est de montrer le Théorème VI-4.1 donné ci-dessous, qui établit l’existence 
d’une solution faible au problème (VI.65) au sens de la Définition VI-4.1. Sous l’Hypothèse VI-1.1, le 
Lemme VI-4.2 est un corollaire immédiat du Théorème VI-4.1. 

La démonstration du Théorème VI-4.1 est obtenue en adaptant la preuve de la convergence du 
schéma Volume Fini (VI.ll)-(V1.14) au cas de seconds membres non nuls dans l’équation d’advection. Elle 
s’articule de la manière suivante : on définit tout d’abord le schéma numérique obtenu par la discrétisation 
de (VIS) et (VI.65), puis on montre l’existence, l’unicité, la stabilité des solutions discrètes, et enfin la 
convergence de ces solutions vers une solution faible au sens de la Définition VI-4.1. Dans ce dernier 
paragraphe, seules les principales différences avec la démonstration du Théorème VI-2.1 seront détaillées. 

Schéma Volume Fini 

Le schéma de discrétisation Volume Fini défini ici est le même que celui du paragraphe VI-2, sauf 
pour les concentrations de colonne. En effet, d’après l’équation (V1.68) et en utilisant les mêmes notations 
que dans le paragraphe VI-2, l’inconnue discrète c,’(z), n 2 O, est ici définie comme la solution exacte 
au temps tnS1 du problème 

&ci,&(% t) = &,&, t), 
c+(z,tn) = c&(z) si z < hz, (VI.69) 

si dthrc(t) > O, s,n+l Ci,rc(h&(t),t) = 

pour tout 6 E IC, t E (tn,tn+’], z < hlE(t), avec 
. . n  

(VI.70) 
hn+i 6 - 

pour tout t E (t”, tn+l]. At hK(t) = hz + (t - t”) dthK(t), et U&(-¿) = 
Ceci conduit à la discrétisation suivante des équations (VIS) et (VI.65) 

Epaisseur de sédiments 

(VI.7 1) 
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Conservation des sédiments en surface : 

(VI.72) 

Sédiments dans les colonnes : 

(VI.73) 

ut,(<) = ct,(hz - <) pour tout E E*,. (V1.75) 

s n+l Dans le paragraphe suivant, nous allons montrer l’existence de solutions (hz),EK, (ci,’& ),;EK, 
(C~,),EK et (u?,),EK, i = 1,. . . , L, 1% E {O,. . . ,Nat}, au problème (V1.71)-(VI.75). Ces solutions 
sont uniques sauf pour la concentration de surface c:,’:+’ qui est arbitraire sur certains points dégénérés 
(6,n + 1) pour lesquels elle est choisie selon le Lemme VI-4.4 énoncé plus loin. Pour tout maillage 
admissible (IC, Cint, P) de s1 au sens de la Définition VI-2.1, tout pas de temps At > O et i = 1, . . . , L, on 
définit, comme dans le paragraphe VI-2, les fonctions hK,At, ~ f , ~ , ~ ~  sur s1 x (O, (Nnt + 1) At] et u~,K,A~ 
sur s2 x IR$ x (O,  NA^ + 1) At] par 

(VI.76) 

pour tout 2 E IE, K E IC, t E (tn,tn+’], n E {O,. . . ,NAt}, < E lR$, avec hz et u:, les solutions de 
(VI.71)-(V1.75) et ci,’:+1 une solution de (VI.71)-(VI.75) choisie selon le Lemme VI-4.4. 

Alors l’objectif de ce paragraphe est de montrer le thkorème suivant : 

Théorème VI-4.1. Supposons l’Hypothèse VI-4.1 vérifiée. Pour tout m E JV, soit (IC,, CEn,, I’m) un 
maillage admissible de s1 au sens de la DéJinition VI-2.1 et At, E (O, T). On suppose qu’il existe a > O 
tel que reg(IC,) 5 a pour tout m E IV, et que At, + O,  at, ‘K ì. 0 quand rn ì. OO. 

Pour tout m E lN et i = 1,. . . , L, soit hK,,Atm, ui,]c,,At, les fonctions déjînies de manière unique 
par (VI.76) et c;,~,,~~, une fonction déjînie par (VI.76) à partir d’une solution de (VI.7l)-(VI. 75) choisie 
selon le Lemme VI-4.4 avec IC = IC,, At = At,. 

Alors la suite (hKm,Atm)mEm converge vers la solution h du problème (VIS) dans LO”(0, T; L2(s1)), 
et il existe une sous-suite de (K,, Atm)mEm, toujours notée (ICm, Atm)mEm, telle que, pour tout i E 
{i,. . . , L}, la sous-suite (~i,~,,~~,),~m (resp. (ui,~~,At,),~m) converge vers m e  fonction cf dans 
Lw(R x (0,T)) (resp. ui dans Lm(a x x (O, T))) pour la topologie faible-*. De plus, pour tout 
i E { 1, . . . , L}, la limite (ui, cf) est une solution faible du problème (VI.65) au sens de la Déjînition VI-4.1. 
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Preuve du Theorème VI-4.1 

La démonstration du Théorème VI-4.1 est très similaire à celle du Théorème VI-2.1 donnant l’exis- 
tence d’une solution faible au problème (V1.6) au sens de la Définition VI-1.1. 

L’existence, l’unicité et la convergence de la suite des épaisseurs de sédiments discrètes (hKm,Atm)m€m 
vers la solution de (VI.5) ont déjà été montrées dans le paragraphe VI-3.1. 

En ce qui concerne les variables concentrations, le système (VI. 1 1)-(VI. 14) diffère de (VI.71)-(VI.75) 
par les seconds membres fi E L”(Q x lR; x (O, 2T)), i = 1,. . . , L, dans les équations d’advection, et 
par le fait que les valeurs des conditions initiales et des conditions aux limites ne sont pas contraintes dans 
LW. Malgré ces différences, nous allons suivre les mêmes étapes que dans la démonstration du Théorème 
VI-2.1 : nous allons tout d’abord montrer l’existence d’une solution bornée pour les concentrations discrètes 
(Lemme VI-4.4), ce qui conduit à la convergence de ces concentrations dans L” pour la topologie 
faible-* (Proposition VI-4.1). Ensuite, nous montrerons que les solutions discrètes satisfont au sens faible 
une équation d’advection linéaire (Proposition VI-4.2) qui est finalement utilisée pour prouver que les 
concentrations discrètes convergent vers une solution faible du problème. 

Lemme VI-4.4. Supposons l’Hypothèse VI-4.1 vérijìée. Soit (K, Cini, P) un maillage admissible de 
R au sens de la DéJinition VI-2.1, At E (O,T), Mi = inax(I/u~I/Lm(~x~;), ~lëi~~Lw(c,+,)) + 
2T/jf,lIL”(Slx~Tx(0,2T)) pour tout i E {i,. . . , L} et, pour tout n E {O,. . . ,NAt + i}, soit (h;)&€K: 
la solution de (VI.71). Pour i E (1,. . . , L} et n E {O, . . . ,Nat}, le systènie (VI.72)-(VI.7.5) adinet une 
unique solution (C::~)&~K et au moins une solution (ci;& s n+1 telle que 

IC;,’:+’I 5 MipourtoutKEKetnE {O, ..., Nat}. 

lct,(z)l 5 Mi pour tout K, E K, n E {O,. . . , NAt + 1} et z < hz. 

(VI.77) 

De plus, ori a 
(VI.78) 

Preuve. Comme l’expression du terme d’accumulation discret est la même que pour le problème 
(VI. 1 l)-(V1.14), la preuve de l’existence et de l’unicité des concentrations approchées (ci,’& )&€K, 
(C:~)&~K: and (U~,),~]L, i = 1,. . . , L, est identique (voir le Lemme VI-3.1 pour plus de détails). 
Les inégalités (VI.77) et (V1.78) sont obtenues par induction sur n E {O,. . . , NAt} et sur les volumes 
de contrôle triés par ordre de topographie décroissante. Considérons un volume de contrôle K, E K et 
un pas de temps n 2 O. L‘hypothèse d’induction est la suivante : lc~,,(z)l 5 MT pour tout IE’ E IC, 
et, pour toutes les cellules plus hautes K,’ E K telles que h:+l < hn+’ RI , Ici+, synS.l I 5 MF avec Mr = 

s n+l 

mm (Il~~lIL~(f2XB;), II”IILrn(C&)) + nAt IlfillL“(nx~~x(o,2T)). 

Considérons tout d’abord le cas de l’érosion pour lequel hhfl 5 h;. Il résulte de l’hypothèse 
d’induction sur n et sur les volumes de contrôle que 
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Ainsi, en utilisant le fait que l'épaisseur de sédiments discrète satisfait l'équation (V1.71), on obtient 

Dans cette équation, soit le terme A: est strictement positif, soit il s'annule. Dans le premier cas, on a né- 
cessairement IC:,':'' I 5 Ad? pour tout i = 1, . . . , L. Dans le second cas, le point (fi, n + 1) est dit dégénéré 
dans le sens OU les concentrations c;,';'' peuvent être choisies arbitrairement dans l'intervalle [-&IF, MP]. 

Supposons maintenant que hEfl > hK (sédimentation). En procédant comme précédemment, on 
obtient 

ce qui donne, en utilisant l'équation (V1.71), 

Comme on a suppose hEfl > h;, le second terme entre parenthèses est strictement positif, et par suite 
Ic~,'~"~ 5 MP. 

Cette démonstration est encore valable pour n = O et pour les cellules les plus hautes fig E IC à tout 
temps tn+', n 2 O. 

Enfin, pour les concentrations dans le bassin, on a par définition lc!,,(z) I 5 I lu! I IL~(~,R;) et, pour 
n E {O,. . . , Nat}, (VI.74) donne facilement l'inégalité 

ce qui conclut la démonstration. o 

Notant ci,,(z, t) la solution exacte au temps t de (VI.69) pour tout fi E IC, t E (O, (Nat + l)At] et z < 
h,(t), on peut étendre pour tout K E IC les solutions discrètes (U&),~(O,...,N~~+~) et (ci,', s nfl )nE{~,...,~At) 

données par le Lemme VI-4.4 à des fonctions de t E (O, (Nat + l ) k ]  de la faSon suivante : 

Ui,~(t, t) = ci,,(h,(t) - <, t) pour tout t E (O, (Nat + l)At] et E E lR;, (V1.79) 
c:,&(t) = pour tout t E (t", tnf']. (VI.80) 
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Et on déduit aisément du Lemme VI-4.4 que les fonctions c ~ , ~ ( z ,  t) et ~ i , ~ ( [ ,  t) sont bornées dans l'inter- 
valle [-Mi, Mi] pour tout i = 1,. . . , L. 

O n  définit maintenant Üi,K,& sur R x R: x (O, (Nat + i)& ) par 

ui,K,At(Z, e,t) = '&,fi([, i) (v1.a 

pour tout z E K, K E IC. O n  a alors la proposition suivante : 

Proposition VI-4.1. Pour tout m E LW, soit (ICm,, CZt, I'm) un maillage admissible de R au sens de 
DéJinition VI-2.1 et Atm E (O, T). Supposons que Atm + O et 6ICm + O quand m -+ CO. 

z 

Pour tout m E LW et i = 1,. . . , L, soit ui,K,,at, (resp. Üi,~,,nt,) la fonction définie de inarzière 
unique par (VI.76) (resp. par (VI.81)) et c:,~,,~~, la fonction dé$nie par (VI. 76) à partir d'une solution de 
(VI.72)-(VI.75) choisie selon le Lemme VI-4.4 avec IC = IC,, At = At,. 

telle que pour tout i E (1, . . . , L), 
(i) la sous-suite (~~,~,,~~,),~nv converge vers une fonction c: dans Lm(R x (0,T)) pour la topologie 
faible-*, 
(ii) les sous-suites (Ui,]L,,At,)mem et (üi,K,,At,)mEnv convergent vers une fonction ui dans Lm(R x 
R$ x (0,T)) pour la topologie faible-*. 

Alors, sous l'Hypothèse VI-4.1, il existe une sous-suite de (Km, Atm)m,Em, toujours notée (IC,, Atrn),,=nv, 

Preuve. Notant ui (resp. Ui) la limite quand m --f CO de la sous-suite (ui,~,,~t,)~~nv (resp. 
(Üi,~,,~t,),~m) dans Lm(R x IR: x (O,T)), la seule difficulté consiste à montrer que ui = üi. 
Ceci est obtenu comme dans la démonstration de la Proposition VI-3.3 en utilisant l'hypothèse fi E 
Lm(R x lR$ x (0,2T)), les bornes (VL32), (V1.77), (V1.78) sur les solutions, et la relation suivante : 
pour z E K, K E IC, et t E (t", t"+'], 

Ensuite, pour montrer la convergence des solutions approchées vers une solution faible du problème 
couplé, on établit, comme dans le paragraphe VI-3.2, que les fonctions ci,&(z,t) satisfont une équation 
d'advection linéaire. En effet, en utilisant (V1.69), la Proposition VI-3.5 s'étend immédiatement à : 

Proposition VI-4.2. Supposons l'Hypothèse VI-4.1 vérijiée et soit h la solution du problème (VIS). Soit 
(IC, Cint, P) un maillage admissible de R au sens de la. Définition VI-2.1 et At E (O, T). 

Soit hK,At, u~,K,A~, i = 1,. . . , L, (resp. Üi,K,&, i = 1,. . . , L) les fonctions définies de manière 
unique par (VI.76) (resp. par (VI.81)) et c:,~,~~, i = 1, . . . , L, une fonction définie par (VI.76) à partir 
d'une solution de (VI. 72)-(VI.75) choisie selon le Leinnie VI-4.4. 
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Nous allons maintenant démontrer le Théorème VI-4.1, 
La preuve de la convergence du schéma numérique (VI. 1 1)-(VI. 14) dans le paragraphe VI-3.2 n’utilise 

pas directement la valeur des bornes sur les solutions discrètes ni la valeur de la somme sur les lithologies 
des concentrations discrètes, mais seulement la stabilité de ces solutions et le découplage de l’épaisseur de 
sédiments des variables concentrations. Pour adapter la démonstration du Théorème VI-2.1 à notre cas, il 
nous faut donc juste montrer la convergence des termes contenant les fonctions fi, i = 1, . . . , L. 

La première expression (VI.66) dans la formulation faible est obtenue en utilisant l’équation d’advec- 
tion linéaire discrète (VI.82) appliquée à (~(II:,, E, t), cp E { E Cr(IRd+’) I 4(., O, .) = O sur fl x (O, T) \ 
2”; et 4(., ., T) = O sur R x R+ }. La convergence de cette équation vers (VI.66) n’a été montrée que dans 
le cas fi = O. Il nous reste donc à prouver que : 

Di,m = Ilil JOT s, fi,& t> cp(II:,, t, t:> 4 di + 1 1 Jr* fib, S,t> (P(II:,J, t> 4 dz 
tGKm cl E+ 

(V1.84) 
quand m + 03. 

Nous montrerons ensuite la convergence vers (VI.67) de la somme sur IG E IC, et n E {O, . . . ,  NA^,} 
de l’équation (V1.72) multipliée par (~(II:,, O, tn+’), cp E { $ E C~(Rd+2) 1 q5(., O, .) = O sur Xl x (O, 2’) \ 
E; et +(., ., T) = O sur R x IR+}. En procédant comme dans le paragraphe VI-3.2 et en utilisant (V1.84), 
cela revient à prouver que 

IUEK, J u  EEK, n=O 

quand m --t OO. 

Montrons maintenant (VI.84) et (VI.85). 
Tout d’abord, on peut prouver que la fonction fi,K, définie par fi,~,(z,J,t) = fi,,(<,t) = s, fi(y, h,(t) - e, t) d y  pour tout II: E li, li E Km, E E E:, t: E (O, T), converge vers fi dans 
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&(R x .E¿: x (O, T)) en utilisant un argument de densité, l’hypothèse fi E LO”(S2 x RTR+ x (O, 2T)), 
et les bornes (VI.32)’ (VI.37). Ce résultat donne immédiatement (VI.84). 

Ensuite, pour tout K E Km, n E {O,. . . , NAt,} et i E (1,. . . , L}, on montre facilement que 

AM::’ = ln ui,,(O, t)ûth,(t) dt - { 0’’ ( SLtn f&(h,(t), s) ds) at&(-¿) dt si h;+l < hn K 
sinon 

En substituant cette égalité dans la définition de Ei,m, on obtient 

avec 6thRm,Atm (x, t) = &h,(t) = (h;+l - hn ,)/Atrn pour tout z E K, K E Krn, t E (t”, in+’]. Grâce à la 
régulaité de cp, il existe 0 3  > O ne dépendant que de cp tel que Iy(z,, O, tn+l)-cp(zK, O, t) I 5 0 3  At, pour 
tout t E [tn,tntl]. Comme la fonction 6thK,,At, est bornée uniformément dans L2(R x (O, 
(voir (VI.32)), comme Üi,K,,At, E [-IW~,IW~], 5 E L ~ ( C I  x l~; x (o,~T)) et ItNntm+’ - T I < Atm, 
Ei,rn converge bien vers O quand m -+ 00 : la limite (ui, cis) satisfait l’équation (VI.67), ce qui met fin à la 
démonstration du Théorème VI-4.1. 

VI-4.3 Preuve du Lemme VI-4.1 

La démonstration du Lemme VI-4.1 utilise les caractéristiques ((,; z, E, t) et la “solution caractéris- 
tique” wc de l’équation (VI.50) (voir [27]) définie par (VI.89). Nous allons notamment montrer que cette 
solution est l’unique solution faible de (V1.50) et satisfait les propriétés du Lemme VI-4.1. 

La preuve utilise une partition de l’unité sur un recouvrement de construit à partir des caracté- 
ristiques, tel que sur chaque ouvert du recouvrement qui coupe la frontière R x a[lR$ x (O, T)], la solution 
caractéristique vc est régulière moyennant des données régulieres. Ceci nous permettra de déduire facile- 
ment les formules d’intégration par parties données dans le Lemme VI-4.1. Afin de rester loin des frontières 
823: x {E = O}, 823F x {c = O}, et S2 x {t = O} x {t = O, T}, nous avons également besoin d’une astuce 
donnée dans [5] pour montrer que leur contribution dans les intégrations par parties est nulle. 

Pour tout (x, E, t) E fi x lR+ x lR+, on définit la caractéristique ((.; z, E, t) par 

(VI.86) 
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pour tout s E R+. Pour tout (z, E, t) E fi x lR,+ x [O, TI, l’instant d’entrée re et l’instant de sortie rs de la 
caractéristique <(.; z, (, t) dans et hors du domaine R x lRS x (O, T) sont définis par 

(VI.87) re(2, E, t) = inf{s tel que O 5 s 5 t et <(s; z, E, t) 2 O}, 
rs(z,J,t) =sup{stelquet~s<~et<(s;z,~,t) 20). 

O n  peut alors montrer le lemme suivant : 

Lemme VI-4.5. POUT tout (z, E, t) E R x R+ x [O, TI tel que T = Te(2, E, t) > O, (z, 7) E x (O, TI. 

Nous allons maintenant introduire un recouvrement de construit à partir des caractéristiques tel 
que, sur chaque ouvert, on puisse contrôler la régularité des solutions des équations d’advection directes et 
adjointes, et ainsi déduire les formules d’intégration par parties. 

Grâce à la régularité de la frontière dR, on peut prolonger h en une fonction C2 sur un voisinage ouvert 
w x [O, TI de fi x [O, T] dans IRd x [O, TI. O n  notera k cette fonction et < la caractéristique correspondante 
definie sur w x R+ x [O, TI. 

O n  peut alors vérifier que l’ensemble 

fi = { (z,~, hi) I 12: E w, t E [O, T), E = ~ ( t ;  z,q, 01 avec q E IR:, <(s; z,q, O) > O pour tout s E [0,t1} 

définit un voisinage ouvert de fi x RT, x {t = O}. D e  même, 

VT = { (z, E, t), (z, E, 2~ - t) I z E w, t E (O, TI, 5 = <(t; z, q, T) avec q E IR:, 
~(s; z,q, T) > O pour tout s E [t, TI} 

définit un voisinage ouvert de fi x IR> x {t = T}. 
L’ensemble 

v,+ = { (z, &E, t) I (z, t) E w x (O, T), 5 = <(t; 2, o, s), t 2 s > o, &k(z, T) > o pour tout T E [s, ti} 
définit quant à lui un voisinage ouvert de ((2, t) E fi x (O, T) I &h(z, t) > O} x {t = O}, et 

VD- = { (2, dzt,t) 1 (z,t) E w x (O, T),J = <(t; z, O, s), t 5 s < T, &h(x, T) < O pour tout T E [t, s]} 
un voisinage ouvert de {(z, t) E x (0,T) I &h(z,t) < O} x {E = O}. 

Soit Do l’intérieur de { (2, t) E w x (O, T) I &h(z, t) = O} dans w x (O, T), et 
vD0 = {(IC7 E? I ( 2 7  t) E D o t  E E (-1, l)} 

un voisinage ouvert de Do x {E = O}. 

Enfin, pour rester éloigné de l’ensemble S = BI U B2 U B3 U B4 avec BI = aD$ x {e = O}, 
B2 = 8DG X {E = O}, B3 = R x {( = O} x {t = O}, et B4 = R x {( = O} x {t = T}, on considère 
6 > O et l’ensemble 

vi = { (z, E, t) E Rd+2 I ds(z, E, t) < 36) 
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avec &(IC, 5, i) la distance du point (x,(, t) à l’ensemble S. 
La construction est complétée en notant que pour tout 6 > O, il existe un ouvert V ,  tel que 

(%, VT, vD+ 7 VD- , b o ,  v,, ..“) 
définisse un recouvrement de BId+’ avec 6 x lR+ x {t = O, T} n Vc = 8 et !?2 x {e = O} x [O, TI íl Vt = 8. 

Finalement, une partition de l’unité est construite sur ce recouvrement, notée 
6 6  (WO, u$, UD+, UD- , WDO , w$,4>. 

D’après l’Hypothèse VI-1.1, l’ensemble S est l’union d’un nombre fini de variétés de classe C1 de 
dimension au plus d. Ainsi, selon [5], la fonction w$ peut être choisie telle que 

w$(x,<,t) = i si ds(x,~,t) < 6, 
wS(x, 5, t) = O si ds(x, E, t) > 26, 

(VI.88) Mesure SUPP (us.) n {(.,E,t), I(.,E,t)l i R}) i C(RP2, ( 
C 1 SUP(ll~PJ$llL~, Ila,wsllL-) I 6. 

Nous allons maintenant définir la solution caractéristique ‘uc de (V1.50) formellement sur R x [O, +CO) x 
[O,TI PX : 

O n  a alors le lemme suivant : 
Lemme VI-4.6. Supposons I’Hypotlzèse VI-1.1 satisfaite. Alors la fonction u, est dans Lm(R X B * ;  X, (O, T)) 
et vérìjie 

O 
II~CIIL~(s2XR~X(O,T)) I IlI“II,W(DT+) + 1b llL,(nxR$) + T IlfllL-(nxR;X(O,T))~ 
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En utilisant le changement de variables (2, E, t) = (y, [(s; y, O, T), s), le premier terme se réécrit 

Ts (Y,O,T) 
%/, 7) at% 7-1 V(Y, C(.; Y, o, T), 4 ds dY dT 

Revenant aux variables de départ, on voit que 11 est borné par IIIs IILm(D+-) Ilpll~~(n~a;~(o,~)). En utilisant 
maintenant le changement de variables (x, E, t) = (y, <(si y, 7, O), s), le second terme se réécrit 

pour lequel on obtient la borne12 5 Ilvol/Lm(nxR;) IIpIIL~(RxR* 
de variables (x,t,t,s) = (y,[(t’;y,rl,s’),t’,s’), on montre que13 est borné par T IlfII~m(n~rn;~(~,~-)) 

O,T)). Enfin, en utilisant le changement ‘ + (  

IlPllLl(nxR;x(o,T>) * u 

Lemme VI-4.7. Szpposons l’Hypothèse VI-1.1 vériJiée. Alors Lwc = f. 

Preuve. Soit ‘T E Lw(R x BT, x (0,T)) tel que, pour tout (xo,Eo,to) E R x lR$ x (O,T), 
il existe un voisinage V de (xo,&,to) dans R x ES x (0,T) et s E (0,T) tel que [(s;x,E,t) > 
O et ‘T(x,<(s;x,(,t),s) = T(x,J,t) pour tout (x,[,t) E V. Montrons alors que L‘T = O dans 
D’(a x lR$ x (0,T)) et donc dans Lm(R x IR> x (0,T)). Soit cp une fonction test dans CF(V). On 
a s, T(x,t, t) (.ccp)(x, 5, t) dx dE dt = s, 7(., z, E, i), 4 (LV)(Z, s’, i> dx dE di. 
En considérant le changement de variables (z’, E‘, t’) = (x, ((s; x, E, t), t) transformant V en V‘ et la 
fonction 4 telle que q5(z’, E’, t’) = q(x, E, t) sur V‘, on obtient 

Pour conclure que L‘T = O, il suffit ensuite de considérer la fonction test $ E Cr (R x Bt x (O, T)), un re- 
couvrement fini de Supp($) satisfaisant la propriété ci-dessus et une partition de l’unité sur ce recouvrement. 

La propriété ci-dessus est clairement satisfaite pour les fonctions Te, ?; et ‘Tz avec 

w4 E, = 1%) Te(xJ, i)) X{(z,<,t)€nxa;x(o,T) I (z,Te(z,E,t))€D,+} 

=rb, E, t) = V O h  [(O; 2, E, t)) X{(z,<,t)EnxR;x(O,T) [ re(s,<,t)=O} 
et 

sur R x 22: x (O, 2’). O n  en déduit que L(T~) = L‘& = Lz = O et L‘& = f avec 5 la fonction définie par 
Zdx, E >  = J:e(s,(,t) f(x, [(s; x, E, t), s) ds, ce qui prouve finalement que Lu, = L‘&+ L7i + L‘& = f. 
o 
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Afin de montrer la formule d'intégration par parties (V1.52), nous avons besoin du lemme suivant, 
qui est une application directe de la version up-to-the boundary du Lemme de Friedrichs énoncée dans [7] 
(Corollary 3.2 p. 882). 

Lemme VI-4.8. L'espace de fonctions C'?(fi x lR+ x [O, TI) est derise daris l'espace de Hilbert 

TVL(Q x lR; x (0,T)) = {w E L2(Q x x (0,T)) tel que Lu E L2(R x IR; x (0,T))) 

nzuni de la nonne 112, II ïVL (R x IR; x (0,T)) = II I IL2 (R xR$ x (0,T)) -k II I I L2 (R xR$ x (0,T)). 
Soit n = (nz,n~,nt) le vecteur unitaire normal à la frontière 8[R x IR; x (O,T)] sortant de 

R x lR; x (O, T) et défini presque partout. I1 résulte du Lemme VI-4.8 que l'on peut prolonger l'opérateur 
de trace continu yr. de WL(Q x IR; x (0,T)) dans L2[R;H-1/2(El[IR$ x (O,T)])] tel que, pour tout 
'P E cr(a E+ YL'P = 'P(nt + dthn~)IRxa[R;x(O,T)], et vérifiant 

$(IC, c, t) W x ,  E, t) dt dE dx + S, 1% lT w(x, E, t> ~ í x ,  E, dt d~ dx bLJT (VI.90) 
d b ,  EA ?ic+, E, t)da dx = b l[R; x (O,T)] 

pour tout q5 E L2[R; H1(lRT x (O, T))], avec l'intégrale sur R x a[lR$ x (O, T)] prise au sens du produit 
de dualité. 

Le lemme suivant établi que (VI.52) est satisfaite par toute fonction u E L"(Q x IR; x (O, T)) telle 
que Lw E Lm(Q x IR; x (O, T)), ce qui est le cas en particulier pour ZI = w, d'après les Lemmes VI-4.6 et 
VI-4.7. 

Lemme VI-4.9. Pour toute fonction w E L"(Q x lR$ x (O, T)) telle que Lu E L"(R x lR; x (O, T)), la 
trace y ~ v  appartient ù L"(n x U[lRT, x (O, T)]) et vérifie 

IlyL~llL~(Rxa[R; x (0,771) I c (11w IIL"(RXR; x (0,T)) + II~41Lm(Rxa; x (0,T))) 

avec C independant de u. Cette trace est notée wc(., O, .)&h en 6 = O, wc(., ., O) er? t = O, wc(., ., T) en 
t = T, et on a la fonnule d 'intégration par parties 

J R J R+ JT((~~)(Z,~,t)u(z,~,t) o + ( ~ ( x , ~ , t ) ~ i ( x , ~ , t ) )  d ~ d z  

+ J /' (w<z, E, 0) 4(x, E, 0) - u(x, E, T) +(x, E, ~ i )  d~ dz (VI.91) 
R+ 

+~~TElth(Z,~)w(Z,o,t)d(x,O,t)dtdx = o 

pour tout 6 E L1 [Q; w'J (IR; x (O, T))]. 
Preuve. Comme w et Lw appartiennent à Lm(R x E$ x (O,T)), (VI.90) est vraie pour tout q5 E 

L'espace C',"(a x lR+ x [O, TI) est dense dans L1 [Q; W1?l(IRT, x (O, T))] et l'opérateur de trace de 
L1[!2; W171(IR*, x (O, T))] dans L'(O x a[B$ x (O, T)]) est surjectif. Il en résulte que l'ensemble des traces 

CF (lRd+2). 
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de C',"(fi x lR+ x [O, TI) dans R x a[lR$ x (O, T)] définit un espace dense dans L1(R x a[IRT, X (O, T)]) 
noté C',"(il x ~[IRT, x (0,271). 

Pour toute fonction O de C',"(fi x a[IRS x (O,T)]), on peut construire un relèvement 4 E 
L~[R; H ~ ( ~ R $  x (O, T))] à support compact telle que 

11411L1 [R;W1J (IR; x (O,T))] I ClP IILl(Rxa[R; x (0711) 
avec C independant de O. Ainsi, on a 

pour tout 8 E Cr(fi x a[IR!+ x (O, T)]). On conclut par densité que y ~ v  appartient à Lm(R x a[IRT, x 
(O, T)]). La formule d'intégration par parties résulte alors de (VI.90) et de la densité de C'?(fi x IR+ x [O, TI) 
dans L1[R;W1tl(lRR; x (0,T))l. U 

Nous allons maintenant utiliser la partition de l'unité pour montrer que v, est une solution faible, 
c'est-à-dire que u,(., O, .)&h = 1' sur 'D: et vc(., ., O) = WO. 
Lemme VI-4.10. Supposons l'Hypothèse VI-1.1 vériJit5e. Alors vc est une solution faible de (VISO). 

Preiive. Considérons une fonction cp dans Cr(Rd+2) telle que y(., O, .) = O sur R x (O, T) \ D$ et 
cp(., ., T) = O sur R x IR?. Par construction des ensembles VO et VD+, si on suppose les données f, vo et 1' 
régulières, la fonction u, est régulière sur les ensembles Vi n fi x lR+ x [O, TI et V,+ fì fi x IR+ x [O, TI. 
Par suite, on a 

et 

J J JT (f%4+)(x, E, t> VUc(Z, t, t> + fb, E, t) (cpu;+)(x,E,t)) dt dE 
R R+ o (VI.93) 

+ iTath(x,t) Z"(x,t) (cpu&+)(z,O,t) dtdx = O. 

D'après le Lemme VI-4.6, wc est une fonction linéaire continue de f, vo et Is pour les normes LO3. O n  en 
déduit que (V1.92) et (VI.93) s'étendent par continuité et densité aux données f, vo et 1' dans Lm. 

Par définition de cp et en utilisant (VI.91), on a 

L'égalité 
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est clairement satisfaite pour toute fonction régulière. D'après le Lemme VI-4.8 et comme les fonctions w, 
et Cu, sont dans Lw(R x R: x (O, T)) et cp est à support compact, (VI.95) s'étend immédiatement à w, 
par densité. 

Enfin, d'après les propriétés (VI.88) vérifiées par la fonction w'& on a 

avec C(p, u,) ne dépendant que de cp et wc. En passant à la limite S + O, on voit que w, est bien une solution 
faible. I7 

Le lemme suivant établit que w, est l'unique solution faible de (VI.50). La démonstration utilise à 
nouveau la partition de l'unité. 

Lemme VI-4.11. Supposons 1 'Hypotlièse VI-1.1 vérijìée. Alors vc est 1 'unique solution faible de (VI.50). 

Preuve. Soit u une solution faible de (V1.50) avec f = wo = Zs = O. Alors, au sens des distributions, 
Cu = O sur R x RTi_ x (O, T), et la trace ?%u (dans Lw(R x a[R$ x (O, T)]) d'après le Lemme VI-4.9) 
s'annule sur DG ü R x RTi_ x {t = O}. Sur les ensembles VO n R x x [O, T) et VD+ n R x R+ x (O, T), 
l'équation Cu = O peut être intégrée le long des caractéristiques en utilisant les conditions aux bords, ce 
qui conduit à u = O sur ces ensembles. Pour toute fonction $J dans C,"(Rd+'), on considère la fonction à 
support compact 

w(z, E, -Q = J J JoT It, E t) +íZ, c(S; 5, E, t>, ds d< dz (VI.97) 
cl R+ s 2, , 

qui est, d'après les résultats précédents appliqués au problème adjoint, une solution faible de 

(VI.98) 

Comme u = 0 sur (VO U VD+) ri R x E+ x [O, TI, on a clairement 

Soit p une fonction de C,"(lRd+') telle que p = 1 sur le support compact de w. Comme pu appartient à 
WL(R x lR: x (0,T)) et comme w est régulière sur (VT U VD-) ri fi x R+ x [O,T], l'équation (VI.90) 
appliquée à v = pu et = w (wD- 6 + u$) donne 

D e  même, comme (u w) appartient à WL(R x lR$ x (O, T)), on conclut par densité des fonctions régulières 
dans WL(R x lR$ x (0,T)) que 
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Enfin, comme précédemment, 

et, en passant à la limite 6 4 O, on obtient 

pour tout $ E CF(Rd+2), ce qui termine la démonstration. U 

Démonstration de la formule d’intégration par parties (VI.54) 
D’après le Lemme VI-4.11, les solutions w et w des problèmes direct et adjoint (VI.50) et (VI.53) sont 

définies par leurs solutions caractéristiques, et w est à support compact sur fi x R+ x [O, TI. D’après les 
Lemmes VI-4.6 et VI-4.9, les fonctions w et w et leurs traces dependent continûment des données f, W O ,  lS, 
T, q‘, et wT pour les normes LW, si bien qu’il suffit de montrer la formule d’intégration par parties (VI.54) 
en supposant les données régulières. 

Soit p une fonction de Cp(Rd+2) telle que p = 1 sur le support compact de w. Sur les ensembles 
VÖ íl x lR+ x [O, TI et VD+ fì fi x lR+ x [O, TI, la solution w est régulière et on peut donc appliquer 
la formule d’intégration par parties (VI.52) à w et p = w (u&+ + u;) p. D e  même, sur les ensembles 
VT n fi x R+ x [O, TI et VD- n fi x IR+ x [O, TI, la so~ution w est régulière et on peut appliquer ia formule 
d’intégration par parties (VI.52) à w et p = w (u&- +u$). Comme (w w) appartient à l’espace de fonctions 
WL(R x x (O, T)), il résulte du Lemme de densité VI-4.8 que 

L,‘ estimation 

et le passage à la limite 6 4 O permettent de conclure. 

VI-4.4 Preuve du Lemme VI-4.3 

Pour démontrer le Lemme VI-4.3, nous allons utiliser le résultat suivant, qui se montre en utilisant la 
version up-to-the boundary du lemme de Friedrichs énoncée dans [7] (Corollq 3.2 p. 882). 

Lemme VI-4.12, L’espace de fonctions C” (0 x [O, TI) est dense dans l’espace de Hilbert 
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Ii résulte du Lemme VI-4.12 que l'on peut prolonger l'opérateur de trace continu Yh de Wh(a x (O, T)) 
sur L~[(o,T);H-~/~(~~~)] tel que Yh(p = c p ~ i z .  n,Ianx(O,T) pour tout cp E c~(S2 x [o,TI), et 

(VI.99) 

pour tout 4 E L2[(0, T); H1 (a)], avec l'intégrale sur la frontière 8R x (O, T) prise au sens du produit de 
dualité. 

Comme dans le paragraphe précédent, on peut montrer le lemme suivant. 

Lemme VI-4.13. Pour toute fonction u E LW(a x (O, T)) telle que Vh . Vu E L"(R x (O, T)), lu truce 
YhV est dûlîs L"(aR X (o, T)) et 072 U 

(VI. 100) 

pourtout4 E L1[(O,T);WIJ(R)]. 

D'après (VI.56) et le Lemme VI-4.13, la trace df est dans L"(dS2 x (O, T)). D e  plus, en utilisant 
(VI.55) et le Lemme VI-4.13, on voit que Yh di s'annule sur C:..Les mêmes remarques s'appliquent à la 
trace 7/h 4; sur CF. Comme Vh n, > O sur C$ et Vh n, < O sur CF, on en déduit que la trace de di 
s'annule sur Cg et que celle de qf s'annule sur CF. 

D'après les équations (VI.59) et (V1.56), les fonctions qf df et Vh V(qf di) appartiennent à 
L"(R x (O, T)). Par suite, la trace Yh($ df) est dans L"(8fl x (O,??)). Pour prouver le Lemme VI-4.3, 
nous avons besoin de montrer que yh(@ di) = O. La preuve se fait comme dans le paragraphe VI-4.3 en 
utilisant un recouvrement du domaine fi x [O, TI construit à partir des trajectoires du champ de vecteur Vh 
et une partition de l'unité. Pour travailler loin de l'ensemble 2 = ax$ U 8x5 U 8i-l x {t = O, T}, on utilise 
à nouveau l'astuce donnée dans [5] et l'Hypothèse VI-1.1. 

Soit w un voisinage ouvert de et h une fonction C2 prolongeant h sur w x [O, TI. O n  définit pour 
tout (2, t) E w x (O, T) les trajectoires X(T; x, t) du champ de vecteur Vh comme les solutions maximales 
dans w de { g(T;x,t) = VL(X(7;2,t),t), 

X(0; z,t) = x. 
(VI. 101) 

Comme Vh . n, > O sur E$, pour tout a E E$, il existe un voisinage ouvert u, de a dans C$ et 
1 > e, > O tels que l'ensemble 

v a  = { (X(7; x, i), t) I (5, t) E vu, 7- E (-Eu, Eu)} 
vérifie 

(i) Vu est un voisinage ouvert de a dans w x (O, T), 

(U) le changement de variables (d = X(~;z,t),t' = t) définit un difféomorphisme C1 de u, x 
(-E,, E,) dans Vu. 
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Par suite, l’ensemble 
w+= u va 

aEC$ 

est un voisinage ouvert de ‘E: dans w x (O, T). Soit W- le voisinage ouvert de C, dans w x (O, T) construit 
par le même procédé. 

Soit ’E& l’intérieur de l’ensemble ((2, t) E dR x (O, T) I g(z, t) = O} dans dR x (O, T). D’après 
la regdarité de la frontière de fl, on peut définir un voisinage WO de E$ dans w x (0,T) tel que 
w0 n (E: u 2;) = 0. 

Pour tout (z, t) E IRd+I, soit &(z, t) la distance entre le point (z, t) et l’ensemble 2 = U U 
dR x {t = O, T}, et soit Wi l’ensemble 

W; = { (2, t) E IRd’l I d&, t) < 36). 

I1 existe un ensemble ouvert W,6 tel que 

(W+, w-, WO, w;, Wc> 

(et, @,eo, 02, e,). 

definisse un recouvrement de 
ce recouvrement, notée 

avec afl x [O, TI n W,6 = 0. Une partition de l’unité est construite sur 
6 6 6  

D’après l’Hypothèse VI-1.1, l’ensemble 2 est l’union d’un nombre fini de variétés de dimension au plus 
d - 1. Par suite, d’après [5], la fonction 0; peut être choisie telle que 

e;(z,t) = i si dZ(z,t) < 6, 
e$(z,t) = O  si dz(z,t) > 26, 
Mesure (Supp (0;) n {(z,t), I(x,t)l I R}) I C(R)J2, (VI.102) 

Illoe;lllL- 1. :. 
Considérons le changement de variables (x = X(T; d, t’), t = t’) de UaEC; w, x (-E,, E,) dans W+, 

et notons di, ,d les fonctions telle que $(XI, t’, T) = ~:(X(T; IC‘, t’), t’) et ,B(z’, t’, T) = P(X(T; x’, t’), t’) 
avec ß = (wi1(=0 - di) &h. Alors la fonction d,s satisfait l’équation 

(Z‘, t‘, T) = p(d, i‘, T), 
di(x’, t’, O) = o, 

ce qui conduit à 

et r 

di(.’, t’, T) = P(Z’, t’, s) ds, l (VI. 103) 

(VI. 104) 

pour tout 4 E Cr(W+). 
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Supposons dans un premier temps que ß est dans C',Co (0 x (O, T)) . I1 résulte alors de (VI. 103) que la 
fonction df est régulière sur W+ n fi x (O, T), et on peut donc appliquer (V1.99) à q5 = 0; df et 'u = q; : 

JUT div(0: df 4: Vh) dt dx = O. (VI. 105) 

D'après (VI.104), l'égalité (VI.105) reste valable par continuité et densité pour ß E LW(0 x (O,T)), et 
donc pour la fonction df de départ. 

Les mêmes arguments appliqués à q: et W- donnent 

s, iT div(86 d: q: Vh) dt dx = O. (VI.106) 

Comme la fonction qf dis appartient à TVh (IR x (O, T)), on obtient par densité à partir du Lemme VI-4.12 

s, iT div[(@ + O,") df 4: Vh] dt dx = O. (VI. 107) 

Enfin, d'après les propriétés (VI.102) vérifiées par la fonction OZ, on voit clairement que 

(VI. los) 1 s, JOT div(Oz 6 di s s  qi Vh) dt dxl 5 C(h, df, 4:) S. 

Le passage à la limite 6 + O dans les équations (VI.105), (VI.106), (VI.107) et (VI.108) permet de conclure. 


