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160 Chapitre V1. Existence et unicité d’une solution faible dans le cas de coefficients de diffusion unitaires

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a une version simplifiée du probleme multi-lithologique
(1.10)-(1.13) en ne considérant pas la contrainte sur le taux d’érosion et en supposant que les coefficients de
diffusion des lithologies sont égaux, & un pour simplifier. La variable épaisseur de sédiments h se découple
alors des autres inconnues, les concentrations, et satisfait une équation parabolique linéaire. Les équations
restantes, qui expriment la conservation de la masse des sédiments, couplent alors pour chaque lithologie 1
une équation linéaire du premier ordre pour la concentration de surface c; avec une équation d’advection
linéaire pour la concentration c; qui admet ¢ comme condition aux limites entrante & la surface du bassin
en cas de sédimentation. Afin de traiter le probléme de définition de la trace de c; a la surface du bassin,
nous avons défini une formulation faible pour le probléeme couplé (Définition VI-1.1), pour laquelle nous
allons montrer Uexistence d’une unique solution. Ce résultat est énoncé dans le Théoréme VI-1.1.

Le systéme est discrétisé de la méme facon que dans le paragraphe I11-1.1 en utilisant une intégration
implicite en temps et une méthode Volume Fini en espace centrée sur les cellules. Nous allons alors montrer,
sous I’Hypotheése VI-1.1, la convergence a une sous-suite pres des solutions approchées de ce systéme pour
la variable épaisseur de sédiments h et les variables concentrations c; et c; vers une solution faible du
probléme (V1.6) au sens de la Définition VI-1.1 lorsque le pas d’espace et le pas de temps tendent vers 0.
Ce résultat, énoncé dans le Théoréme VI-2.1, nous donne ainsi [’existence d’une solution faible pour le
probleme couplé. La preuve de l'unicité de cette solution faible, donnée dans le paragraphe VI-4, utilise
la linéarité du systéme (V1.6) par rapport aux variables concentrations ainsi que le probléme adjoinz,
pour lequel on montre Iexistence d’une solution faible en utilisant également la convergence d’un schéma
numérique. Plus précisément, cette démonstration d’unicité utilise trois lemmes qui seront prouvés dans
les paragraphes suivants. Le schéma numérique utilisé pour le probléme adjoint et sa convergence vers
une solution faible & une sous-suite prés sont présentés dans le paragraphe VI-4.2. La preuve de cetie
convergence est une adaptation de celle donnée dans le paragraphe VI-3 pour le probléme direct, et nous ne
détaillerons donc que les principales différences. Pour montrer 'unicité de la solution faible, la principale
difficulté réside dans deux lemmes donnant des résultats d’intégration par parties pour les solutions non
réguliéres des systémes directs et adjoints. La preuve de ces lemmes sera détaillée dans le paragraphe
VI-4.3 pour les équations d’advection linéaires directe et adjointe, et dans le paragraphe VI-4.4 pour les
équations linéaires du premier ordre directe et adjointe.

Si l’on considére le couplage entre I’équation parabolique pour h et les équations linéaires du premier
ordre pour les variables ¢, 7 = 1, ..., L, on peut voir que ce modéle présente des points communs avec les
flux de Darcy diphasiques dans lesquels un tel couplage entre une équation elliptique ou parabolique et une
équation hyperbolique apparait. La convergence de schémas numériques pour ces modéles a fait I’objet de
nombreuses études. On peut citer par exemple [49] pour la méthode Différences Finies, [11] et [3] pour les
méthodes Eléments Finis mixtes et hybrides, [15] pour la discrétisation Eléments Finis - Volumes Finis, et
enfin [60], [59] et [19] pour les schémas Volume Fini.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Le modéle mathématique simplifié est rappelé dans le paragraphe
VI-1 et la formulation faible pour le probléme couplé y est définie. Le schéma de discrétisation Volume Fini
implicite en temps est donné dans le paragraphe VI-2. La section VI-3 est consacrée a la démonstration de
la convergence de ce schéma numérique vers une solution faible : on montre tout d’abord la stabilité et des
estimations d’erreur sur la solution discréte pour la variable épaisseur de sédiments et sa dérivée en temps
(§VI-3.1), puis la convergence des solutions approchées pour les concentrations vers une solution faible
(§VI-3.2). Enfin, dans le paragraphe VI-4, on s’attache & montrer I'unicité de cette solution faible.

Ces travaux ont été publiés dans [17] pour la convergence du schéma numérique (VI.11)-(VL15) vers
une solution faible, dans [25] pour l'unicité de cette solution faible, et dans [21] pour le tout.
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VI-1 Modele mathématique et formulation faible

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler le modele mathématique considéré ici. Il s’agit du probléme
(1.10)-(I1.13) dans lequel la contrainte sur le taux d’érosion n’est pas considérée. De plus, les coefficients
de diffusion des lithologies sont pris égaux (& un pour fixer les idées). Cette hypothese signifie, d’un point
de vue physique, que les lithologies ont les mémes propriétés de transport. La composition 2 1’intérieur
du bassin est alors déterminée par les sédiments initialement présents dans ce bassin et par les sédiments
apportés aux frontieres. Enfin, par souci de simplicité, les déplacements du socle du bassin, les variations du
niveau de la mer et les termes sources sont pris nuls.

La projection du bassin sur un plan de référence horizontal est considéré comme étant un domaine fixe
Q ¢ IR% d =1 ou 2. On note h la variable épaisseur de sédiments définie sur le domaine D = Q x IR,
et B le domaine {(z, z,t) | (z,t) € D,z < h(z,t)}. Les équations donnant I'évolution du bassin sont les
mémes que dans le chapitre 1.

~ En ce qui concerne les conditions aux limites, on les écrit ici de la facon suivante. On impose des
conditions aux bords de type Neumann sur 92 x IR} pour h

Vh it = g sur 0Q x R},

avec 7 le vecteur unitaire normal 3 OS2 sortant de €2, et des conditions aux limites de type Dirichlet pour les
concentrations de surface :

= ¢; sur ot

avec 1 = {(z,t) € 00 x IR* | g(z,t) > 0}, > Opourtouti =1,...,L et Z{;léi = 1. Enfin, on

introduit une condition initiale pour 1’épaisseur de sédiments (h|;=g = K0 sur ) et pour les concentrations

dans le bassin : ¢;|i—q = ¢ sur le domaine {(z,z) |z € 2,z < h%(z)} avec ¢ > Opourtouti =1,...,L
L o0_

et Zi:l c’i - 1'

On obtient finalement le modéle suivant :

Cilo=h Oth +div(—c;VR) =0 surD=0Q X IR},
Shig=1 surD=0QxRE,
En surface : Vh-filsoxmy =g surdQ x Ry, (VL1)
Slgr =& sur Tt = {(z,t) € 0 x R | g(z,t) > 0},
hli—g = RO sur Q,
Oic; =0 surB={(z,z21)]|(z,t) € D,z < h(z,t)},
Dansle bassin : { ¢i|,=p = ¢ sur Dt = {(z,t) € D|8:h(z,t) > 0}, (VL2)
Cilt=o = & sur {(z,2)]|z € Q,z < hO(z)}.

[=]

Par 1a suite, nous allons considérer le nouveau systéme de coordonnées dans lequel la position verticale
d’un point est mesurée vers le bas a partir de la surface du bassin, donné par le changement de variable
(z,&,t) = (a',h(z’, ') — 2,t'). Dans ce nouveau systéme, on note u;(z,&,t) = ¢;(z, h(z,t) — &, ) sur
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Q x RL x R, et ud(z,£) = 2z, h(z) — &,t) sur © x IR%. On obtient alors le modele diffusif multi-
lithologique suivant :

Uile=0 Oph + div(—ciVh) = 0 sur Q x IR},
YL =1 surQx R,
Conservation en surface : Vh - ftlagx Ry =9 sur o0 x IR%, (V1.3)
clgr =& sur ot
hli=o = O sur Q,
Opui + Oth Ogu; = 0 sur 2 x IRY X IRY,
Conservation dans le bassin : Ujlg=o = ¢} sur DT, (VL4)

Ush=o = u sur QX IR%.

Pour ce modele simplifié, on voit en sommant les équations (VL.3) pour tout ¢ = 1,...,L que la
variable £ satisfait 1’équation parabolique

Oth — Ah =0 surQ x R%,
Vh- ﬁ|3gxﬂ{i =g sur Q) X Bi, (VI.S)
hji=o = RO sur Q,

tandis que les variables concentrations (¢, u;) vérifient pour tout i = 1, ..., L le systéme

Uilg=0 O¢h + div(—ciVh) =0 surQ x IR},
clg, =& surxt,

Oyu; + Oth Oguy = 0 sur Q x IR x IRE, (V1.6)
Uilg=o = ¢ sur DT,
ui|t=0 = u? sur % Ri’i_

La variable épaisseur de sédiments se découple donc des variables concentrations et satisfait le systéme
linéaire (VI.5). La solution de ce probleme est ensuite utilisée dans le systéme (VI.6), linéaire par rapport
aux variables cf et u;.

Dans la suite, on fera les hypotheses suivantes sur les données :
Hypotheése VI-1.1.
(i) Q est un ouvert borné de RS, de classe C®,
(ii) h° €:C2(R),
(iii) g € CH(OQ x Ry) N L2090 x R.),

(iv) g et h0 sont choisis selon les hypothéses du Théoréme 5.3 de [41] (p. 320) de telle sorte que I’unique
solution h de (VL5) soit dans C?() x [0, T) pour tout T' > 0,

(v) & € L®(ZY) aveCEiZOpourizl,...,LetZiLﬂ&i =1,

(vi) ud € L®(Q x R:) avecw > Opouri=1,...,Let % w0 =1,

i=1 "
(vii) Pour tout T > 0, les frontiéres 05+ et OX7 des ensembles ©F. = {(z,t) € 0Q x (0,T) | g(z,t) > 0}

et X7 = {(z,t) € 80 x (0,T) | g(z,t) < 0} sont I'union d’un nombre fini de variétés C de dimension au
plus d — 1,



VI-1. Modéle mathématique et formulation faible 163

(viii) Pour tout T > 0, les frontiéres 0D} et OD7, des ensembles D = {(z,t) € Q x (0,T) | Bsh(z,t) >
0}, et D7 = {(z,t) € Q% (0,T)|8h(z,t) < 0} sont I'union d’un nombre fini de variétés C' de
dimension au plus d.

Dans la suite, on notera C'2°(IR™) I’espace des fonctions 2 valeurs réelles

{ € C*°(IR™) | Supp(p) borné dans R"}.

Pour avoir une formulation mathématique rigoureuse du probléme (VI.6), nous allons chercher des
solutions faibles définies de la facon suivante pour tout7 = 1,..., L.

Définition VI-1.1. Supposons I’Hypothese VI-1.1 vérifiée, et soit h la solution du probléme (VL5). Alors
(ug,cf) € L®(Q x IR} x IRY) x L*°(Q x IR%.) est une solution faible de (VL6) si :
(i) Pour tout ¢ € A= {v € C(IR*?)]v(.,0,.) = 0sur Q x Ry \ D*}
L[| (oot + uhia, 0 de(o, )] (e, 9 i d
QJRy JRy

(VL7
+ [ [ d@oeenddt [ [ ane e eE0dde=o
oJR, /Ry

(i) Pour tout p € Ao = {v € CZ(R™?)|v(,0,.) = 0sur OQ x R% \ =*}

_ /Q /IR+ /JR (0w (, €, t) + Bih(z, t) Bep(x, €, )] wi(w, €, 8) dt d¢ dz
_// ug (z,€) ¥(z,¢,0) d«fdm-l—/ (/Cf(z’t)Vh(fE,t)-V¢(w,0,t)dx (VL8)
QJRy Ry \Jo
“/ 5i(w,t)g(w,t)@b(m,o,t)dy(x)) dt = 0.
o2

Le principal objectif de ce chapitre est alors de montrer le théoréme suivant :

Théoréme VI-1.1. Supposons I’Hypothese VI-1.1 vérifiée. Alors, pour touti =1, ..., L, le probléme (VI.6)
admet au moins une solution faible (u;, ¢}) au sens de la Définition VI-1.1 satisfaisant Zf;l u; =1, u; >0,
et Z{;l ¢; =1, ¢; > 0. De plus, pour tout i = 1,..., L, la solution faible w; au sens de la Définition VI-1.1
est unique.

Remarque VI-1.1. L’existence et I’unicité sont encore vraies si on considére un modéle de compaction
donné par une porosité liée a la profondeur ®(h — z) et/ou si on consideére un coefficient de diffusion non
linéaire k; = k(h) pour tout i = 1,..., L. La principale différence est alors que h représente la solution
d’une équation parabolique non linéaire de la forme

(1 — ®(h)) 8k + AT(R) =0

avec ® € [0,1) réguliére et V(h) strictement décroissante, réguliére et a dérivée bornée.
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VI-2 Schéma Volume Fini

Le systeme (VL.3)-(V1.4) est discrétisé par une intégration implicite en temps et une méthode Volume
Fini en espace avec les variables centrées sur les cellules. Nous allons considérer par la suite des maillages
Volume Fini admissibles selon 1a définition suivante :

Définition VI-2.1 (Maillages admissibles). Soit Q un domaine borné de IR®, d = 1 ou 2. Par la suite, on
notera m(.) une mesure sur R%, égale & la mesure de Lebesgue si d > 1; si d = 0, la mesure m d’un
point est prise égale a 1 et celle de I'ensemble vide & 0. Un maillage Volume Fini admissible de ) pour
la discrétisation du probléeme (VI.3)-(VI.4) est donnée par une famille K de volumes de contrdle qui sont
des sous-ensembles ouverts disjoinis de €1, et par une famille P de points de , satisfaisant les propriétés
suivantes :

() La fermeture de I’union de tous les volumes de contréle de K est Q.

(i) Pour tout , &' € K avec k # &/, soit la mesure m(k N ') de dimension d — 1 est nulle, soit elle est
strictement positive et & 0\ &' est inclus dans un hyperplan de IR®. Dans la suite, on notera Sy la famille
des sous-ensembles o de Q) contenus dans des hyperplans de IR®, ayant des mesures strictement positives
et tels qu’il existe K, &' € K avec m(RN«') > 0 et & = KN K. On notera également k|’ € X aréte
entre les cellules k et /.

@ii) La famille P = (z)xex est telle que x,, € & (pour tout k € K) et, si 0 = &|x’, alors on doit avoir
Zy, 7# x5 avec la droite passant par x,; et x, orthogonale a laréte k|r/.

(iv) Pour tout r € K, il existe un sous-ensemble ¥, de Xy tel que Ok \ 02 =& \ (kU Q) = Uyex, 0.
Par la suite, on notera (IC, Xint, P) ce maillage admissible.

Dans cette définition, aucune hypothése n’est donc faite sur les arétes du maillage a la frontiére du
domaine.

Soit (K, X, P) un maillage admissible de  au sens de la Définition VI-2.1. Dans toute la suite, on
notera 0/ la taille de ce maillage définie par 6K = sup {diam(k),x € K}, || (resp. |o|, |0k N 8Q)
la mesure de dimension d de la cellule x (resp. la mesure de dimension d — 1 m(c), m(dx N O9)),
K« I'ensemble des cellules voisines de la cellule x (excluant ), T, = T, la transmissibilité de 1’aréte
o = k|«’ définie par Tjr = d(L_L’L,) ol d(k, k') est la distance entre les points z, et 2,7, reg(KC) un facteur
géométrique défini par reg(K) = maxoe Zf"f d(i—’;,), et 7irys le vecteur unitaire normal 2 o = |k’ sortant
de &.

Pour un ensemble donné P = (z,)xex de points disjoints de €2, un exemple de maillage admissible
au sens de la Définition VI-2.1 est le maillage Voronoi dont les volumes de conirdle « sont définis par

k={z € Q|d(z,z.) < d(z,zx) pour tout T,» € P,Zx # Ty} (VL9)

Enfin, on notera X () I’ensemble des fonctions 2 valeurs réelles sur € qui sont constantes sur chaque
volume de controle du maillage. Pour tout sous-ensemble O de IR, xo désignera la fonction telle que
xo(y) = Lsiy € Oet xo(y) = 0 sinon. Et, pour toute fonction f, on définit f+ = max(f,0) > 0,
f7=-min(f,0) > 0,d’ob f = f* — fet|f|=fT+f

Par la suite, on utilisera la semi-norme discréte H'! définie dans [19] :
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Définition VI-2.2. (Semi-norme discréte H')
Soit Q un ouvert borné de R, d = 1 ou 2, et (K, %3, P) un maillage Volume Fini admissible de Q au sens de
la Définition VI-2.1. Pour v € X (K), la semi-norme discréte H' de u est définie par :

e = Y ToDw?)’

0EZint
ol u,, désigne la valeur de u sur le volume de controle k € K et Dyu = |ux — ug| pour o = K|k

Remarque VI-2.1. Soit (IC, £, P) un maillage admissible de S au sens de la Définition VI-2.1, et || la
mesure de dimension d du domaine ). En calculant la mesure de I’ensemble des cones de sommet z ., et de
base o € 3 pour tout k € K et tout o € 3., on peut montrer que

Z lo| d(k, &") < |9 (VL10)

T€Tint
o=x|r'

La discrétisation en temps est notée t?, n € IV, avec t0 = 0 et A"+ .= "1 _ 7 > (. Dans la
suite, I’exposant n € IN sera utilisé pour désigner les variables prises au temps ¢™. Supposant ’ensemble
{At" |n € IN*} borné, on notera At = sup{At™|n € IN*} et, pour tout 7' > 0 donné, on désignera par
Na; Ientier tel que tVat < T ¢Vartl,

Nous allons maintenant donner la discrétisation du systéme (VI.3)-(V1.4), qui est obtenue de.la méme
facon que le schéma totalement implicite (II1.1)-(IT1.5) pour le probléme complet (§III-1.1). Pour tout x € X,
on définit les valeurs initiales suivantes :

1. ho est une approximation de I’épaisseur initiale h° sur » définie par hS = hO(z,),

2. uZ o> pour toute lithologie i, est 1’approximation de u? sur la cellule s, définie par Uy R(f) =

|n| [, ud(z,€) dz pour £ € IR%_; on définit de plus ¢ . sur (—co, h2) par c,?’n( ) =ud (RS — 2).

La discrétisation Volume Fini implicite en temps du systéme (V1.3)-(VI.4) s’écrit alors sur tout vo-

lume de contréle x € K entre les temps " et t" ¥ :

Conservation des sédiments en surface :

AM"H‘l +1 1 41
S,70
Atn-l-l Iﬂl + Z ¢, ! 1, "vl(hn+ - h;b’ ) (VL11)
KeK, :
—8k N 8Q) ””ilgn I+l 4|8k N O ¢t gt — g
Sttt =1, (VL12)

Conservation des sédiments dans les colonnes :
41 s ;n+1 1
AM” = (hn+ — h7)

’Lh,

Si A7t > A ”+1(z) =cP (2), z < h? (VL13)
"’“(z) = cs ”+1, z € (hg, hit!

sinon AMEE = fh“ ch(2)dz (VL14)
Gl (=) = cw(z) z < htL

Dans (VL.11)-(V1.14), on a utilisé les notations suivantes :
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1. hi est I’approximation de 1’épaisseur de sédiments A au temps ¢ sur la cellule &,

2. i 1 est I’approximation de la concentration de surface en lithologie 7 au temps t"+ sur &,

3. Ia fonction ¢ (2), définie dans la colonne (—oo, A7), est I’approximation de la concentration des
sédiments en 11thologle i dans la colonne {(z, 2) |z € &,z < h(z,t™)} au temps ",

4. ™1 est ’évaluation décentrée amont de la concentration de surface en lithologie ¢ a I’aréte o

16K
entre les cellules « et &’ par rapport au signe de A7t — R

s+l { Sl g potl > R,

C~’ -t 1
Ut & n,+ sinon ,
(N

5. g&m L e g song les approximations des flux aux bords g% et g~ définies par :

n+1 .
glg-i-):n'l'l — t"+1 lahﬂaﬂl ft fa,.;n@,g g+ (‘Tat) d’Y(w)dt S1 |8F"' n 8QI ?é 0,
0 sinon,
n+1 .
goImt Ao [orae Jee v oo (@ 1) dy(@)dt s [0k OQY # 0,
0 sinon,

et par suite, pour tout s € IC,

tn+1

1 1
ntl _ — (Pt _ (<)l
gn tn‘l“l Iaﬁ n 69' n /3,;[‘]89 g(‘T7 t) df)/(m)dt gli gﬁ', ?

6. &7:1 est ’approximation de la fonction ¢; prolongée par 0 sur (002 x R%)\ X7 :

n+1 . .
: Jonnoa Gi(:t) dy(z) dt i |0k N 8D #0,

1K .
0 sinon,

entl { Atn+1 |aman| S

et il en résulte que Z+* € [0, 1].

Considérant le systéme de coordonnées £ = A" — z, 1a fonction u;,; est définie pour tout k € K, n > 0
eti=1,...,L par
Uz (§) = ¢ (hiy — &) pour tout £ € IR}, (VL15)

Pour obtenir une discrétisation compleéte du modele, il suffit ensuite de projeter, pour chaque cellule x,
la condition initiale u? (&) sur I’espace des fonctions continues par morceaux dans la direction &. Le schéma
(VL13)-(VL15) génére alors a chaque nouveau temps "+ une approximation constante par morceaux de

"‘H({ ), avec un maillage irrégulier dépendant du temps dans la direction &.

Pour plus de simplicité, on supposera dans la suite de ce chapitre que At = At" pour tout 72 > 1, mais
tous les résultats présentés s’étendent facilement a des pas de temps variables.

Dans les paragraphes VI-3.1 et VI-3.2, nous allons montrer, pour tout n > 0, existence de solutions

(he)wers (¢ ek (cfe)rex et (ul)rex, @ = 1,..., L, au probleéme (VI.11)-(VL15). Ces solutions

s n+ s n+1

sont uniques sauf pour la concentration de surface c; qui est arbitraire (telle que Z =1 € = 1) sur

certains points dégénérés (x,n + 1) pour lesquels e]le est choisie selon le Lemme VI-3.1.
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Pour tout maillage admissible (IC Yint, P) de Q au sens de la Définition VI-2.1, tout pas de temps
At>0eti=1,...,L,soit hx . ¢ Z K0t les fonctions définies sur ) x IR et u; x A¢ la fonction deﬁme
suerJR+xll%+par i

h}c’At(.’E,t) = hn+1
wi e, at(2, €, 1) un“(&) (VL16)
Cf,ic,At(x,t) = f,:Ha
pourtout z € k, k € K, t € (¢, "], £ ¢ IR ,n >0, ol hi, 7-‘ . sont les solutions de (VI.11)-(VL15) et
c; ”+1 une solution de (VI.11)-(VL15) choisie selon le Lemme VI—3 1.

Dans le paragraphe VI-3, nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme VI-2.1. Supposons I'Hypothése VI-1.1 vérifiée. Pour tout m € IN, soit (K, X0, Pm) un
maillage admissible de §) au sens de la Définition VI-2.1 et At,, > 0. Supposons de plus qu’il existe

a > 0tel que reg(Kn,) < o pour tout m € IN, et que At,, — 0, j—g—T’—“— — 0 quand m — oo.
Pour toutm € IN eti =1,..., L, s0it hic,, Aty Wi, Km, At 1€S fonctions définies de maniére unique

par (VI.16) et cf,,cm’ At,, Une fonction définie par (V1.16) a partir d’une solution de (VI.11)-(VL15) choisie
selon le Lemme VI-3.1 avec K = Ky, At = Aty,.

Alors la suite (hi,, At )melv converge vers la solution h du probléme (VL5) dans L°°(0,T; L2())
pour tout T > 0, et il existe une sous-suite de (K, Aty)mem, toujours notée (K, Atm)mem, telle
que pour tout i € {1,...,L}, la sous-suite (c; i as. Jmenn (7€Sp. (Ui, Aty )melN) COMVErge vers une
fonction c dans L*°(Q2 x IRY ) (resp. u; dans i}‘x”(ﬂ x IR} x IR} )) pour la topologie faible-x. De plus,
pourtouti € {1,...,L}, la lzmzte (us, ¢}) est une solution fazble du probléme (VI.6) au sens de la Définition
VI-1.1.

On peut noter que les résultats énoncés dans le Théoréme VI-2.1 sont encore valables si seuls les points
(¢) & (vi) de 'Hypotheése VI-1.1 sont vérifiés. Enfin, on déduit de ce théoréme et du Théoréme VI-1.1 le
résultat suivant, qui établit la convergence de la suite complete des approximations de la concentration dans
le bassin vers la solution faible :

Théoreme VI-2.2. Supposons I'Hypothése VI-1.1 vérifiée. Pour tout m € IN, soit (K, X0, Pm,) un

maillage admissible de Q) au sens de la Définition VI-2.1 et At,, > 0. Supposons de plus qu’il existe

a > 0 tel que reg(Ky,) < o pour tout m € IN, et que At,, — 0, ngmm — 0 guand m — oo.

Pourtoutm € IN eti =1,...,L, soit hic,, At € Ui K, ALy L€S uniques solutions de (VI.11)-(VI.15)
définies par (VL16) avec K = K, At = Aty,.

Alors la suite (b, At )melv converge vers la solution h du probléme (VL5) dans L*°(0,T'; L?(S2))
pour tout T' > 0, et la suite (ui,;cm,mm)me v converge vers la solution faible u; de (VI.6) au sens de la
Définition VI-1.1 dans L*° (2 x IR} x IR%) pour la topologie faible-x.

VI-3 Existence, stabilité et convergence du schéma

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le résultat de convergence énoncé dans le Théoréme VI-
2.1, d’abord pour la solution approchée de 1’épaisseur de sédiments (§VI-3.1), puis pour les concentrations
(§VI-3.2).
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VI-3.1 Stabilité et convergence pour I’épaisseur de sédiments approchée et sa dérivée en
temps

En sommant les équations (VI.11) sur ¢ = 1,...,L, on voit que, pour tout n € IN, la solution
(R 1) sk satisfait la discrétisation Volume Fini implicite suivante de (VIL.5) :

n+1

n
lﬁ[u + Y Tew(r2™ — A% — 060 09 g7+ = G, (VL.17)

At
K'ey

avec hY = h0(z). La preuve de I’existence et de I'unicité de la solution (hMkex pour tout m > 1 est
classique et se trouve par exemple dans [19] pour tout maillage admissible (IC, £;y¢, P) de Q.

La proposition suivante fournit des estimations d’erreur sur 4 et sa dérivée en temps. Les estimations

d’erreur sur & ont déja été montrées dans [19].

Proposition VI-3.1. Supposons I’Hypothese VI-1.1 vérifiée. Soit h la solution du probléeme (VL5),
(K, Zint, P) un maillage admissible de Q0 au sens de la Définition VI-2.1, T > 0, et At € (0,T).
Pour tout 0. € {0,...,Na¢ + 1}, soit (h)eex la solution de (VI17) et e € X(K) définie par
e(z) = € = h(zx,t™) — AT pour tout x € K, k € K. Alors il existe D1, Dy, D3 et Dy > 0 ne
dépendant que de ||V O¢h| peo(ax (0,27): 1Bl Loo(0,2msmw2.00 (), T €2 S tels que :

||e,C||L2 < D1(At +6K)? pour toutn € {1,...,Naz + 1}, (VL18)
Nag
Z At |e’,é+1|i,c < Dy (At +6K)?, (VL.19)
& et - (8K + At)?
> At|E——k <Dy~ = (VL.20)
At At
n=0 L2(Q)
Nat 1
hn+ _ hn+1
et ZAt ; lo] d(k, &) ( o )
7€ Zing (VI.21)
11 2
——— Vh(z,t) - flgerdy(z) dt) < Dy(At + 6K)2.
At |U| t o

Preyve. En intégrant I’équation (VL.5) sur le volume de contrdle k € K et sur I’intervalle de temps
(¢, ¢"+1) pour tout n € {0,..., Naz}, on obtient

tn—l— 1

tn+1
/ / O¢h(z,t) dxdt — / Vh(z,t) - 7, dy(z)dt =0 (V1.22)
i Ok

ol 7i; est le vecteur unitaire normal & O« sortant de . En soustrayant (VL.17) a (V1.22)/At et en utilisant la
définition de g1, on obtient I’équation suivante pour 1’erreur en+1

h/
K ERK, g€,

en—l—l
A Y Tl — ) = —Ie|E2 — 3 [olBE, (VL23)
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avec les résidus
t’n-l—l

7 / h(mﬁ')tn+1) - h(wlﬁtn_l_l)
’i’a At IO'] in d(/‘i, Fﬁ,)

pour tout & € K, &' € Ky, 0 = x|/, et

— Vh(z,t) - ﬁ,m/] dry(z)dt

b1
= éﬂls—l t: /H(@th(m,t) — Oih(zx,t)) dzdt  pour tout £ € K.
Grace 2 la régularité de A, il existe C; > 0 ne dépendant que de ||V 3;h|| oo (qx(0,21)) tel que
|P2| < C1 6K, (VL.24)
et Cy > 0 ne dépendant que de ||0;VA| peo (ax (0,21)) €t |All oo (0,20 w2000y tel que
|R2 | < Gy (6K + At). (VI25)

Ainsi, en multipliant 1’équation (VI.23) par e"*! et en sommant sur les cellules x € K, on obtient

I’estimation
D IRl(ERtt —emyertt + At > Tw(eftt —eptty?

reEK TE€int

o=rls! (VL.26)
=—At Y [P — ALY Y |o|RE, et
KEK reK oei,
Notons que Rx, = —Ry o pour tout o = th € Xint, S bien que I’on peut définir, pour toute aréte
0 € Zint, Ry = |Ryo| avec 0 € X, Ainsi, en utilisant dans (VI1.26) I’égalité (ent!l — en)eltl =

L[(ent1)? — (em)? + (ent! — €)?], 'inégalité de Young, (VL10), (V1.24) et (V1.25), on obtient

”en+1”L2(Q) + At l@n+1|21c < ||€1c”L2(Q

avec Cj et C4 ne dépendant que de ”Vath“Loo(Qx(O’QT)), ”h“Loo (0,275 w200 () €t €.

L’estimation (VI.18) se déduit de (V1.27) en utilisant les mémes arguments que dans [19]. L'inégalité (VI.19)
est obtenue en sommant (VL27) surnn € {0, ..., Na:}, en utilisant I’inégalité (V1.18) et la propriété €2 =
pour tout x € K.

Ensuite, (V1.19) est équivalent a

Nag n+1 n+1 n+1 n+1 2
R —h h{zy,t — h(zy, ")
Dot Y foldle ) (L IR Me T et )
n=0 TED Nt ? ’ (VIZS)
o=x|x’
< Dy (At + 5IC)2.
De plus,
Nag
h(z, ") — h(ze, 1)
S Ay |a|d(m,n’)< < ’
n=0 o€X 0t d(ﬁ‘l’ l{/)
o=wls’ st )
11
. - VI1.29
A To] Jon /JVh(CL‘,t) Tl dfy(:r:)dt> ( )

= f“ > Jold(s, &) (RE)? < Cs (5K + At)?

n=0 ol
o=xr|r’
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avec Cs ne dépendant que de || VO:h|| Loo(ax (0,21))s 1Pl Lo (0,2w2i00())» T' €t Q. Ainsi, (VI.21) se déduit
de (VL.28) et (VI.29).

Pour montrer I’équation (VI.20), on multiplie (V1.23) par (eZ+! — e?) /At et on somme sur & € K :

n+1 et
At | 1( ﬁ) + Y Tow(ertt — el (et —entt —en +en)

rEK TE€Dins
cr—mln’
n 1 1
= At (A PP Y [o|RE (et — e — o+ ).
keEK o€ nt
o=x|r!

1 résulte ensuite de (€7 — 1) (ent! — el — el e) = $[ (et — el )2 — (e —el)* + (ep™ —
"+1 — el + el )? ] et de T'inégalité de Young que

n+1 n
2AtZ|n|( > > Tw(eptt —ep™ — e+ e

weEK UEE,int
Y Tl S Y T - e
o€8ne TETint
cr=n|r;’ oc=xrlr’ (VI.30)
n+1 n 2
+AED " || (P2 + ALY x|
rEK KeEK
+ Y dsr)lol (B + Y Tm/<ez+1—e’;ff1—ez+ez/ :

CED ”Ezin}&
o‘=n[n’ o=xlK

En sommant I’équation (VL.30) pour tout n € {0,..., N, At} et en utilisant (VL.24), (VL.25), (VL.10) et la
propriété 2 = 0 pour tout x € K, on obtient finalement

Nag 2
DoAY |k |< eﬁ) < Gy (610)2 + Cf LEEKS

n=0 rek At

avec Cg et C7 > 0 ne dépendant que de ||V;h|| Lo (ax (0,21)» 1Bl o0 (0,220 (q2))» €2 €t T, et on en déduit
(VI20). O

Remarque VI-3.1. D’aprés 1’équation (VL.20) donnée dans la Proposition VI-3.1, la dérivée en temps
discréte de I’erreur tend vers zero avec la taille du maillage et le pas de temps sous une condition CFL
inverse. Cette condition est due au fait que le schéma Volume Fini est implicite en temps et que peu
d’hypotheses ont été faites sur la régularité de h. Toutefois, il est possible de s’affranchir de cette condition
CFL inverse en supposant » beaucoup plus réguliere. Un tel résultat se trouve dans [51].

Corollaire VI-3.1. Supposons I’Hypothése VI-1.1 vérifiée. Soit h la solution du probléme (V1.5), (KC, L int, P)
un maillage admissible de Q) au sens de la Définition VI-2.1, T > 0, At € (0,T), et soit 3 > 0 tel que
6K < BVAL Pour toutn € {0, ..., Na¢ + 1}, soit (b)) ek la solution de (VI.17), et hy. € X(K) (resp.
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0che € X(K)) définie par hit(x) = h}} (vesp. 6;hi(z) = hgz;hn) pour x € K, k € K. Alors, il existe

Ds > 0 ne dépendant que de ||h|| oo 0 omw2.o0 () |VOehllLoo(ax(0,2m)) Q et T, et Dg, Dg, Dg > 0
dépena’ant de |]8th||Loo(Qx(o72T)), ”h”Loo(O’QT;]/VZ,oo(Q)), ||V8th||Loo(QX(0’2T)), Q, T, avec DG dépendant
également de (3, tels que

Na
> At < Dy (V131)

n=0
NMA 5|2, < Dt 4 pr O HADY 5 VI32
et% tlltl/c”Lz(n)_ 6+ 6 Ay = De (VL32)

Preuve. L.a démonstration est immédiate en utilisant les estimations d’erreur (V1.19), (V1.20), la régu-
larité de h et I’inégalité (VI1.10). a

Pour tout maillage admissible (K, Z;n¢, P) de 2 au sens de la Définition VI-2.1 et pour tout pas de
temps At > 0, soit (hj?) ek 1a solution de (VI.17) pour tout nn > 0 et d;hic ¢ la fonction définie sur  x IR%
par
P+t — by

6tth,At(mat) = At

(VL33)
pourtoutz € s, k € Kett € (t%, "], n > 0.

Proposition VI-3.2. Supposons I’Hypotheése VI-1.1 satisfaite et soit h la solution du probleme (VIL.5).
Considérons une famille de discrétisations admissibles (K, Zint, P, At) de £ x IR, avec (K,%int, P)
un maillage admissible de ) au sens de la Définition VI-2.1 et At > 0 un pas de temps. Pour une
discrétisation donnée (IC,%int, P,At) de cette famille, soit hi pt (resp. Sihic at) la fonction définie par
(VIL.16) (resp. par (V1.33)) a partir de la solution de (VI.17). Alors, pour tout T' > 0, hi as converge vers h
dans L>®(0,T; L?(2)) quand At et 5K tendent vers 0, et §ihyc ay converge vers 8;h dans L2(Q x (0,T))

oK
uand At, 0K et
7 VAL

Preuve. Soit T > 0 et (IC, Xjni, P, At) une discrétisation admissible de 2 x IR avec At < T. Pour
toutz € K,k € Kett € ("¢, n € {0,...,Na:},ona

tendent vers 0.

Wz, t) — hic.ar(@,t) = (R(z,t) — h(z, t"1)) + (A(y, t*) — RRHY)
= (h(w,t) — h(xmtn+1)) ey

Par suite, pour tout ¢ € (t*,#"*1],n € {0,...,Nas},

/Q h(a,8) - e a(@Pde <23 [ [ 1h(e,8) = Aot Pdo+ Rl (V139

rekK VE
D’apres la Proposition VI-3.1, il existe C1 > 0ne dépendant que de || V8;hl| Lo (x (0,21))s 1Bll Los (0,25w2,00(02))

et 2 tel que

> [sl(ert)? < €1 (At +6K)* pourtoutn € {0, , Nac}- (VL35)
KEK
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De plus, grice & la régularité de h, il existe Co > 0 ne dépendant que de ||O:h||zeo(ax(0,27)) €t
[V A| oo (ax(0,27) tel que, pour tout = € ket t € (", t" 1] :

|h(z,t) — h(zk, t"F1)| < Co (0K + At). (VL36)
Ainsi, en utilisant (VI.35) et (V1.36) dans 1I’équation (V1.34), on obtient pour tout ¢ € (0,7T") :

1) = e, e B[22 gy < Cs (0K + AL,
et par suite
Ih — hic.atllzeoo 2y < C3(0K + At) (VL37)

avec Cs, C§ ne dépendant que de || VOsh|| Lo (ax(0,21))» 10hll Lo (x (0,21 Rl oo (0,21 w200 (02y) €L 2, C
qui donne la convergence de hx A¢.

Par ailleurs, pour tout z € s, k € K ett € (t",t""1],n €{0,...,Na¢},ona

h(CII,{,tn-‘-l) — h’(mﬁ)tn) + e’[rgl—l—l — e’;’L
At At

81;}?,(:13, t) - (5th](j’At(.’II,t) = <3th(w,t) -

Gréce 2 la régularité de h, il existe C4 > 0 ne dépendant que de [|02h| oo x(0,21)) €t |V k| oo (2 (0,27))
tel que
h(zw, 1) — h(zs, 1)
At
Cette inégalité combinée a (V1.20) donne

— Oth(, )| < Ca(0K + A%).

(6K + At)?
At
avec Cs et C ne dépendant que de 2, T et ||h||yy2.00 (o (0,277)) - Ainsi, on amontré la convergence de d:hic,Az

oK
vers O;h dans L?(Q x (0,T")) quand At, 6K et — — 0. il

18ch — Sl ael 22 o,y < Cs (0K + At)* + Co

VI-3.2 Convergence de suites de concentrations approchées vers une solution faible

Nous allons d’abord montrer I’existence d’une solution pour les concentrations satisfaisant des estima-

tions de stabilité, et nous en déduirons la convergence faible-x & une sous-suite prés de ces concentrations
dans L°°.

Existence, stabilité et convergence faible-x

Lemme VI-3.1. Soit (K, Zint, P) un maillage admissible de Q au sens de la Définition VI-2.1, At > 0
et, pour tout n € IN, soit (h?)xex la solution de (VI.17). Pour i € {1,...,L} et n € IN, le systeme
d’équations (VI.11)-(VI.14) admet une unique solution (CZR) wek €t au moins une solution (cf”gﬂ) weic telle
que

™ e [0, 1] pour tout k € K etn € IN. (VL38)

i,
De plus, ona
cix(2) €[0,1] pour tout k € K, z < hi;etn € IN.
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Preuve. La démonstration est la méme que celle de 1a Proposition III-1.7. Grice au décentrage amont

de la concentration de surface dans les flux, ¢>™*! peut &tre calculé explicitement dans toute cellule non

» YK
s,n+1 L _sn+l
o i=1 Ci x
R+ = R et il n’existe donc qu’une seule solution c,?:l au systeme (VI.13)-(VI1.14) pour chaque litholo-
gie. d

dégénérée. Sinon c est choisie arbitrairement telle que > = 1. De plus, on a dans ce cas

Pour tout k € K, n € IN ettoutt € (¢",¢"*1], on définit I’interpolation suivante de I’épaisseur de
sédiments discrete :
Bt — e
At
s,n+1

et on étend, pour tout k£ € K, les solutions discrétes (¢ )nemv, (U )nem et (¢
Lemme VI-3.1 a des fonctions de ¢ € IR de la fagon suivante :

hi(t) = h® + (£ — t7) (VL39)

Jnev données par le

cin(zt) = 4 Cnl?) X(coomy T S X(hp ) sihgth > Ry,
' CZH, (Z) X(—oo,hn (t)) Slnon) (VI40)
pour tout t € (£, " et 2 < hy(2),
¢is(2,0) = & .(2) pour tout z < hY,
Ui k(€5 t) = ciw(hi(t) — &,t) pour tout t > 0et§ € IRY, (V141)
;o) = cf”:"'l pour tout ¢ € (t*,¢t"+1]. (V1.42)

(2
Pour tout maillage admissible (K, Z;,;,P) de £ au sens de la Définition VI-2.1 et pour tout pas
de temps At > 0, soit ;¢ la fonction définie sur Q x IRY X IRy et c; x A la fonction définie sur
{(2,t)|t >0, z < hy(t)} par
{ ui,lC,At(:Ea Eat) = ui,lﬂ(&-at% (VI43)

ci,lC,At(-T7 2 t) =Cir (Z,t)a

pourtout z € k, K € K, t > 0,§ € IR} etz < hy(t).

D’apres le Lemme VI-3.1, les fonctions c; ¢, Us i, At» Ui, i, A+ définies de facon unique par (VI1.43),
(VI.16), et toute fonction cf’ K, At définie par (VI.16) a partir d’une solution de (V1.11)-(VL.15) choisie selon
le Lemme VI-3.1 prennent leurs valeurs dans I’intervalle [0, 1]. On en déduit le résultat suivant :

Proposition VI-3.3. Pour tout m € IN, soit (Kp,, X0, Pr) un maillage admissible de Q) au sens de la
Définition VI-2.1 et At,, > 0. Supposons que Aty — 0 et 6K, — 0 quand m — oo.

Pour tout m € IN et i = 1,...,L, 50it Ui i, Aty (YeSP. Ui, Atm) 'unique fonction définie par
(VL16) (resp. par (V1.43)) et cf’,cm’ At,,, la fonction définie par (VL16) & partir d’une solution de (VI.11)-
(VI.15) choisie selon le Lemme VI-3.1 avec K = K., At = Aty

Alors, sous I’Hypothése VI-1.1, il existe une sous-suite de (K, Aty )me i, toujours notée (K, Atm)men,
telle que, pour tout i € {1,...,L},
(i) la sous-suite (ci Ko, Atm)me IV converge vers une fonction c§ dans L*° (2 x IR%.) pour la topologie faible-
*,
(ii) les sous-suites (Ui jc,, Atm )JmelN € (Ui Ko, Atm )meIN CONVergent vers une fonction w; dans L™ (2 x
IR} x IR%) pour la topologie faible-x.
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Preuve. Par souci de lisibilité, nous n’écrirons pas 1’indice 7 dans cette démonstration. Grace an Lemme
VI-3.1, la suite (¢ . Ay, )men @€SP. (Ukcy, At )melNs 6 (Urcy,, Aty )Jmemv) est bornée dans L°(Q x IRY)
(resp. dans L*®(Q x IR} x IR} )). Par suite, il existe une sous-suite de (K, Atm)mem, toujours notée

(Kmy Aty )memn, telle que (Clscm, Aty )meN (€SP. (U, Aty JmelNs € (UK, Aty )melv), CONVerge vers c’
(resp. u, et u') dans L>°(2 x IR% ) (resp. dans L>°(Q x IR%. x IR )) pour la topologie faible-x. Il nous reste
donc a montrer que u = v dans L*°(Q x IR} x IRY).

En utilisant les définitions (VI.15) et (VL.41), les fonctions ik, At,, €t UKk,, At,, sont liées de la fagon
suivante pour & € Kp, et t € (¢, #7+1]

um () = u(§ — ( hi(t) — h2),t)  pourtout & > hy(t) — h? si At > AT,
Uy, (5 + (he(t) — h;“rl),t) pour tout £ > 0 si AL < B

Soit p € C°(Q x IRY x IRY) etT > 0 tels que ¢(.,.,t) = 0 pour tout ¢ > T'. Comume les concentrations
sont bornées dans [0, 1], on peut montrer que

L @t = ks olo6  dude i
o/ry, JRy

Natm

<y Z Atr > |6|[pEF — B

KEKm

avec C1 ne dépendant que de ¢, 2 et T'. Il résulte de I’estimation (V1.32) que
i / / / (Ui At — UKo, Atm ) P(2, &, ) dz d€ dt| — 0 quand m — oo.
QJIRY JIRY

Ainsi, u = v’ dans I’espace des distributions sur Q x IR x IR} et donc dans L°°(S2 x IR} x IRY). O

Terme de flux

La proposition suivante énonce un résultat de convergence pour le terme de flux qui apparait dans la
discrétisation de I’équation de conservation en surface. Il sera utilisé pour montrer que (u;,c) satisfait la
seconde équation (V1.8) de la formulation faible.

Proposition VI-3.4. Supposons I’'Hypothése VI-1.1 vérifiée et soit h la solution du probleme (VL5).
Considérons une famille de discrétisations admissibles (K, Xing, P, At) de Q x IR%, avec (K, Yint, P)
un maillage admissible de ) au sens de la Définition VI-2.1 et At > 0 un pas de temps. On suppose de plus
qu’il existe o et B > 0 tels que, pour toute discrétisation (IC, Xz, P, At) de cette famille, 6K < (3 VAL et
reg(K) < a. Pour toute discrétisation admissible (K, Zint, P, At), soit hic a¢ la fonction définie par (VI.16)
a partir de la solution de (VI.17), et soit (cZ’ZH) KkEKmn>0 Une solution de (VI.11)-(VL.14) choisie selon le
Lemme VI-3.1. Soit T > 0. Alors, pour tout p € A§={v € CL(R¥*)|v(z,t) = 0 sur 92 x R% \ T}
etpourtouti=1,...,L,

TzICAt—>/ </ (z,t) Vh(z,t) - Vo(z,t) dz — /BQ ¢i(z,t) g(z,t) o(z,t) d’y(:C)) dt
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quand At — 0, avec

Nat
Tikae=p At Y Tawcins” (M — Rt o(en, ")
n=0 KEK K'eKy
Nai .
=Y At Y loknon] (st - g (e ),
n=0 ke

Preuve. La preuve de cette proposition est une adaptation au couplage entre une équation parabolique
et une équation hyperbolique du résultat montré dans [19] pour le couplage entre une équation elliptique
et une équation hyperbolique dans le cas d’un flux de Darcy diphasique. Elle est reportée dans 1’annexe A.
g

Propriété des colonnes

La proposition suivante €tablit que les concentrations de colonne interpolées en temps U; i At
i=1,..., L, satisfont au sens faible une équation d’advection linéaire. Cette propriété sera utilisée dans la
preuve du Théoréme VI-2.1 pour montrer la convergence, a une sous-suite pres, des solutions approchées
vers une solution de la formulation faible de (VL6).

Proposition VI-3.5. Supposons I’Hypothése VI-1.1 vérifiée, et soit h la solution du probléme (VL5). Soit
(K, Zint, P) un maillage admissible de ) au sens de la Définition VI-2.1, T > 0 et At € (0,T).

Soit hic At Uigc,an © = 1,..., L, (resp. 0thic At et Uicae © = 1,..., L) les fonctions définies de
maniére unique par (VI.16) (resp. par (V1.33), et (VL.43)) et cf,,c’ ap t = 1,..., L, une fonction définie par
(VL16) a partir d’une solution de (VI.11)-(VI.15) choisie selon le Lemme VI-3.1.

Alors, pour tout k € Keti € {1,...,L}:

(i) pour tout o € Wr = {v € C(IR?)|v(.,T) = 0 sur R},

T
/ (90 (€, ) + Buhs (£) Beep(£, )] i (€, 1) dE
0 JIF+ (V1.44)

T
+ / ug o (€)p(€,0) dE + / Bthy (t)u; (0, 2)0(0,) dt = 0,
Ry 0

(ii) pour tout ¢ € A%, = {v € CP(R?)|v(.,T) = Osur Retv(0,t) = 0 pourtoutrt >
0 tel que Ophy(t) < 0},

T
/ [B0(€, ) + Ouhie (£) Bep(E, )] i (£, 1) dE dlt
0 JIRy

T (V1.45)
+ / u o (€)p(€,0) dé + / Bthic(t)cs (£ (0, ) dt = 0.
Ry 0
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Preuve. D’aprés la définition (V1.40), d:c; «(2,t) = 0 pour tout z € (—oo, hy(t)) ett € (0,7°). Ilen
résulte que pour tout 1y € W1°°(IR x IR, ) & support compact, on a

T rhet) T
0=/% /_oo 8tci,,{(z,t)1/1(z,t)dzdt=/0 at(/_oo el (2, B)d )dt

hu(t) T
_ / / i (2 )0 (2, £) dz df — / Oehs ()i (e t), ) (s (£), 1) i,
0 —0o0 0
et par suite
T rhe(t) T
J A R R e A TR CRORE
0 —00 0
e he(©)
- / i DTV + [ Blh(e,0)dz =0

o0 —C0

(VI.46)

Soit ¢ dans Wr, ety € WH(IR x R ) telle que
P(z,t) = p(he(t) — 2,t) V(z,t) € Rx R,.

En considérant I’équation (V1.46) dans le nouveau systeme de coordonnées £ = h,(t) — z et en utilisant la
propriété (.,T) = 0, on obtient I’équation (V1.44). Enfin, en utilisant la définition de A%’ .. €t le fait que
i,5(0,2) = ¢ (t) si Dths(t) > 0, on obtient I’équation (VL.45). O

Convergence

Nous allons maintenant montrer que les limites (u;, ¢ )i=1,...,r, sont des solutions de la formulation
faible donnée dans la Définition VI-1.1.

Lemme VI-3.2. Soit O un ouvert borné de IR® et (fp)neiv une suite de L*(QO) qui converge vers f dans
LY(O). On définit, pour tout g € L*(0), S = {z € O|g(z) > 0} et §; = {x € O g(z) < 0}. Alors

I, = / faXst ns= — O quand n — oo, et J, = / InXs- ngt — 0 quand n — oo.
o fn T f o) fn F

Preuve. Notons que si f € L(0), alors f+ et f~ sont également dans L*(O), et par suite

In= | faXst Xs; = | JaXsz = | (fd = F")xs; FXss
-/, fr =, +,

Comme |, f+x$f_ = 0et|fif — f1 < |fn — f|sur O, on en déduit que I, — 0 quandn — co.Le
raisonnement est le méme pour J,,. il

Montrons maintenant le résultat de convergence énoncé dans le Théoréme VI-2.1.

Preuve. Preuve du Théoreme VI-2.1
La convergence des solutions approchées pour I’épaisseur de sédiments vers la solution du probléme (VL.5)
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a déja été prouvée dans la Proposition VI-3.2. Montrons maintenant que les limites (u;, ¢} )i=1,..., données
par la Proposition VI-3.3 satisfont la formulation faible du probieme (VI.6) au sens de la Définition VI-1.1.

Soit7 € {1,...,L} et p € A. Comme ¢ € C’g°(]l%d+2), il existe 7" > 0 tel que, pour tout ¢t > T,
o(.,.,t) = 0. Soit mg € IN tel que Aty,, < T. Par souci de lisibilité, nous n’écrirons pas I'indice i dans
cette démonstration.

Pour tout k € K, m € IN, on voit que @(x,.,.) € Wr. En appliquant 1’équation (V1.44) a la
fonction test (2, ., .) et en sommant I’équation obtenue sur s € K,,,, on obtient, pour tout m > my,

T
Z |&| /R /O [3t90($m &,t) + Othy(t) 8690(53/175, t):| us(€,t) dt d€

KEKm

vl

(Am)
+ |xl 0(&)p(xx,€,0) dé
fg;m /]R+ Y ) (V1.47)
(Bm)
T .
+ 30 1ol [ Ohultus(0,000(e,0, 8 =0

KEXm

/

(Cim)

Dans cette équation, (A,,) est égal &

T
/Q /ﬂ% / [81590/\7111 ("177 57 t) + 5th’Cm,Atm (CE, t) 85()0K3m (CL‘, ga t)] ﬂ}Cm,Atm (*Ta f, t) dt dg dz,
4+ J0

avec o, (z,&,t) = @(zx,&,t) pour tout z € k. D’aprés la Proposition VI-3.2, la suite de fonctions
(8thic,, At )meiv converge fortement vers d;h dans L2(Q x (0,T)) quand m — oco. Comme ¢ € A, on
en déduit que la suite (D¢ i, * Othic,, At Jmelv converge vers Og - ;h dans L1(Q x IR% x IR ). Enfin,
comme la suite (T, At )menv converge vers u dans L°(Q x IR} X IR% ) pour la topologie faible-x, on
en conclut que

(Am) — / / / [Bsp(z, €, ) + Oeh(z, t) Oep(z, &,t) | u(z, &, t) dt dé dz quand m — oco. (VL.48)
QJRy JIR,

On définit u?cm par u%m (z,€) = ul(¢) pour tout z € K, k € K, et £ € IRY. D’aprés I"Hypothese VI-1.1
sur 19, ul- converge vers u? dans L*(Q x (0, T)) pour tout T > 0, et par suite

(Bm) — / / uo(:v,f)go(as,ﬁ,O) d¢ dz quand m — co. (V1.49)
QJIRy
Dans I’équation (VL.47), (Cy,) est égal &

T
(Cm)=/9/0 5tth,Atm(w,t)ﬂ;cm,Atm(iL',O,t)(p;cm(w,o,t)dtda).
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Par la suite, nous allons utiliser les notations suivantes

Pl—ém = {(mat) €l x (OaT) l 6th’Cm,Atm (-’177t) > 0}1
Pr. = {(2,1) € Q x (0,T) | Sihic,n At (3,F) < 0},
Pt ={(z,t) € 2 x (0,T)|8h(z,t) > 0},
P~ = {(z,t) € 2 x (0,T) | 8:h(x, 1) < 0.

Enremarquant que P = (PH\(P*nPg ) U(PE NP )etPe, = (P-\(P~NPE ) U (Pg, NPT),
on obtient

T
(Cm) = /Q / Sehcon e (@58) . e (1) i (2,0, 1)
0
Xp+ — X7J+m:— +X7>+ np-] dtdz

/ / 81 At (T5 ) Tk, At (2,0, 8) 0, (2,0, 7)
[Xp- — Xp- —app T X’P,CmﬂP+] dt dz.

Comme les fonctions cf  az, (2,1), Uicm,atn(2,0,1) et ¢k, (z,0,t) sont bornées sur © x (0,T) et
comme (6:hic,,, At )melv converge vers d¢h dans L2(2 x (0,T)), le Lemme VI-3.2 appliqué 2 la suite
(8¢hicm, Aty Jmenv donne :

/ / U 5t (1) e 5t (8 0) £ (00, DX+ Xt -] =0,

/ / Ot Bt (%5 8) T At (25 0, 1) (2,0, ) [~ Xp—pypp + Xpp_ ] dEde — 0

quand m — oo. De plus, ¢ € A, donc la suite (¢, (-,0,.) 0:hi,, At )Jmemw converge vers ¢(.,0,.) Oth
dans L1 (Q x (0, T)). Comme la suite (¢k,. At,, Jmenv converge vers ¢® dans L°°(Q x IR’} ) pour la topologie
faible-x, on en conclut que

/. / Bt bt (210K, At (@ (2, 0,8) . it o —

/ / Oih(z,t)c’ (z,t)p(z,0,t) xp, dtdr quand m — co.

Sur xp_, on a par définition ¢(z,0,£) = 0. Comme Tk, At,(%,0,t) est bornée et que la suite
(Vi (- 0,.) Sthic,, At Jmemv converge vers ¢(.,0,.) Oy dans L (Q x (0,T)), on obtient

T
[} it 028 500 2:0,8) 0 (2,0,8) xp_ it d — 0 quand m — o0,
QJo

et finalement

T
Cm)—>// Bth(m,t)cs(a:,t)cp(x,O,t)dtd:v=/ Oh(z,t)c® (z,t)p(z,0,t) dt do
QJo

QJRy

quand m — oo. Ainsi, (u;, ¢ ) satisfait la premiére équation (V1.7) de la formulation faible.

Soit ¢ € Ag. Comme ¢ € C®(IR?2), il existe T > 0 tel que (., .,t) = 0 pour tout ¢ > T'. Soit
mg € IN tel que Atp,, < T.



VI-3. Existence, stabilité et convergence du schéma 179

En multipliant 1’équation (VL.11) par ¢(z,0,t**1) et en sommant I’équation obtenue sur & € Ky, et

n €40,...,Nag, }, on obtient, pour tout m > my,
Natm,
Yo D IkAMT T (2., 0,¢mH)
n=0 ke,
(Im)
Natm
+ D Adm D D T T (T~ K (e, 0,677
Klel\am K/E’Cn
(2m)
Natm
- Z Aty Z |6k N 8Q)| (C%n+lg/(i+)’n+l _ Ci,n+1glg—),n+1>(p(mm O,tn+1) =0.
\n:() KEKXm -
(3m)

Comme ¢(.,0,.) € A, 1a Proposition VI-3.4 appliquée avec K = K, et At = At,, donne la convergence
de (2,) + (3 vers

A= fOT <fﬂ (z,t) Vh(z,t) - Vo(z,0,t) dz — [5q &z, t)g(z,t)e (x,O,t)d’y(m)) dt

= Ir, (fQ ¢*(z,t) Vh(z,t) - Vo(z,0,t) dr — [4 E(w,t)g(a:,t)go(a:,O,t)d*y(a:)) dt

quand m — oco. Montrons maintenant la convergence de

Nat,,

A =—(m) == 3 > IslAM o(a,,0,t°)

n=0 &KeKm
vers

B= / / [&:@(%fi) + Oh(z,t) Oep(, &, t)} u(z,&,t) dt d€ dx
QJIRy R+
QJR,
quand m — oo. En utilisant (VL1.48) et (V1.49), on a, pour tout ¢ € C°( Rd+2) > Ao,

=3 Il / / [ (@ €,1) + Buh(t) eip(tins £,)] (€, 1) dlt

KEKm
+ Z |f<a|/ &)z, &, 0) dé — B quand m — oo,
KEKH
et, en utilisant (VL47), By, = —> .k, |5l fép Oehy (H)uk (0, ) (24, 0, ) dt. Ainsi, il nous suffit de

montrer que | A}, — By,| — 0 quand m — oo.

Pour s € K, donné et n € {0, ..., NAtm} on a par définition

AM™H = fhn Cti(2)dz SR > A
* fhn Mz)dz  siRvHL < RD.
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Si on fait dans ces intégrales le changement de variables z = h,(¢), on peut montrer que, en sédimentation
(A1 > A7) comme en érosion (A7t < A,

t"+1 t"'H

AMPH = / e (e (£), ) Oy (2) it = / e (0, )BT () it
tn t

X3

En substituant cette égalité dans la définition de A/, on obtient

NAtm+1

Bl - A=Y |l / T, it (2 0,1) Sehe, ne (@, 8)ep(re; 0, £)dt —

KEKm
NAtm tn+1

,K'I Z / U rm, Ame z,0, t)athlcm,Atm(x t)[ (J"moﬁtn—i-l) - Qo(mn‘woat)] dt

KEKXm

Gréce 2 la régularité de ¢, il existe C7 > 0 ne dépendant que de ¢ tel que |p(z, 0, ") — p(z4,0,t)| <
Cy Aty, pour tout ¢t € [t%,¢"1]. Comme la fonction 8thic,, Atr, €St bornée uniformément dans L2($2 x
(0, tNaim*1)), comme @ik, A, € [0,1] et [tNatm Tl — T| < Aty |AL, — B!, | converge bien vers 0 quand
m — 00, ce qui met fin a la démonstration du théoréme. O

Ainsi, la convergence du schéma (VI.11)-(VL.15) appliquée a une famille de maillages admissibles
(K, 20, P )mev €t de pas de temps At,, > 0 satisfaisant les hypothéses du Théoréme VI-2.1 donne
I’existence d’une solution faible (u;, ¢;) au probléme (VL.6) au sens de la Définition VI-1.1. Pour construire
une telle famille de maillages, on considere par exemple pour tout m € IV le pas de temps At = — +1,
la famille de points P, = { +1 ke Zd} et la famille C,,, de volumes de contrble définie par (V1.9). En
utilisant la régularité du domaine borné €2, on peut vérifier que cette famille de maillages satisfait bien les
hypotheses du Théoreme VI-2.1.

VI-4 Unicité de la solution faible

Nous allons maintenant montrer 1’unicité de la solution faible u; au sens de la Définition VI-1.1 pour
touti=1,...,L.

VI-4.1 Preuve du Theoré¢me VI-1.1

Pour démontrer le Théoréme VI-1.1, nous avons besoin d’étudier pour toute concentration de surface
c; € L*(2 x IRY) la formulation faible (V1.7) de I’équation d’advection linéaire dsu; + 8:h Ozu; = 0
avec ¢ comme condition anx limites entrante sur D et 40 comme condition initiale. Il nous faut également
prouver une formule d’intégration par parties pour les solutions de cette équation et de son équation adjointe.
Ces résultats sont énoncés dans le lemme suivant dont la preuve se trouve dans le paragraphe VI-4.3.

Par la suite, nous noterons L ’opérateur £ = 8; + 0;h 0.

Lemme VI-4.1. Supposons I’Hypothése VI-1.1 vérifiée. Alors, pour tout T' > 0, toute fonction f €



VI-4. Unicité de la solution faible 181

L®(2 x R% x (0,T)), I € L®(DF) et v® € L®(Q x IRY), équation

Lv=f surQxIR} x(0,T),
V|e=o =15 surDF, (VL50)
V=0 = V0 surQ x RY,

posséde une unique solution faible dans L*°(Q x IR% x (0,T)) dans le sens oi, pour tout ¢ € {¢ €
CX(IR*™2)|4(.,0,.) = 0 sur @ x (0,T)\ DF et ¢(.,.,T) = 0 sur Q@ x R%},

//l;%+/ (Lo)(z, &, t)v(z, & 1) + f(2,6,1) 0(z, &, )) dt dt d

(VL51)
+/Q/JR+U (z,€) o(=,¢,0 dfd:c—l—// Och(z,t) I¥(x,t) p(z,0,t) dt dx = 0.

La solution faible v de (VI.50) posséde une trace ent = T dans L°° (2 x IRY), et la fonction v O;h posséde
une trace en & = 0 dans L>(Q2 x (0,T)) telles que, pour tout p € C°(IR4?),

// /T<(£w)(w,§,t)v(:c,£,t) + f(,6,8) go(a:,f,t)) dt d¢ dz
QJRr, Jo
+ / / (v(m £,0) (z,£,0) — v(z,&,T) ¢(z, &, T)) dé dx (V1.52)

QIR

+// k(1) v(3, 0, 1) o(x, 0, ) dt da = 0.
Soit T > 0, et w la solution faible dans L>°(Q x IR%. x (0,T)) du probléme adjoint

—Lw=r sur)x IR} x(0,T),
wle=o = ¢°  surDf, (VL53)
W=y = wT  surQ x Ry,

définie de la méme facon que précédemment, avec r € L*™(Q x IR} X (0,T)) une fonction a support
compact sur ) x Ry x [0,T), wT € L®(Q x IRY) une fonction & support compact sur Q x Ry, et
g°® € L*(Q x (0,T)). Alors on a

//R+/ v(, ) (Lw)(z, €,t) + (Ev)(w,E,t)w(x,g,t)) dt de d
( (2,6, T) w(=,§,T) — v(=,§,0) w(z, g,o)) d¢ dz (VL54)

QJIRy

// Och(z,t) v(z,0,t) w(z,0,t) dt dz = 0.

Soit (v;,df) la différence entre deux solutions faibles de (VI.6). Grace a la linéarité du systéme
d’équations (VL6), les fonctions (v;,df) vérifient la formulation faible (V1.7)-(VL8) avec des conditions
aux bords et initiales homogenes.

Soit T > 0. D’aprés le Lemme VI-4.1, la fonction v; 9:h posséde une trace en & = 0 dans
®(Q x (0,T)), notée v;|¢—o O;h. Alors, en utilisant la formule d’intégration par parties (VI.52) du
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Lemme VI-4.1 et la formulation faible (VL.8), on obtient, pour tout ¢ € {¢ € C(R!)|d(z,t) =
0 sur Q x (0, T) \ BF, et ¢(z,T) = 0 sur 0},

/Q /0 ok, 0,) Bh(, ) ol ) di d + /Q /O C 0 (0,8) Vh(z, 1) - Volo, t)dids = 0. (VLSS)
On en déduit aisément que
div(—d; Vh) = —vj|g=0 O:h € L=(Q x (0,T)). (V1.56)
Comme 0;h — Ah = 0, on a également
Vh-Vdi = (vilg=q — i) O:h € L*®(02 x (0,T)). (V1.57)

Considérons maintenant le probléme adjoint

—Wi|e=0 Oph + div(gf Vh) = 0 sur © x (0,71,
qf|2:; =0 sur ¥,
—Lw; = v; sur Q x IR% x (0,T), (V1.58)
Wile=o = @ sur D,

Wilg=r = Vile=r sur Q x IRY.

Le lemme suivant donne I’existence d’au moins une solution faible (w;, g7) dans L>(2 x IR% x (0,T)) x
L*(§2 x (0,T)) pour ce probleéme adjoint, définie de fagon similaire  la Définition VI-1.1 (Définition VI-
4.1). La démonstration de ce lemme utilise la convergence du schéma numérique (VL.11)-(VI.14) adaptée au
cas d’un second membre non nul v; dans L*°(Q2 x IR} x (0,T)). Elle se trouve dans le paragraphe VI-4.2.

Lemme VI-4.2. Supposons [’Hypothese VI-1.1 vérifide. Alors le probléeme (VL58) posséde au moins une
solution faible (w;, qf) au sens de la Définition VI-4.1.

Si on consideére une telle solution faible (w;, g} ), on obtient comme précédemment

div(g} VA) = wile=o Oth € L®(Q x (0,T)). (VL.59)

En utilisant les équations (VI.57) et (VI1.59), on voit que la fonction div(g] d5 Vh) est dans L>°(Q x
(0,77)). 1 résulte alors du Lemme VI-4.13 démontré dans le paragraphe VI-4.4 que le champ de vecteur
g d$Vh possede une trace normale dans L (62 x (0,7")). Comme formellement df s’annule sur ¥, gf
s’annule sur X7, et comme la trace normale g de VA s’annule sur Q2 x (0, T) \ (2F UZ7), la trace normale
de ¢}d?Vh s’annule sur la frontiere 92 x (0, T"). Ce résultat est établi par le lemme suivant pour lequel une
preuve rigoureuse sera donnée dans le paragraphe VI-4.4.

Lemme VI-4.3. Supposons I’Hypothése VI-1.1 vérifiée. Alors, pour tout T > 0, pour toute solution faible
(wi, ¢f) du probléme adjoint (VI.58) et toute solution faible (v;, d?) du probléme (VI.6) avec des conditions
aux limites et initiales homogénes, on a

T
/ f div(gf d Vh) dt dz = 0. (V1.60)
QJ0
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Comme la vitesse O;h est bornée uniformément sur Q x [0,T] pour tout temps 7' > 0, la fonction
v; (resp. sa trace v;|—r) est & support compact dans Q x IR, x [0,T] (resp. dans € x IR.) (voir aussi
la définition de la solution caractéristique de (V1.6) dans le paragraphe VI-4.3). En appliquant la formule
d’intégration par parties (VI1.54) du Lemme VI-4.1 4 v = v; et w = w;, on obtient pour tout 7" > 0

T
L[ mPeenadisr [ [ jubeenda
/Ry J0 7 @Ry (VL61)
:// Och(z, t) vi(z,0,t) wi(x,0,t) dt dz.
QJ0

En utilisant le Lemme VI-4.3 et I'intégration sur Q x (0,77) de I'équation (VI.59) multipliée par d$, on
obtient

T T
/ / & (@, 8) wi(z,0,t) Byh(z, £)dt ds + / / ¢ (@, 8) Vi (,1) - Vh(z, t) dbds = 0. (VL62)
QJ0 QJo

De la méme fagon, multiplier 1I’équation (VI.57) par ¢; et intégrer le résultat obtenu sur 2 x (0,7") donne

T
/ / (”i(w’o’t) —d (wat)) gi (z, ) B;h(z, t)dt dx
QJ0

T (VL63)
—/ / g (z,t) Vdi (z,t) - Vh(z,t)dt dz = 0.
QJo
Enfin, en sommant les équations (VI.62) et (VL.63) et en tenant compte des conditions aux limites w| £=0 =
g¢ sur D7, v;|e—o = df sur D7, et du fait que &:h = 0 sur Q x (0,7) \ (D7 U D7), on obtient

T
/Q /O (wi(2,0,8) 88, 9) + vi(a,0,2) @2 (z,1) — di(z1) ¢ (2,)) Beh(e, et

T (VL64)
_ / / vi(z,0,4) wi(z, 0,£) Bsh(w, £)dt da = 0,
QJ0

Cette équation combinée a (VI.61) permet de conclure la démonstration du Théoréme VI-1.1.

VI-4.2 Existence d’une solution pour le probléeme adjoint

Le but de ce paragraphe est de prouver le Lemme VI-4.2 donnant I’existence d’une solution faible pour
le probleme adjoint (V1.58). La démonstration utilise la convergence d’un schéma de discrétisation Volume
Fini de fagon similaire au paragraphe VI-3. Afin de nous ramener au cas traité dans ce paragraphe, nous
allons plutdt considérer ici le probleme direct (VL.5)-(VL.6) sur Q x IR* x (0,T), T > 0, mais avec des
seconds membres non nuls f; € L*°(Q2 x IR} x (0,T)) dans les équations d’advection : en utilisant les
mémes notations que précédemment, nous allons en fait étudier le systéme

ui|5.__o O:h + diV(—Cz'-th) =0 surf)x (O,T),
Gloy =& sur St
Lu; = f; surQ x R x (0,T), (VL65)
Uile=o = ¢] sur Dit ,

Uilg=o = ud sur Q x R,
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pour tout ¢ = 1,..., L, avec h donné par (VL.5). De plus, nous ne ferons pas d’hypothése sur le signe ni
sur la valeur de la somme sur les lithologies  des conditions initiales u et aux limites . Par la suite, les
hypotheses faites sur les données seront les suivantes :

Hypothése VI-4.1.
(i) Q est un ouvert borné de IR%, de classe C*,
(ii) h® € C*(9),
(iii) g € C1(0Q x IR%) N L*(8Q X RY),

(iv) g et h® sont choisis selon les h_ypothéses du Théoréme 5.3 de [41] (p. 320) de telle sorte que 'unique
solution h de (VL.5) soit dans C%(Q2 x [0,T1),

(v) ¢ € L°°(E;T) pourtouti=1,...,L,
(vi) uf € L0 x IR%) pourtouti=1,...,L,

(vii) f; € L®(Q x R} x (0,2T)) pour touti = 1,..., L.

Comme toute solution faible de (V1.5)-(VL.6) est par définition dans L°, I’étude du probléme adjoint
(V1.58) sous ’'Hypothése VI-1.1 revient a étudier le probléme direct (VI.65) sous I’'Hypothése VI-4.1. En
effet, les points (vii) et (viii) de I’'Hypothese VI-1.1 n’interviennent pas dans la démonstration du Théo-
réme VI-2.1 comme nous 1’avons fait remarquer plus haut.

Afin d’obtenir une formulation mathématique rigoureuse du probleme (VI1.65), nous allons chercher
des solutions faibles définies de la fagon suivante pour tout 2 = 1,..., L.

Définition VI-4.1. Supposons I’Hypothése VI-4.1 vérifiée, et soit h la solution du probleme (VI.5). Alors
(us, ¢f) € L®(Q x Ri. x (0,T)) x L*(Q x (0,T)) est une solution faible de (V1.65) si :
(i) Pour tout p € {¢ € C(IRH2)|¢(.,0,.) = 0sur @ x (0,T) \ Df et ¢(.,.,T) = 0sur @ x R }

/Q/JR+/()T(ﬁgo)(w’f’t)“i(x’fat)dtdﬁdw+/Q/]R+ /OTfi(m,ﬁ,t)w(x,é,t)dtdidm

T (VL.66)

(ii) Pour tout 1 € {¢p € CL(RHM?)|4(.,0,.) = 0sur Q2 x (0,T)\ Sk er ¢(.,.,T) =0sur @ x Ry }

T T
_/Q/JR/O (w)(x,s,t)ui(m,f,wdtdgd;;-/Q/R+/O il 1) b ,1) di dE
_// w) (z, &) Y(z, €, 0) dé d:c+/ (/cf(w,t)Vh(a;,t).v¢(m,o,t)dw (VL67)
QJRy o 0

—/ Gz, t) g(z, ) ¥(z, 0, t)dfy(:v)> dt =0.
oQ
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Dans la suite, on notera f;, pour tout ¢ = 1, ..., L, la fonction obtenue par le changement de variables
(z,2,t) = (', h(z',¥') — 2,t') dans f; :

filz,z,t) = fi(z, h(z,t) — 2,t) sur By = {(z, z,1) | (z,t) € Q x (0,7),z < h(z,t)}.

Dans ce nouveau systeme de coordonnées, les variables ¢; vérifient pourtouti =1,...,L

(VL68)

Cilo=h = ¢ surDj.

{ Be; = fi surBr,

Le but de ce paragraphe est de montrer le Théoréme VI-4.1 donné ci-dessous, qui établit I’existence

d’une solution faible au probléme (VI.65) au sens de la Définition VI-4.1. Sous I’'Hypothése VI-1.1, le
Lemme VI-4.2 est un corollaire immédiat du Théoréme VI-4.1.

La démonstration du Théoréme VI-4.1 est obtenue en adaptant la preuve de la convergence du
schéma Volume Fini (VI1.11)-(VI.14) au cas de seconds membres non nuls dans I’équation d’advection. Elle
s’articule de la maniére suivante : on définit tout d’abord le schéma numérique obtenu par la discrétisation
de (VL5) et (VI.65), puis on montre I’existence, 1’unicité, la stabilité des solutions discrétes, et enfin la
convergence de ces solutions vers une solution faible au sens de la Définition VI-4.1. Dans ce dernier
paragraphe, seules les principales différences avec 1a démonstration du Théoréme VI-2.1 seront détaillées.

Schéma Volume Fini

Le schéma de discrétisation Volume Fini défini ici est le méme que celui du paragraphe VI-2, sauf
pour les concentrations de colonne. En effet, d’apres 1’équation (V1.68) et en utilisant les mémes notations
que dans le paragraphe VI-2, I’inconnue discréte c”""1 (2), n > 0, est ici définie comme la solution exacte
au temps t"*! du probléme

8tci,n(zvt) = fzn(z t))
ciw(2t") = () si z < hy, (VL69)
Cinlhu(t),t) = cf:"H si O3hue (t) > 0,

pour tout k € K, t € (7,171, 2 < hy(t), avec

fin(z,t) = ﬁ/ﬁ(w,z,t)dw,

R+ — hp

’”Tt“ pour tout ¢ € (¢*, "1, (V1.70)

Ceci conduit 2 la discrétisation suivante des équations (VL.5) et (VI.65) :

he(t) = R + (t — &%) Ochye(t), et Bihy(t) =

Epaisseur de sédiments :

h‘n+1 hn n+1 n+1 n+1
| E— 4 > T (A2 — B — |95 N 00 g2 = 0, (VL71)
KEK,
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Conservation des sédiments en surface :

n+1

L oY ST (Y — R
el Kze.éﬁ o’ W) (VL72)

—|8nﬂ@ﬂ|"’“+lg (It 419k 80| it gl = 0,

Sédiments dans les colonnes :

& N+l hn+1 A si AL > Rz,
AMPH Z,{:LH( ") orTE (VL73)
: hg h(z)dz sinon,
)+ f 'F w(2,1) dt si z < min(h7Z, ATTL),
AM(z) = s,n+1 it = - il (V1.74)
G i JSins e z*lhnhn) fin(z,t)dt si Al < z < AL
ug . (€) = ci (A — &) pour tout £ € IR (VL75)

Dans le paragraphe suivant, nous allons montrer I'existence de solutions (h7)kexk, (cf’,?“),;e;c,

(chereic et (uflrers @ = 1,...,L, n € {0,...,Nat}, au probléme (VI.71)-(VL75). Ces solutions
sont uniques sauf pour la concentration de surface cs ot qui est arbitraire sur certains points dégénérés
(k,n + 1) pour lesquels elle est choisie selon le Lemme VI-4.4 énoncé plus loin. Pour tout maillage
admissible (/C, Ljne, P) de Q au sens de la Définition VI-2.1, tout pas de temps At > Oeti=1,...,L, on
définit, comme dans le paragraphe VI-2, les fonctions ki Az, € - o, SUr 2 % (0, (Naz + 1) At] et u; i Az
sur O x IR% X (0,(Nas + 1) At) par o

h;c,At(w, f) = hn+1

umm(w ¢,t) = u”“(é) (VL76)
z )C At(w t) - cs n+1’

pourtout z € K, & € K, t € (%", n € {0,...,Nas}, € € IRE, avec AT et u" les solutions de
(VL.71)-(VL.75) et cf”: *1 une solution de (VI.71)-(VL75) choisie selon le Lemme VI—4.4.

Alors I’objectif de ce paragraphe est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme VI-4.1. Supposons I’Hypothése VI-4.1 vérifiée. Pour tout m € IN, soit (K, X, Pm) un
maillage admissible de Q) au sens de la Définition VI-2.1 et Aty, € (0,T). On suppose qu’il existe o > 0

tel que reg(Ky,) < « pour tout m € IN, et que Aty — 0, j—%—% — 0 quand m — o<.

Pour tourm € IN eti = 1,...,L, s0it hic,, Atms Ui Ko, At L€S fonctions définies de maniére unique
par (VL76) et cf,,cm’ At,, Une fonction définie par (V1.76) a partir d’une solution de (V1.71)-(V1.75) choisie
selon le Lemme VI-4.4 avec K = K, At = Aty

Alors la suite (hi.,,, At,, )meIv converge vers la solution h du probléme (VL5) dans L>(0, T; L2(%)),
et il existe une sous-suite de (K, Aty)menN, towjours notée (K, Aty )mem, telle que, pour tout © €
{1,..., L}, la sous-suite (i Ay, JmelN (7€SP. (Ui Kp At )melv) cOnverge vers une fonction cj dans
L*(Q x (0,T)) (resp. u; dans ’L°°(Q x IR% % (0,T))) pour la topologie faible-x. De plus, pour tout
i €4{1,..., L}, lalimite (u;, c}) est une solution faible du probléme (V1.65) au sens de la Définition VI-4.1.
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Preuve du Theoréme VI-4.1

La démonstration du Théorgme VI-4.1 est trés similaire & celle du Théoréme VI-2.1 donnant I’exis-
tence d’une solution faible an probléme (VI.6) au sens de la Définition VI-1.1.

Lexistence, 1’unicité et Ia convergence de la snite des épaisseurs de sédiments discrétes (Ax,, Atm JmelN

zeN 2

vers la solution de (VI.5) ont déja ét€ montrées dans le paragraphe VI-3.1.

En ce qui concerne les variables concentrations, le systeme (VI.11)-(V1.14) differe de (VL.71)-(VL75)
par les seconds membres f; € L®°(Q x IR} x (0,2T)), ¢ = 1,..., L, dans les équations d’advection, et
par le fait que les valeurs des conditions initiales et des conditions aux limites ne sont pas contraintes dans
L. Malgré ces différences, nous allons suivre les mémes étapes que dans la démonstration du Théoréme
VI-2.1 : nous allons tout d’abord montrer I’existence d’une solution bornée pour les concentrations discrétes
(Lemme VI-4.4), ce qui conduit & la convergence de ces concentrations dans L°° pour la topologie
faible-+ (Proposition VI-4.1). Ensuite, nous montrerons que les solutions discrétes satisfont au sens faible
une équation d’advection linéaire (Proposition VI-4.2) qui est finalement utilisée pour prouver que les
concentrations discrétes convergent vers une solution faible du probléme.

Lemme VI-4.4. Supposons I’'Hypothése VI-4.1 vérifiée. Soit (KC,3;nt,P) un maillage admissible de
Q au sens de la Définition VI-2.1, At € (0,T), M; = max(|Jud llzeo@xmy)s 1Gill poo 3 )) +
2T”f2’||L°°(Q><Rj_x(0,2T)) pour tout © € {1,...,L} et, pour tout n € {0,...,Naz + 1}, soit (hn)he;c
la solution de (VL.71). Pour i € {1,...,L} etn € {0,...,Naz}, le systéme (VL.72)-(VL.75) admet une
unique solution (c?j:l) kek et au moins une solution (cf”g Y wex telle que

I 5, n+1l < M; pour tout s € K etn € {0,...,Naz}. (VL77)

De plus, on a
Ict(2)| < M; pour tout s € KC, n. € {0,...,Nas + 1} et 2 < h. (VL78)

Preuve. Comme I’expression du terme d’accumulation discret est la méme que pour le probléme
(VL11)-(VL.14), la preuve de I’existence et de I'unicité des concentrations approchées (c ﬁ’,i“)ne)c,
(¢} )rex and (Ul )wek, i =1,..., L, est identique (voir le Lemme VI-3.1 pour plus de détails).

Les inégalités (VI.77) et (VL.78) sont obtenues par induction sur n € {0,...,Naz} et sur les volumes
de contrdle triés par ordre de topographie décroissante. Considérons un volume de contrle k € K et

un pas de temps 2 > 0. L'hypothése d’induction est la suivante : |c},,(2)| < M] pour tout ' € K,
et, pour toutes les cellules plus hautes ' € K telles que At < h’;H |c; < MP avee M =
max (|[uf||zeoax my), [16illpeo (st ) + 1AL fill oo (2x B3 x 0,27) -

Considérons tout d’abord le cas de 1’érosion pour lequel A7+! < A7, 1l résulte de I’hypothése
d’induction sur 7 et sur les volumes de contrdle que

S (3D T = B3 4105000 o)

K €KX,
he>h w!

< Mn (Iaﬁ N 8Q| g(+) n+1 + Z Trm’(hn+1 hn+1) + ]H’| (hn h;l.-}-l)) )

K €Kk
hx<h w!
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Ainsi, en utilisant le fait que 1’épaisseur de sédiments discréte satisfait I’équation (V1.71), on obtient

(W

(jeS ] — M) ( Z T (B2 — AT + [0k N 00 9§ "'H) <0.

w €Ky
by >h’n’
AL
Dans cette équation, soit le terme A} est strictement positif, soit il s’annule. Dans le premier cas, on a né-
cessairement |c§’"+1| < MP pour touti =1,..., L. Dans le second cas, le point (x,7n + 1) est dit dégénéré
S n+1

dans le sens oll les concentrations c;’,; peuvent étre choisies arbitrairement dans intervalle [—M ", M]'].

Supposons maintenant que A% > A7 (sédimentation). En procédant comme précédemment, on
obtient

|c‘?’"+1|(|h‘ (A2 — B+ Y T (hpt — B + 85N 0Q) gg—%nﬂ)

s I\AL -
h’;ih:/
< MP <|8/§ NoQ gt + Y T (W% - h:;+1)),
hi.g_]ff:/

ce qui donne, en utilisant I’équation (VL.71),

ettt - 2a) (Wt —h) 4 30 Tt - 1) 4 o100 gO7) <00
wEK,
hh',>hK_I

Comme on a supposé h?t1 > A%, le second terme entre parenthéses est strictement positif, et par suite
l Sy ’I’L—l—ll Mn
iy 7 *

Cette démonstration est encore valable pour n = 0 et pour les cellules les plus hautes xg € K a tout
temps "1, n > 0.

Enfin, pour les concentrations dans le bassin, on a par définition |c2 L(2)] < W] Leo(QxRY) ©t, pour
n € {0,...,Na:}, (VL74) donne facilement I’inégalité

HE (] poo (oo pntry < maxt ([[ef ()] zoo (oo nz)s e ) + At || fil|lpeoxrr x (0,21 < M,

ce qui conclut la démonstration. O

Notant ¢; ..(z,t) la solution exacte au temps ¢ de (VI.69) pour tout & € K, ¢t € (0, (Nar+1)At]etz <
hu(t), on peut étendre pour tout x € K les solutions discrétes (uf',)nefo,...,Na+1} €t (¢ +1)n€{0,..., Nas)
données par le Lemme VI-4.4 & des fonctions de ¢ € (0, (Na; + 1)At] de la fagon suivante :

Uik (€,t) = i k(hi(t) — &, 1) pour tout ¢ € (0, (Nag + D)At] et € IRY, (VL79)
¢ o(t) = ci M hour tout ¢ € (7, 7], (VL80)

1,6
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Et on déduit aisément du Lemme VI-4.4 que les fonctions c; .(2,t) et u; (&, t) sont bornées dans I’inter-
valle [—M;, M;] pour tout 7 =1,..., L.

On définit maintenant &; s, a¢ sur X IRY X (0, (Na¢ + 1)At ) par

Us ¢, at(T, &, t) = ui(€,2) (VL81)
pour tout z € k, k € K. On a alors la proposition suivante :

Proposition VI-4.1. Pour tout m € IN, soit (K, X0, Pm) un maillage admissible de Q au sens de la
Définition VI-2.1 et At,, € (0,T). Supposons que At,, — 0 et 6K, — 0 quand m — oo.

Pour tout m € IN et i = 1,...,L, 50it Ui ic,, Atr, (T€SD. Ui JCrm,Atm ) 10 fOncCtion définie de maniére
unique par (VL.76) (resp. par (VL.81)) et ¢; ;. A, = la fonction définie par (V1.76) a partir d’une solution de
(VL.72)-(VL75) choisie selon le Lemme VI-4.4 avec K = K, At = Aty

Alors, sous I’'Hypothese VI-4.1, il existe une sous-suite de (ICp, At )me, toujours notée (Kp,, Atm )men,
telle que pour touti € {1,...,L},

(i) la sous-suite (Cf i a; )melv converge vers une fonction c§ dans L=(Q x (0,T')) pour la topologie
faible-, T

(ii) les sous-suites (Ui,lcm,Atm)me et ('Ufi,ICm,Atm)me IV convergent vers une fonction u; dans L=(£2 X
IR} % (0,T)) pour la topologie faible-x.

Preuve. Notant u; (resp. 4;) la limite quand m — oo de la sous-suite (Ui,Km,Atm)mEW (resp.
(4,1, Aty )memv) dans L®(Q x IR x (0,T)), la seule difficulté consiste & montrer que u; = ;.
Ceci est obtenu comme dans la démonstration de la Proposition VI-3.3 en utilisant 'hypotheése f; €
L>(Q x R} % (0,2T)), les bornes (VL.32), (VL77), (VL78) sur les solutions, et la relation suivante :
pour T € K, k € Ky et t € (87,71,

Ui 1 (6 - (hlﬂ(t) - h;’;’), t)
+ [y Fie(€ = (ha(t) — B, 5) ds

uzn('f"'( () hn+1)at)
+f fzn(5+ ()_hﬁ_}-l)’s) ds

avec fi o(€,t) = fix(hs(t) — &, 1). O

pour tout £ > A () — AT si AZTL > BT
upt(€) =

pour tout £ > 0 si AL < B2,

Ensuite, pour montrer la convergence des solutions approchées vers une solution faible du probleme
couplé, on établit, comme dans le paragraphe VI-3.2, que les fonctions c¢; . (z,t) satisfont une équation
d’advection linéaire. En effet, en utilisant (V1.69), 1a Proposition VI-3.5 s’étend immédiatement a :

Proposition VI-4.2. Supposons I’'Hypothése VI-4.1 vérifiée et soit h la solution du probleme (VL5). Soit
(K, Zint, P) un maillage admissible de Q au sens de la Définition VI-2.1 et At € (0,T).

Soit hic At Uixc,at © = 1,..., L, (resp. Ui 4 = 1,...,L) les fonctions définies de maniére
unique par (VL.76) (resp. par (VL.81)) et cf’,C, ap b = 1,..., L, une fonction définie par (V1.76) a partir
d’une solution de (V1.72)-(VL.75) choisie selon le Lemme VI-4.4.
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Alors, pour tout k € Keti € {1,...,L}:
(i) pour tout p € {¢ € CX(IR?) | ¢(.,T) = 0 sur Ry},

/ [Bep(€, ) + Behe () Bespl(€, )] s (£, 2) dE it + / / Fin(6,D)p(&, ) de dt
R

(VL82)
+ /B EAGECULS / Buh (£ (0, £)p(0, 2) dt = 0,

(ii) pour tout p € {¢ € CP(IR?) | ¢(.,T) = 0 sur IRy et ¢(0,t) = 0 pour tout t > 0 tel que Sh,(t) < 0},

/ [Bp(&, ) + ol (t) Deip(E, )] i (€, ) dE it + / / fin(E:0)0(E, 1) de dt
Ry

(VL83)
/ W (€)plé,0) dE + / Buh(£)cS () p(0, ) dt
R,

Nous allons maintenant démontrer le Théoréme VI-4.1.

La preuve de la convergence du schéma numérique (VI1.11)-(V1.14) dans le paragraphe VI-3.2 n’utilise
pas directement la valeur des bornes sur les solutions discrétes ni la valeur de la somme sur les lithologies
des concentrations discrétes, mais seulement la stabilité de ces solutions et le découplage de 1’épaisseur de
sédiments des variables concentrations. Pour adapter la démonstration du Théoréme VI-2.1 & notre cas, il
nous faut donc juste montrer la convergence des termes contenant les fonctions f;,i=1,..., L.

La premiere expression (VI.66) dans la formulation faible est obtenue en utilisant I’équation d’advec-
tion linéaire discrate (VI.82) appliquée & ¢(z,&,t), ¢ € {¢ € CC(IR?) | ¢(.,0,.) = 0sur  x (0,T) \
Df et ¢(.,.,T) = Osur Q x IR }. La convergence de cette équation vers (VL.66) n’a été montrée que dans
le cas f; = 0. Il nous reste donc & prouver que :

Dim = ZIHI// Finl&.) wms,ﬂdsdta// /fz(wft ) (3,6, 1) dt df da

KEKm
(V1.84)
quand m — co.
Nous montrerons ensuite la convergence vers (V1.67) de la somme sur « € ICyp, et n€{0,...,Nat, }

de I’équation (VI.72) multipliée par ¢(z, 0, %), ¢ € {¢ € C(IR¥2)|4(.,0,.) = 0 sur 82 x (0,7)\
Sheto(,.,T) =0surQx IRy }.En procedant comme dans le paragraphe VI-3.2 7 et en utilisant (VI1.84),
cela revient & prouver que

Naty,
Eim = |/§|/ Brhi ()i s (0,8) (w4, 0,8) dt— D |k Y AME (s, 0,8"1) — 0 (VL85)
KEKH KEKXm n=0

quand m — co.

Montrons maintenant (VI.84) et (VI.85).

Tout d’abord, on peut prouver que la fonction f;,, définie par fi,(z,&,t) = fix(§,t) =
l—fli_lfﬁ fily, hie(t) — §,t)dy pour tout T € K, K € K, £ € R, t € (0,T), converge vers f; dans
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L} (9 x R% x (0,T)) en utilisant un argument de densité, ’hypothése f; € L(Q x IR} x (0,2T)),
et les bornes (V1.32), (V1.37). Ce résultat donne immédiatement (V1.84).

Ensuite, pour tout x € K, n € {0,...,Nas, }eti € {1,..., L}, on montre facilement que
n+1 t'n-+1 - n
AMGS = / Ui, (0, ) Ochy(t) dt — { 0 (ftn Forlle(0) )d8> Ol (1)l i < I
in sinon

En substituant cette égalité dans la définition de E; ,,, on obtient

“[;NAtm+l
Ei,m= Z // ‘l_l,i,jcm,Atm(l',O,t)6th}Cm7Atm(£B,t)(,D(LL'K,,O,t)dtdLE
wekm VYT
Natm g1
5 S [ Gt (,0,8) Sy 0 (0,8) [0, 0,877 = o, 0,8)] dide
KEKm n=0 YK "
Naty, o+l
- Z/ > sl /fm ds) Bshy(t) (z,0,t™ 1) dt,
n=0 Yt" KEKm

h“+1<h"

avec 0thic,, At (T, 1) = Bihe(t) = (AT — AT)/Aty, pour tout z € n, K € K, t € (t",#"T1]. Grice a la
régularité de ¢, il existe D3 > 0 ne dépendant que de ¢ tel que |p(z4, 0, 1) — (2, 0,t)| < D3 Aty, pour
tout ¢ € [t*, ™). Comme la fonction &;hi,,, Atm est bornée uniformément dans LZ(Q x (0, tNam+1Y)
(voir (VL.32)), comme @i ko, At € [—Mi, M3, fi € L®(Q x IRY x (0,2T)) et [tNam ™1 — T| < Atyy,
E; m converge bien vers 0 quand m — co : la lumte (ui, ¢f) satisfait I’équation (VI.67), ce qui met fin a la
démonstration du Théoréme VI-4.1.

VI-4.3 Preuve du Lemme VI-4.1

La démonstration du Lemme VI-4.1 utilise les caractéristiques ((.;x,€,?) et la “solution caractéris-
tique” v, de 1’équation (VI.50) (voir [27]) définie par (VI.89). Nous allons notamment montrer que cette
solution est I'unique solution faible de (VI.50) et satisfait les propriétés du Lemme VI-4.1.

La preuve utilise une partition de I’unité sur un recouvrement de IR%+? construit & partir des caracté-
ristiques, tel que sur chaque ouvert du recouvrement qui coupe la frontiere Q x 9[IR%. x (0,T")], la solution
caractéristique v, est régulitre moyennant des données réguli¢res. Ceci nous permettra de déduire facile-
ment les formules d’intégration par parties données dans le Lemme VI-4.1. Afin de rester loin des frontiéres
D5 x {€ =0}, 0D7 x {£ = 0}, et Q@ x {¢ = 0} x {t = 0,T'}, nous avons également besoin d’une astuce
donnée dans [5] pour montrer que leur contribution dans les intégrations par parties est nulle.

Pour tout (z,¢,t) € Q x IRy x IR, on définit la caractéristique ((.; z,&,t) par

C(syz,&,t) = /ts Oh(z,r)dr +¢& = h(z,s) — h{z,t) + ¢ (V1.86)
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pour tout s € IR... Pour tout (z,£,t) € Q x IRy x [0, T], I'instant d’entrée 7, et I'instant de sortie 7 de la
caractéristique {(.; z,,t) dans et hors du domaine © x IR’ x (0,T") sont définis par

{ Te(x,&,t) = inf{stel que 0 < s < tet((s;z,¢,t) > 0}, (VL8T)

Ts(z, &, 1) = sup{s tel quet < s < Tet{(s;z,&,t) > 0}.
On peut alors montrer le lemme suivant :

Lemme VI-4.5. Pour tout (z,&,t) € Qx Ry x[0,T] tel que T = 7e(x,€,t) > 0, (z,7) € D—}'DQ % (0,7

Nous allons maintenant introduire un recouvrement de JR%*2 construit 2 partir des caractéristiques tel
que, sur chaque ouvert, on puisse contrdler la régularité des solutions des équations d’advection directes et
adjointes, et ainsi déduire les formules d’intégration par parties.

Gréce alarégularité de la frontiere 051, on peut prolonger k en une fonction C 2 sur un voisinage ouvert
w x [0,T] de  x [0,T] dans IR¢ x [0, T]. On notera  cette fonction et ¢ la caractéristique correspondante
définie surw x IRy x [0,T].

On peut alors vérifier que I’ensemble
Vo = {(m,ﬁ,:l:t) |z € w, t€0,T), € =((t;z,n,0) avecn € ZRi,E(s;w,n,O) > 0 pour tout s € [O,t]}
définit un voisinage ouvert de Q x IR x {t = 0}. De méme,

Vr= {(m,f,t), (2,6,2T —t) |z € w, t € (0,17, € = {(t;z,n, T) avec n € R,
C(s;z,m,T) > 0 pour tout s € [t, T]}

définit un voisinage ouvert de Q x IR% x {t =T}.

I’ensemble
Vps = {(m,:l:f,t) | (z,t) € wx (0,T),¢ = {(t;,0,5),t > s > 0,8;h(z,r) > 0 pour tout 7 € [s,t]}
définit quant 2 Iui un voisinage ouvert de {(x,t) € Q x (0,T) | 8:h(z,t) > 0} x {& = 0}, et
Vp- = {(w,:i:g,t) [(z,t) € w x (0,T),¢ ={(t2,0,5),t < s < T,0h(z,r) <0 pour tout r € [t, 3]}
un voisinage ouvert de {(z,t) € £ x (0,T) | 8:h(z,t) < 0} x {£ = 0}.

Soit D° I'intérieur de {(z,t) € w x (0,T)|8:h(z,t) = 0} dans w x (0,T’), et

Vpo = {(z,£,1) | (z,t) € D° ¢ € (-1,1)}

un voisinage ouvert de D% x {¢ = 0}.

Enfin, pour rester éloigné de I’ensemble S = Bj U By U B3 U By avec By = 8DF x {{ = 0},
By = 0D x {§ =0}, Bs = Q x {§ =0} x {t = 0}, et By = Q x {¢£ = 0} x {t = T}, on consideére
¢ > 0 et I’ensemble
VS = {(z,£,t) € R*?|dg(z,¢,t) < 38}
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avec dg(z, &, t) la distance du point (z,&,¢) a I’ensemble S.

La construction est complétée en notant que pour tout § > 0, il existe un ouvert V tel que
(Yo, Vir, Vor, V-, Voo, V3, VE)
définisse un recouvrement de IR%2 avec O x Ry x {t = 0, T}NV?S = Pet A x {¢ = 0} x [0, T]NV = 0.
Finalement, une partition de I’unité est construite sur ce recouvrement, notée

5 6 § 6 1 [ )
(LUO,UJT,WD+,CUD_,wpo,ws,wc> .

D’aprés I’Hypothése VI-1.1, I'ensemble S est I'union d’un nombre fini de variétés de classe C 1 de
dimension au plus d. Ainsi, selon [5], la fonction wg peut &tre choisie telle que

wl(z,&,t) = 1sids(z,£,t) < 6,
wl(z,&,t) = 0sidg(z,&,t) > 26,
Mesure ( Supp (w§) N {(z,€,8), (@, ,1)| < B}) < C(R)?, (VL88)

sup (|18 le, 1wl ) < §-

Nous allons maintenant définir la solution caractéristique v de (V1.50) formellement sur £2x [0, +00) x
[0,T) par:

; ls(.’,U,Te(.’E,f,t)> Si (waTe(x1£7t)) S D+ t .
ve(2,6,1) _{ v0(z,¢(0;2,€,1) si Te(z,&,t) =0 ' +/Te(m,g,t)f(m’g(s’m’g’t)’s) ds. (V189)

On a alors le lemme suivant :

Lemme VI-4.6. Supposons I’Hypothése VI-1.1 satisfaite. Alors la fonction v, est dans L™ (Qx IR} x(0,T))
et vérifie

lvellzoo@x e x 01 < 1]l pooipty + 0%l Loy + T 1 oo @x my x(0.1))-
+ ( T) N T

Preuve. D’aprés I’Hypotheése VI-1.1, ’ensemble
{(z,€ = ((s;7,0,8),8) | s € [re(,0,8),75(=,0,1)], (z,) € IDF N2 x (0,T)}

est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue dz d€ ds (voir le calcul du terme 7y par la suite). On déduit
du Lemme VI-4.5 que la fonction v, est définie p.p. sur  x IR% x (0,T"). Soit p € C°(Q x IR} x (0,T))
une fonction test, et considérons 1’intégrale

/ ve(z, &, ) oz, €, t) dz dE dt = T1 + Iy + I3 avec
QxRix(O,T)

7 = / 1#(z, 7.(w,£,1)) (3, &, ) dw dE ,
{ (= eD)ex Ry X (0,T) | (2,7 (x6,1)EDF }

L= [ W02, C(03,£,2)) (3, &, 2) da de dt,
{(z£)eQx R X (0,T) | me(2,£,£)=0 }

t
I?’:/ / F(&,¢(s33, €, 1), 8) o(x, &, 1) ds dz dE dt.
QxR;x(0,T) J7e(w,€,t)
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En utilisant le changement de variables (z,&,t) = (y,{(s;y,0,7), s), le premier terme se réécrit

I

1

Ts (y701T)
L[ ewnane,new,cvno,n,s) dsdy ar
Dy Jr

Ts(y:O!T)
< Wty [ [ 00 oty Clsi9:0,7).5) dsdy
T

Revenant aux variables de départ, on voit que Z; est borné par ||I°| Lo (D) lellz @x R7,x(0,7))- En utilisant
maintenant le changement de variables (z,£,t) = (y,((s;y,7,0),s), le second terme se réécrit

Ts(y:m,0) 0
Iz=// / v (y,m) (Y, {(s;¥,m,0),s) ds dn dy
QJr, Jo

pour lequel on obtient la borne Zy < [|v°|| zoo (o R2) el ox RLx(0,T))- Enfin, en utilisant le changement
de variables (z,&,t,s) = (y,{(t';y,7m,5),t,s"), on montre que Z3 est borné par T' “f”Loo(QXRiX(O’T))
lellzr @xrex01)- O

Lemme VI-4.7. Supposons I’'Hypothése VI-1.1 vérifiée. Alors Lv, = f.

Preuve. Soit T € L*®(Q2 x IR} x (0,T)) tel que, pour tout (zo,&0,%0) € Q x RY x (0,T),
il existe un voisinage V' de (zo,&o,%0) dans Q x IR} x (0,T) et s € (0,7 tel que ((s;z,§,t) >
0 et 7(z,{(s;z,&,t),s) = T(z,&,t) pour tout (z,&,t) € V. Montrons alors que L7 = 0 dans
D'(Q x R} x (0,T)) et donc dans L°(Q x IR x (0,T)). Soit ¢ une fonction test dans Cg°(V). On
a

/ T(2,6,1) (Lo) (@, €, 8) da dE dt = / T(2,((5:2,6,2),5) (L) (w, &, £) da dE db.
14 Vv

En considérant le changement de variables (z/,¢',t') = (z,{(s;%,&,t),t) transformant V en V' et la
fonction ¢ telle que ¢(z’, &', ¢') = (=, &,t) sur V', on obtient

/ T(CU, 5, t) ([’(p)(wuga t) dz d{": dt = / T(xla &-,a 3) at’¢(xla 5/7 tl) dCEI dgl dtl =0.
14 v’

Pour conclure que £7 = 0, il suffit ensuite de considérer la fonction test ¢ € C$°(Q x IR} % (0,77)), unre-
couvrement fini de Supp(¢)) satisfaisant la propriété ci-dessus et une partition de I’unité sur ce recouvrement.

La propriété ci-dessus est clairement satisfaite pour les fonctions 7, 73 et 75 avec

Tl(I, 3 t) = lS(CU, Te(l‘, 3 t)) X{(a:,g,t)eQxRix(O,T) | (m,Te(m,E,t))e’D}‘}
et
To(x, £, 1) = v°(2,C(05 3, €, 1)) X{(a,6,) €O IR X (0.T) | 7o (:£,)=0)

sur Q x IR} x (0,T). On en déduit que L(7,) = LTy = LT, = 0 et LT3 = f avec 73 la fonction définie par

Ts(z, &,t) = f:e(z)g’t) f(z,¢(s52,€,1), 8) ds, ce qui prouve finalement que Ly, = LT1 + LTy + LT3 = f.
0
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Afin de montrer la formule d’intégration par parties (V1.52), nous avons besoin du lemme suivant,
qui est une application directe de la version up-fo-the boundary du Lemme de Friedrichs énoncée dans [7]
(Corollary 3.2 p. 882).

Lemme VI-4.8. L’espace de fonctions C°(§ x IRy x [0,T)) est dense dans I’espace de Hilbert
We(2 x R x (0,T)) = {v € L*(Q x R% x (0,T)) tel que Lv € L*(Q x R* x (0,T))}
muni de la norme ||v|lw,@xry x(0,1) = IVllr2@xrs x(0,1)) + 1£0] L2(@x Y x(0,7))-

Soit n = (ng,m¢,ny) le vecteur unitaire normal a la frontiere 9[Q x IR} x (0,77)] sortant de
Q x IR x (0,T) et défini presque partout. II résulte du Lemme VI-4.8 que I’on peut prolonger 1’opérateur
de trace continu vz de W(Q x R% x (0,T)) dans L2[Q; H~'/2(8[IR% x (0,T)])] tel que, pour tout
@ € C°(Q x Ry x [0,TT), yep = @(re + Ochne)laxalms x (0,7, et vérifiant

//R+/ ¢z, &,t) Lo(z,€,t) dtd&dw—l—// / (z,&,t) Lo(x,&,t) dt dE d

d(x, &) yov(e, €,t)do dz
Q Jo[R; x(0,7)]

(VI.90)

pour tout ¢ € L2[Q; HY(IR% x (0,T))], avec I'intégrale sur Q x J[IR%. x (0,T")] prise au sens du produit
de dualité.

Le lemme suivant établi que (VI.52) est satisfaite par toute fonction v € L*®(Q x IR} x (0,T)) telle
que Lv € L*®(Q x IR} x (0,T)), ce qui est le cas en particulier pour v = v, d’aprés les Lemmes VI-4.6 et
VI-4.7.

Lemme VI-4.9. Pour toute fonction v € L*°(Q x R x (0,T)) telle que Lv € L*°(Q x IR} x (0,T)), la
trace v appartient & L*° () x O[IR%. x (0,T")]) et vérifie

72l oo @xopmy x (0,1 < C (HUHLW(QXRj_x(O,T)) + ||ﬁv||Loo(an*+x(o,T))>
avec C independant de v. Cette trace est notée v(.,0,.)0:h en & = 0, vy(.,.,0) en t = 0, ve(.,.,T) en

t =T, et on a la formule d’intégration par parties

/ / /T<(£¢)(m,§,t)v(m,g,t) + (Lw)(z, &, 1) ¢(w,g,t)) dt de da
QJry Jo
+/ / (v(a: £,0) ¢(x,¢,0) — v(z,&,T) ¢(z, &, T)) d¢ dz (VIO1)

Ry

// Oh(z,t) v(z,0,t) ¢(z,0,t)dt dz =0
pour tout ¢ € L1 [Q; WHL(IRE % (0,T))].

Preuve. Comme v et L v appartiennent 2 L>°(Q x IRY x (0,T)), (VL90) est vraie pour tout ¢ €
Cgo ( 1Rd+2).

Lespace C°(Q2 x IRy x [0,T7) est dense dans L*[Q; WLH(IRY. x (0,T))] et I'opérateur de trace de
LUQ; WLL(IRY % (0,T))] dans L (2 x [IR%. x (0, T))]) est surjectif. Il en résulte que I’ensemble des traces
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de C(Q x R4 x [0, TY) dans © x 9[IR* x (0,T)] définit un espace dense dans LYQ x 8[R%. x (0,T)])
noté C°(Q x O[R%. x (0,T)]).

Pour toute fonction 6 de C°(Q2 x O[R% x (0,T)]), on peut construire un relévement ¢ €
L2[Q; HY(IR%. x (0,T))] a support compact telle que
ol ewra (me <) < ClOlL: @xams x 0.1

avec C independant de 6. Ainsi, on a
/ /auR* - 0 ycvdo dz < C (“v“LD"(Qij_x(O,T)) + |lﬁv||Loo(ssz*+x(o,T))> 161l 21 (x 812 x(0,1])

pour tout € C(Q x J[R% x (0,T)]). On conclut par densité que ycv appartient & L*°(2 x O[IRY x
(0,7))). La formule d’intégration par parties résulte alors de (V1.90) et de la densité de CS°(Qx Ry x [0, T1)
dans L [Q; WH(IRE. % (0,T))]. 0

Nous allons maintenant utiliser la partition de ’unité pour montrer que v, est une solution faible,
c’est-a-dire que v,(.,0,.)8:h = 1° sur D et ve(., ., 0) = v°.

Lemme VI-4.10. Supposons I’Hypothése VI-1.1 vérifiée. Alors v, est une solution faible de (V1.50).

Preuve. Considérons une fonction  dans C°(IR%+?) telle que ¢(.,0,.) = 0 sur 2 x (0,T) \ D+ et
¢(.,.,T) = 0 sur O x IR Par construction des ensembles Vj et Vp+, si on suppose les données ', v0etl®
régulidres, la fonction v, est réguliére sur les ensembles Vo N Q x Ry % [0, T et Vp+ N Qx Ry x (0,7
Par suite, on a

T
/ / / (Lpwd) @&, velm,68) + £(0,6,8) (peh) @,6,)) dt dé da
o (VL92)
+/Q/R+”O(w,€) (pwd)(,€,0)dédz =0

et

//]R / L{pwd ) (@, €,t) ve(z, &, ) + F(,&,1) (pwhi) (@, €, )) dt d¢ dz
// Bih(w, 1) I° (2, ) (pwip+ ) (,0,8) dbdz = 0.

D’apres le Lemme VI-4.6, v, est une fonction linéaire continue de f, v0 et I° pour les normes L°°. On en
déduit que (VI.92) et (V1.93) s’étendent par continuité et densité aux données f, v0 et [° dans L°°.

(VL.93)

Par définition de ¢ et en utilisant (VI.91), on a

T
/ / / (/:(90 (W + W) (, €, 1) ve(, €,t) + f o (Who + w%)(a;,g,t)) dtdédz =0. (VL94)
QJRy Jo
L égalité

T
/ / / (ﬁ(so(w%o+w2))(w,5,t>vc(w,§,t)+fso(w%o+w£)(w,§,t))dtd&dmo (VL95)
QJR.Jo
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est clairement satisfaite pour toute fonction réguliere. D’aprés le Lemme VI-4.8 et comme les fonctions v,
et L v, sont dans L>(Q2 x IR} x (0,T)) et ¢ est a support compact, (VL.95) s’étend immédiatement a v,
par densité.

Enfin, d’apres les propriétés (V1.88) vérifiées par la fonction wg, on a

‘/Q/,R /OT(“W%)(%N)vc(w,ﬁ,t)+f<w,£,t) (sowﬁ‘g)(x,g,t)) dtdfdm\ < Clp,vc) 8, (VL96)
N

avec C (i, v.) ne dépendant que de ¢ et v.. En passant 2 la limite 6 — 0, on voit que v, est bien une solution
faible. O

Le lemme suivant établit que v, est 'unique solution faible de (V1.50). La démonstration utilise a
nouveau la partition de I’unité.

Lemme VI-4.11. Supposons I’Hypothése VI-1.1 vérifiée. Alors v, est I’'unique solution faible de (VI.50).

Preuve. Soit u une solution faible de (V1.50) avec f = v® = I = 0. Alors, au sens des distributions,
Lu = 0sur  x R x (0,T), et la trace yzu (dans L>(Q x O[IR} x (0,T)]) d’apres le Lemme VI-4.9)
s’annule sur D U x IR% x {t = 0}. Sur les ensembles Vo N x RY x [0, T) et Vp+ NQ x Ry x (0,T),
I’équation Lu = 0 peut étre intégrée le long des caractéristiques en utilisant les conditions aux bords, ce
qui conduit & u = 0 sur ces ensembles. Pour toute fonction 4 dans CS°(JR%+?), on considére la fonction a
support compact

T rt
w(w,&,t)=/Q/JR+/O /Ts(mé’t)¢(m,§(s;$,£,t),s)dsdtd&da: (VL97)

qui est, d’apres les résultats précédents appliqués au probléme adjoint, une solution faible de

~Lw =1 sarQ x RY x(0,T),
wle=o =0 sur D, (VL.98)
W=7 = 0 sur Q x IR}.

Comme u = 0 sur (Vo U Vp+) NQ X R4 x [0,T], on a clairement
T
/ / / Lluw(wy +wd)(x, &, t) dt dE dz = 0.
QJIRy JO
Soit p une fonction de CS°(IRH?) telle que p = 1 sur le support compact de w. Comme pu appartient 2

We(Q x R x (0,T)) et comme w est régulidre sur (Vr U Vp-) N Q x Ry x [0, T), I'équation (VI.90)
appliquée 3 v = pu et ¢ = w(wd_ + wi) donne

A /m /OT Llww(w + wh))(z,€,t) dt d¢ do =0,

De méme, comme (v w) appartient 2 W (2 x IR} x (0,T')), on conclut par densité des fonctions régulieres
dans W (2 x IR% x (0,T7)) que

T
/9/1R+/o Lluw(wo + wd)(z, &,t) dt dé dz = 0.
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Enfin, comme précédemment,

| /Q /IR+ /OTﬁ[uww%](w,s,t) dtd¢ da| < Clu,w) 6,

et, en passant a la limite 6 — 0, on obtient

/Q/]R+/()Tﬁ(uw)(m,§,t)dtd§dz=~/Q/JR+/()sz(x,g,t)u(m,g,t)dtdgdm:o

pour tout 1 € C°(IR?), ce qui termine la démonstration. O

Démonstration de la formule d’intégration par parties (V1.54)

D’apres le Lemme VI-4.11, les solutions v et w des problémes direct et adjoint (VL.50) et (V1.53) sont
définies par leurs solutions caractéristiques, et w est & support compact sur @ x R, x [0, T]. D’aprés les
Lemmes VI-4.6 et VI-4.9, les fonctions v et w et leurs traces dépendent continiiment des données f, AAR
r, ¢°, et w! pour les normes L, si bien qu’il suffit de montrer la formule d’intégration par parties (VI.54)
en supposant les données réguliéres.

Soit p une fonction de C2° (IR%+2) telle que p = 1 sur le support compact de w. Sur les ensembles
Vo N Q x Ry x [0,T] et Vpr NQ x IRy x [0,T), la solution v est réguliére et on peut donc appliquer
la formule d’intégration par parties (VI.52) aw et ¢ = v (w‘sD+ + wd) p. De méme, sur les ensembles
VrnQ xRy x[0,T] et Vp- NQ x IR+ % [0,T], 1a solution w est réguliére et on peut appliquer la formule
d’intégration par parties (VI1.52) avet o = w (w%_ +w.). Comme (vw) appartient 2 I'espace de fonctions
W (2 x IR% % (0,T)), il résulte du Lemme de densité VI-4.8 que

T
/Q/JR+ /0 Llvw(who + wi)l(z,€,t) dt dé dz = 0.
Lestimation
T
5
‘/Q/IRJr/o Llvwwy](z,€,t) dt d¢ dz| < C(v,w) 6,

et le passage a la limite § — O permettent de conclure.

VI-4.4 Preuve du Lemme VI-4.3

Pour démontrer le Lemme VI-4.3, nous allons utiliser le résultat suivant, qui se montre en utilisant la
version up-fo-the boundary du lemme de Friedrichs énoncée dans [7] (Corollary 3.2 p. 882).

Lemme VI-4.12. L’espace de fonctions C*(Q x [0,T) est dense dans ’espace de Hilbert
Wh(Q x (0,T)) = {v € L*(Q x (0,T)) tel que Vh - Vo € L*(Q x (0,T))}

muni de la norme |[v|lw, @@x0,1)) = lIVllz2(ax0,1) + IVA - Vo200 (0,7))-
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Il résulte du Lemme VI-4.12 que I’on peut prolonger 1’opérateur de trace continu yp, de Wp, (Q2x(0,T))
sur L2[(0,T); H~/2(09)] tel que a4 = ¢Vh - nig|anx (o, pour tout ¢ € C°(Q x [0,T7), et

T T
/ / div(¢v Vh)dtdz = / o ypv dtdo (V1.99)
QJ0 0 an

pour tout ¢ € L2[(0,T); H'(£2)], avec I'intégrale sur la frontiere O x (0,T") prise au sens du produit de
dualité.

Comme dans le paragraphe précédent, on peut montrer le lemme suivant.

Lemme VI-4.13. Pour toute fonction v € L*(Q x (0,T)) telle que Vh - Vv € L*®(2 x (0,T)), la trace
Ynv est dans L2 (92 x (0,T)) eton a

T T
// div(¢v Vh)dtdz =/ P ypv dtdo (VI.100)
aJo 0 Jan
pour tout ¢ € L[(0,T); WhH(Q)].

D’aprés (VI.56) et le Lemme VI-4.13, la trace -y, df est dans L>°(02 x (0,T")). De plus, en utilisant
(VL55) et le Lemme VI-4.13, on voit que vy df s’annule sur E}.'Les mémes remarques s appliquent & la
trace p, g sur By.. Comme VA - ng > 0 sur BF et VA - ny < 0 sur 7, on en déduit que la trace de d3

s’annule sur Z}}' et que celle de g7 s’annule sur >

D’aprés les équations (VI.59) et (VL56), les fonctions ¢j df et Vh - V(g; df) appartiennent &
L*®(Q x (0,T)). Par suite, la trace yp(qf di) est dans L°(692 x (0,T")). Pour prouver le Lemme VI-4.3,
nous avons besoin de montrer que 4 (g; df) = 0. La preuve se fait comme dans le paragraphe VI-4.3 en
utilisant un recouvrement du domaine Q x [0, T construit 2 partir des trajectoires du champ de vecteur Vi
et une partition de 1’unité. Pour travailler loin de 'ensemble Z = 0¥} UO%7 UOS x {t = 0, T}, on utilise

a nouveau 1’astuce donnée dans [5] et I’Hypothese VI-1.1.

Soit w un voisinage ouvert de O et h une fonction C? prolongeant hosur w x [0, T’]. On définit pour
tout (z,t) € w x (0,T) les trajectoires X (7; z,t) du champ de vecteur V h comme les solutions maximales
dans w de

oX I
{ E(T;I’t) VX (T;,t),t), (VL101)

X(0;z,t) = z.

Comme Vh - ng > 0 sur ¥, pour tout a € %, il existe un voisinage ouvert v, de a dans E} et
1> ¢, > 0 tels que I’ensemble

V, = {(X(T;.'I:,t),t) |(z,t) € vy, T € (~ea,6a)}
vérifie
() V, estun voisinage ouvert de a dans w x (0,T"),

(i) le changement de variables (z' = X(7;z,t),t = t) définit un difféomorphisme C! de v, x
(—€q,€,) dans V.
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Par suite, I’ensemble
W+ = U Va
a€TF
est un voisinage ouvert de X} dans w x (0, T"). Soit W_ Ie voisinage ouvert de £ dans w x (0, 7") construit
par le méme procédé.

Soit £2, I'intérieur de I'ensemble {(z,t) € 82 x (0,T)|g(z,t) = 0} dans HQ x (0,T"). D’apres
la régularit¢ de la frontitre de €2, on peut définir un voisinage Wo de E% dans w x (0,7") tel que
Wo N (Z; U EE) ={.

Pour tout (z,t) € IR, soit dz(z, t) 1a distance entre le point (z,t) et I’ensemble Z = 55 UIT U
80 x {t = 0,T}, et soit W), I'ensemble
W5 = {(z,t) € R |dz(z,t) < 36}

11 existe un ensemble ouvert W2 tel que
<W+, W, Wo, W3, Wf)

définisse un recouvrement de IR+ avec Q x [0,7] N W = (). Une partition de 1’unité est construite sur
ce recouvrement, notée

(ei,ei,eg,og,eg).

D’apres I’'Hypothése VI-1.1, 'ensemble Z est I'union d’un nombre fini de variétés de dimension au plus
d — 1. Par suite, d’aprés [5], la fonction 652- peut &tre choisie telle que

05,(x,t) = 1sidz(z,t) <,

0% (z,t) = 0si dz(x,t) > 26,

Mesure ( Supp (0%) N {(z,1), |(z,1)] < B}) < C(R)&,
V63 1lIz= < .

(VL.102)

Considérons le changement de variables (z = X (7;2',¢'),t =t') de | J acz Va X (—€q, €5) dans W,
et notons d, § les fonctions telle que d (¢, t,7) = d§(X(r;2/,t'),t) et B(z’,¥',7) = B(X(7;2/,1'),1')
avec § = (vj|g=0 — df) O;h. Alors la fonction df satisfait I’équation

{ %C—Z;f(ml,tl,T) = B, t, 1),
d&i(z',¢,0) =0,
ce qui conduit &
(=, t,7) = /0 ’ B(z',t,s)ds, (VL.103)

et
/W d; (z,t) ¢(x,t) dz dt < [|B|| oo (w, nax o, léllz w) (VL.104)
+

pour tout ¢ € CS° (W),
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Supposons dans un premier temps que 3 est dans CZ°(§2 x (0, 7). Il résulte alors de (V1.103) que la
fonction df est réguliere sur W, N Q x (0,T), et on peut donc appliquer (VI.99) 2 ¢ = 0 df et v = g :

T
/ / div(6%. & ¢f Vh) dt dz = 0. (VL.105)
QJo
D’apres (V1.104), I'égalité (VI1.105) reste valable par continuité et densité pour 8 € L®°(Q x (0,T)), et
donc pour la fonction d; de départ.

Les mémes arguments appliqués a g; et W_ donnent
T
/ / div(6° df ¢f Vh) dt dz = 0. (V1.106)
aJo
Comme la fonction ¢} df appartient & W}, (2% (0,T")), on obtient par densité a partir du Lemme VI-4.12
- :
/ / div[(68 + 6°) df ¢f Vh] dt dz = 0. (VL107)
QJo
Enfin, d’apreés les propriétés (V1.102) vérifiées par Ia fonction 6%, on voit clairement que

T
‘ / / div(8S, &8 gf Vh) dt dz| < C(h, &2, ¢5) 6. (VL108)
QJo

Le passage & la limite 6 — 0 dans les équations (VI1.105), (VL.106), (VI.107) et (VI.108) permet de conclure.



