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Abstract

Nous démontrons que la théorie de Kondratev (1967) pauddenaines a coins
s'étend au cas d'un problme de transmission scalaire datre matériaux de forme
polygonale si le contraste entre ces deux matériaux gsttifi@t different de—1.

Note. Ce texte a été rédigé a l'issue du stage de BenjansrTIER pour sa
premiére année a 'ENS Lyon. Il est paru comme prépabitha de I''RMAR (Uni-
versité de Rennes 1) en décembre 1997 avec le nufig@y. Ce travail ayant
maintenant des applications en relation avec les météariaak, les deux auteurs
ont décidé de le déposer sur des serveurs d'archivesitesvgHAL et arXiv) en
fevrier 2011.

1 Préesentation du probeEme

Un probleme de transmission scalaire d’or@rgposé sur un domaine plan borfg peut
s’exprimer comme probleme variationnel associé a unaddilinéaireb de la forme

Yu,v e H(Q), bu,v)= / aVuVu,
Q

ol a estune fonction a valeurs matrices 2 définie surQ et réguliére par morceaux sur
une partition finie(€2;) de €. Les solutions de tels problemes satisfont des conditions
de saut sur leurs dérivées normales aux interfaces estigolis-domaineQ, ou a est
discontinue. De tels problemes sont liés aux équatiensldxwell dans des matériaux
hétérogenes.

Si la fonction ¢ satisfait une condition de positivité uniforme du type

Elp(bpl > 07 Vr € ﬁa p0|£|2 S (CL(.’E)g ' E) S pl‘g‘z

la forme b est coercive surHH!(Q), et le probléme de transmission peut &tre qualifie
d’elliptique



Par contre se présente aussi la situation, en liaison apgitation aux équations de
Maxwell pré-citée (intervention de matériau supraghacteur), oua est positif dans cer-
tains sous-domaines et négatif dans les autres. Ici seghasda question de I'ellipticité
du probleme de transmission, en plus du comportement dauée au voisinage des
éventuelles irrégularités de la frontiere des.

Ici, nous allons, dans un cadre tres simple, étudier cestogpns, a savoir I'ellipticité
la long d’une interface réguliere ainsi que le comportetnael voisinage d’un coin entre
deux sous-domaines. Ainsi, nous considérons comme demairectanglel) qui se
décompose er2 sous-domaine$)_ et 2, , ol Q_ est un rectangle contenu dafis et
2, son complémentaire.

On s’intéresse a la résolution du probléme de transarisszec condition de Dirichlet
extérieure :

Vo € Hy(Q), / aVuVv— fv =0, (1.2)
Q
ou a est une fonction constante par morceaux:

o ay Id danSQ+
1 e 1d dansQ)_,

et ol le second membrg est supposé apparteniriz (<) .

L'étude qui suit traite le cas_a, < 0, le casa_a, > 0 étant bien connu, voir
Nicaise [B]. Etant donnéeu € H} () solution de [T]1), on se propose d’en étudier la
structure, la difficulté venant de_ a, < 0 et de la présence des coins.

On noterau, pour u|g, etu_ pour u|g . D’apres [1.1L):

Vo e 2(Q,), —/ ay Auy v = fro.
N N

Donc:
—ayAuy = fo,
et, de méme:—a_Au_ = f_. Alors, sion integre[(1]1) par parties, on obtient, pout tou

v € 2(2) la condition suivante sur l'interfac82, N 02_ (qui est égale &)_) entre
Q, et :

/ (a4On,uy +a_0, u_)v=0. (1.2)
o0

La solutionu n’étant a priori que dan$'(Q2), (T:2) a seulement un sens comme dualité
entre H=Y/2(00_) et HY2(99)_). Létude qui suit montre qu’en réalitéy est H?,
sauf peut-étre au voisinage des coins, ce qui donne un see$ de trace aux dérivees
normales.

Apres le choix d'une normaled, = 9, , par exemple), on obtient la condition dite
de transmission:
ay Oquy — a_Opu_ =0, sSurofl_.
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Il résulte de I'ellipticitée du Laplacien que, estdansH? (.) etu_ dansHZ (9).
La condition de Dirichlet étant elliptique, on a aussidgularité /2 pour v au voisinage
de tout point du bord extern@ qui ne rencontre pas I'un des sommetde De plus,
comme les angles d@ sont /2, le principe de réflexion (et aussi la théorie générale d
Laplacien dans un polygone, voirR&VARD [fll]) montre quew est aussiH? au voisi-
nage des coins d€ . Il reste donc a étudier. au voisinage des points de I'interface

o0 .

Dans la section 2, on va montrer quesia_ # —1, u, et u_ ont la régularité
H? au voisinage de tout point régulier de I'interface. Dansdation 3, on va montrer
gue, sous la méme conditiom,a_ # —1, le comportement de; au voisinage des
coins de(2_ (interface a coin) releve de la théorie générale deblpmes elliptiques
dans les ouverts a coins: selon la valeur du rapport a, /a_, on obtiendra, soit la
régularite H? de u, et u_, soit une décomposition en parties réguliére et sikgeli
Nous concluons en section 4 par quelques persepectives.

2 Etude au voisinage d’une interface

On se place maintenant au voisinage d'un pointdde_ qui ne rencontre aucun coin.
Dans une premiére partie, on tronquepour pouvoir se placer darig? tout entier. Puis,
par transformation de Fourier partielle et un changementdable, on aboutit a I'étude
d’un probleme a une dimension. On déduit de son étud@romiété de régularité locale
pour .

2.1 Localisation

Soit (zg,yo) un point de l'interface: on suppose que l'interface estllEm@nt contenue
dans la droite d’équationy = y,. Soit xo € Z(R), valant 1 au voisinage d&) et a
support suffisamment petit et sojte 2(R?) défini parx(x,y) = xo(z—20) xo(¥y—0) -
Alors, pourv € H'(Q):

/ aV(xu)Vuv = / a(VuV(xv) + uVxVuv — vVuVy).
0

Q

En intégrant par parties:

/ a,uVxVuv = —/ div(aJruVX)v—i-/ a,uv Oy X,

90

et de méme suf?_ . Par choix dey, d,x = 0. On adonc:

/ aV(xu) Vv = / (xf +aVuVy +div(auVy)) v.
Q )
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Or, div(auVx) = 0,(aud,x) + 9y (audyx) = a(0:(udyx) + 0, (ud,x)) , car d,x =
0 a linterface. Par suite, comme € H'(Q), la fonction g définie parg = xf +
aVuVy + div(auVy) estdansL?(9) . Ainsi:

Vo e Hy(9), /aV(Xu)VU :/gv.
0 Q

Donc, si on notei: le prolongement decu. par 0 atout R? et de mémey le prolonge-
a, poury >0 .

ment deg par 0, et en posantzo, yo) = (0,0), et a = { a. poury <0 -

Vv e H'(R?), / aVuVu :/ guv. (2.1)
R2 R2

2.2 Regularité

On part maintenant de I'eéquatidn (2.1), et on rendtpar u et g par g dans cette sous-
sectiofZ.R. En procédant comme dans la section 1, on veitquérifie les équations:

—ay Auy =g, poury > 0,
—a_Au_=g¢g_ poury < 0.

Appliquons la transformation de Fourier partielle par r@ap@ « :

a+ (§2_8§) ﬁ“-l‘(gay) :g-l-(gay)a v§ GR,y GR"F)

de méme poury < 0. En effectuant le changement de varialjle= |{|y (et ou 5 est
immédiatement renotg ), on a:

1o
&1 = @ g

Le changement de variable précédent permet ainsi de {ixerl . On considere main-
tenant un probleme a une dimension, la variable étant

Notonsh(y) = 54(¢, ), et E= H'(R) N (H*(R-) x H*(Ry)) i.e

ax (1 - 0y) i(¢,

E={weH(R)| w_eH*(R.) et wyec H*(Ry)}.

On s’intéresse au probleme:

Trouverw € E tel quevv € H'(R), / a(wv+ VwVv) —hv =0. (2.2)
R

Supposons connaitre € E vérifiant (Z.2). Alors, en choisissant dans Z(R,.) et
en intégrant par parties, on obtient comme dans la section 1

"=

ar (wy —wh)=hy et a_(w_—w
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En reprenant[(2}2), on obtient la condition de transmission
arw' (0) —a_w' (0) = 0.

Considérons alors la solutiomy = (wy _,wo ) € H}(R_) x Hi(R,) du probléme de
Dirichlet:

a_(wo— —wy ) =h_, ay(woy —wy,)=hy.
On sait quew,_ € H*(R_) et wo, € H?*(R,). Sion posew; = w — wy, alors
nécessairement:

wy, - —wy_ =0, wy—w =0,
w1, (0) = wy,4(0),
arwl,(0) = a_wi_(0) = a_wh_(0) — aywh,(0).
En posante = a_wy _(0) — ay wy , (0) , on a nécessairement, gl +a_ # 0 :

o Ty 23
a++a_e : (2.3)

Wi+ =

D’ou l'unicité de la solution de[(Z].2). Réciproquemesm, posant{(2]3) etv = wy + w ,
w est solution de[(Z].2), d’ou I'existence.
Alors, notant 2 = HY(R) N {v € H3R_) x H*(R,), a; v, (0) —a_ v’ (0) =0},
Sia, +a_#0: .
E — IL*R.) x L*(Ry)
v — (v- =", v =)
est linéaire, continue, bijective d’apres ce qui pdEgédonc ouverte. D’apres le theéoreme
de Banach:

3050, sl g, < C (-l o, + Wll e, ) (2.4)

Avec (Z.4), il suffit maintenant de remonter les calculscprients pour obtenir le
résultat de régularité annoncé. En se placant par pbeeau-dessus de l'interface:

2 2
||w+||H2(R+) < C ||h||L2(]R) :

On applique ceci poutv(y) = u(&, I?yl) et h(y) = gigg(g, %) . Or,

. 2 _ . N .
0 e, = 1% [ 10aPdy pour j=0.1.2

R4

Donc
1€ 2 e, + 16008 L2, + 1070 L2y < C NI 2 - (2.5)
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Or la caractérisation dé/*(R%) par transformation de Fourier partielle est

2
A [ R - 2.6)
+

ou la norme a parametrg - est définie poup > 0 et z € H*(R,):

||H2(R+7 )

1402 oy + (L4 9) 021, + 11021 (2.7)

HZ|’H2(R+,p) = H( L2(Ry) L2(Ry) L2(Ry)

L'espace H'(RR?) a bien slir une caractérisation analogue. Pogrand:

2 -~ 2 112 2 2 112
1,y = 19220 a, + 1002 e, + 1% -
Pour lesp petits, il reste un termd?! a droite. Donc[(Z]5) donne:

~ 2 2 ~ 2
Hu(gv)”hm €D (” ( )”LQ(R) + Hu(f’)HHl(R%\g\))'
Ainsi, déduit-on de[(Z]6) que:

(2.8)

2 2
||u||H2 ]RQ) < (HgHLQ(RQ) + ||u||H1(Ri))

Revenant a la situation antérieure desolution du probléeme[(1.1), et combinant
(2-8), valable pouryu , avec les estimations elliptiques classiques au voisideg@oints

intérieurs de(2; et des points réguliers deS?, et les estimations de régularité au voisi-
nage des coins externes @€, nous obtenons:

Théoreme 2.10n suppose que,a_ # —1. Soitu € H}(Q), solution du probdme
(L1). Soit ©; un ouvert deR? tel que 2, ne rencontre pas les coins de transmission
(les coins deQ2_), et soit 2, tel que ; C Q,. Onnote ;. = Q. N Q. Alors
u=(u_,u,) € H*(Q,_) x H*(Q,4), avec les estimations:

sl e,y < € (11 2y + Nl )

3 Etude au voisinage d’un coin inérieur

Dans une premiéere partie, on tronquea nouveau, afin de se placer au voisinage d'un
coin de transmission, of2_ et 2, coincident respectivement avec un voisinageide
des secteurd’_ et I', qui forment une décomposition dé = R?: en coordonnées
polaires (r,0),

I_={(z,y),reR;,0€(0,7/2)}, Ty ={(z9),r Ry, 06 (x/2,2m)}.



Puis, avech = r?g ol g € L*(T") estun nouveau second membre aprés localisation,
I'étude du symbole MellinZ () de notre probléme de transmission au voisinagé de
va fournir unu, de régularitt//?> dans un voisinage de, tel que:

Z(\)io(A) = h(N)

pour tout A sur une certaine droit®e A\ = constante. Une extension de la formule des
résidus permet alors compares et v .

Dans toute la section 3, on note. = z|r_ et z; = z|p, , pour toute fonctionz
définie surR?, et aussiG_ = (0,7/2), Gy = (7/2,27) et G le cercle uniteR /277 .

3.1 Localisation

Soit r — x(r), x € 2(R, ), & support compact, et qui valitau voisinage dé) . Alors,
dgx = 0. Avec un tel xy, on peut reprendre les calculs de la sous-sedtign 2.1, pour
obtenir:

/ aV(xu) Vv = / (xf + aVuVy + div(auVx)) v.
Q0 Q

Or, div(auVy) = 0.(au0,x) par choixdey, doncg = xf + aVuVx + div(auVy)
est dansL?(Q2) . Apres prolongement par zéro:

Yo e H'(R?), / &vaw:/ Jgu, (3.1)
R2 R2

oua estégalaa, surl', etaa_ surl'_.

3.2 Transformation de Mellin et espaces poids

La transformation de Mellin est une transformation de Ferutiaplace (i.e. a argument
complexe) radiale. Elle caractérise particulieremen bes espaces a poids suivants dont
I'introduction est classique dans la théorie des prole&mcoins, voir KNDRAT EV [[].
Dans cette sous-section, désigne un secteur plan:

I'={(z,y),r€Ry, 0 €G}.
Definition 3.1 Soits e N ety e R,
KD) = {ve Ly (), rlt000 e L*(), Va e N |a| < s}

loc

2 _ 2
avec la norme||v||K$(F) =3 o 71! T oy -



Pourv € 2(R,), la transformation de Mellin de est notéeov et est définie pour

tout A € C par la formule
+o0
o(N\) = / = u(r) dr .
0 T

Si on poset = logr, v(t) = v(r), et A = £+ in, alors o(\) est la transformée de
Fourier det — e¢t4(¢) calculée eny.

Sive 2(\{0}), v s’écrit en coordonnées polairegz) = o(r,0) , et on définit
alors la transformée de Mellin de par la formule:

(N, 0) = /0+00 = (r, 0)

L'égalité de Parseval permet de démontrer:

dr

. .

Lemme 3.2Soit y € R et £ = —y — 1. Siwv € K)(I'), alors la transformation de
Mellin de v est bien é&finie pour touth = ¢ +in, (n € R), et

(n,0) — (¢ +in,0) € L*(R x G).
La réciproque est vraie et on adguivalence:

~ . 2 1/2
oy, = (] o6 +in) gy )"

En étudiant I'effet du changement de variables» (r,0) — (t,0) surles opérateurs
de dérivation, on peut étendre le lemme précédent guaxces K5 (") pour s € N:
Lemme 3.3Soity e R et s € N,onpose =s—~v—1.

e Sive Ki(I'),alors n— (¢ +in,-) € L*(R, H*(G)) .
Plus pféciment, on a Bquivalence:

. SRNTE
ooy = 1€+ )

1/2

ou pour p > 0,
2 2
R S [y A e
B1+P2=s

e Réciproquement, sV’ ()\) est cfinie pourRe A = ¢ de sorte quey — V(£ +in, -)
soit dans L*(R, H*(G)) avec la condition

/R V(e +in)]

alors, pour tout A de partie gelleégalea ¢, V(\) est la transforrée de Mellin
d’'une fonctionv € K3(I') , eton a:

o(r,0) = %/}R V(X 0) dn. (3.2)

™

2
112G oy 1< 0



3.3 Inversibilité du symbole Mellin

On repart maintenant du problénje [3.1) ou on renotpar « et —g par g. Intégrant
par parties, on obtient que:

Aus = dansT
{a+ U+ = g+ + (3_3)

a4 Oty —a_Oqu_ =0 surdl'y Nol'_,

avecu € H'(T') N (HZ (T- \ {0}) x H,
tous deux & support compact.

En appliquant la transformation de Mellin au probléine](308 obtient I'expression
de Z(\):

(T4 \ {0})), cf Théoremd 211, ey € L*(T"),

2\ E — L*(G_) x L*(Gy)
W — (a-(N+RZ)W_, ay(N+ )W)

Ol‘J E = Hl(G) N {W € H2(G_) X H2(G+), a4 W_;_ — a_ WL =0 SUF@G_ ﬂ6G+} .
On se fixeA € C. On étudie l'inversibilité deZ (1)) .

Injectivit &: Soit I € E tel que .Z(\)W = 0. On a donc les conditions de transmis-
sion:

W, (2r) —W_(0) = 0,
ayWi(2m) —a_W’'(0) = 0,
Wi(w)—W_(w) = 0,

ayWi(w)—a_W' (w) = 0,
ol w = %, la premiere et la troisieme provenant du fait ddee H'(G) . Par ailleurs,
Z (MW =0 donne aussi:
VO ¢ {0,527}, (N + W =0,

donc il existea_, a, 5, B+ tels queW_(A) = a_ cos(Af) + [_sin(A ) et de méme
Wi (A) = ay cos(A0)+p, sin(A0) . Eninjectant ces solutions dans le systeme précédent,
on obtient: Z()\) estinjectif <= <7/ (\) # 0, ou, en posaniy = a, /a_ :

—1 0 cos 2w\ sin 27\
- 0 —1 —p sin 2w\ cos 2mA

F(A) = —CcOoS Aw —sin \w COS A\w sin Aw
sin \w  —cosAw —pusin Aw 4 cos A\w

On obtient immédiatement que

A (N) = (1° + 1) sin dw sin A(27 — w) + 2 (1 — cos dw cos A2 — w)),



dont on peut montrer qu’il est égal a
(AN =((b+c)(b—c), ou b= (u+1)sinAr et c=(u—1) sin \(m — w).

Surjectivité: On aboutit au méme déterminant d’ordre deux. Dafi¢)\) est injectif si
et seulement siZ’(\) est surjectif. On a ainsi obtenu

Lemme 3.4 Si A # 0, Z()\) est bijectif si et seulement si
(p+1)sinA\r # +(p—1)sin\(7r —w), avec p=ay/a_. (3.4)

Ici w = /2 et cette valeur particuliere permet de montrer la praprs&ivante, qui
sera utile pour la décomposition de

Lemme 3.5Si i estiéel ety # 1, pourtout A\, Re A = 1, Z(\) estinversible.

DEMONSTRATION. En effet pour\ = 1 + i, la condition [3}4) s'écrit

—i(p+1) shym # £ (u—1) ch(nm/2),

dontla seule racine egt = 1, n = 0 (probleme de transmission trivial). [

3.4 Calcul des esidus

Pour analyser une solutiom du probleme[(T]1) au voisinage d’'un coin de transmission,
on se place dans le cadre du probléine] (3.3), auquel on appligtransformation de
Mellin. Pour cela, on se ramene a des espaces a pgidE) , voir Définition [31. On
remarque d’abord que, comme conséquence de l'inégiditdardy, les fonctions dans
H'(T") a support compact appartiennenfd (T') pour toute > 0.

On se fixe doncs > 0, que I'on pourra choisir aussi petit que I'on veut et donc,
uw € K}{T). Alors, par le Lemmé 33, appligué & et I, on obtient que pour tout
A, Re A = —¢, 4(\) est bien définie et on a, en posdnt= g :

VA Red=—¢, 2N\ a(N) =h()N).
On rappelle que
E=HYG)n {W e HYG_) x H*(Gy), ay Wi (2m) —a_W’(0) =0,
ay Wi(5)—a- W' (3)=0}

et que.Z()\) est inversible deE dans L?(@) si et seulement si la conditiof (B.4) est
vérifiee. On voit ainsi que I'on peut choisk > 0 assez petit pour queZ(\) soit
inversible pour tout\, Re A € [—¢,0).

Grace au Théoréenje 2.1, on va démontrer une estimatidhrsierse de £ (\) :
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Lemme 3.6 On suppose que.a_ # —1. Soit¢ € R. Alors il existern, et C dans
R, telles que

YV e B YA=E+in avecli| > o, V], < CIZO) Vi

DEMONSTRATION. On va I'obtenir par la méthode d’addition d’'une variabtegartant
de I'estimation a priori obtenue dans le Théordmg 2.1r pout v € HJ(S?), solution du
probléme[[T]1) avec second membre ddAi&?) :

+ flado_|

||vi||H2(I‘1 +) <C (||a’+AU+H + ||v||H1(I‘2)) (35)

L2(T2,4) L2(T,-)

avecl'; et I'; deux couronnes emboitées (par exempleest 'ensemble des points tels
quer € (277,27)). On prendv = xr*V , avec y a support dang’, et valant1 surI';
et par un calcul en coordonnées polaires on obtient:

lazAvlf , C (LX) Vell oy + IV

HY(G, In\))’
et

el o,y = € lIVe] — M|V

H2(Gy, HY(G, |n])’

les intégrales en- disparaissant par choix du support geet le terme ||V||Hl &1l
provenant des dérivees de. En utilisant [3p) et les deux inégalités precedendms
obtient:

IVellyaiy oy S G 1LVl + 2 V]

HY(G, |nl) *
Or ]
”V”Hl(G ) S 1 (- [ G T HVJrHHz(G+,\n|))'
Ainsi pour |n| assez grandc;lQHVHH1 a1 S€ majore par la moitié du membre de gauche
de l'avant-derniere estimation, ce qU| permet de prouxégrhme. [

Nous pouvons en déduire le

Théoreme 3.70n suppose que..a_ # —1. Soity € R tel que la conditior(B.4) soit
satisfaite sur la droiteRe A\ = 1 — ~ . Alors le probeme de transmissiow — p

arAwys = ps dans T,
wy —w_ =0 sur o'y Nor_, (3.6)
ayOywy —a_O,w_ =0 sur dl'y Nol'_,

induit un isomorphisme de

E,:=K!_(D)N(K2(-) x K2(T'y)) — K)(I).
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Son inversep — w est dong par la formule, c{B.2)

™

1 .
w(r,0) = Q_/R rLE+in) T g€ +in)dy, ol E=1—yetqg=rp. (3.7)

DEMONSTRATION. Si w € E, satisfait le probleme de transmissi¢n{3.6) ayee 0,
alors
VAeC, ReA=1—7, ZA\)wl)=0.

L'unicité provient alors de I'injectivité deZ’(\) sur la droiteRe A =1 — ~.
Appliquons le lemmg3}6 a la fonction (\) := Z(\)"'G(\) avecReA =& =1 —7:

V(D) Cll-Z(A) V(A

||H2(Gt,|ImA\) S ||L2(G)’

pour | Im A| > ny. Mais pour |Im \| < 7o, l'inversibilite de .Z()) et la continuité de
l'inverse par rapport @ permet aussi d’avoir I'estimation ci-dessus. D’ou:

. 2 ~ . 2
LIV 00,y A0 <€ [ N+

Le majorant est fini, catn, 0) — ¢(¢ +in) € L*(R x G) par le lemmé_3]3. Donc
(7,0) = V(¢ +in,0) € L*(R, H*(G2)),
et on conclut alors, toujours par le leming 3.3. [
Nous avons immédiatement les deux conséquences sisvaomie notre probleme de

transmission initial[(3]3):

Corollaire 3.8 Pour ¢ > 0 tel que la condition(8.4) soit satisfaite sur la droiteRe A =
—e, la solutionu du probEme(B:3)est telle queu appartientd K7, (') .

DEMONSTRATION. |l suffit d’appliquer le Théorémg 3.7 pour = 1 + ¢, car comme
le second membreg est L*(I') a support compact, il appartient &7, .. Comme u
est déja dansk’!(T"), elle coincide avec la solution € F;,. du probléme[(3]6) avec
second membre = g. [ |

Et grace au Lemme 3.5:

Corollaire 3.9 Il existe une unique solution, € E, au probEme de transmissiq@.3).

DEMONSTRATION. VU que la condition[(3]4) est satisfaite sur la droie A = 1, il
suffit cette fois-ci d’appliquer le Théoréme]3.7 pour= 0. n
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Il reste a comparen, et uy. Avec h = r?g, en prenant\ = —¢ — in comme

paramétrisation de la droitRe A\ = —¢ et A = 1 4 ¢n comme paramétrisation de la
droite Re A = 1, (B.7) donne:
1 .
a(r,0) = —— | / r*Z(N) " h(N) d),
2im ReA=—¢
1 ) (3.8)
et do(r,0) = — 1 r* Z(N) 7 h(N) d),

2w Re =1

avec h = r%g. On va maintenant expliquer pourquoi, comme il est clagsi&uthéorie
des problemes a coins, voji [2], la differenee- u, s’exprime comme une somme finie
de résidus d’une fonction méromorphe.

1. Le symbole.Z est polynomial en\ a valeurs dans I'espace des opérateurs bornés
de E dans L?(G) (voir début de la sectidn 3.3), donc analytique. Son irvvesgste sauf
en un ensemble deénombrable de points en vertu du Lemine 8.4equit du théoreme
analytique de Fredholm (et en remarquant que l'injection- L?*(G) est compacte) le
résultat suivant:

Théoreme 3.10L'inverse du symbole Mellil — £ ()\)~! est une fonction Bromorphe
sur C avaleurs dans I'espaci&(L2(G), E) des applications continues d&*(G) dans
E . De plus ses parties polaires sont de rang fini. L'ensembkedgbles est nd 6(¥),
qui est le spectre deZ .

2. La transformée de Mellin du second membre est analytique:

Lemme 3.11Avec h = r2g, ol g est ctfinie au @but de la sectioB.3, la fonction
est holomorphe valeurs dansL?(G) a l'intérieur de la bande—c < Re A < 1 pour
toute > 0.

DEMONSTRATION. |l suffit de montrer que

R dr
|10l <

En coupant I'intégrale en deux intégrales, de borbest 1, resp.1 et +oo, Oon majore
l'intégrale parc(HgHKo(F) + gl o0 (F)) , oU les deux normes sont bornées du fait gue
0 1+e

est dansL?(T") a support compact. [

On choisite telque §(£) N {—¢ < Re A < 0} soit vide. CommeZ(\)~! est
méromorphe eth()\) holomorphe, pour tout > 0 fixé, la fonction r*.2(\)~' h()\)
est méromorphe & valeurs dahs sur la bande—s < Re A < 1. L'ensembleG; (%)
défini par&(Z)N{—s < Re A < 1} estfini d’aprés le Lemmle 3.6 et le Théorerpes|3.10.
De plus par choix de

6071(3) = 6(3) N {0 < Re ) < 1}
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Soit ¢ un contour simple entourar®, ;(.#) et contenu dans-¢ < Re\ < 1. Parle
théoréme de Cauchy:

L PN ThA)d = Y Rés (N Th(N). (3.9)

2w e A=A
i ¢ Ao GGQJ(X) 0
Le Lemmd 36 et des estimations sur les transformées dén\delfmettant de montrer
e qu’on peut pousser le conto@ jusqu’au bord de labandes < Re A < 1,

e que les cotés horizontaux du rectangle infini ne contribpas a I'intégrale,
on déduit de[(3]8) la formule:

wp—u= Y Rés I L(A)h(N). (3.10)
Ao €60,1(Z) -

3.5 Deécomposition de la solution

Il reste & exploiter la formule ci-dessus: expliciter lésidus autant que faire ce peut et
retourner au probléme initial sue .

On étudie d’abord un peu plus en détail 'ensem8ig, (.£) . Il s’agit de trouver les
racines\ de I'equation

(p+1)sin\r = = (u—1) sin \(7 — w), (3.11)

contenues dans la bandke \ € [0, 1] . La valeur particuliére de I'angle = /2 permet
des calculs explicites aisés. Posdns A\x/2. Alors I'équation [3.I]1) devient

2(u+1) sintcost = +(u—1) sint.

D’ou les racinest = kr, correspondant & = 2k, k € Z, et 'equation résiduelle

-1
cost =1tp, avec p= =1 :
2[p+1]
Cette équation a les racines= arccos p + 2km et t = —arccos p + (2k — 1)7 lorsque

p < 1, etlesracines = 2kr £iargchp lorsquep > 1. D'autre partp > 1 si et
seulement si-3 < 1 < —1/3. Ceci permet immédiatement d’établir

Lemme 3.12 On suppose: < 0 et u # —1.
e Sip>—%oup< -3,

S01(L) ={0, M (p)} (3.12)

ol la fonction ), est croissante suf—3,0], avec A\;(—3) = 0 et X\(0) = %;
enfin A (;;) = Ai(p) .
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e Si 3<pu< -1,
’ &01(2) = {0, Lin(u)} (3.13)

ol la fonction 7(u) est positive, dcroissante sur(—1, —3], tend vers [infini
quandy — —1, n(—3) =0 ;enfin () = n(y) .

Pour \y € 6(.%), introduisons I'espace

Zh = {)\Ré§ .2 (A)"'G(A), G(X) holomorphe en\, }.
= A0
Un développement en série dé au voisinage de\, donne immédiatement que les élé-
ments deZ* ont la forme d’'une somme finie de termes et log?r ¢(#) . La formule
(B.10) se réécrit alors

Uy — U = Z Afié/\s Z, OU 2y, € 27, (3.14)
)\0660,1(_2”) -0

Tronguons pary la décomposition ci-dessus. On a dogye, € H?(Q+) et, commeyu
est par hypothése dang!(Q2), la somme desyz,, doit aussi appartenir &*(2). Vu
leur structure en-**, cela exige que chacun d’entre eux soit ddif§(2) . Pour )\, de
partie réeelle> 0, c’est toujours vrai. Par contre, 8ie \g = 0 sans que)\, soit nul, cela
implique quez,, = 0. Enfin, si \; = 0, cela implique quez,, soitune constante, donc
une fonction réguliere. C’est pourquoi I'on pose final@me

Ureg = X(0 — 20) € H*(),
et que [3.14) devient

Ureg — XU = E Rés z,, OU 2z, € VA (3.15)
A= o
M EB(Z), 0<Re A<1

Ceci, avec les précisions fournies par le Lenjme]3.12 péefimaéement d’obtenir:

Théoréme 3.13Soit u € H}(Q2) solution du probéme(L.]) avec second membrg €
L?(2) . Soit ¢ un coin de transmission (un coin d&_) et x une fonction de troncature
qui vaut 1 au voisinage de’. On posep = a/a_ et on suppose que < 0 et que

uw# —1. Alors:

e Sip>—%oup< -3,

XU = Ureg + C1XT 1 (0) (3.16)

ol la fonctionu,., € H'(Q)N (H?(Q_) x H*(Q4)) , 'exposant); est cfini dans
le LemmeB:12et la fonctiony, estdansH'(G) avecy; . € 2(G+).
e Si —3<u< —% ,
Yu+ € H*(Q4). (3.17)
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4 Conclusion et perspectives

Apres les théoremds P.1 [et 3.13, la question qui restdgrea est celle de I'existence
d’'une solution au problemé(].1).

Par le théoreme de Lax-Milgram, aprés multiplication pa nombre complexe bien
choisi, on montre facilement que le problénie](1.1) a ungusmisolution sia, /a_
n'appartient pas &_ . Cela permet de déduire que

Si l'opérateur A du probeme(.1) esta indicdl de H] () dans H~1(Q),
alors son indice est nul.

Il reste donc a savoir si 'opérateut est a indice. La méthode d’investigation en-
visagée est la construction d'une paramétrix (i.e. uerisg modulo un opérateur com-
pact). Une telle construction s’effectue par localisatiarseule difficulté restante étant
le voisinage de chaque coin de transmission intérieuaiude de la présence permanente
de podles du symboleZ(\)~! sur la droiteRe A = 0.

La conjecture est la suivante :

e Sipu> —% ou u < —3, 'opérateur A est a indice.

e Si -3<u< —% , 'opérateur A n’est pas a indice (car a image non fermée).

Ceci repose sur une analyse fine #4\)~! au voisinage de ses poles situés sur la
droite Re A = 0. Dans le premier cas, le seul pole dans cette situation est0 : il est
double, donnant un espacé’ engendré pail estlogr; 1 est une fonction réguliére
et le coefficient devantogr dans I'asymptotique est une forme linéaire continue sur
'espace des seconds membres (la dualité contre la fonctinstantel ), contrairement
a la situation du second cas.
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