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Chapitre 1
Introduction

Ce cours est une introduction & un chapitre important et relativement récent de ’ana-
lyse mathématique: la théorié de distributions. Cette théorie fut crée par Laurent Schwartz
entre 1944 et 1950 et elle a permis & son auteur de recevoir la médaille Fields (équivalent
du prix Nobel pour les mathématiques) en 1950. Nous allons également donner quelques
applications de la théorie de distributions aux équations de la physique mathématique. Ces
équations ont constitué 'une de motivations principales de développement de la théorie de
Laurent Schwartz. Malheureusement les quatorze cours qui sont a notre disposition ne nous
permettent pas d’avancer d’une facon significative dans ’étude des équations de la physique
mathématique (ou équations aux dérivées partielles). Nous nous contenterons donc de cal-
culer les solutions fondamentales de quelques opérateurs différentiels et d’étudier une classe
d’espace de distributions qui intervient d’une maniére essentielle dans la théorie moderne
des équations aux dérivées partielles : les espaces de Sobolev. L’utilisation systématique
de ces notions dans I'étude fine d’équations aux dérivées partielles fera 1’objet d’un cours

spécialisé au deuxiéme semestre.

Comme la plupart de grandes théories scientifiques, la théorie de distributions est
construite sur des bases provenant de travaux effectués par de nombreux chercheurs. Dé-
crivons briévement, en suivant l'introduction de la monographie [5] et le livre de mémoires
[6] de Laurent Schwartz, l'influence du calcul symbolique de Heaviside et de la théorie de

solutions faibles des équations aux dérivées partielles (théorie due a Leray et a Sobolev).

Dans son calcul symbolique Heaviside a introduit en 1894 la fonction qu’il appela "I’éche-
lon unité" et qu’on appelle couramment aujourd’hui fonction de Heaviside. Il s’agit tout
simplement de la fonction indicatrice de I'intervalle [0,00[, notée par H. Si I'on cherche la
dérivée de cette fonction, on voit qu’elle n’en posséde pas a l'origine. Cela n’empéche pas

Heaviside de définir la dérivée H' de H, qu’il appela "impulsion unité", en tout point de R
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par

0 si x#0
00 si x=0

L’objet H’ défini ci-dessus ne peut pas étre une fonction usuelle. D’un coté, comme H' est

nulle presque partout, on devrait avoir
A
/ H'(z)dx =0 V A €]0,00].
—A

D’autre part

/A H'(z)dz = H(A) — H(-A) =1 vV A €]0,00].
—A

La "fonction" H' a été réintroduite par Dirac en 1926 pour les besoins de la physique
quantique et on I’a appelée couramment fonction de Dirac, en la notant par §. Le fait que
cette fonction n’ait pas une définition mathématique rigoureuse n’a pas empéché Heaviside,
Dirac et d’autres d’obtenir de résultats corrects en manipulant la "fonction" § ainsi que
ses dérivées. La théorie de Laurent Schwartz donne un cadre permettant de rendre ce
type d’opérations rigoureux en introduisant de nouveaux objets, qui généralise la notion de
fonction. Il s’agit de distributions. Dans cette théorie la "fonction" de Dirac devient une
distribution appelée masse de Dirac. Les distributions (dont la masse de Dirac) ont une
propriété remarquable: elles sont toutes indéfiniment dérivables (dans un sens que nous
allons préciser). Elles ont également d’autres caractéristiques "de réve". Par exemple, la
dérivation est une opération continue dans l'espace de distributions.

Une autre motivation pour l'introduction de distributions a été la nécessité de définir
des solutions non réguliéres ou "faibles" pour certaines équations aux dérivées partielles.
Un exemple célebre d’existence de telles solutions a été donné par Leray dans sa construc-
tion de solutions "turbulentes" des équations de Navier-Stokes (équations qui modélisent le
mouvement d'un fluide visqueux). Nous nous contenterons dans cette introduction d’argu-
menter la nécessité de solutions faibles sur un exemple plus simple: I’équation d’une corde
vibrante de longueur infinie. Il s’agit de I’équation aux dérivées partielles

0%w 0%w

—(l',t) — CQw

s (24) =0, T €R, t>0, (0.1)

dont I'inconnue, la fonction w, modélise le déplacement vertical a 'instant ¢ de la particule
d’abscisse x et ot ¢ > 0 est une constante modélisant la vitesse de propagation des ondes
dans la corde. L’équation (0.1) est une de rares équations aux dérivées partielles dont on

peut calculer toutes les solutions. En effet, posons

E=x+ct, n=1a—ct,



ce qui équivaut a
1

=€+, b= (€ n).

On définit la fonction
1 1
v(€n) = w (§(£+n),2—c(£—n)) VEneR.

Un calcul simple utilisant (0.1) montre que

82
DEdn

(&m) =0 vEneR

On obtient donc que

v(€n) = f(n)+g() VEn eR,

ot f,g : R— R sont deux fonctions de classe C? arbitraires. On déduit que la solutions

générale de (0.1) est
w(z,t) = f(x —ct) + g(x + ct) VateR. (0.2)

La formule (0.2) a été déduite pour la premiére fois par d’Alembert en 1747. Une question
importante est la résolution du probléme de Cauchy associé a (0.1). Il s’agit de déterminer

la solution de (0.1) satisfaisant les conditions initiales

ow

w(z,0) = wy(z), Fr

—(2,0) = wy(2) VzeR, (0.3)

ou la fonction wy (resp. la fonction wy) est donnée et représente la position (resp. la vitesse)
initiale de la particule d’abscisse x. Il faut donc déterminer les fonctions f et g a partir des

conditions
f(z) + g(x) = wo(x), —cf'(x) + cg'(z) = wi(2).

Dérivant la premiére égalité, on est conduit & un systéme algébrique pour f’ et ¢’ dont la

résolution donne

@) = Juh(a) - s (@),
¢(x) = Juh(a) + 5own(2)

En intégrant le deux égalités ci-dessus on obtient

1 1
f(.l’) = §w0 — 2_0 ’lUl dS + a,
1 1

g(x):§w0 + w1 s)ds + b,

2 J,
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avec a, b et xg trois constantes réelles. Mais ces constantes ne sont pas indépendantes. En
effet, en utilisant 'égalité f(z) + g(z) = wo(x) on obtient que b = —a. Ainsi on obtient

+ 1 zr—ct + 1 T+ct
w(w,t) = [M_Q_c/ wl(s)ds+a] + [M—I—Q—C/ wl(s)ds—a] ,

zo

d’ou on déduit la relation, dite formule de d’Alembert,

w(z,t) = wi(s)ds. (0.4)

wo(x + ct) + wo(x — ct) N 1 /““

2 2C Jpct
La formule ci-dessus semble en réalité avoir été obtenue la premiére fois par Euler en 1748 et
elle donne la solution explicite du probléme de Cauchy pour ’équation d’une corde vibrante.
En analysant la méthode que nous avons utilisé, il est clair qu’elle fonctionne seulement si
les données initiales wy et w; sont des fonctions suffisamment réguliéres (C? par exemple).
Néanmoins la formule a toujours un sens si les fonctions wy et w; sont seulement intégrables.
De plus, du point de vu de la physique il n’existe pas de raisons pour se restreindre & une
déformation ou a un profil de vitesses a l'instant ¢ = 0 qui soit le graphe d’une fonction
dérivable. Il est donc naturel de se poser la question: peut-on interpréter la fonction w de
(0.4) comme une solution de I’équation des ondes si, par exemple, wy et w; sont seulement
des fonctions continues? La réponse a cette question nécessite la généralisation de la notion
de dérivation et elle devient assez simple dans le cadre de la théorie de distributions.

Décrivons briévement la structure de ces notes de cours.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux rappels et compléments de calcul différentiel
et de calcul intégral. Nous avons rangé dans la rubrique "rappels" des résultats qui ont
théoriquement étés vus en licence. Néanmoins nous donnons la preuve compléte de certains
résultats de ce type comme la formule de Taylor avec le reste sous forme d’intégrale et le
théoréme de Lebesgue sur la dérivation des intégrales dépendant de paramétres. La partie
"compléments" de ce deuxiéme chapitre contient de résultats d’existence de fonctions de
classe C*° ainsi que des propriétés trés importantes de la convolution de fonctions.

Le troisieme chapitre contient les bases de la théorie de distributions: la définition de
distributions, leur dérivation, la formule de sauts, I'introduction de la notion de solution
fondamentale d’un opérateur différentiel.

Le quatriéme chapitre est consacré a la transformation de Fourier, aux espaces de So-
bolev et a leurs applications dans I’étude des équations aux dérivées partielles.

Ce cours a été largement inspiré par le cours de I’Ecole Polytechnique publié par J.M.
Bony [1] et par les notes manuscrites de D. Barlet qui a enseigné avant moi ce cours a

Nancy.



Chapitre 2

Rappels et compléments sur le calcul

différentiel et sur 'intégrale de Lebesgue

2.1 Rappels de calcul différentiel

Nous rappelons dans cette section plusieurs notions et résultats du cours de Calcul Dif-
férentiel de licence. Pour la plupart de résultats de cette section, nous donnons les preuves.
Soit n un entier naturel. On notera par (-,-) (respectivement par || - ||) le produit scalaire
euclidien (respectivement la norme euclidienne) dans R". Si f est une fonction réelle, dé-

finie dans un voisinage de 0, nous allons utiliser la notation classique f(t) = o(t),t — 0 si
0

t—0,t#£0 ¢

R™ dans R™. Muni de la norme

= 0. Nous notons par L(R",R™) I'espace vectoriel des applications linéaires

1Tl e rmy = sup [[T]], VT e LR"R™),

llzll<1

cet espace devient un espace de Banach. L’espace L£(R",R) est noté par (R™)". Ses éléments
sont appelés formes linéaires sur R™. Il est bien connu (on peut voir ce résultat comme un
cas particulier du théoréme de représentation de Riesz) que, pour tout [ € (R™)" il existe
un unique a € R" tel que

l(z) = (a,x) VreR"
Soit 2 un sous-ensemble ouvert de R”™.
Définition 2.1.1. La fonction f : {2 — R™ est dite différentiable en = € 2 §’il existe un
¢lément f'(z) € L(R™,R™) tel que

If(z +h) = f(z) = f(z)h] = o(l|hl]), h— 0.

La notion de fonction différentiable est étroitement liée & la notion de dérivée partielle,

définie ci-dessous.
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Définition 2.1.2. Soit f : 2 — R et soit zy € 2. Soit eq,...,e, la base canonique de R"

et notons 1, ...,r, les coordonnées dans cette base. Si la limite
) To +te;) — flx
t—0, t£0 t

existe alors on dit que f admet une dérivée partielle par rapport a x; en o et on note

lim f(wo + tej) — f(wo) _ of (o).

0, t£0 t 0z,

Le vecteur Z 5 (xo)e; est appelé gradient de f en x( et il est noté par V f(xz)
L

Lemme 2. 1 3 St f 1 Q — R et différentiable en x¢ alors f admet une dérivée partielle par
rapport a xj en xg et

of

gu @) = flan)les)  Vie{l2..ak (1.1)

De plus on a
£ (@o)v = (V f(z0),v) Vo e R (1.2)

Preuve. D’aprés la définition d’une fonction différentiable en xq on a

f(zo +tej) — f(wo) = f'(w0)(te;) + o(t),
qui implique clairement (1.1). La relation (1.2) découle ensuite de la définition de V f(x).
|
Exemple 2.1.4. Le résultat du Lemme 2.1.3 montre qu’une fonction dérivable dans un
point admet de dérivées partielles par rapport a zi,...,r, en ce point. La fait que la
réciproque de cette affirmation soit fausse découle de I'exemple suivant. Posons

ﬂ%wz{o syt A0

a: .
ﬁ S1 .T:y:O

Il est facile de vérifier que ﬂ(O 0) = 8f ,(0,0) = 0. Par ailleurs _1}1&517& f(tt) = %, donc les
dérivées partielles de f n’est pas contmue en 0.
Théoréme 2.1.5. Soit Q) un ouvert de R" et soit f : Q2 — R. Alors les affirmations suivantes
sont équivalentes
1. La fonction f est différentiable en chaque point de Q et Uapplication f'(+) : @ — (R")"
donnée par x — f'(x) est continue sur Q.
2. La fonction f admet en chaque point de ) une dérivée partielle par rapport a x;, j €
{1,...,n}, et les fonctions
af

Q—-R, J 1,...
8;5] - ]6{7 7n}7

sont continues sur 2.
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Preuve. Compte tenu du Lemme 2.1.3, il suffit de prouver que la deuxiéme affirmation
implique la premiére. Posons © = x4+ E?Zl tje;, ol eq,ea, . .. e, sont les éléments de la base

canonique de R" et t1,to,...t, € R; on a

n

k k—1
fa) = flzo) = |f <x0+2tjej) —f <x0+2tjej>] : (1.3)
k=1 j=1 j=1
Mais, pour tout k& € {1,...,n}, la fonction d’une variable réelle
k—1
uef (Io + thej +U€k> s
j=1

est de classe C'! prés de zéro; on a donc

k k—1 1 k—1
of
f <ZEO + ;tj€j> — f <ZL‘0 + ;tj6j> = tk/o a—xk (I’O + Z tjej + htk€k> dh. (14)

j=1

D’aprés (1.3) et (1.4) on a

n 1 8f k—1
f(@) = flwo) = ;tk/() . (xo + ;tjej + htkek> dh. (1.5)

Posons ) o - o
Ek(l’) = . 8—% To + jzltjej + htkek - %(l’o) dh.

La relation (1.5) implique que
f(@) = f(zo) = (V[f(z0),x — x0) = Ztk@e(l’)- (1.6)
k=1

Par ailleurs, la continuité de % montre que

lim e(x) =0 VEke{l,...n}

T — 0

En utilisant la relation ci-dessus, ainsi que (1.6) et le fait que |tx| < ||z — x¢|| on obtient la
conclusion du théoréme. [ |
Définition 2.1.6. Une fonction f : Q — R est dite de classe C! sur € si f satisfait aux
conditions équivalentes du Théoréme 2.1.5. On notera f € C''(Q).

Rappelons également ici (sans donner la preuve) un autre résultat classique.
Proposition 2.1.7. Supposons que I est un intervalle ouvert de R et que f est continue
dans I et différentiable en dehors d’un point xo € I . Stz € F et lim f'(x) = a € R alors

T—xo

[/ (xo) existe et on a f'(xy) = a.
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Nous introduisons maintenant quelques notations qui seront souvent utilisées dans la
suite de ce cours.
Siz € R" on note x = (xy,...,2,). Un élément a = (aq,...,a,) € N” est dit un multi-

indice. Nous allons également noter:

SiaeN" g < aon note

Sif:Q—RetaeN"on note

gl g g
Ox ... 0xon Ozt Owon (7).

0°f = (1.7)

De plus on dira que oo = 1; si o; = 0 pour 7 # j et o; = 1.
Définition 2.1.8. Soit Q un ouvert de R” et k& € N. On dira que f € C*(Q) si une des
conditions ci-dessous est satisfaite :

— k=0et f est continue sur 2.

— k> 1et f admet des dérivées partlelles -, j €{1,...,n} qui sont dans C*~1(Q).
On dit que f € C>(Q) si f € C*(Q), pour tout k: e N.

Rappelons également un résultat classique, qu’on donne ici sans preuve.

Lemme 2.1.9. (Schwarz) Si f € C?*(Q) alors

o’f O*f
(9xi8xj N &Uj&:ci’

Vije{l,...n}

Une conséquence importante du Lemme 2.1.9 est que, si f € C*(Q), I’ordre dans lequel

on effectue les dérivations dans (1.7) est indifférent.

Exemple 2.1.10. Soit P un polynoéme et la fonction

0 si <0
f(a:): 1 _1 .
P(;)ex si x>0

Il est claire que f est continue sur R. Par ailleurs la dérivée pour x # 0 est de la méme forme
p(iy—p/(L . ..

que f, ot I'on remplace P (%) par w Par conséquent, en appliquant la Proposition

2.1.7, on déduit que f est dérivable sur R et que f/'(0) = 0. Par récurrence on déduit que f

est de classe C* sur R et que f™(0) = 0 pour tout n € N.
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Théoréme 2.1.11. (Formule de Taylor) Soit Q un ouvert de R™, soit m € N et soit
f e C™(Q). Soient z,y € Q tels que x + ty € Q, pour tout t € [0,1]. Alors on a

faty) = %Taaf(x)+(m+1) S %/ (1— 0" f(x +ty)dt.  (L8)
lal<m 70

Preuve. On utilise la récurrence sur m.

Pour m = 0 la conclusion (1.8) devient

flz+y) = +Zy]/ B, (2 + ty)dt. (1.9)

Pour démontrer (1.9) on considére la fonction g : [0,1] — R" définie par

g(t) = f(z +ty), Vitelo]l]. (1.10)
Il est claire que g € C*(]0,1]) et que
't):Zyja—(x—i—ty). (1.11)
T
En utilisant (1.10), (1.11) et la relation
1
| gt = g1) - g00),
0
on obtient (1.9). Nous avons donc vérifié (1.8) pour m =0
Supposons que (1.8) a lieu pour m < k — 1, donc, en particulier, que
flx+y) = Z v =0 f +kzz / HE1OY f (2 + ty)dt. (1.12)
e ! 1=k
Une intégration par parties donne
1 1 n
k:/ (1—t)'f—lmf(x+ty)dt:mf(a:)+/ (L= "> " y;0;07 f(w + ty)dt.
0 0 j=1
En multipliant les deux membres de 1’égalité ci-dessus par 7 et en sommant avec lv| = k
on obtient
/ )L f(x + ty)dt =
|7| k!
Zy_, - ycﬁ/ (1= 0)%0° f(z + ty)dt, (1.13)
=k |8|=k+1
ou
- 1 . B+l
T MR 1
i=1, B;>1 (6 —1)! 5 i=1, 3;>1 ﬁ'
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Les relations (1.12)-(1.14) impliquent que (1.8) a lieu pour m = k. [

Ce théoréme est souvent utile sous la forme suivante, qui donne, pour x fixé et ||yl
petite, une approximation de f(z + y) par un polynome de degré inférieur ou égal a k.
Corollaire 2.1.12. Soit Q C R™ un ouvert, soit f € C™H(Q) et soit K un compact de €.
Soient xy € K tels que [z,x +y| C K. Alors il existe une constante C' = C(K,m,f) telle
que

fle+y) = Y S0 f@)| < Cllyl™.
lo|<m

Une autre conséquence trés utile du Théorémes 2.1.11 est le Corollaire suivant, dont la
preuve est proposée comme exercice au lecteur.
Corollaire 2.1.13. Si f € C*(B) ou B ={z € R" | ||z| < 1} alors il existe fi,...,fn €
C*=1(B) telles que

9°9;f(0)

0°f;(0) = ————= 0% f;| < 0”0, Vi=1
f]() ].+|Oé|7 igg‘ fJ’_ilelg’ Jf|7 .] 7n7

et

flz) = f(0) = ijfj(x).

2.2 Existence des fonctions de classe O
Si 2 C R" est un ensemble ouvert nous rappelons que
C(Q) = M=o CF(Q).

Définition 2.2.1. Si u € C(Q2) alors le support de u, noté par supp(u) est défini comme
I'adhérence dans €2 de I'ensemble {z € Q|u(z) # 0}. Autrement dit supp (u) et le plus petit

sous-ensemble fermé de € tel que u = 0 dans Q \ supp (u).

Remarque 2.2.1. Si x € supp (u) alors il existe une suite (x,) C  telle que u(z,) # 0, Vn €
N et lim,,_o x, = .

L’objectif de cette section est de construire des fonctions de classe C'*° a support compact
ou ayant d’autre propriétés leur permettant, en particulier, de séparer deux fermés disjoints.
Ces fonctions seront utilisées dans les techniques de convolution et de régularisation de

fonctions et de distributions.

Définition 2.2.2. Si & € N U {co} l'espace CF(Q) est formée par toutes les fonctions
u € C*(Q) ayant comme support un sous-ensemble compact de . Les éléments de C5°(€2),

noté dans la suite par D(2), sont dits fonctions test (ou fonctions d’essai).
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Toute fonction u € CF(Q) peut étre étendue a une fonction de CF(R™). On peut donc
voir C¥(£2) comme un sous-espace de C¥(R"). Si M C R" est un ouvert alors on peut définir
C¥(M) comme I'ensembles des éléments de CF(R™) ayant le support contenu dans M.
Lemme 2.2.3. [l existe une fonction ¢ € D(R") telle que ¢(0) > 0 et ¢p(x) > 0 pour tout
r e R".

Preuve. On a vu dans I'Exemple 2.1.10 que la fonction

ﬂﬂ:{o si th,

si t>0

e

est de classe C™ sur R. On en déduit que la fonction

$la) = f (1 - [l=[),

a les propriétés demandées. [ |

Par translation et changement d’échelle on obtient que, pour tout ¢ > 0, la fonction

x—>q§<x_5mo)7

est positive sur R, strictement positive en xy et a support dans la boule de rayon ¢ centrée en

xg. L’existence d’'une telle fonction permet, en particulier, de prouver un résultat classique,

qui est utilisé dans le calcul des variations.

Théoréme 2.2.4. Si f.g € C(Q) et

/ fodr = / godz, V¢ € D(Q), (2.15)
Q Q

alors f = g.
Preuve. Si h = f — g alors

/hmm_o, YV ¢ € D(Q). (2.16)
Q

En prenant les parties réelles et imaginaires on peut supposer que h est a valeurs réels et
que (2.16) a lieu pour tout ¢ € D(Q), avec ¢ a valeurs réels. Si h(zg) # 0 alors on peut
choisir ¢ € D(Q2) avec ¢(xg) > 0, & support dans un voisinage de xg et telle que ¢h ait un
signe constant. Cela contredit (2.16), donc h = 0 dans (. |

Lemme 2.2.5. I existe une fonction croissante § € C°(R) telle que
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Preuve. On a vu dans 'Exemple 2.1.10 que la fonction

f<x>={°1 el

ez si x>0

est de classe C sur R. De plus nous avons évidemment que supp(f) = [0,00[ et 0 <
f(z) <1 pour tout x € R. Définissons alors g(z) = f(x)f(1 —z) et G(z ) NG )dt On
a0 < g(z) <1pour z € R et et supp(g) C [0,1]. De plus g # 0 car g(3) = [f (3 )}

La fonction 0(x) = gg; est donc de classe O sur R, elle est croissante et elle vérifie les

conditions

Proposition 2.2.6. Soient a < ¢ < d < b des réels. Alors il existe p € D(R) telle que
1. p(z) = 1 pour tout x €]c,d[;

2. supp(p) Cla,b[;
3. 0 < p(z) <1 pour tout z € R.

c—a b—d

Lemme 2.2.5. On vérifie aisément que p convient. ]

— h—
Preuve. Posons p(z) = 0 (x a) 0 ( :c)’ ol # est la fonction construite dans le

Corollaire 2.2.7. Soient 0 < r < R et n € N*. Il existe p € C*> (R") telle que p(x) =1 si
|z|| < r et p(z) =0 si||z|| > R.
Preuve. On peut prendre p(x) = p(||z||*) ou p a été construite a la Proposition 2.2.6

avec

—a=b=R?> et —c=d=1r%

|
Pour x € R" et p > 0 on note par B(z,p) la boule de centre x et rayon p. Si K est un

compact de R" et € > 0, on note
K.=K+ B(0e) = | ] B(ze).
zeK

Proposition 2.2.8. Soit K un compact de R™. Alors, pour tout € > 0, il existe ¢ € D(Ky.)
telle que l'on ait ¢ =1 dans K. et 0 < ¢(z) < 1 pour tout x € R™.

Preuve. Par compacité il existe x1,...,z, € K tels que

— b 4e
<l Blaj,=)-
j=1
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D’apreés le Corollaire 2.2.7, pour chaque j € {1,...,p} il existe une fonction ¢, € D (B (x],%))
telle que ¢;(z) > 0 pour tout = € R" et ¢; = 1 sur B (z;,%). Soit o(z) = Ejvzl ¢j(x). 1l

p
est claire que ¢(x) > 1 pour tout = € U B(z;,e). Par ailleurs, compte tenu du fait que
j=1

P 5e
U B(ZIZ'],E) C Kga,
j=1

on a que ¢ € D(Ky.). Soit # € C°(R) la fonction construite dans le Lemme 2.2.5. La
fonction ¢(z) =0 (5@)) convient. u
Corollaire 2.2.9. Soient Ky et Ky deux compacts disjoints de ['ouvert  C R™. Alors il
existe une fonction ¢ € D(Q) telle que

1 st x € Ky
-1 s ze K,

et |o(z)| <1 pour tout x € €.

Preuve. Soient Uy et Uy deux ouverts de () tels que
Ky CcU, KyCU, UnNU;=10.
D’aprés la proposition 2.2.8 il existe 1,9 € D(2), telles que
v; =1 dans K;, ¢; € D(U;), i€ {1,2},
et
0<wi(zr) <1, i€ {12}

La fonction ¢ définie par

p(r) = p1(x) — pa(x) Ve,

a clairement les propriétés requises. [ |

2.3 Partition de 'unité.

L’objectif de cette section est la construction de fonctions C* & support compact per-
mettant d’obtenir de propriétés globales de fonctions ou de distributions, en étudiant leur
propriétés locales.

Proposition 2.3.1. Soit K un compact de R" et soit (U;) N} des ouverts recouvrant

jell,...,

K. Alors il existe des compacts (K;) Ny tels que K; C Uy, pour tout j € {1,....N} et

je{lo,

K =ULK;. (3.17)
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Preuve. Pour chaque x € K soit r, > 0 tel que B (z,r;) C m U;. Alors on a

ZTEU]'
M
K C U B (z,r;) et donc il existe xy,...,xp € K tels que K C UB(:vi,rm). Posons
zeK i=1
K;=K ﬂ U B (x;,rs,) | . Alors K; est, par définition, un compact contenu dans

B(zi,rz; ) CU;

K. 11 vérifie au(ssi lé;)corjldition K; C U;. 1l reste donc a vérifier que 'on a bien (3.17). Soit
donc z € K. Il existe alors ¢ € {1,...,M} tel que © € B (x;,r,,). Par ailleurs il existe
jo €{1,...,N} tel que z; € Uy, donc B (;,72,) C Uj,. On déduit que z € Kj,. u

Le résultat ci-dessous donne l'existence de la "partition de I'unité", dans le cas simple de
recouvrements finis d’'un compact. Pour de résultats similaires dans de cas plus compliqués,
le lecteur peut consulter, par exemple, |7, p.12].
Théoréme 2.3.2 (Partition de 'unité). Soit K un compact de R" et supposons K C

Uj.vzl U;, ou les ensembles U; sont des ouverts de R™. Alors il existe (¢;) Ny telles que

je{1,...,
¢; € D(U;), 0 < ¢; <1, pour tout j € {1,...,N} et avec Zf\il ¢; =1 au voisinage de K.

Définition 2.3.3. Dans les conditions du Théoréme 2.3.2 la collection (¢;) n} s’appelle

€{1,...,
une partition de 'unité subordonnée au recouvrement (U;) “

Preuve du Théoréme 2.3.2. Compte tenu de la Proposition 2.3.1 il existe des compacts
(Kj)je{1 77777 Ny tels que K; C Uj, pour tout j € {1,...,N} et K = UY K;. De plus en
appliquant la Proposition 2.2.8 on déduit que, pour chaque j € {1,... N}, il existe ¢; €
D(U;) telles que ¢;(x) € [0,1], pour tout € R™ et ¢;(z) =1 si € K;. Soit

V:{erUj Z¢j(x)>o}.

Alorsona K C V et V est un ouvert. D’aprés la Proposition 2.2.8 on peut trouver n € D(V)

telle que n(x) € [0,1] pour tout x € R™ et n = 1 sur un ouvert W tel que K C W C V.

Posons

(0 '
(1—=mn)+ chvzl (7

On a alors ¢; € D(U;) car le dénominateur de I'expression au deuxiéme membre de (3.18)

b = (3.18)

est strictement positif sur V' et il vaut 1 hors de V. Comme 7 = 1 sur W, la relation (3.18)
implique que Zjvzl ¢; =1sur W. |
2.4 Quelques rappels sur l'intégrale de Lebesgue

Le but de cette section est de rappeler quelques résultats de la théorie de 'intégrale de

Lebesgue. Nous donnons les preuves complétes de deux résultats: le théoréme de Lebesgue
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sur la dérivabilité des intégrales dépendant d’un parametre et d’un résultat permettant de
définir le support d’une fonction L] . Nous énongons sans preuve le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, le théoréme de Tonelli et le Théoréme de Fubini.

Si 2 est un ouvert ou un fermé de R™ et p > 1 on désigne par L?(2) I'espace des fonctions

de puissance p intégrable & valeurs dans R. On admet que LP(€2), muni de la norme

1l = { / |f<x>|pdx] !

est un espace de Banach (voir [2, p.57]). Si p > 1 on désigne par LI

loc

(Q) D'espace des
fonctions f telles que f € LP(K), pour tout compact K de 2. Les fonctions de L{ (£2) sont
dites localement intégrables dans €2. La notion de support d’une fonction a été déja définie
pour des fonctions continues. Le résultat ci-dessous permet la généralisation de cette notion

pour des fonctions localement intégrables.

Lemme 2.4.1. Si f € L{ .(Q) alors il existe un plus grand ouvert V de ) tel que l'on ait
f|V = 0 presque partout dans V.

Preuve. Considérons, dans un premier temps, une famille dénombrable (W), en d’ouverts
de Q vérifiant f|y, = 0 presque partout sur W;, pour chaque j € N. Montrons que si I'on
pose

w=Jw;
jEN
on a encore f|y = 0 presque partout sur W. En effet, soit E; C W, de mesure nulle telle
que l'on ait

flwpe, = 0.

Alors F = UjeN E; est de mesure nulle et £ C W. On a alors f|y\g = 0, donc flw = 0
presque partout sur W.

Considérons maintenant les boules ouvertes B(g,r) C Q avec ¢ € Q"N Q et r € Q.
C’est une famille dénombrable d’ouverts de Q (car Q" et Q™ sont dénombrables). Nous
allons prouver que

v="J Bl
f1B(q,n=0 p-p.
est le plus grand ouvert de 2 tel que f|y, = 0 presque partout. En effet, V' est une réunion
dénombrable d’ouverts sur lesquels f est nulle presque partout. On a donc f|y = 0 presque
partout dans V. Soit W un ouvert de ) tel que f|ly = 0 presque partout sur W. On a
alors W = UB(W)CW B(q,r) car Q" est dense dans R™. Pour chaque couple (g,r) tel que
B(q,r) C W on a f|p(y = 0 puisque f|w = 0 presque partout sur W. Donc pour chaque
tel couple (q,r) on a B(g,r) CV et donc W C V. [ |
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Définition 2.4.2. Soit Q un ouvert de R" et f € Li (2). On appellera support essentiel
de f le fermé Q \ V de © ou V est le plus grand ouvert V' de Q tel que 'on ait fjy = 0
presque partout dans V.

Nous rappelons un résultat trés important.

Théoréme 2.4.3 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (f,) une
suite de fonctions de L*(S2), avec 0 un ouvert de R™. On suppose que :

— fu(z) = f(x) presque partout sur €2,

— il existe une fonction g € LY(Q) telle que, pour chaque n, |f,(z)| < g(x) presque

partout sur 2.
Alors f e L'(Q) et || fo — fllzr) = 0.

Le résultat ci-dessous permet la dérivation des intégrales dépendant d’un paramétre.
Comme il sera utiliser plusieurs fois dans ce cours, nous donnons la preuve compléte.
Théoréme 2.4.4 (Lebesgue). Soit Q C R" un ouvert, soit f : RP x Q@ —R et soit k € N.
Supposons que

— La fonction f, : Q— R définie par f,(\) = f(x,\) est dans C*(Q) pour tout x € RP

fixé.

— Pour tout a € N™ tel que |a| <k on a

Sup |0° (V)] < wal),
ot w, € L*(RP).
Alors la fonction g(A) = [go f(x,\)dz est une fonction de C*(Q) et, pour tout X € Q, on a
0% (\) = - oY f(z,\)dz, VaeN' |a] <k.
Preuve. Commencons par traiter le cas k = 0. Il s’agit alors seulement de prouver la

continuité de la fonction g sur €. Si A\g, A € Q on a

guy—m%>:/‘U@A»—ﬂa%n¢n

RP

D’aprés les hypothéses on a

lim [f(z)) = fz M) =0 Vo R,

et il existe wy € L' (IRP) telle que
|f(x,A) — f(z,N0)] < 2wo(x) V (z,)) € RP x Q.

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 2.4.3) donne alors que

Alijgo (g(A) = g(Xo)) = 0.
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Traitons maintenant le cas £ = 1. On veut montrer que % existe et est une fonction
J

continue sur € pour chaque j € {1,...,n}. Si e; est le j-éme élément de la base canonique
deR", he Ret A€ Qona

s+ hes) =g = [ (@A) = fla) da

=n/ o f(m)\+0he])d

avec 0 = 0(z,\,h) €]0,1]. Alors

of of of
o0+ hey) = o) < [ S w0 h/ [ax( At Bhey) = (@) da

D’aprés 'hypotheése, pour chaque j € {1,... n}, on a

h—0

lim [a—f(:c A+ Ohe;) — of (:c,)\)] =0 VareR?,

Lj

et il existe w; € L' (R?) telle que

o (x,\+ Ohej) — g)”i (a:,)\)‘ < 2w;(z) V (z,A) € RP x Q.
Donc d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 2.4.3) on aura
: gA+he;) —g(A) [ Of _
hllg,rfll;éo [ h R O\ oy, A de | =0,
ce qui prouve que 86/\ existe en chaque point de {2 et est donnée par
dg af
—(A A)dz.
aA-< )= o O o, @A)

Le résultat du cas k = 0 donne la continuité de 2, donc g € C'(Q). Cela achéve la preuve
du cas k = 1.

Un moment de réflexion convaincra le lecteur que le cas k > 2 s’en déduise immédiate-

8)\’

ment (y compris k = 00). u
Soit €2y € R™, 3 C R™ des ouverts et soit F' : 21 x )y — C une fonction mesurable.
Nous allons également utiliser deux autres résultats classiques vus dans le cours d’intégra-
tion.
Théoréme 2.4.5 (Tonelli). On suppose que
|F(x,y)|dy < oo pour presque tout z € €
Qo

et que
/ de [ |F(z,y)|dy < oo.
o Qo

Alors F € L' (9 x Q»).
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Théoréme 2.4.6 (Fubini). On suppose que F € L*(Q x Q).

Alors on a que F(x,y) € Ly(Q) , pour presque tout © € Qy, et que sz F(z,y)dy €
LY (Q4). De méme on a que F(x,y) € LL(Qy), pour presque touty € Qy, et que le F(z,y)dx €
L, (). De plus on a

/ dx/ F(x,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:/ F(z,y)dzdy.
Q1 Qo Q2 951 Q1 %09

Nous admettons également le résultat de densité suivant :

Théoréme 2.4.7. Sip > 1 alors Uespace Cy(Q2) est dense dans LP(2).

2.5 Convolution et régularisation

Commencons par rappeler un théoréme du cours d’intégration.

Théoréme 2.5.1. Soient f et g deuz fonctions de L' (R™). Alors on a
~ Pour presque tout x € R, l’application y— f(x —y)g(y) est dans L' (R™).
~ Si Uon pose (f x g)(x) = Jgn f(x —y)g(y)dy alors f+ge L' (R") et

1 * gllor@ny < f1or@myllgllzrgn)-

— supp(f * g) C supp(f) + supp(g)
— Sile support de f ou de g est un ensemble compact alors supp (fxg) C supp(f) + supp(g)

Preuve. Sur R™ x R™ on définit la fonction F(z,y) = f(z — y)g(y). Pour presque tout
y € R"on a

/ F(ay)|dz = |g(y)] / @ —p)lde = | fllzsgmlg(y)] < o0
. .

v [ IF@alde = 1l

D’aprés le théoréme de Tonelli (Théoréme 2.4.5) on déduit que F € L'Y(R™ x R"). En

appliquant le Théoréme de Fubini on obtient que

et que

g”Ll Rn)

/ |F'(z,y)|dy < oo presque partout sur R"

/!(f*g rdx</ dy/ ()| de = | L2l s oy

Soit maintenant x € R™ fixé tel que la fonction y — f(z — y)g(y) soit intégrable. On a

(fxg)(z / flx—y) dy—/ f(z —y)g(y)dy.
(z—supp(f))Nsupp(g)
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Si x & supp(f) + supp(g), alors (z — supp(f)) Nsupp(g) = 0 et (f * g)(z) = 0. Donc
(f * g)(x) = 0 presque partout sur R™\ (supp(f) + supp(g)).

Par conséquent

supp (f * g) C supp(f) + supp(g).

La derniére conclusion du théoréme découle de la précédente, en remarquant que I’ensemble
supp (f) + supp(g) est fermé dés q'un des ensemble supp (f) ot supp(g) est compact. N
Généralisation (exercice): Si g € LP(R"), avec 1 < p < oo et f € L}(R") alors f* g €
LPR™) et [ f * glle < [1f[lzrllgllze-
Remarque. Si f et g sont a support compact alors f* g est a support compact. En général,
si I'un des supports seulement est compact alors f % g n’est pas a support compact.

Le résultat ci-dessous montre que la notion de convolution de deux fonctions peut étre

étendue dans un cadre plus général.

Proposition 2.5.2. Soient f € L] _(R") et g € L'(R"). On suppose que le support essentiel

loc

de g est un compact K de R"™. Alors f x g existe et est dans L _(R™).

Preuve. Soit L un compact de R" et considérons

F(ry) = xo(@) f(x —y)g(y) = xo(x) f(z — y)9(y)xx (¥),

ol x, (resp. xr) désigne la fonction caractéristique de L (resp. de K). En posant u = x —y
et L-K ={x—y|z€L,ye K}, enappliquant le théoréeme de Tonelli (Théoreéme 2.4.5),
1OUS avons que

/Rann|F(I,y)|d$dy:/K‘g(y)|dy/L|f(m—y)|dxg ||g||L1(Rn)/L £ ()] du.

Comme L—K est un compact de R” (image du compact Lx K par la soustraction R” x R" —

R™), on a

| 1rwldu<oe,

Alors, d’aprés le Théoréme de Fubini (Théoréme 2.4.6), f x g est définie presque partout
sur L et x(f *g) € L'(R™). Donc f * g est bien définie dans L{ (R™). ]

Théoréme 2.5.3. Soit f € LL (R") et soit g € Ci"(R™). Alors f x g € C"™(R") et

“(f x g)(x) = [+ (8%9) (x), Va R

Preuve. Soit L un voisinage compact de zy € R™ et K = supp(g). Pour z € R" et
y € R™ on pose
F(zy) = fy)g(e —y)xe-x(y)-
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Pour |a] < m on a

|07 F(zy)| < [FW)]10°9]l o X2 (y) VyeR"

Comme la fonction y — [|0%g||, Xr—k(y) est dans L*(R™), il suffit d’appliquer le Théoréme
2.4.4 avec 2 = int(L) pour obtenir le résultat annoncé. u

Définition 2.5.4. On appelle suite régularisante (mollifiers en anglais) toute suite (p,)

de fonctions telle que, pour tout n € N on ait

1
pn € D(R™), supp(p,) C B (O,—) , / pn=1, p, >0 sur R™.
n m

Dorénavant on utilisera systématiquement la notation (p,) pour désigner une

suite régularisante.
Proposition 2.5.5. Soit f € C'(R™). Alors p, x f — f uniformément sur tout compact de
R™.

Preuve. Soit K C R™ un compact fixé. Pour tout € > 0 il existe § > 0 (dépendant de K

et €) tel que
|fle—y) = flz)] <e€ Veek Yy € B(0,5).

On a

(oo * £)(@) — fla) = / F@—y) — F(@)paly)dy = / @ —y) — [(@)only)dy
m B(0,
etdoncpourn>%etx€K

(on * (@) — f(2) Se/ o = .

m

Théoréme 2.5.6. Soit f € LP (R™) avec 1 < p < co. Alors p, * f — [ dans L (R™).
Preuve. Soit € > 0. D’aprés le théoréme de densité (voir la Section 2.4) il existe f; €
CY(R™) telle que ||f — fil|Lr(rm) < €. D’apres la Proposition 2.5.5 on sait que p,, * f1 — fi

uniformément sur tout compact. D’autre part on a (voir la Proposition 2.5.1)
1 )
supp(pn * f1) € B 0,— ) +supp(f1) C K, K compact fixé .
n
Par conséquent, on en déduit que

nlimm o * f1 = fillorm) = 0.

Enfin on écrit

pn* f—f=1lpnx(f =)+ (onxfi—fi)+(fi— 1),
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d’ou il résulte que

Hpn * f — f”LP(Rm) < 2Hf - leLP(Rm) + Hpn * f1— leLP(Rm)> VneN
(grace a la Généralisation du Théoréme 2.5.1). On a donc

limsup [|p, * f — fHLP(Rm) < 2¢, Vex>0

1.e.
limsup ||p, * f — f”LP(R’”) =0.

|

Corollaire 2.5.7. Soit Q C R™ un ouvert quelconque. Alors D(Q2) est dense dans LP(S2)
pour 1 < p < o0.

Preuve. Soit f € LP(Q), e > 0 et f; € CY(Q) tels que ||f — fi]|re) < €. On considere la

fonction f; définie par

— ) filx) s xr €
0 si xeR™\Q

de sorte que f; € L? (R™). D’aprés le Théoréme 2.5.6

nh—>moo Hpn * E o EHLP(]RW) = 0

D’autre part

— 1
supp (pn * fl) CcB (0,—) + supp(f1) C Q pour n assez grand.
n

Soit u, = (pn * E)‘Q Alors, pour n assez grand, u, € C7(Q) et de plus [lu, — fill o) — 0
Donc, pour n assez grand, |[u, — fl| s < 2€. |

Dans certains cas il peut étre convenable d’approcher des fonctions L' par des fonctions
C® qui n’ont pas le support compact, mais qui ont une décroissance rapide a I'infini. Un

résultat allant dans ce sens est donné ci-dessous.
Proposition 2.5.8. Soit (G.).., une famille de fonctions continues sur R"™ et vérifiant :
/ Ge(x)dx =1 pour tout € > 0;
2. G(z) >0, for all e > 0 and for all x € R";

3. Si l'on note
Ao ={z eR" | [|z|| > a}

alors les restrictions G. a R™\ B(0,«) convergent dans L*(R™\ B(0,a)) vers 0 quand

e tend vers 0T, pour tout o > 0.
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Alors pour tout f € C°(R"™) bornée, on a:

lim f*xG. = f,

e—0t

uniformément sur tout compact de R™.

Preuve. 1l est clair que

(Gex f)(x) = flx) = | Ge(y) [f(x —y) = f(y)] dy. (5.19)

Rn
Soient 8, > 0. Alors, dSaprés nos hypothéses, il existe § > 0 tel que, pout tout y &€
R™, |ly|| < B et pour tout x € R™, ||z|| < a on ait

Cela entraine que

[ GwUe-n-fayn <] vecsow. 620
B(0,3)

Par ailleurs

[ G-y -iw) dy\ <2flie [ Gy
R"\B(O,ﬁ) R

\B(0,3)

La relation ci-dessus et le fait que les restrictions G, a R\ B(0,«) convergent dans L'(R \

B(0,«0)) vers 0 implique 'existence de ¢y > 0 tel que

5
Lo G- fohu<y  veebal G2
R"\B(0,9)
Les relations (5.19), (5.20) et (5.21) impliquent que

lim f*x G, = f,

e—0t

uniformément sur tout compact de R". [

Le résultat ci-dessous peut étre interprété comme une généralisation du Théoréeme 2.2.4.
Proposition 2.5.9. Soit Q un ouvert de R™. Si f,g € L}, .(Q) satisfont (2.15) alors f =g

presque partout dans 2.

Preuve. 11 suffit de prouver que si h € L] () est telle que

loc

/thb =0, (5.22)

pour tout ¢ € D(Q2) alors h = 0 presque partout sur (2. Supposons, dans un premier temps,

que h € LY(Q) et que 2 est de mesure finie.
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D’aprés le Corollaire 2.5.7 il existe hy € D() tel que [|h—hy |11 < €. D’apres (5.22)on

[

Ki={zeQ|h(x)>e}, Ko={xe Q| h(x)<—¢€}.

<eldlimw VoD (5.23)

Soient

Comme K et K5 sont des compacts disjoints on peut construire grace au Corollaire 2.2.9

une fonction ¢g € D(Q) telle que

1 si ze K
do(x) = . 1
-1 si ze K,

et |o(z)| < 1 pour tout z € Q. Posant K = K; U K, il vient

/th%—/Q\Khlgzﬁo—l—/Khl(bo

Jiml= [ mov<er [l
K K Q\K
Par conséquent

/Ihllz/ |h1|+/ |h1|§e+2/ hi| < €+ 2eu(9)
Q K O\K O\K

puisque || < e sur Q \ K. Donc

et donc, grace a (5.23),

Pllzr@) < 1k — hallig) + TRl zr) < 26+ 2eu(82).

Cette égalité étant vraie pour tout € > 0 on conclut que h = 0 presque partout sur €2.

Considérons maintenant le cas général. On écrit Q = (J Q2 avec Q, ouvert, ),

neN
compact, €, C Q (prendre par exemple Q, = {z € Q |d(=zR™\Q)> L et |z] <n}).
Appliquant ce qui précéde avec ,, et f|q, on voit que h = 0 presque partout sur €2, et on

conclut que h = 0 presque partout sur €. [ |

2.6 Exercices du Chapitre 2

Exercice 2.1. Parmi les foctions suivantes déterminer celles qui sont dans

LMR),LL (R),L2(R),L3 (R):

sinx sin x sin x

filr) = ——, fa(z) = P
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1 —cosx 1 lz| — 1
r)=———, f5(a) = ———, fo(x) = ;
log |x])? = _
i) = PV () = 37 ity (@), fole) = sin (a?),
n=1

sin (nx)

frolw) =D —5—
n>1
Exercice 2.2. 1. Soit f € CJ(R). A quelle condition existe-t-il ¢ € C3(R) vérifiant
g =1r

2. Donner une suite (f,,) dans CJ(R) qui converge uniformément sur tout compact de R

et telle que I'on ait

/Z(JE& fol@))dz # lim / Z ful)dz.

Peut-on donner un exemple ot la convergence est uniforme sur R?

3. En déduire que la forme linéaire
o[ fas

n’est pas continue sur CJ(R) muni de la norme || - ||oo.

Exercice 2.3. Soit f € C°(R); on pose

F(z)=>_ f(z+n). (6.24)

nez
1. Montrer que F' est C'*° sur R, périodique et de période 1.

2. On considére la fonction

e1 s |r| <1

0 si |z|>1
Montrer que
g€ CXR), g(x) >0,Ve e Ret g(x) >0, Ve €] — 1,1]. (6.25)

3. Soit g une fonction satisfaisant (6.25). On pose

g()
G(r)

G(z) =) gl +n), folx) =

nez
Prouver que fy € C*(R) et

Zfo(x—i-n) = 1.

neZ
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4. En utilisant la question précédente prouver la réciproque de 1). Plus précisément
montrer que, pour toute F' € C*°(R) périodique de période 1 on peut trouver f €
C2°(R) de maniére a satisfaire (6.24).

Exercice 2.4. Soit F' un fermé de R". On pose pour x € R"

d(z,F) = inf d(z,y).

yeF
Montrer que x — d(x,F') est continue sur R™. Est-elle uniformément continue?
Montrer que Vo € R” il existe y € F tel que d(z,F) = d(z,y).
Montrer que d(z,F) =0« x € F.

Ll

Soit K un compacte de R" vérifiant K N F = (). Montrer que pour € > 0 assez petit
I’ensemble
K. ={z e R"[d(z,K) < €},

est un compact qui vérifie aussi K, N F = ()

Exercice 2.5. Soit P : R” — R une fonction polynomiale. Montrer que si P est nulle sur

un ouvert non vide, alors P = 0.

Exercice 2.6. Ecrire le dévéloppement de Taylor a l'ordre 2 en (0,%) pour f : R* — R
donnée par:
f(z,y) = ch(z + y) sin (x).

3
Déterminer une majoration du reste de la forme C' [2? + (y — Z)?] 2, valable pour (z,y) dans

le disque de centre (0,5) et de rayon 1.

Exercice 2.7 (Théoréme de Borel). Soit (a,) une suite de réels. Soit (¢,) une suite de

réeels vérifiant
1. t, > 0 pour tout n € N et lim,, . t, = 00,

00 |an|
2. ZO T < 0.

Soit ¢ € D(R) a support dans [—1,1] valant 1 au voisinage de 0 et & valers dans [0,1]. Pour

x € R on pose
o0 .’L‘n
f(z) = Zanm@(tnm)~
0

Montrer que f € D(R) et que f™(0) = a,, pour tout n > 0.
Vérifier que pour toute suite (a,) donnée on peut trouver une fonction f € D(R) telle
que f™(0) = a,, pour tout n > 0.
Exercice 2.8. Soit / un intervalle de R, contenant l'origine. Une fonction f € C*°(I) est
dite plate en 0 si
f™0)=0 VneN,
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1. Soit f € C*°(I) plate en 0. Prouver que, pour tout o € R, la fonction
&) i 240
hz) = 4 TP 7
0 si =0

est plate en 0.
2. Soit f € C*(R) plate en 0 et paire. Alors h(x) = f(y/x) est plate en 0.
3. Soit g € C*°(R) paire. Montrer qu’il existe h € C*°(R) telle que

h(z?) = g(x) Vel

(utiliser I’Exercice 2.7 et traiter d’abord le cas ot g est plate en 0).

Exercice 2.9. Soit f : R — R une fonction continue et bornée. Pour € > O et t € R, on

() = E/_Jroo f(z)dz

T —1)2 4 €2’
o

pose:

1. Montrer que l'on a:
lim F.(t) = f(t), Vt € R,

e—0t

avec convergence uniforme sur tout compact de R.
2. Montrer que pour tout € > 0 on a F, € C*.

3. Montrer qu’il existe des fonctions ¢. (avec € > 0) continues sur R et vérifiant :

ii) de(z)dr = 1.
iii) ' (x) > 0, Ve > 0,
iv) les restrictions de ¢, a R\ [—a,a] convergent dans L' (R \ [—a,a]) vers 0 quand e

tend vers 0%, pour tout a > 0.

4. Montrer que si ¥, est une famille de fonctions de L'(R) vérifiant les conditions i), ii),

iii) et iv) alors pour tout f € C°(R) bornée, on a:

hmf*we:fa

e—0t

uniformément sur tout compact de R.
Exercice 2.10. Pour tout ¢ € R on pose

+oo 9
F(t) = / e T Ay,

o0

1. Montrer que F € C! et vérifie une équation différentielle simple.

2. En déduire la valeur de F'(t).
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Exercice 2.11. On se propose de démontrer la densité de CJ(R") dans L?*(R™) en supposant
établie la densité de CJ(R™) dans L'(R").

1. Montrer que si f € L?(R"), alors on a:

511—>nolo ||f - f ’ XB(O,S)HLz(Rn) =0.
2. Prenons f € L3(R") et soit, pour tout S > 0, Ag = {z| |f(z)] < S}. Montrer que:
Jim [[f = f - xasll p2eny = 0
3. Montrer que si f € LP(R™) et vérifie: |f(x)] < % presque partout, alors on pour tout

e > 0 il existe ¢ € C§(R™) telle que [|¢]loo < 5 et [l — flliz@n < € (utiliser le fait

que pour |z] <1, 0n a |z]* < |z|).

4. Conclure.
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Chapitre 3

Définitions et propriétés fondamantales

des distributions

3.1 Définitions de base

Soit © un ouvert de R™ et soit K un compact de Q2. On va noter par Dk (€2) 'ensemble
des fonctions de D(2) ayant le support contenu dans K.
Définition 3.1.1. On dit que u est une distribution dans 'ouvert €2 si v est une forme
linéaire sur D(2) qui vérifie la propriété de continuité suivante : pour tout compact K C €2
il existe un entier m et une constante C'x > 0 tels que
(@) < Cx Y [10°¢]l Y ¢ € Dr(9). (1.1)
la|<m

L’ensemble de toutes les distributions dans €2 sera noté par D’(€2). Si pour tout compact
K C Q on peut utiliser le méme entier m dans (1.1) alors on dit que la distribution u est

d’ordre < m.

Exemple 3.1.2. Toute fonction f € L{ (2) définit une distribution u; € D'(Q2) en posant

us() = / f@)o(x)dz, ¥ oeDE).

Il est facile a vérifier que uy est une distribution d’ordre 0. De plus, d’aprés la Proposition
2.5.9, I'application

J i L) = D'(Q), j(f) = uy,
est injective. Dans I'exemple suivant nous montrerons qu’elle n’est pas surjective.
Exemple 3.1.3 (La masse de Dirac dans un point). Soit a € §2. On considére la forme

linéaire sur D(€2) définie par

(0arp) = (a) Vo eDQ).



34 CHAPITRE 3. DEFINITIONS ET PROPRIETES DES DISTRIBUTIONS

Alors on a
[(a:0)| < Nl L= Vo €D(Q),

donc ¢, est une distribution d’ordre zéro dans €. Cependant J, n’est pas donnée par une

fonction Li (Q). En effet, supposons qu'’il existe f € Li. (Q2) telle que
up) = [ f@hpla)de = pla) VoD@, (12)

Notons Q = Q\ {a}. Alors

wmﬁzljumumﬁzo Ve D@).

D’aprés la Proposition 2.5.9 on a que f = 0 presque partout dans Q et donc presque partout
dans Q. Par conséquent [, f(z)p(z)dz = 0 pour toute fonction ¢ € D(Q). Cela contredit
(1.2) dés que p(a) # 0. La masse de Dirac dans un un point a est donc un exemple de

distribution d’orde zéro qui ne provient pas d’une fonction L ().

Exemple 3.1.4. Si zy € Q alors u(¢) = 0%¢(zy), avec a € N"| est une distribution d’ordre
|a|. En effet, on peut voir que l'ordre n’est pas inférieur a |a| en choisisant 1 € D(2) avec
¥(0) =1 et en posant

oula) = (o — oy (22,

€
avec € > 0. Un calcul simple montre que u(¢.) = a! et que

sug 10%¢| < Ceol=Bl 0 si e =0 et |B] <lal.
e

Dorénavant, si u est une fonctionnelle linéaire sur D(Q)) et ¢ € D(Q)), on utilisera
systématiquement la notation (u,¢) = u(¢).
Exemple 3.1.5. On définit
1
<vp (—) ,¢> = lim Mdm V¢ € D(R).
x

=0 Jjgze T

La relation ci-dessus définit une distribution d’ordre 1 sur R, appelée valeur principale de
%. La preuve de cette affirmation fait ’objet de I’Exercice 3.3.

Comme pour les opérateurs linéaires dans des espaces normés, la propriété de "conti-
nuité" d’une distribution peut étre caractérisé a ’aide de suites. Avant de donner cette
caractérisation, nous définissons la notion de convergence dans D(2).

Définition 3.1.6. Soit 2 un ouvert de R?. On dit que la suite (¢,) C D(2) converge vers
¢ € D(N) si

1. Il existe un compact K de € tel que supp(¢,) C K pour tout n € N.
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2. Pour tout a € N" on a lim,, . ||0% (¢, — ¢)||, = 0.
Théoréme 3.1.7. Une forme linéaire u : D(2) — C est une distribution sur Q) si et seule-

ment si, pour toute suite (¢,) C D(QQ) tendant vers 0 dans D(2), on a

lim (u,¢,) = 0. (1.3)

Preuve. Supposons que u € D'(Q) et soit (¢,) C D(Q) tendant vers 0 dans D(S2).
D’aprés la définition de la convergence dans D(€2) il existe un compact K de 2 tel que
supp(¢n) C K pour chaque n € N. On déduit qu’il existe les constantes Cx > 0 et myg € N

telles que

(o) <Cx Y 1%,  VneN

lo|<mg
Compte tenu du fait que, pour chaque « fixé, lim,, _, o ||0%¢,||,, = 0 on déduit que I'on a
(1.3) pour toute suite (¢,) C D(2) tendant vers 0 dans D(2).
Il nous reste a montrer que si, pour toute suite (¢,) C D(Q2) tendant vers 0 dans D(2),
on a (1.3) alors u € D’(Q2). Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe un compact
Ky de € tel que pour tout m € N et pour tout C' > 0 on puisse trouver ¢, ¢ € Dk, ()

vérifiant

(udme)l > C Y 110%mell - (1.4)

la|<m
Prenons ¢y = ¢n n pour tout N € N*. Il est clair que ¢ # 0 donc, quitte & multipler ¢n
par un nombre positif, on peut supposer que 'on a
1

sup 10°¢nlloe = - (1.5)
En utilisant la relation ci-dessus et (1.4) on déduit que
|{(u,on)| > 1, VN eN. (1.6)
Comme, pour tout N € N, on a que supp(¢n) C Ky la relation (1.5) implique que
Nli_r)noo ¢n =0, dans D(Q). (1.7)

Les relations (1.6) et (1.7) contredisent (1.3). Nous avons donc prouvé que si, pour toute
suite (¢,) C D(R2) tendant vers 0 dans D(2), on a (1.3) alors u € D'(Q). u

3.2 Dérivation de distributions

Considérons une fonction f de classe C! dans R" et regardons 'action de ses dérivées
partielles sur les fonctions d’essai. Si ¢ € D(R™) alors

<‘3’f ,¢> = [ L (wpa)da

8@- R 0%
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_ 0¢ _ /.9
— [ @)= <f,axi>.

Cette derniére formule conserve un sens si on remplace f par une distribution. Plus préci-

sément on a:
Proposition 3.2.1. Soit u € D'(Q). Alors, pour tout i € {1,...,n}, la forme linéaire
définie par

¢

est une distribution. Pour tout compact K de Q Uordre sur K de cette distribution est

majoré par mg + 1 ot mg est lordre de u sur K.

Preuve. Pour tout ¢ € Dg(2) on a

06
(o) <0n 3

(2

o[ 09
" (52)| <o T Jeell..

la|<mk |BlI<mi+1
|
Le résultat ci-dessus justifie la définition suivante.
Définition 3.2.2. Soit u € D'(2). Les dérivées partielles de u, notées %, i = 1,n sont les

distributions définies par

) B
<a—;,¢> :—<u,a—i> YV ¢ € D(Q).

On remarque que si f est une fonction dérivable alors la dérivée de la distribution
asssociée a f coincide avec la dérivée habituelle de f. Une autre remarque est que, si on
prend la dérivée par rapport a x; de a%’ on obtient le méme résultat qu’en permutant ¢ et
j. En effet

0*u B 9%
<8x18x3 ’¢> n <u’8x]8xz> v (b < D(Q>7

et, d’aprés le lemme de Schwarz, le membre de droite est invariant par permutation de 7 et

de j.
Exemple 3.2.3 (Fonction d’Heaviside). La fonction H d’Heaviside est la fonction ca-

ractéristique de [0,00[. On a ¢& = §; dans D'(R). En effet

()= () == [ ¢ = pt0)

Exemple 3.2.4. La fonction f(z) = log|z| est dans L (R), donc elle définit un élément

loc
de D'(R). On a
47 _op (1> dans D'(R). (2.8)

dx T
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En effet, d’aprés la définition de la dérivée dans D'(R), pour tout ¢ € D(R) on a

(L) = [1ogahpa)ar (29)

Par ailleurs on vérifie facilement que
14
[ tomlehgs = o0~ elopioge ~ [ #as
|z|>e€ [ >e T
On déduit que

log (|2])¢'(z)dz = lim [ log (|2))¢'(z)dz = — { vp i @210
R

e—0+ |z|>€

Les relations (2.9) et (2.10) impliquent (2.8)
Nous allons maintenant calculer les dérivées d’une classe de fonctions qui ne sont pas
dérivables au sens classique.

Définition 3.2.5. On dit qu’une fonction f définie dans un intervalle |a,b] est C™ par
morceaux 8’il existe un nombre fini de points a = ag < a1 < -+ < ay = b tels que, dans
chacun des intervalles |a;,a;1[, les dérivées de f jusqu’a l’ordre m existent, soient continues,
et se prolongent continiment dans les intervalles |ag,a1],. .. [a;,aiz1],- .. [any—_1,an[. Pour
0 < k <m, on note f*)(a; & 0) les limites & droite et a gauche de f* au point a;.

Le résultat ci-dessous donne la dérivée de la distribution associée a une fonction C* par
morceaux.
Théoréme 3.2.6. (Formule des sauts) Soit f de classe C' par morceaur dans a,b[. On

a alors, avec les notations ci-dessus,

N-1

=1+ [f(ai+0) = f(a; = 0)] &,

i=1

ot on a noté f' la dérivée au sens de distributions, et { f'} la fonction continue par morceaux

dérivée usuelle en dehors des points a;.

Preuve. Par définition on a
b
(1o)== [ fa)a)ds Ve Dlad).

En intégrant par parties dans chacun des intervalle [a;,a;11], on onbtient d’ine part des

termes donc la somme vaudra f;{f’}(x)gp(a:)dx et les termes

flairi—)p(aiv) — flait) — p(a;)

qui regroupés donnerons les (d,,,) avec un coefficient égal au saut de f en a;. [ |
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Une propriété trés importante de la dérivation au sens de distributions est qu’elle pre-
serve une caractéristique trés importante de la dérivation classique: si la dérivé d’un fonction
réguliére sur R" est identiquement nulle, alors la fonction est constante. Dans un premier
temps nous énoncons et nous prouvons ce résultat dans le cas uni-dimensionnel.
Théoréme 3.2.7. Soit [ un intervalle ouvert. Alors

1. Les distributions u sur I vérifiant v’ = 0 sont les fonctions constantes.

2. Pour toute v € D'(I), il existe u € D'(I) telle que v’ = v.

Preuve. Soit 6 € D(I) telle que [,0(x)dz = 1 et soit ¢ € D(I). Alors la fonction
n(z) = ¢(z) — [ [, ¢(x)dz] 6(z) est dans D(I) et [,n(z)dz = 0. On a vu dans I'Exercice
2.2 que cela implique l'existence d’une unique fonction ¢» € D(I) telle que ¢ = 7, donc il

existe une unique fonction ¢ € D(I) telle que

W =¢— {/Iqb(x)dx} 6. (2.11)

Soit maintenant u € D'(I) vérifiant v’ = 0. On a

() = | [[otedte] () + (w)

Le dernier terme, qui vaut —(u’,2)) est nul et on obtient, en appelant C' la constante (u,0),

(u.6) = C [ ola)d.

La relation ci-dessus exprime que u est égale & une constante C'.

Pour trouver une primitive u de v, on pose

<U,(]§> = - <,U72/)>7

ou ¢ est 'unique fonction de D(I) associé a ¢ par la relation (2.11). 1l est facile a vérifier
la linéarité et la continuité de u. De plus il est claire que la fonction associée a ¢’ par la

relation (2.11) est ¢ = ¢. Par conséquent

<u7¢/> = _<U7¢> v ¢ € D(I),

donc on a bien v’ = v. |
La généralisation en dimension quelconque du Théoréme 3.2.7 est le résultat suivant.
Théoréme 3.2.8. Soit u € D'(R™). On suppose que g—; = 0 pour touti € {1,...,n}. Alors
u est une (fonction ) constante.
Pour la démonstration du Théoréme 3.2.8 on a besoin du lemme ci-dessous.

Lemme 3.2.9. Pour toute ¢ € D(R") les conditions suivantes sont équivalentes:

1. ¢(x)dz = 0.

R”
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2. Il existe Y ,)a, ... Y, € D(R™) telles que

8%
- z_: O;
Preuve. Le fait que la deuxiéme affirmation implique la premiére est facile a établire.
On propose au lecteur de vérifier cette implication.
Montrons que la premiére affirmation implique la seconde par récurrence sur n. Pour
n = 1 le résultat est déja établi (voir I'Exercice 2.2). Supposons donc k > 2 et le résultat

vrai pour n < k — 1. Posons

flxy, ..., xpq) = /OO (21, ..., xp_1,y) dy.

Alors on a f € D (R*!) car si supp(¢) C [—R,R]* on aura supp(f) C [-R,R]*"'. De plus,
par Fubini, ka_l f(z)dz = 0. Compte tenu de 'hypothése de récurrence on déduit qu’il
existe g1, ...,9x_1 € D(R*!) avec

x>

-1

g
=25,
j=1 "7
Soit p € D(R) vérifiant [ p(t)dt =1 et posons
~ kol dy;
¢ (mla s 7xk’) = QS(I’) - % (1'1, s 7$k—1) p(xk) = ¢($) - f(xlv cee afEk—l)P(xk)-
j=1
Notons
’QD]' (.1'1, .. ,Qj‘k) =g, (331,. .. ,l‘kfl)p(.’ﬂk), V] - {1, A ,k — 1}
Alors ¢; € D(R") et 5 =¢— Zf;i %. Il est claire que pour (zy,...,r5_1) on a
/ Oz .. w1, t)dt = 0,
car f = Zf 11 gzﬂ et f t)dt = 1. Posons alors

Yp(T1, ... x / qb S T_1,t)dt.

Il est clair que 1, € C°(RF) et que 8% = qb On a donc ¢ = Z] 1 g% Il reste a prouver
que vy est a support compact. En effet qb est a support compact, donc il existe S > 0
telle que supp(%) C [=S,S]F. Alors on a supp () C [—S,S]*. En effet, il est claire ques
si (z1,...,051) & [=S,S]F71 alors Yp(z1,...,2%) = 0. Si (21,...,051) € [=S,S]F1 et

x, < —S alors ¥ (z) = 0 car la fonction intégrée est nulle sur | — oco,z¢]. Si x, > S alors

= / gg(xl Ce ,J,’k_l,t)dt =0.
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|

Démonstration du Théoréme 3.2.8. On utilise la méthode introduite dans la preuve du

Théoréme 3.2.7. Soit § € D(R™) telle que [, 0(z)dz = 1 et soit ¢ € D(R™). Alors la

fonction n(z) = ¢(z) — [ [p. ¢(x)dz] 0(x) est dans D(R") et [, n(z)dz = 0. D’apres le
Lemme 3.2.9 il existe les fonctions 1, ... ,¥, € D(R") telles que

-~ 0Yy

e ¢ — [ 5 gb(a:)dx] 0.

j=1

Soit maintenant u € D'(R") vérifiant 2“ =0, i = 1,n. On a

(u,¢) = { 5 qb(x)dx} (u,0) + <u§;g—;’fj>

Le dernier terme, qui vaut — > " <8—“ ¢j> est nul et on obtient, en appelant C' la constante

j:1 8:Cj ?
(u,0),

(o) =C | ole)da.

La relation ci-dessus exprime que u est égale & une constante C.

3.3 Multiplication par des fonctions de classe C'*™

Proposition 3.3.1. Soit f € C*(Q) et u € D'(Q). Alors la forme linéaire sur D(2) définie
par

¢ — (u,f9), V¢ eDQ).
est une distribution sur ). L’ordre de cette distribution sur tout compact K de Q) est infeé-

rieur ou égal a l'ordre sur K de u.

Preuve. Comme f¢ € D(Q2), pour ¢ € D(Q) et f € C°(NQ), (fu,p) est bien définie. Si
K est un compact de 2 et ¢ € D () alors f¢ € D () et donc
[(fu.9) = [(u.fo)| < Cx sup [[0°(f9)ll-

la|<mp

Mais 0%(f¢) = Z <ﬂ> P f 0P et donc

g<a \&

sup [[0%(f9)ll < C(nymx) sup [|0%f[l, sup [|0%¢] -

la|<mk la|<mk la|<mk

On a donc prouvé que

[(fu,p)] < Cr sup [|0°0] YV ¢ € D (),

la|<mk
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ot Cr = CrC(n,mg) supjg<my [10°fll - Cela signifie que fu € D'(Q) et
ordreg (fu) < mg = ordregu,

pour tout compact K de €. |

Le résultat ci-dessus justifie la définition suivante.

Définition 3.3.2. Le produit de la distribution u € D’(Q2) par la fonction f € C*°(£2) est

la distribution définie par

{(fu.0) = (u.f9), V¢ € D).

Exemple 3.3.3. Pour f € C*(Q) et a € Q on a fi, = f(a)d,. En effet

(foar0) = (0arf0) = (f(a)da,0) V¢ € D(Q).

En particulier zdy = 0.

On peut par ailleurs trouver toutes les solution u € D'(Q2) de 'équation
xu = 0. (3.12)

En effet soit x € D(R) telle que x(0) = 1. Pour toute fonction ¢ € D(R) la fonction
¢ — ¢(0)x s’annule & 'origine donc, d’aprés le Corollaire 2.1.13 il existe ¢ € C®(R) telle
que

¢ = ¢(0)x + 2.

Comme ¢ et y sont & support compact, la relation ci-dessus implique que ¢ € D(R). On a

donc
(u,0) = (0)(u,x) + (u,z¢).
Par hypotheése, on a (u,z¢) = (xu,1)) = 0. En appelant C' la constante (u,x) , on obtient
que (u,p) = C¢(0), donc u = C'dy.
Exemple 3.3.4. On a x - vp (%) = 1 dans D'(R). En effet, pour tout ¢ € D(R),

(o () )~ (2) )~ 2 e

Remarque 3.3.1. En appliquent les résultats des exemples 3.3.3 et 3.3.4 on peut déduire que

toute solution u € D'(R) de I'équation zu = 1 est de la forme

u:vp(i>+0(50, C eR.

Proposition 3.3.5. (Formule de Leibniz) Si f € C*(Q) et u € D'(Q) alors

0 _of du

Vie{l,...n}.
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Preuve. Pour tout ¢ € D(2) on a

0 Op Op 0 af
<8a:i (f U),s0> =— <f : u%> =— <“’fa_:ci> = - <“’axi (fe) = 8xi(’0>
ou af af ou

3.4 Limites de distributions

Définition 3.4.1. On dit qu’une suite (u,) C D'(2) converge vers u € D'(2) si

lim (u,,p) = (u,p) Vo e D).

n— oo

Exemple 3.4.2. Soit (a)gez une suite de nombres complexes telle que lim,, , o a, = 00

et lim,, ., o a, = —oo. Alors, pour toute suite (by)rez, la suite (Sy)yen définie par

N
Sy = biba,
-N

converge vers S = > > bid,, dans D'(R).
L’exemple ci-dessus permet d’obtenir une généralisation de la formule de sauts, dont la

démonstration est proposée comme exercice au lecteur.

Proposition 3.4.3 (Formule des sauts généralisée). Soit (a,)ncz C C une suite stric-
tement croissante avec lim,, _, o a, = oo et lim, . o a, = —o0o. On suppose que f: R—R
est de classe C' dans chacun des intervalles |a;,a; 1| f et que f, f'se prolongent continiment
dans les intervalles [a;,a;11].

On a alors

=11+ [f (an+0) = f(an —0)] .

nez
ot on a noté [’ la dérivée dans D'(R), et {f'} la fonction continue par morceauz dérivée

usuelle en dehors des points a;.

Le résultat suivant donne quelques conditions suffisantes pour la convergence dans D’.
Proposition 3.4.4. Les conditions suivantes sont suffisantes pour qu’on ait f; — f dans
D'(Q)

1. fj— f dans L*(Q).

2. fi— f dans L*(Q).

3. (f;) C LL.(Q), fi— [ p-p. dans Q et il existe g € Li..(Q) telle que |f;] < |g| pour

loc loc

tout j.
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Preuve.

1. Supposons que f, — f dans L'(Q). Comme, pour tout n € N on a

< [elloo 1fn = fllr gy Ve D)

/Q ful)p(w)dz — / F(@)p(w)d

on obtient que f, — f dans D'().
2. Supposons que f, — f dans L*(€2). D’apreés I'inégalité de Schwarz, pour tout n € N on a

/an(l“)@(l")dx - /Qf(:v)so(l")dl" < l[ellzz@ 1fn = fll2 () Vo eD(Q)

on obtient que f, — f dans D'(2).

3. Soit ¢ € D(2). On note K = supp(y) et xx la fonction carctéristique de I'ensemble
K. Alors |fuo(x)e(x)] < |g9(x)] |xk(z)]||¢lle pour presque tout x € . Comme la fonction
x— |g(2)] |xx ()] ||¢|l est clairement de L'(2) la conclusion decoule en appliquant le

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 2.4.3). |

Exemple 3.4.5. Soit 2 un ouvert de R™ et p, une suite régularisante (voir la définition

donnée en Section 2.5). On a que p, — dy dans D'(€2). En effet

(oo =b0) = [ o) (e@) = ) do = [ o) (2 (2) = 210)) o

n

m

Donc

p (g) - 90(0)‘ :

[(pn. — d0,0)| < sup -

lyll<1
et la continuité de ¢ en 0 assure que ce majorant tend vers 0 quand n — oo.

La dérivation au sens de distributions et une opération continue sur D’'({2). Plus préci-

semment on a:

Théoréme 3.4.6. Soit (u,) une suite telle que u, — u dans D'(2). Alors, pour tout multi-
indice « € N fizé, on a 0%u, — 0%u dans D'(2).

Preuve.Pour toute fonction ¢ € D(2) on a

(0%un0) = (=1) (£2,0%0) = n—oo(=1)* (£,0%0) = no = (0u,p) .

Exemple 3.4.7. Le Théoréme 3.4.6 permet, entre autres, de donner une nouvelle preuve

du fait que la dérivée dans D'(R) de la fonction # — log |z| (qui est dans L. (R)) est donnée

loc
g | vp . .

par
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En effet, soit f. la fonction définie par

f(x) = { log|z| si |z|>e€

loge si |z|<e

(est une fonction C' par morceaux et continue donc, d’aprés le théoréme de sauts sa
)

dérivée dans D'(R) est donnée par

si |z| >e€

R

S

I
—
O 8=

si |zl <e

Par ailleurs on a f.(z) — f(x) et |fe(z)| < |f(x)| presque partout donc, d’aprés la Proposi-
tion 3.4.4, fo — f dans D'(R). D’apreés le le Théoréme 3.4.6 f/— f’ dans D'(R) donc

. _ ()
1 "p>= 1 Lo >= 1 e
< (loglz])',¢ >= lim < f,¢>= lim a2 T o

d’ott la conclusion.

La multiplication par de fonctions de classe C'™ est aussi une opération continue dans

D'(©2). Plus précisemment on a:

Proposition 3.4.8. Soit (u,) une suite de D'(Q2) vérifiant

lim u, =u dans D'(9).

n— oo

Alors, pour tout f € C*(R2), on alim, ., (fu,) = fu dans D'().
Preuve. Pour toute ¢ € D(Q2) on a

lim (funp) = lim (un,fo) = (u.fo) = (Jup).

n— o0

Exemple 3.4.9 (Exercice).

o0

xP i 5k: Z kp5;€

k=—00 k=—o00

3.5 Distributions a support compact

Commengons par définir la restriction & un ouvert V' C  d’une distribution u € D'(Q).

Définition 3.5.1. Pour ¢ € D(V') on note 5 € D(Q) le prolongement de ¢ par 0 sur Q\ V.
On définit alors

(uly.0) = (ud)  VéeDV).
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On remarquera que pour K compact de V', comme K est un compact de €2, la continuité
de u sur D(Q2) donne celle de uly sur D(V).
Proposition 3.5.2. Soit u € D'(2). Alors il existe un plus grand ouvert Vy de Q tel que la
restriction uly, soit nulle.

Preuve. Considérons I'ensemble des ouverts V' de Q tels que u|y = 0 et notons V; leurs
réunion. Il suffit de démontrer que uly, = 0. Soit donc ¢ € D(Vp). On peut alors trouver

un nombre fini d’ouverts Vi,...,V} tels que
k
supp(cp)CUVi, et uly, =0 Vie{l,... k}.
i=1
Soit (pi)ief1,..k} une partition de l'unité subordonnée au recouvrement de supp(yp) par

Vi,...,Vk. On aura alors

k
=1

avec p;p € D(V;). Donc

(w0) = (upip) =Y (u

i=1 i=1

|
Définition 3.5.3. Soit 2 un ouvert de R" et u € D'(2). On appellera support de u le

fermé supp (u) = Q\ V de © ot V est le plus grand ouvert V' de € tel que 'on ait u)y = 0.

1

Exemple 3.5.4. Si u est donnée par une fonction f € L; .

(), i.e., u = uy alors supp (u) =
supp(f). En effet si o & supp(f) alors il existe un voisinage ouvert V,, de zy dans (2
tel que f(xz) = 0 pour = € V,,. Alors, si ¢ € D(V,,) on a que p(x)f(z) = 0 dans 2 et
donc (u,p) = 0. Cela implique que zy ¢ supp(u). Inversement si zo ¢ supp(u) il existe
un voisinage ouvert V;, de zo dans Q tel que [, f(x)¢(x)dz = 0 pour tout ¢ € D (V).
D’aprés la Proposition 2.5.9, ceci implique que f(z) = 0 dans V,,,, donc zg & supp(f).

Exemple 3.5.5. Si (u,p) = 0%p(z0), avec o € N" (voir 'exemple 3.1.4) alors supp(u) =
{zo}. En effet si o € D(Q\ {z0}) on a (u,p) = 0, donc supp (u) C {xo}. Pour montrer que

xo € supp(u) on considére un voisinage ouvert V., de xg et x € D (V,,) telle que x = 1
(x — 20)*
a!
en utilisant la formule de Leibniz, que 0%p(z) = 1, donc 2y € supp(u). Nous allons voir

au voisinage de . Posons ¢(x) = x(x); alors p € D (V,,) et il est facile de voir,

dans le Corollaire 3.5.9, qu’a des combinaisons linéaire pres, I'exemple ci-dessus et le seul

exemple de distribution a support concentré dans un point.

Exemple 3.5.6. Pour ¢ € D(R?) posons

2w
(u,gp)z/ p(cos b, sinf)db.
0
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Alors
supp (u) = {(z,y) € R? } 4yt =1}=9"

En effet si supp () N St = ) alors p(cos @, sinf) = 0 pour tout 8 € [0,27], donc {(u,¢) = 0,
d’ou supp (u) C S*. Montrons 'égalité. Soit V' un ouvert de R? tel que supp () NS # 0. Si
(w0,90) € supp (p) N ST alors, par le Lemme 2.2.3, il existe ¢y € D(V) telle que ¢o(x,y) > 0,
pour tout (x,y) € R? et ¢o(zo,y0) > 0. Alors (u,¢) > 0, donc S* C supp (u).

Dans la suite on notera par £'(Q2) 'espace des distributions dans 2 & support compact.
Théoréme 3.5.7. Toute distribution u € E'(Q) est d’ordre fini.

Preuve. Soit K un voisinage compact de supp (u), et soit x une fonction de classe C'*
a support dans K et égale & 1 au voisinage de supp (u) (une telle fonction existe grace a la
Proposition 2.2.8). Pour ¢ € D(12), la fonction ¢ — y¢ est nulle au voisinage de supp (u) et
on a donc (u,p) = (u,xp). Appelons p I'ordre de u sur K (voir Définition 3.1.1). On obtient

donc 'existence d'une constante C; > 0 telle que

(o) <C1 Y [10°(xo)le Ve D).

|| <p

En développant 0%(yy) par la formule de Leibniz on obtient qu’il existe une constante

C > 0, qui dépend de C et des bornes supérieures de dérivée de y jusqu’a l'ordre p sur K,

telle que
{w,0)] < C D 110l Vo e D).
le|<p
Cela prouve que u est d’ordre fini inférieur ou égal a p. |

Il ne suffit pas que ¢ soit nulle sur supp (u) pour avoir (u,p) = 0. Par exemple, on voit
facilement que supp(dy) = {0} et que ¢ peut étre nulle a l'origine sans que sa dérivée le

soit. En utilisant le Théoréme 3.5.7 on obtient une condition suffisante pour que (u,p) = 0.

Théoréme 3.5.8. Soit u € E'(N) et soit p son ordre. Pour toute fonction ¢ € D(N2), nulle

sur supp (u) ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur ou égal a p, on a (u,p) = 0.

Preuve. Posons K = supp (u). On notera K, 'ensemble des points dont la distance a K
est inférieure ou égale a €. Soit n € N assez grand pour que le compact K4 soit contenu
dans 2. Soit g, la fonction égale & 1 dans K2 et a 0 ailleurs. On considére la suite de

fonctions (v,,) définie par

Un(z) = (g% pn)(x) = /m I — y)pu(y)dy Vn>1,

ou (pp) est une suite régularisante. Il est facile de vérifier que la fonction v, vaut 1 dans

K1, vaut 0 hors de Ks, et est comprise entre 0 et 1. De plus, d’aprées le Théoréme 2.5.3,

n
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on a que ¥, € D(R™) et, pour tout a € N
0Un(@) = [ gule =00y Vnz1 (5.13)

Par ailleurs 0%p,(z) = n™9%p, (nx), donc ||0%p, ||z = Cunl®, en notant C,, la norme de
de 9*p; dans L*(R™). 1l resulte donc de (5.13) que

0% || e < Conl® VneN. (5.14)

Soit maintenant ¢ € D(2) nulle sur K ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur ou égal
ap. Soit v € Kz et € N™ |B| < p. En effectuant le développement de Taylor a l'ordre
p — |B] en un point zy € K tel que ||z — z]| < 2 on obtient que

1
npt+1-16]

07 p(2)| < C Ve Ks, (5.15)

ou la constante C' fait intervenir le maximum des dérivées d’ordre au plus p+ 1 de ¢. Nous

avons alors
(u,0) = (o — Phn) + (u,0thn).
Le premier terme est nul, la fonction étant nulle dans le voisinage de K1 du support de u. Le
second treme est majoré en module par une constante fois la somme d;s bornes supérieures
des 0%(p1)y,) pour |af < p. Ces fonctions étant nulles hors de K, la formule de Leibniz,
(5.14) et (5.15) donnent ’
0 () (@) < €3 mliw Lot
BLa n
On a donc |{u,¢)| < < pour tout n, ce qui achéve la démonstration du théoréme. [

Nous pouvons maintenant donner une caractérisation compléte des distributions dont
le support est réduit & un point.
Corollaire 3.5.9. Les distributions dont le support est réduit a un point a € R™ sont des
combinaisons linéaires finies de dérivées de la masse de Dirac en a.

Preuve. On peut supposer, sans restreindre la généralité, que a = 0. Soit ¢ € D(R™),
soit u € D'(R™) dont le support est 1'origine et soit p 'ordre de u. En utilisant la formule

de Taylor (voir le Théoréme 2.1.11)) on obtient que:
e, ~
o) = 30 Targ(e) + i)
lal<p

ou

@) =(p+1) 3 ‘fy—j /0 (1 — 0P o(tx)dt.

[v|=p+1
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Soit 1 € D(R™) égale a 1 au voisinage de I'origine. On peut alors écrire

olr) = 3 T8 sy a) 4 r(a),
o] <p

ou la fonction

ria) = 30 T8 S i playo(a) + )
laf<p o] <p

est nulle & I'origine ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur ou égal & p. D’aprés le Théoréme

3.5.8 on a (u,r) = 0 et donc, en notant b, les constantes M;w

b

(u.0) = Y ba00(0),

la|<p

ou encore, en posant ¢, = (—1)“"|ba,

u= Z Ca0%0y. (5.16)

la|<p

|

La notation &'(2) pour l'espace des distributions a support compact (introduite par

L. Schwartz) est due au fait que cet espace peut étre vu comme le dual de C*°(2), noté
E(Q) par Laurent Schwartz. Plus précisément on a le résultat ci-dessous, dont la preuve est

proposée comme exercice au lecteur.

Proposition 3.5.10. Soit u € £'(2) et 0 € D(Q) telles que § = 1 au voisinage de supp (u).

Alors Uapplication linéaire
@ — (u,09) Ve =)

ne dépend pas de la fonction 0 choisie.
Le résultat ci-dessus permet une extension de la dualité D', D.

Définition 3.5.11 (Extension de la dualité). Pour u € £'(Q2) on définit la forme linéaire
u: C*(2) — C par

<u790>5’,C°° =@ = <u7990> v WS COO(Q)

Remarque 3.5.1. L’estimation (1.1) est valable, avec les mémes constantes C, pour ¢ €
C>*(9). Il suffit en effet de choisir la fonction 6 ci-dessus égale a 1 au voisinage de K, les

dérivéees de ¢ et O¢ coincidant alors sur K.
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3.6 Convolution d’une distribution et d’une fonction C'*

Nous avons étudié dans la Section 2.5 la convolution de deux fonctions de L'(R™). Dans
cette section nous nous proposons de donner un sens a la convolution u * ¢ avec u € D'(2)
et ¢ € D(Q2). Dans un premier temps nous donnons un résultat technique.

Lemme 3.6.1 (Dérivation sous le "crochet"). Soient u € &'(R") et ¢ € C°(R",RP);
pour y € R? notons ¢, la fonction C* sur R" définie par

dy(7) = () VareR"

Posons alors
F(y) = <u7¢y> Vye R?.
Alors F € C(RP) et

9 F(y) = <u (a;¢)y> VaeN,

Preuve. Montrons d’abord la continuité de F'. Si K est un voisinage compact du support
de u, si a € R?, et si (a;) est une suite tendant vers a alors, d’aprés la Remarque 3.5.1, on

a

|F(aj) = Fla)] <C sup |97 (¢w,a;) — d(x,a))] (6.17)

z€K,|al<p
ou p est I'ordre de u. Les dérivées de ¢ étant uniformément continues sur le produit de
K par un voisinage de a, le membre de droite tend vers 0 pour j — oo, ce qui prouve la
continuité de F. Montrons maintenant que F est C* sur R”. Si l'on note par {ey,...,e,} la

base canonique de R”, on prend h € R et t € R alors

F(a+ he;)) — F(a) — h <u (gj>> = (u0} ), (6.18)

ou

Zi/vh(x> = wi(x,y,h) = ¢y+hez‘ (I) - Qby(x) —h (gi) (13) Y (m,y) c R" x R?,

La relation ci-dessus implique que
; L9 ¢
Yy n(T) = h/o (6_%(x’y + the;) — a—yl(x,y)) dt (6.19)

Par ailleurs, pour 5 € N" et K compact de R", en appliquant le théoréme des accroissemnts

finis on obtient

| ! 06 06
B, /5t _ B N 9B
vl = | [ (02 (52) ars e 02 (52) twa) s
2
< slnioz (5:2) VheR, [h] <1

KxB(0,1)
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La relation ci-dessus et (6.19) impliquent que
1 .
] ﬂ 2 _ n

Les relations (6.18) et (6.20) impliquent que

gi(a)z <u(§j)> Vie{l,...p}

Ces dérivées partielles sont continues d’aprés la premiére partie de le preuve. On conclut

par récurrence. |
Notations. Pour ¢ € D(R") et a € R", on note (7,¢)(z) = ¢(x — a) la translatée par
a de ¢. De plus on note @(z) = ¢(—z). On peut vérifier (voir Exercice 3.27) que

A n
Ta (¢) = T-a() V¢ € D(R").
Théoréme 3.6.2. Pour u € D'(R") et p € D(R") on pose
(ux @) (x) = (u,7x (£)) VareR"

Alors ux p € C*(R"™). De plus, on a

supp (u * ) C supp (u) + supp (),
0%(u* @) =u* 0% = (0%) * ¢ VaeN".
Preuve. Si ¢ € D(R") alors la fonction ¢ définie par
o(z,y) = p(z —y) V (7,y) € R" x R",

est C°(R™ x R"). On voudrait appliquer le Lemme 3.6.1 mais v n’est pas a support
compact. Pour contourner cette difficulté on considére un compact K de R" | on note par
L le support de ¢ et on considére § € D(R"™) telle que § = 1 au voisinage du compact K — L

de R™ (une telle fonction existe grace a la Proposition 2.2.8). Alors, si € K on a

p(r—y)0(y) = ¢(r —y) VyeR" (6.21)

En effet, si y € K — L c’est clair; sinon, comme z € K on a que v — y ¢ L, donc les deux

membres de (6.21) sont nuls. Par conséquent on a

(uy,p(x —y)) = (uy,0(y)p(x — y)) VrekK,

et donc

(u* @) int(x) = ((Ou)y,0(x — y)) VzeKkK.
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Comme fu € £'(R™) on peut appliquer le Lemme 3.6.1 pour déduire que (u * ©)imix) €
C*>(int(K)) pour tout compact K de R". On aura donc que u * ¢ € C®(R") et

O (ux @) =ux*xd% VaeN' VaeN.

Par ailleurs, pour tout z € R" et tout & € N" on a

(ux 0°¢) (x) = (w05 p(x — y)) = (uy,(~1)*95 p(z — y))

= (0%uy,(z — y)) = ((0%u) * @) (2).

I nous reste a prouver Iestimation sur les supports. On note F' = supp(u), L = supp(y)
et on considére un point xy € R"\ (F + L). En appliquant le Lemme 2.2.8 on obtient qu’il
existe une fonction p € D(R") avec p = 1 au voisinage de {x¢} — L et supp(p) N F = 0.
Alors pour x au voisinage de xy on aura

(ux @) () = (uy,p(y)p(z —y)) .

Or supp, p(y)p(r —y) N F' = () pour z voisin de xy. On trouve donc que (u * )(x) = 0 au
voisinage de xy. La conclusion découle maintenant du fait que L + K est un fermé de R"

(car F' est fermé et K est compact). [

Exemple 3.6.3. Si a € R" alors
0y * 0 = Tu vV ¢ € D(R").
En effet, pour tout x € R™ on a
(%) = {(60), (e = 1)) = (& — @) = Tup(@).
En particulier dg * ¢ = ¢. De plus, si a € N" alors

0% (Tap) = 0% (0q % ) = (0%0a) * = 0q % (0%p) = 7, (0%¢) .

3.7 Formule de Stokes et formule des sauts dans ’espace

3.7.1 Intégrale de surface et formule de Stokes (cas d’un surgraphe)

Si z € R" on note (z/,z,,) le point courant, avec 2’ = (x1,...,7, 1) € R"'. Soit w un
ouvert de R"™!, soient ]a,b[ un intervalle et ¢ une fonction de classe C? dans w, & valeurs
dans |a,b[. On pose

Q={zrcwx]ad] | z,> o)}
Q= {recwxlad] | z,> ()}
00 = {z e wx]ab] | z,= o)},
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en notant Q I'adhérence de Q dans le "cylindre" wx]a,b[ pour éviter toute confusion avec
I’adhérence dans R". Avec les notations ci-dessus on dit que €2 est le surgraphe de la fonction
0.

Définition 3.7.1. Soit f une fonction définie sur 0€2, continue et a support compact.

L’intégrale de f sur 92, notée par [, f(x)dA,, est définie par

RCCE / F@ b )V T V() Pda, (7.22)

ot on a noté V'¢ le gradient (n — 1) dimensionnel <a—¢ . ) de ¢.

oz’ 10T _1

Définition 3.7.2. La normale extérieure unitaire en un point (z/,¢(z’)) € 92 est le vecteur

V(x) défini par

2 ()
i(z) = ! | (7.23)
TvewE |- |
e €
—1.

Théoréme 3.7.3. Soit f une fonction continue sur Qetme {1,2}. Les deux propriétés
sutvantes sont équivalentes

1. On a f € C™(Q) et les dérivées de f jusqu’a l'ordre m se prolongent contindment a

Q.
2. 1l existe une fonction appartenant & C™(wx]a,b[) qui coincide avec f dans €.
Preuve. En posant g(2',t) = f(2',¢(x’) +t), on se raméne au probléme du prolongement
g d’une fonction g définie pour ¢ > 0 et de classe C™ jusqu’au bord. Pour m = 1 la fonction
g(x', —t) = 24¢'(x,0) — g(2’,t) convient. Pour m = 2 on peut vérifier que

g(z', —t) = 3g(2',0) — 3g(2' ) + g(2',2t)

resout le probléme. Les prolongements obtenus ne sont définis qu’au voisinage de SNI, mais
en multipliant par des fonctions C*° a support dans ce voisinage et égales a 1 dans un
voisinage plus petit de ?2, on obtient un prolongement dans wx|a,b|. [ |
Définition 3.7.4. Soit m € {1,2}. On dit que f est de classe C™ jusqu’au bord, ce qu’on
note f € C’m(ﬁ), si f vérifie une des conditions équivalentes du Théoréme 3.7.3.

Théoréme 3.7.5 (Stokes pour un surgraphe). Soit U un champ vectoriel défini sur Q

dont le support est un compact de Q et dont les composantes appartiennent a Cl(ﬁ). Alors

on a

/8 i) (w)dA, = / divi(z)da.

Q
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Preuve. En appliquant Fubini on obtient que

8vn . e avn I / / /
/98% dz = /w/¢(w’) 8xndx"dx = /wvn(x o(x'))da’.

Pour i =1,...,n — 1, on pose v;(z’,x,) = h(z',x, — ¢(2)), la fonction h(z’,t) étant définie
pour t > 0. On obtient
Ov; oh oh 0]

9 (2 2,) = oz, (2,2, — P(2')) — o (2,2, — ¢(2")) o (2) Vie{l,....n—1}.

En faisant le changement de variables 2’ = 2/, t = x,, — ¢(2’) dont le jacobien est égal a 1

et en appliquant Fubini, on a

v , , _ Oh o oh  , 96 , .
/Q&Ei(x7xn)dx—/[oyoo[/w8xi(x,t)dx d¢ [u/yj,m[axn(x’t)axi(x>dtdx'

La premiére intégrale est nulle. En intégrant par rapport a t dans la deuxiéme on obtient

(%Z-
o 0z;

(x/,xn)dx—/Ui(x',gb(x/))gi(x/)dx’.

On obtient donc, pour [, divei(z)dz, Iintégrale sur 9Q (pour la mesure dz’) du produit

99
7 0xp—1

le résultat voulu. [ |

scalaire de ¥/ et du vecteur des composante §_¢(x/ )y ('), —1, ce qui est précisément
z1

3.7.2 Intégrale de surface et formule de Stokes (cas d’un ouvert
régulier)

Définition 3.7.6. Dans cette sous-section nous généralisons les résultats de la section
précédente au cas des ouverts "réguliers" (qui seront définis ci-dessous). Nous donnons ici
uniquement les ennoncés de résultats les plus importants et nous renvoyons les lecteurs a
des textes de géométries pour des détails et des preuves. On appelera ouvert régulier de R

un ouvert de R™ tel que, pour tout point m = (m/,;m,) € 92 on peut trouver
— un systéme de coordonnées orthonormales (y1, ... ,Yn),

~ un ouvert w C R™"! contenant m’ et un intervalle |a,b[ contenant m,, (on désignera
par B le "cylindre" de R s’écrivant wx]a,b| dans les coordonnées (y)),
— une application ¢ de classe C™ de w dans |a,b[ tels que, dans le systéme de coordonnées
(y), on ait
QN B ={y €wx]abl | yn > o)}

Cette définition exprime que {2 se comporte comme le surgraphe d’une fonction réguliére

au voisinage de chaque point de sa frontiére.
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Proposition 3.7.7. Soit Q) un ouvert régulier, et m un point de 052. Avec les notation de la
Définition 3.7.6, soit (m) le vecteur dont les composantes dans le systéme de coordonnées
(y) sont données par la Dédinition 3.7.2. Alors ce vecteur est indépendant du choiz de (y).
Définition 3.7.8. Le vecteur (m) défini dans la Proposition 3.7.7 est appelé normale
extérieure unitaire au point m.

Soit ) un ouvert régulier borné. Sa frontiére 02 étant compacte, on peut la recouvrir
par un nombre fini de "cylindres" B XA =1,... N, vérifiant les conditions de la Définition
3.7.6 pour les données (y*, ¢*). D’aprés le Théoréme 2.3.2, on peut trouver une partition
de I'unité par des fonctions 1, & support dans les B*. Si f est une fonction continue sur
9 nous pouvons alors calculer [, f(z)y*(x)dA, en utilisant (7.22).

Théoréme 3.7.9. La somme des [, f(x)*(x)dA, calculées comme précédemment ne
depend que de f et non de choix des B, y*, ¥*. On note cette quantité par fm f(z)dA,
et on 'appelle intégrale de surface de f sur 0S). L’application dAgq définie par

Wm) = [ ple)dd, Vo DR,
est une distribution d’ordre zéro su R"™ ayant le support OS2.
Théoréme 3.7.10. Soient Q un ouvert borné régulier, f une fonction continue sur Q et
m € {1,2}. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

1. Ona f € C™(Q) et les dérivées de f jusq’a l'ordre m se prolongent contindment a €.

2. I existe une fonction appartenant a C™(R™) qui coincide avec f dans Q.
Définition 3.7.11. Soit m € {1,2}. On dit que f est de classe C™ jusqu’au bord, ce qu’on

note f € C™(£2), si f vérifie une des conditions équivalentes du Théoréme 3.7.10.

Théoréme 3.7.12 (Formule de Stokes). Soit ¢ un champ vectoriel défini sur Q dont le

support est un compact de Q et dont les composantes appartiennent a C*(Q). Alors on a

/8 () )l = / divii(z) dz.

Q
Corollaire 3.7.13 (Intégration par parties). Soit 2 un ouvert borné régulier, et f,g €
CY(Q). Alors, pour touti € {1,2,... n}, on a

of dz = fridA,,
o 0z o0

/gafdx:/ gfuidAx—/fagdx
o O o0 o Ox;

Corollaire 3.7.14 (Formule de Green). Soit u,v € C?*(Q) N CY(Q). Alors

/UAud:L’—/uAvdx :/ (%v— @u> dA,
Q Q a0 aV 8V
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3.7.3 Formule des sauts dans ’espace

Si g : 02— R est une fonction continue on notera par gdAsq la distribution définie par
(904 0) = [ g@)ole)dA Vo DR

Soit € un ouvert borné régulier et soit €' le complémentaire de Q. Soit f une fonction
définie dans R™ telle ques ses restrictions a Q et ' se prolongent par continuité en des
élements de C1(Q) et C1(QY). Pour z € 9, on notera fin () et fo(z) les valeurs de ces
prolongements.

Théoréme 3.7.15 (Formule des sauts dans ’espace). Si f satisfait les hypotheéses

ci-dessus alors

6f:{8f

83%‘ axz} + [f]aQVidAafb

ot {gf } désigne la dérivée usuelle de f, définie hors 02 et [floa = fext — fint-
Preuve. Soit ¢ € D(R™). Nous pouvons alors appliquer le Corollaire 3.7.13 dans Q
au produit par ¢ du prolongement par continuité de fq et dans €2’ au produit par ¢ du

prolongement de fo,. On obtient

- [r5 L ar— [ ofumda..
8$z oN
0 0
f ¢ ¢ f dz -+ ¢fint7/idAa:-
a’L‘Z ZT; a0

La somme des membres de gauche vaut par définition <%,¢>. Les premiers termes des

membres de droite donnent <{37f} ,gb>, tandis que les termes restants donnent

/ FlooviodA,,
o0

ce qui implique la conclusion du théoréme. |

3.7.4 Applications

Nous donnons d’abord un résultat sur les solutions réguliéres par morceaux d’un systéme

d’équations aux dérivées partielles d’ordre 1.

Proposition 3.7.16 (Condition de Rankine-Hugoniot). Soient ¥ une hypersurface de
R fi .o fn € CHIR™) et u : R™™ —R™ une fonction réguliere dans R™\ 3 telles que

Z@ =0, dans D'(R™). (7.24)
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Alors u satisfait (7.24) au sens classique dans R" \ ¥ et

Vt[u]z + Z v; [fl]g =0. (725)
i=1
Preuve. C’est une conséquence directe du Théoréeme 3.7.15. [
Exemple 3.7.17 (Application a I’équation des ondes). Soient ¢ > 0 et w € C'(R?)
telles que
Pw 0% e,
W_C w:() dans D(R )
Supposons de plus que w est continue sur R? et C? en dehors d'une courbe réguliére X

d’équation z = 7(t), t > 0. Alors y(t) = ¢t ou y(t) = —ct pour tout ¢ € R.

u
En effet posons u = ( 1) avec

U2
1 o ) 2 ot )
et
U2
().
C Uy
Il est facile de vérifier que
ou 0 B o
E + 8_${f(U)} - Oa dans D (R )7

et que u; et uy sont régulieres en dehors de Y. En appliquant la Proposition 3.7.16 on

obtient que
{ vilur] + vefus) =

Avglur] + viug) = 0

en tout point de la courbe 3. Le systéme ci-dessus (d’inconnues [uq] et [us]) admet des

2

~ en tout point de la courbe, d’ou la conclusion.

solutions non nulles ssi ¢?v? =
Une application de la formule des sauts est liée a la notion de solution fondamentale

d’un opérateur différentiel.

Définition 3.7.18. Soit (dq)acnn jaj<m une famille de fonctions de classe €' de R™ dans

C. Une distribution u € D'(R™) est dite solution fondamentale de 1'opérateur différentiel
P(z,0) = Z o0
laj<m

si

Z ao(2)0%u(x) = &y dans D'(R™).

la|<m
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Un résultat trés important, démontré dans les anéees 1950 et 'existence des solutions
fondamentales des opérateurs différentiels a coefficients constants. Plus précisément on a le

resultat fondamentale suivant, qu’on donne ici sans preuve.

Théoréme 3.7.19 (Magrange-Ehrenpreis). Tout opérateurs différentiels a coefficients

constants admet au moins une solution fondamentale dans D’.

Le résultat ci-dessous donne une solution fondamentale du laplacien dans R3.
Proposition 3.7.20. Si (z1,79,73) € R?, on note r = \/2? + x3 + x3. La fonction

11
E(x1,x9,23) = . € LIIOC(R3)

définie une solution fondamentale du Laplacien dans R3.

Preuve. 11 semble raisonble qu'une fonction u € L (R?) qui satisfait AE = §y dans
D'(R3) soit réguliere en dehors de 1'origine. De plus, si I'on suppose que E est a symétrie

radiale, i.e., E(z1,22,23) = G(r) ou r = \/x? 4+ 23 + x3, on obtient que

ou encore

avec A\, € C. Il reste a prouver qu’on peut choisir la constante p telle que AE = §y dans
D'(R?). Pour cela il sufit de calculer, dans D’'(R?), le laplacien de la fonction

1
u(xy,r0,23) = o

Si e > 0 on note par u. la fonction égale a % sir>eeta % sinon. Les fonctions de la

famille (u,) sont majorés par la fonction localement sommable fixe % et elle convergent vers
% presque partout et donc au sens des distributions. En appliquant le Théoréeme 3.4.6 on a

donc

Au = lim (Au.) dans D'(R?). (7.26)

Pour calculer A(u,) on va appliquer la formule de sauts (Théoréme 3.7.15), 'ouvert régulier

étant la boule de rayon € centrée a l'origine. Comme le saut de f est nul on déduit que

ou, —Z g > ,
Y { TTE L vie123).

Oz; 0 si r<e

02%u.
8:1312

f%:{ym}—ﬁm%

2 2
O; 0;

Par contre, dans le calcul de nous allons avoir un terme de saut. Plus précisément,

comme v; = % on a
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en notant par dA. la distribution définie dans le Théoréme 3.7.9 avec 0€) étant la sphére

S, de rayon e. Compte tenu du fait que {A(u.)} = 0 la relation ci-dessus implique que

A(ue) = —E%dAe.
Par conséquent on a
1 1
B =5 [ o0t -5 [ @@ -o0)da  VYoeDE)

€ €

Le premier terme est constant et égal & —4m¢(0), en on montre facilement que le second

tend vers 0 avec €. On a donc

lin%) u. = —4ndy dans D'(R?). (7.27)
Les relations (7.26) et (7.27) impliquent la conclusion. u

Une application intéressante du Théoréme de Malgrange-Ehrenpreis (Théoréme 3.7.19)

est le résultat suivant:

Proposition 3.7.21. Soit P(0) un opérateur différentiel a coefficients constants. Alors
pour toute f € D(R™) il existe u € D'(R") telle que P(O)u = f dans D'(R").
Preuve.D’apres le Théoréme 3.7.19 il existe £ € D'(R") telle que

P(O)E = &y dans D'(R").
Soit u = E * f. Alors on a
PO)u=PO)Ex[)=(PQO)E)*f=0doxf=][.

|
Remarque 3.7.1. On peut donner un sens & ’opération de convolution uwv si u et v sont deux
distributions avec des supports "convolutifs" (voir [1] pour une définition précise de cette
notion). Il s’agit, en particulier, du cas ou l'une des distributions est & support compact.
En utilsant cette extension de la notion de convolution on peut prouver que le résultat de
la Proposition 3.7.21 reste vrai si f € &'(R").

3.8 Exercices du Chapitre 3

Exercice 3.1. Soit ¢ € D(R™). Etablir si parmi les suites

Uule) = £0(), mlx) = To(ke), (@) = 70 (1) k2 1,

il existe des suites convergentes dans D(R").
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Exercice 3.2. Pour chacune des formes linéaires sur D(R) suivantes, montrer que ce sont

des distributions et calculer leur ordre sur chaque compact :

400
L (Th,p) = Z”!Sﬁ(”)

“+oo

2 (Tg) =Y~ L2

n! dzn

3. (T3,¢) :/ Ooga(x) cos(x) dx

—00
b
/
4. (Ty,p) = / exp(z)¢(z) dz
a
Préciser celles que vous connaissez déja sous un autre “nom”.

Exercice 3.3. 1. Prouver , pour toute ¢ € D(R) I'existence de la limite li1g£r @dx.
e |z|>€ T

<Vp (1) ,¢> “gim [ 2@ veepm) (8.28)

X e—0+ lz|> T

2. On pose

Démontrer que (8.28) définit une distribution d’ordre < 1 sur R.
3. Démontrer que (8.28) définit une distribution d’ordre 1 sur R.

Exercice 3.4. On considére la fonction de f : R? — R définie par

f(x’y):{o si <0

1 si x>0

Soit uy € D'(R?) la distribution associée a f. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de
uf.
Exercice 3.5. On considére I'intervalle I C R.

1. Soit A € M, (R™) et f: I — R"™ une fonction continue. Prouver que les seules solutions

(au sens de distributions) du systéme différentiel linéaire

y'(t) = Ay(t) + f(1),

sont les solutions classiques.

2. Trouver toutes les distributions ¢ dans I satisfaisant (au sens de distributions)
¢ +2¢' +¢=0.

3. Trouver toutes les distributions ¢ dans R satisfaisant (au sens de distributions)
& +2¢" + ¢ = do.

Quelle est la régularité de la solution?
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Exercice 3.6. Trouver toutes les distributions u € D'(R) telles que
u —4u = (5) dans D'(R).

Exercice 3.7. Soit ¢ € D(R). On pose:

(13-t ([, 22

1
Montrer que ceci définit bien une distribution sur R. Si on note Pf — cette derniere,
x

d 1 1
i (177) = ()

Exercice 3.8. 1. Soit f la fonction sur R, 2r—périodique, définie par: f(z) =

prouver la formule :

1.2
ST —Tx

pour z € [0,27[. Calculer la série de Fourier de f. En déduire que:

f(x):—%—i-zenQ Ve e R

nez*

2. Vérifier que f définit une distribution sur R et calculer la dérivée seconde de cette

derniére. En déduire que la série ) _, € converge dans D'(R) et que I'on a I'identité

203 Gy = 3

ne”z ne”

suivante :

Exercice 3.9. Soit f: R — R définie par f(z) = |sin (z)|. Calculer (au sens des distribu-
tions) f” + f.
Exercice 3.10. Calculer les limites suivantes dans D'(R):

lim sin(nx) ; lim sin(n)
n——+oo n—-+00 X

Exercice 3.11. 1. Pour € > 0 on pose
fe(z) = log (¢* + sinh*(z)) Vel

Montrer que f. € D'(R) et S = lim f, existe dans D'(R).

e—0t+
2. En déduire que
sinh (x
lim S0 &)_
e—0t €2 =+ sinh (l‘)
existe dans D'(R). Déterminer cette limite en fonction de S’

3. Pour € > 0 on pose
€
(1) = ———5— VaoelR.
9:() €2 + sinh?(7)
Montrer que 7" = lim,_,¢+ g, existe dans D'(R) (on pourra utiliser le changement de

variable y = Lsinh (z)).
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4. Déduire de ce qui précéde que [sinh(z)] T = 0.
5. Trouver toutes les U € D'(R) vérifiant [sinh(z)] U = 0.
Exercice 3.12. Pour tous ¢ € D(R"), x € R" et A € R%, on pose:

oa(x) = %(p (;) vV eR"

Une distribution T' € D'(R") sera dite homogéne de degré k € C si, pour tous ¢ € D(R")
et A€ R%, on a:

<T790)\> = )‘k<T790>
1. SiT € D'(R™) et p € D(R™) sont fixées, on pose

g(A) = (Typ») VA>0.

Démontrer que g est dérivable sur |0,00[ et que

g’(A)Z%Z@i%,w(%» VA0,

2. Montrer que si f € LL _(R™), la distribution {f} associée a f est homogene de degré

loc

K si et seulement si, pour tout A € R%, on a:

fAx) =Nf(z)  pp.

3. Montrer que si T' € D'(R™) est homogeéne de degré k et g est la fonction introduite au
point 1 alors ¢'(1) = (kT,p). En déduire que si T est homogeéne de degré k, alors:

Exercice 3.13. Soit B la boule unité de R*. On suppose que ¢ € C?(V) est telle que

IVo|]> = 4, div(pVe) =104 et ¢ #0

pour tout x € B. Calculer [, %‘gdA.
1

Exercice 3.14. 1. De la méme maniére que pour la distribution Vp —, on définit, pour
x

1
tout a € R, la distribution Vp —— par la formule:
r—a

1
sp) = lim olo)
r—a e—0t ‘x_a‘ZEx—a

(Vp

Prouver la formule:

a—0 2a

1 1 1 1
hm—(Vp —Vp > = Pf —

1
(voir I’Exercice 3.7 pour la définition de Pf — ).
x
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Exercice 3.15. Pour ¢ € D(R) on pose

(r7'0) = lim ( / T G 4 6(0)Tog (e)) |

e—0+ x

Prouver que cette limite existe est définit une distribution sur R.

Exercice 3.16. Soit A €] — 2, — 1[. Pour tout ¢ € D(R), on pose:

o= tim ([ Peloyde+ o).

e—0t A +1

1. Montrer que cette limite existe bien et que :Eﬁ‘r définit une distribution sur R.

2. Calculer z a7}

3. Soit H la fonction de Heaviside. Notons xi‘fl la distribution associée & la fonction
v — H(x)z* (cette derniére fonction est Li _(R)). Montrer que 'on a 1'égalité
suivante dans D'(R):

(23 = (A + D
4. Trouver toutes les distributions u € D'(R) telles que
i +u=(\+1)27}.
Exercice 3.17. Trouver toutes les distributions u € D'(R) telles que
v’ 4+ u = .

Exercice 3.18. On note l}o z( la fonction caractéristique de I'intervalle ]0,7].

1. Montrer que la fonction définie p.p. sur R par

f(x)zﬂ}og[(:t)( ! _1)

sin(z) =«

est dans L'(R). Est-elle dans L?(R)?

2. Montrer 'existence de la limite

, 2 dx
61_1)T0H+ (/6 m + IOg (6)) .

3. Pour tout ¢ € D (] — m,x[) montrer que la limite

(Typ) = lim ( / * elz) +(0) log(e))

sin (z)

existe et définit une distribution 7' € D’ (] — m,7[). Préciser exactement le support de

T.
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4. Calculer T
S = sin® () - = + cos () - o,z
dans D' (] — m,7[).
5. Résoudre dans D' (] — m,7[) I'équation sin (x) - U = M) x|.
Exercice 3.19. 1. Trouver toute les distributions u € D'(R) telles que
u' +u —6u =70y dans D'(R), (8.29)

ou dy est la masse de Dirac concentrée en 0. En déduire que toute solution v € D'(R)
de (8.29) satisfait les conditions

ue L2 (R) et v €L (R).
2. Trouver toutes les solutions u € D'(R) de (8.29) satisfaisant
u € L*(R), et v’ € L*(R).

Exercice 3.20. Soit f, g € Li (R) et u(z,t) = f(x — kt) + g(x + kt). Vérifier que u €

L}, .(R?). Prouver ensuite que

Pu 0%

oz o
Exercice 3.21. 1. Déterminer, pour tout € > 0 donné, les réels a. et b. pour que la
fonction g. : R?* — R, définie par:

a.r® + b, si r<e
9e(r,y,2) = ,
Sl r>e€

S =

(ot r = \/a? + y? + 22), soit C'(R?).

1
2. Montrer qu’alors on a lim g, = — dans D'(R).
T

e—0F

1
3. En déduire la valeur de A (—) dans D'(R) (ou A est le Laplacien).

r

Exercice 3.22. Pour tout ¢ € D(R?), on pose (U,p) = // xo(x,y) dxdy.
y>a 4w

1. Montrer que U € D'(R?). Préciser son ordre et son support.

U  oUu ou ou
2. Calculer o et n et montrer que U = T + (2% + a:)a—y
3. Montrer que (y — 2 — x)g—g =0 et donc que U = x(g—(xj + (2y — a:)aa—g

Exercice 3.23. Soient 4, Q5 deux ouverts de R? tels que

- leQQZ@,
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- 00 =00y =3
- QUQUY =R?;
— ¥ est le graph d’une fonction v € C*°(R).
Soit u une fonction définie sur R? telle que u € C* (Q_l) nCce (Q_g)
1. Prouver que u définit une distribution sur R2.

2. On suppose que

ou Ou ) 2
E—i_a_x_o dans D'(R*)

et que [u]y # 0 en tout point de . Déterminer la fonction 7.

Exercice 3.24. 1. Montrer que, pour tout ¢ € D(R?), la série:

(T'p) = g/ol {90 (%y> - w(O,y)} dy

converge et définit une distribution 7" d’ordre < 1 sur R2.
2. Préciser soigneusement le support de 7.

3. Calculer — sur l'ouvert:
dy

Q={(zy)eR* : 0<y<1}

4. Soit x, la fonction caractéristique du rectangle [O,#] x [0,1] de R2.
(a) Préciser si la série Y7 | x,, converge dans L'(R?), L?(R?), L>=(R?).
(b) Montrer qu’elle converge dans D'(R?). Si S est la somme de cette série, calculer
%.
(¢) Que vaut — sur l'ouvert €2 précédent ?

dy
Exercice 3.25. Soient a,b € R, a # b. Trouver toutes les distributions u € D’'(R) telles que

supp (u) C {a,b}.

Exercice 3.26. Prouver que

supp (0“u) C supp (u),
pour tout a € N et pour tout v € D'(R"). Donner une exemple montrant que 'inclusion
ci-dessus est, en général, stricte.

Exercice 3.27. Pour a € R", vérifier que

—
7o (9) = Ta(p) v € D(R").

Prouver que les applications 7, : D(R") — D(R") et = : D(R") — D(R") sont linéaires et

continues.
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Exercice 3.28. Soit u € D'(R"™). Décrire les supports de 7,u et % en fonction de I’ensemble
Supp u.
Exercice 3.29. Soit V un ouvert régulier borné simplement connexe de R3. Soient ﬁ, Ge
C! (V. R?) telles que

rot FF = 1otG et divF = divG dans V,
et telles que

F.i=G-il sur dV.

Exercice 3.30. On considére la fonction
u(z,y) = log(z* + y*), Va,y € R*\ {(0,0)}.

1. Démontrer que u € Li (R?).

2. Prouver que Au = 4md, dans D’'(R?).
Exercice 3.31. Soit k£ € R. On considére les fonctions r : R?> — R et £ : R? — C définies

par

r(zy,z) = Va2 +y?+ 22 et E(xy,2) = _oxp (ikr(z.y,z)) Y (z,y,2) € R®.

drr(x,y,z)

1. Prouver que &£ € L (R?).

loc
2. Calculer A&(x,y,2)+k*E(z,y,2) au points (z,y,2) # (0,0,0) (les dérivées sont ici prises
au sens classique).
3. On considére la famille de fonctions (&) ., définie par
E(ry,z) si 22+y?+22> €
ge(I,’y,Z) - __exp (ike)

o= si 22+l +2<e?
Montrer que & — & dans D'(R3) si e — 0F.

4. Calculer A&, + k*E, dans D'(R3).

5. Calculer AE + k*€ dans D'(R?).

Exercice 3.32. Soit k¥ > 0. On considére les fonctions r : R* — R et £ : R¥\ {0} — C
définies par
r(x,y,2) = vVa+y?+ 22 V (2,y,2) € R?,

exp (—kr(z.y,2))
drr(z,y,2)

1. Prouver que £ € L'(R?). A-t-on £ € L*(R?)?

V (2,y,2) € R*\ {0}.

E(xy,z) = —

2. Calculer A&(x,y,2) —k*E(x,y,2) au points (z,y,2) # (0,0,0) (les dérivées sont ici prises

au sens classique).
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3. On considére la famille de fonctions (&), , définie par

E(z,y,2) si 2?4yt 422> €
alr(zy. 2> +be  si 22+ttt <e

8€<x7y7z) - {

avec a., b, € R. Déterminer les constantes a. et b, telles que & € C1(R?).

4. Calculer A&, —k?E, dans D'(R3), avec les constantes a, et b, déterminées a la question

précédente.

5. Calculer AE — k*€ dans D'(R?).
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Chapitre 4

Transformation de Fourier et

distributions temperées

4.1 Introduction

La transformation de Fourier est un outil fondamental de I'analyse. Elle est utilisée
dans des domaines tres divers: I'étude des équations aux dérivées partielles, ’analyse des
signaux, I'automatique etc. Elle permet d’écrire une fonction sommable ainsi que certaines
distributions comme une superposition de fonctions exponentielles complexes.

Une propriété fondamentale de la transformation de Fourier est le fait qu’elle transforme
les dérivations par rapport & une variable en multiplications par cette variable. Ainsi, les
équations différentielles (& coefficients constants) se ramémnent a des équations algébriques
et les équations aux dérivées partielles a des équations différentielles ou méme algébriques.
Cette propriété simplifie bien-sur grandement les calculs et permet d’accéder plus facilement
a la résolution de nombreux problémes.

Comme on l'imagine, il est important de pouvoir utiliser cette transformation dans
des conditions les plus générales possibles. Nous la définirons d’abord dans le cadre, trop
restreint, des fonctions sommables. Pour I’éteindre nous introduirons un espace S beuacoup
plus petit que L', mais dont le dual S’ est beaucoup plus gros et jouit de bonnes propriétés
d’invariance pour la transformation de Fourier. Par dualité nous pourons enfin éteindre
cette transformation & S’ (I'espace des distributions tempérées).

Il n’est malheureusement pas possible de définir la transformée de Fourier d’une distri-
bution quelconque u. Cela dit, la limitation u € S’ n’est pas trés restrictive: en un sens
qu’il faudra préciser, les éléménts de 8" sont des distributions quelconques & distance finie,
mais dont la croissance doit étre au plus polynomiale & 'infini.

Il est important de remarquer que la transformation de Fourier ne s’applique que lorsque
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I'ouvert () est égal a 'espace R™ tout entier. Cependant, on peut encore utiliser la trans-
formation de Fourier lorsque €2 # R™ & condition de multiplier au préalable les fonctions
(ou les distributions) que I'on cherche a transformer par une fonction de D(2). Ceci permet

d’obtenir des informations locales sur la solution d’un probléme posé dans ).

4.2 Transformation de Fourier dans L!

Définition 4.2.1. Soit f € L'(R"™). On appelle transformation de Fourier de f la fonction,
notée f ou F (f), définie par

~

fio) = [ expl-iv-Of@dn,  veeRr, 2.1)

en notant x - £ le produit scalaire de R”.

Il est bien clair que f est bien définie quand f € L*(R™). De plus on peut établir le

résultat suivant:
Théoréme 4.2.2 (Riemann-Lebesgue). Si f € L'(R") alors [ est continue, tend vers
0 a linfini, et vérifie

|l < IS e (2:2)

Preuve. Siune suite (§;) converge vers &, € R, les fonctions z — exp (—iz - §;) convergent
en chaque point vers la fonction x — exp (—ix - &), et sont majorées en module par la fonc-
tion sommable fixe |f|. La continuité de J? résulte du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue. D’autre part, la valeur de f en chaque point est majorée en module par
Jon |f(z)|dz, d’ou 'inégalité (2.2).

Par ailleurs, on peut vérifier facilement (il suffit d’intégrer par parties) que si ¢ € D(R™)
alors $ tend vers 0 a l'infini. Pour chaque f € L', on peut trouver une suite ¢; d’éléménts
de D(R") telle que || f — ¢;||r1 tends vers 0 (voir Théoréme 2.5.6). Il résulte de (2.2) que
H f — 5] o 0 et que la fonction J?7 qui est limite uniforme des fonctions tendant vers

0 & 'infini, posséde la méme propriété. [ |
)

Exemple 4.2.3. Soient t > 0 et f : R— R définie par
f(z) = exp (—t|z|) VaxeR.

Alors f € L'(R) et
~ 2t

En effet -
f(g) —/_ exp (—t|z|) exp (ix€)dx
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0 00
= / exp (tzr +izf)dx + / exp (—tz + iz€)dx
0

—0o0

_ el +@]]" | explo(—t+i]]™
N t+ i€ - —t + i
1 "
ottt 24
Exemple 4.2.4. Soit f : R" — R définie par f(z) = exp (—al|x||?), avec a > 0. Alors on a

F©=(2) ew (L), (2.3

En effet, sin =1 et a =1 alors f (&) = Jgexp (—iz€ — 2®)dz. D’aprés UExercice 2.10 on

-~ 2
a f(§) = ﬁe_%. Pour a =1 et n € N on utilise le fait que la transformation de Fourier

0

de g1(x1) ... gn(zn) est g1 (&1) ... Gn (&) Finallement pour n € N et a > 0 on utilise le fait
que si g € L' et h(z) = g(ax) alors h (&) =L G (%) et on obtient (2.3).

an
On finit cette section par un résultat important donnant la relation entre la transfor-

mation de Fourier et la convolution.
Théoréme 4.2.5. Siu,w € LY(R") alors F(uxv) = F(u)F(v).

Preuve. On a
06 = [ ewi-in-9| [ ule- )] a

En effectuant le changement de variable (z,y) — (z — y,y) on a

aTUE) = / n / oxp[ily +2) - u(=)oly) dyd=

La fonction & intégrer est sommable dans R?”, donc, en appliquant le Théoréme de Fubini,

on obtient
706 = | [ iz guas] | [ ew-in ot
Cela achéve la démonstration. [ |

4.3 L’espace S de Schwartz

Définition 4.3.1. On dit qu'une fonction f : R™ — C est a décroissance rapide si pour tout

m€Nona lim |[z||™f(z) =0.On dit que la fonction f € C*(R") appartient & I’espace

|z|| — o0

S(R™) de Schwartz si, pour tout multi-indice o € N 90*f est a décroissance rapide.
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Il est équivalent de dire que ¢ € S si les quantités

No@d)= > |2*0%(@)]| w0 .

|| <p,|B|<p

sont finies pour tout p.

Proposition 4.3.2. L’espace S est stable par dérivation et par multiplication par des po-
lynomes. Les éléménts de S sont des fonctions sommables tendant vers 0 a linfini, et il

existe des constantes C,, telles que

S l20%6@)||,. < CNpni(9),  VoeS. (3.4)

|| <p,|8]<p

Preuve. 11 s’agit de conséquences immeédiates de la définition. La majoration (3.4) pro-

vient du fait que, pour |a| < p, |5] < p, on a

| (1 +3 |a:i|"“> ] I )
i=1 Lo
On obtient donc
> 60 < Npraia®) [ s,
la|<p,|B|<p R =1
et, 'intégrale étant finie, I'estimation (3.4). n

Dans la suite nous donnons quelques propriétés trés importantes de la transformation

de Fourier dans S.

Lemme 4.3.3. Soit ¢ € S. Alors F¢ € C', et on a
0;(Fo) = F{(—iz;)o(x)}.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoréme de dérivation sous l'intégrale (Théoréme 2.4.4).
Plud précisément, considérons la fonction f(x,§) = exp(—ixz-§)¢(z). La dérivée par rapport
a &; donne exp(—ix - §)(—ix;)¢(z), fonction majorée en module par |z;¢(x)|. Compte tenu
de la Proposition 4.3.2, la fonction = — x;¢(x) appartient & S et donc & L', d’ou le résultat.
|

Le résultat ci-desous est fondamental pour 'application de la transformation de Fourier

a I’étude des équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles.

Lemme 4.3.4. Si ¢ € S alors

-~

F(9;9) =i&; ¢ (§). (3.5)
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Preuve. Pour simplifier lers notations, nous supposerons j = n, et nous poserons ' =
(71,...,2,_1). Pour chaque 2/ € R""! on intégre par parties par rapport a x,, et on obtient

que

/Rexp (_anfn)g_i(x/7xn)d$n = /R(Zgn) €xXp (_angn)qb(l’/vxn)dxna

car la fonction intégrée tend vers 0 pour |x,| — co. Il suffit maintenat de multiplier chacun
des membres par exp(—ix’ - £’) et d’intégrer par rapport & z’ pour obtenir la conclusion
(3.5). |

Le comportement de la transformée de Fourier d’une fonction lorsqu’on effectue une
translation de 'argument est précisé par le résultat ci-dessous, dont la preuve, trés simple,

est laissée comme exercice au lecteur.

Lemme 4.3.5. Si a € R" on note par 7, : S — S opérateur de translation par a, défini

~

par (1of)(x) = f(x —a), pour tout f € S. Alors (F(1.f)) (§) = exp(—ia-&) f(&), pour tout
£ e R™
Le résultat principal de cette section est:

Théoréme 4.3.6. 1. La transformation de Fourier applique ’espace S dans lui méme

et,pour tout p € N, il existe C, telle que

N, ( é ) < CNynir(9),  Voes. (3.6)
2. SipeS ety =F(¢) alors on a la formule d’inversion de Fourier suivante
1 —
@) = G ) (3.7

ol

Fw) = [ ewlis- vl Vves

Preuve. En appliquant | 3| fois de suite le Lemme 4.3.3 on obtient que 8? b = (—i)BIF(zPg).

En appliquant ensuite |« fois le Lemme 4.3.4, on a

e 3| = 7o (o)} vees

En utilisant la relation ci-dessus, I'estimation (2.2) et de la formule de Leibniz on obtient

qu’il existe une constante Cj, telle que

N(6) s X e, < X

|| <p,|B|<p |’ |<p,|B'|<p

’ xalaflqﬁ

20

Pour conclure la démonstration de la premiére affirmation du Théoréme, il ne reste plus qu’a

majorer le membre de droite par une constante fois N, ,+1(¢) a Paide de la Proposition
4.3.2.
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Pour prouver la deuxiéme affirmation du Théoréme on introduit

n e’lg
I.(z) = (2m) / 4

R2n

exp (i — ) - €) exp (— )¢<y>dyds. (3.8)

Le Théoreme de Fubini étant applicable dans ce cas, en intégrant par rapport a y on obtient
que

L) = n) " [ explin-em (—'f') 3 (€)de.

Lorsque € — 0, la fonction a intégrer reste majorée en module par la fonction sommable fixe

‘ $ (€ )‘ Le théoréme de Lebesgue entraine que

lim 1) = (20) " [ exp (i 3 (6) e

n

A

Les fonctions I, convergent vers (2%)_”]_:<¢) en chaque point x et elles sont majorées par

(Z H . On a donc
Ll

la constante (27)~"
I.— (2#)‘”7(5) dans D' (3.9)
Si nous calculons maintenant (3.8) en intégrant d’abord par rapport a £, on obtient

L) = [ Gla=p)oy)dy = G+ 9)(o). (3.10)

ou on a posé

exp (iz - £) exp (_€2|€|2) d¢.

G.2) = 2m) | .

e
4

n

En utilisant (2.3) avec a = <, et en remarquant que le résultat est invariant en remplagant
z par —z, on obtient

Go(2)=€e"G (f) ,

€
ou
Gi(z) = 732 exp (—]2\2).

En notant que G, est d’intégrale 1, on voit que la famille des G, a toutes les propriétes
d’une approximation de 'identité (ou d’une suite régularisante), a 'exception du fait que
les gaussiennes ne sont pas a support compact. Cela n’empeche pas les G, * ¢ de converger
en L>®(R") vers ¢. En effet

G.x 6(w) — o(a) = [ Gult) (0l — ) = 6(0)

En utilisant le changement de variable y = £ on obtient

Gox 6(0) — ola) = [ Gul2) (6l — ) — 6(a))
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Compte tenu du fait que ¢ € S, on peut appliquer le Théoréme des accroissements finis et
obtenir facilement que G, * ¢ converge uniformement vers ¢ dans R".

En utilsant maintenant (3.10) on déduit que
I. — ¢ dans D', (3.11)

Les relation (3.9) et (3.11) impliquent que les fonctions ¢ et (27)"F (fA) sont égales en tant
que distributions et donc en tant qu’éléments de L. Le Théoréme 4.3.6 est complétement
démontré. |
Remarque 4.3.1. La démonstration ci-dessus montre que la formule d’inversion (3.7) reste
valable pour les fonctions ¢ € L! telles que <$ = e L.

Une autre propriété utile de la transformation de Fourier est donnée dans le résultat

ci-dessous.

Lemme 4.3.7. Si f,g € S(R") alors [5, f(x) g(z)dz =[5, f(y)g(y)dy,

Preuve. La fonction | f(x)g(y)| étant sommable dans R*", en appliquant le Théoréme de

Fubini on obtient
f(x) gla)dz =/ f(z) {/ exp (—ix - y)g(y)dy} de= | fly)ly)dy,
R n n R"

ce qui achéve la preuve du lemme. [ |

On finit cette section par un résultat de densité de D(R™) dans S(R™).
Proposition 4.3.8. Soit ¢ € S(R"). Il existe alors une suite (¢p;) d’éléménts de D(R™)
telle que l'on ait

lim N, (¢ —¢;) =0 VpeN.
J— 00

Preuve. Soit 1 € D(R™) telle que 1(z) = 1 si x appartient a la boule de centre 0 et

de rayon 1 de R™. Posons ¢,(x) = (’J—”) ¢(x). Ces fonctions sont & support compacts, et

coincident avec ¢ sur la boule de rayon j. D’apreés la formule de Leibniz, pour tout j € N

() oo ()]

En multipliant par x® la relation précédente, et en prenant les bornes supérieures, on en
déduit

et pour tout § € N” on a

0% [(¢ — ¢)(x)] = [07¢()] {1 —¥ (EH - 2

J 1<hI<I8]

C
[2°9%(6 = 63) 1 < max|a*d®6(@)| + = 3 [l+°0" 6] .

|| >3 wr!
Le premier terme tend vers 0 pour j — oo car 2%9%¢ tend vers 0 & I'infini. Le second terme
contient % en facteur d’une quantité fixe. L’expression N, (¢ — ¢;) est donc somme finie de

quantités tendant vers 0, d’ou le résultat. |



74 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIER

4.4 L’espace S’ des distributions tempérées

Définition 4.4.1. Soit u € D'(R™). On dit que u est une distribution tempérée, ce qu’on
note u € §'(R"), s'il existe p € N et C' > 0 tels que

[{u,@)| < CN,(¢) V¢ € D(R"). (4.12)

Théoréme 4.4.2 (Extension de la dualité). Soitu € S'. L’application ¢ — (u,p), définie
sur D(R™), se prolonge de maniére unique en une forme linéaire sur S(R™) (que l’on notera

encore par ¢ — (u,p)) qui vérifie
[(w,0)| < CN(9) Ve SR (4.13)

Cette extension de la dualité identifie S'(R™) a lespace des formes linéaires sur S(R™) qui

vérifie une estimation du type (4.13).

Preuve. On utilise ici la Proposition 4.3.8: pour tout ¢ € S, on peut trouver une suite
(¢;) de D telle que N,(¢ — ;) — 0 pour tout p. Si u € &', il resulte de la majoration 4.12
que la suite numeérique (u,p;) est de Cauchy, et & donc une limite. La méme estimation
assur que cette limite, qu’on notera (u,p), ne dépend pas de la suite (¢;) choisie, et que
I'on a l'estimation (4.13). Enfin, si un autre prolongement wu; vérifait (4.13), on aurait
(u1,0 — ;) — 0, et donc u; = w.

Si on se donne maintenant une forme linéaire sur S vérifiant une majoration de type
(4.13), elle définit évidemment par restriction & D une distribution tempérée u, et I'unicité

précédemment démontrée prouve qu’elle coincide avec 'extension de wu. |
Exemple 4.4.3. Si ¢ € D(R") alors pour chaque entier p il existe une constante C' telle
que N, (7,0) < C(1+ |a])?. Cette estimation implique que e* & S'(R).

Exemple 4.4.4. L' C §'. En effet, si f € L' alors la forme linéaire o — [, f(z)p(z)dz

est continue sur S car

. flx)p(x)dz| < || fllNo(p) Voes.

Exemple 4.4.5. L>° C §'. En effet, si f € L> alors

Nus1(p)

|f(z)p(z)] < Cn”fHLwW

presque partout dans R",
donc fp € L' et

[(fre)l = . f(@)p(r)de

1+ [|z]])

v

d
< Cullfllze (/R” (—xn+1> Nos1(9) VoeD.

Tn
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Exemple 4.4.6. L? C &'. Cette inclusion découle de 'inégalité de Cauchy-Schwartz qui

donne

f(@)p(z)dz| <[ fllzzllellze V€D,

Rn

(o) =

et de
lellze < CNp 2y (9) V€ D.

Exemple 4.4.7. &' C S'.Siu e & et ¢ €S on pose
(u,p) = (une) VoES,
avec 1 € D avec n = 1 dans un voisinage compact K de supp(u). On alors

(u,p)] <C sup  |0%(z)] Ve,

€K, |o|<p
et on majore facilement le membre de droite par C'N,(p).

Exemple 4.4.8. On définit
1 — 1 N .
Lloc,mod - {f € Lloc | |f(27)| S C(l + ||ZE||) presque partout 51 ||ZE|| > R} .

Ona L}

loc,mod

C §'. En effet, comme fxp,r) € S’, on peut supposer que
1f(2)] < C(1+||=||) presque partout dans R".

Dans ce cas on a

(= | [ f@hp@)ds] < i) Ve,
car N )
N4+n+1(¥
(1 + [Jz]))¥|g(2)] < CIW.

Définition 4.4.9. (Convergence dans S’) On dit que las suite (u;) d’éléments de S’
converge vers u dans &', si on a
lim (u.0) = (wo) VoS

Remarque 4.4.1. 1l est clair que, si u; —u dans &' alors u; —u dans D’. D’autre part,
si les u; ont leur support dans un méme K, la convergence dans D’ est équivalente a la
convergence dans S’. La différence entre les deux notions de convergence n’apparait donc
qu’a linfini. Par exemple la suite (exp (k*)d;,) converge vers 0 dans D’ mais elle ne converge
pas dans S'.

Remarque 4.4.2. Soient (f;) C Li.(R") et f € LL.(R"). Le lecteur démontrera a titre

d’exercice que sous I'une des hypothéses suivantes, on f; — f dans S’

1. fj— f dans L'.
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2. fj— f dans L*.

3. f;— f dans L.

4. f; — f presque partout et les | f;(x)| sont majorées par un polynéme fixe.
Théoréme 4.4.10. Si u € S alors toutes ses dérivées appartiennent a S'. De plus, si
uj —u dans 8" alors 0°u; — 0“u dans S'.

La démonstration du résultat ci-dessus est proposée comme exercice au lecteur.

Exemple 4.4.11. Soit G € L' telle que [, G(x)dz = 1. On pose G(z) = e "G (£). Alors
G.— ¢ dans §'. (4.14)

En effet, aprés un changement de variable, on a
(Gep) = 9(0) + | G(y)(e(ey) — ¢(0)) dy VpeSs.
Rn
Il est facile de vérifier que le deuxiéme terme du membre de droite tend vers 0 si ¢ — 0 d’ou
on obtient (4.14).
Définition 4.4.12. On dit qu’une fonction f est & croissance lente ainsi que toutes ses
dérivées, ce qu'on note f € Oy (R™), si f est de classe C™, et si pour tout 5 € N” il existe
Cs et mg tels que
10° f(z)| < Ca(1 + |z|)™ VzeR" (4.15)
Théoréme 4.4.13. Soit f € Oy;. Alors:
1. Pour tout p € S ona fop€S.
2. Pour toutu € S, on a fueS'. Siu;j—u dans S, on a fu; — fu dans S'.

Preuve. En utilisant la formule de Leibniz on a

Yo U@ < ¢ Y] |2%0° f () p(x)] VpeS,

| <p,|BI<p || <p,|BI<p,|v<p
ou C, s’exprime en fonction d’un nombre fini de coefficients binomiaux. Si on désigne par
M,, les plus grand des mg intervenant dans (4.15) pour || < p, on obtient qu’il existe une

constante C,, telle que

No(f9) < CNpin, () VoeS.

On en déduit la premiére conclusion du théoréme.

SiuedS ilexte C>0etpeN tels que

[(fu,)] = [(w, fo)| < ON(fp) < CO N, ().

Cela prouve que la distribution fu est tempérée. Enfin, si u; —u dans &', on a (fu;,p) =
(uj,fo)y = (u,fe) = (fu,p) lorsque ¢ et donc f¢ appartiennent a S, ce qui achéve la

démonstration. [
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4.5 Transformation de Fourier des distributions tempé-
rées

Définition 4.5.1. Soit u € S’'(R"). La transformée de Fourier de u est la distribution

tempérée notée u ou Fu définie par

(@.¢)=(u.¢) VoeS
La conjugée F de F est définie par

(Fu,p) = (u,Fp) VeoeS.

Théoréme 4.5.2. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S’ sur lui méme,
d’inverse F~1 = (2n) " F.

Preuve. Pour tout ¢ € S on a
(FFup) = (Fu,Fo) = (u.FFp) = (2m)" (up).

|
La transformation de Fourier est une opération continue dans §’, au sens du résultat

ci-dessous. La preuve, trés simple, est proposée comme exercice au lecteur.
Théoréme 4.5.3. Si u; —u dans S’ alors w; — u dans S'.

Exemple 4.5.4. T = (27)"6. En effet nous avons déja calculé les transformées de Fourier

de Gaussiennes, et on a

() - () ()

Le membre de droite peut se mettre sous la forme (27)"¢ "G (%), en posant G(z) =
772 exp (—||z]|?). Cette derniére fonction étant d’intégrale 1, on sait (voir 'Exemple 4.4.11)

que € "G (%) converge vers ¢ dans S’, donc

20012
lim F (exp (%)) = (2m)"0 dans S’

e— 0t

Par ailleurs, compte tenu de la Remarque 4.4.2; les fonctions exp (%) convergent
vers 1 dans &" pour € — 0. Il en resulte que leurs transformées de Fourier convergent vers

F(1) dans S'. Or elles convergent aussi vers (27)"9. On a donc

F(1) = (21)"8.
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Exemple 4.5.5. 5 = 1. En effet I’exemple précédent et la formule d’inversion de Fourier
entraine que (27)"F [(27)"0] = 1, et donc que F (§) = 1. Le résulat est obtenu en
"changeant" 7 et —i.

Les propriétés de la transformation de Fourier dans S donnent, par dualité des propriétés
similaires pour la transformation de Fourier dans &’. Plus précisément on a le résultat
suivant donc la preuve, trés simple, est proposée comme exercice au lecteur.

Proposition 4.5.6. Soit u € §’. Alors on a
~ %=1 o (i,h) = (u,h) pour tout h € S et h(x) = h(—z), pour tout h € S et tout
r € R";
~ Tou =exp(—ia-&)u ;

~

—_—
—exp(ia-z)u =T,U ;

~ 0, =exp (—ia- &), exp/(z'a\-x) = (2m)"0,.

CBeg —ilelge, 7@ — (2m)rlalges,

La transformation de Fourier et la notion de symbole d’un opérateur différentiel per-
mettent d’obtenir une caractérisation symple de la solution fondamentale d’un opérateur
différentiel. On définit d’abord la notion symbole d’un opérateur différentiel.

Définition 4.5.7. Soit (@q)aenn,jo|<m une famille de fonctions de classe C*° de R dans C
et

P(z,0) = Z o 0"

la|<m
un opérateur différentiel. La fonction P(-,-) : R™ x C™ — C définie par

P(z.&) = > aalx)(i)”

laj<m

est appelée symbole de 'opérateur différentiel P(z,0).
Remarque 4.5.1. Si I'on pose D; = %8]- pour j = 1,n alors l'opérateur différentiel P(x,0)
peut s’écrire

P(z,D) = Z Ca(x)D?,

laj<m

oil ¢, () = i1%laq(x). Avec la notation ci-dessus le symbole de P(z,D) est

Peg) = Y calo)e

la|<m
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Exemple 4.5.8 (Les symboles de quelques opérateurs différentiels).

Operateur Symbole
0y + O, 1T + ick
Ax - 2?21 6]2
0 =Dy =T 40
O — A, T+ &

La transformation de Fourier est liée aux notions de symbole et de solution fondamentale
d’un opérateur différentiel par I'intermédiare du résultat qui suit.
Proposition 4.5.9. Soit P(0) un opérateur différentiel a coefficients constants de symbole
P(&) etueS'. Alors
F (P(Q)u) = P(&)u. (5.16)

En particulier E € 8" est une solution fondamentale de de P(0) si et seulement si
P)E =1.

Preuve. La relation (5.16) est une conséquence directe de la Proposition 4.5.6. Pour
prouver la derniére partie de ’enoncé il suffit maintenant d’utiliser I’Exemple 4.5.5. [ |
Remarque 4.5.2. La transformation de Fourier nous permet de trouver la solution fonda-
mentale de certains opérateurs différentiels et en particulier celle du laplacien. En effet, si

'on suppose que u € S'(R?) est telle que Au = &y alors, en appliquant la Proposition 4.5.9,

~ . . ~ 1 .
on obtient que |7 = 1. Une solution évidente semble u(£) = I Cette solution
convient car la fonction { — — W est dans Li,. ..q (R?), donc elle définit une distribution

tempérée v. Sa transformée de Fourier inverse est (voir ’'Exercice 4.9)

1
) = = ]

Une application intéressante de la transformation de Fourier est le résultat classique
suivant.

Théoréme 4.5.10 (Théoréme de Liouville généralisé). Soit P(D) un opérateur diffé-
rentiel a coefficients constants tel que P(§) #0 si £ € R"\ {0}. Siu € 8 satisfait Pu =0

alors, alors u est une fonction polynomiale.

Preuve. En appliquant la transformation de Fourier un obtient que P(§)u = 0. Comme
P(&) # 0si & # 0 on déduit que supp (u) C {0}. En appliquant le Corollaire 3.5.9 on déduit

que u est une combinaison linéaire finie de dérivées de la masse de Dirac en 0, c.a.d. que

ﬂ: Z Caaado.

laj<m
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En appliquant la transformation de Fourier inverse on obtient la conclusion. |
Remarque 4.5.3. Les opérateurs P = 0, + 10, (opérateur de Cauchy-Riemann), le laplacien
ainsi que 'opérateur P = 0,—A (I'opérateur de la chaleur) satisfont I’hypothése du théoréme
ci-dessus. Les opérateurs "hyperboliques" P = 9; — 9, et P = 97 — A ne satisfont pas cette
hypothése.

Corollaire 4.5.11. Les seuls fonctions harmoniques (resp. holomorphes) bornées dans R™

(resp. dans C) sont les fonctions constantes.

4.6 Transformation de Fourier dans L2

La formule définissant la transformée de Fourier d’'une fonction f de L' n’a , en général,
pas de sens lorsque f € L?. Pour définir la transformée de Fourier de f € L? on utilisera le
prolongement par continuité de la transformation de Fourier vue comme application linéaire
de § dans S.

Théoréme 4.6.1 (Plancherel). L application u— (27)"2 Fu est une isométrie bijective
de L*(R™) sur lui méme, d’inverse (21)"2 F .

Preuve. Compte tenu de la densité de S dans L? (qui découle du Corollaire 2.5.7) il suffit
de démontrer que les applications u — (27)72 Fu et u— (27)~2 F u sont des isométries de
S sur lui méme, lorsque celui-ci est muni de la norme L?.

Soient f et g appartenant & S et posons h = ¢. D’aprés le Lemme 4.3.7 on a Jan f(2) h (x)dx =
[on J (x)h(z)dz. En remarquant que

on obtient immédiatement

r | fw)gle)ar= | T @)5 () ar

ce qui montre que (2#)’%]—" conserve le produit scalaire, et donc la norme L2, pour les
éléments de S. Ce qui précéde s’applique également a (27)~2 F . Cela termine la démons-
tration du théoréme. |

Une application intéressante du Théoréme de Plancherel et de la transformation de

Fourier dans S permet la solvabilité d'une classe d’équations elliptiques.

Proposition 4.6.2. Soient m >0 et f € §'. Alors il existe une unique distribution u € S’

telle que
mu — Au = f. (6.17)

De plus, si f € S alorsu € S. Si f € L? alors 9%u € L* pour tout o € N" tel que |a| < 2.
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Preuve. Si fu € 8" alors I'équation (6.17) est équivalente a

donc a
I -1 2
u=(m+[¢*) " f.
La relation ci-dessus montre que, pour tout f € S’, 'équation (6.17) admet une solution

unique u € S’ et que u € S lorsque f € S.
SiaeN" |a] <2et f e L*R") alors

F(o"u) = m(f—)épf( /) € AR,

En appliquant le Théoréme de Plancherel on déduit que 0%u € L2. [ |

Remarque 4.6.1. Le résultat de la Proposition 4.6.2 n’est pas valable pour m = 0.

4.7 Espaces de Sobolev

4.7.1 Définition et propriétés des espaces de Sobolev d’ordre entier

Définition 4.7.1 (Espaces de Sobolev). Soit 2 un ouvert de R™ et soit m un entier positif
ou nul. On dit que u € H™(Q) si u € L?(Q) et si les dérivées de u, au sens des distributions,
jusqu’a lordre m appartiennent également a L?(Q). On notera H°(Q) = L*(Q).
Théoréme 4.7.2. Les espaces H™()), m > 0 sont hilbertisables : munis du produit scalaire
(U, 0)m = Z / 0%u(x)0v(x)dz, (7.18)
la<m &

ou de tout autre produit scalaire donnant une norme équivalente a la norme

fullm = [ 0°ull?, (7.19)
|a|<m

Preuve. On voit facilement que 'expression (7.18) est un produit scalaire. Il suffit de

ce sont des espaces de Hilbert.

vérifier que 'espace est complet pour la norme associé, et il le sera évidemment pour toute
norme équivalente. Soit donc (u;) une suite de Cauchy pour cette norme. On a
lim ) [|0%u; — 0%ull7. =0,

J,k— 00
o] <m

ce qui exprime que, pour chaque o de longueur inférieure ou égale a m, la suite 9%u; est une

suite de Cauchy dans L?(2). Ce dernier espace étant complet, il existe donc de v, tels que
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0“u; — v, dans L*(€). La convergence dans L?(f2) impliquant la convergence au sens des
distributions, on a également u; — vy au sens des distributions. En appliquant le Théoreéme
3.4.6 on obtient que %u; — d*u’ au sens des distributions. On a donc 9%vy = v, € L*(Q),

ce qui prouve que vy € H™(£2). De plus, par la définition méme des v,, on a

lvo — w2, = 3 |lva — 0%u; )13 — 0,

|a|<m

donc uj; — vy pour la norme de H™(£2). Cela achéve la démonstration. u

Remarque 4.7.1. Tl est clair que l'inclusion H™(2) C L?*(f2) est continue. De plus, comme
D(Q) est dense dans L?(Q) (cf. Corollaire et 2.5.7) et D(Q2) € H™(Q), on a que H™ () est
dense dans L?(Q).

Théoréme 4.7.3. On suppose que §2 est un ouvert régulier avec OS2 borné (ou bien Q =
R% ). Alors, pour tout m € N, il existe un opérateur linéaire P : H™(2) — H™(R") tel que
pour tout u € H™ (1)

1. Pu|g = u.
2. ||Pull grmeny < Cllullam(a)
ou C' dépend seulement de ().

Preuve. Nous donnons la preuve dans le cas particulier ot N =1, m = 1 et ) est un
intervalle de R. Si Q =]0,00[ et u € H*() on définit

u(x) si x>0
u(—z) st x<0

wmmwﬂmmz{
Posons

—u'(—z) st x<0

v(x):{u’(x) si x>0

Un calcul simple montre que v € L*(R). Pour conclure la démonstration (au cas ou =

10,00[) il suffit de prouver que
(Pu)" = v dans D'(R). (7.20)

En effet, en supposant (7.20), on déduit que Pu € H'(R) et || Pul|grr) < 2[|ullg@)-
Il reste & prouver (7.20). On utilisera la suite (1) de fonctions de C*°(R) définie par

m(t) =nkt) teR, k=12 ...

ou n € C*(R) est une fonction fixée telle que

0 si t< i
Mﬂ:{ 2

1 si t>1
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Soit ¢ € D(R). On a ~ N
/ u (@) (z)de = / u(2)X (2)d,

o0

83

(7.21)

ou x(z) = ¢(x) — ¢(—x). On notera que x(0) = 0, donc il existe une constante C' > 0 telle

que x(z) < M|z| pour tout z € R. Comme n,x € D(0,00) on a

/ u(nkx)'d:c:—/ o' (nex)dz.
0 0

Mais
(mx) (%) = me(2)X () + kn' (kx)x ().

Par ailleurs
1

< ko/'“ wlu(z)|de < MC/k lu(z)|de,
0 0

|ty oty

avec C' = supye(o 1 |7 (t)], d’ott

lim =0.

k— o0

/000 ku(x)n' (kx)dz

On déduit alors de (7.22), (7.23) et (7.24) que

/ ux'dr = —/ u'xdr = —/u'qu:v.
0 0 R

Les relations (7.21) et (7.25) implique (7.20).

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

Considérons maintenant le cas d’un intervalle borné I; on peut toujours se ramener

au cas I =|0,1[. En utilisant la fonction G de la preuve de la Proposition 2.2.6 on peut

construire n € C*(R) telle que n(x) € [0,1], pour tout = € R et

77($):{ 1 s% T <

0 si x>

NI

_ ulz) st O<z<l1
u(x) = .
0 sl x>1

Alors nu € H'(]0,00[) et (nu)’ = n'u+ nu'. La fonction u € H'(0,1) s’ecrit

u=nu+ (1—n)u.

La fonction nu est d’abord prolongée a |0,00[ a nu € H'(]0,00[) et ensuite prolongéé a R

par réflexion. On obtient ainsi une fonction v; € H'(R) qui prolonge nu et telle que

vl 2wy < 2lullzzay > Noillarw) < Cllullaa
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(ou C dépend de ||7||z=). On procéde de maniére analogue avec (1 —n)u, c’est & dire que
I'on prolonge d’abord (1 — n)u a | — 0o, — 1] par 0 sur | — 00,0[ et ensuite on prolonge a
R par une réflexion (par rapport au point 1). On obtient ainsi une fonction v, € H'(R) qui

prolonge (1 — n)u et telle que
vallLey < 2[lullzeqy o Nvellar@) < Cllullmm-

Alors Pu = vy + v9 répond a la question. |

4.7.2 Les espaces H*(R"), avec s € R

Au cas ou €2 = R"” les espaces de Sobolev ont une caractérisation simple en utilisant la
transformation de Fourier.

Proposition 4.7.4. Soit m € N. Alors

m
2

H™R") = {u € L2(R") ( 1+ €27 ae L2(R”)}.

Preuve. Si u € H™(R™) alors u € L*(R") et 0*u € L*(R™), pour tout o € N |a| = m,
donc u € L*(R") et £&u € L*(R"), pour tout a € N, |a| = m. On déduit que u €
L2(R™) et ||€]|™ % € L2(R™) donc (14 ||€]|2)? @ € L*(R™). Réciproquement supposons que

(1+ €)% @ € L2(R"). On peut facilement vérifier qu’il existe une constante C' telle que

el < |1+ 11l ® ae)|.

pour ¢ € R” et pour tout @ € N, |a| < m, donc €27 € L*(R"™), pour a € N*, || < m. En

utilisant le Théoréme de Plancherel on déduit que 9%u € L*(R"), pour a € N, |a| < m,

donc u € H™(R™). |
Le résultat de la Proposition 4.7.4 suggére la définition suivante.

Définition 4.7.5. Soit s € R. On dit qu’une distribution u dans R™ appartient a 1’espace

H? si u est tempérée, si u est une fonction localement sommable, et si
(1+[1€1%)2 @ € LAR™).
Proposition 4.7.6. Les espaces H*(R™) sont hilbertisables ; munis du produit scalaire
o) = [ (L+ ) 3O T
ou de tout autre produit scalaire donnant une norme équivalente a la norme

2’

lulle = ||+ 1g1®)? @)

ce sont des espaces de Hilbert.



4.7. ESPACES DE SOBOLEV 85

Preuve. 11 est clair que (u,v)s est un produit scalaire. D’autre part, 'application
u— (L+I€)%)* @

est par définition une bijection isométrique de H*(R") sur L*(R"). Ce dernier espace étant
complet, il en est de méme de H*(R™), pour la norme || -||s ou pour toute norme équivalente.
|

Une propriété importante des espaces de Sobolev H*(R™) est la suivante :

Théoréme 4.7.7. L’espace D(R™) est dense dans H*(R™) pour tout s.

Preuve. On sait que 'application v — (1 + ||§||2)% u est une isométrie de de H*(R")
dans L?(R™). L’isométrie inverse doit transformer le sous espace dense S de L? en un sous
espace dense de H®. Or cette méme application est une bijection de S sur lui méme: elle est
composée de la transformation de Fourier et de la multiplication par (1 + ||€]|2)?, fonction
qui appartient & Q) ainsi que son inverse. On obtient donc que S est dense dans H® pour
tout s.

Montrons maintenant qu’il existe p et C, ne dépendant que de s, tels que
lells < CN(9) Veoes. (7.26)

En effet, pour chaque N € N, on a
[a+1e g | < (ggRg [(1+ gy |@<5>|]) I+ e~

En choississant N > %, le membre de droite est majoré par une constante fois NVy(®), ot ¢
est le plus petit entier supérieur ou égal a 5+ N. D’apreés le Théoréme 4.3.6 on a 'estimation
(7.26) avec p=q+n+ 1.

Un élément u € H® et € > 0 étant donnés, on peut d’abord trouver ¢ € S, vérifiant
|lu — ¢||s < 5. D’aprés le Théoréme 4.3.8, il existe une suite (¢;) de D telle que I'on ait
Np(p — ;) — 0. Il resulte de la majoration (7.26) que I'on a [|¢ — ¢;||s < 5 en choisissant j
assez grand. On peut donc, pour tout ¢, trouver un élément ¢; € D tel que ||u — ;|| < &,
ce qui achéve la démonstration. |

En utilisant le Théoréme 4.7.3 et le Théoréme 4.7.7 on obtient le résultat suivant :
Corollaire 4.7.8 (densité). On suppose que 2 est un ouvert réqulier de R™ et que u €
H™(Q). Alors il existe une suite (u,) C D(R") telle que u, —u dans H' (). Autrement
dit les restrictions a Q2 des fonctions D(R™) forment un sous-espace dense de H™(S2).

Le résultat suivant montre que, si s est assez grand, les fonctions de H*(R™) sont conti-

nues.

Théoréme 4.7.9 (Théoréme d’injection de Sobolev). Pour s > § les éléments de

H*(R™) sont des fonctions continues tendant vers 0 a l'infini.
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Preuve. On peut écrire

() = |+ e a©] [+ e~

Le premier facteur appartient a L*(R") si u € H*(R"™), et le second facteur appartient a
L*(R") dés que s > 2. On a donc © € L'(R") et, en appliquant le Théoréme 4.2.2, on
obtient que la fonction u est continue et tend vers 0 a l'infini. |
En appliquant le Théoréme 4.7.9 aux dérivées d’ordre < m de u on obtient
Corollaire 4.7.10. Pour tout m entier positif et s > 5 +m, les élément de H*(R™) sont
des fonctions de classe C™. En particulier une fonction appartenant & H® pour tout s est

une fonction de classe C*.
En combinant le Théoreme 4.7.3 et le Corollaire 4.7.10 on obtient
Corollaire 4.7.11. Pour tout 2 ouvert régulier borné de R™, m entier positif et p € N,

p>2+monaHP(Q) C C™(Q), avec inclusion continue.

4.8 Exercices du Chapitre 4

Exercice 4.1. Calculer la transformation de Fourier de fonctions f : R — R suivantes

f(a:):{l S? |w’<1;

0 si |zl >1
1 — || si |zl <1
- fle) = _ ;
0 si |zl >1
— fx) =7l t > 0;
N f( ) o COSh(ﬂ'CC)
— f(z) = ze .
Exercice 4.2. Soit f € S une fonction positive. Trouver le pont ¢ ou la fonction £ —
| f (€)]? atteint son maximum.
Exercice 4.3. Soit t > 0.

1. Démontrer que

1
exp (—t|z|) = / v j_ & exp (—ix&)d¢ Vel

2. En déduire les formules

exp (—t|z|) = / / exp (—st?) exp (—s&%)ds exp (—iz€)dE VzeR,

exp (—tA) = / exp (—st?) exp (4_s> ds vV A>0.
0

(ms)2
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3. Calculer la transformée de Fourier de la fonction
f(x) = exp (—t]|z]]) VzeR",

en utilisant la fonction I' d’Euler dédifinie par

[(z) = /000 s"exp (—s)ds.

Préciser le résultat pour n € {1,2,3}.

Exercice 4.4. Soit © € §’. Prouver les formules suivantes

~

— =

¢

)

/.\
—exp(ia-x)u =7,U;
— Qo =illgaq ;

— zou =il*loeq ;

En déduire

— Tu =exp(—ia-&)u;

~ 5, = exp (—ia - &), exp/(z'a\-x) = (27)"0,.
_ 95 —illge, 7@ = (2m)milelges.
Exercice 4.5. Soit H la fonction de Heaviside.

1. Utiliser les relations H + H=1 et H' = § dans S’(R) pour démontrer que

-~ 1

Vp <1> = ir(1 — 2H)

T

2. Déduire que

!/

3. Sachant que |z| = 2H — zH et que (Vp (%)) = —Pf (m—lg), prouver que

—~ 1 "
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Exercice 4.6. Soit T' € S'(R") homogene de degré k& € C. Montrer que T est homogéne

de degré —n — k.

Exercice 4.7. On rapelle qu’une fonction f est dite a croissance lente ainsi que toutes ses

dérivées, ce qu'on note f € Oy (R™), si f est de classe C™, et si pour tout 5 € N il existe

Cs et mg tels que
‘05]“(:1:)‘ < Cs(1 + |z|)™e vV eR"

Soit f € Oyy. Alors:
1. Pour tout p € Son a fo € S.
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2. Pour tout v € &', on a fu € §'. Si de plus u; —u dans &', on a u; —u dans S'.

Exercice 4.8. On considére la fonction

f@) = —  VazeR\{0}.

[|]]

1

L(R?) et que la distribution associée a f est dans S’

1. Prouver que f € L
2. Calculer lintégrale [ \/ig exp (—s||x[|?)ds.
3. Montrer que la transformée de Fourier de f est donnée par

~ 47

f(ﬁ)zw~

Exercice 4.9. 1. Soient Cy = {z € C| Rez > 0} et ¢ une fonction fixée de S. Montrer

que les fonctions

Fz) = / oxp (~2la?) 3(z) d,

G(z) = (g) : / exp (—Z—Z) () dz.

Démontrer que les fonctions F' et G sont bien définies et holomorphes sur Cy. Prouver
que F' et G peuvent étre prolongées d’une maniére unique a des fonctions continues
sur C.

2. Prouver que

F(z) =G(z) vV z € C,.

3. En déduire que si f(x) = exp (is|z|?), avec s € R* alors

i) = (_i) exp (‘4")

Exercice 4.10. Soit Q = {(z,y) € R? | 22 + y*> < 1} et u la fonction définie sur 2\ {(0,0)}

par
In| ——

2

«

u(m,y) =

Y

ot a € R. Montrer que pour 0 < a < %, u est une fonction dans H'(Q) qui n’admet pas de
représentant continu sur €2.
Exercice 4.11. On suppose que l'intervalle I C R n’est pas borné et que u € H'(I) . Alors
on a limyy| oo, zer u(z) = 0.
Exercice 4.12. Soient u,v € H*(I). Alors uv € H'(I) et

(wv)" = v'v +w'.

De plus on a la formule d’intégration par parties

/y " = ua)o(z) — uly)o(y) — /y '
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Exercice 4.13. Soit I C R un intervalle borné.
1. Montrer que l'inclusion H'(I) C L*(I) est compacte.

2. Prouver qu’il existe une constante C' > 0 telle que

/Qu(a:)da:

Exercice 4.14. 1. Quelles sont les valeurs de s telles que xjo1) € H*(R)?

|wms00Mm+

) . Vue HY(I).

2. Quelles sont les valeurs de s telles que x[,1xjo,1] € H*(R?)?
3. Soit K € S'(R") telle que K — AK = §. Quelles sont les valeurs de s telles que
K € H*(R")?

Exercice 4.15. On considére la distribution u € D'(R?) définie par

(u,p) :/0 o(x,0)dr Yo € D(R?).

1. Préciser 'ordre et le support de u, en justifiant vos réponses.
2. Prouver que u € §'(R?).
3. Calculer la transformée de Fourier de u.
Exercice 4.16. Soit « € {0,1}. On considére 'opérateur différentiel P, : D'(R?) — D'(R?)
défini par
P,u= A(Au) + au Y u € D'(R?).
1. Prouver que P; admet une et une seule solution fondamentale £ € S’

2. Si F est la distribution dont on a prouvé 'existence a la question précédente, dire si

les affirmations suivantes sont vraies
(a) E € HY(R?);
(b) E € H7 (R?).

3. Trouver toutes les distributions u € &'(R?) telles que
Piu=0 dans D'(R?).

4. Soit u € S'(R?) telle que Pyu = 0. Que peut-on dire sur le support de @ ?

5. Prouver que si u € §'(R?) satisfait la condition
Pyu=0 dans D'(R?),

alors u est une fonction polynomiale. Trouver ensuite toutes les fonctions u € L>°(R?)

vérifiant

Pou=0 dans D'(R?).
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Exercice 4.17. 1. Soit f € L% _(R) une fonction 27-périodique. Prouver que la distri-
bution associée & f est une distribution tempérée.
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite (ay)rez de nombres com-

plexes pour que la série

Z ak5k

kEZ

converge dans S'(R) et soit la transformée de Fourier d’une fonction de L2 (R) 27-
périodique.
Exercice 4.18. Soit I un intervalle borné Ja,b| et fixons f € L?*(I). On se propose de

trouver une fonction u € H*(I) telle que

—u” = f dans L*(I)
u (a) ( ) =0, (8.27)

f dxr = 0.

/abv(x)dx:0}.

1. Montrer que si (8.27) admet une solution alors f satisafait

/b f(z)dz = 0. (8.28)

2. Montrer que V est un espace de Hilbert. Démontrer que la fonction

b 3
u—>[/ |u’(x)|2d$} ,uevV

définit une norme équivalente & la restriction de la norme de H' & V. En déduire que

On introduit 'espace

V = {v € H'Y(I)

pour tout f € L?(I) satisfaisant (8.28) il existe un unique u € V' tel que

/ o (z)v(x)de = / f(x)v(z)de, VoveV. (8.29)

3. Montrer que la solution u de (8.29) satisfait

/ dx—/ f(z dz, Ve HY(I).

En déduire que u € H?(I) et que u satisfait (8.27).
Exercice 4.19. Soit I =|a,b[ un intervalle borné de R.

1. Prouver l'inégalité de Poincaré

||’U,HL2(]) S (b—a)HUIHLz(D VU GD([)
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2. On note Hj(I) Padhérence de D(I) dans H'(I). Prouver que 'application
v = ol = [Vl 2y,

définit sur H}(I) une norme équivalente a la restriction de la norme de H*(I).

Exercice 4.20. Soit I =]a,b[ un intervalle borné de R. On considére I’espace vectoriel

suivant :

H(I) = {u e D'(R); 3C >0 |{u,9)| <C || Vo € D(R)}

1. Prouver que pour tout u € H~'(I), 'application ¢ — (u ,¢) se prolonge d’une maniére

unique en une forme linéaire continue sur HJ(I). On notera:
<u7U>H_1(I),H01(I) Yu € Hil(I) You EHol(I)

ce prolongement.

2. Soit L une forme linéaire continue sur Hg(I). Prouver que la restriction de L a D(IR)
est une distribution d’ordre < 1 qui appartient & H~!(I). On notera u cette distribu-

tion. Démontrer que ’application :
/ _
p o (Ho(D) — H™'(I)
qui a L associe u, est un isomorphisme algébrique d’isomorphisme inverse:

u — (u :'>H—1(I),H01(I)

3. Soit h € L*(I). Vérifier que I’ est un élément de H'(I).
Exercice 4.21. Soient I un intervalle borné de R et a € C(I) telle que a(z) > 0, pour

tout x € I. On considére 'opérateur linéaire A, défini par
Ao = —¢" + ag V¢ € Hy(I).
1. Démontrer que A, est un isomorphisme de Hg(I) dans H~'(I). En déduire que v €
H=Y(I) si et seulement si il existe f,g € L*(I) telles que ¢ = f + ¢'.
2. On note
D(Ao) = {p € Hy(I) |Aapp € L*(I) }.
Montrer que D(A,) = H*(I) N H(I).
3. Prouver que la restriction de A, & L*(I) est un opérateur compact dans L*([).
4. En déduire qu’il existe une suite (\,) C]0,00[ et une suite (¢,) C D(A,) telles que
(a) Ap — o0
(b)  Aatn = Ay, pour tout n € N.
(c¢) La famille (¢,,) est orthonormée dans L*([).

5. Calculer les fonctions 1, au cas ou I =]0,7[ et a = 0.



92

CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE FOURIER



93

Chapitre 5

Transformation de Fourier et équations

aux dérivées partielles

5.1 Probléme de Dirichlet pour le Laplacien dans un
demi-espace

Soit © on ouvert de R™ et f : 92 — R une fonction donnée. Le probléme de Dirichlet

dans l'ouvert {2 consiste dans la détermination d’une fonction u : {2 — R telle que

Au =0, dans €2,
(1.1)

u=f, sur 0.

On va s’intéresser au cas particulier ot §2 est un demi-espace, c.a.d. Q2 = R = {(21,...,2,) €
R | z,, > 0}.

Théoréme 5.1.1. On suppose que f € S(R™!) est une fonction bornée. Alors le probleme
(1.1) admet une solution unique avec u € C*(Q) et Vu € L*(Q). Cette solution est donnée

par la formule

u(e ) = w3 (2) /R F0) e (1.2)

ou I'(x fo tlexp (—s)ds est la fonction d’Fuler et ' = (x1,..., 0, 1).
Preuve. Premiére étape:un calcul formel: L’équation Au = 0 est équivalente a
0%u

Apu(x' x,) + a2

—(2'x,) = 0.
En appliquant la transformation de Fourier par rapport a z’, on obtient

2
O () - €IP8E ) =0 VEER™,  Va,eR.
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Pour chaque & € R™ !, la relation ci-dessus est une équation différentielle ordinaire dont

la solution générale est
(¢ x,) = C()e™ I 4 Cy(&) e IET

avec C1(£'), Cy(¢') € C. Comme on cherche u telle que Vyu € L*(R"™!) et donc (par
Plancherel) avec Vg € L*(R"!) on déduit que C;(¢') = 0. Par consequent on a

U(E ) = Cy(€e ™I (1.3)

Par ailleurs, en appliquant la transformée de Fourier par rapport a 2’ a la condition initiale
u(z',0) = f(a’), on obtient que

-~

u(€',0) = f(&). (1.4)
Les relations (1.3) et (1.4) impliquent que

WS wa) = F(&)emmIEl

Par conséquent
ulz) = F3' (efmnuen) « ().

D’aprés un exercice vu en TD10

/ n n x
ol (o) WY (1 W R
’ 27 (wn + [l'][*)2
Les deux derniéres relations impliquent (1.2).
Deuziéme étape: On démontre que la fonction définie par (1.2) est bien solution du probléme
de Dirichlet et qu’elle a la régularité requise. Tout d’abord on remarque que (1.2) implique
la relation

u(r) = F! (e‘“”gl‘l) x f(2") Vel

En appliquant F,, aux deux membres de 1’égalité ci-dessus on obtient que

~

(e ) = f(&)e=nlIEl Ve e R Yz, >0. (1.5)

On vérifie facilement que la relation ci-dessus implique que

lim @(¢z,) = f(¢) dans S(R™™1).

Tn,—07T

Comme F, est un isomorphisme de R"~! on déduit que

lim w(2',x,) = f(2') dans S(R™1),

Tn,—07T

donc u satisfait bien la condition au bord.
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Par ailleurs (1.5) implique que
2

A€ ) +[EPAE ) =0 VEER™ Va0,

La relation ci-dessus et le fait que

0?2 0%u
Sl = 7|

impliquent que

JTI/ {3_3:'1;@/’5571)] + HSIHQG(é/V%n) = O v 5, 6 Rnil v .fL'n > O

En appliquant F, 14 la relation ci-dessus on obtient que

Au =0 dans ,

donc u est bien une fonction harmonique dans €. |

5.2 Equation de la chaleur

5.2.1 Solutions classiques

Définition 5.2.1. Soit [ in intervalle de R et u : I —&. On dit que u est continue de [
dans S et on écrit u € C(I,8) si, pour tout ¢ € I et pour toute suite (¢,) C I, t, — ¢, on
a que u(t,) —u(t) dans S.

Proposition 5.2.2. Soit u € C° (I,S(R")). Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. La limite limy, <w> existe dans S(R?) et elle est uniforme sur des bornés.

2. La dérivée partielle 2% existe pour tout (t,x) € I xR" et la fonction t — 2% est continue

ot ot
de I dans S(R?).

Définition 5.2.3. Pour k£ > 1 l'espace C*(I;S(R?)) est I'ensemble des fonctions u €
CF1(I; S(R?)) telles que 0F u € C* (I; S(R?)). L'espace C™ (I; S(R?)) est définie par

C>(L;S(RY) = () C* (I;S(RY)) .-
keN
On considére le probléme de Cauchy suivant: Etant donnée f : R" — R, trouver u :
R™ x [0; o0] telle que
0
8_? — Au =0, dans R"x]0,00], (2.6)

u(z,0) = f(z) vV axeR"™ (2.7)
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Théoréme 5.2.4. Supposons que f € S(R™). Alors il existe une unique fonction u €
C>([0,00[; S(R™)) satisfaisant (2.6) et (2.7). La solution u est donnée par

/ exp (—M>f(y)dy Vit>0. (2.8)

t

(47‘('75)%
Preuve. "L’unicité". On note par (F,u)(£,t) la transformée de Fourier "partielle de wu,
lLe.
(Fo)u(&,t) :/ exp (—ix - §)u(x,t)de
Siu € C*(]0,00[; S(R™)) satisfont (2.6) et (2.7) alors

~

O (Faed) =~ FEa)ED. (FaEn = Fo).

d’ott on déduit que

-~

(Fou)(&t) = f(&) exp (—t[€]I*) Vi>0

donc
u(et) = F71 | Fl©) exo ()] - (2.9)
La formule (2.9) implique que
u(w,t) = F; " [exp (—t|[€]*)] * f

d’on, en utilisant 'Exemple 4.2.4, on déduit (2.8).

L’ezistence. On vérifie que u définie par (2.9) ou (2.8) satisfait les conditions. u

5.2.2 Solutions généralisées

Pour ¢t > 0 fixé, on note par Sg(t) : S — S Vopérateur f— u(-t), ou u est la solution
de (2.6), (2.7). La famille d’opérateurs (Sg(t)):>o satisfait les conditions

SH(()):I, SH(t—FS):SH(t)SH(S) VS,tZO.

On dit que la famille (Sg(t)) forme un semigroupe d’opérateurs linéaires sur S.

Proposition 5.2.5. Soit s € R. Alors, pour toutt € R, l'opérateur Sy (t) peut étre prolongé
d’une maniére unique a un élémént de L(H*(R™)), noté toujours par Sg(t). De plus, pour
tout f € H*(R™), lapplication t — Sy (t)f est continue sur |0,00].

Preuve. La relation (2.9) implique que

- t)

liae = |+ 1) F(&) fexp (~tll®)] |,

< [I.f [l e Vfes.
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Pour conclure il suffit d’utiliser la relation ci-dessus et la densité de S dans H*. [ |

Remarque 5.2.1. La formule

2
SH(t)f = (477‘125)75 /n exp <—%)f(y)dy Vi> 0,

reste valable pour f € L*(R").

5.3 L’équation des ondes

5.3.1 Solutions classiques

Soit ¢ > 0. In considére le probléme de Cauchy suivant :

Etant données f,g : R" — R, trouver u : R" x [0,00] telle que

Pu "
52 ¢ Au =0, dans R"x]0,00], (3.10)
Ju
u(z,0) = f(z), E(m,O) = g(z) VxeR"™ (3.11)

Théoréme 5.3.1. Supposons que f,g € S(R™). Alors il existe une unique fonction u €
C*([0,00[; S(R™)) satisfaisant (2.6) et (2.7). La solution u est donnée par

(Fu)(Et) = FE) cos (cllelle) + a@%. (3.12)

Remarque 5.3.1. Si n =1 alors

(f(x+ct)+ f(z —ct))

N | —

F [ F© cos (elélt)] (2) =

F [/g\(f)%} () = %/Zg(x%—s)ds.
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