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Préface

Avertissement

Ce texte résulte d’une mise en forme de notes prises au cours durant ’année académique 2006-
2007. Ces notes ont ensuite été mises a jour pour correspondre a ’année 2007-2008 1. L’essentiel
de la matiére s’y trouve donc en structure. Cependant, comme il s’agit de notes « prises en
direct » , le texte ne reprend pas toutes les nuances, toutes les précisions, toutes les explications,
tous les exemples et références signalés a 1'occasion du cours oral (et éventuellement des séances
de questions-réponses et aux répétitions). Il ne constitue pas ce que l'on peut appeller « un
syllabus » de cours, mais plutdét un support qu’il convient de compléter de fagon personnelle en
suivant le cours et en cherchant les compléments d’informations nécessaires.

Il convient aussi de bien faire attention a la diversité des notations qui peut apparaitre en
fonction des divers enseignants et syllabi. On citera pour références de base :

— EK : KREYSZIG, Erwin, Advanced engineering mathematics, 9° édition : Wiley International

Editions, 2006.

— ED : DELHEZ, Eric, Analyse, Centrale des cours de I’A.E.E.S., 2006.

— http ://www.afo.ulg.ac.be/ , site sur lequel il ne faut pas oublier de récupérer les fichiers

pdf.

Il est également important de remarquer que ces notes sont le fruit du travail des années
académiques 2006-2007 et 2007-2008 et des ajouts/suppressions/corrections y ont été apportés
depuis lors. Dans cet ordre d’idée, il est aussi important de noter que des compléments sont
disponibles sur le site internet (via les pages de Mme Bastin relatives a ce cours).

Remarque sur l’édition 2012-2013 : cette version est pratiquement celle de 2011-2012; les
seules mises & jour sont cette préface et une faute de frappe corrigée dans la preuve du théoréme
des résidus.

Conselils

Les démonstrations qui sont dans ces notes sont « insuffisantes » dans le sens ol restituées
telles quelles lors de ’examen, elles ne rencontrent pas complétement les attentes de M™¢ BASTIN.

Remerciements

Je tiens particuliérement a remercier M™¢ BASTIN qui m’a encouragée a publier ces notes de
cours afin d’aider les étudiants.
Elle m’a permis d’y apporter quelques modifications utiles pour la compréhension de tous.

1. Si vous retrouvez des erreurs ou des fautes de frappe vous pouvez en faire part I F. Bastin



Introduction

Le cours est divisé en trois parties principales : Analyse vectorielle, Fonctions holo-
morphes d’une variable complexe, Introduction a l’analyse de Fourier. Ces trois parties
installent et /ou précisent des concepts d’analyse mathématique (Analyse IT) tout a fait classiques
et abondamment utilisés dans tout cursus d’études scientifiques d’ingénieur.

Analyse vectorielle

L’analyse vectorielle traite de vecteurs qui dépendent de variables, c¢’est-a-dire de fonctions
a valeurs vectorielles. On peut donc leur appliquer a la fois des opérations algébriques (produit
scalaire, produit vectoriel) et des opérations relevant de 'analyse (dérivation, intégration). Cette
notion est fondamentale car elle permet de modéliser des grandeurs que 1’on souhaite décrire en
chaque point et dont on souhaite éventuellement étudier I’évolution au cours du temps (champ
magnétique, électrique, gravifique, ... ). Les fonctions vectorielles (resp. scalaires) sont dans ce
cas plutot appelées « champs vectoriels (resp. scalaires) » et il importe de s’assurer que les notions
introduites sont indépendantes des coordonnées servant & les modéliser.

La modélisation et 1’étude des phénoménes, des situations concrétes, passent ainsi par des
égalités, des équations, faisant intervenir des champs, leurs dérivées, des intégrales (le long de
chemins, sur des surfaces). Une bonne connaissance des définitions et résultats mathématiques
faisant intervenir ces diverses notions est donc fondamentale pour aller de I'avant dans les appli-
cations.

C’est la raison pour laquelle sont présentés dans le cadre de ce cours les opérateurs gradient,
divergence, rotationnel, leurs propriétés fondamentales ainsi que plusieurs résultats (comme le
théoréme de Stokes?) les faisant intervenir dans des intégrales de surface et curvilignes.

Fonctions d’une variable complexe ; fonctions holomorphes

La théorie des fonctions de variables complexes se distingue de celle des variables réelles.
Bien siir, un complexe peut étre vu comme un couple de réels (c’est méme sa définition) : une
fonction de n variables complexes peut donc étre vue comme une fonction de 2n variables réelles.
Cependant, la richesse des opérations que 'on introduit au sein de I’ensemble des complexes,
leur signification géométrique, en font « un monde & part », bien plus « complexe » que « le cas
réel ». Des résultats assez surprenants (pour l'intuition) apparaissent ; leur interprétation directe
est parfois difficile, cela méme par leur nature pleinement géométrique dés le départ.

Pourtant, I'intervention de la « complexification » de grandeurs physiques (penser a la théorie
du potentiel par exemple) permet de « simplifier » leur étude, car elle autorise 'utilisation de

2. qui représente en fait un des piliers sur lequel pourrait se baser une grande partie de la théorie si on ’abordait
sous un autre angle.



résultats puissants relatifs & la théorie des fonctions de variables complexes, holomorphes en
particulier.

En guise de bréve « entrée en matiére » (il ne s’agit pas ici de reproduire la table des matiéres
précise de cette partie), disons simplement qu’une fonction holomorphe est une fonction d’une
variable complexe, & valeurs complexes, qui est « dérivable au sens complexe »

flz+h) - [f(z)

lim e C.
h—0, heC h

Cette simple propriété est en fait équivalente (sous de faibles hypothéses) au fait que f vérifie
léquation de Cauchy-Riemann (intimement liée & ’équation de Laplace)

D.f +iDyf =0

ou encore que son intégrale (curviligne) le long d’une courbe fermée qui se déforme sur un point

est nulle /ef(z) dz:/ef(z) da:—i—i/ef(z) dy =0

ou encore qu'elle se développe localement en série de puissances (Taylor). Bien str, ceci ne
prendra tout son sens et sa force que lorsque les conditions précises de validité seront installées.
Néanmoins, ces différentes expressions d’une méme notion (définition) laissent entrevoir déja la
richesse des propriétés de ces fonctions.

Notons encore que le terme « fonction analytique complexe » est parfois utilisé a la place de
« fonction holomorphe ».

Une introduction a ’analyse de Fourier

La théorie de Fourier est présente dans tellement de domaines et d’applications qu’une liste
exhaustive est impossible & réaliser ; en bref, disons simplement que son intervention en analyse
du signal est absolument fondamentale et que pour en faire une bonne utilisation (puisqu’elle est
supposée modéliser des phénomeénes précis) il s’agit d’en connaitre la définition mathématique,
de méme que les propriétés fondamentales.

Dans le cadre de ce cours, on se contentera d’une bréve introduction, soutenue par 'instal-
lation d’un cadre mathématique rigoureux et permettant déja d’entrevoir I’ampleur des applica-
tions.

Cette partie consistera ainsi simplement & introduire la notion de transformation de Fourier
d’une fonction intégrable et celle de série trigonométrique de Fourier.

Il est vrai que le cadre naturel de modélisation de diverses notions physiques utilise plutdt
le cadre des fonctions de carré intégrable (L?(R™)). Cependant, I’étude de celles-ci et de leur
transformée de Fourier, nécessite un bagage mathématique relativement conséquent. Par ailleurs,
la plupart des propriétés se déduisent (a 1’aide d’outils mathématiques non disponibles a ce stade)
de celles de la transformée des fonctions intégrables. Ces transformées s’exprimant directement
sous la forme d’intégrales (ce qui n’est pas le cas des transformées dans L? qui demandent un
recours & une limite), une bonne connaissance de la théorie de 'intégration et de certains résultats
d’analyse de base suffisent & en asseoir une introduction solide, susceptible d’étre immédiatement
utilisée et rapidement rentabilisée (dans des cours un peu plus avancés).

Dans le méme esprit, I'espace tout & fait général L?(A) (ou A n’est plus I'espace tout entier)
joue aussi un role considérable, notamment par le fait que c’est un espace de Hilbert et que la
notion de base orthonormée et de décomposition dans une base orthonormée y est exploitable,



ouvrant grand la porte a toute une série d’applications (théorie spectrale, analyse numérique et
résolution d’équations différentielles ou aux dérivées partielles, analyse du signal,...) Dans le
cadre de ce cours, nous nous contenterons d’étudier le cas des espaces L?([a,b]), oil a,b sont des
réels. Ces espaces jouent un réle fondamental en analyse du signal, permettant notamment de
décomposer un signal périodique en une série faisant simplement intervenir une somme de sinus
et de cosinus (de méme période) et dans laquelle les coefficients correspondent (en un sens a
préciser) aux différentes fréquences.
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Chapitre 1

Rappels

Références du chapitre

Théorie
— Cours de premier bac ingénieur (les parties de ce cours parsémeront ce chapitre avec des

remarques).
— Dans le EK (livre de références) : paragraphes 9.6, 10.3, 9.1, 9.2, 9.3.

Exercices
— Exercices du EK (se trouvant a la fin des sections et a la fin du chapitre).
— Liste(s) d’exercices disponible(s) sur le site du service : http ://www.afo.ulg.ac.be/

1.1 Notations

— Une fonction est une loi mathématique, elle est désignée par une lettre par exemple : f, g,

— La valeur de la fonction en un point est quant a elle désignée par f(z), g(x,y), ¢(z,y, 2),

1.2 Dérivabilité, continuité, cas des fonctions d’une variable ou
de plusieurs variables réelles

Remarque : Attention aux différents comportements selon que f est définie sur une partie de R
ou une partie de R", n > 1

f:A=R (ou C)

ACR"
A est supposé ouvert ! quand on parle de dérivée.

1.2.1 Définition de la continuité

f est continu en xg € A si limy_z, f(x) = f(z0).

1. Un ensemble ouvert (ou simplement un ouvert) de R™ est un ensemble Q de points de R™ tel que tout point
de © posséde un voisinage (une boule ouverte) entiérement compris dans €.



1.2.2 Définition de la dérivabilité

Pour n=1

fzot+h)—f(zo)
I

f est dérivable en zg € A si limy_,q existe et est finie.

Notation : D f(xg) est la dérivée de la fonction f en xg.

NB : Si f est dérivable en xg alors f est continu en x :

)
Jim (@) = Jeo)) = i DI =g

car limy_,z, %ﬁxo) = Df(zg) € C (f est dérivable en xg) et le produit d’'un nombre par

0 = limy_y,(x — zg) vaut toujours 0.

Pour n>1

Mettons-nous dans le cas ot n =2 :
f:A—=-R (ou C)
A C R? est un ouvert du plan.

On dit que f est dérivable par rapport a sa premiére variable (resp. seconde variable)

J(zo+h,yo)—f(x0,%0)
0 h

au point (xg,y0) € A lorsque limy_, existe et est finie (resp. lorsque

f(zo,y0+h)—f(z0,y0)
h

limyp,_,q existe et est finie). Dans ces cas, les limites sont appelOes dérivées
partielles et on dit que f est dOrivable en (zq, o).

Notations : D, f(xg,y0) ou %(azo,yo).

Remarque : Une fonction & plusieurs variables dérivable en un point n’y est pas forcément
continue.

Ezemple :

0si (z,y) = (0,0)
R R: (7,9) — ' ’

d @) {=x;3%’y2s1<x,y>#<0,0)
est dérivable sur R? mais n’est pas continue en (0,0).

NB : une fonction peut étre continue sans pour autant étre dérivable.

Remarque : Lorsque n >1 et que la fonction f est dérivable en un point en ses deux variables
et que ses dérivées sont continues, alors la fonction est continue en ce point.

1.2.3 Définition d’une fonction contintiment dérivable

f:ACR"” - R(C) est contintiment dérivable dans A si ses dérivées partielles existent en tout
point de A et si celles-ci sont des fonctions continues sur A.
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1.2.4 Dérivation des fonctions composées

Remarque :
— f(g) ou f(g1,---,g9s) avec J > 1 sont deux cas ayant des hypothéses différentes pour la
dérivation des fonctions composées. Pour J > 1 on doit supposer f contintiment dérivable.
— Lorsque 'on parle de dérivation on travaille toujours avec des ouverts.
— g et les g; sont définies dans une partie de R™ et a valeurs réelles (dans ce chapitre on ne
parle pas de fonctions définies sur une partie de C").

J=1

Si g est dérivable dans 2 C R si f est dérivable dans I C R et si {g(x) : € Q} C I alors
f(g) et dérivable dans Q et

D f(g(x)) = (Df)(g(x)) - Dg(z) ~ a€Q
F

J>1 (et exemple de n = 2)

Soit f une fonction de deux variables x et y, continiment dérivable ; soient f; et fo deux autres
fonctions de deux variables 2’ et 3, dérivables. On définit la fonction composée F' par

F('y) = f(fi(@,y), fa(a,0))
et on a (analogue pour la dérivée partielle par rapport a la seconde variable)
Dx’F(xlay/) = (Dxf) (fl (‘T/ay/)va (':Clvy,)> : Dw’fl(x/ay/)

+ (Dyf) <f1 (xlv y/)7 f2 (x/7 3/)) ’ Dx’fQ(xla y/)

avec les relations naturelles habituelles entre les ouverts ol les fonctions sont dérivables.

Notion de dérivée totale
Soit f(x,y,2) : x = x(t);y = y(t); 2 = 2(t)
les dérivées par rapport a t sont notées : & = Dxz(t) ¢ = Dy(t) 2z= Dz(t)
On pose :
F(t) = f(z(t),y(t), 2(1))

Par le théoréme de dérivation des fonctions composées (avec les hypothéses habituelles)

DF(t) = (Daf)@(t)y(t),2t) - PTE) + (Dy f) (@) y(t),2(2) - DY) + (D2 f) @(),y(0),2(0)) - D2 (t)

En notation abrégée :
of . of . Of .
— 7f T + 7f . y + 7f A

DF(t) = Ox oy 0z

11



Dérivée directionnelle

On cherche & définir la dérivée de la fonction f dans la direction de h au point (zg, Yo, 20)-
On procéde comme suit :

Soit E = [hl,hg,hg] (ﬁ ;é 6) et ﬁ* — i

|||
z(t) = zo+th]
y(t) = yo+thy
z(t) = Zo+t.h§

Par le théoréme des fonction composées :
DF(0) = DF(t)|,_, = [Df(wo+t.hi, yo+t.h3, 20+ t.h3)]|,_,
= D1 f(w0,0,20)-h] + Daf(z0, Y0, 20)-h3 + D3 f(x0,yo, 20)-h5
On introduit le vecteur des dérivées partielles — le gradient — :
grad f =V f = [le($o,yo720)a Dy f(z0,Y0, 20) , D3f(5507y0,20)}
On a la dérivée de f dans la direction de h au point (zg, Yo, 20)

| J(OF, + th}) — [(OR)
t—0 t

1

= DF(0) = V f(20, Y0, 20) ® T

=

1.3 Intégration (Lebesgue) a une ou plusieurs variables

1.3.1 Définitions et propriété générales

Nous adoptons le point de vue de 'intégration de Lebesgue dans R™ (ou dans un ouvert de R"™),
basé sur la notion de mesure p de Lebesgue des semi-intervalles dans R™ (ou plus généralement
dans un ouvert de R™)

w(D) =T —ay)
j=1

si I =ay,b1] % ... x]ap,by] (avec aj,b; € R et a; < bj pour tout j) et sur la notion d’intégrale

des fonctions étagées 2
L L
fF=>"axn, /f dp =" ap(I).
=1 =1

C’est & partir de ces notions, de celle de u-mesurabilité et de celle de p-négligeabilité qu’est
définie la notion de fonction intégrable et d’intégrale d’une fonction intégrable.

Comme il a été convenu de privilégier la notion de mesure de Lebesgue (sauf mention du
contraire) par rapport a toute autre mesure, c’est la notation « dx, dy,...» qui sera utilisée en
« raccourci » de la notation générale du(z), du(y) faisant appel a une mesure générale p.

Cela étant, rappelons que la définition de I'intégrale de Lebesgue permet de retrouver ce que
I'on appelle dans ce contexte l'interprétation de Riemann de Uintégrale? :

2. Pour rappel, une fonction étagée est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques de semi-
intervalles.

3. dans une autre présentation de la théorie, c’est cette notion qui peut étre introduite en premier lieu; cette
présentation, plus directe au début, est cependant beaucoup moins aisée & manipuler dans la suite, notamment
dans les théorémes généraux relatifs & l'intégration et dans la définition de l'intégrabilité et des intégrales a
plusieurs variables.
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Interprétation de Riemann de l’intégrale

Si f est une fonction continue sur le compact K de R™ alors

L,

f e = > ommes ()

— ou, pour tout m € N, L,, désigne un naturel strictement positif ou +oo

— ou, pour tout m € N encore, K est I'union disjointe des ensembles mesurables X;,,, (I =
L,..., Ly), avec limy, s oo SUP <)< diam(Xj,,) =0

— otl, pour tous [,m, on a xy,, € X;m

— o mes(Xy ) = [ xx,,, () dz.

Remarques :

1. Dans R, pour K = [a, ] et des partitions de [a, b] en découpages dont la largeur tend vers 0,
on retrouve bien 'interprétation du fait que, dans le cas ot f est positif, cette intégrale est
la limite de certaines sommes de surfaces de rectangles modélisant « I’aire sous la courbe
représentative de f ».

2. Signalons aussi que 'on dit que f est intégrable sur une partie mesurable A de R™ si fxa
est intégrable sur R™. L’ensemble des fonctions intégrables sur A est noté L1 (A).

1.3.2 Les critéres de la convergence majorée (Lebesgue) et monotone (Levi)

Convergence monotone

Si la suite fp, (m € N) de fonctions intégrables et réelles sur R™ est croissante presque partout
(resp. décroissante presque partout) et si la suite numérique [p, fm(2)dz (m € N) est majorée
(resp. minorée), alors

— la suite f,, converge presque partout (notons f sa limite)

— cette limite est une fonction intégrable sur R™

— la suite f,, converge vers f dans L'(R"), ce qui signifie que la suite numérique

/ (@) - £(@)] d& (m € N)
L

converge vers 0. En particulier, on a limy,— 400 [gn frm(2)dz = [p. f(z)dz.
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Convergence majorée

Si la suite f,,, de fonctions mesurables sur R™ converge presque partout sur R” vers f et s’il
existe une fonction intégrable F telle que |f,,| < F presque partout pour tout m, alors

— f est intégrable sur R"

— la suite f,, converge vers f dans L'(R"), ce qui signifie que la suite numérique

/ (@) = £(@)] dz (m € N)
Rn

converge vers 0. En particulier, on a limy,— 400 [gn fm(2)dz = [p. f(z)dz.

1.3.3 Critéres pratiques d’intégrabilité (n = 1)

Par définition, une fonction définie presque partout sur ]a,b[C R (intervalle non nécessaire-
ment borné) est intégrable en a™ §'il existe un réel a’ €]a, b[ tel que f soit intégrable sur Ja, a’[. De
méme, f est intégrable en b~ §'il existe un réel b’ €]a, b[ tel que f soit intégrable sur |b, b[. De la
sorte, lorsque f est continu sur ]a, b[, son intégrabilité sur ]a, b[ est équivalente a son intégrabilité
enat etenb.

Citons tout d’abord deux cas trés utiles ot il est aisé de vérifier 'intégrabilité d’une fonction
continue f sur |a,b[ :

1. si F est intégrable sur ]a, b et si |f| < F presque partout sur |a,b| alors f est intégrable
sur Ja, b[;

2. si a est réel et si f admet une limite finie en a™, alors f est intégrable en a™ ; de méme en
b™.

De méme, on obtient aisément le résultat suivant :

3. si f est une fonction mesurable, réelle et de signe constant sur |a, b et si elle est intégrable sur
tout intervalle du type |a’, b[ (a’ €]a, b))

alors f est intégrable sur |a, b[ si et seulement s’il existe une suite décroissante a,, (m € N) de
I'intervalle |a, b qui tend vers a telle que la suite ffm f(z) dx (m € N) converge vers une limite
finie.

Remarque : un résultat analogue peut étre obtenu en b~, avec une suite croissante by, (m € N)
de l'intervalle |a, b].
NB : la proposition (3) est notamment utilisée si f est continu sur l'intervalle |a, b] et intégrable

en b,

Les critéres pratiques d’intégrabilité suivants sont basés sur le premier résultat rappelé ci-
dessus et sur I'intégrabilité de? z — % en 0% ou en +oo.

4. rappelons que cette fonction est intégrable en 07 si et seulement si s < 1 et est intégrable en 400 si et
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Critéres pratiques d’intégrabilité

Soit f une fonction continue sur |a, b|.
— Sia € R, alors f est intégrable en a™ s’il existe s < 1 tel que

lim (z —a)®|f(x)| existe et est fini.
z—at

— Sia = —o0, alors f est intégrable en —oo §’il existe s > 1 tel que

lim |z|°|f(x)| existe et est fini.
Tr——00

— Sib € R, alors f est intégrable en b~ s’il existe s < 1 tel que

lim (b—z)°|f(x)] existe et est fini.

z—a™t

Si b= +o00, alors f est intégrable en +o0o §’il existe s > 1 tel que

: s . :
xll}rj{loox |f(z)] existe et est fini.

Critéres pratiques de non-intégrabilité

De méme, on obtient des critéres de non-intégrabilité sur Ja,b[ : si f € Cp(Ja, b]), alors f n’est
pas intégrable sur cet intervalle dans les cas suivants :

acR & lim (z — a)f(z) existe et differe de 0

r—a™t

a=—00 & lim |z|f(x) existe et différe de 0

r——00

beR & lim (b — z)f(x) existe et différe de 0

r—at

b= +o00 & lim xf(x) existe et différe de 0

T——+00

1.3.4 Techniques d’intégration a une variable

Voir le cours de premier bachelier. Pour rappel les méthodes principales sont :
— par parties

— par variation de primitive

— par changement de variable

seulement si s > 1; ce résultat est aisément démontré en utilisant (3)
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1.3.5 Intégration a plusieurs variables et permutation de ’ordre
Les théorémes de Tonelli et Fubini (n > 1)

On pose n =n'+n", avec n’,n"” € N
) ) 0

Théoréeme de Fubini

Pour toute fonction f € L'(R")
— pour presque tout 2’ € R"" | la fonction 2/ — f(z/, ") est intégrable sur R"
— la fonction 2 — [o. f(a',2")dz’ est intégrable sur R™

—ona
f(x)dx :/ < f(z',z") dx') dx"
R" Rn// Rn’

L’hypothése d’intégrabilité de f sur R™ est souvent obtenue au moyen du théoréme suivant °.

Théoréeme de Tonelli

Soit f une fonction mesurable sur R™. Si 2/ — |f(z/,2")| est intégrable sur R™ pour presque
tout " € R™" et si 2"+ [ |f(2',2")| da’ est intégrable sur R, alors f est intégrable sur R™.

Remarque : Le cas de l'intégration sur R™ est un cas particulier, on peut bien entendu réduire
Iintégration sur un ensemble A C R™.

Exemples

1. Soient deux fonctions g1, g2, continues sur [a, b]

A={(z,y):z€a,b]&gi(z) <y < ga(2)}

/[ @ dzay = [ e /g g(()) F (e, 0)dy

2. Calculer laire de ’ensemble suivant de deux maniéres différentes

on a alors,

b

4 2 7

FIGURE 1.1 — Représentation de ’ensemble A

5. Remarquez que, dans le cours de premier bachelier, ce théoréme était appelé Critére de Tonelli.
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1.3.6 Intégration par changement de variables

A deux variables

Si f est intégrable sur €2 alors
J[ fewdsty = [[ fo o).l g ldet Sy o'y
Q (94

Avec le changement de variables entre les ouverts 2 et Q' (supposé au moins C) :

{ z=gi(r',y)

y = ga(a',y')
ou
Dygi Dygo
det J(2',y)| = ‘ . .
et I )] = 1| e P

/\3’ /\;d,
£ Q

Vv

')C'/
FIGURE 1.2 — Changement de variables

Cas des coordonnées polaires

6 € [0,2n[, r > 0. On portera une attention particuliére a la notion de bijectivité et de
dérivabilité.

x =rcost
y =rsinf
|det J| =7

// flx,y)dxdy = / f(rcosf,rsinf)r - dfdr
A Al

Cas des coordonnées sphériques

¢ € [0,27[, € [0, 7], r > 0. On portera une attention particuliére a la notion de bijectivité
et de dérivabilité.

x = rsinf cos ¢ y =rsinfsinp

z =rcosf |det J| = r?sinf

/// f(z,y, z)dxdydz = // f(rsin@cos @, rsinfsin g, rcos ) - 2 sin § - dfdrdy
A A’
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1.3.7 Le théoréme des intégrales paramétriques

Une version fréquente du théoréme des intégrales paramétriques se présente comme suit.

On suppose que f est une fonction de n + p variables réelles ((xz, A) — f(x,\)) avec A € Q =
ouvert de R? et x € A = partie mesurable de R”. Ici, la variable x va jouer le role de variable
d’intégration et la variable A celui de paramétre (notons que 'on utilise aussi souvent la notation
fa(x)). On souhaite en fait considérer la fonction

I: Ab—)/f(:n,)\)d:r
A

et la dériver « sous le signe » :
DSI(N) = / DS f(x,\) dx.
A

(Signalons que cela peut se révéler délicat car il s’agit en fait de la permutation de deux limites.)
Pour étre en mesure d’affirmer que ce résultat est correct, il y a bien siir des hypothéses naturelles,
comme la dérivabilité de f par rapport & A et 'intégrabilité en x des dérivées par rapport & A. En
plus, pour s’assurer de 1’égalité des deux membres, on utilise une hypothése du style « convergence
majorée ».

Théoréme des intégrales paramétriques, version n =p =1

Lorsque le paramétre et la variable d’intégration sont réels (n = p = 1), le résultat s’énonce
comme suit.

Soient A un ouvert de R (ensemble de variation du paramétre \) et A C R un sous-ensemble
mesurable de R (ensemble d’intégration).
Si

1. pour presque tout x € A, A — f)(x) est une fonction continiiment dérivable dans A

2. VA € A, f et Dy fy sont intégrables sur A

3. VK compact inclus dans A, IF € L;(A) tel que |Dyfy| < F(z) pp. sr A VA€ K.

alors la fonction est contintiment dérivable sur A et on a

Dy /A fr(@)ds = /A Dif(2)dz

Remarque L’application de ce théoréme se fait trés facilement dans le cas ol A est un compact
et ou f(z), Dy f(x) sont continues en (x, \).

Application

Sia>0,beR, alors

+oo 1 2
—ar2 T =b
e " cosbrdr = =/ —€ea
0 2 a

. L . . . a2 .
L’intégrale a un sens, car la fonction est continue en 0% et que limg,_, o0 227 =0 si a > 0.

Sens de l'intégrale :

18



Résolution :

Utilisation des intégrales paramétriques : A = R

A = ensemble d’intégration = [0, +00]

On fixe a > 0 et on pose : fy(z) = e
1. Ve >0 b— fy(x) est Cp sur A
2. VbeR fy € Ly([0,4+00]) et Dyfy € L]0, +o0l)

3. Soit K un compact C R, on a

2
cos bx

GZ’Q

|Dyfo| = | — xsinbzle”
= xe*ax2| sin bz |
< ze™ e LY(A)
Ainsi b — |, 00 g=az? cos by = F(b) est contintiment dérivable sur R et

0

400 5 +o0 9
DyF(b) = Db/ e ¥ cosbxdx :/ e~ " Dy cosbx dx
0 0

+oo 5
DyF(b) = — / e xsinbr dx
0

On obtient aussi :

b2 b2 b2
Db(eﬂ . F(b)) = Dyeta - F(b) + e4a - DbF(b)
b oo 2
= |— -F(@O) - / 2.6~ sin bz dm] - efa
2a 0
=0 Vb € R

+o0o 5
/ z.e " sinbx dx
0

Par une intégration par parties, on obtient :

—1 —az? . too b oo —az?
= {—e s1n(b:c)} +— e cos bx dx
2a 2a Jy
=0 F(b)

2
Dés lors, Ir € R tel que e - Fb)=r VbeR
Pour b=0on a

(F(0) est I'intégrale de Poisson). D’ot la conclusion.
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Théoréme des intégrales paramétriques

Soit f une fonction de n + p variables réelles ((z,A) — f(x,))) avec A € Q = ouvert de RP et
x € A = partie mesurable de R™. On suppose que

1. pour presque tout x € A, la fonction A\ — f(z, \) est de classe Cf, dans €,

2. pour tout multi-indice o de longueur strictement inférieure a L, la fonction z +— D f(z, \)
est intégrable sur A,

3. pour tout multi-indice a de longueur L et pour tout compact K de RP inclus dans €2, il
existe une fonction intégrable Fi, i sur A telle que

sup |DS f(xz,\)] < Fo i(z) presque partout sur A
AEK

Dans ces conditions, la fonction I : X+ [, f(x,A) dx est de classe Cr, dans Q et

DSI(N) = /A DS f(z, \) d

pour tout multi-indice o dont la longueur ne dépasse pas L.

Remarques :

- Un cas trés pratique est celui-ci : les hypothéses sont vérifiées lorsque A est un compact, que f
est de classe C', par rapport a A et que les dérivées sont continues dans A x €.

- Ce résultat sera notamment utilisé (avec n = 1 et p = 2) dans le chapitre concernant les
fonctions holomorphes.

1.3.8 Les intégrales fléchées

Soit f € Cp(Ja,b]). Vu la définition de I'intégrabilité, il se peut que f ne soit pas intégrable
en a™ mais que la limite limg/ _,,+ fab, f(z)dx existe et soit finie. Dans ces conditions, on dit
que f admet une intégrale fléchée en at et on appelle intégrale flechée de f sur ]a, b la limite

ci-dessus. On écrit )

b f(z) dz = lim [ f(x)dz.

—a a'—a fqr
De méme, si f est continu sur [a,b[, il se peut que f ne soit pas intégrable en b~ mais que
limyy_,p— f; f(x)dx existe et soit fini. On définit I'intégrale fléchée de f en b~ de maniére analogue

—b b’

f(z) dz = lim f(x)dx.

a b'—=b= Ja

6. Une autre description de cette situation est la suivante : lim,/_,, f:, |f(z)|dx = +oo et limgy/_, ,+ f;, f(z)dx €

C
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Chapitre 2

Analyse vectorielle

Références du chapitre - Partie 1

Théorie
— Dans le EK (livre de référence) : paragraphes 9.4, 9.5, 9.7, 9.8, 9.9.
— le cours (compléments importants au livre)

Exercices
— Exercices du EK (se trouvant & la fin des sections et a la fin du chapitre).
— Liste(s) d’exercices disponible(s) sur le site du service : http ://www.afo.ulg.ac.be/

2.1 Notions fondamentales (considérées vues)

— addition de deux vecteurs et multiplication d’un vecteur par un scalaire

— produit scalaire de 2 vecteurs et produit vectoriel de 2 vecteurs

— notion de base (du plan, de I'espace) et de composantes d'un vecteur dans une base

— notion de projection orthogonale (sur une droite vectorielle ou sur un plan vectoriel) et
expressions pratiques pour les déterminer

— diverses expressions analytiques : longueur d’un vecteur (norme), produit scalaire de deux
vecteurs, produit vectoriel de 2 vecteurs.

2.1.1 Notations

Les vecteurs s’écrivent : ¥ ou v ou v
Les composantes — réelles dans cette partie du cours — sont notées entre crochets :

U = [v1,v2,v3] = v1€1 + v2€2 + V3€3

Les coordonnées d’un point sont notées entre parenthéses (z1,x2,x3).
Le produit scalaire : e b
Le produit vectoriel : @ x bou dAb
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2.2 Fonctions vectorielles, champs vectoriels

Champ scalaire

f:ACR" =R (ou C)

FEzemple La distance entre deux points est un champ scalaire :

f(P) = dist(Py; P) = \/(z — 20)> + (y — %0)2 + (2 — 20)2

ou (x,y, z) sont les coordonnées de P et (xq,yo, 20) sont les coordonnées de Py, un point fixé.

Représentation On prend I'habitude de représenter un champ scalaire par des surfaces équipo-
tentielles (ou des courbes de niveau).

Champ vectoriel

fiACR” 5R* (n=23etm=1,23)

Exemple : A tout instant ¢ fixé, la vitesse de rotation d’un corps de 'espace autour d’'un axe
donne un exemple de champ vectoriel.

—

W = wes
f(z,y,2) = v(z,y,2)
— GAOP = wés A (281 + yés + 28)

w(—y€1 + xés)

= w[-y,x,0]

f(x,y) =[-yx]

| [0,1]1

2L

[3,0]
—

FIGURE 2.1 — Représentation du champ f = [—y, z] dans le plan du mouvement (vue du dessus)
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Remarque : 11 faut bien remarquer qu’au vu des conventions, on a

—

f(xvyaz) = [fl(xvyaz)af2($7y72)7f3($7y72)] ou fl,fQ’f?) sont des Champs scalaires.

Différence entre un champ vectoriel (resp. scalaire) et une fonction vectorielle (resp. scalaire)

Un champ vectoriel est une application définie en tout point de 'espace (ou du plan). C’est
donc une loi qui dépend des points (= champ physique). En pratique, on se sert des coordonnées
des points et /ou des composantes des vecteurs pour transformer les champs vectoriels en fonctions
vectorielles, i.e. des lois définies sur un ensemble de (x,y, z) (ou plus si on travaille dans R™). Et
il faut donc normalement étudier I'indépendance de ces lois vis-a-vis du systéme d’axes (ou de
la base) employés si on veut étre certain que les propriétés trouvées ne dépendent que du point,
et non de la base/repére choisis.

Un champ vectoriel peut donc étre interprété comme une « entité physique » et la fonction
vectorielle comme « le modéle mathématique » qui exprime cette entité physique. A partir du

moment ol la fonction vectorielle ne dépend pas du systéme d’axes, on ’appelle champ vectoriel
sans distinction.

Des exemples de démonstration de l'indépendance d’une fonction vectorielle (en particulier
les opérateurs vectoriels) par rapport & un systéme d’axes se trouvent dans la section 9.9 Annexe
4 du EK.

2.2.1 Notion de dérivation

Les fonctions vectorielles sont en fait des fonctions d’'une ou plusieurs variables réelles &
valeur dans R™ avec n = 2, 3. Dés lors on applique la notion de dérivée et de dérivée partielle a
des composantes de f (dans le cas d'un champ vectoriel).

=

Par exemple, si f(z,y,2z) = [fi(x,y, 2), fo(x,y, 2), f3(z,y, 2)], la dérivée selon x est :

sz: [Dxfl(xa Y, Z)a D$f2($7y7 Z)a Dxf?)(xa y,Z)]

Ou encore : f(t) = [fi(t), f2(t), f3(t)] dont la dérivée donne simplement

—

Df(t) = [Dfi(t), Dfa(t), Dfs(t)]

Dérivées de produits

Dans le cas de la dérivée d’un produit d’une fonction scalaire et d’une fonction vectorielle :

—

D(a(t).f(t)) = [d'fi+afi,d fat+afy, o f3+afs]
- [O/flaa/f2)a/f3]+[af{7aféaafé]
= Da.f+aDf

Tous les cas de produits vectoriels, produits scalaires se font selon la régle de dérivation des
produits et peuvent étre retrouvés par le méme genre de développement que ci-dessus.

Produit vectoriel

D(g(t) A (1)) = Dg A f+3 A Df
En particulier, si f est constant, on a

— —

D(g(t) A f(t) = DgA |
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Produit scalaire

D(g(t) e f(t)) = Dge f+geDf
En particulier, si f est constant, on a

— —

D(g(t) e f(t)) = Dg e f

2.2.2 Exemples courants de fonctions vectorielles

Les fonctions vectorielles les plus utilisées sont les « chemins » et les « couvertures ». Ces
fonctions consistent en un paramétrage respectivement de courbes et de surfaces.

La section 2.5 vous permettra de découvrir ces exemples particuliers.

2.3 Opérateurs vectoriels

2.3.1 Le gradient

Soit un champ scalaire f : R (2 ouvert de R? ou R3).

Le gradient de f est le champ vectoriel :

($7yaz)'_>gradf:§f = Dxf(x,y,z), Dyf(x,y,z), sz($,y,z)
= Da:f(l', Y, Z)éi + Dyf($7y7 2)52 + sz(%y: Z)€3

ol €1, €y, €3 désigne une base orthornormée de Iespace R3.

Le gradient est donc un opérateur qui transforme un champ scalaire en un champ vectoriel.

NB : Le gradient d’'un champ scalaire est une fonction vectorielle indépendante de la base or-
thonormée de l'espace dans lequel il est exprimé (voir EK p405 - Théoréme 1), le gradient est
donc un champ vectoriel.

Remarques

— La dérivée directionnelle de f dans la direction de h au point (zg, Yo, 20) est
V (20, Yo, 20) ﬁ (c.f. rappels).

— Soit une surface § d’équation cartésienne f(x,y,2) = 0. Pour un point (zg,yo, z0) ' par
lequel passe une courbe qui est incluse dans la surface, on a V¢ voisin de %,

donc .
0= DF(to) = Vf(zo,yo, 20) ® [£(t0), Y(to), Z(t0)]
Le gradient est donc orthogonal & la surface.
Ezemples : Déterminer le gradient des fonctions scalaires données explicitement par f(x,y,z) =

z.e¥ +zet flz,y,2)=Lour= dist(O, P(z,y, z))

o

1. Avec z(to) = ®o,y(to) = yo, 2(to) = 20
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2.3.2 La divergence

Soit un champ vectoriel f € 0 — R™(Q ouvert C R")

La divergence de f = [f1, f2, f3] est le champ scalaire :

(z,y,2) = div f = Dofi + Dyfa+ D.fs ="V e f7

Remarques :

div f ="Ve f;’. Cette derniére égalité indique en fait une notation et n’est pas le produit

scalaire de deux vecteurs. Cependant, vu la définition, on peut faire "comme si" c¢’était le

produit scalaire de f et du "vecteur gradient".

— La divergence représente par exemple le rapport entre le flux entrant et sortant d’une
membrane.

— Calcul de la divergence de ¥(x,y,2) = [3xy, 22y, —yz%] on a : divd = 3y + 22 — 2yz.

— La divergence est un opérateur qui transforme un champ vectoriel en un champ scalaire.

— La divergence d’un champ vectoriel est une fonction scalaire indépendante du systéme

d’axes dans lequel elle est calculée (voir EK p 411), c’est pour cela que cette fonction

scalaire porte le nom de champ scalaire.

2.3.3 Le rotationnel

Soit un champ vectoriel f :  — R3(Q ouvert C R3)

Le rotationnel de f est le champ vectoriel :

—

rot (xay’ Z) = ”6 A f;’ = (Dyf?) - sz2)€1 + (szl - Dxf3)€2 + (Dxf2 - Dyfl)g3

Remarques :

— Le rotationnel est un opérateur qui transforme un champ vectoriel en un champ vectoriel.

— Par exemple : le rotationnel est un vecteur paralléle & I'axe de rotation et de module égal
a la vitesse angulaire de rotation. Il décrit donc la maniére dont un corps tourne autour
d’un axe.

— U(z,y, 2) = [zy, 32z, z| a pour rotationnel : rott = —3zé| + (32 — x)€3

— Si vous avez un champ & valeurs dans R? et dont vous voulez connaitre le rotationnel dans

R3, vous considérez simplement que la derniére composante de f est nulle.

A un point de I'espace repésenté par ses coordonnées, le rotationnel associe un vecteur dont

la longueur et la direction sont indépendantes du systéme d’axes dans lequel les coordonnées

sont considérées (voir EK p416) ; c’est donc un champ vectoriel.
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2.4 Relations importantes entre les opérateurs vectoriels

Sia:0% R, alors

1 rot(Va) ="V AV’ =0 dans Q

Preuve

Va = [Dgo,Dya, D«
fi f2 f3
rotVa = [D,D,a — D,Dya, DDy — Dy D,av, Dy Dya — Dy, D]
= 0 car nous avons supposé « de classe Cs
g & C 3
Si f:Q 3 R3, alors

2. div(rotf) ="V e (VA f)” =0 dans

Preuve

La preuve de cette propriété peut étre obtenue par un raisonnement similaire a celui fait

ci-dessus.

Théorémes de primitivation

Nous avons deux relations qui sont toujours vraies pour un ouvert {2 quelconque, est-il pos-
sible de leur trouver une réciproque ?

Si rotf: 0 = J?a tel que grad o = Va
A

f
Si divg:O=>El?ftel que rotf_':ﬁ f b

Parfois mais pas toujours!!

Remarque : L’utilisation de ces résultats :

Il est important de savoir quand un champ vectoriel dérive d’un potentiel : les intégrales faisant
intervenir ces divers éléments représentent /modélisent des situations concrétes.

On revient plus loin sur le cas d’'un champ vectoriel dérivant d’un potentiel scalaire dans le cadre
des intégrales curvilignes et des fonctions holomorphes.
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2.4.1 Théorémes de primitivation : Réciproque 1

Exemple montrant qu’il n’existe pas toujours une fonction convenant :

Soit 2 = R3\{(0,0,2) : 2 € R} et la fonction de classe Cx

xT

-y

= ) ’0

f [QT2 + yQ $2 + yQ }

— ——
f1 fo
on a bien le rotationnel de ce champ nul :
- T —y
rotf = [OvoaDw(m)_Dy(x2+y2)]
~ 0.0 (2 +9%) —22* —(2®+¢H)+ 2y2}
T (2 + )2 (22 + 2)2

= 0 Y(z,y,2) €N
Par I'absurde, supposons qu’il existe une fonction scalaire
a: QDR telle que grad a = f dans Q < [Dai, Dag, Das| = [f1, f2, f3]

Définissons F'(#) = a(cosf,sinf,0), 6 € [0,27]. On calcule la dérivée de la fonction F' par le
théoréme de dérivation des fonctions composées.

DyF(0) = Dga(cosf,sinf,0) = Dyai(cosh,sinf,0).(—sinf) + Dyas(cosh,sin b, 0). cos b
= fi(cosB,sin6,0).(—sinf) + fa(cosh,sinb,0). cos 6
B sin? 0 cos? 6
cos?f 4 sin?f  cos? 6 +sin? 0
=1 V8 € [0, 27]

D’autre part on a aussi :

2w
I= DyFdf = F(2r) — F(0) = a(1,0,0) — a(1,0,0) = 0
0

Mais nous avons trouvé que la dérivée de F' valait 1 en supposant qu’ « répondait a la
question, donc on obtient aussi
2w
1= / 1df = 27
0

Ce qui conduit & un absurdité. I1 n’existe donc pas de fonction scalaire « : € YR telle que
grad a = f dans 2

Sous quelles hypothéses la propriété est-elle correcte ?

Un ouvert © de R™ est dit étoilé par rapport & un point zy (€ Q) si

Vo € Q, le segment {(1 —t)xg +tx : t € [0,1]} est inclus dans Q

Quelques remarques : notez la différence entre un ouvert étoilé et un connexe ou un convexe.
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FIGURE 2.2 — Ouvert étoilé

— ¢étoilé = connexe, connexe 7 étoilé.
— étoilé # convexe, convexe = étoilé.
— convexe = connexe, cOnnexe 7 CONvexe.

Théoréme

Soit 2 un ouvert étoilé par rapport a xg et soient fi, ..., fn : 2 — R de classe Cf.
Alors il existe a € C2(Q) tel que Dy, = f;, Vj < les f; vérifient les égalités croisées, a savoir

Dm]fk:Dmka Vj,]{le,...,n

Dans R3, la condition sur les dérivées s’écrit :
D1f2 = Daf1 et D1fs = Dsfi et Dafs = D3fo
c’est-a-dire rotf: 0.

Ainsi, en bref, dans un ouvert étoilé rotf: 0< Jo: f: grad a = Va

Remarque : Cette propriété se généralise & d’autres types d’ouverts : les ouverts simplement
connezxes.

Par définition, un ouvert est dit simplement connexe lorsque tout chemin fermé peut se déformer
contintiment sur un point, la déformation se faisant dans 'ouvert (c.f. plus loin : on dit que le
chemin est homotope & un chemin constant).

Démonstration

= est évident car si vous avez un champ f de classe C] tel que les composantes de f soient
les dérivées partielles d’'un méme champ scalaire, alors :

ijfk = DjDka = kafj

car « est de classe (.
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< supposons que l'ouvert soit étoilé par rapport a 'origine. On pose ? :

—

1
a(xl,...,xn):/ T f(tay,... txy,)dt
0

oux=[x1,..., 2
L’intégrale est définie car on sait que les points (tz1,...,tx,), t € [0,1] appartiennent a l'ouvert
(€ est étoile).

On a ici une application d’un cas des intégrales paramétriques pour le calcul des D, .

N———
€N

1 1 n
/fcf(ta:l,...,t:cn)dt:/ Zazrﬂ(t:ﬂl,...,t:vn)dt
0 0 r—=1

Les intégrales paramétriques s’appliquent trés facilement ici car f est C1 et que 'on se trouve
sur un compact !

1 n
Do = / Do, (3" ap fy(tan, ... tay))dt
0 r=1
1 n
2 /O Z Dy, (zy fr(tzy, ..., tzy))dt
r=1
3 o
= / Zl'rt(Djfr)(t-rl,---,tfrn) —i—fj(t.%'l,...,tl'n) —i—tacj(Djfj)(txl,...,tmn) dt
O Lrzy
r=1
— n Drfj
4 1 —
4 / > wet (Dife)(ta, .. tan) +fi(ta, ... twy) | dt
0 Lr=1
t-Dy (fj(tac1,~--,txn))
1
5 /Dt(tfj(txl,...,txn))dt
0
6
= fj(.ﬁlfl, N ,.Z'n)

1. Passage de la dérivée sous le signe d’intégration par le théoréme des intégrales paramé-
triques.

La dérivée d’une somme (finie) est égale a la somme des dérivées.
Dérivation d’un produit
Recombinaison de la somme.

Egalité des dérivées croisées (hypothése).

A

Calcul de I'intégrale par variation de primitive.

2. Ceci peut étre interprété de la maniére suivante : a est un potentiel = 'intégration du champ f le long du
segment joignant l'origine a x.
On peut généraliser ce résultat a d’autres types d’ouverts.
Voir la transition entre les chapitres 2 et 3
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Remarque : Comme tout point d’un ouvert € est le centre d’un ouvert étoilé (par exemple une
boule) qui est inclus dans 2, on peut déduire du résultat précédent la propriété suivante : si f
est de classe C] dans un ouvert, alors f dérive localement d’un potentiel si et seulement si ses
composantes vérifient les égalités des dérivées croisées. Plus précisément :

Soient fi,..., f, : @ = R de classe (1, alors les f; vérifient les égalités croisées < Vg € (2,
il existe un voisinage de wy de zg et ag € Ca(wp) tel que Doy = f; V5.

2.4.2 Théorémes de primitivation : Réciproque 2

—

Sif:Q G R3, alors div(rotf) ="V e (VA f)” = 0 dans €.

La réciproque s’écrit : si divh = 0, alors 3 f tel que b = rot f Mais cette relation n’est pas
toujours vraie.

La réciproque est vraie si {2 est un ouvert étoilé.

Soit 2 un ouvert étoilé par rapport a xg et soit b:Q — R3 de classe C1, alors

EIf:Q—)R?’telquegzrotf@divgzo

Preuve

= ok
< Supposons l'ouvert étoilé en l'origine (xg = 0), on pose

1
flz,y,2) = / b(tx,ty,tz) NT-tdt
0

ou Z = [z,y, z]
Ensuite, on vérifie que f est Co par les intégrales paramétriques et donc b = rot f dans 2.

2.4.3 Théoréme de primitivation 3 : dans le cas de la divergence

On montre que

VQCR?’,VQ:QQR

37 : O B R3 tel que divad = «
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Références du chapitre - Partie 11

Théorie
— Dans le EK chapitre 10, paragraphes 10.1, 10.2, 10.4, 10.5, 10.6, 10.7, 10.8, 10.9.
— le cours

FExercices
— Liste(s) d’exercices disponible(s) sur le site du service : http ://www.afo.ulg.ac.be/

2.5 Courbes, surfaces et intégrales associées

2.5.1 Deéfinitions et rappels

Nous nous placons dans R3, la notion de courbe ou de surface plane apparaitra comme un
cas particulier.

Définition d’une courbe

Un courbe de ’espace est un ensemble de points dont les coordonnées cartésiennes peuvent
étre définies par trois fonctions scalaires d’une variable réelle.

C={P(x,y,2) :xz=x(t),y=y(t),z = 2(t),t € I CR}

le paramétrage est : OP = 7(t) = [#(t), y(t), z(t)]

Définition équivalente : On peut aussi définir une courbe de maniére équivalente grace a une
fonction vectorielle :

Une courbe de l'espace est un ensemble de points décrit & 'aide d’une fonction d’une variable
réelle & valeurs vectorielles. Cette fonction est appelée paramétrage ou chemin et est la plupart
du temps définie sur un intervalle (ou une union d’intervalles).

7 : ICR=R® ¢t 5(t) = [11(t),72(t),73(t)]  (chemin)
C={P(z,y,2) : z=m(t), y="(t), z=3(), tel} (courbe)

Remarques
— Une courbe est un ensemble de points. I1 y a bien siir plusieurs paramétrages pour une
méme courbe.
— Bien souvent, il est sous-entendu qu’un chemin est une fonction continue; la notion de
régularité est celle de la dérivabilité (y compris sur un intervalle fermé). On utilisera souvent
des chemins de classe C par morceaux>.

Définition d’une surface

Une surface est un ensemble de points décrit a l'aide d’un paramétrage (souvent supposé
régulier) qui dépend de 2 variables réelles.

3. cela signifie que 7 est continu sur I, que I peut s’écrire sous la forme d’une union finie d’intervalles telle
que la restriction de 4 & chacun des intervalles de cette union soit de classe Cf.
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8§ ={P(z,y,2) O? ); (u,v) € K C R?}

Remarques
— Une surface est un ensemble de points. Il y a bien siir plusieurs paramétrages pour une
méme surface.
— Un paramétrage d’une surface est souvent appelé couverture.

Paramétrages, régularité et orientation

Courbes

Il est évident qu'une méme courbe peut étre représentée par plusieurs paramétrages. Afin de
définir les notions d’orientation, de vecteur tangent unitaire, d’intégrales sur des courbes en
utilisant des paramétrages, il est donc indispensable de ne travailler qu’avec une famille de
paramétrages autorisant des définitions intrinséques.

Pour de nombreuses applications, il suffira de travailler avec des chemins rectifiables (et injectifs).

Le chemin 7 défini sur [a, b] est dit rectifiable si I’ensemble

Z 17(a;) —¥(aj=1)| : ao,-...,as découpage de [a,b]

est borné.

Dans ce cas, sa borne supérieure est appelée longueur de ¥ et est notée Ly.
Signalons I’exemple fondamental suivant : si ¥ est de classe C; par morceaux, alors il est rectifiable
et injectif (sauf aux extrémités dans le cas de chemins fermés*).

Rappelons qu’un chemin injectif est qualifié de « chemin simple » et qu'une « courbe simple » est
une courbe qui admet un paramétrage par un chemin simple.

courbe plane : dans le cas o ¥(t) = [t, f(t), 0] (courbe plane décrite par une fonction), on obtient
b
/ I+ (Df)dt
a

Ezemple : la chainette

et +e*

f(z) = coshz = 5

x € un intervalle compact

Représenter f et calculer la longueur de la courbe qui représente f pour z € [—1;1].

Surfaces

Dans le contexte du cours, nous n’utiliserons les surfaces que dans un cadre trés pratique. Nous
nous contenterons des définitions et propriétés pratiques suivantes, lesquelles sont rigoureuses
d’un point de vue mathématique mais ne rencontrent certes pas une étude plus vaste de la
théorie des surfaces.

4. que 'on appelle aussi lacets
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Nous nous plagons d’emblée dans un contexte qui va autoriser la définition d’intégrales in-

trinseques.

Par définition, une couverture est la donnée d’un compact ® K de R?, d’une fonction vectorielle

q_g de classe C; dans un ouvert contenant K, a valeurs dans R3, vérifiant les propriétés suivantes

— l'application (5 est injective sur 'intérieur de K,

— et il existe une fonction vectorielle 1/_; de classe C; dans un ouvert de R? contenant I'image
par qg de l'intérieur de K telle que® J(gbl(t, s), p2(u,v), ¢3(u,v)) = [u,v] pour tout (u,v)
appartenant a l'intérieur de K.

On appelle surface (ou portion réguliére de surface), une partie 8 de R? pour laquelle il existe

une couverture dont I'image est S.

En pratique
Pour la suite des définitions nous considérerons que :

— le chemin 7 = [y1,72,73] : I = [a,b] — R3 (R?) est suffisamment régulier au sens de la
dérivabilité et de la non annulation de la dérivée (en aucun point), rectifiable. Ce chemin
sert & paramétrer une courbe.

— la couverture q? : K C R?2 = R3 est suffisamment réguliére” et sert & paramétrer une
surface.

Orientation

Soit ¥(t), t € [a,b] une représentation paramétrique simple de la courbe simple €. Alors, pour
toute représentation paramétrique simple 7(t), ¢ € [c,d] de C, il existe une fonction f, continue
et strictement monotone sur [c, d], d'image égale & [a,b] et telle que® #(t) = J(f(t)) pour tout
t € [e,d).

Entre les paramétrages simples d’une méme courbe, on peut ainsi définir une relation d’équi-
valence : deux paramétrages sont dits équivalents si la fonction qui permet de passer de I'un
a lautre est strictement croissante. Cette relation définit deux classes et choisir I'une des deux
classes s’appelle orienter la courbe.

On écrit alors €T pour signifier que I'on a orienté la courbe.

Sans entrer dans les détails, disons que I'on établit pour les surfaces un résultat analogue a
celui des paramétrages de courbes par des chemins simples : quand on dispose de deux couvertures
d’une méme surface?, on montre qu’il y a toujours un changement de variables entre les deux.
On répartit alors les couvertures en deux classes, selon le signe du déterminant jacobien du
changement de variables qui permet de passer de I'une a I'autre. Orienter la surface consiste
alors a choisir 'une des deux classes.

On écrit alors 8* pour signifier que ’'on a orienté la surface.

5. on supposera que l'intérieur de K est non vide

6. Cela signifie que I'on doit pouvoir inverser 5 de fagon réguliére

7. Réguliére au sens indiqué au dessus, ajouté de la condition de non-annulation de la fonction (u,v) —
]\7(u, v) 1= Duq;/\ Dvd; en tout point de 'intérieur de K.

8. cette relation caractérise en fait f

9. c’est ici qu’il faudrait prendre soin de préciser s’il s’agit de notion locale ou globale que 1’on considére
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Vecteur tangent

En un point d’une courbe

Un vecteur tangent en un point P tel que O? = J(t) d’une courbe réguliére est donné par la
dérivée du (d’'un) paramétrage.

Remarques :
— Le vecteur tangent non-unitaire est noté ¥ pour rappeler la vitesse en physique.
— Si l'on change de paramétrage, les vecteurs tangents obtenus ainsi ne sont pas les mémes
en général, mais ils sont multiples 'un de I'autre.
Si l'on considére & présent une courbe orientée (et réguliére), tous les vecteurs obtenus par le
processus précédent, divisés par leur norme, sont égaux (et changer d’orientation donne simple-
ment le vecteur opposé).

On définit ainsi le vecteur tangent unitaire au point P de la courbe orientée T :

Dy
“P) = D70

quel que soit le paramétrage ¥ de la courbe pour autant qu’il appartienne a l'orientation choisie.

En un point d’une surface

L’ensemble des vecteurs tangents a la surface 8 est le plan vectoriel engendré par Dugi_; et Dvgi_f.

Vecteur normal

En un point d’une surface

Pour tout (u,v), le vecteur normal : N (u,v) = Dyé A Dy est orthogonal au plan tangent a la
surface au point paramétré par (u,v).
On peut donc aussi définir une normale unitaire continue

N (u,v)

) = R o)l

en tout point de 'image par gg de l'intérieur de K.

Remarque : On dit que l'on peut orienter cette partie de la surface (ie celle qui correspond a
I'image par ¢ de Uintérieur de K). Quand on définit un vecteur normal unitaire & I’aide d’une
couverture, un changement de couverture de la méme orientation ne change pas le vecteur normal
unitaire ; par contre, une couverture de ’autre orientation donne 1'opposé du vecteur en guise de
vecteur normal unitaire.
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2.5.2 Longueur d’une courbe et aire d’une surface
Longueur de courbe et chemin rectifiable

Soit un chemin 4 contintiment dérivable dans un ensemble ouvert ' I C R. Dans ce cas,
le chemin est dit rectifiable lorsque que la fonction ¢ — || D#(t)|| est intégrable sur .

La longueur d’un chemin rectifiable est (en écrivant I =]a, b|)

b
/ 1D(t)]|dt

Aire d’une surface

L’aire de la surface 8 est :

// HDud_;/\ qug‘ ‘dudv
K

2.5.3 Intégrale sur un chemin (une courbe)
Soient :

F=[f1,fo, f3] : QL R3 (0u C3)  Q  Riouvert.
g: % R,

¥ = [v,72,73) : [a,b] C R G Q,

¢: K CR2ARS.

L’intégrale sur un chemin est une généralisation du cas précédent dans lequel g = 111

b
ﬂ k= / (1 (8), 728 () IDFW)] | dt

5

est I'intégrale de g sur le chemin % : un paramétrage régulier d’une courbe C

Si elle est indépendante du paramétrage v de la courbe € on la note fe gds.

Pour rappel : (cours de géométrie)
Ceci correspond a l'intégrale d’une fonction continue g sur une courbe (rectifiable) € vue en
géométrie et dans laquelle le paramétre est ’abscisse curviligne.

51
/gdS:/ gds
e S0

10. Il n’est pas nécessaire de considérer I comme un intervalle ouvert mais il faut alors faire attention aux
notions de dérivation sur un fermé.
11. Voir EK pour une interprétation du cas particulier g = 1
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ol s désigne 'abscisse curviligne. Si on utilise un autre paramétrage (régulier et injectif), un

changement de variable donne
/gds = / NI DA (t)]|dt

(En fait, 'intégrale faisant intervenir I’abscisse curviligne est un cas particulier de celui-ci puisque
dans ce cas, la dérivée de 7(s) est de longueur 1.)

Pour rappel encore : s(t) = j;to || DY (z)||dz. Cette intégrale ne dépend pas du paramétrage (injectif
et régulier).

2.5.4 Intégrale curviligne, le long d’un chemin

L’intégrale le long du chemin 7 de f est par définition :

b
ﬁ B ity i = / Fvi(8),72(8), 13(6)) D (e) dit
5 a

b
— [ (0107208 DA O + LO(O:72(0),20() Dera(t)

/301 (0. 72(0), 13(1) Ders(0)) it

Remarques :

— Si la courbe est fermée, elle se note par 3% fidx + fody + fsdz

Faire attention & ne pas confondre avec I'intégrale sur une courbe ou sur un chemin.

— En général, cette intégrale dépend du chemin, i.e. du paramétrage. L'utilisation de | e est un
abus de notation. Il existe des conditions suffisantes permettant d’affirmer I'indépendance
vis-d- vis du paramétrage.

— Dans ce cas, on doit également faire attention & I'orientation. Cependant, avec des hypo-
théses naturelles, on peut définir la notion d’intégrale curviligne d’une fonction sur une
courbe orientée.

Lien entre l'intégrale sur une courbe et ['intégrale curviligne

b
de = v . Dt d
A p / 9(7(t)) - Dy (1)t

b - Dt%()
L 1T E0N

= /gtlds
,\7

ou t; est la premiére composante du vecteur unitaire tangent (unique a l'orientation prés). On
fait de méme pour les intégrales en dy et dz.

1D ()] |dt

2.5.5 Intégrale sur une surface

L’intégrale sur une surface est une généralisation de la formule de l'aire (g = 1).

36



//gdf’—// (1, 0) [, v)]| duco

]\7(“7 v) = Dug/\ Dv(g

est le vecteur normal & la surface 8§ paramétrée par qg(u, v), (u,v) € K (un paramétrage injectif
et régulier).

2.5.6 Intégrale surperficielle, le long d’une surface

Les intégrales superficielles sont des intégrales du type

/ﬂf3d37/\dy = / f3(<;(u,v))N3(u,v)dudv
)

//d_;fgdxAdz = // Fo(B(u, v)) Na(u, v)dudv

/qfldy/\dz = / f1 v)) N1 (u, v)dudv
¢

ot N1, Ny, N3 sont les composantes du vecteur normal N : N (u,v) = Dy¢(u,v) A Dyd(u, v).

Remarques : La définition fait intervenir une couverture (i.e. un paramétrage ¢). Ce n’est que
sous certaines conditions (injectivités, orientation, régularité) que l'on peut rigoureusement uti-
liser la notation ffs

Le lien entre intégrale superficielle et intégrale sur une surface

/[ st enma v)dudv—//sgngda://sgdx/\dy

ol ng est la troisiéme composante du vecteur normal unitaire (et analogue pour les autres cas).

2.5.7 Notion d’orientation et d’invariance des intégrales

Bien que l'on définisse toutes les intégrales curvilignes, sur des courbes et sur des surfaces
grace & un paramétrage (ce qui est un abus de langage), la valeur de 'intégrale est bien indépen-
dante du paramétrage choisi pour autant que certaines précautions d’injectivité, d’orientation et
de régularité soient prises.

Invariance de l’intégrale sur des chemins simples rectifiables qui ont la méme image

Si 'on dispose de deux paramétrages d’'une méme courbe simple par des chemins simples
rectifiables 77 et 73 et si g est une fonction continue sur la courbe, alors

/gds:/gds.
7 72
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On peut alors définir 'intégrale de g sur la courbe simple rectifiable € comme étant I'intégrale
de g sur n’importe quel chemin simple rectifiable 4 paramétrant la courbe :

/gds = /gds.
e o

Intégrale curviligne le long de chemins rectifiables qui ont la méme image

Si 'on dispose de deux paramétrages d’'une méme courbe simple par des chemins simples
rectifiables 47 et 75 et si f est une fonction continue sur la courbe, alors

/ fidx + fody + f3dz = j:/ fidz + fady + f3dz
7i 72

le signe + correspondant au cas ol les paramétrages font partie de la méme orientation et le
signe — au cas ol leurs orientations sont différentes.

On peut alors définir I'intégrale curviligne de f le long de la courbe simple rectifiable orientée
C* comme étant 'intégrale de f sur n’importe quel chemin simple rectifiable 4 paramétrant la
courbe et qui appartient a l'orientation choisie :

/ frdx + fody + fzdz = /f1d93+f2dy+f3d2
et ¥

Invariance de l’intégrale sur des couvertures qui ont la méme image.

Si 'on dispose de deux couvertures (51, Ky) et (52, K3) d’une méme surface 8 et si g est une
fonction continue sur 8, alors

/ g(q?(u,v)) HDu(;l/\DU&lH du dv = / g(gp(u,v))HDqu/\Dvgng du dv.
K; K

On peut alors définir 'intégrale d’une fonction g € Cy(8) sur la surface 8, notée [ fs g do par

//sg do = //Kg(qg(um)) HDME/\ DU&H du do

quelle que soit la couverture (¢, K) choisie pour paramétrer 8.
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2.6 Formules

2.6.1 Formule de Green dans le plan

Soient K un compact du plan xy dont le contour € est composé de 'union finie de courbes
planes orientées et f = [f1, f2] : @ — R? ou C? tel que K C Q C R? et f1, fo sont contintiment
dérivables dans Q C R%. On a

//K (Dzfa — Dy f1)dzdy = j@ (fidz + fody)

Démonstration dans un cas particulier

Ce cas est le cas particulier ot le compact est « paralléle & I'axe des y ».
u, v : [a,b] YR
u,v : |a, b[g R
Du, Dv € Ly(]a, b))
u(z) < wv(x),Vz €la, b
K = { (r,y) :x € a,b] & wu(x)<y<ov(x) }

La courbe CT est la courbe orientée « aire a gauche » constituée de la juxtaposition des courbes

//KD;EfzclJUdyZ/e+ fody (1)
/ /K Dy fi dady = /@ hde (@)

lorsque f: [f1, f2] : Q C—§R2, KcQ

orientées Cq, Co, C3, C4.
Montrons que

et que

A
y C2 v

Cs K C1

Cy

b T

A
>

FIGURE 2.3 — Représentation du compact K
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Membre de gauche de (1) :

/ / Dxfg ddy — / / Dy folar,y)dyda:
E]Ll

Intégrale paramétrique dont les bornes dépendent du paramétre.

v(x)
Dw / f2 (SE
u(z)

F(u(z)v(z),z)

qui ressemble &
B
F(a, B,7) =/ fa(v,y)dy

On pose G(x) = F(u(x),v(z),x) et on dérive en utilisant le théoréme de dérivation des fonctions
composées (dont vous n’oublierez pas de vérifier les hypothéses).
Rappel sur les primitives, pour f continu sur un intervalle ouvert contenant ¢y :

g9(t) = | [f(s)ds = Dig(t) = f(1)

to

Ici, on a alors,
D,G(z) = D F(u(z),v(z),r) = (DaF) (u)v(z)e)t (T )+(D6F)( @) w(@)2)V () + (D3 F) (@) v(@).2)

ol u@) () + fal,of / Defolie,y)d

donc

[[ ppsaaay = [ (D G(a) + falie, ul@) (1) — falie,o(a))(2)) do
v(a) b
- / By [ iy [ @)@ - e o) @)

Membre de droite de (1) :

e+ (el € [u(d), o(d)

—Cy ¢ [t,u(t)], tE[a,b)

—C3 : [a,t], te€u(a),v(a)]
(] [t,u(t)], t€la,b]

ke bkl

v(a)
= / fa(b,t) 1dt—/ fa(t,v(t))v'dt — / fg(a,t)dt—i—/b Ja(t,u(t))u'dt
(a) a

et I'égalité 1 d’étre prouvée.
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Membre de gauche (2) :

/L{Dyf1dxdy=[Lb(L:i?) Dy fi(z, y)dy)dx :/ab (fi(z,v(x)) — fi(z,u(z)))de

par variation de primitive.

Membre de droite de l’égalite (2) :

Jo = bbb L,

_ [ fl(bt Odt—/fltv )1dt—/u

_ /fltv dt+/ it u()

Et la formule compléte d’étre prouvée.

v(a) b
fi(a,t).0dt + / fi(t,u(t)).1dt
(a) a

Application de la formule de Green

La formule de Green s’écrit

//K (Dyfa — Dy f1)dzdy = 72 (fidz + fody)

dans le cas de fo =x et f{ =0, 0n a

// dxdy:f x.dy

K ct+

// dzdy:% —y.dx
K et

Ceci permet d’appliquer la formule de Green au cas du calcul d’aire de surfaces planes.

et pour fi =-yet fo=0,0na

Par exemple : aire d’une ellipse d’équation cartésienne ﬁ—; + z—j =1
Paramétrage de €, bord de K :

x=x(t) =acost
y=y(t) = bsint

27 27 (Ib 27 Clb 27
// dxdy:/ acost-stintdt:ab/ cosztdt:/ (coth—l—l)dt:/ dt = mab
K 0 0 2 Jo 2 Jo

2.6.2 Formule de Gauss ou Théoréme de la divergence

, te0;2nm]

Soient V un compact de I'espace (R?) dont la frontiére 8§ est composée de I'union finie de surfaces
orientables et f = [f1, f2, f3] : 2 — R3, une fonction vectorielle de classe C; telle que V C Q C

R3. Alors
/// divfda:dydz_/ feiido
1% 8

ou 71 est la normale unitaire extérieure & la surface 8.
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Application

Soit U un champ scalaire inconnu qui représente la température en chaque point d’un corps.
La quantité de chaleur qui entre dans le volume par unité de temps :

// VU efido
8 v
f(z7y7z)

Vu que c’est une modélisation d’un systéme réel, on trouve que U doit vérifier :

// DU dxdydz = // VU e fido
14 8

Grace au théoréme de Gauss, on peut égaler :

/ / DU dzdydz = / / / div VU dzdydz
1% 1%

d’ot, la relation appelée "équation de la chaleur"
DU = divVU = AU

ou
AU = DU + DU + DU
est le Laplacien de la fonction scalaire U.

Ezemples D’autres exemples d’application peuvent étre trouvés a la page 459 du EK. La section
10.8 page 463 donne aussi deux exemples ainsi que U'interprétation physique de la divergence.

2.6.3 Formule de Stokes

Soient 8 une union finie de surfaces réguliéres orientables™ dont la frontiére est la courbe fermée
orientée™ € composée d’une union finie d’arcs de courbes réguliers et f = [f1, fa, f3] de classe
C1 : Q — R3 telle que 8§ C 2 C R3, alors

//rotfoﬁda:?{fofds:?{ﬁdiv—l—ﬁdy-l-f:%dz
8 e e

ou 77 est la normale unitaire a 8 et ¢ est le vecteur tangent unitaire a C.
* La courbe € est orientée de maniére a respecter la régle du tire-bouchon lors de son parcours
par rapport & lorientation de 7i.

Ezxercice : Vérifier que cette formule généralise la formule de Green dans le plan.

Exemple

Retour a un exemple de champ dont la divergence est nulle mais qui ne dérive pas d'un
potentiel vectoriel.

a= avec 7 = [z,v, 2] et Q = R}

7
1711?
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FIGURE 2.4 — « Sphére »

Par I'absurde : si il existe f: Q — R3 de classe Oy tel que rotf: a, alors

//Srotfoﬁda://s|§|3.ﬁda://8da:4ﬂ

Par Stokes sur chacune des deux parties de la sphére :

//rotfoﬁda = // rotfcﬁ1d0+// rotf.ﬁgda
8 81 S2

— f*.Fderf fetds
€1 62
=0

Parce que €1 = —Cs (orientation opposée).
L’existence de deux valeurs différentes pour I'intégrale donne lieu a une absurdité. On en déduit
que f n’existe pas. Ce qui ne doit pas surprendre : {2 n’était pas étoilé.
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Lien avec le chapitre 3

2.7 L’indépendance des intégrales

Nous allons étudier I'indépendance de certaines intégrales curvilignes vis-a-vis de chemins
reliant deux points.

2.7.1 Homotopie de chemins

Soit deux chemins 4,7’ : [a,b] — Q C R™ de classe Cp.

Définition :

~ et 4’ sont dits homotopes dans € comme chemins a extrémités fixes lorsque :
3H : [a,b] x [0,1] — Q continu tel que

() = H(t,0) Vtea,b]
¥(t) = H(t,1) Vtea,b]
H(a,s) = A(a)=7(a) Vsel[0,1]
H(bs) = F(b)=7(b) Vse[0,1]

FIGURE 2.5 — Homotopie de chemins & extrémités fixes
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7 et 7 sont dits homotopes dans © comme chemins fermés lorsque 3H : [a, b] x [0, 1] — € continu.

() = H(t0) Vte |a,b]
'7,(25) _ ﬁ(t’ 1) VteE [a,b]
H(a,s) = H(b,s) Vse[0,1]

FIGURE 2.6 — Homotopie de chemins fermés

Propriétés :
— 814 et 4" sont Cj, alors on peut prendre H de classe Cp,o0
— tout chemin continu est toujours homotope a un chemin C; (homotopie a extrémités fixes)

Invariance par homotopie

Soit

f=1fi,- - fu] : QCR" = C", de classe C;
si Djfy = Dyf; Vj,k=1,---,n,dans Q , alors

/fldxl++fndxn:/ f1d$1++fnd$n
ol v

pour tous chemins v, 7/ de classe C, homotopes dans €.

Preuve On a (par définition)
b b .
/ fidey + -+ + frodz, = / (7(t)) « DY(t)dt = (H(t,0)) @ DH(t,0)dt
0 a
b
hdry A fode, = F(¥(t)) e DY (t)dt :/

ot a

Cela étant, pour tout s € [0, 1], I'intégrale

b - —
F(s) = / F(H(t,5)) e DH(t, 5)dt

est bien définie et représente une fonction continue. On va voir (par les intégrales paramétriques)
que cette fonction est en fait dérivable sur |0, 1[ et que sa dérivée est nulle dans cet intervalle.
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On pourra alors conclure que F' est indépendante de s € [0, 1], et obtenir la thése, a savoir
F(0) = F(1).

Aprés vérification des hypothéses (intégrales paramétriques), on obtient

D,F(s) = / Z fi(H Hj(t,s) dt

n

_ /Z Ji(F(t, ) D.DuH; (1, 5) + DiH(t,5) S (Def) ()DL Hi(h, ) ) de
k=1
_ /(ZZDMJ )DoHy, Dy H, +Zf] )D,D,H; ) dt
j=1k=1 D, fi Jj=1
= / ZZD fu(H)DyHyDyH; +ka )D DtHk>d
@ g=1k=1 k=1
b n
- / (Z[fk( )D, DtHk+ZD fe(H)Dy HthHDdt
@ k=1 j=1
Dy(fy(H)DsHy)

= f(ﬁ(b, s)) e Dsﬁ(b, s) — (ﬁ(a, s))e Dsﬁ(a, s)
0

Car on a une homotopie (voir définition)

Généralisation Dans le cas ol f est seulement continu (dans ce cas I'hypothése sur les dérivées
croisées est obsoléte), on remplace I'hypothése des dérivées croisées par 1'existence locale de «
de classe C] tel que f = grad a.

Remarque : Lorsque que le champ est C7, 'hypothése des dérivées croisées équivaut a l’existence
du gradient (global ou local en fonction des propriétés de 2).

2.8 Champ exact

Remarques :
Ces notions seront importantes dans le chapitre 3 :
— intégrales curvilignes,
— annulation du rotationnel,
— champ exact (dérivant d’un potentiel).
Pour rappel, I'intégrale curviligne de f = [f1,.., fu] sur la courbe paramétrée par 7y =

[Y15 -y Tn) €St

b
frdzi+ fodxo + -+ -+ frday =/ i @), s @)Dy + -+ fa(i(t), -+ s () Dyl dt
¢ a
En notation abrégée :

b
— [ Faw) s D0t
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Soit f: [f1,: s fn] 1 Q2 AR avec n € Ny, Q ouvert de R™.

1. EIa:Q%Rtelque:
f=grada

)

2. L’intégrale curviligne de f pour tout chemin fermé est nulle (ou encore I'intégrale curviligne
de f ne dépend pas du chemin, seulement des deux extrémités de ce chemin).

4

3. On a égalité des dérivées croisées D;fr, = Dypf; Vi,k € {1,--- ,n}. (cad, quand n = 3 :
rotf = 0)

Si 2 est simplement connexe, on a en plus : 3. = 2.

Remarque :

- Si f dérive d’un champ potentiel scalaire alors f est appelée un champ exact.
— Les chemins considérés sont constitués de la juxtaposition d’un nombre fini de chemins de
classe C (c.f. hypothéses EK p 421)

Preuve : considérons le cas n = 3

)= (2)*
b
7{ fidx + fody + f3dz = / Dyadx + Doady + Dsadz
C a
b
= / ((Dla)(i(t))Dm + (D20)(7(t)) Diye + (Dza)(i(t))Dw:«;) dt

b
= / Di(e(y1,72,33))dt = a(7(0)) — a(Y(a)) = (B) —a(A) (%)

La solution ne dépend pas du chemin parcouru, seulement des deux extrémités.

B
C
A

FIGURE 2.7 — Indépendance du chemin

En conséquence,
fflda: + fodx + fsdz =0 V€ a chemin fermé
e

est évident car par la relation (%) on a

%fldfﬁ + fody + f3dz = a(A) — a(A) =0
e
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(2) = (1) ? On peut supposer (2 connexe 12,

Montrons que Ja fonction scalaire de classe C telle que f = grad « dans ().
Fixons un point Py dans Q. Si P(x,y, z) est un point quelconque de 2, soit 4p un chemin reliant
Py & P en restant dans Q3. On pose

am%@=/ﬁm+h@+hw
¥

ce qui a bien un sens, vu ’hypothése.
La fonction o convient-t-elle ? Montrons que ' :

Dia= f

P(x.y,z) Q(x+h,y,z)

2

‘Q KQ

®

FIGURE 2.8 — Segment horizontal

1
alx+ h,y, z) —a(z,y, z) = / fidx + fody + f3dz = / fi(x + th,y,z)hdt
0

Segmenthorizontal

Ainsi,

h - 1
Dia(e,y.2) = fi SEERII =L gy [ an g2t = (0.2
h—0 h h=0 Jo

(2) = (3)? Dans R3 cest évident : si a € Cy, on a rotVa = 0

(3) = (2)? Si feCy:Q— C vérifie les égalités croisées et si € est simplement connexe alors,
par homotopie & un chemin constant :

/ﬁwp%~+hwm:0
ol

pour tout chemin fermé 7 de classe Cf.

Relation entre les différents points :

Comme (2) = (3) avec I’équivalence (1) et (2) on sait aussi que (1) implique (3).

Quand € est simplement connexe (ce qui est le cas des ouverts étoilés), toutes les relations sont
nécessaires et suffisantes.

Remarque : voir aussi EK p 428.

12. il est alors connexe par arcs et ’existence de chemins continus joingnant deux points est assurée
13. comme 2 est connexe par arcs, c’est possible
14. analogue pour les autres dérivées
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Chapitre 3

Fonctions holomorphes

Références du chapitre

Théorie
— Dans le EK (livre de référence) : chapitres 13, 14, 15, 16

Exercices
— Exercices du EK (se trouvant a la fin des sections et a la fin des chapitres).
— Applications : chapitres 17 et 18.
— Liste(s) d’exercices disponible(s) sur le site du service : http ://www.afo.ulg.ac.be/

3.1 Introduction et notations
On travaille avec C qui est semblable & R? en ce qui concerne la topologie.

zeC z=(z,y)=x+1y avec r,y € R

f définie dans Q C C — 7 f(2) = f(x,y)”. Ce qui permettra de parler des dérivations partielles,
de (' et d’utiliser les propriétés et théorémes usuels dans ce cadre.
(C identifi¢ & R? en ce qui concerne les variables.)

3.1.1 Un cas particulier d’intégrales curvilignes

f:QcC=R22AC

v : [a,b] = Q C C de classe Cy
~—
ICR

v =1 + iy2 o Y1, Y2 sont & valeurs réelles. On définit aussi 7 = [vy1,72).
Définition :

/Wf(z)dz:/ifd:r%—ifdy

11 s’agit donc d’une intégrale curviligne sur un chemin (courbe) du plan ou le champ a deux
composantes complexes : f , if .
~

f1 f2
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On a donc :

Af(z)dz = [fdm+ifdy

5

b

= / (f(% (), v2(t))Deya(t) +if (i (), 72(t))Dt72(t)>dt
b

- / (1 (8), 12(t)) Dy (1))t
b

- / (F(/ (1)) Der(0) )t

Attention ~y(t) est un complexe.

3.1.2 Premiéres propriétés

On suppose que f est continu sur la courbe € et que le paramétrage v est de classe C (sur
le fermé [a, b)).

1. Lorsque f1 = f = Dya et fo =if = Dya, on obtient :

b
[ 1= [ 11z = [ ((Da0) a0 20) Den(®) + (D) on (1) 22(0) Derel)
e 0% a

b
— /Dt(a(m(t),%(t))dt
= a(y(b) — a(y(a))

Ce qui était le résultat obtenu dans R™ pour les champs exacts.

2. On a aussi :
b b
\/ef(Z)dZ\ = \/a FOy() Dy (t)dt| Ss%plfﬁ/a |Dyy|dt

avec |Dyy| = module complexe = /(Dyy1)2 + (Diy2)? = || DY
D’ou

| /@ F:)dz] < suplf|- Le

3.2 Définition d’une fonction holomorphe

Soit €2 un ouvert de C et f: Q2 — C.
Si zg € Q est tel que :

lim f(z0+h) — f(20)

existe et est finie,
heC,h—0 h

on dit alors que la fonction est holomorphe en z.
Une fonction holomorphe dans €2 est une fonction qui est holomorphe en tout point de 2.

Notation :

lim
h—0

f(ZO_‘_h})L_f(ZO) :Df(Zo)
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Ezxzemples :
— f(z) =2, f(z) =2%, f(2) = 2™ m € N sont des fonctions holomorphes dans C.
— Par contre f(z) = Z n’est pas holomorphe dans C.

Prenons h un réel pur :

i JFO ) = fz0) _ B
h—0 h h—0 h
Prenons h un imaginaire pur :
i JF0 ) = fz0) _ R
h—0 h h—0 h
Par unicité de la limite, la limite n’existe pas.
3.2.1 Propriétés directes mais fondamentales
1. Si f est holomorphe dans €2, alors
— f est continue dans €2
f(z) — f(20)

lim f(z) = lim
Z—20 Z—20 Z — 20

(2 = 20) +£(20)

=0
— f est dérivable par rapport & x et a y dans Q et vérifie D, f +iD,f =0 I dans Q.
- Dyf=Df,Dyf =iDf

f(x+h,y)—f(:6,y) f(Z+h)—f(Z)

he]%,rilzlﬁo h = Def = he%{ifi?eo h = Df(z)
. f@y+h)—fly) . . fz+ih) = f(z)
heh g —ih = iD= dim ey = P

2. Si f € C1(2) (par rapport aux variables réelles) et si Dy f +iDyf = 0 dans 2 alors f est
holomorphe dans €.

Preuve : On suppose f € Cr et Dif+iDof =0dans Q. z€Q, heCtelquez+h e
On considére : z =z +iy = (z,y) =,y € Ret h =Rh+iSh
Ona:

f(z+h)=f(z) = flz+Rh,y+S3h)— f(z,y)
1

_ /Dt(f(x+t8‘€h,y+t%h))dt
0

1

= /0 [(D1f)stth - Rh + (Daf) ,14nSh]dt
1

= /0 [(D1f)stth - Rh 4+ (D1 f) 24 Sh|dt

1
= /0 (D1f)zttn - (R j; iSh)dt

Donc

h o 1
hggﬁl_)o flz+ i)l fz) _ %1—% O (D1 f)zsendt = (D1 f)(2)

1. Appelée équation de Cauchy-Riemann
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3.2.2 Remarques au sujet de ’équation de Cauchy-Riemann

Sous forme complexe :
D.f+iDyf =0 (CR)

NB : Cela peut aussi s’écrire D, (if) = D, f.
En écrivant : f = Rf +iSf = u+iv (avec Rf = u partie réelle de f et Sf = v partie imaginaire
de f). On a:

Dyf +iDyf = Dy(u+iv) + iDy(u + iv) = Dyu — Dyv + i(Dgv + Dyu)

On obtient "Cauchy Riemann Réel" :

D,Rf = D,Sf
{ D,Sf = -Drf  (CER)

Manipulation des notions dans l’intégrale curviligne

dz = dr +ifdy = RIS Hdz+RF =SS f)dy = Rfde —Sfdy+1 | Sfdx+Rfd
Lf(Z)z Afx ifdy [(fzuf)w(Zfdf)y [fx ufyz[sfx fdy

v 2 2
N————
1 2 3

(CR) traduit I’égalité des dérivées croisées pour 1.
(CRR) traduit I'égalité des dérivées croisées pour 2 et 3 :

Compléments et applications Voir E.K. 13.4 (page 678) et chapitre 18 (pages 749 et s.)

3.3 Propriétés relatives aux intégrales des fonctions holomorphes

Si f est holomorphe dans Q (ouvert de C) et de classe C1, alors

/7 F(2)dz = /7 f()d

pour tous chemins ~,v" de classe C; (par morceaux) qui sont homotopes dans 2.

Car nous avons démontré I'invariance par homotopie pour des fonctions de classe C qui
respectaient les égalités croisées avec 4,7 de classe C7 homotopes dans Q. Les égalités croisées
sont traduites par Cauchy-Riemann pour une fonction Cf.

En particulier Si f est holomorphe dans €) et de classe C1,

/vf(z)dz =0

si v est fermé et si vy est homotope & un chemin constant (un point).

NB : On peut également démontrer ce résultat sans ’hypothése « f de classe C1(£2) ».
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3.4 Propriétés de type général relatives aux fonctions holomorphes

Toute combinaison linéaire de fonctions holomorphes est holomorphe.

Le produit de deux fonctions holomorphes est holomorphe.

Si f est holomorphe dans 2 et si f(z) # 0, Vz € Q alors % est holomorphe dans €.
Tout polynéme est holomorphe dans C. (P(z) = ap+ a1z + -+ + apz").

f(z) =¢€* = :;fo % est holomorphe dans C (par Cauchy-Riemann et dérivation des

séries de puissances).

ARl

6. Si f est holomorphe dans I'ouvert connexe §2 et tel que D f = 0 dans €2 alors f est constant
dans €. De fait, on a

_ D.f=Df=0 .
Df0:>{ D,f=iDf =0 = f = constante dans Q

7. Si f est holomorphe dans I'ouvert connexe €2 et a valeurs réelles, alors f est constant dans
Q.

8. Si f est holomorphe dans Q et si 7 : [a,b] — Q C C est de classe C, alors

Dy(f(v(1))) = (Df))Dey
9. Si f est holomorphe dans €2, g est holomorphe dans w et g(w) C €2, alors fog est holomorphe
dans w et D(f og) = (Df)4Dyg.

10. Si f est holomorphe dans 2 et de classe Cy alors f, Rf et Sf vérifient Au = 0 dans Q (on
dit que Sf et Rf sont des fonctions harmoniques réelles).

Preuve Rappelons que A = D? +D§. Cela étant, si f est holomorphe, alors D, f = —iD, f
donc
D2f = —iDyDyf = —iDyDyf =i°D, f

d’ou la conclusion.

3.5 Quelques exemples d’intégrales dans ce cadre

Ezemple Si~(t) =€, te[0,2n], calculez :

1. fv zdz = 0 car le cercle se « racrapotte » sur un point et f est holomorphe dans C
2. f7 Zdz = 2im NB : la fonction conjugée n’est pas holomorphe.
z

3. f,y 1dz = 2im La fonction n’est pas holomorphe a I’origine.

4. fv Z%dz = 0 Parce que c’est la valeur de l'intégrale, pas pour des raisons homotopiques.

3.6 Primitives dans le cadre des fonctions holomorphes

Si f est holomorphe dans () simplement connexe, alors il existe F' holomorphe dans 2 tel que :
DF = f

Preuve : Ceci est une conséquence de la relation de Cauchy-Riemman et de tout ce que nous
avons vu dans le chapitre II & propos des champs exacts.
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3.7 Fonctions holomorphes élémentaires

Nous avons déja : polyndmes, fractions rationelles, exponentielles. Pour rappel

La fonction exponentielle est en fait définie dans C et est méme holomorphe dans C :

+0  _m

z
exp(z) = e* = ZW zeC
m=0

et on définit aussi

612+€ 1z 6Z_|_e z
cosz=———, coshz=——
2 2
) eiz_efz'z ) e — e~ %
sinzg = ———, sinhz =
21 2

NB : cos(iz) = cosh z et sin(iz) = isinh z

3.7.1 Le logarithme complexe
La fonction exponentielle est holomorphe dans C mais elle n’y est pas injective !
exp(z + 2imm) = exp(z) VmeZ,VzeC

L’idée pour définir un logarithme est pourtant la méme que lorsqu’on travaille avec des fonctions
de variables réelles, inverser :

u = e” & z en fonction de u?

On a
z=z+1iy = u=e"e" = |u| =e* = In|u| = = et y = argument de u.

On consideére alors la fonction argument :
Arg

(valeur principale de I'argument d’un complexe non nul, & valeurs dans | — 7, 7])
— elle est bien définie dans Cy et est & valeurs dans | — 7, 7] (convention) ; elle n’est cependant
pas continue dans Cg
— elle est de classe C dans 2 = C\] — 00, 0] et

::c2+y2

Et grace a cette nouvelle fonction on définit le logarithme complexe.
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A;ua: cu\e)m-;—-wr

FIGURE 3.1 — Valeur de ’argument dans le plan complexe

Définition du logarithme complexe et propriétés :

Soit Q = C\] — 0, 0],
In:Q — C: 2z In|z| + iArgz
Ln est de classe C' dans €2,
1. holomorphe dans §2,
2. DLnz = % dans (,
3. el =2 VzeQ
4. Ln(e®) = z + 2ikm  Vz tels que e* € )

Remarque. En fait, le logarithme est définit (par I’expression ci-dessus) dans le complémentaire
de l'origine; il n’y est cependant pas continu (cf fonction Arg)

Preuve : Calculons les dérivées de Ln :

_ 1 2z .Y T —1y
— 2 2 = =
Danz—Dxln\/m-i-leargZ—§x2+y2 TE T e

) 1 2y LT Y+ ix
— [02 1 42 -
DyInz = Dylnv/x* +y* +1Dyargz = 352 " —HmQ R

1. Ln est holomorphe car il est de clsse C] et vérifie '’équation de Cauchy-Riemann

: x — iy +i(y +ix)
(Dzx +iDy)Lnz = 2y =0

Dlnz = D,Inz =

|
N

3. ez = elnlzl giAre(z) — | 4| exp(iArgz) = 2 Vz € Q
4. Lne® = In|e?| + iArge* = x + i(y + 2kw) = z + i2k7 parce que argument doit étre dans

| —m, .

Remarques

95



— Le logarithme d’un produit n’est plus égal & la somme des logarithmes : exemple :
In(z122) #Inz; +Inzy

A regarder avec z1 =z =—1+iet z1 =—14+iet zo=1+1

— Il existe d’autres définitions du logarithme, ce sont simplement le méme genre de logarithme
sur un ouvert différent.
FEz : Targument entre |0, 27] s’écrit : logy. On place en fait la « coupure » en une autre
demi-droite.

3.7.2 Définition de la puissance généralisée

alnz

aceC, ze€Q, 2=e

Attention & toujours retourner a la définition pour faire les calculs et & ne pas garder les « habi-

tudes » des réels.

3.8 Formule intégrale de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe dans © et soit 29 € Q. Si 0 < r < dist(20,09) et si 7, est le
chemin 7, (t) = zo + re', t € [0,2n], alors

1 (u)du:{f(z) silz—zol <7

2im J,, u—z 0 si|z—2z|>r

3.8.1 Preuve

Cas 1 :|z—z| >

Ir

FIGURE 3.2 — Le point z se trouve hors du cercle

La fonction : u — % est holomorphe dans Q\{z}; le chemin =, est homotope & un chemin
constant (zp) dans Q\{z}. Dés lors :
1
L A CO I
um )y, u—z
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Cas 2 : |z — zo| <

Soit € > 0 tel que € < r — |z — 2| ; posons 7=(t) = z + g€, t € [0;2n]. Les chemins ~, et 7.

sont homotopes dans Q\{z} et la fonction u s - () est holomorphe dans O\{z}.

(u=2)

FIGURE 3.3 — Le point z se trouve dans le cercle

Une fonction H donnant ’homotopie est la suivante
H(t,s) = (1—s)w(t) + s7(t);t € [0;27], s € [0, 1]

H:[0,27] x [0,1] — Q\{z}

Reste-t-elle dans €27 Oui car la combinaison est convexe. Le segment qui joint les deux points
de ’homotopie reste dans la boule, car la boule est dans €.
Est-ce que cela passe par z 7 Non, car quels que soient s et ¢, on a

H(t,s) =z = (1=s)%(t) +s7(1) -2

(1—8)(z0 +1e’) 4 s(z +ee) — 2

(1 —s)r+se)+ (1 —8)zg + 2(s — 1)
e (1 — s)r +s8) + (1 — 8)z0 + 2(s — 1)|
(1 — s)r + se) + (1 — 5)(20 — 2)|
|(1—s)r+se—(1—23s)|z— 2]

[(1=s)

(1= s)(
(1—s)e+se=e#0

[H(t,s) = 2|

(r—|z — zo|) + se|

r— |z — 2o|) + se

(AVARAVAR VARV

car £ < r — |z — zg| par hypothése. Dés lors,

Mdu = / j(u)zdu = /27r ChL) Eeit)iee“dt = i/% f(z +ee™)dt
Ye T 0 0

e U — 2 gelt

et (Lebesgue sur un compact)

flw) flu) T o
/% Hdu_;g%/%u_zdu—z/o f(z)dt =2mif(2)
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3.8.2 Conséquences de la formule d’intégration de Cauchy

Régularité et représentation des dérivées

Si f est holomorphe dans €2, alors
1. f est de classe O dans Q (par rapport a ses variables réelles)
2. Df est holomorphe dans €2, D?f est holomorphe dans €, ... , D" f est holomorphe dans 2.
3. Si|z— 20| <7 0<r<dist(2,0Q), 4-(t) =20 +ret, te][0,2n]
Dmp(z) = / S 4 men
e (U

T 2w — gl

NB Le chemin d’intégration peut étre bien stir changé en utilisant le résultat d’invariance par
homotopie qui peut étre trés utile dans les calculs d’intégrales.

Preuve
1
— 7f(u) du

= — 20| <
ir | w2 f(z) pour|z—z| <r

Y
Avec le théoréme de dérivation des intégrales paramétriques, on pourra arriver a trouver facile-
ment les dérivées de f en fonction de z. Avec v,.(t) = 2o + e, 2 = (x,y) =  +iy (v et y réels),
on & 1 1 f2r it s it

PR B [ D Wy e O

2ir J.,, u—z 2im J 20 +rett — z

L’ensemble de variation des paramétres (z,y) est Q = b(zp, < r)
L’ensemble d’intégration : [0, 27]
On a

1. V¢ fixé

f(z0 + ret)rie’

20 + rett — z

(J,‘,y) = F(t,l‘,y) = S COO(Q)

_ f(zotrett)riett R .
2. DxF = m, il vient :

f(z0 + ret)rie’

DFF = A !
’ (20 + reft — (z + iy))k+!
Dl;/F _ f(zqt+ re”)mie” - Lk
(z0 + re®t — (z +1iy))F+
Donc,
it
\D];DIJIF] < f(z0 +re)rC <C

(20 + reit — )btk +1] —

Continue en z,y,t
siz=ax+4+1iye K C.
Les intégrales paramétriques donnent f de classe C, dans Q et Df(z) = ﬁ f% ( JEZ)P du.
Cette fonction z — D f est encore holomorphe dans €2 car elle est Co, et (Cauchy Riemann) :

(Dg +1iDy) /T (JEUZ))Zdu = 5 f(u)(Dy + z'Dy)(u_lz)zdu =0

car ﬁ est holomorphe (en la variable z).
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Théoréme de Liouville

Si f est holomorphe dans C (on dit que f est une fonction entiére) et s'il existe N € N, C >0
tels que :
If()| < CA+|2)N VzeC

alors f est un polynome de degré plus petit ou égal & N.

Preuve Soit z € C. Montrons que DN+1f(z )

Pour tout r > 0 tel que |z| < r, si v,(¢) € [0,27x], on a

N+ !

DN*Lf(z) = / N+2du |z| <r
'Yr

N+ ) £ (u)]
DN+ < | 2
DY) s B L

N
< 4ot

Passons a la limite quand r — 400 (on peut le faire vu l'’hypothése sur f) on a alors :
|IDNFLf(2)] <0. Done DN*Lf(2) =0

Alors f est un polynome de degré plus petit ou égal & N ?
Oui car on a les hypothéses adéquates sur f et

DNf=0 = DMDYf)=0
= DNf = constante = an
DNf = D(an2)
DDN1f —ayz) = 0
= DVN"1f _anz = aN_1
. (etc)

Principe du maximum

— Si f est holomorphe dans Q connexe et si zp € Q est tel que |f(z0)| = supq |f], alors f est
constante dans 2
— Si Q est un ouvert borné de C, si f est holomorphe dans € et continue dans (2, alors supg | f| =

supg, | f|

oil  est Padhérence de Q et § sa frontiére (revoir la topologie).
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Théoréme de Weierstrass

Si f, est holomorphe dans 2 quel que soit le naturel m et si VK compact C € on a
sup,ci |fm(2) — f(2)| = 0 (convergence uniforme des dérivées sur K), alors f est holomorphe
dans € et

sup |D¥ f(2) — D¥f(2)| = 0 Vk € N,YK C Q (compact)
zeK

3.9 Séries de puissances, séries de Taylor

3.9.1 Définition

Une série de puissances est une série du type

avec a, € C VYm € N, 2y € C(constantes données) z e C.

Ftude de la convergence de S(z) et des propriétés de S
Si R > 0,C > 0 sont tels que

sup R"|am| < C
m

alors :

1. la série S converge absolument et uniformément sur tout compact de la boule ouverte
B={z€C:|z— 2| < R}

2. S est holomorphe dans B = B(zp, < R)
3. On aVk € Ny

+00
DkS(z) = Z m-(m—1)(m—k+1)an(z - zO)m—k
m=k

Pour obtenir ce résultat, on utilise le théoréme de Weierstrass dans le cas des séries ( f,, =
holomorphe dans 2 Vm, Eozol fm converge uniformément sur tout compact de €2 : on obtient
que f =" fm est holomorphe dans Q, et D*f =3~ DFf,, quel que soit le naturel &.)

%

FIGURE 3.4 - K C{z:|z — 20| <r}avecr < R
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Application dans le cas des séries de puissances (dans ce cas, les f,, sont des polynomes)
Q= B(Zo,< R),f =5
K compact de

q
sup | Z am(z —20)"| = 0?7 sip,qg— 400
2€K m—p

q q
sup | Z am(z —20)" < Z |am|r™
zeK m=p m=p
q
r m
e
m=p

q

CZ(%)m—)OSi p,q — +00

m=p

IN

Remarques

— Si S converge en z1 (# zp) alors elle converge absolument et uniformément sur tout compact
de B(zp,< Rp) avec Ry = |z — z1], elle est holomorphe et dérivable terme a terme dans
B(zp, < Rp). (conséquence du point (1))

— Si S ne converge pas en z3 alors elle ne converge en aucun z tel que |z — 29| > |29 — 22|

\ L
N //
N A
\”, / \\\ .
— | *Z0 |
/\\ \\\ // —
/\\ \\ //

FIGURE 3.5 —

3.9.2 Rayon de convergence, disque de convergence d’une série de puissances

On considére la série de puissances

“+o00

Z am(z — 29)™

m=0

S(2)

On appelle boule (ou disque) ou encore domaine de convergence de S l'union de toutes les

B(z0, < R) ou la série converge. Le rayon Rg (qui peut étre nul ou infini) de ce disque est appelé
rayon de convergence de la série S.

Ainsi, par définition, S(z) converge si |z — 29| < Rg et diverge lorsque |z — 29| > Rg.

NB : En toute généralité, on ne peut rien dire sur la convergence en z : |z — 29| = Rg.
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Calcul du rayon de convergence (un exemple de cas pratique)

. a 1
lim |—*|=0= Ry =+
m—+00 Gy,
Um+41
lim || =400= Rg=0
m—-+oo Am
a 1
lim |2 = Lx= Rg = —
m—-+0o0 Am Lx

3.9.3 Développement de fonctions holomorphes en séries de puissances

On a vu qu’une série de puissances définissait une fonction holomorphe (dans une boule). Ré-
ciproquement, toute fonction holomorphe se développe de la sorte (mais il convient de préciser
ou I'égalité entre f et son développement a lieu).

Si f est holomorphe dans Q (ouvert de C) et si zgp € 2, on a :

+00 m P
floy= 3 A gy
m=0

pour tout z tq |z — 2| < dist(20,00) = ro

Remarques Vu le résultat précédent, ceci implique aussi que la convergence est absolue et
uniforme dans tout compact de B(zp, < 19) et que la série est dérivable terme a terme.

Démonstration On fixe z tel que |z — zp| < rg
Alors, si r > 0 est tel que |z — zg| <7 <719, Oon a

Lo W)

2im uU—z

f(z) =
Ir
avec v, (t) = zg + rett, t € [0,27).

Pour tout M € Njy on a

- Zl<z—zg> (z — 20)M

u—z u—z = \u—2z (u—z).(u—zo)M
car

LS (- R

u— 2o A= \u— 2 1—(%) U — 29

B 1 1 (z — 20 ) M
 u—2z u— 2o
Et il vient en remplacant :

1 = z — 2p) 1 (z — z)M
T8 = 5ix 2 /f u—zwm“d“%r/%f(“)w—z)(u—zde“
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= 1 m f(u) o L[ fw) (z—z)M
_mzzom!%/r (a— zymr1 27— %0) *w/ (u—2) (a2

D™ f(20) =reste

Le reste tend vers 0 si M — oo car :

_\M
1/ flw) (z—z0)" §2i27rr sup
5

2im ), (u—2z) (u—2z20)M T lu—zo|=r

M

f(u)

u—z

zZ— 2

r

M
£=z0 —0sit M — oo.

T

Z—20

avec < 1, donc

3.9.4 Zéros des fonctions holomorphes

On appelle zéro d’une fonction holomorphe f tout zg tel que f(zp) = 0.
Un zéro est dit p-uple (p naturel >0) lorsque

D™f(z) =0 Vm=0,---,p—1 & DPf(z)#0
Un zéro est dit d’ordre infini lorsque :

D™f(z)=0 VYmeN

Propriétés
1. Si f est holomorphe dans €2, 2 connexe, et si f posséde un zéro d’ordre infini, alors f =0
dans €.

2. Soit p € Ny. La fonction holomorphe posséde zg comme zéro p-uple si et seulement s’il
existe h, holomorphe au voisinage de zg, tel que

f(2) = (2 — 20)Ph(z) au voisinage de zg & h(zp) #0

Tout zéro p-uple est donc isolé.

3. Si f est holomorphe dans €2 connexe, si z,, (m € Ny) est une suite de zéros de f, distincts
deux & deux, tels que z,, — 29 € Q alors f = 0 dans (.

En particulier si f est holomorphe dans ) connexe s’annule dans un ouvert w C  alors
f est nulle dans €.

Preuve des propriétés
1. 20 €Q, D" f(20) =0 Vm

E:={zecQ:D"f(z) =0Vm € N}

E # ¢; E est fermé (E = Npen{z € Q: D" f(z) = 0})
FE est ouvert ? Si il 'est alors E = ().
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Soit z1 € E; montrer qu’il existe 1 > 0 tel que|z — 21| < r; = z € E. Taylor en z; :

+00 m 5
foy =3 P o _ym—o D7) = 0vm
m=0 ’

pour z : |z — z1| < 1 = dist(z1,0Q).

Donc D¥f(2) =0Vz: |z — 2| < & Vk

NB : Q ouvert connexe avec E # ¢, F fermé, E ouvert = E = ().
Sinon E, Q\E deux ouverts # ¢ d’union Q.2

2. Conséquence du développement de Taylor.

= Soit zg zéro p-uple de f. On a

+oo
D™ f(z ..
f(z) = Z_:D n‘ifo)(z — 29)™ au voisinage de z

+oo

D™ f(z _

= (z—20)" ) TJ:LEO)(Z —20)"7"
m=p

>0 h(z)

avec h(zg) # 0 puisque la dérivé d’ordre p de f n’est pas nulle en z.

=

Soit f(z) = (2 — 20)Ph(z) au voisinage de zy avec h holomorphe et h(zp) # 0
DFf(2)?=0sik=0,---,p—1

DPf(z0)?#0sik=p

Soit k<p-—1

=

Z CJD] (2 — 20)P| o D* T h(20) = 0
7=0

Soit k=1p

p
DPf(z0) =Y CIDI(z = 20)P| e DP I h(z0) = CEDP(z — 20)P o=z, h(20) # 0
j=0

3. f(zm) = f(20) donc zy est un zéro de f. Si zp est d’ordre fini alors Ir > 0 : f(z) # 0 si
—
0

0 < |z — 29| < r. Mais comme on a une suite de zéros qui converge vers z il finissent par
entrer dans la boule de rayon r, c’est donc absurde.
Donc zg est d’ordre infini. La fonction est donc nulle dans 2.

3.10 Théoréme des résidus

3.10.1 Séries de Laurent

Si f est holomorphe dans Q\{zp} (c.a.d. zp est une singularité isolée), on peut décrire com-
plétement la structure de f au voisinage de z.

2. L’étudiant, ici, fera attention & relire la notion d’ouvert et de fermé sachant qu’il faut savoir dans quel
"espace" on les considére.
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Soit £ un ouvert de C, soit zp € €2 et soit f holomorphe dans Q\{zp}. Alors il existe un couple
unique h, H de fonctions telles que

1. h holomorphe dans {2

2. H holomorphe dans C et H(0) = 0.

3. f(z) =h(z)+ H(ﬁ); z € N\ {20}

De plus, on a

+o0
h(z) = Z am(z — 20)™, |z — 20| < 1o
m=0

+oo
H(z) = Z a_pm2™, z€C
m=1

avec ro = dist(z0,0Q), v = 20 + re avec t € [0,27] 0 <7 <19

1
A = / Lu)du meZ
2im /., (u— z)™m !

3.10.2 Remarques

— Le théoréme donne donc (au voisinage de zp (pas en zp) si zg est une singularité de f)

+o0
f2) = > am(z—=20)"
T—;o_oo G +oo
N mzzl (z — z)™ " mE:Oam(z ~ )

et on a aussi la forme explicite pour les a,, (m € Z).

— Remarquons que lorsque f est holomorphe dans €2, alors on retrouve le développement de
Taylor :
— si m € N alors

am = T
2

1 f(u) _ D™ f(z0)
/y du =

(u— z)mHt m!

— si (—m) € Ny alors

1
Ay, = / f(uw).(u—2z0) "™ tdu=0
2 ),
holomorphe dans 2

car pour m strictement négatif, —m — 1 est positif, et le chemin est homotope a un
chemin constant dans €.
— Quand m = —1

1

~ 2

dans le développement de Laurent

a—1 / f(u)du = coefficient de
Ir

Z— 20

C’est ce que l'on appelle (voir plus loin) le résidu de f en la singularité isolée zp.
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Ezemples

1. f:z— e/% est holomorphe dans C et le développement de Laurent en 0 est

1 K11
f@ =) —m=1+> ——
m2>0 m=1
h(z)=1et H(z) =Y > 21 =€* — 1
2. fizm m est holomorphe dans C\{0,—1} et on a
111
2z+1) 2z z4+1
zo = 0 est une singularité isolée. De méme que zg = —1.
Le développement de Laurent en 0 est donc
1 1 1
= — —_ H = h = —
f&) =+ HE =2 b= ——
Et, le développement de Laurent en 1 vaut
1 1 1
=————; H(z)=-2 h(z)=-
&) =25 HE =2 h() =

Faites attention a 'identification de H.

3. f(z)= sin(%) est holomorphe dans Cy. Développement de Laurent ?

i —q +00 2m+1
e _ oTiT T
S 2 mZ;O( e
00 1
= —-1m
f(Z) mz>:0( ) (2m + 1)!22m+1

h=0et H(z) =sinz
4. Ou ces fonctions sont-elles holomorphes, quelles sont leurs singularités isolées ? Quel est
leur résidu et le développement de Laurent (correspondant a chaque singularité isolée) ?

1 1
24 4222 41 2441

fi(z) = falz) =7 f(z) =

3.10.3 Démonstration du théoréme de Laurent
Soit z € Q tel que 0 < |z — zp| < rp. On définit F' dans Q\{z} par :

B W siu € Q\{z, 2}
e _{ D) siu=2 "

F.(u) est holomorphe dans Q\{zp}.
C’est clair pour 'ouvert Q\{z, zo}. Le principal probléme se trouve en u = z.
Dans un voisinage de z, on a :

1 1
f(u) - f(z) = /0 Dy(f (= + t(u— 2)))dt = (u— 2) - /0 (Df) et ofusy dt
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Pour u =z on a F(u) = F(z) = Df(z fo D) sti(u—z)dt. Dés lors

1
F(u) = / (Df) ott(u—z)dt au voisinage de z
0

Le membre de droite étant U'intégrale (paramétrique) d’une fonction de uw holomorphe en u au
voisinage de z, donc en z, I’égalité nous garantit que F'(u) est aussi holomorphe en z.

Recherche des candidats H et h

Soient 7 et € tels que 0 < & < |z — 20| < 7 < 19, avec V,(t) = 20 + re? et v.(t) = 29 + ee’,
t € [0,27]. Les chemins 7, et . sont homotopes dans 2\{zp}, on a donc :

/T F(u)du = /E F(u)du

Or,
/lF(u)du _ / Wdu
= 7VJ;(_U)Zdu—f(z)/ u—zdu
Yr Yr

La représentation intégrale de Cauchy donne directement

1
/ du = 2im
'Vru_z

F(u)du = Mdu: Mdu— z 1 du
/ () / U —Zz /u—z I )/ u—z
Ve Ve Ve Ve

—_——
=0

De plus,

Comme on a,

U

/% Fu)du =

|r
[yrq‘f(_uldu—f(z)-%ﬂ = ] (w)
[

1 f(u 1
f<2>_m£ w2 g0

Ezxamen de passage de h et H
1. Définissons h dans B = {2 : |z — 29| < dist(z,00) = ro}
Si z € B avec r > 0 tel que |z — 29| <7 < rg, () = 20 + re’t, t € [0,27], on a alors la
fonction suivante, holomorphe dans B :

Donc il vient,

RRVOp

2T U=z

h(z) =

3. Ce résultat est obtenu suite a la vérification de la relation de "Cauchy-Riemann" par dérivation sous le
signe diie aux intégrales paramétriques
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De plus on a (par Taylor) :

+o0 mp( s
h(z) = Z (z — zo)mm, |z — 20| < 1o

m!
m=0
Avec (intégrales paramétriques ok)
1 f(u)
D™h =m!— ——d >0
(20) =m 5im /% (e gyl ™2
am
2. Définissons H dans C
Soit : Z = ZEZO @%:z—zo(@z:zo—i—%,
Si0<e<|z—z|<rgeti> |Z_IZO| = |Z|, le candidat H
-1 Z
H(Z):./ f(U)ldu:./ f(u) du
2im )y u—20 — % 2ir ), —Z(u—2) +1

Définition de H : Z € C, avec | Z| < 1 et y-(t) = 2 + €™, t € [0, 27]
Z fu)
H(z)= — —d
(2) =50 L 1— Z(u—z) "

Par les intégrales paramétriques, cette fonction est holomorphe dans C et nous avons
H(0) =0.
On applique Taylor puisque H est holomorphe dans C,

H(Z) = ioszmH(o) VZ e C

— m!
A, S W
DmHO) = — S ¢ DJZ‘ pmi [ W
(0) 2ir z:: m A 4 L 1— Z(u—z) "z=0
M f(u)
= pm dul
2 L 1— Z(u—2) lz=o
m f(u) -1
- S ym
i /a(m ) 1 (u—29)™ “du
DimH(O) = i —f(u) du=a
m! 2im ). (u— z0)~mH! o

En considérant I'invariance par homotopie pour le résultat avec a_,.

Unicité du développement de Laurent
Supposons que 2 couples répondent & la question :

L) = ha(z) + Ha(—

zZ— 2 zZ— 20

f(2) = ha(2) + Ha( ) (%)

Pour z € Q\{z0}. Montrons qu'ils sont égaux : hy = hy et H; = Hs.

On définit : hi(z) — ha(2) Q
B 1(%) — ha(z S
F(z)= { Hy(L ) — Hl(ﬁ)’ z € C\{20}

2—20

F' est bien définie vu *, donc elle définit une fonction entiére (définie sur tout C).
F' est bornée dans C :
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— F'=hy — hy dans {z: |z — 29| <1} et y est borné
- F = HQ(ZEZO) - Hl(z—lzo) dans C mais : Z = Z}ZO est tel que |Z| < 1. 11 vient par
continuité de F sur C qu'elle y est bornée dans : {Z : |Z| < 1}
Comme F' est bornée dans C, holomorhe dans C, elle est constante (théoréme de Liouville). :
F(z)=C.
Si z # 29, pour z,, =290+ m , m € Ny, on a

O = F(2) = Hy(——) — Hy(——)
Z— 20 Z— 20
C = F(a) = HQ(%) _ Hl(%) s 0'sim = 400

3.10.4 DPoles et singularité essentielles

Si 2 est une singularité isolée de f et si f est bornée dans un voisinage de zg alors f se prolonge
en une fonction holomorphe en zj.

Preuve Le théoréme de Laurent donne f(z) = h(z) + H (Z_lzo) au voisinage de zo (sauf zg) avec

h holomorphe en zy. On obtient donc |H(-=-)| < C pour 0 < |z — 29| < 6 donc |H(Z)| < C

z—20

pour |Z| > 3. Vu le théoréme de Liouville et H(0) = 0, on obtient H = 0.

Remarque : Silim,_,,, f(z) € C alors f est bornée au voisinage de 2.

— Si 29 est une singularité isolée de f on appelle la singularité zy un pole d’ordre p pour f si
H(z) est un polynéme de degré p € Ny.

— dans le cas ot H(z) est une série infinie (n’est pas un polynoéme) on dit que la singularité zy
est une singularité essentielle.

Remarque le cas H polyndéme de degré 0 correspond au cas ol f se prolonge en une fonction
holomorphe en zy. On parle aussi de pdle d’ordre 0 dans ce cas.

Propriétés
1. Sipe Nyetsiz— (z2—20)Pf(2) est borné au voisinage de zg alors zg est un podle d’ordre
p au plus. Si la limite n’est pas nulle, on a un pole exactement d’ordre p.

2. Sip € Ny alors zg est un pole d’ordre p pour f si et seulement si 3g holomorphe au voisinage
de 2o (compris) tel que, au voisinage de 2y,

g(z0) £ 0 et f(z) = 2

(z—20)P
Preuve
1. Est une généralisation de la propriété ci-dessus. Par le théoréme de Laurent, on a

1

zZ— 20

f(2) = h(z) + H{(

)
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au voisinage de zg (sauf en zp) donc

1

Z— 20

(2 — 20)"f(2) — (2 = 20)°h(2) = (2 = 20)" - H(

Bornée dans 0<|z—z|<d

)

Il s’ensuit que

1

—)|
1
H(Z) < ClZP pow |Z] > <

\H(Z)] < C(|ZFP+1) VZeC

|2 = 20" H

IN

C pourz:0<|z—2z<$

IN

Alors H est un polynéme de degré plus petit ou égal a p (Liouville).

De plus, zp est un pole d’ordre p exactement si et seulement si lim,_,. (2 — 20)? f(2) € Cy.
En effet

p
1
— )P — (2 — 20)Ph . p
= Al =P D (e )
—0
—a_p#0
u 1
= z = h(z)+ A—m
() R
u 1
(z—20)"f(2) = (2—20)h(2)+ Z a—mm(z — 2)"
limite finie 0 =0 m=1 .
—a_p
2. D’une part, si zg est un pole d’ordre p, alors
u 1
z) = h(z)+ Ay
1@ = M@+ D e
1 p

— _ —m-+p
SRR er D SUSCEE
_ (2= 20)Ph(z) + 35—y a—m(z — )P
- (z — z0)P

le numérateur a bien les propriétés requises de g.
Réciproquement, si

()= 2

(z —20)P

avec g holomorphe au voisinage de 2y et non nul en ce point, on a

lim (z — 20)? f(2) = lim g(2) = g(20) € Co

Z—20 Z—20

70



Résumé au sujet des poéles et singularités essentielles

— p €Ny, zp est un poéle d’ordre p

< lim (z — 29)P f(2) € Cy
Z—20

— zp est un podle d’ordre p > 1 & lim,_,,, f(2) = o0
— zp est une singularité essentielle < lim,_,,, f(2) n’existe pas.

Remarque : Un complément d’information sur les pdles et singularités intitulé « A propos de la
limite des valeurs d’une fonction holomorphe au voisinage d’une singularité isolée » est dispo-
nible sur le site http ://www.afo.ulg.ac.be/ sous la forme d’un ajout au cours du 13/11/07 et du
04/11/08.

Preuve
— évident car démontré précédemment.
- = f(z)= (ngjg)p donc lim;_,, f(2) = oo.

<onalf(z)] >1s10<|(z—2)| <3 donc % est holomorphe au voisinage de zp (exclu).
lim,_,,, ﬁ = 0 donc 1/f se prolonge en une fonction holomorphe en z.

1 @
f(Z) = (Z - ZO) g(Z)

avec ¢g(2p) # 0 et holomorphe au voisinage de zp. Donc

1/9(2)

(z — 20)

flz) =

si e est nul : on a un pole d’ordre 0.
si @ > 1 on a un poéle d’ordre p car lim,_,,, f(z) = oo (hypothése).
— = Par ’absurde, on a deux cas si la limite existe :
1. soit lim,_,,, f(2) est infinie, donc zp est un poéle au vu du point (2) du résumé, ainsi
zp n’est pas une singularité essentielle.
2. soit lim,_,,, f(2) est finie, c’est & dire lim,_,,, f(z) € C alors f se prolonge en une
fonction holomorphe en zy, d’out zg n’est pas une singularité.
< Par 'absurde, si zp n’est pas une singularité essentielle, alors c’est un pole. C’est soit
un pole d’ordre 0 et on obtient que la fonction se prolonge en une fonction holomorphe en
2o — la limite est finie (absurde). Ou c’est un pole d’ordre > 1, dans ce cas la limite est
infinie par le point 2 (absurde).

3.10.5 Théoréme des résidus

Ce résultat permet de calculer fy f(2)dz lorsque v est un chemin fermé qui n’entoure que des
singularités isolées de f (en exprimant certaines intégrales "réelles" & partir d’intégrales f,y dz

avec v un chemin fermé). Ce résultat permet également de nombreuses utilisations dans le cadre
de l'intégration au sens réel et dans le cadre de la sommation de séries.
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Définition

Si zg est une singularité isolée de la fonction holomorphe f, on appelle résidu de f en zq la valeur
de l'intégrale :

/ f(2)dz = Res,, f

2%

ot v-(t) = 20 + re’t, t € [0,27], 0 < r < dist(zo,00).

Théoréme des résidus

Soient f holomorphe dans Q\{z1, -z}, 7 un chemin fermé homotope & un chemin constant
dans ) et ne passant pas par les points z;, alors

J
/ f(z)dz = QiWZ Res,; fI,(z;)
y j=1

ot I(2;) = o= ©_ onj=1,--,J.

2im Jy z—z;

I,(z;) est appelé indice de « par rapport a z;. L’indice compte le nombre de tours que v fait
y\%j J
autour de z;.)

Remarque zy € Q,  f holomorphe dans Q\{z0}, 0 < r < 1o = dist(20,0Q) et v,.(t) = zo+re’,t €
[0, 27].

1
Res,, f = % / f(z)dz=a_
Vr

Démonstration
Vi=1Jd f(z)=hU() + HO(Z-)  dans (Q\{z1, 21,2541, 201 \{z} =
ON\{z1,- -+ ,2j-1,2,2j41, -, 27} par le théoréme de Laurent. Cela étant, la fonction
J
F:ze f(z ; HU — Z]
se prolonge en une fonction holomorphe dans €2 car (analogue pour les autres singularités)
J
lig FE&) = EmliG) -2 HRG)
J

e C.

- ZH zl—z]

Donc fv F(z)dz = 0 (homotopie & un chemin constant).
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Deés lors,

/Vf(z)dz - Z/VH(j)(Z_lzj)dz

j=1
J (J% ()
= —d ——d
;([yz—z] Z+/7mz:z2(z—z])m Z)
=0

j=1
car, on a 4
a(_Jzn _ a(_JZn 1
Gz 1-m (z—z) ]
pour m > 2
a¥) ) 1 0) ppG)
—2 =D a”,, = a’s DFY)(z

D A e (e e P ) )

avec

| DFD @iz = FO (3(8) - FO (@) = 0

car 7 est un chemin fermé.

Lindice...
Avec y =z + €', t€0,4n] on a,

1 [ geit A
L(2)) = — —dt=— =2
MED 22.7T/0 .

Si on tourne dans le « mauvais sens » (sens horlogique), I'indice est un naturel négatif.
Si le chemin n’entoure pas la singularité, par déformation homotope & un chemin constant, on a
une intégrale nulle.

Les résidus

Si f est holomorphe dans Q\{zo},

1
R = — d
esz f Sem /% f(z)dz
Propriétés
— Si on se référe a la décomposition de Laurent : Res,, f = a_1 = DH(0)
— Si zg est un podle d’ordre plus petit ou égal a p :

1

fesa = Gy

pr-! ((z ~ )P f(z))

z=z0
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Démonstration : on a

[ GoalEd 1) [ -w)iG),
Res,,f = [yr = [y d

(2 — 20)P 2im(p —1)! J, (2 — z)P~ 11

1
= Dp_1<z—zopfz))
TR
En particulier, si fi et fs sont holomorphes au voisinage de zy (y compris) et si zg est un
zéro simple (c.a.d. d’ordre un) de fo alors :

fi  filzo)
“fa Dfa(z0)
Démonstration. Si fi et fa sont holomorphes au voisinage de zy (y compris) et si zp est un
zéro simple (c.a.d. d’ordre un) de f3, on a f(z) = ggg = (Z_J;B()Z(Z
est un pole d’ordre < 1 de f. Ainsi,

2=20

Res

) qui implique que zg

ho H(z) [z)  _ fi(z)
Reszog = (e - Zo>f2(z) A B )=foz0) D ()

Exemple

7 /+°° dz
0 1 + 564
— Sens de l'intégrale : ok

— Fonction paire : I = % flR % que nous allons "fermer - borner" (il est nécessaire pour le

théoréme des résidus que 7 soit fermé borné). I = %limR_>+oo fsz 11“; S
— que nous immergeons dans le plan complexe : f(z) = +14 qui est holomorphe dans

-4 2kT s - 37 571' 77r
C\{z1,22,23,24} avec zp = e 4 ,onadonc:z =€'4;zp0=¢"4;23=¢"4;2z4=¢"1.

En considérant la demi cn"conférence Cr, soit 7, la juxtaposition de I'r et de Cr. On a
alors, v, homotope & un chemin constant dans C et f holomorphe dans C\{z1, 22, 23, 24 }.
Par le théoréme des résidus :

1 1
f(z)dz = 2im(Res, f+ Res, f) = 2m(4zo + 47'{’)

Ir
_;ﬂ- (e’iﬂ'/4 + 63i7r/4) - _

T 2‘\/5 7r\/§
— 27 P

= 2m( S+ = y 2y =

-4 -4

On a donc

W\/ﬁ—' = lim z)dz zz—+00dx
5 = lim LRf(z)dz— 1 <FRf( )d—i—eRf( )d)—/ + f(z)dz

R—+00 R—+00 oo L4t RHJroo e
=0
;] fe (2)dz] < z=5mR =0 R — 400 (le module de z sur € = R) %. Dés lors,
V2
I =71—
"

4. On a en effet,
[a] = bl [ < la+b] < |a| + [b]
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3.11 Résultats complémentaires

3.11.1 « Encoches »

Petites encoches

ZD/

FIGURE 3.6 — Petites encoches

Si f est continu dans un cone (partie bornée d cone) de sommet zp (sauf en zp) si et
lim,_,,, f(2).(z —20) = A €C, alors

e—0t

lim / f(2)dz =iAa

€

NB : si 29 est un pole d’ordre 1 alors A = Res,, f.

Grandes encoches

FIGURE 3.7 — Grandes encoches

Si f est continu dans une partie de codne (complémentaire d’une partie bornée) et
lim, o f(2).(z2—20) = A €C, alors

R—o00

lim / f(2)dz =iAa
R
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3.11.2 Lemme de Jordan

Si f est continue dans C' (partie non bornée du cone) et lim,cco0 f(2) = 0, alors

lim / e f(z)dz=0
TR

R—+o0

Avec a « bien placé » par rapport & zy (voir dessin).

FIGURE 3.8 — Jordan

3.11.3 Application dans les intégrales fléchées

—400 1 R

sinx , sinx

I= dx = lim de =7/2
0 X R—+o00 0 i

Soit R > 0, 'intégrale suivante :

R _: R
sinz . sin x
/ dr = lim dx
0 X e—0t e x

e =cosz +isinx ‘

la fonction & intégrer : f(z) = % est holomorphe dans Cy (0 est un pole d’ordre 1).

On introduit les chemins suivants : I'_,I', Cg, C., et on définit yr. la juxtaposition de ces 4
chemins.

/f(z)dz =0= / f(z)dz + f(z)dz+ [ f(z)dz+ | f(2)dz
v r_ Iy Cr Ce

—e elT R et
R Gdet [ de

Et on sait que, vu le résultat des petites encoches :

e—0t

lim /eS f(z)dz=1i-1-(—m)
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Par Jordan, avec zgp = 0 , a = 7, la position de Jordan est respectée.
) eiz
lim —dz=0
R——o00 er %
Conclusion :
En passant a la limite pour ¢ — 0T,

—€ iz R iz
0 = lim (/ edﬂ:+/ e—dm) + (—im) + f(2)dz
- € x GR

e—0t R T

T

R -
= 22'/ ST e — i+ f(z)dz
0 Cr

En passant a la limite pour R — 400, on obtient le résultat annoncé

—00 o
. sin x .
0=2 dr — i
0 xr

3.11.4 Transformation de Laplace

NB : Reéférences et applications : liste(s) d’exercices et E.K.

La transformation de Laplace unilatérale de f en p € C

“+oo
Lpli = /0 e PP f(x)dx

Pour p: z — f(x)e™P* intégrable sur |0, +oo.

Propriétés :

cuDp = [ D =yt - 0)
Lp(D*f) = p*Lpf — pf(0) — Df(0)
On peut donc résoudre des équations différentielles du genre :
aD?’f +bDf +cf =g
Donne, si (Df(0) =0, f(0) =0)

Lpyg

2
b Lpf=Lpg & Lpf =
(ap” +pb+ ) Lpf = Lpg v ap? +pb+c

Pour trouver la valeur de f il faut inverser la transformation de Laplace. On a pour cela la
propriété suivante :

La fonction F' définie par F(p) = £,f est holomorphe dans le demi-plan {z € C : Rz > a}
lorsque @ = inf(r € R: e ™ f(z) € L*(]0, +00[)) (+ le cas oit a = —00).
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3.11.5 Application dans un cas particulier

a

F(z)= ——
()= o=

a>0
On définit (z € R) :

|
- g
f(@) 2im R>too Jr,, (2)dz
1 .
= - /R 2@+ Bz 4 it) dt

pour zo > 0 fixé.
Alors
1. Cette définition a un sens d’un point de vue intégrabilité.
2. La définition est indépendante du point xg > 0 choisi
3. f(z)=0siz <0
4. f(z) = Z}']ﬂ Res,;(e"*F(z)), (zo > 0) ot les z; sont les poles de F.

5. 0+o° e ** f(x)dx = F(z) dans le demi-plan {2z € C: Rz > 0}

Démonstration
1. Intégrable car le module de l'intégrale est majoré par une constante.

2. Indépendante de xg ?

Ka

FIGURE 3.9 — Indépendance par rapport a xg

lim e”*F(z)dz = lim e**F(z)dz
R—+00 ro, R—+o00 rL

Formons l'intégrale sur les chemins F%, BT | F}Q, B~ (juxtaposition notée 7). Par homo-
topie, on a :

0:/emF(z)dz
g
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Ainsi,
/F

Car, nous avons :

‘ / emF(z)dz‘
B+

0
R

3. f(x)=0siz <0 car

e"*F(z)dz =

Par homotopie & un chemin constant,

I,

d’ou f(x) = 0.

/ e“F(z)dz%—/ e“F(z)dz—i—/ e**F(z)dz
rL B+ -
—0, R—
x1 )
/ e“”(t“R)F(tJriR)dt(
;0 " dt=0C " ! d
F(t+iR)|dt =C* - t—0
v/ PR =0 [
/
RotX
i 4
FIGURE 3.10 - Siz <0
1 : xTrz
@) = g 0 Jp, ¢ FR)E=
e*F(z)dz + / e”*F(z)dz =0
Cr
—0 R—oo(Jordan)

4. f(x) = 23'121 Res., (e"*F(z)), (w0 > 0) ott les z; sont les poles de I’

Par le théoréme des résidus

e

e F(2)dz + /

Cr

¥orX

FIGURE 3.11 - Siz >0

e F(z)dz = 2in(Res;q(e*F(2) + Res_iq(e**F(2))

— f(z)2im —0

R—oo(Jordan)
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Et on a,

e:m'aa e—ziaa
2im[Resiq(e**F(2)) + Res_iq(e**F(z))] = 57 + 5ia = sin(ax)
ia —2ia

5. Pour z > 0 Réel!

&2

/+OO e “sin(ar)dr = </+OO ememxdw>
0 0
_ %< /0+OO e—:c(z—ia)dx>

1
zZ—1a
zZ+1ia a

I
&

= =
224+a2 22442

Donc,

+o0 a
/ e f(r)de = ——= = F(2)
0

T 24 a2
Les deux fonctions sont holomorphes dans Rz > 0 et sont égales en une suite de points de
I'ouvert qui converge, donc égales partout.

Théoreme général

On donne F' holomorphe dans Q = {z € C: Rz > a} telle que |F(2)| < W pour z grand.
(a,e,C sont des réels, ¢,C > 0). Pour 2y > a, on définit :
flz) = L lim e**F(z)dz
2Z7T R—+o00 T'n
1

= 27r/R(33‘3(9”0“"'75)F(:):o+it) dt

Pour xy > 0 fixé. On a alors :
1. La définition est indépendante du point z¢ > 0 choisi
2. f(z)=0siz<0
3. Lpf=F(p), Rp>x0>a

Cas particulier ou F' est une fraction rationnelle :
[ est définie a partir de zo > sup;<;<; Res,;, (21, --2z) sont les poles de F. Et on a,

J
f(z) = ZReszj (e**F(z)) =>0
j=1
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3.11.6 Transformation conforme

Soient 2,V ouverts de C. Une fonction f : 0 — V est dite conforme si elle est holomorphe et
bijective.

Exemples de transformations conformes

— Les transformations conformes C — C sont des polynémes de degré 1. Ce qui peut s’écrire :
f est conforme < Ja,be C,a#0: f(2) =az+b,z€C

— Les transformations conformes qui associent a la boule unité (B = {z € C: |z| < 1) la
boule unité sont exactement f = c¢, ot a,c € C,|c| =1,[a|] <1 et ¢pg = =
— La transformation de Joukowski est une transformation de la forme :

2

f&) =5+ D)

z

Propriétés principales des transformations conformes

— f~! est conforme.

— Df ne s’annule pas.

— f conserve les angles orientés.

— f conserve les solutions de A

— Théoréme de Riemann : si © # ¢, © # C et © simplement connexe, alors © est conforme
& la boule unité.
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Chapitre 4

Introduction a 'analyse de Fourier

4.1 La transformée de Fourier dans L'(R")

Soit f € L'(R™). La transformée de Fourier de f est la fonction définie dans R™ par :

~

fo) = @py=5,f = [ e f@yin, yer

ou<z,y>=x1Y1 + -+ TpYn.

Remarque
— Au sujet des notations, on rencontre aussi :

THf = /R S () = T, f(2)

F,f= A e =M f(a)de = T, f(2)

— Au sujet de la définition : parfois on utilise un facteur 27 (ou v/27), c.a.d. 27 < y,x > ou
(2m)"/2 [. Selon la définition utilisée dans la littérature, l'intégrale a une valeur légérement
différente et les formules s’écrivent aussi de maniére différente.

— JF est une transformation linéaire.

Ezxemples pour n =1

EF;tX]fa;a[ = /ReiixyX}a;a[(x) dzx

a .
= / e g
—a

9 /a (zy)d 20 siy=0
= cos(xy)dx = sin(a .

Dgsin(zy)
Y
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On a aussi que la transformée d’une gaussienne est une gaussienne : pour a > 0 et y € R, on a

—ar? ; a2
ffj: e — /e:tza:ye az® 1.
R

T—Y

+oo 5
= 2/ cos(zy)e” “* dx
0

4.2 Théoréme sur les Transformées de Fourier dans L*

Si f € LY(R") alors Ff est

— uniformément continue dans R"
— bornée dans R"

— tend vers 0 & l'infini

Démonstration (pour n = 1)
-y €eRheR,

Ty =Tl = [ (0 @)
R
_ / e—izy(e—ihx _ 1)f(£€)d$
R
Donc,

sup|Fyinf — F,f| < / e — 1) | f(2)|d
yeR R

qui tend vers 0 si h — 0 par Lebesgue. La fonction est donc uniformément continue .

S"yf:/IReixyf(x)dx y€eR

donc

T, 0] < / (@) |dz, Vy
e

constante

— Soit I = [a,b] (avec a, b réels, a < b). Par calcul direct, on montre que

b—a y=20

b
Fuxr = / e Wxr(x)dx :/ ey = { e~ Wb — giva
Y R a —Zy -y 7é 0

1. Rappel sur la continuité : Continuité d’une fonction g en zo (de son domaine A)
Ve >0,3n: [z —zo| <= [g(z) —g(zo)| <€
Continuité uniforme de g sur A

Ve>0,3n:Va,yc Atz —y| <n:lg(z) —gy) <e
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D’ou
lim Fyx; =0
Y—>00

Cas général - f € L'(R"), soit ¢ > 0. Comme f est intégrable, il existe une fonction étagée o
(c’est-a-dire une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques du type de ci-dessus) telle que

[ 1#@) —ata)lds <
R

DO ™

alors,

|Fyf| = |Fyf — Fya+ Fyal |Fy(f —a) + Fyal

1Fy(f — )| + [Fyal

IN

< [ 1@ -a@lds+ 5,0
€
< B + |Fye
oL
- 2 2
< €
si |y| est grand.
4.2.1 Propriétés générales
—si f € LY(R), si a € Ry, b € R, alors
|

Fooyflax +b) = meT?y/af

~si feCp(R) et D'f € LY(R)(1=0,---,L) alors :

Fy(D'f) = (iy)'Fyf  (1=0,---.L)
— si 2l f(x), 2 € R est intégrable VI =0, --- , L, alors :

Ff € CL(R)etDLF, f = (—i)' Fomsy (2! f(2))

Démonstration
1.

Fosyflaz +b) = /e_iyxf(aerb)da:
R M
1 . u—b

= ‘/Re_ly a f(u)du

la
1 iyb

= ea/Re_zayuf<u)du

lal
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TS = [ D pa)ds
_ e—izy T +oo —1 e—ixy x)dx
= T - [ e )
= iy /R e~ f(x)dx = (iy) T f

3. Par les intégrales paramétriques, avec 'ensemble d’intégration = R et I’ensemble de varia-
tion du paramétre = R,

g, f= /Re_“yf(a:)d:v
On vérifie les hypothéses :
(a) pour tout point z, y — e~ f(z) est de classe Cy, dans R.
(b) y fixé, e @Y f(z) et (—ix)e Y f(x) sont intégrables (par rapport a ) sur R

(¢) K C R compact; '
sup [ze™"™ f(z)] < | f(z)]

yeK
Donc, F,, f € C1(R) et
D, f = / Dye™ ™Y f(x)dx
R
— s —ixy d
(i) [ e af@)a

4.2.2 Propriété de transfert

Si f,g € LYR") alors
to _ ot
/Rn Fyf9(y)dy /Rn fly)-Fyady

Démonstration En appliquant le théoréme de Tonelli-Fubini, on a successivement

/n ?;tf cg(y)dy = /n (/n €iixyf($)d$>g(y)dy

= [ ([ = ratay) fia)da

= Fr9- f(x)dz.
R'n
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4.3 Théoréme de Fourier

Si f € LY(R") et si T f € LY(R") alors

FEFFf = (2m)"f

presque partout dans R”

Démonstration Effectuons cette preuve dans le cas n =1 et f borné.
Par la propriété relative a la transformation de Fourier et aux translations et par le théoréme
de Lebesgue, on a

?;“?_f—/e”y?;fdx—/&";If(t—i—y) da = lim/e_”23“;f(.+y)dx
Fz f(+y)

puis, par le théoréme de transfert :

= lim ?_ﬁtefszzf(t +y)dt

e—0 R z

ensuite, vu les propriétés des transformées de Fourier d’une gaussienne,

. T2
= lim \/>e = f(t+y)dt
e—0 R g

ensuite, par le changement de variable ﬁ = u, dont le jacobien vaut 2,/

= lim Qﬁ\/fe_uzf(%ﬁu + y)du

e—0 R

et enfin, par Lebesgue ? et par Poisson, en tout y ot f est continu,

=2V [ duf(y) = 2mf)

4.4 Espace vectoriel complexe, normé, de Hilbert

Soit F un espace vectoriel complexe.

— Une norme sur E est une fonction || - || : E — [0, 400 telle que :
lle|] =0<e=0
le+ Il < lell +|If]l VfeekE
llce|| = |c|-|le|]|] Ve € E,VeeC

Ezxemples de normes

1 llo = sup |f()]

z€[a,b]

b
17l = [ 17@lds

2. f est borné et e est intégrable et ne dépend pas de e
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— Un produit scalaire sur E est une fonction < -,- >: F x E — C telle que :
<e+ f,g>=<e,g>+< f,g> <ce,g>=c<eg> Ve,f,ge EetceC
<f,g>=<g,f> Vf,geFE
<f,f>>0 VfekFE <f,f>=0&sf=0

— Propriété Si < -,- > est un produit scalaire sur E alors la fonction || - || définie par

[|If|l = V< f, f > est une norme sur E et on a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

| < fig>|<|IfIlllgll  VfgekE

— Si < -, > est un produit scalaire sur E, on dit que E est pré-hilbertien. On définit alors
une topologie sur E (ouverts, fermés, ...) en utilisant la norme associée a < -, - >.
Lorsque les suites de Cauchy de cet espace sont convergentes, on dit que E est complet ou
plus précisément ici, on dit que E est un espace de Hilbert.

4.4.1 Propriétés d’un espace vectoriel complexe de Hilbert

Soient les suites f,,(m € N) et g,,(m € N) qui convergent respectivement vers f et g dans E.
Alors
Hfm||_>||f|| et < fo,gm >—< [f,9>

Démonstration On a

[ fmll = A S M fm = Il Ym

donc on obtient directement la premiére partie de la propriété.
Par ailleurs, on a

<fosgm>—-<f9> = <fm—fign>+<fign>—-<fg>
= <fo—figm>+<figm—9>

Il s’ensuit que

| <fm—Ffigm>1+1<figm—9>|
[ fm = FIgmll + [ f1]-[lgm — gl|
Cllfm = I+ LU-gm — gl

|<fm>gm>_<fag>|

IN A CIA

d’ou : ok.
Ezemples d’espaces de Hilbert : R"™ C",--- L2(A) oit A = partie mesurable de R™ (voir suite).
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4.4.2 1.2

Soit A une partie mesurable de R"”
L2(A) = {f mesurable sur A : |f|> e L'}

On définit si f, g € L2,
< fig>= /A f(@)g@)de

1]l = /A F(@)[? dx

Ces définitions répondent bien & nos exigences sur la norme et le produit scalaire.
On démontre que cet espace est un espace de Hilbert.

NB : |f(x)g(z)| est intégrable car majoré par %(|f(x)\2 + |g(:c)]2>

Propriétés de L2(A)

Remarque : Tout ceci pourrait se faire dans un espace de Hilbert (et méme pré-hilbert) tout a
fait général.

Définition

fg € L*(4)
— sont orthogonaux si < f,g >= [, f(z)g(x)dz =0
— f€L?(A) est dit normé si ||f|| =vV< [, f > =1

— f,g € L2(A) sont dit orthonormés s’ils sont orthogonaux et normés.

Pythagore Généralisé

Soient
{ up, - ,uy € L2(A) orthogonaux 2 & 2

€1, " ,C) € C
Alors,

J J
1> sl = lejPlug]
j=1 =1

Dans le cas d’une infinité d’élements de 'espace de Hilbert, on a un résultat analogue (ici,
on utilise alors la convergence et le fait que l’espace est complet.)
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Soient
Um  (m € Np) une suite d’éléments de 12(A), orthogonaux 2 & 2

¢m  (m € Np) une suite de complexes

Alors la série >°7% ¢y, converge dans L2(A) < la série >0%% |em|?|[um||? converge dans R.

Dans ce cas, on a aussi
+00 +o0o
| Z Cmum||2 = Z |Cm|2”um||2
m=1 m=1

Démonstration Pour la premiére partie,

J J J
1Y cuslP =< > cjug, Y crup >
=1 j=1 k=1

J J J
DD e <ujug > =Y cicyluyl?
T N—— -
J=1 k=1 0 sij£k =1

Dans le cas des séries, on doit étre plus prudent (trongons de Cauchy) :

q 2 q
Z CmUm|| = Z e[l
m=p m=p

Projection othorgonale généralisée

Soit f € L2(A) et soit u,,(m € Ng) une suite orthonormée de I'espace L2(A4). Alors il existe des
coefficients ¢, (m € Ny) et g € L?(A) uniques tels que :

{ < g Um >=0 VYm
f=g+ 7% cmim, + |em|*converge

On a en fait ¢, =< f,uy > et aussi ||f]|% = [|g]2 + 02 | < frum > |2
Donc
+00
A2 = S0 < frm > 2
m=1
appelée inégalité de Bessel.
Preuve

— Unicité : soient ¢, g& ¢, ¢’ répondant a la thése. Alors, Vmyg, on a

+0o0
<faumo > = < g,Umy > +Zcm5mmo = Cmy

m=1
—+00

= < g Umy >+ Z CnOmmo = Crng

m=1
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FIGURE 4.1 — Projection orthogonale généralisée

+o0 +oo
/ /
g:f_zcmum:f_zcmum:g
m=1 m=1

— FEuxistence : Posons ¢, =< f,u,m, > m € Ny et

M
(*) gM:f_Z<faum>um M € Ny
m=1
On a < gy, Uy >=0s8im < M car :
M M
< g tm > = (f =D < foup > gy um) =< fium > = > < frug > < g, gy >
———
k=1 k=1

6km
= < fium>—< fium >

Donc par Pythagore généralisé :

M
1P = llgar + D < frttn > tml|?

m=1

M M
loarlP + 321 < fom > P2 S | < foum > 2 VM
N——

m=1 m=1
lem |?

Ainsi, la suite ZM:1 Cmim (M € Np) converge dans L2(A) et (voir sa définition) la suite

g (M € Ny) converge aussi. Notons g sa limite. Vu (%), on a
+o00
=g+ Z CmUm
m=1

et

< G, Umy >=  liIm < gy, umy >=0 Vmyg
M —+oc0
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Suite orthonormée totale de fonctions de L%(A)

Une suite orthornomée u,,, (m € Ng) de L2(A) est dite totale lorsque

(fE]LQ(A) et < fiupm >=0Vm) = f=0

Caractérisation : La suite u,, (m € Ny) est totale

M
SVfeL?Ve>0 Jer,-rem €CH|| D cmum — fl| <&

m=1

Conséquences dans la projection orthogonale généralisée

Soit U, (m € Ng) une suite orthonormée totale de L2(A). Alors, Vf, g € L?(A), on a
+oo
f= Z < fytlm > Uy, dans L2(A)
m=1
+o00
< f,g>= Z < fium > < g,Upy, > dans C
m=1
Remarques
1. En particulier, ||f[|> = 325 | < f,um > |2

2. Cela est valable dans un espace de Hilbert général.

3. Cela généralise la notion de base orthornomée d’un espace de dimension finie.

4.5 Développement en série trigonométrique de Fourier

On consideére le cas n = 1.
Soit L2([a, b]) avec a, b réels, a < b. On va prouver le résultat suivant :

Les fonctions "
2iTmx
Um () = ebv-a, meZ

vb—a

forment une suite orthonormée totale dans L2([a, b])

Autres possibilité Les fonctions suivantes forment aussi une suite orthonormée totale dans
L?([a,0])

1 2 2mmzx
folw) = Jp—g - Imlo) = g s =)
2 . 2mmx
gm(x) = b—asm(b—a) m € Ny
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forment une suite orthonormée totale dans IL2([a, b]) (c’est pour qu’elle soit normée que des v/2
apparaissent).

Démonstration

Les fonctions sont orthonormées :

1/2
Rappel < f,g >= [* f(z)g(@)dz et ||f|| = V< [, [ > = (ff \f(w)\Qd:v>
Ona:

1
mll= (] —DY2=1
[ (/b_a ) vm

2irma  —2irkz 1
< U, up >= [ e b-a e b-a dx (m # k)
a b—a

b
1 b 2imx (mfk) 1 2imx (mfk)
b—a d — _ e b—a frnd 0
S 2 2im(m — k) c

a

Totalité

Les personnes intéressées par la démonstration de la totalité des suites de Fourier se référeront
aux notes complémentaires de Mme Bastin (disponibles en annexe) ou a la littérature générale
sur ce sujet.

4.5.1 Exemples

AN
\\\

FIGURE 4.2 — f(x =z

2
Développer
f@) =5~
en série trigonométrique de Fourier dans IL2([0, 27]) et en déduire que
S
— m?2 6

On a f € L2([0, 27],
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1 L — 1 T u
< fiug >= dv = —= [ Sdu=
f 0 vV 27T/0 2 21 —T 2
et, pou m # 0,
1 [(r—2 1 [m—xe ™m@q2r 11 T
< il >= e "My = [ - ] +H0=———(—7—7) =
£y um 1/27r/0 2 VorbLl 2 —im o 21 —2im 2mim

Le développement dans L2(]0, 27]) est donc

ezm

+oo T xT —1 T eimx +00 - A .
xr) = - . + 5 = : (ezmx _ e—zmz)
@) = X o vt 2 amimyas 2= amim

+oo .
:an)

m=1
On a aussi
400 +00 7T2 +o0o 1
2 2 _ .
=23 < fu > =23 T p=n Y
m=1 m=1 m=1

et (par définition de la norme)

2T 2T 3
2 _ m—zve, 1 N2 L3 3T
17 = [ EG e = 1 [ - afde = ety =
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Annexe A

Complément au chapitre 4 : Les séries
de Fourier

Analyse II, Ajout aux transparents, 2007-2008 FB, 28 aott 2012(V1 : 21-11-06)

Introduction & 'analyse de Fourier
AJOUT AUX TRANSPARENTS (cours du mardi 11 décembre 2007)

Sia,beR, a<betsiméeZ, on pose

1 2iTmx
U () = — b=a x e R.

S|

Si f € L?([a,b]) on définit également la suite de sommes partielles suivante

M

S]\/[(f) = Z < f,um > Um, M e No.
m=—M

Résultats auxiliaires.
Pour tout M € Ny, posons (noyau de Dirichlet)

sin((2M+1)£) .

————= sit€l0,27
DM(t) = sm(%) ] [

2M + 1 sit e {0,2n}.

Propriétés.
(1) Pour tout M € Ny, on a

M 2
Du(t)= ) €™, Da(t) dt = 2.
m=—M 0

(2) Pour toute fonction 2w-périodique f appartenant a L*([0,27]) et pour tout M € Ny, on a

1 27

Sa(f)(z) Dy(y)f(x —y) dy, x€R.

:%0
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(8) Pour toute fonction f de classe Cy par morceaux sur [0,27], on a f € L*([0,27]) et

lim S z) = f(z
i Su(f)@) = f@
en tout x €]0,27[ ot f est dérivable.
Preuve. (1) Le premier point résulte d’'une sommation de termes consécutifs d’une suite géomé-
trique.
(2) On a successivement

1 M 2
- 7zmy
Sa(f)(z) 9r Z /0 fly dy e™
m=—M
1 or M )
- = im(z—y
o, Z f(y) dy
1 or M )
- = imy _ d
o J, m:ZMe flz—y) dy
1 2
~ 5 [ Dutie—y) v
(3) Prolongeons f pp sur R par 2r— périodisation. Comme f(z) = % OZW Dy (y) f(x)dy pour
tout M, on obtient
1 2w
Su(f)(x) — flz) = 2 /. Du(y) (f(z —y) — f(x)) dy
1 o y\ flz —y) = f=)
= = in ((2M +1)2
27 Jo S <( + )2) sin(y/2) @
Si x €]0,27[ est un point ou f est dérivable, la fonction y — % admet une limite finie

en 07 et en (27). Il s’ensuit qu’elle est intégrable sur |0, 27[. Ainsi, Sy(f)(z) — f(z) — 0 si
M — +00 en utilisant les propriétés a l'infini des transformées de Fourier dans L(R).0J

Sous les mémes conditions que dans la partie (3), on montre de maniére analogue que l'on a

tim_ Sy (f)(a) = HEHEIED)

M —+o00 2

en tout = €]0, 27[, avec f(x+) =limite & droite de f en = et avec f(x—) =limite & gauche de f
en r; on a aussi

lim SM(f)(O): lim SM(f)(QTF) _ f(0+)+f((277)_)

M —+o00 M —+o00 2

Théoréme
Les fonctions u,, (m € Z) forment une suite orthonormée totale dans L?([a,b])

Preuve. Un calcul direct montre que les fonctions sont orthogonales deux a deux et que leur
norme dans L?([a,b]) vaut 1.
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Démontrons & présent que ces fonctions forment une suite totale. Pour plus de facilité dans
les notations, considérons a = 0 et b = 2.

Soit f € L?([0,27]) tel que < f, 1w, >= 0 pour tout m. Montrons que f = 0.
Vu le théoréme d’approximation dans L2, il existe une suite de fonctions étagées a,, (m € Np)
qui converge vers f dans L?([0, 27]) ; cette suite est donc telle que

lim < f,apm, >= HfH2

m——+00

Vu les résultats auxiliaires précédents, pour tout m, on a

MIEEOO S (am)(w) = am(x)

en tout réel = de [0, 27] sauf un nombre fini d’entre eux; comme la suite est convergente dans
L?(]0,27]), on a aussi

i, Sulan) = o

dans L?([0,27]). 11 s’ensuit que, pour tout m

m == li y m =
< fyam > Mifﬂoo<fSM(a )>=0

donc
0= lim < f,am>=]|f|?

m——+00

et par suite f = 0.0J

FB, 28 aofit 2012
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