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Avant-propos

Ces notes sont utilisées pour un premier cours d’analyse (MAT1000) of-
fert aux étudiants du premier cycle en mathématiques et statistique de I’Uni-
versité de Montréal, ce qui comprend les étudiants en actuariat. Bien que le
cours n’exige pas officiellement de préalables, il s’adresse a des étudiants qui
ont déja des connaissances en mathématiques. Celles-ci ont pu avoir été ac-
quises par exemple par des cours de calcul différentiel et intégral, d’algébre
linéaire ou de mathématiques discrétes.

I’analyse mathématique a pour objet I’étude du continu. C’est la branche
des mathématiques qui traite explicitement de la notion de limite, que ce soit
la limite d’une suite ou la limite d’une fonction. Ce qui la distingue du calcul
infinitésimal est ’explication rigoureuse des calculs. L’analyse mathématique
demande un effort sérieux de la part des étudiants qui ne sont pas toujours
familiers avec la notion de preuve. Or, toutes les affirmations dans un cours
d’analyse mathématique sont habituellement démontrées. On ne se contente
pas d’'indiquer comment faire des calculs, on explique pourquoi on peut les
faire ainsi. Un choc culturel pour plusieurs.

Le premier cours approfondit le calcul différentiel. Il commence par une
présentation des nombres réels (chapitre 1), suivie par une étude des suites
et des séries numériques autour de la notion de convergence (chapitres 2 et
3). Il se poursuit et se termine par ’étude des fonctions numériques autour
des notions de continuité et de dérivation (chapitre 4 et 5). Les points culmi-
nants sont la propriété de Bolzano-Weierstass sur ’existence d’une sous-suite
convergente, la régle de ’Hopital sur la limite d’un quotient de fonctions de
forme indéterminée, et la formule de Taylor pour approcher une fonction
plusieurs fois dérivable.

Le contenu du cours est de nature essentiellement théorique. L’objectif
est de revenir aux sources de la pensée mathématique et de fournir des bases
solides pour les développements ultérieurs. Les applications sont 'objet de
nombreux autres cours, notamment sur les probabilités ou les équations dif-
férentielles.

Les notes ont été fortement influencées a ’origine par le livre Introduction
a Panalyse réelle, par Jacques Labelle et Armel Mercier, ainsi que par les
notes de cours Analyse 1, de notre collegue André Giroux. Mentionnons
également I'excellent et volumineux Calculus, de Michael Spivak, ainsi que
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de nombreux articles en ligne dans Wikipedia, qui sont souvent des exemples
de concision et de clarté. La bibliographie contient une liste compléte des
ouvrages qui ont été utilisés.

Enfin un grand merci aux générations d’étudiants et étudiantes ainsi
qu’a mes collégues anciens ou actuels du département de mathématiques et
de statistique de I’Université de Montréal pour des commentaires judicieux
et des discussions stimulantes sur la matiére du cours.

Un merci spécial pour mon directeur de thése de doctorat, Richard Dun-
can, dont j’ai toujours admiré 'enthousiasme pour l’enseignement, et une
pensée pour mon superviseur de stage postdoctoral et mentor en génétique
mathématique, Samuel Karlin, décédé en 2007, le mathématicien le plus éner-
gique et inspirant que j’ai eu le privilége de connaitre, et & qui je pense sou-
vent avec affection.

Montréal, 18 janvier 2013 Sabin Lessard



Symboles et notations

R ensemble des nombres réels

N ensemble des entiers naturels

7 ensemble des entiers relatifs

Q ensemble des nombres rationnels
oo infini

V pour tout (tous)

31l existe

€ appartient a (I’ensemble)

¢ négation de €

> contient (’élément)

C inclus dans (’ensemble)

¢ négation de C

D contient (’ensemble)

2 négation de D

U union (d’ensembles)

N intersection (d’ensembles)

E°¢ complémentaire de ’ensemble F

FE fermeture ou adhérence de 'ensemble FE

int(E) in térieur de '’ensemble E
Fr(E) fronti¢re de 'ensemble E

= égal & (un nombre ou un ensemble)
# inégal a (négation de =)

< inférieur (strictement) a, plus petit (strictement) que

<
>

inférieur ou égal a, plus petit ou égal a
supérieur (strictement) a, plus grand (strictement) que

> supérieur ou égal 4, plus grand ou égal &
+ plus (pour 'addition de deux nombres ou fonctions)
— moins (pour la soustraction de deux nombres ou fonctions, ou la différence

de deux ensembles)

- fois (pour la multiplication de deux nombres ou fonctions)
/ (oblique ou horizontal) sur (pour la division de deux nombres ou fonctions)

inf infimum (d’un ensemble)
sup supremum (d'un ensemble)
min minimum (d’un ensemble)
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max maximum (d’un ensemble)
lim limite (d’une suite ou d’une fonction)
lim sup ou lim limite supérieure (d’une suite)
liminf ou lim limite inférieure (d’une suite)
— tend vers (un nombre ou l'infini) ou & valeur dans (un ensemble)
>~ somme (de nombres ou fonctions)
n! factorielle de 'entier naturel n
|a] partie entiére du nombre a
la| valeur absolue du nombre a
1 glément inverse du nombre a
a? carré du nombre a
a™ puissance n-iéme du nombre a
a® puissance du nombre a d’exposant réel x
V/a racine carrée du nombre a
{/a racine n-iéme du nombre a
e constante d’euler
7 constante pi
sin fonction sinus
cos fonction cosinus
In fonction logarithme népérien
exp fonction exponentielle
f(a) valeur de la fonction f au point a
f (af) limite & gauche de la fonction f au point a
f(a™) limite & droite de la fonction f au point a
f~1(b) fonction réciproque de la fonction f au point b
f'(a) deérivée de la fonction f au point a

fy(a) dérivée & gauche de la fonction f au point a
fc’l( a) dérivée a droite de la fonction f au point a
") (a) dérivée n-ieme de la fonction f au point a

fog(a) ou f(g(a)) composition de la fonctions g par la fonction f évaluée
au point a
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1 Droite numérique

1.1 Nombres réels

L’ensemble des nombres réels est représenté par R. Cet ensemble est
muni d’une opération d’addition qui associe un nombre réel x plus y a
tous nombres réels x et y :

Ve,y e Rz +y € R;

et d’une opération de multiplication qui associe un nombre réel x fois y
& tous nombres réels x et y :

Vz,y € R,z -y (aussi noté zy) € R.
Les cinq propriétés suivantes, ol le signe = signifie 1'égalité, c’est-a-dire
I'identité, font de R un corps commutatsf :
P1 (commutativité) Pour tous x,y € R,

rTt+y=y+tux,
Toy=y-T

P2 (associativité) Pour tous z,y,z € R,

(r+y)+z=xz+(y+2), noté x +y + z,

(r-y)-z=z-(y-2z), noté z-y -z ou xyz.
P3 (distributivité) Pour tous x,y, 2z € R,

(t+y) z=z-24+y-2.

P4 (éléments neutres) Il existe des éléments 0 € R et 1 € R (1 # 0), tels
que pour tout x € R,
z+0=0+z=uz,

r-1l=1-z==x.

Les éléments 0 et 1 sont uniques.
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P5 (éléments symétriques) Pour tout x € R, il existe un élément op-
posé —x € R et un élément inverse x~' € R (en autant que z # 0
dans ce dernier cas, et alors 27! # 0), tels que

x4+ (—z) =0,
roxl=1.

Les éléments opposé et inverse sont uniques. La commutativité entraine
immeédiatement les relations

—(—z)=x=(z71)7L

De plus, les éléments neutres sont leurs propres éléments symétriques,
c’est-a-dire, —0 = 0 et 17! = 1. Enfin, pour tous = et y € R, I’opération
de soustraction est définie par

et 'opération de division par
o 1

7:1"'y_7
Yy

en autant que y # 0.

L’ensemble R est également muni d’une relation d’ordre strict de telle
sorte que z < y pour deux nombres réels x et y distincts, c’est-a-dire inégaux
(x # y), signifie que z est inférieur & y ou, ce qui est équivalent, que y est
supérieur 4 x, ce qui est aussi noté y > x. On écrit < y pour signifier que
x est inférieur ou égal a y, C’est-a-dire, z < y ou x = y, et de méme = > y
pour signifier que x est supérieur ou égal a y, c’est-a-dire, x > y ou z = y.
On dit que z est positif (strictement) lorsque z > 0 (x > 0), et négatif
(strictement) lorsque x < 0 (z < 0). Les proriétés suivantes font de R un
ensemble totalement ordonné, la relation d’ordre strict étant compatible
avec l'opération d’addition par un nombre réel quelconque et 'opération de
multiplication par un nombre réel strictement positif :

P6 (trichotomie) Pour tous z,y € R,
soit © < y, soit x =y, soit x > v,

ces trois possibilités étant mutuellement exclusives.
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P7 (transitivité) Pour tous z,y, 2 € R,
six<yety<z alors x < z.

P8 (compatibilité) Pour tous z,y, 2z € R,
(a) six <y, alors ¢+ 2z < y+ 2, en particulier z —y <y —y =0;
(b) siz<yetz>0,alorsz-z<y-z.

Finalement, ’ensemble le corps commutatif totalement ordonné R pos-
seéde la propriété suivante :

P9 (axiome de complétude) Si £ C R non vide posséde un magjorant
M € R, c’est-a-dire,
Ve E,xz < M,

alors E posséde une borne supérieure ou supremum, supE € R,
qui est le plus petit majorant de E, c’est-a-dire,

Ve e E,z <supF,

VM € R majorant de E,sup £ < M.

Sinon, sup £ = 400. Le supremum est unique. De facon analogue, si
E C R non vide posséde un minorant m € R, c¢’est-a-dire,

Ve € E,x > m,

alors I/ posséde une borne inférieure ou infimum, inf E € R, qui
est le plus grand minorant de E, c’est-a-dire,

Vre E,z > inf F,

VYm € R minorant de E,inf £ > m.

Sinon, inf F = —oco. infimum est unique. Enfin, si £ C R non vide
posséde un majorant et un minorant, donc une borne supérieure et une
borne inférieure, alors E est dit borné.
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I’existence d’un ensemble R qui posséde les propriétés ci-dessus est une
question qui reléve de la théorie des ensembles. Les propriétés ci-dessous sont
des conséquences de ces propriétés.

C1 Pourtout z € R,ona0-z = 2-0 = 0. En effet, 0-x = (0+0)-z = 0-2+0-x,
etdonc0=0-2+(-0-2) = (0-24+0-2)+(=0-2) =0-24+(0-2—0-2) =
0-z24+0=0-z2=2-0.

C2 Pour tous z,y € R,ona —(z-y) = (—z) -y = z - (—y), en particulier
—y=—(1-y)=(-1)-y. Eneffet, z-y+(—2) - y=(x—2)- y=0-y =
O=z-0=z-(y—y)=z-y+z (-y).

C3 Pour tous z,y € R,on az-y = (—z) - (—y). En effet, (—z) - (—y) =
—z-(—y)=—(-z-y)=z-y.

C4 Pour tout z € R (z # 0), on a (—x)~! = —271 et en particulier
(-1)"t = 171 = —1. En effet, (—2) - (—27!) = (—2) - (-1-27!) =
(=) (1) -2 ) =((~2) - (-1)) 2t =(z-1)- a7 =z 27! = L.

C5 Pour tous z,y € R,ona —(z+y) = —x—y. Eneffet, (x+y)+(—z—y) =
(y+z)+(—z—y) =y+(@+(-z—y)) =y+((z—2)—y) =y+(0—y) =
y—y=0.

—_

C6 Pourtousz,y € R (z,y#0),ona (zy) ' =y Lot =z7ly ! Enef
fet, on a alors (z-y)-(z~ 1y~ !) = (z-y)-(y Lo
@y ) o=@ 1) 2l =eal =

C7 Pour tout z € R (z # 0), on a = > 0 si et seulement si —z < 0. En
effet, si x > 0, alors 0 = x + (—x) > 0+ (—z) = —x, et si z < 0, alors
O=z+4(—2) <0+ (—z) = —=.

C8 Pour tous z,y € R (x # y), on a z > y si et seulement si —x < —y. En
effet, on a alors z — y > 0 si et seulement si —(x —y) = —z +y < 0.

C8' Pour tous z,y e R, six >0ety >0,alorsz+y >0et z-y > 0. En
effet, onaalorsc +y>04+y=y>0etx-y>0-y=0.
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C8" Pour tous z,y e R,siz <0ety <0,alorsz+y <0etz-y>0. En

effet, onaalorsz+y <04+y=y<0etz-y=(—z)-(—y) >0.

C9 Pour tous z,y,z € R, six <yet z<0,alorsx-z>y-z Eneffet, on a

C10

Cl11

C12

C13

Cl4

1.2

alors —z > 0 et donc —(z-2) =2 (—2) <y-(—2) = —(y- 2), ce qui
est équivalent & la conclusion.

On al > 0. Sinon, 1 < 0, donc —1 > 0, et alorsonal=1-1=
(=1)-(=1) >0-(—1) =0, ce qui est une contradiction.

Pour tout # € R (z # 0), on a x > 0 si et seulement si =1 > 0. En effet,
siz>0etz ! <0,alors 1 =x2-27! <2-0=0, ce qui est une contra-
diction. De méme, siz < Oet 7! >0,alors l =z-27' <0-27! =0,
ce qui est une contradiction.

Pour tous z,y € R, si y > = > 0, alors y ! < 27!

y t<1'=1siy>1. Eneffet, si y=' =271, alors
y=@u =) =g

ce qui est une contradiction. D’autre part, si y~' > 2~ !, alors

, en particulier

1:y-y_1>y~:c_1>x-x_1:1,

parC12etlapropritdecompatibilit. M aisalorsonal > lpar transitivité,
ce qui est une autre contradiction.

Pour tous z,y,a,b e R;siy >x >0etb>a>0,alorsy+b>xz+a >
0. Eneffet,onaalors 0=04+0<z4+0<z+a<y+a<y+b.

Pour tous z,y,a,b e R, siy >z >0etb>a > 0,alorsy-b>x-a > 0.
Eneffet, onaalors0=0-z=2-0<z-a<y-a<y-b

Valeur absolue

La valeur absolue de x € R est définie par

x>0 six >0,
x| =<0 sixz =0,

—x>0 six<O.
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On a donc |z| > 0, avec |z| = 0 si et seulement si x = 0. L’ensemble des
nombres réels R est ainsi valuée. En utilisant la quantité |z — y| comme
distance entre deux nombres réels x et y, 'ensemble R est un espace mé-
trique. Les principales propriétés de la valeur absolue sont énoncées dans la
proposition suivante.

Proposition : Pour tous z,y € R, on a :

(a) | —=| = [=[;

(b) —|z| <z < |z|, et plus généralement —m <z < msi |z| <m € R;
(©) |-yl =[] y];

(d) |z +y| < |z| + |y|, appelé inégalité du triangle.
Démonstration :

(a) Siz =0, alors —z =0, et donc | — z| = || = 0. Si > 0, alors —x < 0,
et donc | — z| = —(—x) = = |z|. Enfin, si z < 0, alors —z > 0, et donc
|~ =~z = a].

(b) Six =0, alors —|z| =0=2 = |z|. Si z > 0, alors —|z| < 0 < z = |z|.
Enfin, si < 0, alors —|z| = —(—z) = < 0 < |z|. La généralisation découle
du fait que —m < —|z|, c’est-a-dire, —m = —|z| ou —m < —|z|, si |x| =m
ou |z| < m, c’est-a-dire, |z| < m.

(c) Sizx =0ouy =0,alors z-y = 0et |z] = 0 ou |y = 0, dou
|z-y| = 0= |z|-|y|. Six > 0,y > 0, alors z-y > 0, et donc |z-y| = z-y = |z||y|.
Siz <0,y >0,alorsxz-y < 0-y =0, et donc |z-y| = —x-y = (—x)y = |z||y|
Le cas > 0,y < 0 est symétrique au précédent. Enfin, si x < 0,y < 0, alors
2y = (—2) - (—y) > 0, et donc [z 4| = (—z) - (~y) = [z - |y

(d) Siy =0, alors
[z +y| = [z +0] = |z| = [z[ + 0 = || + |y].

Le cas x = 0 est symétrique au précédent. Si x > 0,y > 0, alors z +y > 0,
et donc
[z +yl=x+y=I|z]+yl.



1 Droite numérique 8

Siz <0,y <0,alors —z > 0,—y > 0, et donc selon le cas précédent et (a),
on a

Tyl =[-(@+yl=l-z—yl=|-z[+]-yl=[z[+]yl

Considérons maintenant le cas > 0,y < 0. Siy < —x < 0, alors x + y <
xz—x =0, et donc

[zt+yl=—-(z+y) = -2+ (-y) <O+ (-y) <z+(-y) = [z[ +|y|
Siy=—x<0, alors
lz+yl=lzr—2|=10=0<0+2z<z+z=|2|+]y|
Enfin, si —z <y < 0,alors —y >0et x+y >z —2x =0, et donc

lt+yl=c+y<z+0<z+(—y)=|z|+ |yl

1.3 Entiers naturels et induction mathématique

L’ensemble des entiers naturels est un sous-ensemble de R représenté
par
N={1,1+1,(1+1)+1,...} ={1,2,3,...}.

Ce sous-ensemble est tel que :
(a) 1eN.
(b) m+1eNsimeN.

(c) N est le plus petit sous-ensemble de R qui posséde les propriétés (a) et
(b), de telle sorte que pour tout n € N, on a n > 1 et il n’existe pas
d’élément m € N qui satisfait n < m <n + 1.

L’ensemble N est obtenu en prenant 'intersection de tous les sous-ensembles
de R qui satisfont les propriétés (a) et (b), dont 'ensemble R lui-méme. La
propriété (c) signifie que les propriétés (a) et (b) générent tous les entiers
naturels. Autrement dit, on a le principe ci-dessous.

Principe d’induction mathématique : Si £ C N est tel que : (i) 1 € E,
et (ii) m+ 1 € E dés que m € E, alors £ = N.
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Ce principe s’applique en particulier lorsque
E = {n € N: une affirmation est vraie pour n}.

On obtient ainsi une fagon de démontrer une affirmation parmi les plus utili-
sées en mathématiques, connue sous le nom de preuve par induction. Les
propriétés suivantes découlent des propriétés précédentes sur les nombres na-
turels et sur les nombres réels :

(d) Pour tous m,n € N, on a m +n € N. En effet,
E={neN:YmeNm+necN}
contient 1 par définition de N. De plus, si n € E, alors pour tout m € N
m+(n+1)=(m+n)+1eN,

par I’hypothése d’induction, doun+1 € E.

(e) Pour tous m,n € N, on a m-n € N. En effet,
E={neN:YmeN,m-neN}

contient 1 du fait que pour tout m € N, m -1 =m. De plus,sin € E,
alors pour tout m € N

m-(n+1)=m-n+méeN,

par I’hypothése d’induction et ce qui précéde, ot n+1 € F.

(f) Pour tout m € N (m > 1), on am —1 € N. En effet,
E={m—-1eN:meN,m>1}

contient (14+1)—1=14(1—-1)=140=1. De plus, si n € E, alors
il existe m € N (m > 1), tel que

n+l=(m-1)+1=(m+1)—-1

avec m + 1 € N satisfaisant m+1>m > 1,doun+1¢€ F.
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(g) Pour tout n € N, pour tous z1,...,z, € R, on a
max{zy,...,rn} =sup{x1, ...,z } € {x1,..., 2},
min{zy,...,z,} = inf{zy,..., 2.} € {z1,..., 2, }.

L’affirmation pour le mazimum, représenté par max, est évidemment
vraie pour n = 1. De plus, si elle est vraie pour n € N, alors

max{ri,...,x six < max{ri,...,T
maX{xla'-->$n7xn+l}: { 1, ; TL} : n+1 { 1, ’ n}a

Tpal i Tpy1 > max{zi,...,z,},
qui est alors un élément dans {z1,...,z,} U{zps1} = {z1,. .., Zny1}.

L’affirmation est donc vraie pour n + 1. La conclusion pour le max
découle du principe d’induction. La conclusion pour le minimum, re-
présenté par min, est obtenue de facon analogue.

(h) (propriété d’Archimeéde) Pour tout z € R (z > 0), il existe n € N

tel que

.11
n > x,c’est-a-dire, — < —.
n o x

Donc, l'ensemble des entiers naturels N est non majoré (c’est-a-dire
sup N = +00). Sinon, on a

s—1<s=supN <z
1l existe alors m € N de telle sorte que
s—1<m<s,
et donc de telle sorte que
s=s—14+1<m+1eN,

ce qui est une contradiction avec la définition du supremum.

(i) (partie entiére d’un nombre réel) Pour tout z € R, il existe un unique
élément |z] € Z, on

Z={neR:n=0,oun€Nou —neN}
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représente ’ensemble des entiers relatifs, de telle sorte que

2] <z < |z] +1.

Si z = 0, on prend |z] = 0. Si z # 0, la propriété d’Archimede
garantit lexistence d’un entier m € N satisfaisant m > |z| > 0, et
donc —m < x < m. Le nombre d’entiers k satisfaisant —m < k < zx
est alors fini, en fait inférieur ou égal 2m + 1. On prend

|z] =max{k € Z: —m < k <z},
qui satisfait toutes les conditions requises.
(j) (principe du bon ordre) Pour tout ensemble non vide £ C N, on a
inf E € E. En effet, on note d’abord que inf £ € R, car E est minoré

par 1. Mais alors inf E € FE, car sinon pour tout n € F, on a inf £ < n,
c’est-a~dire, [inf F| < n — 1. Dans ce cas,

linf E| <inf F < [inf | +1 < n,

ce qui est une contradiction avec la définition de l'infimum.

1.4 Nombres rationnels et nombres irrationnels

L’ensemble des nombres rationnels est un sous-ensemble de R défini
par

m
Q:{—:m,nGZ,n#O}.
n
Ce sous-ensemble posséde les propriétés suivantes :
(a) (opérations sur les nombres rationnels) Pour tous r,s € Q, on a

—rcQ,r ' cQsir#0,r+s€Qetr-sc Q. Eneffet,sia,b,c,d €R
(b,d #0), alors on a

Sl RS
alo
S
S8
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a-d+c-b
b-d

ISHESE
+
o o

[l s}
ISHNe
Sl S
ISH oY

(Z) e (b-da )y t=@H bt =d-b = %

Il reste & montrer que b-d # 0 si et seulement si b,d # 0, et que
a+b,a-beZsia,be Z. La vérification de ces affirmations est laissée
en exercice.

(b) (nombres irrationnels) Il existe des nombres réels qui ne sont pas
rationnels, appelés nombres irrationnels, c’est-a-dire,

Q°={zxeR:x¢Q}#0.

Par exemple, v/2 ¢ Q, ot v/2 est défini comme le nombre réel stricte-
ment positif satisfaisant (\/5)2 =/2v/2=2.Tcion suppose I’existence
de ce nombre, ce qui est démontré au chapitre 4. Si ce nombre est ra-
tionnel, alors il existe m,n € N tels que

Va="

.
On peut supposer que m,n n’appartiennent pas tous les deux a ’en-
semble des nombres naturels pairs défini par

Npairs = {2k : k € N},
car un facteur 2 dans m et un facteur 2 dans n peuvent étre remplacés
par une multiplication par 1. Mais alors

my 2 .
(g> = 2, c’est-a-dire, m? =2n? e Npairs-

Cela implique que m ne peut pas appartenir a I’ensemble des nombres
naturels impairs défini par

Nimpairs = {2k+1:keNU{0}}.
En effet, pour tout £ € NU {0}, on a

2k +1)? = (2k + 1) - (2k + 1) = 4k* + 4k + 1 € Nimpairs-
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Puisque m est pair, on a m = 2k pour k € N, d’ol1
2n? = (2k)* = 4k?, c'est-a-dire, n? = 2k* € Npairs.

Comme pour m, cela implique que n est pair, ce qui est une contradic-
tion avec le choix de m et n.

(c) (densité des nombres rationnels) Pour tous a,b € R (a < b), il
existe r € Q tel que a < r < b. En effet, la propriété d’Archimeéde
garantit qu’il existe n € N qui satisfait

1 .
n > ,c’est-a-dire, b —a > —.
b—a n

Soit m = |na] + 1. On a les inégalités
m—1<na<m,

d’ou
na <m<na-+1.

Le nombre r = mn~! € Q vérifie alors

1
a<r<a+—<b.
n

(d) (densité des nombres irrationnels) Pour tous a,b € R (a < b), il
existe z € Q° tel que a < z < b. En effet, on a alors a — V2 < b — /2,
et la densité des nombres rationnels garantit 'existence de r € Q tel

que
a—V2<r<b—v2,

c’est-a-dire,
a<r++v2<b.

Or, z =1+ /2 ¢ Q, car sinon
V2=z—-reQ,

ce qui est une contradiction.
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1.5 Applications

(a) (somme des premiers entiers naturels) Pour tout n € N, on a

n(n+1).

Sp=Y i=1+2+-+(n—-1)+n= 5
=1

L’affirmation est évidemment vraie pour n = 1. De plus, si elle est
vraie pour n € N, alors
n(n+1

Sin=Sutn+1) = "I )

n(n+1)+2(n+1)
2

n+1)(n+2)
BT

Elle est donc vraie pour n + 1. La conclusion suit par induction.

(b) (somme des premiéres puissances entiéres d’'un nombre réel) Pour
tout @ € R (a # 1), pour tout n € N, on a
n
, 1—a™t!
Sp=Y d=1+a+a’ +a"=——
i=1

1l—a ’

n

ot a’ =1et a” =a-a™ !, pour tout n € N. L’affirmation est vraie

pour n = 1, puisque

(1+a)(l-a) 14a—a—d* 1-a?

1 = = .
ta 1—a 1—a 1—a
Supposons qu’elle est vraie pour n € N. Alors elle est vraie pour n+ 1,
car
1— an+1
Sn+1 = Sn + a"+1 1 + (In+1
—a
_ (1 _ an—i—l) + (1 _ a)an-i-l
N 1—a
1 — qntl + qntl — gnt2
a 1—a
1— an—i—?
N 1—a

La conclusion suit par induction.
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(c) (bindéme de Newton) Pour tous a,b € R (ab # 0), pour tout n € N,

on a n
n __ n n—kik
(a+0) —E <k>a b",

k=0

(5)=mwm =

pour 0 < k < n, avec 0! = 1 et n! = n-(n—1)!, pour tout n € N.
L’identité est facilement vérifiée pour n = 1. En la supposant vérifiée
pour n € N, elle ’est aussi pour n + 1, car

ou

(a+b)" = (a+0b)(a+b)"
_ . n n—kik
= (a+b) Z ( I ) a""b
k=0
_ % n n—k+1:k . n n—kpk+1
= Z ( I > a b® + Z ( I > a" b
k=0 k=0
_ n+1 . n n—k+11k
= a + Z ( I > a b
k=1
n—1
+ < Z )ankbk+1 + bn+1
k=0

_ an—&-l_i_f:((Z)_i_(kﬁl))an—k‘-&—lbk_‘_bn—l—l
k=1
n+1
-3 < n+1 >an+1kbk
i .

k=0

Ici, on utilise 'identité

7/:: kﬁl k'(nni )Y (k- 1)!(7711!—1434— 1)!
m—k+1)-nl+k-n!

El(n —k+1)!
~ (n+1)-n!
 kl(n+1—k)!

(1)
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pour 1 < k < n. Le principe d’induction permet de conclure.

(d) (puissances entiéres de 2) Pour tout n € N, on a
[ n
n __
2_§:<k>2n
k=0

I’égalité est 'application du binéme de Newton pour a = b = 1.
L’inégalité se démontre par induction. Elle est évidemment vraie pour

n = 1. En fait,
n
n > —
2_(0> L

pour tout n € N. De plus, si elle est vraie pour n € N, alors elle I'est
aussi pour n + 1, car

n+1<2M41<2" 42" =(1+1)-2"=2.2" = 27"

(e) (inégalité de Bernoulli) Pour tout b € R (b > 0), pour tout n € N,
on a
(I+0b)">1+nb.

C’est une conséquence directe du binéme de Newton, puisque

(1+b)”:i<2)bkz<g>b°+<?>b1:1+nb.

k=0

(f) (infimum et supremun d’un ensemble infini) L’infimum et le su-
premum d’un ensemble ne sont pas nécessairement atteints dans cet
ensemble lorsque ’ensemble contient une infinité d’éléments. Soit, par

exemple,
E = { an in € N},
bn+c

pour des nombres réels a,b,c > 0. On a inf £ € E, mais supE ¢ F.
En effet, pour tout n € N,

an__ _an___ a
bn+c " bn+cen  b+c’
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avec égalité lorsque n = 1. On a donc inf E = a/(b+ ¢) € E. D’autre
part, pour tout n € N,

an an

< ==
bn+c ™ bn

)

SRS

ce qui montre que sup £ < a/b. De plus,

an
bn+c

> S,

pour tout 0 < s < a/b, dés que

CcS

n > > 0.

a — bs
Un tel entier n € N existe par la propriété d’Archiméde. On a donc
sup E > a/b. On conclut que sup E = a/b. Cependant, a/b ¢ E. Sinon,

il existe n € N tel que
an a

bntec b
c’est-a-dire, abn = abn + ac. Cela implique que ac = 0, ce qui est une
contradiction avec a > 0 et b > 0.

1.6 Intervalles

Les intervalles bornés de R qui ont a € R comme infimum et b € R
comime supremum sont

(a,b) = {ze€eR:a<z<b},
[a,0] = {re€eR:a<xz<b},
[a,b) = {rxeR:a<xz<b},
(a,b] = {zeR:a<zx<b}.

La vérification que a et b sont les bornes inférieure et supérieure de tous ces
intervalles est laissée en exercice. Les intervalles semi-bornés de R qui
ont a € R comme infimum ou b € R comme supremum sont

(a,+0) = {xeR:a<z},
[a,+00) = {x€R:a<z},
(—00,b) = {xeR:x<b},
(—00,b] = {zeR:x<b}.
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La droite numérique entiére est un intervalle non borné qui a —oo
comme infimum et 400 comme supremum. Elle est représentée par

R = (—00,+00) .

On utilise la convention d’ordre —oco < x < 400, pour tout = € R. La droite
numérique achevée est définie par

R = [—00,400] = RU {—00, +00}.

On a les régles suivantes sur les opérations d’addition et de multiplication
qui impliquent —oco ou 400 et a € R (a > 0) :

(+00) - (+00) = 400  (—00) - (+00) = —c0  (—00) - (—0) = 400
400 + 00 = 400 a+ 00 = =£00 —a £ 00 = £00
0+ o00=+00 a-(+oo) = £o0 —a - (£00) = Foo.

De plus, on a (+00)™1 = 0. En revanche, les multiplications 0 - (&00) et les
divisions 00/ £ oo, comme 0/0 par ailleurs, sont des opérations indéter-
minées.

1.7 Ensembles ouverts et ensembles fermés

Un sous-ensemble O C R est un ensemble ouvert si
Ve € 0,30 > 0,(x—d,z+6) CO.

Il est sous-entendu que § est un nombre réel qui dépend généralement de .
Un sous-ensemble F' C R est un ensemble fermé si son complémentaire
par rapport & R, défini par

Fe={zeR:x ¢ F},

est un ensemble ouvert. Enfin, un ensemble fermé et borné est dit compact.
Pour un sous-ensemble quelconque E C R, 'adhérence de E est définie
par
E={z€R:Y5>0,(x—6z+d)NE#0},

et 'entérieur de E par

int(E) ={x € E:36>0,(x—0d,z+96) C E}.
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La frontiére de E est alors donnée par
Fr(E)=E—int(E)={z € E:x ¢ int(E)}.
Il est évident & partir des définitions ci-dessus que
int(E) CECE.

Si E = int(E), alors E est ouvert. Un ensemble ouvert est donc un ensemble
dont tous les éléments sont des points intérieurs. D’autre part, si £ = F,
alors E est fermé. En effet, dans ce cas

EC=E ={zcR:36>0,(x -0,z +)NE =0}

est ouvert, puisque (x — d,x +0) N E = si et seulement si (z — §, 2+ §) C
E€. Un ensemble fermé est donc un ensemble qui contient tous ses points
d’adhérence.

Enfin, un point z € R est appelé un point d’accumulation de F si
pour tout 6 > 0, (x — 4,z + ) N E contient une infinité d’éléments. Un point
d’accumulation de E est donc un point d’adhérence de E qui n’est pas isolé.

Proposition : Pour toute collection d’ensembles ouverts
{0; : Vi € N,O; C R ouvert},

et toute collection d’ensembles fermés
{F; : Vi € N, F; C R fermé},

on a les propriétés suivantes :

(a) UX,0; ={z € R:3i e N,z € O;} est ouvert;

(b) NP 10; ={z e R:Vie N, 1<i<n,zeO;} est ouvert;
(c) N2, F; ={z € R:Vie N,z e F;} est fermé;

(d) U Fi={zeR:3ieN1<i<n,zec F;} est fermé.

Démonstration :
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(a) Siz €U, 0;, alors il existe i € N et 0 > 0 tels que

(x — 6,24 8) C 0; C U, 0;.

(b) Si x € NI Oy, alors pour tout ¢ € N,1 <14 < n, il existe §; > 0 tel que
(x — b,z +6;) C O;.
En définissant 6 = min {d1,...,d,}, on a

(l‘ —o,r+ (5) C ﬁ?zl(:c — 0, x + (51) - ﬂ?lei.

(¢) La conclusion découle de (a) et de l'identité

(NZ 1 F)° = UZ Ff.

(d) La conclusion découle de (b) et de I'identité

(UL ) = Ni, FY.

Intervalles ouverts et intervalles fermées

L’intervalle (a,b), pour —oco < a < b < +00, est ouvert. En effet, pour
tout € (a,b), (x — 6,z + ) C (a,b) pour 6 = min{zx —a,b—z} > 0.
De méme, on montre que (a,+00),(—00,b) et (—oo,+00) = R sont des
intervalles ouverts. I’ensemble () est considéré ouvert.

En revanche, l'intervalle [a, b], pour —co < a < b < +00, est fermé. En
effet,

[a,b]® = (—o0,a) U (b, +00)

est ouvert par la proposition qui précéde. On montre de fagon analogue que
[a, +00), (—00,b] et (—o0,+00) = R sont des intervalles fermés. I’ensemble
() est considéré également fermeé.

On a (a,b) = [a,b], pour —oco < a < b < 4o00. En effet, on a évidemment
(a,b) C (a,b). De plus, a € (a,b), car pour tout § > 0, on a

(a—6,a+96)N(a,b) = (a,a+3d) #0.
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Par symétrie, b € (a,b). En revanche, z ¢ (a,b) si x < a, c’est-a-dire,
a —x > 0, car alors

(x —(a—2x),z+ (a—2x)) N (a,b) = 0.
De méme, = ¢ (a,b) si # > b. On a donc (a,b) = [a,b]. Or, les mémes
arguments restent valides si (a, b) est remplacé par [a,b]. Autrement dit, on
a aussi [a, b] = [a, b]. Ceci confirme que [a, b] est fermé.
D’autre part, int([a,b]) = (a,b), ce qui confirme que (a,b) est ouvert. On
a évidemment (a,b) C int([a,b]). De plus, si < a, alors pour tout § > 0

(x —d,240) N[a,b] D (x —d,z) # 0.

Ceci signifie que x ¢ int([a,b]). Il en est de méme si > b par analogie.
Enfin,on a

Fr(la, b)) = Fr((a,b)) = [a,b] = (a,0) = {a, b},

pour —o0 < a < b < 400.

Ensembles ni ouverts ni fermeées

Un sous-ensemble de R peut n’étre ni ouvert, ni fermé. C’est le cas notam-
ment de ’ensemble des nombres rationnels Q qui n’est pas ouvert, puisque
tout intervalle contient des nombres irrationnels, c’est-a-dire, des éléments
de Q°. Tl n’est également pas fermé, puisque tout intervalle contient aussi
des éléments de Q, ce qui fait en sorte que Q¢ n’est pas ouvert.



2 Suites numériques

2.1 Limite d’une suite

La liste ordonnée x1,xs,..., ot , € R, pour tout n € N, est une suzte
numérique. Elle est représentée par {x,}. La suite est croissante si z, <
ZTn+1, pour tout n € N, et strictement croissante si x, < x,4+1, pour tout
n € N. De fagon analogue, la suite est décroissante si x, > x,11, pour
tout n € N, et strictement décroissante si x, > x,+1, pour tout n € N.
La suite est (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou
(strictement) décroissante.

La suite {z,} est majorée si

dM e R,Vn € Nz, < M.
De méme, elle est minorée si

Im € R,Vn € Nz, > m.
Elle est dite bornée si

B >0,Vn € N, |z,| < B.

Si la suite est bornée par B, alors —B < z,, < B, et donc elle est minorée par
— B et majorée par B. Inversement, si la suite est minorée par m et majorée
par M, alors

—max{|m|, M|} < —m <z, < M < |M| < max{|m|, | M|},

et donc la suite est bornée par B = max{|m/|, |M|}.
La suite {z,,} tend vers une limite finie x € R, c’est-a-dire, converge
vers x € R, et on écrit

lim z, = x ou z,, — z,
n—oo

dans le cas ou

Ve > 0,3IN € N, |z, — x| < e dés que n > N.
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Il est sous-entendu que € est un nombre réel et N un entier naturel qui
dépend généralement de e. Si la suite {x,} ne tend vers aucune limite z € R,
alors elle diverge.

La suite {z,} tend vers une limite infinie +o0o (—00), et on écrit

lim z, = 400 (—o0) ou x,, — 400 (—o0),
n—r00
dans le cas ou
VM > 0,3N € Nz, > M (< —M) dés que n > N.

Il est sous-entendu que M est un nombre réel et N un entier naturel qui
dépend généralement de M.

Par la propriété d’Archimeéde, la condition dés que n > N pour un cer-
tain N € N peut étre remplacée dans tous les cas par la condition dés que
n > s pour un certain s € R.

Propriétés de la limite
(a) (limite et borne) Une suite {x,} qui converge vers = € R est bornée.
En effet, pour e = 1, il existe N € N tel que
r—1<xz,<z+1désquen>N.
On a alors pour tout n € N,
m=min{zy,...,xy,x — 1} <z, <max{zy,...,zy,z+ 1} = M.

En revanche, une suite {z,} qui tend vers la limite +00 ou —oo est
évidemment non bornée, car elle est ou bien non majorée ou bien non
minorée.

(b) (unicité de la limite) La limite d’une suite est unique. En effet, si
par exemple x, = x € R et z, - y € R (z # y), alors en choisissant
€e=|y—x|/2 >0, il existe N1, N2 € N tels que

dés que n > Ny,

ly — x|

n — <
|Zn — ¥ 5

deés que n > No.
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Par conséquent, dés que n > max { Ny, Nao}, I'inégalité du triangle im-
plique que

[z —yl =z —azn+ o0 —y| <z — | + o —y <|z—yl,

ce qui est une contradiction. Il est également facile d’obtenir une contra-
diction si  ou y = +00 ou —o0.

(c) (limite et monotonicité) Une suite monotone posséde nécessairement
une limite et cette limite est réelle si la suite est bornée. Si par exemple
{z,} est croissante, alors

Ty — x =sup{z, :n € N}.

En effet, si la suite est majorée, donc bornée, alors le supremum x € R
et, pour tout € > 0,  — € ne peut pas étre un majorant. Il existe donc
N € N tel que

r—e<zy<z<zT+eE

En utilisant la croissance de la suite, on a alors
r—e<zzy <z, <x<x+€désquen > N.

En revanche, si la suite n’est pas majorée, alors x = 400 et, pour tout
M > 0, il existe N € N tel que

M < xy <z, dés que n > N.
De méme, si {z,} est décroissante, alors
Ty — x =inf {z, : n € N},

et U'infimum =z est réel si et seulement si la suite est minorée, donc
bornée.

Exemples

(1) (entiers naturels et leurs inverses) La suite {n} est strictement crois-
sante et non majorée en vertu de la propriété d’Archiméde, donc on a
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n — +oo. La suite {1/n} est strictement décroissante et minorée par
0, donc convergente vers un nombre réel. En fait, 1/n — 0, car

1 1
— — O‘ = — <,
n n

deés que n > 1/e, pour tout € > 0 fixé. La suite {(—1)"/n} n’est ni
croissante ni décroissante, car les nombres négatifs et positifs alternent.
Cependant, on a (—1)"/n — 0, car

(2) (puissances entiéres d’un nombre réel) On considére la suite {a"}
pour a € R. La suite est strictement croissante, et a”™ — 400, si a > 1.
En effet, I'inégalité de Bernoulli donne alors

a"=(1+(a—-1)">1+n(a—1)> M,
dés que
M-—1
a—1"
pour tout M > 0. La suite est donc non majorée. La suite est en
revanche strictement décroissante et minorée par 0 si 0 < a < 1, c’est-

a-dire si b = a=' — 1 > 0. En fait, a® — 0 dans ce cas. En effet,
I'inégalité de Bernoulli garantit alors que

0<a® = LI ! < 1 <e€
N (a=1)n N (I1+b)™ — 1+4+nb ’

n >

dés que
1—¢

be ’
pour tout € > 0. On obtient aussi a” — 0 si —1 < a < 0. En effet, on
a alors 0 < |a| < 1, et donc par ce qui précéde

n >

la™ — 0] = |a"| = |a|™ — 0.

A remarquer que dans ce cas la suite {a"} n’est ni croissante ni décrois-
sante, puisque les nombres négatifs et positifs alternent. C’est aussi le
cas si a = —1, mais alors lim,_,,, a” n’existe pas. En effet,

(—1)" = —1 sin est impair,
+1 sin est pair.
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La suite {(—1)"} étant bornée par 1, elle ne peut pas tendre vers +oo
ou —oo. Supposons qu’elle converge vers un nombre réel A, ¢’est-a-dire
que (—1)" — A € R. Alors, il existe N € N tel que

|(=1)" — A| < 1 dés que n > N.
Mais, on a

‘(_1)n o A| _ ’1 + A’ S% n est im.pair,
- S1 N €S air.
11— Al tp

Or, l'inégalité du triangle garantit que
1+A+1-A>14+A+1- A =2,

c’est-a-dire que
1+ A >1ou|l—Al>1,

ce qui est une contradiction. Les cas a = 0 et ¢ = 1 sont trivaux et
donnent 0™ — 0 et 1™ — 1. Il reste donc & considérer le cas a < —1.
Sous cette condition, la suite {a"} n’est pas bornée, puisque |a| > 1 et

la"| = |a|™ — +oo.

Elle ne peut donc pas converger vers un nombre réel. D’autre part, elle
ne peut pas tendre vers +00 ou —oo, puisque les nombres négatifs et
positifs alternent. Finalement, on conclut que la suite {a™} converge
vers un nombre réel si et seulement si —1 < a < 1.

(3) (racines entiéres d’un nombre réel strictement positif) La suite
{{/a}, ou {/a, pour tout n € N, est défini comme le nombre réel stric-
tement positif tel que

(Va)"=a >0,

est convergente. En fait, on a {/a — 1, quel que soit a € R (a > 0).
La question de l'existence de /a est reportée au chapitre 4. Le fait
que /a > 1 si et seulement si a > 1 est laissé en exercice. Dans le cas
a = 1, la convergence vers 1 est évidente, puisque /1 =1, pour tout
n € N. Dans le cas a > 1, pour tout € > 0 fixé, on a

|Va—1|=Ya—1<esi Ya<l+e.
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Par 'inégalité de Bernoulli, cette condition est vérifiée si
a<l+mne<(1+¢)",
et doncsin > (a—1)/e. Danslecas 0 <a < 1,0na
|[Va—1l=1—-a<esil—e< {a.

Puisque
1— ¢ 1

il suffit en fait que
(1+e)! < ¥a, cest-a-dire que (1 +¢)" > a™ L.
Par ce qui précéde, cette condition est vérifice si n > (a™1 —1)/e.
(4) (racines entiéres des entiers naturels) On a {Yn — 1. En effet,
pour tout € > 0 fixé, on a
|[Vn—1= Un—1<esi Yn<1+e, cest-a-diresin < (1+¢€)".

Or, le binéme de Newton nous donne

-1 n
(1+6)”:1+n6+n(n2)~62+ <Z>ek

La condition est donc vérifiée si

—1
n<1—|—n(n2)-62,

ce qui est le cas dés que n > max{1,2/¢2}, pour tout e > 0 fixé.
(5) (constante d’Euler) La constante d’Euler est le nombre réel défini par

1 n
e = lim (1 + > .
n—oo n

Cette limite réelle existe, car la suite est croissante et majorée. En effet,
le binéme de Newton donne

(=) =5 () ) —Ea® ) - (=)
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pour tout n € N. Les inégalités k! > 271 et

G () () )05 =

pour 2 < k < n, dont la vérification est laissée en exercice, ménent
alors &

IN
—_
+

D’autre part, 'inégalité

() (R s () (),

pour 2 < k < n, conduit a
1\" "1 (n+1 n n—k+2 1 o\"H
14+ = < 9 il .
<+n> - +k22k:! (n+1) <n+1> ( n+1 >+<n+1>
B "f n+1 1 \* Ll ntl
- k n+1) n+1 '

k=0

2.2 Opérations sur les limites

Soient x, — = et y, — y. Alors on a :
(@) Tn +Yn = T+ Y;

(b) 2, - yn — x -y, en particulier a -y, — a -y, pour tout a € R;

(c) ;—Z — %, en particulier ;1 — y~1, en autant que y # 0;
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(d) z <y six, < yp, pour tout n € N;

(e) zn — x si xp < 2z, < Yn, pour tout n € N, et x,,y, — x, appelé
théoréme des gendarmes.

Ces résultats sont valides non seulement pour x,y € R comme cela est
démontré ci-dessous, mais aussi pour x ou y = 400 ou —o0 en autant que
les opérations sur x et y sont déterminées, ce qui est laissé en exercice.

Démonstration pour le cas z,y € R :
(a) Pour tout € > 0, il existe N1, No € N tels que

|zy, — x| < % dés que n > Ny,

lyn —y| < % dés que n > Na.

Dés que n > max{Ny, Nao}, 'inégalité du triangle garantit que

€

9 €.

€
|(zn+yn) — (@+y)| = |(xn—2) + (Yo —y)| < |20 — 2|+ |lyn —y| < 2+

(b) On a

|$nyn - xy\ = ‘xnyn —TpY + Tny — xy]
|Zn(yn — y) + (20 — )Y
< znllyn =yl + |20 — 2|[yl,

par U'inégalité du triangle. Soit B > |y| > 0 tel que |z,| < B, pour tout
n € N. Pour tout € > 0, il existe N1, No € N tels que

€
|z, — x| < 25 dés que n > Ny,

lyn —y| < % dés que n > Ns.
Dés que n > max{Ni, N2}, on a donc

€ €
’$nyn_xy’ SB@‘FB@:

€.
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(c) Etant donné (b), il suffit de montrer que ;' — y~1. Or, on a

::|y'_’yn|
|yn"’y‘

:l__l‘ ::‘y'_'yn
Yn Y YnlY

Par l'inégalité du triangle et le fait que y, — y € R (y # 0), on obtient que

Ynl > |yn+ Y —unl — |y — unl

_

>
\y22

> 0,

dés que n > Ny, pour un certain N; € N. Pour tout € > 0, il existe par la
suite un entier naturel No > Ny tel que

2
€
ly — yn| < % dés que n > Ns.

On a alors y, # 0 et

1 1‘< €%
— ——| < = €.
vo vl gy

(d) Sinon (z > y), il existe N1, N2 € N tels que

x_
|z, — x| <Tydés que n > Ny,

lyn —y| < % dés que n > No.
Dés que n > max{Ny, N2}, on a alors

T — T —
xn—yn:xn—x+x—y+y—yn>—Ty—i—x—y—Ty:O.

Ceci entre en contradiction avec I’hypothése x,, < y,, pour tout n € N.
(e) Soit N1, N2 € N tels que
|z, — x| < € dés que n > Ny,

lyn — y| < € dés que n > Ny,
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pour € > 0 fixé. Dés que n > max{Ni, Na}, on a alors
T—e<Tp <2z, <Y, <ZTHeE,
ce qui assure que |z, — x| < €.

Exemples

(1) (puissance rationnelle strictement positive des entiers naturels)
On an” — +o0, pour tout r € Q (r > 0), on on définit

W= (V).

si r =p/q, pour p,q € N. Le cas r = 1 correspond & n — +00. Dans le
cas r > 1, c’est-a-dire, p > ¢, on a

n" = (¥n)’ = (¥Yn)? =n— +oo,

et le résultat ci-dessus (d) permet de conclure. Ici, on utilise le fait que
¥/n > 1, pour tout n € N, car sinon

n=(¥Yn)l<1" =1,

ce qui est une contradiction. De plus, a? > a9, pour tout réel a > 1,
pour tous entiers naturels p,q qui satisfont p > ¢, ce qui est laissé
en exercice. Dans le cas 0 < r < 1, c’est-a-dire, p < ¢, on remarque
d’abord que ¢/n < ¥/n+ 1, pour tout n € N, car sinon

n=(n)?>WWn+1)?=n+1,

ce qui est une contradiction. Cette croissance garantit que ¥n — a,
pour un certain a € [1,+00) U {+00}. Mais alors

n=(¢a) = af,

en répétant ¢ fois le résultat (b) ci-dessus, ce qui implique que a4 =
400, et donc que a = +oo. Finalement, on conclut que

n" = (¢Yn)’ — aP = +oo,

en répétant p fois le résultat (b) ci-dessus.
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(2) (puissance rationnelle strictement négative des entiers naturels)
On an™" — 0, pour tout 7 € Q (r > 0), ot on définit

En effet, on a alors par ce qui précéde

. 1 1 1
lim — = = = =0.
n—+oon”  limpyyi00n” 400

On peut également procéder comme précédemment pour montrer que
n~1/4 décroit vers une limite a > 0, pour tout ¢ € N fixé, et qu’alors

nt = (n_l/q)q —a? =0,
d’olt a = 0. Mais alors
P = (n~ VP 5 qP =0,

pour tout p € N. Il suffit de faire r = p/q.

(3) (quotient de deux polyndomes des entiers naturels) Soient

k
P(n) = Zami (ar #0),
1=0

!
Q(n) =Y bl (b #0),
j=0
deux polyndmes de degré k et | € N, respectivement, par rapport a
n € N, de coefficients a; et b; € R, respectivement, pour 0 <17 < k et
0<j<I. Alors, on a
k —(k—1i k
P(n) _ im Yigan”*D Ak k=l

lim = ; ~- lim — =" lim n
n——+o0o Q(n) n——+o0o Zj—O bjnf(lfj) n—+o0o n bl n——+o0o

La limite est alors donnée par

‘Z—f sik=1I,
. P(n) 0 sik <,
lim —% =
n—+oo Q(n) +oo sik >l a/b >0,

—o0 stk > a/b <O0.
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(4) (racines carrées itérées d’un nombre réel strictement positif) On
définit a, = /an—_1, pour tout n € N, avec ag > 0. On montre que
an, — 1. Notons d’abord que, si 1 < ag, alors 1 < a; < ag, car

1<a? =ap<a
De plus, en supposant 1 < a, < ap—1 pour n € N, on obtient que
L<agiy = an <ap,

d’ou 1 < apy1 < ay,. Par induction, la suite {a,} est alors décroissante
et minorée par 1. Par symétrie, la suite est croissante et majorée par 1 si
ao < 1. Dans les deux cas, la suite posséde une limite finie strictement
positive. Supposons que a, — z € R, ott > 0. On a alors

2
n = \/Gn - \/On = Qpy1 - Gpy1 — T° = .

= x a une seule solution z # 0 qui est obtenue en
multipliant les deux cotés de ’équation par I'inverse de x, ce qui donne
r = 1.

L’équation z2

2.3 Limite inférieure et limite supérieure

Etant donné une suite {x,}, on considére

Ly

:. :. . >
égixk inf {zy : k >n},

Tp =supzg =sup{zg : k> n},
k>n

pour tout n € N. La suite {z,,} est croissante, alors que la suite {Z,} est
décroissante. On définit la lemite inférieure comme

liminf z,, = lim Tp, = lim z € |—00,+00
n—+too " eSS L [ ’ )

et la limite supérieure comme

limsup z,, = limy, 400y, = lim T, € [—00, +00].
n—+oo n—+00

On a le résultat fondamental qui suit.
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Proposition : Une condition nécessaire et suffisante pour que x,, — z €
[—00, +00] est que

liminf z,, = limsup z,, = x € [—o0, +0.
n—+00 n—+00

Démonstration : La suffisance découle du théoréme des gendarmes, car

Ly, <z, < Ty,

pour tout n € N. Pour la nécessité, si x,, = x € R, alors pour tout ¢ > 0, il
existe N € N tel que

r—e<xy,<x+e€ désquen > N.
Sous la méme condition, on a donc
r—e<uz, <T, <T+e,
d’ott

z—€e< lim z, < lim 7, <z+e

nS+too ¥ T notoo

Le nombre réel € > 0 pouvant étre choisi arbitrairement petit, la conclusion
s’ensuit. Si x,, — +o00, alors pour tout M > 0, il existe N € N tel que
x, > M, dés que n > N.

Dans ce cas, on a

d’ou
lim z, > lim z, > M.
n—-4o00 n—-4o00

Le nombre réel M > 0 pouvant étre choisi arbitrairement grand, la conclusion
s’ensuit. L’analyse du cas ou x,, — —o0 est analogue.

2.4 Propriété de Bolzano-Weierstrass

Toute suite bornée x1,x9,x3,..., représentée par {z,}, contient une
sous-suite (ou suite extraite)

Tnys TngsTngy .-y OU 1 <Ny <ng <nz <...,
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représentée par {zp, }, qui converge vers un nombre réel.
Puisque toute suite monotone bornée converge vers un nombre réel, il
suffit de montrer ce qui suit.

Lemme : Toute suite {x,} contient une sous-suite monotone qui tend vers
limsup,, ,, ., Tn et une suite monotone qui tend vers liminf, o 2.

Démonstration : On définit
E ={neN:uz, > z,, pour tout entier m > n},

qui représente l'ensemble des pics successifs de la suite {x,}. Dans le cas
ou F est non vide et non majoré, on utilise le principe du bon ordre et le
principe d’induction pour définir

ny =inf{n € E} € E,
donc ny > 1, puis, étant donné
n;=inf{ln € E:n>n;_1} € E,
pour ¢ € N avec ng = 0,
nit1 =inf{n € E:n>n;} € E,
donc my1 > n;. Par construction, la sous-suite {x,,} est décroissante et

ZTp; = sup xj — limsup x,.
k>n; n—-+00

Dans le cas ot E est vide ou majoré, il existe n; € N tel que
{neN:n>n} CE

ou
E¢={neN:uz, <z, pour un certain entier m > n}.

Alors, pour tout n > nq,

sup rx = max{x,, sup Ir} = sup k.
k>n k>n+1 k>n+1

Ici, on deéfinit max{x,, +o0o0} = +o00. On a donc

sup xp = sup g,
k>n k>n1



2 Suites numériques 36

pour tout n > nq, d’ou

limsup x,, = sup .
n——+00 k>ny

Si Supg>,,, T = +00, alors il existe ng > ny tel que
Ty > max{x,,, 1},
puis, étant donné ny > ny pour k € N, il existe ngy1 > ng tel que
Tpyyy > max{Ty,, k}.

La sous-suite {z,, } est alors croissante, et posséde donc une limite. De plus,
on a Tn, >k — +oo, d’oit z,, — +00. Si SUPg>,, Tx = M € R, alors il
existe ng > ny tel que

M —x,, :M—i—nr:n1 >z

MZ:UTLQ anl‘i’ 9 2 = Lng-

Puis, étant donné ny > ny pour k € N, il existe ngy1 > ny tel que

M—xnk_M—i—a:nk
2 - 2

La sous-suite {z,, } étant croissante et majorée, z,, — x € R. Le théoréme
des gendarmes nous assure alors que

M+ x
2

=z, c’est-a-dire, M = z.

Ceci compléte la démonstration de l'existence d’une sous-suite monotone
qui tend vers la limite supérieure de la suite. La démonstration de ’exis-
tence d’une sous-suite monotone qui tend vers la limite inférieure de la suite
est analogue.

Corollaire : Une suite posséde une limite finie ou infinie L si et seulement
si L est la seule limite possible pour toute sous-suite.

Démonstration : La nécessité est évidente, car toute sous-suite posséde
la méme limite que la suite si cette limite existe. La suffisance découle du
lemme précédent, car alors les limites inférieure et supérieure de la suite sont
égales.
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2.5 Propriété de Cauchy
Une suite numeérique {z,} converge vers un nombre réel si et seulement

si elle possede la propriété de Cauchy, c’est-a-dire,

Ve > 0,3N € N, |z, — x| < € dés que n,m > N.

Démonstration : Si z,, — x € N, alors pour tout € > 0, il existe N € N tel
que
€
|y, — x| < 3 des que n > N.

L’inégalité du triangle donne alors

€ €
\xn—xm\:]ajn—x—l—x—xmlg]xn—x\+]x—xm|<§+§:e,

dés que n,m > N. Inversement, si {z,} est une suite de Cauchy, alors elle
est bornée. En effet, il existe NV € N tel que

|z, —xn| <1 dés que n > N.
On obtient alors que
min{z1,...,2y-1,1 —2n} <z, <max{xi,...,zn-1,1 + 2N},

pour tout n € N. Par la propriété de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-
suite {xy, } telle que x,, — = € N. Pour tout € > 0, il existe Ni, Ny € N tels
que

|y, — x| < % des que ny > Ny,

€
|zy, — zp, | < 3 des que n,ny > No.

Dés que n > max{Ny, N2}, on prend ni > max{Ny, No} et on utilise l'in-
égalité du triangle pour obtenir que

€ €
|xn—x|:|xn—a}nk+aznk—x|§|xn—xnk|+\$nk—m|<§+§:6.
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3.1 Séries convergentes

N

La série numérique 220:1 ar = a1 + as + ... associée & une suite
numérique {ax} converge si la suite des sommes partielles des premiers
termes tend vers une limite finie, donc converge, lorsque le nombre de termes
tend vers +oo, ¢’est-a-dire,

n o
Sn:Zak:al—i—---—l—an%S:ZakER.
k=1 k=1
Sinon, la série diverge. La quantité ag est appelée le terme général dela
série.
La convergence de la série Y oo ; ay entraine que

ap =S, —Sp-1—=5-5=0.

L’inverse n’est pas nécessairement vrai.
A remarquer que la convergence de la série y p- y ap pour un entier
N > 1 entraine la convergence de la série > 72 ; a;. Dans ce cas, on a

o0 o
Su=Yatd a
k=1 k=1 k=N
En effet, pour tout entier n > N, on a alors
n N-1 n N-1 00
doak=D act ) an— ) act )
k=1 k=1 k=N k=1 k=N

o N o
Inversement, la convergence de > _;° | aj, entraine la convergence de > 72 v ax,
pour tout entier N > 1, car alors

n n N-1 [e'e) N-1
E ar = E ar — E ar — E ar — E ag.
k=N k=1 k=1 k=1 k=1

N-1
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D’autre part, si les séries > ;- ap et Y po, by convergent, alors les séries
S ore(ag + bg) et >-p2 cag, pour tout ¢ € R, convergent. De plus, on a

[ee] o (e e}

D (ak+b) = ak+ Y b,

=1 =1 k=l
ank = cZak

k=1

En effet, les opérations sur les limites garantissent que

n
> (ap+bg) = Zak+zbk_>zak+zbk7
k=1

n n o0

ank :cZak —>cZak.

k=1 k=1 k=1

Exemples

(1) (série géométrique) La série géométrique de raison r définie par y oo r™
converge si |r| < 1 et diverge sinon. En effet, dans le cas r # 1, on a
1—pntt 1

n
n g%r Frdetr — —

si et seulement si |r| < 1. Danslecasr=1,ona S, =n+ 1 — +oc.

(2) (série harmonique) La série des inverses des entiers naturels, c’est-a-
. o0 .
dire Y 7, 1/n, diverge. En effet,

e
k n’
k=1
pour tout n € N, satisfait
1 1 1 1 n 1
|52n_5| SQn Sn:7+ >+t — = — = —.

n+1 2n 2n 2n  2n 2



3 Séries numériques 40

La suite {S,} n’étant pas une suite de Cauchy, elle ne converge pas.
En fait, la suite étant croissante, on a

Zl: lim S,, = +o0.

n n—-+oo
n=1

3.2 Critéres de convergence pour les séries positives

La série ) 7 | an est une série positive si les termes de la suite associée
sont tous positifs, c’est-a-dire, a,, > 0 pour tout n € N. Dans ce cas, la suite
des sommes partielles

n
Sn = Zak > 07
k=1

pour tout n € N, est croissante, car elle satisfait S,,+1 — Sy, = ap+1 > 0. Par
conséquent, la limite

n—-+00

o0
S= lim S,=> an
n=1
existe toujours. La série converge si S < 400 et diverge si S = 400. Des
conditions pour la convergence de séries positives sont présentées ci-dessous.

La premiére condition est la plus importante, car toutes les autres en dé-
coulent.

(a) (critére de comparaison) Si 0 < a, < b,, pour tout n € N, alors

) oo
0< Z an < Z by
n=1 n=1

Par conséquent, la série Y | a,, converge si la série majorante >~ by
converge ou, ce qui est équivalent, la série Y7 | by, diverge si la série
minorante » >, a, diverge.

Démonstration : Pour tout n € N, on a
n n
DI ot
k=1 k=1

Ces inégalités sont préservées pour les limites lorsque n — +o00, ce qui
donne le résultat annoncé.
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(b) (critére du quotient) Si a,,b, > 0, pour tout n € N, et

an

bn—>c>0,

alors la série 7, ay, converge si et seulement si la série » .~ by
converge.

Démonstration : Puisque ay, /b, — cet ¢ > 0, il existe N € N tel que

a . .
b—n — ¢ < ¢, cest-a-dire, a, < 2cby,, dés que n > N.
n

Par le critére de comparaison, on a
o0 o o
E ap < E 2¢b, = 2¢ E by,
n=N n=N n=N

[N o0 : [e.e] : [e.e]
d’ou ) ap converge si » >~ b, converge. Inversement, si ) ; an
converge, on montre par les mémes arguments que » - b, converge,
en utilisant le fait que b, /a, — ¢! > 0.

(c) (critére du rapport) Si a, > 0, pour tout n € N, et

an+1
Qan

r>0

)
L. [e'e) . . .
alors la série ) " | a, converge si r < 1 et diverge si r > 1.

Démonstration : On définit s = (1+r)/2. Dansle casou 0 < r < 1,
onal<r<s<letil existe N € N tel que

an+1
Gn

< s dés que n > N.

En particulier, ayy1 < say. De plus, si ayyr < say pour k € N,
alors
k+1
ANt k+1 < SAN4E < S an.

Par induction, on a donc I'inégalité pour tout k € N. Par le critére de
comparaison, on a alors

o0 (o) o0 (o]
k k an
Zan:ZaN+k§ZS GNICLNZS :1 < 400.
— S8
n=N k=0 k=0 k=0
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On conclut alors que Y 7 | ap converge. En revanche, dans le cas ol
r>1,onal<s<retil existe N € N tel que
Gp+1
an

> s dés que n > N.

On a alors ayyp > s*an pour tout k € N et

oo oo oo o0
g an:ZaN+k2 g skaN:aNZsk=+oo,
n=N k=0 k=0 k=0
d’ou Y0 | ay diverge.

(d) (critére de la racine) Si a, > 0, pour tout n € N, et
Vap — 1 >0,

alors la série ) ° | a, converge si r < 1 et diverge si r > 1.

Démonstration : On procéde comme pour le critére du rapport, mais
en utilisant I'inégalité /a, < s < 1, c’est-a-dire, a,, < s", si r < 1,
et I'inégalité {/a, > s > 1, c’est-a-dire, a, > s™, si v > 1, pour tout
n >N & N.

Exemples
(1) (série des inverses des carrés des entiers naturels) Lasérie Y oo 1/k?
converge. On remarque d’abord que

1 1 1
3z = =

1
< —
OS2 wh-D ko1 K

pour tout entier £ > 2. De plus, on a

i 1 1 1
S, = ) =1-= 1.
2(1:—1 k) n

Le critére de comparaison permet alors de conclure, puisque

=1 =1 > 1 1
ZM:1+ZI€2§1+Z<H—IC>:2.
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(2) (série des inverses des puissances rationnelles des entiers naturels)
La série > ;2 1/k", pour r € Q, converge si r > 1 et diverge si
0<r <1 Eneffet,si 0 <r <1, alors

IEE
k"
k=1
En revanche, si r > 2, alors
>
k"
k=1

Pour le cas 1 < r < 2, on choisit d’abord N € N tel que

Mg
?r\
+
13

T
I

1
72 < +o00.

Mg

£
Il

1

1
1<3—1+2TV<7“

Par le critére de comparaison, la série > 7 1/k" convergesi >, 1/k*

converge. Or, pour tout entier k£ > 2, on a

1 1 EV2Y (k= 1)V RN (g — 1)y
(k— D)% g2~ (k — 1)1/2Y 12N 2 L1281 ’

ou

(kmN — (k- 1)1/2N) : (k1/2N + (k- 1)1/2”)
KL2Y 4 (K —1)1/2N
kQ/QN o (]C - 1)2/2N
K2 (= 1)1/
2k1/2N

kE—(k-1)
ON | 1/2N4+1/2N T4 41/2

1
N . fL-1/2N

12N (k — 1)1/2N

Y

v

de telle sorte que

1 1 1 1
(k—1)1/2%  E12N = N p1+1/28 = oN s
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On obtient donc que

n 1 N n 1 1
ZT < 1+2 Z( 12N 12N>
=k ps (k—1)Y kY

1
n

Le critére de comparaison nous permet de conclure que la série y oo | 1/k*
converge.

(3) (série des quotients de deux polynomes positifs des entiers naturels)
Soient deux polynémes de degré k et [, respectivement, donnés par

k

P(n) = Zami >0 (ar > 0),
=0

l

Q(n) =Y bm! >0 (b >0),
§=0
pour tout n € N, o 0 < a4,b; € Rpour 0 < ¢ < ket 0 < j <L
La série des quotients de ces deux polynémes converge si ]l — k > 2 et
diverge si | — k < 1, c’est-a-dire,

ip(n){<+oo sil—k>2,
—~Qn) |=+oc0 sil—k<1.
Ainsi, si
P(n) =2n*+48n +3,
Q(n) = 4n* + 3n? +6,
la série converge. En revanche, si
P(n) = 5n® 4 2n? + 3,

Q(n) = 3n* 4+ 8n + 6,

alors la série diverge. La démonstration utilise le critére du quotient.
On compare le terme général de la série & 1/n!~*. On obtient que

K -
P(n) bk — >igain'" L% .

Q(n) S gbmitl b
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Puisque la série > o | 1/n'~k converge si [~k > 2 et divergesi |-k < 1,
il en est de méme de la série > >, P(n)/Q(n).

(5) (fonction exponentielle) La fonction exponentielle est définie par

la série
o0 l’n
exp{x} = Z H)
n=0

pour tout z € R. La convergence pour tout « > 0 est confirmée par le
critére du rapport, car on a alors

o —-0<1
(n+1)! an  n+1 '

Notons que

1\" "1 1 i—1 "1
en:<l+n) :2+Zi!<l—n>"'<1_ n )SZi!:Sm

pour tout n € N, d’ou

o
1
e= lim e, < lim s, = E - = exp{1}.
i!
=0

n—oo n—o0

D’autre part, pour tout entier n > k pour k£ € N fixé, on a

k
1 1 k—1
n>2 “(1==) (1= ,
w22ty (1-50) - (1-57)

d’ou

e = lim e, > sg.

n—oo
Cela implique que
e > lim s, = exp{l}.
k—o00
Donc, on a
1

e =exp{l} = Z —.

n!
n=0
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3.3 Séries absolument convergentes

La série Y 7 | a, converge absolument si la série positive des valeurs
absolues » > | |a,| converge, et alors

[eS)
D> an
n=1

oo
< Z lan| < +o0.
n=1

En effet,
n
S’n = Z ag,
i=1

pour tout n € N, vérifie

n+k n+k
Snak = Sul = | D @il < D lail = Spop = S5 = |G — Sl
i=n-+1 i=n-+1

pour tous n, k € N, par I'inégalité du triangle, ol

n
Sp=>_lail.
i=1

La suite {S,} est une suite de Cauchy, et donc converge, puisque la suite
{S!} converge, et qu’elle est donc une suite de Cauchy. De plus, on a

|Sn| < S, clest-a-dire, — S; < S,, < S,

pour tout n € N, d’out

— lim S;; < lim S, < lim S;, c’est-a-dire,

lim S,| < lim S;.

Proposition 1 : Tout réarrangement Z;’il b; d’une série absolument conver-
gente > >° a; converge vers la méme limite. Ici, a; = by(;) pour tout i € N,
ou f est une bijection de N dans N, c¢’est-a-dire que pour tout j € N, il existe
un et un seul ¢ € N tel que f(i) = j.
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Démonstration : Soient

n

Sn = Y a;i—SER,
i=1
n

Sro= ) lail » ST €R,

=1
m

Tn = > b
j=1

On va montrer que T;, — S. Pour tout € > 0, il existe NV € N tel que

00 [e's)

€

S=Sul=| > @< Y lal=5" =81 <3,
i=n-+1 i=n+1

dés que n > N. Soit

M = max{f(1),..., f(N)}.

Les termes ay,...,an, qui correspondent aux termes by(y),..., by, se re-
trouvent tous parmi les termes bq,...,bys. Pour tout m > M, on a alors

o0

m N
T = Snl =D b= ai| < > Jai| =5 = S <
j=1 i=1

1=N+1

N

L’inégalité du triangle donne alors

T — S| = | T — Sy + Sy — S| < [T — Sn| + [Sy — S| < e.

Proposition 2 : Si les séries > 2 a; et Z;”;O b; convergent absolument
vers les nombres réels A et B, respectivement, alors la série Y ;2 ¢, dont le
terme général est défini par

k
ch =Y aibp_i,
i=0

pour tout entier k > 0, converge absolument vers le nombre réel AB. Cette
série est appelée le produit de Cauchy.
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Démonstration : On définit
n
A, = Z a; — A €R,
i=0

n
Ay = D | - AT €ER,
1=0

B, = Y bj—BER,
j=0

n
By = ) bl > B*€R,

Jj=0

n n k n n—i
G= Y=Y Y=Y S

k=0 k=0 i=0 =0 j=0

Si A* =0 ou B* = 0, alors a; = 0, pour tout entier 7 > 0, ou b; = 0, pour
tout entier 5 > 0, et donc ¢ = 0, pour tout entier £ > 0. L’affirmation est
alors triviale. On suppose dans ce qui suit que A* > 0 et B* > 0. De plus,
on sait que A, B, — AB € R. Donc, pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel
que pour tout n > N, on a

€

AT — A —
€

B* — B! —

| n| < 314*’
|AB — A,B,| < §

Dés que n > 2N + 2, et donc que [n/2] > N + 1, les propriétés de la valeur
absolue, dont l'inégalité du triangle, entrainent alors que
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|AB —C,| = |AB — ApB, + AyBy — G|
|AB — ApBy| + |AnBy — Cy

IN

IA A

| wl ™
+ +
=1
B 5
= =
&

i=1 j=n—1+1
€ n n n n
< §+Z S dad bl >0 > ail - [by]
i=0 j=[n/2| =0 i=[n/2]
< §+A* ST obl+BT Y al
j=In/2] i=|n/2]
€ * * * * * *
= §+A (B - \_n/QJ—l)+B (A - Ln/2j—1)
€ . € . €
R VY
= €

Donc, la suite {C,,} converge et sa limite est donnée par AB. En fait, la suite
converge absolument, car

n n k n n
O =3 el < 303 el - Ibucil < 303 il - bj] = A3BS < AB* € R.
k=0

k=0 i=0 i=0 j=0

Exemple (propriété de la fonction exponentielle) : La fonction expo-
nentielle satisfait

exp{z +y} = exp{z} exp{y},
pour tout z,y € R. En effet, la série

oo :L‘n
exp{z} = Z ol

n=0
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est absolument convergente, car exp{|z|} = 1 lorsque |z| = 0 et exp{|z|} <
+oo lorsque |z| > 0, et il en est de méme pour exp{y}. D’aprés ce qui précéde
et le bindbme de Newton, on a donc

x n .I'k ynfk
exp{z}exp{y} = Z (k '(n—k)')

[e's) 1 n
n=0  \k=0

= Z (z +‘y) = exp{z + y}.
n=0

3.4 Séries alternées

Une série alternée est une série dont les termes négatifs et positifs al-
ternent. Il suffit que les termes décroissent vers 0 en valeur absolue pour que
la série converge.

Proposition : Une série alternée > oo, (—1)""a,, avec 0 < ap41 < a,, pour
tout n € N, converge si a, — 0.

Démonstration : On considére séparément les sommes partielles d’'un nombre
pair et d’'un nombre impair de termes de la série. En définissant Sy = 0, on
a

2n
k+1
Son = Z(—l) tag = Sop—9 + azn—1 — agn > Son_2,

k=1

2n+1

1
Sont1 = Y (1) ag = Sop 1 — agn + aznt1 < Son-1,

k=1

pour tout n € N. De plus,
So < Sop = Sop—1 — azy < S2p—1 < 51

La suite {S2, } est croissante et majorée et elle converge donc vers un certain
S € R. De méme, la suite {S2,—1} est décroissante et minorée et elle converge
vers un certain s € R. Mais alors

S= lim Sy,= lim S9y,—1— lim asg, =s.
n—-4o0o n—-4o0o n—+4o00o
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Exemple (série alternée convergente non absolument convergente)

La série alternée
& (71 n+1

S = 271
n=1

converge, puisque 0 < 1/(n+1) < 1/n — 0. Cependant, elle ne converge pas
absolument, car

> 1)t =1
S| = e
n=1 n=1

D’ailleurs, il existe un réarrangement qui converge vers une autre valeur. En

effet, on a
g1 1+1 1+1 1+1 1+
2 3 4 5 6 7 8 7

avec 1 —1/2=1/2 < § < 1. De plus, on peut écrire

S 1 1 1 1

5_0+§+0_Z+0+6+0_§+”"
En additionnant les deux séries terme a terme, on obtient que

35 1 1 1 1 1

— =1 i e

2 +0+3 2+5+0+7 4+

En éliminant les 0, on a alors un réarrangement de la série dont la limite est

différente de S.

3.5 Développement décimal d’un nombre réel

Pour toute suite {d}, on dy, € D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, pour tout
k € N, on a convergence de la série

oo d.
> Tor €011
k=1

En effet,

dy; 9
<
10k — 10k

o
IA

pour tout k£ € N, d’ou

d 9 9 1

k

0< — < = — .| - = 1.
kzl 10F = kzl 10F ~ 10 (1 - 1/10>
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Inversement, pour tout € [0, 1), il existe une suite {dy} avec dy € D, pour
tout k € N, telle que

= d
o k
r=) 10k
k=1
Cette série est appelée le développement décimal de x.
Pour obtenir ce développement, on définit d’abord

d
dl—max{dENozlogx},
ou Ng = N U {0}. L’entier d; > 0 est bien défini en vertu de la propriété
d’Archiméde qui garantit que le nombre d’entiers d > 0 satisfaisant d < 10z
est fini. De plus, on a d; € D, car sinon d;/10 > 10/10 = 1 > x, ce qui est
une contradiction. Supposons maintenant

dq di_1 d
= P — .. _— _— < D
d; max{d € Ny 10 + o+ 101 + 0 S zpyeD,

pour [ < k € N, et définissons
dy dy, d
dk+1=maX{d€N0210+“'+1Ok+10k+lS:C}.

L’entier di41 > 0 est bien défini en vertu de la propriété d’Archimede pour
la méme raison que précédemment. De plus, dx41 € D, car sinon

dy dip  dpt1 _ dy dp +1
>0 4.y R >0 .
TZ 0T Tk T 10R < 10 T

ce qui entre en contradiction avec la définition de d. Selon le principe d’in-
duction, la somme partielle

" d
o k
Sn = Z 10*%
k=1
est bien définie pour tout n € N. Or, on a s, — x par le théoréme des

gendarmes, puisque

dn—l—l"‘1

Cela confirme le développement décimal pour x € [0,1).
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D’autre part, pour tout = € [1,400), on définit
N=max{neN:10""' < |z} €N,
qui est bien défini du fait que 10"~ — 400, et qui est tel que
10V <2 < 107,

Puisque

0 <1,

i i
<10 108

il existe une suite {dy} avec dy € D, pour tout k € N, qui satisfait

x:mN.i:mN.iﬂ:i dk
10V £ 10F £ 105N

On écrit aussi
CL‘:dl...dN,dN+1dN+2....

Enfin, pour tout z € (—00,0), le développement décimal est donné par celui
de |z| en utilisant l'identité z = — |z|.
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4.1 Limite d’une fonction numeérique

Soit une fonction numérique
fi(a,b) =R,

qui associe f(x) € R & tout = € (a,b), pour —oo < a < b < +oo. Cette
fonction posséde une limite finte L € R en un point fint xo € [a,b] N R si

Ve > 0,30 > 0,|f(z) — L| < e dés que |x — x¢| < 0,

et (a) x < xo dans le cas d’'une limite unilatérale a gauche, et alors on
note

L = Ly(xo) = f(zy) = lim f(z), ou f(xz) — L lorsque x — x;
=T

ou (b) x > z¢ dans le cas d'une limite unilatérale a droite, et alors on
note

L = Lq(x0) = f(z§) = lim+ f(x), ou f(x) — L lorsque x — x7;
I—)xo

ou (¢) x # zo dans le cas d’'une limite bilatérale, et alors on note

L = L(zg) = ILm f(x), ou f(x) = L lorsque = — x.
T—T0

La limite & gauche n’est pas définie en x¢y = a, et la limite & droite n’est pas
définie en 9 = b. En un point infini xg = 400 (—oo, respectivement), la
condition |z — xg| < 0 pour un certain § > 0 est remplacée par

x> A (< —A, respectivement), pour un certain A > 0.

Pour une limite infinie L = +oo (—oo, respectivement), la condition
|f(z) — L| < e pour tout € > 0 est remplacée par

f(x) > M (< —M, respectivement), pour tout M > 0.
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Dans tous les cas, il est sous-entendu que z € (a,b) et que § ou A est un
nombre réel strictement positif qui dépend généralement de zq et e.

Les deux propositions suivantes donnent des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour l'existence de la limite d'une fonction numeérique en un point.

Proposition 1 : Une fonction f : (a,b) — R posséde une limite bilatérale
L(zp) en un point fini xo € (a,b) si et seulement si elle posséde des limites
unilatérales & gauche et a droite en zg € (a,b) qui sont égales, c’est-a-dire,
Lg(wo) = Ld(l‘o) = L(.CUU)

Démonstration : La nécessité est évidente, car si la condition est vérifiée
pour tout x # xg, alors elle est vérifiée pour tout x < xg et pour tout x > xo.
Pour démontrer la suffisance, il suffit de prendre pour valeur du § dans la
condition d’existence de L(zp) le minimum des valeurs du § dans les condi-
tions d’existence de Ly (zo) et Lg(xo).

Proposition 2 : Une fonction f : (a,b) — R posséde une limite L en
zo € [a,b] dans l'un des sens (a), (b) ou (c) ci-dessus si et seulement si

f(zn) — L dés que z, — xo,

pour toute suite numérique {x,} qui satisfait les conditions correspondantes
(a), (b) ou (c) ci-dessus. Les limites de fonctions possedent donc les mémes
propriétés que les limites de suites numeériques.

Démonstration dans le cas L € R et zy € (a,b) : Pour la nécessité, il
suffit de remarquer que, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

|f(xzn) — L| < € dés que |z, — xo| <.
D’autre part, il existe N € N tel que
|zn, — 20| < dés que n > N,

ce qui termine la démonstration. Pour la suffisance, on suppose au contraire
qu’il existe € > 0 tel que, pour tout n € N, il existe z,, € (a,b) qui satisfait

1
0<|xn—x0|<get |f(zn) — L| > e
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On a alors x,, = xo, mais f(z,) - L, ce qui est une contradiction.

Corollaire : Si les fonctions f,g : (a,b) — R admettent des limites L et M
en xo € [a,b] dans I'un des sens (a), (b) ou (c) ci-dessus, alors f+g¢, f-g et
f/g admettent les limites L + M,L - M et L/M (si M # 0) dans le méme
sens, & la condition que ces limites soient déterminées.

Démonstration : Les conclusions découlent directement de la proposition
2 et des opérations sur les limites de suites numériques.

Exemples

(1) (fonction partie entiére) La fonction f(z) = |x| pour tout x € R
est telle que f(nT) =net f(n~) =n — 1, pour tout n € Z.

(2) (fonction indicatrice des entiers relatifs) La fonction définie par

() 1 sixeZ,
€Tr) =
g 0 sizé¢Z,

pour tout = € R, satisfait 1z(n*) = 1z(n~) = 0, mais 1z(n) = 1, pour
tout n € Z.

(3) (fonction indicatrice des nombres rationnels) La fonction définie
par

)1 sizeQq,
1Q(UU)_{O six ¢ Q,

pour tout z € R, est telle que 1g(z™) et 1g(z~) nexistent pas, pour
tout x € R. En effet, il v a des nombres qui appartiennent a Q et
des nombres qui appartiennent & Q¢ dans tout intervalle non vide de
nombres réels.
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(4) (fonction signe) La fonction définie par

1 sixz >0,
sgn(z) =<0 siz=0,
-1 six<O,

est telle que sgn(0~) = —1 et sgn(0") = 1, mais sgn(0) = 0.
(5) (fonction inverse) On considére la fonction
1
f(z) ==, pour tout & € (—00,0) U (0, +00) .
x

On a
lim f(z) = +oo,

z—0t

car pour tout M > 0,

1 1
— > M dé O<zr<—.
. és que T < o7
D’un autre coté, on a
lim f(z)=0,

T—+00

car pour tout € > 0,

1

1 1
=—<edésquex>—->0.
x x €

De facon analogue, on montre que

Jim f(z) =—ocoet lim f(z)

(6) (cosinus de la fonction inverse) Soit

~ Jcos (%) six # 0,
ﬂ@_{o siz=0,

pour tout z € R. La limite en x = 0 n’existe pas. En effet, pour n € N,

on a

1
Ton = 5 0 et f(xon) =cos(2nm) =1 — 1,
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mais

1
Toptl = m — 0 et f(zont1) =cos((2n+ 1)7) = -1 — —1.
Donc la limite & droite en « = 0, et a fortiori la limite bilatérale,

n’existe pas. En revanche, la fonction g(z) = x- f(z), pour tout = € R,
posséde une limite bilatérale égale & 0 en x = 0. En effet, pour tout

€ >0,
1
9ol =lol-|cos (1) < el <

dés que 0 < |z| < e.

4.2 Fonctions continues

Soit une fonction numérique
f:1—-R,

ou I C R est un intervalle. La fonction est continue & gauche en un point
a€lsi

lim f(z) = f(a).

T—a

De méme, le fonction est continue 4 droite en un point a € I si

lim f(z) = f(a).

z—a™t

Enfin, la fonction f est continue en un point a € I si
lim f(z) = /(a).

La fonction est dite continue si elle est continue en tout point a € I.
Puisque |f(z) — f(a)| = 0 lorsque z = a, la fonction f est continue a
gauche, continue & droite ou simplement continue, respectivement, si

Ve > 0,36 > 0,|f(x) — f(a)] < edés que |x —al <,

eta>x€l,a<xzelouxcel,respectivement. Comme dans la section
précédente, une condition nécessaire et suffisante est

f(xzn) — f(a) dés que x,, — a,

pour toute suite numérique {x,} satisfaisant a > z, € I, a < z, € I ou
x, € I, respectivement, pour tout n € N.
Les fonctions continues satisfont les régles suivantes.
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(a) (opérations sur les fonctions continues) Soient
fg: 1R

deux fonctions continues en a € I, ou I est un intervalle de R. Alors,
les fonctions f+ g, f-get f/g (si g(a) # 0) sont continues en a € I.

Démonstration : Les conclusions découlent directement des opéra-
tions correspondantes sur les limites de suites numériques.

(b) (composition de fonctions continues) Soient
f:I—=J
une fonction continue en a € I, et
g:J—R

une fonction continue en f(a) € J, ot I et J sont des intervalles de R.
Alors, la composition
gof:I—R

est une fonction continue en a € I.

Démonstration : Soit {z,} une suite dans I telle que z,, — a € I.
Alors, {f(zy)} est une suite dans J telle que f(x,) — f(a) € J, par
la continuité de f en a. La continuité de g en f(a) permet finalement
de conclure que g(f(x,)) — g(f(a)) € R, ce qui garantit la continuité
de go f en a.

Exemples

(1) (fonction valeur absolue) La fonction f(z) = |z| pour tout z € R
est continue, car

] = [yl < |z —yl,

pour tous z,y € R. En effet, 'inégalité du triangle garantit que

lz| = |z —y+y| < |z —y[+yl,
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et aussi par symétrie que
yl <y — [+ [z = |z —y| + [2],

d’ou
—|r —y| < x| =yl < |z -yl

(2) (polyndmes d’un nombre réel) Soient

l
Q) =) bja’ |
§=0

pour tout x € R, ou a;,b; € R, pour 0 < i < ket 0 < 5 < [
Ces deux polyndémes sont continus. En effet, une fonction constante,
f(x) = ¢ € R, et la fonction identité, f(x) = z, sont évidemment
continues, et donc aussi f(z) = z -z = 22 et f(z) = 2", pour tout
n € N par induction. Il en est de méme pour toute somme de produits
de telles fonctions. De plus, le quotient P(x)/Q(z) est continu en tout
point x € R tel que Q(x) # 0. Il en est alors de méme de |P(x)/Q(z)],
qui est la composition de la fonction précédente avec la valeur abolue.

(3) (fonction racine carrée) La racine carrée d’un nombre réel x > 0 est
un nombre réel \/z > 0 tel que /x - /z = z. Soit 0 < x,, — = > 0. On
a alors

Tp — T |z, — x|

Vet VE| S e

La continuité de /x en x découle alors du théoréme des gendarmes.

— 0.

0§Ww?—¢£!=\

4.3 Propriété des valeurs intermédiaires
Soit une fonction continue
f:la, b CR = R,

ou —o00 < a < b < +o0, qui est telle que f(a) < f(b). Alors, pour tout
y € (f(a), f(b)), il existe ¢ € (a,b) tel que f(c) =y.
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Démonstration : On pose
E={x€lab]: f(z) <y},

qui est un sous-ensemble non vide, car il contient a, et majoré par b par
définition. On définit
c=supF € [a,].

Pour tout n € N, il existe z,, € E tel que
c—— <z, <c
n

Le théoréme des gendarmes garantit alors que x,, — ¢, et la continuité de f
en ¢ que

fle) = lim f(zn) <y < f(b),

n—-+00

ce qui assure en particulier que ¢ < b. Supposons que f(c) < y. Toujours par
la continuité de f en c, il existe x € (¢, b) tel que

f(x) < fle)+y—flc) =y,

ce qui est une contradiction avec la définition de c. Donc, f(c) =y > f(a),
ce qui implique en particulier que ¢ > a.

Exemples

(1) (existence d’une racine entiére et d’une puissance rationnelle)
Pour tout nombre réel a > 0 et tout entier n > 2, il existe un nombre
réel /a > 0 tel que ({/a)™ = a. En effet, la fonction f(z) = 2", pour
tout x € R, est continue, car elle est le produit n fois de la fonction
identité, g(x) = =z, qui est continue. En particulier, elle est continue
sur Uintervalle [0, a + 1]. Or,

fO)=0<a<a+1l<(a+1)"= fla+1).

Par la propriété des valeurs intermédiaires, il existe y € (0,a + 1) tel
que f(y) = y™ = a. On pose {/a = y. Pour tout entier m > 1, on a

alors
m m
(Va)" =y™,
L definit 1 ) ) e o . _
ce qui définit la puissance rationnelle a” et son inverse a
r=m/n.

" pour
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(2) (existence d’un zéro d’un polynéme de degré impair) Soit un po-
lyndéme de degré n > 1 défini par

P(z) = Zn: a;x’,
=0

pour tout z € R, o1 a; € R, pour 0 < ¢ < n, et a, > 0. Si n est impair,
alors il existe ¢ € R tel que P(c) = 0. En effet, P est une fonction
continue sur R, car une somme de produits de fonctions continues. De
plus, il existe a,b € R tels que

P(a) <0< P(b).

Pour s’en convaincre, écrivons d’abord

Gn—1 (n—2 ai ap
P)=a" (an+ 2 4 22 4y S )
Puisque n est impair, on a alors
k . k ap—1 Ap—2 al ago
P(2 ) = 2" (an‘f‘T‘i‘QTk‘i‘"'"Fm—FW) — +00,
k o k An—1 Ap—2 aj ap
P2 = =2 (o= S+ Gt o+ e — )

lorsque k — 4-00. La propriété des valeurs intermédiaires permet alors
de conclure.

4.4 Propriété des bornes atteintes

Soit une fonction continue
filab] =R,
ou —00 < a < b < +oo. Alors, il existe ¢,d € [a, b] tels que

fle) = m=inf{f(z):x€la,b]},
f(d) = M =sup{f(z):z¢cla,b]}.

Démonstration : On montre d’abord que M < +o0. Sinon, pour tout
n € N, il existe x,, € [a,b] tel que f(zy,) > n. La suite {x,} étant bornée, la



4 Limite et continuité d’une fonction numérique 63

propriété de Bolzano-Weierstrass garantit ’existence d’une sous-suite {x,, }
telle que
Tn, — 2 € R.

En fait, x € [a, b] par le théoréme des gendarmes, car a < x,, < b, pour tout
k € N. La continuité de f au point x implique alors que

f(zn,) = f(z) € R.
Or, ceci entre en contradiction avec
f(xn,) > nk — +o0.

Donc, M € R. Dans ce cas, pour tout n € N, il existe z,, € [a, ] tel que
1

La propriété de Bolzano-Weierstrass, le théoréme des gendarmes et la conti-
nuité de f garantissent alors l’existence d’une sous-suite {z,, } telle que

T, — d € [a,b]

et
f(zn,) — f(d) € R.
Mais on a

1
M= = < f(zn,) < M,
ng

pour tout k& € N. Le théoréme des gendarmes implique alors que f(d) = M.
La démonstration de l'existence de ¢ € [a, b] tel que f(c) = m est analogue.

Corollaire : Sous les conditions ci-dessus, on a
f([a,0]) ={f(z) : 2 € [a, 0]} = [m, M] C R,

ce qui signifie que 'image de f est un intervalle borné et fermé, donc compact.

Démonstration : Par la définition de m et M, on a
m < fz) < M,

pour tout z € [a,b]. Si m = M, alors la fonction f est constante, et son
image se réduit & un point unique. Supposons que

m= f(e) < f(d) = M,
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avec a < ¢ < d < b (sinon, il suffit de considérer la fonction —f qui atteint
sa borne inférieure —M au point d et sa borne supérieure —m au point
¢). La fonction f étant continue sur 'intervalle [, d], la propriété des valeurs
intermédiaires garantit que, pour tout y € (m, M), il existe z € (¢,d) C [a, b]
tel que f(z) =y.

4.5 Fonctions uniformément continues

Soit une fonction continue
f:I=1ab] =R,

ol —0 < a < b < 4oo. Alors, f est uniformément continue sur I,
c’est-a-dire,

Ve > 0,36 > 0,|f(x) — f(y)| <€, Va,y € I dés que |z —y| < 0.

Ici, la valeur de 6 ne dépend pas de x,y € 1.

Démonstration : Supposons que la fonction f ne soit pas uniformément
continue sur [a,b]. Alors, on peut trouver € > 0 tel que pour tout n € N, il
existe X, yn € [a, b] tels que

o =l < et |f(ea) = Flun)] = e

Par la propriété de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite {z,, } telle
que

Ty, = T € [a,b].
Puisque

1 1
xnk_n*kéynk ank_‘_nika

pour tout k € N, on a aussi
Yn, — T € [a,b],

par le théoréme des gendarmes. La fonction f étant continue au point x, on
a alors

f(@n,) = f(yn,) = f(@) — f(z) = 0.

Mais ceci entre en contradiction avec le fait que

[ (@) = f(yni )| = € >0,
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65
pour tout k € N.

Exemples

(1) (fonction carré) La fonction f(x)

= 22 est continue en tout point
x € R, donc uniformément continue sur tout intervalle I = [a,b] C R.

Cependant, elle n’est pas uniformément continue sur I = (—o0, +00).
En effet, pour tout & > 0, les nombres réels

11
_571/_5 27

satisfont | — y| = §/2 < 4. Cependant, on a
[f@) = fWl = 1 =y’ =l@-y) @+l =lz—y| |z +y
B 5.<2 5> )

2
- S
26

X

5 (573

(2) (fonction inverse) La fonction f(x) =

1/z est continue pour tout
nombre réel x > 0, donc uniformément continue sur tout intervalle
Y

I = [a,b] C (0,1]. Elle n’est cependant pas uniformément continue sur
I = (0,1]. En effet, les nombres réels

1
7| =
vV
—

dés que 0 < 9 < 1.
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4.6 Fonction réciproque

Soit une fonction continue
f:la,b] = [m, M],
ol —oo < a<b<+oo et

m = inf{f(z):z € [a,b]},
M = sw{f(@):zeab}

La fonction f est alors surjective, car pour tout y € [m, M], il existe x €
[a, b] tel que f(z) = y. Cela est une conséquence directe des propriétés des
bornes atteintes et des valeurs intermédiaires. La fonction f est bijective si
elle est en plus injective, c’est-a-dire si f(x1) = f(x2) seulement lorsque
1 = x9 € [a,b]. La fonction f posséde alors une fonction réciproque

f71 im, M) = [a, 1],
qui est telle que

FHf(@) ==,

pour tout x € [a,b]. La fonction réciproque est unique, car pour tout y €
[m, M], il existe un et un seul x € [a, b] satisfaisant f(x) = y et alors x =

).
La fonction f est strictement monotome sielle est strictement crois-
sante, c’est-a-dire,
f(x1) < f(x2) si w1 < a9,

avec égalité si et seulement si 1 = x9, ou strictement décroissante, c’est-
a-dire,
f(z1) > f(w2) si z1 < 2o,

avec égalité si et seulement si x1 = xo.

Proposition : Une fonction continue et surjective
f i la,b] — [m, M],

ol —oo < a < b < 400, est injective si et seulement si elle est strictement
monotone. Dans ce cas, la fonction réciproque

7t m, M] - [a,b],
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est également continue et strictement monotone.

Démonstration : La suffisance est évidente, car pour tous x1,x3 € [a, b] tels
que x1 # x2, disons x1 < x2, on a alors ou bien f(x1) < f(x2) si f est stric-
tement croissante, ou bien f(x1) > f(x2) si f est strictement décroissante.
Dans les deux cas, on a f(x1) # f(x2). Pour la nécessité, considérons le cas
ou f(a) < f(b) (le cas de I'inégalité inverse étant analogue et le cas d’égalité
étant exclu par linjectivité de f). Soit z1 € (a,b). Alors, f(z1) # f(b), car
x1 # b. En fait, f(z1) < f(b), car sinon f(a) < f(b) < f(x1) et alors, par la
propriété des valeurs intermédiaires, il existe xg € (a,x1), donc xg # b, tel
que f(zo) = f(b), ce qui est une contradiction avec l'injectivité de f. Pour
des raisons analogues, f(z1) > f(a). On a donc

fla) < f(z1) < f(b).

On montre de la méme facon que si 1 < x9 < b, alors

flar) < f(z2) < f(b).

Sous les conditions a < z1 < 3 < b, on a donc

fla) < flar) < f(z2) < f(b),

ce qui signifie que f est strictement croissante. La fonction réciproque f=!
est alors strictement croissante. En effet, si m < y; < y9 < M, alors il existe
x1,To € [a,b] tels que

m <y = f(z1) < f(z2) =y2 < M,

d’ou
a<a=f""y)<f(y2) =22 <0

Il reste & montrer que f~! est continue en tout point yg € [m, M], ot m =
Fla) et M = f(b).
Soit {y,} une suite dans [m, M] telle que y, — yo € [m, M]. On définit
Ty, = f1(yn), pour tout n € N. Soit une sous-suite {x,, } telle que
Tn,y, — Z0-

La fonction f étant continue en xg, on a

Yny = f(xnk) - f(l'o)
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Donc, f(zo) = yo, c’est-a-dire, g = f~1(yo). La limite étant unique, on a
nécessairement
M yn) = 0 = 20 = ' (30),

d’ott la continuité de f~1 en yo.

Exemple (unicité et continuité d’une racine entiére et d’une puis-
sance rationnelle)

La fonction /y, pour tout nombre réel y > 0, pour n € N fixé, est la
réciproque de la fonction f(z) = 2™, qui est continue et strictement croissante
sur tout intervalle de forme [a, b] C (0, +00). En particulier, cette fonction est
unique. De plus, elle est continue et strictement croissante sur tout intervalle
de forme [a",b"] C (0,400). Il en est de méme pour la puissance rationnelle

y = ()",

ou r = m/n pour m,n € N, qui est la composition de deux fonctions conti-
nues strictement croissantes pour tout nombre réel y > 0. Son inverse y~"
est aussi continue, mais strictement décroisssante.
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5.1 Fonctions dérivables

Une fonction

Fi(a,b) >R

est dérivable en un point xg € (a,b) si

. r)— f(x d
lim f(@) = f(zo) = —f(xo) = f'(x9) € R.
T—T0 r — X0 dx
Cette limite est appelée la dérivée de f en xg. Cette limite existe si et
seulement si les limites & gauche et a droite, définies par

Jim IO =T00) o),
lim+ f(xx) : f (o) = ffz(l’o),
T Zo

appelées les dérivées a gauche et a droite de f en x(, respectivement,
vérifient

fo(xo) = fa(xo) € R.

Finalement, la fonction f est dérivable si elle posséde une dérivée en tout
point g € (a,b).
Si f est dérivable en x, alors la fonction h définie par

f(x) = f(zo) = (z — o) (f'(z0) + h(z)),
pour tout z € (a,b), est telle que

lim h(xz)=0.

T—rT0

Cela donne I'approximation affine

f@) = f(xo) + (z = z0) f'(x0),
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pour x assez prés de xg. En fait, la droite

y = f(xo) + (x — o) f' (o)

de pente f'(xg) est tangente a la courbe y = f(x) au point x = z.

Exemples

(1) (fonction valeur absolue) La fonction f(z) = |z|, pour tout = € R,
satisfait

f(x)—f(a):{l siz>0,x#a>0,

T —a -1 siz<0,z#a<0.

On a donc f'(a) =1, si a > 0, mais f'(a) = —1 si a < 0. De plus, on a
f4(0) =1# —1 = f7(0). La fonction f n’est donc pas dérivable en 0.

(2) (fonction puissance entiére positive d’un nombre réel) La fonc-
tion f(x) = 2™, pour tout € R et pour n € N fixé, est dérivable et sa
dérivée est donnée par f’(a) = na"!, pour tout a € R. En effet,
fl@) = f(a) _(z—a)@" ' +2"%a+ - +za"?+a"") -1

= —na" 7,
r—a r—a

lorsque x — a.

(3) (fonction puissance entiére négative d’un nombre réel) La fonc-

tion
™" sixz#0,
f(x)_{o siz=0,

pour n € N fixé, est dérivable en tout point a # 0, ou

f'(a) = —na™"" L,
En effet, on a
f®) = fla) _ a"—a"
r—a -~ ana(z — a)
- zma”
n—1
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lorsque z — a # 0. En revanche, on a

+oo lorsque x — 0T,

0 = g1 — \ Too lorsque x — 07 et n est impair,
x — x

—oo  lorsque x — 0 et n est pair.
La fonction f n’est donc pas dérivable en 0.

(4) (fonction racine carrée) La fonction f(x) = \/x est dérivable en tout
point a > 0. En effet, on a

EE =y R a0 v

T Vriva e

lorsque x — a > 0, en utilisant la continuité de la racine carrée en a.

Proposition 1 (continuité d’une fonction dérivable) : Une fonction
f:(a,b) > R

qui est dérivable en xg € (a,b) est continue en xg.

Démonstration : En utilisant les opérations sur les limites de fonctions
(qui reproduisent les opérations sur les suites numériques), on a

F(@) = F@) - flao) + flwo) = TETI@) 4 )

Tr — X
= f'(w0) - 0+ f(z0) = f(wo),

lorsque * — xg.

Proposition 2 (opérations sur les fonctions dérivables) : Soient f, g :
(a,b) — R deux fonctions dérivables en xo € (a,b). Alors les fonctions f+ g,
f-get f/g (sig(xp) #0) sont dérivables en x( avec dérivées données par

(f+9)(x0) = f'(z0)+ 4 (x0),
(f - 9)(x0) = f'(w0)-g(xo) + f(z0) - ¢ (o),
(f)’ vy = (@0 g(0) = flav) @)
9
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En particulier, (¢f) (xo) = ¢f’(x0), pour tout ¢ € R.

Démonstration : Les conclusions découlent des opérations sur les limites
de fonctions et des propriétés des fonctions dérivables en un point, donc
continues en ce point, & partir des équations suivantes :

(f(x) +9(x)) = (f(z0) + 9(x0)) _ f(=) = f(z0) | g(x) — g(z0)

T — X0 Tr — X T — X

)

[(@)g(@) — flao)glzs) _ (f(w> - f(wo)> o)+ Flon) (g(x) - g(:co)) |

Tr — X Tr — X T — X0

et finalement

gt | _ @) — fao)ele)
T — T (z —z0)g(x)g(z0)
_ (f(x) - f($0)> ~_9(@o)
T — T g(w)g(zo)
<g(9:) - g(xo)> 9(zo)
) g(z)g(wo)

Proposition 3 (dérivation en chaine) : Si f : (a,b) — (C, D) est une
fonction dérivable en z € (a,b) et g : (C, D) — R est une fonction dérivable
en f(zg) € (C, D), alors la fonction composée g o f est dérivable en z( avec
dérivée donnée par

(g0 f)(z0) = g'(f(z0)) - f' (o).
Dans la notation de Leibnitz, y = f(x), z = g(y) et

d: _d= dy
de dy dz’

Démonstration : On a

f(@) = f(xo) = (x — 20)(f(w0) + h(x)),
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. h(z) — 0 lorsque = — xq,
ainsi que
9(f(x)) = g(f(w0)) = (f(x) = f(0))(g'(f (w0)) + H(f(2))),

H(f(z)) — 0lorsque f(x) — f(xo),

ce qui est le cas lorsque x — xg par la continuité de f en xg. La conclusion
découle alors des opérations sur les limites de fonctions & partir de I’équation
suivante :

9(f(x)) = g(f(x0))

T — X0

= (f'(w0) + h(2)) - (¢'(f(z0)) + H(f(2)))-

Proposition 4 (dérivation de la fonction réciproque) : Soit une fonc-
tion continue et bijective

fila,)) CR— [m, M]CR
qui est dérivable en zg € (a,b). Alors la fonction réciproque
ft:[m M CR—[a,b) CR

est dérivable en yo = f(x0) si et seulement si f'(xo) # 0, et alors

1
—1y/ _
(Y ) =
Dans la notation de Leibniz, y = f(x), z = f~1(y) et
dr_ 1
dy &

Démonstration : Le résultat découle de I'identité

') =) 1
Y — Yo - f(l’)_f(l’()) ’

T—x0
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pour y = f(z) et yo = f(x0), et du fait que

= f"y) = £ (y) = o,

lorsque y — 1o, par la continuité de f~! en yp.

Exemples

(1) (dérivée d’une racine entiére et d’une puissance rationnelle) La
fonction y = y'/™, pour tout nombre réel y > 0 et pour n € N
fixé, est la réciproque de la fonction f(z) = 2z, qui est continue et
bijective sur tout intervalle [a,b] C (0,+00), et dont la dérivée en
z=y'/" € (0, +00) est donnée par f'(z) = nz""'. On a donc

dy'/™) 1

E.

1
dy — na"l n

La dérivation en chaine permet alors d’obtenir la dérivée de la puissance
. m N .

rationnelle y" = (W) , o ¥ = m/n pour m,n € N, qui est la

composition de la puissance m-iéme et de la racine n-iéme. On a alors

d(y™/™)

1
dy n

m_
n

m
n

La formule pour la dérivée de la fonction inverse donne dans ce cas

dy™™) _ eyt m ey
d = — Qﬂ _——y n s
Y yn n

comme dérivée de y~", ot r = m/n pour m,n € N. Donc, on a

d(yT) _ r—1
dy =Ty

pour tout nombre réel y > 0, pour tout r € Q.

(2) (dérivée des fonctions sinus et cosinus) Pour a € R fixé et pour
tout x € R, on a

cos(a — x) = cos(a) cos(x) + sin(a) sin(z),
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ce qui correspond au produit scalaire du vecteur (cos(a),sin(a)) avec
le vecteur (cos(x),sin(z)). On a alors

cos(a — x) — cos(a) _cos(x) — cos(0) sin(z) — sin(0)

x—0 ’

= —cos(a)

a—Tr—a x—0

—sin(a)
d’ot, en faisant x — 0,
cos'(a) = — cos(a) cos’(0) — sin(a) sin’(0),

a la condition que les fonctions sin et cos soient dérivables en 0. Or, en
comparant 'aire du secteur circulaire d’angle 0 < x < 7/2 a 'aire du
triangle isocéle correspondant et & l'aire du triangle rectangle de base
1 correspondant, on obtient les inégalités

1-sin(z) =z sin(x)
i A i
2 2t 7 2cos(x)
c’est-a-dire,

cos(z) < sin(x)

<1
T

De plus, ces derniéres inégalités sont valides aussi pour —7/2 < x < 0,
car toutes les expressions restent inchangées lorsque x est remplacée
par —x. En particulier, ces inégalités impliquent que

|sin(z)| < |z| — 0,

cos(z) = 1/1 —sin?(x) — 1,

lorsque x — 0, ce qui signifie que les fonction sin et cos sont continues
en 0. En vertu du théoréme des gendarmes, on a donc

sin(z) —sin(0) _ sin(@) 4 _ o

X

lorsque x — 0. D’autre part,

cos(z) —cos(0)  cos(z) —1 cos(z)+1
x N x cos(z) + 1
sin(z)  sin(x)
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lorsque x — 0. On conclut que
cos’(a) = —sin(a).

La régle de dérivation en chaine appliquée a

sin(y) = — cos <y + g)

donne alors -
sin’(a) = sin (a + 5) = cos(a).

En particulier, les fonction sin et cos sont continues en tout point a € R.

5.2 Théoréme des accroissements finis

Soit
fila, 0] = R
une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur (a, b). Alors, il existe ¢ € (a, b)
tel que
iy f(0) = f(a)
f (C) - b —a :

Dans le cas ou f(a) = f(b), le résultat est appelé le théoréme de Rolle.

Démonstration : On définit

f(0) — f(a)

Fla) = () - fa) - T2 =2

’ (‘T - CL),
qui est une fonction continue sur [a,b] avec F'(a) = F(b) = 0, et dérivable

sur (a,b) avec

F/(:E) _ f’(x) - f(bl)) : i(a).

Par la propriété des bornes atteintes, il existe ¢, d € [a, b] tels que

F(¢) = m=inf{F(z):z € [a,b]},
F(d) = M=sup{F(z):x € [a,b]}.

Si M =m =0, alors F(x) = 0, pour tout = € [a,b], et F'(x) =0, pour tout
x € (a,b). Si M # m, alors M # 0 ou m # 0. Considérons le cas o M # 0.
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Alors, d € (a,b) et F(z) < F(d), pour tout z € [a,b]. On a donc

, . F(z) - F(d)
= 10 —_— >
Fg(d) mgd* r—d 20,
. F(x) - F(d)
F'(d) = lim <0
al ) mid* x—d B

Puisque F est dérivable en d, on a F'd) = F (d) = Fj(d) = 0.

Corollaire 1 (théoréme des accroissements finis généralisé) : Soient
f,g:a,b] = R

des fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur (a,b) avec ¢'(z) # 0 pour
tout x € (a,b). Alors, il existe ¢ € (a,b) tel que

f'(e) _ f(b) = f(a)

g'(c)  g(b) —gla)’

Ce résultat est aussi appelé le théoréme de la moyenne de Cauchy.

Démonstration : On définit la fonction

f(0) — f(a)
9(b) —g(a)
qui est continue sur [a,b] avec G(a) = G(b) = 0, et dérivable sur (a,b). Le

théoréme des accroissements finis garantit alors l'existence de ¢ € (a,b) tel
que

G(x) = f(x) = f(a) - ~(9(x) = g(a)),

G =G _ gy _ ey (FO-T@Y
0= B =0 =10 (=) 7

ce qui donne le résultat annoncé.

Corollaire 2 (conditions de monotonicité d’une fonction dérivable) :
Une fonction
fila,b] = R

continue sur [a,b] et dérivable sur (a,b), est croissante (décroissante) si et
seulement si f'(z) > 0 (< 0), pour tout = € (a,b). Elle est croissante stric-
tement (décroissante strictement) si f/(x) > 0 (< 0), pour tout x € (a,b).
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Démonstration : Par le théoréme des accroissements finis, si a < 1 <
x9 < b, alors il existe ¢ € (x1,x2) tel que

f(z2) — f(z1)

T2 — I

= (o).

La condition dans chaque cas est donc suffisante du fait que le signe de
Pexpression de gauche est le signe de la dérivée en c. D’autre part, si f est
croissante, alors on a nécessairement

f(x) = f(¢)

r —cC

0<

— fale) = f'(c),

pour a < ¢ < x < b, lorsque x — ¢, d’ou f'(c) > 0. L’inégalité est inversée
lorsque f est décroissante.

Exemple (condition de croissance d’un polyndéme cubique)

Soit le polynome
P(z) = 2 + az® + bz + ¢,
pour tout = € R, pour a,b,c € R. La dérivée en z est donnée par

Pl(z) =327 + 2z +b=3 (x—i—a_ ;M> : <x+a+ ;‘2_%> .
On a P'(x) > 0, pour tout x € R, si et seulement si a®> — 3b < 0. C’est la
condition nécessaire et suffisante pour que P(z) soit une fonction croissante
sur tout intervalle fermé borné, donc sur tout R. Si I'inégalité est stricte,
alors P(x) est en fait une fonction strictement croissante. C’est aussi le cas
si a®> — 3b = 0, car alors P'(x) > 0 avec égalité seulement si z = —a/3.
Par conséquent, P(z) est une fonction strictement croissante sur 'intervalle
(—o0, —a/3] et sur l'intervalle [—a/3,4+00). D’autre part, si

—00 < 1 < —a/3 < xy < +00,

alors on a

P(z1) < P(—a/3) < P(z2),

ce qui compléte la démonstration de I'affirmation.
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5.3 Reégle de ’Ho6pital

La régle de 'Hopital affirme que la limite du quotient de deux fonctions
qui tendent toutes deux vers 0 ou toutes deux vers Foo, qui est alors de
forme indéterminée, est la limite du quotient des dérivées de ces fonctions.

Lorsque les deux fonctions, représentées par f et g satisfont f(a) =
g(a) = 0 en un point a € R, ou elles sont dérivables et ¢’(a) # 0, on a
évidemment

fl@)  f@)—fla) xz—a f'a)

9@ " z-a gl@)-gla)  ga)

lorsque x — a.
Lorsque les deux fonctions ne sont pas dérivables en ¢ € R ou que
a = 400 ou —oo, la situation est plus délicate.

Proposition : Soient deux fonctions dérivables
frg:(a,b) = R,

ot —oo < a < b < 400, qui sont telles que ¢'(x) # 0, pour tout x € (a,b),
et qui satisfont
flat)=g(a™) =0 ou £ 0.

Alors, on a
lim ) =L € [-00,+],
z—at g l‘)
si ,
lim [z) _ L € [—o0,+].
z—at g’(a:)

On obtient le méme résultat si a™ est remplacé par b~.

Remarque. On peut répéter I’argument avec les dérivées des dérivées lorsque
la limite des quotients des dérivées est de forme indéterminée, et ainsi de
suite.

Démonstration : Par la définition et les propriétés de la limite, il suffit de
montrer que si

9(xn)

— 1 €[00, 4],
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lorsque x, — a™, alors [ = L.

(a) Forme 0/0 : Si a € R, alors on définit f(a) = g(a) = 0 de telle sorte que
f et g sont continues sur [a,z,], en plus d’étre dérivable sur (a,z,), pour
tout n € N. Par le théoréme des accroissements finis généralisé, il existe
cn € (a,zy,) tel que

flxn)  flan) = fla)  f(cn)

9(zn)  g(zn) —gla)  ¢(cn) — L € [—00, +0o0]

lorsque ax, — a™, et donc lorsque ¢, — at par le théoréme des gendarmes.
On conclut alors que [ = L. Si a = —o00, alors on considére sans perte de
généralité que b < 0 et on définit

F(y) = f(-=1/y),G(y) = 9(—1/y),
pour —1/y € (—o0,b), c’est-a-dire, y € (0, —1/b), ainsi que

F(0)= lim F(y)= lim f(z)=0,

y—>0+ T——00

G(0) = lim G(y) = lim g(z) =0.

y—>0+ T—>—00
Ces fonctions sont continues sur [0,y,] et dérivables sur (0, y,) pour

1 1
0 < Yn = —— < R
Tn b
pour tout n € N. Le théoréme des accroissements finis généralisé et la régle de
dérivation en chaine garantissent alors lexistence de d,, = —1/¢,, € (0,yn),
c’est-a-dire, ¢, = —1/d,, € (—00,x,), tel que

f(xn) _ Flyn) = F(0) _ F'(dn) _ f'(ca) - (1/d3) 0, 400
g(xn) G(yn) - G(O) - G/(dn) o g’(cn) . (1/d%) — Le [ , + } s

lorsque x,, — —o0, et donc lorsque ¢, — —oo. On conclut encore que [ = L.
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(b) Forme 400/ + oo : Par la définition de limite, il existe une suite
{21} C (a,b) telle que 2z, — a™ et

dés que a < ¢ < z, pour tout k € N fixé. D’autre part, si x, — a™, alors
il existe N (k) € N tel que a < z,, < 2, dés que n > N (k). Par le théoréme
des accroissements finis généralisé, il existe alors ¢, i € (zn, 2x) tel que

f(zr) = f(xn) _ f'(enk)

9(zk) = g(zn)  g'(cni)

)

c’est-a-dire,

Fe)  Fe) (0 g flean)
o(en) ~ glon) T <1 ) |

Lorsque n — 400, on a

fxn) f(zk) g(zx)
o) L Gan) alan)

)

d’ont ,
f (Cn,k) N
g,<cn,k)

On conclut donc que

1
>k, si L =400,
I < -k, si L =—o0,

et ce pour tout k € N fixé. Cela signifie que [ = L.

5.4 Formule de Taylor

Soit
f=19:(ab) >R,
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une fonction dérivable jusqu’a l'ordre n + 1, c’est-a-dire dérivable n + 1 fois,
avec

df
W(p) =2~
comme dérivée premiére (c’est-a-dire d’ordre 1),
df)
@(p)= 2L~
@) =T @),

comme dérivée seconde (c’est-a-dire d’ordre 2), jusqu’a

B df )

fo @) = == (@),

comme dérivée (n + 1)-iéme (c’est-a-dire d’ordre n + 1), pour un entier

n > 1. Alors le développement limité de Taylor d’ordre n de la fonction
f en zg € (a,b) avec reste de Lagrange R,, est donné par

n )y
1) =3 T a4 ),
k=0

pour tout z € (a,b), ou

F0(e)
(n+1)!

n+1

R () = (z —20)"",

pour un certain nombre réel ¢ compris strictement entre xg et x.

Démonstration : Considérons zg < x et posons

k
Gy = (-t

" fk)
rey = Y0
k=0

pour tout ¢t € [zg,z]. On a alors F(z) = f(z), G(z) = 0 et G(zg) =
(x — 20)" 1. De plus, les hypothéses du théoréme des accroissements finis
géneéralisé étant vérifices, il existe ¢ € (zg, z) tel que
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ou
/ - f(kH)(C) k = f(k)(c) k—1
Pl = oot - e o
(n+1)
Y L CTR
alors que

G'(c)=—(n+1)(x—o)".

Par conséquent, on obtient que

Fonction petit ordre

Le reste R, (z) est une fonction petit ordre de (z — xo)", et on écrit
R () = o((x — x0)"), si
Ry (z)

0,
(x — o)™

lorsque x — xg, c’est-a-dire, lorsque (z — x¢)" — 0. Cela est le cas s'il existe
M € R tel que | f™*+V(c)| < M pour tout ¢ € (a,b), car alors

Ry (z)
(x — o)™

(n+1)
N ‘f(n+1()c!)‘ o — o] <

|z — x| =0,

(n+1)!

lorsque x — xg. Dans ce cas, le reste R, (z) est une fonction grand ordre
de (z — z0)"", et on écrit Ry(z) = O ((z — 20)"*?), car

M
(n+1)!

R, (x)
(x — mg)"

< < 400,

pour tout = € (a,b).

Fonction exponentielle

La fonction f qui satisfait
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fl(@) = f(x) >0,

pour tout z € R, est indéfiniment dérivable, car elle est dérivable de tout
ordre des entiers naturels. Par induction, on a en fait

f(@) = f(x),

pour tout € R, pour tout n € N. Avec la condition supplémentaire f(0) = 1,
le développement de Taylor d’ordre n de f en 0 est donné par

no_k
J@) =30
Pt k!

+ R, (x),

pour tout = € R, ol
f(c) 1
R,(z) = ———a"t!,
(@) (n+1)!

pour un certain nombre réel ¢ compris strictement entre 0 et z. La fonction f
étant continue, car dérivable, sur tout U'intervalle [— |z|, |z|], la propriété des
bornes atteintes garantit 'existence d'un nombre M € R tel que |f(c)| < M.
On a donc

M
(n+1)!

lorsque n — oco. Par conséquent, le développement en série de Taylor
de f en 0 est

|[Bn(2)] < " = 0,

pour tout z € R. Cela signifie que
f(z) = exp{z}.
En particulier,

"1
c=exp{l} =) o+ Ra(D),
k=0

ou
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pour ¢ € (0,1). Or, f(c) < f(1) = e < 3, car f est de dérivée strictement
positive, donc nécessairement croissante. Pour n = 8, et avec une erreur qui
satisfait les inégalités

3 _
0< Rg(l) < g <1077,

on obtient ainsi I’approximation e = 2, 71828 pour la constante d’Euler.
D’autre part, on peut montrer que e est un nombre irrationnel. Supposons
au contraire que e = p/q, pour p,q € N, et considérons n > max{4,q + 1}.

On a alors
B
' )
— k! n!

c’est-a-dire,

O<(n—1)!e—(n—1)!-<1+11!+21!_|_..._|_ 1 >:f<6> 3

< -.
(n—1)! n 4
Cela est une contradiction, puisque le terme au centre est nécessairement un
entier et il n’existe aucun entier strictement compris entre 0 et 1.

Fonction logarithme népérien

La fonction exponentielle étant continue et strictement croissante sur tout
intervalle, car de dérivée strictement positive, elle posséde une fonction réci-
proque, appelée logarithme népérien et représentée par In. Cette fonction
est définie par

exp{ln(y)} =y,

pour tout nombre réel y > 0, avec In(1) = 0 et In(e) = In(exp{1}) = 1. Elle
est continue et dérivable. De plus, en posant z = In(y), la dérivée est donnée

par
dy T Lopla}  expla) v

pour tout nombre réel y > 0.

Fonction puissance réelle

Pour tout nombre réel a > 0 et tout = € R, la puissance de a d’expo-
sant x est définie par

a” = exp{xIn(a)}.
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En particulier
e’ = exp{zIn(e)} = exp{z}.

Par la régle de dérivation en chaine, on a

d
%ax = g exp{zIn(a)} = za® !,
pour la dérivée par rapport & a > 0, et
d
d—am = In(a) - exp{zIn(a)} = In(a) - a*,
x

pour la dérivée par rapport & € R. On note que
In (a”) = In (exp{zIn(a)}) = zIn(a).
Finalement, on a
a\<ZT
(1 + 7> — e,
x
lorsque © — +o0o. En effet, la régle de I’'Hopital donne

lim xln(lﬁ—g) = lim M

T—+00 x r—r+00 1/56

= lim
z—r400 —1/x?

. axr
= lim
z—+00 a4 + T

=a.
On a alors
(1 + %)x = exp {xln (1 + %)} — exp{a},

par la continuité de la fonction exponentielle.

5.5 Extrema locaux

Une fonction
f:(a,b) > R

atteint un mazimum local en z( € (a,b) s'il existe § > 0 tel que

f(x) < f(xo) dés que |z — xo| < 4.

Dans le cas ou
f(x) > f(xo) dés que |z — x| < 0,

oz " (—35)

86
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il s’agit d’'un minimum local. Dans les deux cas, on a un extremum local.
Si I'égalité a lieu seulement lorsque © = xq, alors il s’agit d'un extremum
local strict. A noter que xq est un point de minimum local de f si et seule-
ment si zg est un point de maximum local de —f. D’autre part, zg est un
point critique de f si f est dérivable en zg et f'(z) = 0.

Proposition 1 : Si f : (a,b) — R est dérivable en un point de maximum
local zg € (a,b), alors 2 est un point critique.

Démonstration : On a

Mgodésquexo<x<xo+5a
T — o

Mzodésquewo—5<$<$0’
T — X

pour un certain 6 > 0, d’ou

0 < fylzo) = f'(20) = fa(xo) <0,

ce qui permet de conclure.

Proposition 2 : Soit f : (a,b) — R une fonction dérivable jusqu’a l'ordre
n+ 1 sur (a,b) telle que les n premiéres dérivées en xg € (a,b) sont nulles,
cest-a-dire, f1)(z9) = - = fW(x0) = 0, et que la dérivée d’ordre n+ 1 est
continue en zq et satisfait f(*T1)(zq) # 0. Alors z( est un point de maximum
local strict de f si n+ 1 est pair et f(**1)(2) < 0, par exemple, si n+1 = 2
et £ (z0) < 0.

Démonstration : Le développement limité de Taylor d’ordre n de f en xg

donne
(n+1) (¢
Fo) = flaw) + gy oo™

ol |¢ — x| < |& — xo|. Par continuité, il existe § > 0 tel que f"*+D(c) < 0
dés que |¢ — zg| < J. Pour |x — xg| < §, on a alors

f(n+1)(c)
(n+1)!

9

(z —20)" T <0,

f(x) = flxo) =
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avec égalité seulement si x = xg.

5.6 Fonctions convexes

Une fonction
f:(a,b) > R

est dite convexe si
fltzy + (1 —t)wg) <tf(zr) + (1 — 1) f(x2),

pour tous x1,z2 € (a,b) et pour tout ¢ € [0, 1]. Il suffit en fait de vérifier la
condition pour z1 < zg et t € (0, 1), l'inégalité étant trivialement satisfaite
dans les autres situations.

Lemme 1 : Une fonction f: (a,b) — R est convexe si et seulement si

f(z2) — f(z1) < f(w3) — f(l’Q)?

To — I - xr3 — X2

lorsque a < x1 < 29 < x3 < b.

Démonstration : L’inégalité énoncée est satisfaite si et seulement si

(z3 — 22)(f(22) — f(21)) < (22 — 21)(f(23) — f(22)),
c’est-a-dire,
(w3 — o+ w2 — 1) fwe < (w3 — x2) f(21) + (22 — 1) f(23).

Cette équation est équivalente a

o) < (222 o)+ (220 f(aa)

r3 — 1 r3 — I1
ou
xr3 — T2 T2 — I
To = T+ x3,
xr3 — I r3 — I
avec
$3—ZL‘2_1 .7}2—%‘16(01)
=1 — s .

T3 — 1 r3 — 1
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Lemme 2 : Si f: (a,b) — R est une fonction convexe, alors

f(z2) — f(21) < f(z3) — f(x1) < f(xs) — f(z2)

Tro — I r3 — I Tr3 — T2

)

lorsque a < x1 < 22 < x3 < b.

Démonstration : On a

T3 — I T3 — I T3 — T2 T3 — I T2 — X1

fas) — f(z1) _5E3—$2'f(903)—f($2)+$2—$1'f(902)—f(901)

Le lemme 1 permet alors d’obtenir les inégalités

f(z3) — f(z1)

< (F3mme  mama flas) — flza) _ flas) = flao)

xr3 — X “\xr3— a1 xr3 — X xr3 — T2 N €T3 — X2 ’
flas) = flan) <933—~’62 +$2—5L’1> flx2) = flz1) _ flz2) — f(21)
xr3 — X1 T \xr3— 1 xr3 — X To — I - To — I '

Proposition 1 : Si f : (a,b) — R est une fonction convexe, alors f est
continue.

Démonstration : Par les lemmes 1 et 2, on a

f(w2) — f(z1) < f(z3) — f(x2) < f(z4) — f(22)

To — X1 €T3 — X2 - T4 — T2

)

c’est-a-dire,

(wa—aa): (2T < )~ fla) < (o) (LT,

T2 —I Ty — T2

lorsque a < x1 < x93 < x3 < x4 < b. On obtient alors que f(z3) — f(x2) — 0,
cest-a-dire, f(z3) — f(x2), lorsque x3 — x5, ce qui confirme la continuité
a droite en tout point zo € (a,b). La continuité a gauche en tout point
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x3 € (a,b) est obtenue de la méme facon faisant zo — x5 .

Proposition 2 : Si f : (a,b) — R est une fonction dérivable, alors f est
convexe si et seulement si f’ est croissante.

Démonstration : Soit ¢ < 1 < 292 < x3 < x4 < b. Si la fonction f est
convexe, alors par le lemme 1, on a

f(x2) — f(x1) < f(z3) — f(x2) < fwg) — f($3)_

Ty — X o T3 — X2 o T4 — X3

En faisant xo — xf et x4 — a;3+, on obtient que

fl(ar) = falar) < folzs) = f'(zs),

ce qui signifie que f’ est croissante. Inversement, si f’ est croissante, alors par
le théoréeme des accroissements finis, il existe ¢; € (z1,22) et c2 € (z2,x3),
donc satisfaisant ¢; < c¢g, tels que

fx3) — f(x2)

flz2) = flz1) _ Fller) € fleg) = L 12)

o — X1 r3 — T2

Par le lemme 1, cela signifie que f est convexe.

Corollaire : Si f : (a,b) — R est une fonction dérivable deux fois, alors f
est convexe si et seulement si f)(z) > 0, pour tout = € (a, b).

Démonstration : C’est une conséquence directe de la proposition 2 et du
fait qu’une fonction dérivable est croissante si et seulement si sa dérivée est
positive.
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