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Organisation
Cours : 12 heures

Probabilités : 4 heures
Statistique : 8 heures
Documents : polycopié, livre de A.J. Valleron
Probabilités et statistique, Masson
Sites web monUPMC et www.chups.jussieu.fr

TD : 9 séances de 2 heures
Fascicule d’exercices en ligne et distribué

Concours : 1H30, QCMs, documents autorisés

V. Morice - Biostatistique PCEM1 2

Concours : 1H30, QCMs, documents autorisés



Pourquoi la biostatistique :Pourquoi la biostatistique :
la variabilité entre individus

Un exemple : comment comparer 2 p p
traitements A et B pour la même affection

Critère de comparaison
Choisir les patients A et ceux Bp
⇒ échantillons A et B
Pouvoir généraliser à la population (taillePouvoir généraliser à la population (taille
d’échantillon, comparabilité , représentativité)
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Variabilité

Variabilité = métrologique + biologique
Variabilité biologique =

inter-individuelle + intra-individuelleinter-individuelle + intra-individuelle
Grandeurs mesurées = aléatoires

î é⇒ les variations ne sont pas maîtrisées
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Probabilités et statistique

Probabilités concernent
Populations, modèles, théorie
On ne peut y faire des mesuresOn ne peut y faire des mesures

Statistique concerne
ÉÉchantillons, monde réel, pratique
On fait des mesures sur des individus
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Liens entre probabilités etLiens entre probabilités et 
statistique

Statistique descriptive
M é h tillMesures sur un échantillon
Résumer/représenter les mesures (moyenne, histogramme)

Statistique inférentielle, estimationStatistique inférentielle, estimation
Généraliser les résultats à la population (espérance mathématique, 
loi de probabilité)
⇒ définir un modèle⇒ définir un modèle

Tests d’hypothèses
Contrôler la validité d’un modèle
En utilisant des mesures sur échantillons
En prenant en compte les fluctuations d’échantillonnage
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Rappels sur les ensembles
Ensemble fini (nombre fini d’éléments)

Ensemble infini dénombrable (l élé êEnsemble infini dénombrable (les éléments peuvent être 
numérotés ; ex. )

Ensemble infini non dénombrable (les éléments ne 
peuvent pas être numérotés ; ex. )

A ∩ B : intersection ⇔ A et B 
A ∩ B = ∅ ⇔ A et B sont disjointsA ∩ B = ∅ ⇔ A et B sont disjoints

A ∪ B : réunion ⇔ A ou B
A ou : complémentaire ou négation ⇔ non AAA ou    : complémentaire ou négation ⇔ non A

A × B : produit (ex. A={p,f}, B={1,2,3,4,5,6} 
A×B={(p,1),(f,1),(p,2),…,(f,6)})

A
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Rappels sur les intégrales
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Expérience aléatoire,Expérience aléatoire, 
ensemble fondamental

Expérience aléatoire
Ex : lancer de dé, glycémie de 100 personnes
Réalisation ⇒ mesures ⇒ statistique
Étude des résultats possibles ⇒ probabilités

Ensemble fondamentalEnsemble fondamental
E={r1, r2, …., rn} : liste des résultats possibles
E peut être fini ou infini dénombrable ou nonE peut être fini ou infini, dénombrable ou non
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Événements
Sous-ensemble de résultats possibles

Si E={1,2,3,4,5,6}, l’événement résultat pair est {2,4,6}
L’événement se produit si le résultat de 
l’expérience fait partie du sous-ensemblel expérience fait partie du sous ensemble

Cas particuliers
{ } événement élémentaire{ri} = événement élémentaire
∅ = ensemble vide = événement impossible
E = événement certainE = événement certain
Événements A et B incompatibles ou exclusifs
⇔ sous-ensembles A et B disjoints ⇔ A ∩ B = ∅
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Règles de combinaisonRègles de combinaison 
d’événements

Si A et B sont 2 événements, on veut
A ∩ B est un événement
A ∪ B est un événement

est un événementA
Si E est fini ou infini dénombrable, tout 

sous-ensemble de E est un événement

Si E est infini non dénombrable ( ) unSi E est infini non dénombrable ( ), un 
événement est un intervalle ou une 
combinaison d’intervalles
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Probabilité d’un événement
La théorie des probabilités ne permet pas de 

écalculer toutes les probabilités
Elle permet le calcul pour les combinaisons 
d’événements de probabilités connues
Définition utilisée : probabilité = limite deDéfinition utilisée : probabilité  limite de 
fréquence
Autres définitions possibles (jeux probabilitésAutres définitions possibles (jeux, probabilités 
subjectives, …)
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Règles (axiomes) du calcul desRègles (axiomes) du calcul des 
probabilités
1. Pr(A) ≥ 0

2. Pr(E) = 1

3 Si A ∩ B = ∅ Pr(A ∪ B) = Pr(A) + Pr(B)3. Si A ∩ B = ∅, Pr(A ∪ B) = Pr(A) + Pr(B)
Conséquences

Pr(A) ≤ 1
Pr(∅) = 0( )

Car E ∩ ∅ = ∅ ⇒ Pr(E ∪ ∅) = Pr(E) = Pr(E) + Pr(∅)
NB : si Pr(A) = 0, A n’est pas nécessairement ∅
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Probabilités à définir sur unProbabilités à définir sur un 
ensemble fondamental fini

On doit se donner les probabilités de tout 
événement élémentaire { } :événement élémentaire {ri} :
Pr({ri})=Pr(ri), pour tout ri de E

Pr(r ) ≥ 0

Si A {r r r } Pr(A) Pr(r )+ Pr(r )+ Pr(r )

1)(
,1

=∑
= ni

riPr

Pr(ri) ≥ 0
(n = nombre d’événements élémentaires)

Si A={r1,r4,r5}, Pr(A)= Pr(r1)+ Pr(r4)+ Pr(r5)
Ensemble équiprobable : les événements 
élémentaires ont tous la même probabilité 1/nélémentaires ont tous la même probabilité 1/n

Si A possède k éléments, sa probabilité est k/n (nombre de 
cas favorables sur nombre de cas total)

V. Morice - Biostatistique PCEM1 14



Définition des probabilités surDéfinition des probabilités sur 
un ensemble infini non 
dénombrable ( )

Il faut définir les probabilités de tout 
intervalleintervalle
On utilise une fonction qui dépend des 
bornes de l’intervallebornes de l intervalle

La fonction de répartition permet un 
calcul par simple soustractioncalcul par simple soustraction
La densité de probabilité nécessite un 
calcul d’intégrale
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Probabilités conditionnelles :Probabilités conditionnelles : 
introduction

Expérience considérée sur une population P
ÉÉvénement A de probabilité Pr(A)
Que devient Pr(A) si on se restreint à uneQue devient Pr(A) si on se restreint à une 
sous-population de P

A = taille ∈ [170 ; 175][ ; ]
Sous-population = les hommes
A = présence d’une maladie M
Sous-population = les individus présentant un signe SSous-population = les individus présentant un signe S
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Probabilités conditionnelles :Probabilités conditionnelles : 
notations

B = événement conditionnant,
qui définit la sous-populationqui définit la sous population

B=être un homme ; B=présenter le signe S

L’ensemble fondamental doit parler de Bp
Ensemble produit
Ex : {(M,S), (M,  ),(  ,S),(  ,  )}S SM M

Pr(A/B) = Probabilité de A pour les individus présentant B
= Probabilité de A sachant que B s’est produit
= Probabilité de A parmi les B= Probabilité de A parmi les B
= Probabilité de A si B
= Probabilité de A sachant que B
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Probabilités conditionnelles :Probabilités conditionnelles : 
formule de calcul

)Pr(
)Pr()/Pr( B

BABA ∩=

Pr(B) ne doit pas être nul
)Pr( B

Pr(A/B) est une véritable probabilité
A ∩ B ⊂ B ⇒ Pr(A ∩ B) ≤ Pr(B) ⇒ Pr(A/B) ≤ 1
Si A1 ∩ A2 = ∅ (au moins chez les B) ⇒
Pr((A1 ∪ A2)/B) = Pr(A1/B) + Pr(A2/B) 
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Probabilités conditionnelles :Probabilités conditionnelles : 
interprétation 1

Interprétation fréquentielle
Expérience répétée n fois
Fréquence de A = nA/nq A
Fréquence de B = nB/n
Fréquence de A ∩ B = nAB/nFréquence de A ∩ B  nAB/n
Fréquence de A parmi les B =
nb cas favorables sur nb cas total =nb cas favorables sur nb cas total 

nAB/nB = n
n

nAB
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Probabilités conditionnelles :Probabilités conditionnelles : 
interprétation 2

Interprétation graphique

• Représentation avec surfaces 
proportionnelles aux probabilitésproportionnelles aux probabilités

• Pr(A) = |A|/|E|

• Les A parmi les B sont représentés par la 
surface de A incluse dans B

EB
EBA ∩

• Pr(A/B) = |A ∩ B|/|B| = 
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Probabilités conditionnelles :Probabilités conditionnelles :
exemple 1 (E fini)

On lance 2 dés. La somme des 2 résultats est 6.
Probabilité qu’un des résultats soit 2 ?Probabilité qu’un des résultats soit 2 ?
On a 36 résultats possibles, équiprobables
A é lt t t 2A = un résultat est 2 = {(2,1)(2,2)(2,3)(2,4)(2,5)(2,6)

(1,2)(3,2)(4,2)(5,2)(6,2)}

B = somme vaut 6 = {(1,5)(2,4)(3,3)(4,2)(5,1)}B  somme vaut 6  {(1,5)(2,4)(3,3)(4,2)(5,1)}

A ∩ B = {(2,4)(4,2)}

Pr(A ∩ B) = 2/36 = 5 6%Pr(A ∩ B)  2/36  5,6%

365
362Pr(A/B) = 2/5 = 40% (=      )
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Probabilités conditionnelles :Probabilités conditionnelles :
exemple 2 (E = )

Durée de vie t : 
2 2

∫=≤≤ 2
121 )()( t
t dttttt αPr

Avec α(t)=At2(100-t)2 si 0≤t≤100. Sinon α(t)=0
∫

−×=⇒=100
0

91031 Adtt   )(α
P obabilité de décès ent e 60 et 70Probabilité p de décès entre 60 et 70 
sachant qu’on a déjà vécu 60 ?

)Pr()]()Pr[( 7060607060 ≤≤≥∩≤≤ ttt
)Pr(

)Pr(
)Pr(

)]()Pr[(
60

7060
60

607060
≥
≤≤=≥

≥∩≤≤= t
t

t
ttp

∫=≤≤ 70
60 )()7060( dttt αPr

∫=≥ 100
6060 dttt )()Pr( α

p = 0,486
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Théorème de la multiplication

Rappel : )(
)()/( B

BABA P
PrPr ∩=

Pr(A ∩ B) = Pr(A/B)Pr(B)

Rappel :   )()( BPr

2ème rappel : )(
)()/( A

BAAB Pr
PrPr ∩=

Autre forme du théorème :
P (A B) P (B/A)P (A)

)(

Pr(A ∩ B) = Pr(B/A)Pr(A)
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Probabilités totales
Pr(B)= Pr(B /A1) Pr(A1)+ Pr(B /A2) Pr(A2)+…+ Pr(B /An)Pr(An)

À condition que les AÀ condition que les Ai
forment une partition de E
(les Ai sont exclusifs et ∪Ai = E)( i i )

B=B ∩ E= B ∩ (A1∪A2…∪An)=
(B∩A1)∪(B∩A2) … ∪(B∩An) 

Les (B ∩ Ai) sont exclusifs 
car les Ai le sont. D’où :

( ) ( A ) ( A ) ( A )Pr(B)=Pr(B∩A1)+Pr(B∩A2)…+Pr(B∩An)

Théorème de la multiplication :
Pr(B ∩ A )= Pr(B/A ) Pr(A )
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Probabilités totales : exemple
Douleur aiguë de l’abdomen
3 pathologies

AA

F

F
0,20

0,80 p g
AA (50% des cas)
CH (25% des cas)

AA

CH
0,50

0,25

F
F
F

0,10

0,80

0,90
CN (25% des cas)

20% des AA ont de la fièvre
d d

CN
0,25

F
F

F
0,15

,

10% des CH et 15% des CNF0,85

Probabilité de fièvre en cas de douleur aiguë de l’abdomenProbabilité de fièvre en cas de douleur aiguë de l abdomen

Pr(F) = Pr(F/AA)Pr(AA) + Pr(F/CH)Pr(CH) + Pr(F/CN)Pr(CN)
= 0 162
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Formule de Bayes

Théorème de la multiplication :
Pr(A ∩ B) = Pr(A/B)Pr(B) = Pr(B/A)Pr(A)

)Pr()/Pr( AAB
)Pr(

)Pr()/Pr()/Pr( B
AABBA =

Interprétation :
B est une conséquence, A une causeq ,
La formule permet de remonter aux causes
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Théorème de Bayes
Soit n événements Ai formant une partition de E, et 

é éun autre événement B

Pour chaque Ai : )P (
)Pr()/Pr()/Pr( B

AABBA ii
i =ou aqu i )Pr()( B

Utilisons le théorème des probabilités totales :

)Pr()/Pr(...)Pr()/Pr()Pr()/Pr(
)Pr()/Pr()/Pr(

nn
ii

i AABAABAAB
AABBA +++=

2211

Pour calculer une probabilité conditionnelle, utiliser :
La définition
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Bayes : exemple
Douleur aiguë de l’abdomen
Un patient présente de laAA

F

F
0,20

0,80 Un patient présente de la 
fièvre. Probabilité de 
chacune des causes
Q l t l di ti l

AA

CH
0,50

0,25

F
F
F

0,10

0,80

0,90
Quel est le diagnostic le 
plus probable ?
Rappel : Pr(F) = 0 162

CN
0,25

F
F

F
0,15

,

Rappel : Pr(F) = 0,162F0,85

6205020 ,,)Pr()/Pr()/Pr( =×== AAAAFFAA

Pr(CH/F)=0,15. Pr(CN/F)=0,23

6201620 ,,)Pr()/Pr( === FFAA
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Indépendance entre deuxIndépendance entre deux 
événements

A est indépendant de B si la réalisation 
ou non de B n’influe pas sur celle de A
Pr(A) = Pr(A/B)Pr(A) = Pr(A/B)

De                         on tire)(
)()/( B

BABA Pr
PrPr ∩=

Pr(A ∩ B) = Pr(A) Pr(B)

)()( BPr

Pr(A ∩ B)  Pr(A) Pr(B)
Autres formes : Pr(A) = Pr(A/ ), Pr(B) = Pr(B/A)B
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Indépendance etIndépendance et 
incompatibilité

Ne pas confondre événements indépendants 
é é fet événements exclusifs (incompatibles)

Si A et B sont exclusifs
La réalisation de B influe sur celle de A : elle l’empêche
Pr(A/B) = Pr(B/A) = 0
Pr(A ∩ B) = 0 [≠Pr(A)Pr(B)]

Si A et B sont indépendants
éLa réalisation de B n’influe pas sur celle de A

Pr(A ∩ B) = Pr(A)Pr(B)
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Indépendance entre deuxIndépendance entre deux  
événements : exemple

Trois jets consécutifs d’une pièce
A = le premier jet donne faceA = le premier jet donne face
B = le deuxième jet donne face
C = deux jets consécutifs donnent face

Indépendance entre A et B, A et C, B et C ?
E contient 8 éléments équiprobables {FFF,FFP,FPF,FPP,PFF,PFP,PPF,PPP}

A {FFF FFP FPF FPP} Donc Pr(A) = 1/2A={FFF,FFP,FPF,FPP}. Donc Pr(A) = 1/2
B={FFF,FFP,PFF,PFP} ⇒ Pr(B) = 1/2. C={FFF,FFP,PFF} ⇒ Pr(C) = 3/8
A ∩ B={FFF,FFP} ⇒ Pr(A ∩ B) = 1/4 = Pr(A)Pr(B) = 1/2×1/2{ , } ( ) ( ) ( )
A ∩ C={FFF,FFP} ⇒ Pr(A ∩ C) = 1/4 ≠ Pr(A)Pr(C) = 1/2×3/8 = 3/16
B ∩ C={FFF,FFP,PFF} ⇒ Pr(B ∩ C) = 3/8 ≠ Pr(B)Pr(C) = 1/2×3/8 = 3/16
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Intérêt diagnostique desIntérêt diagnostique des 
informations médicales

On se place dans la situation suivante :p
On considère une maladie qui peut être présente (M) 
ou absente (  )

O di i l di i d i ( ) f ( )
M

On dit aussi que le diagnostic de M est vrai (D) ou faux (  )D
On considère un examen dont le résultat est un signe 
qui peut être présent (S) ou absent ( )Squi peut être présent (S) ou absent (  )

Si le signe est le résultat d’un examen en tout ou rien, la 
présence du signe désigne la caractéristique pathologique
Si l’examen fournit une valeur numérique on définit un

S

Si l examen fournit une valeur numérique, on définit un 
seuil.
D’un côté du seuil, les valeurs sont dites normales.
De l’autre elles sont dites pathologiques et S est présent
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Sensibilité et spécificité
Sensibilité Se d’un test diagnostique

L d’ l ibl l jLe test est d’autant plus sensible que les sujets 
atteints de M présentent plus souvent S
Se = Pr(S/M)Se = Pr(S/M)

Spécificité Sp d’un test diagnostique
Le test est d’autant plus spécifique que les sujetsLe test est d autant plus spécifique que les sujets 
non atteints de M présentent moins souvent S

)M/S(Sp Pr= )/(p
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Dépistage et confirmation deDépistage et confirmation de 
la maladie M

Un test diagnostique parfait aurait une 
é é f ésensibilité et une spécificité de 1

Un test avec une bonne sensibilité sera positif 
chez presque tous les malades

⇒ utilisable pour un dépistagep p g

Un test avec une bonne spécificité sera 
négatif chez presque tous les non maladesnégatif chez presque tous les non malades

⇒ utilisable pour une confirmation
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Valeur prédictive positive

La VPP est la probabilité d’être atteint de M si 

(M)(S/M)(M/S)VPP PrrPPP B

a est a p obab té d êt e atte t de s
on présente le signe S : VPP = Pr(M/S)

)M()M(S/(M)(S/M)
( )( )(M/S)VPP

PrPrPrPr
Pr

+
==Par Bayes :

(M)Se Pr×

é é

(M))-Sp)(1(1(M)Se
(M)Se(M/S)VPP

PrPr
PrPr
−+×

×
==Donc

La VPP dépend de Pr(M), prévalence de la 
maladie
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Valeur prédictive négative
La VPN est la probabilité de ne pas être atteint
de M si on ne présente pas le signe S :de M si on ne présente pas le signe S : 

)S/M(  VPN Pr=
)M()M/S()S/M(VPN PrPrPPar Bayes :

)M()M/S((M)/M)S(
)()()S/M(VPN

PrPrPrPr
Pr

+
==Par Bayes :

(M))-(1Sp)S/M(VPN PrP ×Donc

La VPN dépend de la prévalence de la maladie
(M))-(1Sp(M)Se)(1

( ))(p)S/M( VPN
PrPr

Pr
×+×−

==Donc

La VPN dépend de la prévalence de la maladie
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Sensibilité et spécificité vsSensibilité et spécificité vs 
valeurs prédictives

Les valeurs prédictives semblent plus 
é ênaturelles pour juger de l’intérêt d’un examen

Si on observe S, on connaît la probabilité de M (VPP)

M i ll dé d t d l é l d MMais elles dépendent de la prévalence de M
Deux centres ont des recrutements différents, et des 
prévalences différentes. Les valeurs prédictives ne sont pasprévalences différentes. Les valeurs prédictives ne sont pas 
comparables.

Ce n’est pas le cas du couple p p
sensibilité/spécificité
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Critère continu : influence duCritère continu : influence du 
seuil

Maladie = grippe.
Signe = température θ > 39°C
Signe = température θ > 40°C

Se = Pr (S/M) = Pr (θ>seuil/grippe)
Décroît lorsque le seuil augmenteq g

Sp =          = Pr (θ<seuil/pas grippe)
Croît avec le seuil

)M/S(Pr

Croît avec le seuil

Se et Sp varient en sens inverse
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Critère continu : courbes ROC

Aide à choisir le seuil 

Courbe ROC : Se = f(1-Sp) 
selon le seuil

Courbe ROC θ pour grippe

Meilleur compromis
Si coûts d’erreur identiques,
choisir le point le plus proche du      
coin supérieur gauche
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Critère continu : courbes ROC

A = courbe θ pour grippe

)M(S/Pr
Courbe B : examen inutile
S et M indépendants Pr(S/M) = 

Courbe C : bon critère 
diagnostiqueg q
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Sensibilité, spécificité, VPP,Sensibilité, spécificité, VPP, 
VPN : estimation (1)

Un seul échantillon
On compte les VP, FN, etc
Se ≈ VP/(VP+FN)

M M
Se  VP/(VP+FN)
Sp ≈ VN/(VN+FP)
VPP ≈ VP/(VP+FP)

S VP FP

VPP ≈ VP/(VP+FP)
VPN ≈ VN/(VN+FN)FN VNS
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Sensibilité, spécificité, VPP,Sensibilité, spécificité, VPP, 
VPN : estimation (2)

Deux échantillons
(malades et non malades)( a ades et o a ades)
La proportion malades/non 
malades n’est plus respectée

M M
p p

Se ≈ VP/(VP+FN)
Sp ≈ VN/(VN+FP)

S VP FP
Sp ≈ VN/(VN+FP)

FN VNS VPP et VPN se calculent
par Bayes

(M))Sp)(1(1(M)Se
(M)Se VPP

PrPr
Pr

+×
×= (M))(1Sp(M)Se)(1

(M))-(1Sp VPN
PrPr

Pr
×+×

×=

par Bayes
en utilisant la prévalence de M
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