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Probléme posé

e Le probleme posé€ en statistique:
* On s’intéresse a une population
* On extrait un €chantillon

* On se demande quelle sera la composition de
I’échantillon (pourcentage théorique vs pourcentage
observé)

e Calcul des probabilités : lois



Contenu des cours

LLo1 binomiale

Lo1 hypergéométrique

LLo1 de Poisson

o1 normale

o1 du chi2 (définition)

Lo1 T de Student (définition)
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Rappel

e Une v.a. X est discréete s1 1’ensemble des
réalisations possibles x,, X,,..X,, pour cette variable
est fin1 ou dénombrable.

e Famille de 4 enfants dont les deux parents sont

porteurs ¢
Nombre ¢

"un gene d’une maladie héréditaire.
’enfants atteints. X=0,1,2,3.4

e Nombre d

’étudiants ayant les yeux bleus en

PCEMI. X=0,1,2,...... ,n



Définition
* A chacune des réalisations x; de la v.a. X est

associ€e une probabilité P (X=x,) = p,

ViO=p. =<1

e [’ensemble des couples (X, , p;) forme une
lo1 de probabilité€. n

Zpi =1
i=0



I.o1 de Bernoulli

Soit une expérience aléatoire ayant deux résultats
possibles :

le succes (probabilité p)

ou I’échec (q=1-p)
Famille de 4 enfants dont les deux parents sont
porteurs d’un gene d’une maladie héréditaire
(récessive).
La v.a. « avoir la maladie m » suit une lo1 de
Bernoulli de parametre p €gal a 0.25

E(X)=p V(X)=p(1-p)



[.o1 binomiale

* On répete n fois dans des conditions identiques
une expérience aléatoire dont I’1ssue se traduit par
I’apparition ou la non apparition d’un événement
A de probabilité p, le résultat de chaque
expérience €tant indépendant des résultats
précédents.

* Soit X le nombre d’apparitions de I’événement A
parmi ces n expériences (0 < X <n).

e X suit une loi binomiale de parametres n et p.
B (n; p)



[.o1 binomiale

On répete n fois dans des conditions identiques une
expérience aléatoire dont ’issue se traduit par
[’apparition ou la non apparition d’un événement A de
probabilité p, le résultat de chaque expérience étant
indépendant des résultats précédents.

Soit X le nombre d’apparitions de I’événement A parmi ces
n expériences ( 0 <X <n).

X suit une loi binomiale de parametres n et p.

A chaque expérience on peut associer une variable
de Bernoulli



[Lo1 binomiale (def 2)

* LLa somme de n v.a. de Bernoull1 Y,
indépendantes et de méme parametre p est
une v.a. discrete qui suit une lo1 binomiale
de parametres n et p

X=§K
=1



[.o1 binomiale

Proba d’obtenir
k succes

¢/
pX=ky=C pa-p*

2N

Nombre de manieres Proba d’obtenir
de choisir k X. parmi n (n-k) échecs



[.o1 binomiale

px=k=C pa-p-

P _ X=k _ n! k(l_ )n—k
. = P ) k! (n-k)! pamp




Loi BINOMIALE

pX=k=C. pa-p*

Loi1 BINOMIALE parce que ses différents termes sont
les termes du développement de (p+(1-p))"
selon la formule du bin6me de Newton

(a+b)" = i C: a‘b" ™"
k=0

(p+d-p)" =>p =1



P,=1-p)’

n' k+1 n—k-1
P = -
T ke DI -k + )1 4=p

n-—k n! p

Pk+1=
k+1 kl(n-k)!(1-p)

p‘d-p)*

p n-k
Pk+1= Pk
1-p) k+1



Pour aider dans les calculs

(k+1D!=(k+1)x k!

e (k+1)!
k+1
1 k+1

K (k+1)!



Espérance, variance

* Lasomme de n v.a. de Bernoulli Y,
indépendantes et de méme parametre p est une v.a.
discrete qui suit une loi binomiale de parametres n

etp

X=§K
=1



Espérance
E(X,+X,) =E(X,) + E(X,)

X  B(n;p)

EX)= Y E(Y,)
E(X) =np



Variance

V(X + X,) = V(X,) + V(X,)

X B(n;p)
V)= ) V(Y)
V(X)=np (I-p)



Représentation graphique (1)
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Représentation graphique (2)
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Remarques utiles

e Dans certaines circonstances, la lo1 binomiale peut
€tre approximeée soit par une lo1 de Poisson (p petit)
soit par une loi normale.

e Lasomme de 2 v.a. binomiales indépendantes et
de méme parametre p est une v.a. binomiale

X+ X, ‘B (n;+n,; p)



I1lustration

e Répartition des sexes a la naissance: p=1/2

e Famille de 6 enfants lo1 binomiale n=6 et p=0.5
e (I-p)= 1/64= 1,6% pour 0 garcon
e 6p(1-p)’ = 6/64= 9,4% pour 1 garcon

15p*(1-p)*= 15/64 =23,4% pour
20p%(1-p)’= 20/64 =31,2% pour 3 garcons

2 garcons
3
15p*(1-p)?= 15/64 =23,4% pour 4 garcons
5
6

op>(1-p) = 6/64= 9,4% pour
e p¢ = 1/64= 1,6% pour

garcons

garcons



600

300

Familles

31

182

451

598

447

181

garcons

30

D'apres Lamotte (total: 1920 familles)
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Lo1 hypergéométrique

e La lo1 du tirage exhaustif

 Puce a ADN avec des genes annotés
fonctionnellement

e Annotations les plus représentatives



Définition

e Soit une population de N individus parmi lesquels une
proportion p (donc Np individus) possede un caractere. On
préleve un €chantillon de n individus parmi cette
population (le tirage pouvant s’effectuer d’un seul coup ou
au fur et a mesure mais sans remise). Soit X le nombre
aléatoire d’individus de I’échantillon poss€dant la propriété
considérée.

e X suit une lo1 hypergéométrique



Définition

e X suit une loi hypergéométrique
Nb de groupes de (n-x)
Nb de groupes de x individus individus ne possédant pas
possédant la propriété & / la propriété

X n—x

C
N, N-N,
P(X =x)=—""—7""
CN
o
Nb d’échantillons possibles

X~Cl-[(N,n,p)



Espérance, variance

E(X)=np

N-n
V(X)= N_lnp(l—p)




Illustration

e Un €tudiant passant un oral de mathématiques choisit dans
une urne S enveloppes contenant chacune une question a
tirer. Il y a dans ’urne, au total, 12 questions de statistique
et 8 questions d’algebre. On appelle X le nombre de
questions de statistique qu’il a tirées. E(X)? V(X)?



Illustration

e Un étudiant passant un oral de mathématiques choisit dans une urne 5
enveloppes contenant chacune une question a tirer. Il y a dans 1’urne,
au total, 12 questions de statistique et 8 questions d’algebre. On

appelle X le nombre de questions de statistique qu’il a tirées. E(X)?
V(X)?

E(X)=5x0.6=3

N-n =5><O.6><O.4><1—5=O.9474
N -1 19

V(X)=np(l-p)



Hypergéométrique -> binomiale

quand N — oo,

{X~ H(N, n, p)} peut &tre approximée par

1X~ B(n, p);

* En pratique quand n/N < 1/10 (d’apres
Saporta, Schwartz)



Approximation binomiale de le loi hypergéometrique:

P X =)
Hypergéomeatriguea
0, 00000E+000
0, 00000E+000
0, 00000E+000

N= 200, n=20
p=0.93

1,29380E- 001
2,78654E-001
3,49901E-001
1,93612E-001
0, 00000 +000
0, 00000 +000
0, 00000=+000

ey Tiré de:

Ropronematon de b o ypergpomlriase e o b ol http://www-timc.imag.fr/Cecile. Amblard/
oas Enseignement/STA230/sortieTP3.pdf
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Lois de probabilité (2/3)

Anita Burgun



Contenu des cours

Loi binomiale
Loi hypergéométrique
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Loi normale
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[.o1 de Poisson

e [.alo1 des évenements rares

e Survenue d’un accident lors des examens
radiologiques

o Effets secondaires des médicaments
(pharmacovigilance)



Notion de processus de Poisson

Il faut que 3 hypotheses soient vérifi€es

Proba qu’accident sur intervalle de temps dt proportionnel
a durée
A =nb moyen d’accidents par unité de temps

Proba d’observer 2 accidents au cours de dt est tres faible
par rapport a celle d’en observer 1

Le nombre d’accidents survenant dans un intervalle de
temps donné€ est indépendant du fait qu’on ait observé
beaucoup, ou peu d’accidents dans un autre intervalle de
temps précédent.



[.o1 de Poisson

e Une v.a. X suit une loi de Poisson de
parametre réel positif A, notée

X~P(N)
s1 elle suit:



C’est une lo1 de probabilité

° Rappel ) u2 l/l3 un +00 I/lk
e =l+u+—+—+...F+—+..= ) —
21 3 n! o k!
* Loi de probabilité D P
k=0
+00 +0 Ak
Ep = £=€_A€A=1
¢ k!



1

B.d

B.359
B.3
B.25
g.2
B.15
B.1
B.85

Représentation graphique
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Espérance, variance

E(X)=A

V(X)=A



Montrons que E(X) =

+00 )\.k
Rappel :  ¢* =) =
k!
k=0
+00 k +00 k +® k
E(X)=Ek e i —e ki= 'AE A
P k! ~ Kkl ~ (k-1)!
N k 1 R +00 )\’k—l
E(X)=e" ) A = Ae”
(%)= ; (k-1)! 2 ' (k-1)!
+0 )Lk_l +0  Am
S1 on pose m =k-1,o0n a E L
(k —1)! ~ m!

Donc:  E(X)=Ae e = A



Remarques utiles

e Lorsque la v.a. X suit une loi de Poisson

Do = P(X =0)= e_)“ (probabilité qu’il n’y ait
aucun accident)

p,=P(X>0)=1- ¢~" (probabilité qu’il y ait
au moins un accident)



Remarques utiles (2)

e Si X, ~P(A\)etX,~P(A,) avec X, et X,
deux v.a. indépendantes alors X, somme de
X, et X, suit une loi de Poisson

X~P+N)

e Un traitement produit 2 types d’accidents,
les accidents cutanés et les accidents
digestifs



Binomiale -> Poisson: 1llustration

e Un liquide contient 10> bactéries par litre. On en
préleve 1 mm?3. Quelle est la probabilité que ce
prélevement ne contienne aucune bactérie?
Contienne 1, 2, 3 bactéries?



Binomiale -> Poisson: 1llustration

Un liquide contient 10° bactéries par litre. On en préléve 1 mm’.
Quelle est la probabilité que ce prélevement ne contienne aucune
bactérie? Contienne 1, 2, 3 bactéries?

La probabilit€ pour qu’une bactérie donnée soit
dans le mm? prélevé est, si les bactéries sont
réparties au hasard dans le liquide, c’est a dire s1
elles ont autant de chances d’€tre dans chacun des
10 mm?3 du litre, 1

10°



Binomiale -> Poisson: 1llustration

Un liquide contient 10° bactéries par litre. On en préléve 1 mm’.
Quelle est la probabilité que ce prélevement ne contienne aucune
bactérie? Contienne 1, 2, 3 bactéries?

La probabilité pour qu’une bactérie donnée soit dans le mm? prélevé
est 1/10°

Nous avons 10° bactéries au total

Donc le nombre de bactéries contenues dans le
prélevement est régi par une loi binomiale de parametres

P= 107 n=10°



Binomiale -> Poisson: 1llustration

e La probabilité pour qu’une bactérie donnée soit dans le mm’ prélevé
est 1/105- Nous avons 10° bactéries au total. Donc le nombre de
bactéries contenues dans le prélevement est régi par une loi binomiale

de paramétres p = 1()_6 n = 105

P,=(1-p)" =(1-10")"" =0.90

5
P = 10'6%100 =0.09

Par récurrence,

6 10° P, en confondant 1-10
P, =10 P, =—-=0.0045 avec 1 et en négligeant
2 20 1 ou 2 devant 10°
6 10° P,

P,=10°—P, = -2 =0.00015
3 30



Binomiale -> Poisson: 1llustration

La probabilité pour qu’une bactérie donnée soit dans le mm? prélevé
est 1/105- Nous avons 10° bactéries au total. Donc le nombre de
bactéries contenues dans le prélevement est régi par une loi binomiale
de parametres  p=10° n=10°

P, décroit tres vite quand k augmente

[L’espérance du nb de bactéries contenues dans le
prélevement est np= 0.1

La variance np(1-p) est pratiquement €gale a np (donc E).



Approximation binomiale-> Poisson

e Lalo1 binomiale ‘B(n; p) se confond quand n grand et p
petit avec une loi de Poisson de parametre A= np.

e Elle modélise donc les expériences de Bernoulli avec une
tres faible probabilit€ de succes, mais avec un grand
nombre d'essais (np quasiment constant).

* On considere p<0.1 et n>50
(source: Lazar, Schwartz)



Approximation poissonnienne de la loi binomiale:

n =200
p=0.015
A=3

Tiré de:
http://www-timc.imag.fr/Cecile. Amblard/
= Enseignement/STA230/sortieTP3.pdf

Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson
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