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24. Calcul vectoriel

Prérequis : trigonométrie Requis pour : géométrie analytique

l. Les vecteurs

L'Irlandais Sir William Hamilton (1805-1865) fut I'un des premiers a
utiliser les vecteurs et il est probablement I’inventeur du mot (mot venant
du latin vehere, qui signifie « porter »). L’ Allemand Hermann Grassman
(1809-1877) introduisit la notation vectorielle a I’ occasion de problémes
de physique. L’Américain Gibbs (1839-1903) et I'Anglais Heaviside
(1850-1925), disciples de Hamilton, donnent au calcul vectoriel saforme
quasi définitive, mais ce type de « calcul » met assez de temps a
s'introduire en France. Michel Chasles (1793-1880), avait déja pressenti
I'importance du sens sur un axe sans aler jusqu’ ala notion de vecteur.

En termes simples, un vecteur est une grandeur qui a une intensité, une
William Hamilton (1805-1865) direction et un sens. Il est commode de le représenter par une fléche.
Pour fixer les idées, on peut penser aux fleches indiquant ladirection et la
force du vent sur les cartes météorologiques. Les vecteurs sont

Notation N particuliérement utilisés en physique, par exemple pour représenter la
Les vecteurs seront écritsen gras (Par  force, la vitesse, I’ accélération, etc. Ils sont a différencier des scalaires
exemplev). (le temps, latempérature) qui ont une intensité mais pas de direction.

Une autre notation usuelleest v .

U Deux vecteurs v et w sont égaux s'ils ont la méme intensité (longueur),
Q / laméme direction et le méme sens. Par exemple, les trois vecteurs de la
figure ci-contre sont égaux, méme s'ils ont des points initiaux et
/ T S terminaux différents. Ces trois fleches représentent donc le méme
vecteur. On peut ainsi penser a un vecteur en terme de fléche, en gardant
/ al'esprit que cette fléche « flotte » dans le plan, ¢'est-a-dire qu'elle n'a

pas de point fixe.

P
R Le vecteur qui a une longueur de O est appelé vecteur nul et est noté 0.

F4® SHA® SHA® ' 3 AVi i i
v=PQ = RS = TU Le vecteur nul n'aévidemment pas de direction, donc pas de sens.

Boifi lerminal dé w Addition de vecteurs

Lasommev+w de deux vecteurs est définie comme suit: on met les deux
vecteurs bout a bout de sorte que le point terminal de v coincide avec le
PR W point initial dew. Le vecteur u=v+w relie le point initial dev au point
“, .
» terminal dew.

Paint|initial de v
Les quatre propriétés de d’addition

i. L’addition de vecteurs est commutative. Cela signifie que, si v et w
sont des vecteurs, alors

V+w=w+V
Remarquez que la propriété de commutativité est une autre fagon de

dire que les cbtés opposés d'un parallélogramme sont égaux et
paralléles.
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128 CHAPITRE 24

ii. L’addition de vecteurs est aussi associative. Cela veut dire que, si u,
V+W v et w sont des vecteurs, alors

(u+tv)+w=u+(v+w)

u w
iii. L addition a un élément neutre : le vecteur nul. En effet :
u+v
v+0=0+v=v
iv. Enfin, s v est un vecteur, alors —v est le vecteur ayant la méme
v direction et laméme intensité que v, mais de sens opposé a v. Donc
=W
w/ -w vV+(-v)=0
Vaw — e
Ladifférence v—w de deux vecteurs est définie comme
V-—W=V +(-w)
Multiplication d’un vecteur par un scalaire
Quand on manipule des vecteurs, on utilise le mot « scalaire » a la place
de « nombre réel ». Les scalaires sont souvent désignés par une lettre
grecque.
Si a est un scalaire etv un vecteur, aors le produit av est défini comme
suit :
1. Sia>0, dorsleproduit av est le vecteur dont I'intensité aa fois
V/ 5 -L5v I’intensité de v et dont le sens est le méme que v.
\%

2. Sia<0,dorsle produit av est le vecteur dont I'intensité aa fois
I'intensité de v et dont le sens est I’ oppose de celui dev.
3. Sia=0ous v =0, aorsle produit av est le vecteur nul.
Propriétés du produit
Ov=0 v=v -lv =-v

(a+b)v =av + bv a(v+tw) =av +aw

a(bv) = (@ab)v

E . @ Utilisez les vecteurs de la figure ci-contre pour dessiner les vecteurs
xercice 1 . )

suivants

LV HW
.u+v

. 3v

. 4w

. V—W

. u-—-v

. 3(v+u)-2w
. 2u—-3v +w
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Exercice 2

B

Michel Chasles (1793-1880)

Exercice 3

® MO WO
Réponses: a = AC+DC

® B®
b=DC
¢=0
Exercice 4
y A
ol L P(a,b)
“X
RE bj
Of i ai a X
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Utilisez lafigure ci-contre pour répondre aux questions ci-dessous :

Que vaut x, sachant que x+B =F ?

. Quevaut x, sachant que x+D=E ? Donnez trois possibilités.
Exprimez C par rapport aE, D et F.

. Exprimez G par rapport aC, D, E et K.

Exprimez E par rapport aG, H et D.

Exprimez E par rapport aA,B, C et D.

Que vaut x, sachant que x=A+B+K+G ?

. Quevaut x, sachant quex=A+B+C+H ?

Se@~oaoop

Quels que soient les points A, B, C, O du plan, on a les trois relations
suivantes :

Yu®  H® HB®

1. AB+BC = AC (Reation de Chades)
S ® SHA®
2. - AB= BA

%O WO  HO
3. AB =0B- OA

Larelation 3 se déduit des deux premiéres. Saurez-vous le faire ?

Soient A, B, C, D et E cing points quelconques du plan. Simplifiez au

maximum |es expressions suivantes (sans faire de dessin) :
® WO @ B® PO @
a= BC+DE+DC+ AD+ EB
® WO WO WO
b=AC- BD- AB
® WO WO WO H®
c =EC- ED+ CB- DB

Soient trois points A, B et C non alignés. Soit le point G défini par la
HO® WO WO
relation GA+ GB+ GC =0. Démontrez que pour tout point M du plan,
H® WO W® W@
onalarelation MA+ MB+ MC =3MG.

Pour abréger la notation, on écrit :

o . a8 a0
'-ga*l—ﬁﬁv—gﬁf

Exemple

R e
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Représentation des vecteurs dans le plan

On utilise un systeme de coordonnées rectangulaires pour représenter les
vecteurs dans le plan. Appelonsi un vecteur unité dont la direction est
celle de I'axe Ox et un vecteur unité dont la direction est celle de I'axe
Oy.

En deux dimensions, les deux vecteursi et j forment ce que I’on appelle
la base canonique. Elle est orthonormée, c'est-a-dire que les deux
vecteurs sont orthogonaux et de norme 1.

Si v est un vecteur ayant son point initiadl & I’origine O et son point
terminal en P(a,b), alors on peut représenter v .comme combinaison des

vecteursi et :

v=a +bh = ggﬂ
Lesscalaires a et b sont appelés les composantes du vecteurv = ai + byj,
avec a étant la composante dans la direction i et b la composante dans la
directionj.

En n dimensions, les vecteurs ont n composantes.
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Théoréeme 1
v
Po(x2,y2)
v =
P1=(x1,y1 E
i A . (X2-X1) |
Of i X
Théoréeme 2
Exercice 5
Réponses
i 380 PRS- Lo}
a. v=3i +4j —@Tﬂ b. v=2i+4j —ﬁf

%}
d. v=3i-7 =& 7%

c. v=8iH =gi81%

Exemple

y

jﬂ VW

ol |

o @20 220
voweve =G B0 02
_ @80 _g80
2v-2§§—§g
M =v4%+2% =/20=2,/5
IVl =& +42 =2/42 + 22 = 4[5

M=y +(- 27 =\/B=2/2
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Supposons qu’un vecteur v a pour point initial P;(X4,y;) € comme point

terminal P,(X5,y,). Onaaors:
P ®

_ . )
vV =RR =(X=%)i + (Y2-W)i -

_ 85 X0
" &% - V1o

o]
Pour s'en convaincre, on peut comparer les deux figures ci-contre. Les
deux triangles sont égaux ; on a simplement trandaté le second vers la
droite et en haut. Comme la base utilisée est la méme, on a clairement

a=x, —x etb=y, —y, (voir I'exemple en bas a gauche).

Deux vecteurs v et w sont égaux s et seulement s leurs composantes
correspondantes sont égales.

Soit le vecteur v ayant comme point initial P et comme point terminal Q.

Ecrivez v souslaformev = ai + bj et souslaforme v = gbB

a. P(0;0); Q3 4)
b. PG 2); Q(5; 6)
c. Pz-D; Q6 -2
d. PE37); Q(0;0)

Nous pouvons a présent définir I’ addition, la soustraction et le produit en
utilisant les composantes d' un vecteur.

Soient v = a;i + byj et w = a,i + byj deux vecteurs et |
Alors:

un scaaire.

vV+w=(a + az)i+(b1+b2)j:?1;)1:?)§%
V- W=(a- a)i+(b- bZ)jzgill:?’i%
Iv=(lay)i+( byj :ﬁ%

L es quatre termes suivants sont
synonymes :

norme, intensité, longueur, module.

Norme d’un vecteur

Si v est un vecteur, on utilise le symbole [vl pour représenter la norme de
v. Puisque |v] est égale a la longueur du vecteur, il suit que Jv| ales
propriétés suivantes:
Soit v un vecteur et | un scalaire, aors

@M:o

(b) vl =0si et seulementsiv =0

© -v=M

OF I SR

© Iv+wl £MI+IIM (inégalité du triangle)
Un vecteur v pour lequel la norme vl =1 est appelé un vecteur unité
(ou unitaire).

Dans le plan muni d’ un systéme orthonormé, on a:

M =& +b?
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Exercice 6@

Réponses
6 % 15
) 36
d. V34 e g@]% e

.1 486
g.v/89  h.22254 . J3_4§353

Théoréme 3

Preuve

On peut rendre unitaire n’'importe quel
vecteur (non nul) en le multipliant par

I"inverse de sa norme.

Exercice 7

. 4 26
=+—0C,~

Rép. v=+ E g

Exercice 8*

Rép. v @§.‘3§3§ w= % ge:s]%

Exercice 9
Rép. 459.54 km/h

Exercice 10
Rép. 217.54 mph
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Faites les calculs ci-dessous en utilisant v = gﬁ__)%et w = 329@.
a. v+w b.w-v

c. 5v d. vl

e. 2v+3w f. 3v-2w

g- Iv-w h. Ivl- Iwl

i

le vecteur unité de direction v

Pour tout vecteur non nul, |e vecteur

1

u=—v
M

est un vecteur unité qui alaméme direction et le méme sensquev.

Soitv =ai +bj.Alors Ivl =va? +b? et

u—l— ai+b a - b j
Le vecteur u a la méme direction et le méme sens que v, puisque
Ivl > Oet que a et b sont divisés par le méme nombre. De plus

Iull—‘/ @ b —\/a2+b2—1
Va2 +b? a?+b? Va?+b?

Donc u est bien un vecteur unité de direction v.

Trouvez un vecteur v dont la norme est égale a 4 et dont la composante
dans la direction i est deux fois plus grande que la composante dans la
directionj.

a. Trouvez un vecteur v incliné de 32° par rapport al’ horizontale et dont
lanormeest égaea?.

b. Trouvez un vecteur w de direction —i + 3j et dont lanorme est égale a
8.

Applications

Les forces fournissent un exemple de quantités physiques qui peuvent
étre représentées avantageusement par des vecteurs ; en effet deux forces
se combinent comme deux vecteurs s additionnent. Comment savons-
nous cela ? Ce sont des expériences de laboratoire qui ont corroboré cette
hypothése. Ainsi, si deux forces (ou vitesses) F 4 et F, agissent simultané-
ment sur un objet, le vecteur somme F ;+F , produit le méme effet.
Laforce F,+F, est parfois appelée la résultante de F et F».

D’ aprés ses instruments de bord, un avion se déplace a 500 km/h dans la
direction est. Si le vent souffle a une vitesse de 60 km/h dans la direction
du nord-ouest, déterminez la vitesse de I’ avion par rapport au sol.

Vu du sol, un avion se déplace vers le nord-ouest a une vitesse constante
de 250 miles par heure, poussé par un vent d'est de 50 miles par heure.
Quelle serait lavitessede|’avion S'il N’y avait plus de vent ?
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Il.  Le produit scalaire

La définition du produit scalaire est quelque peu inattendue. En effet, le
résultat de ce produit de deux vecteurs sera un scalaire (d'ou son
nom)! Cependant, le produit scalaire a une signification dans de
nombreuses applications géométriques et physiques.

Définition du produit scalaire Si v=a;i + byj et w=a,i + b,j sont deux vecteurs, alorsle produit scalaire
v-w est défini aingi :

[V>w=ajap + biby] €8]

Exemples Soientv =2i —3j etw =5 + 3j deux vecteurs. Trouvez :

a. v-w b. w-v C. V-V
d. w-w e. M f. Iwll
Solutions a. v.w =25+ (-3)-3=1 b. wv=52+3(3)=1
C. V.v=22+(=3)(-3)=13 d. ww=55+33=34
Que remarquez-vous? e. M=y 22 +(- 3)2 =,/13 f. Iwll=v52+3% =34

Propriétés du produit scalaire

Les résultats obtenus dans I'exemple ci-dessus suggérent quelques
propriétés générales.

Théoreme 4 Si u, v et w sont des vecteurs, alors

Commutativité u-v=v-u 2

Didtributivité u-(v+w)=u-v +u-w 3

v-v =IvIP 4

0-v=0 ®)

Ladémonstration de ces propriétés est (Iv)w=1-(vw) (6)

|aissée en exercice.

Angle entre deux vecteurs

Le produit scalaire permet entre autres de mesurer |’ angle compris entre
deux vecteurs.

Soient u et v deux vecteurs ayant le méme point initial A. Les vecteurs u,
v et u—v forment un triangle. C'est I'angle g au point A que I’on appelle
I"angle compris entre les vecteurs u et v (voir dessin ci-contre).

Les cotés du triangle ont pour longueurs lull, Ivl et lu - vl. Le théoréme
du cosinus nous dit :

Ju- d* = lull* +M* - Fulivicosq

Nous pouvons utiliser la propriété (4) pour réécrire cette formule en
termes de produit scalaire :

(u- V) x(u- v) =uxu +vxv- Fuflvicosq )
Le cOté gauche de I’ éguation peut se réécrire ainsi, grace a la propriété
3):

(u~)-u—~v) = u-(uv)-v-(u-v)

u-u-—u-wv-—v-u+vv
u-u+v.v-2u-v (8

www.Mcours.corm
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Théoréme 5
Angle entre deux vecteurs

Remarque

cosq= lu 4 donne I’ angle aigu
(lul 1Ml

Exercice 11

Réponses

a. 0;90° b. 0;90°

c. 4;36.87 d. 6;1843

e. 24;16.26° f. —-1;81.87

g. 7;813 h. 0;90°

Exemple
Terminologie

Orthogonal, perpendiculaire et normal
sont trois termes pour dire « se croisent
selon un angle droit ». Il est coutumier
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En combinant les équations (7) et (8), nous obtenons :
u-u+v-v—-2u-v=u-u+v-v-—2JullM cosq

ce qui donne, aprés simplification :
u-v = JullIMI cosq

Nous pouvons maintenant énoncer e théoréme suivant :

Si u et v sont deux vecteurs non nuls, I’angle g, 0 £ g £ p, compris entre
lesvecteurs u et v est déterminé par laformule :

cosq=

©)

ux
llul 1M

Calculez le produit scalaire v -w et I’angle aigu entre v et w.
_@  _geld
b. v-ﬁi,w-?lb
- @0, -®Y
d. v-éﬂ,w-é{a

e. v=3i +4, w=4i +3j f. v=3i -4, w=i +]

o v Bl

a. v=i—j, w=i+j

C. V=2 +j,w=i+2]

h. v=i, w=-3

de dire que deux vecteurs sont
orthogonaux, deux droites sont
perpendiculaires et qu’ une droite ou
un vecteur et un plan sont normaux.

Théoréme 6

Exercice 12
Rép. a=3/2

Exercice 13
Rép. env. 83.5°

DM - LCP - 2001

Vecteurs paralleles et vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs v et w sont paralléles (on dit aussi colinéaires) s'il existe
un scalairenon nul | tel quev =1lw.

Lesvecteursv = 3i —] et w = —6i + 2j sont paralléles, puisgu’ on peut
écrirev =-0.5w. On aurait aussi pu voir que
V XW -18- 2 -20
cosqg= = -

MW~ JT0/30  Ja00

ce qui implique quel’angle est g entre v et w est de p.

Si I’angle entre deux vecteurs non nulsv et w vaut p/2, les vecteurs sont
dits orthogonaux. 11 suit de laformule (9) que si v et w sont orthogonaux,
alorsv-w =0, puisque cos(p/2)=0.

A l'inverse, s v-w =0, celasignifie que soit v =0, soit w = 0, soit enfin
cos(q) = 0. Dansledernier cas, q = p/2 et donc v et w sont orthogonaux.

Puisque le vecteur nul n’a pas de direction, on utilise comme convention
que le vecteur nul est orthogonal atous les autres vecteurs.

Deux vecteurs v et w sont orthogonaux si et seulement si v-w = 0. |

Trouvez atel quel’angleentrev = ai —j etw =2i + 3j soit p/2.

Généralisez a trois dimensions les formules (1) et (9) et calculez I'angle

&lo &30
aiguentrelesvecteurs v = ¢-27 etw =¢0 =,
15 &2
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vi P w
V=Vv,+V,
Théoreme 7
Exercice 14
Réponses
a v, oSE0 g
1726& 1 2772
fge , IgD
b. v =- 5%y V2_5§2é
covym 1B, 2E2
17 582 275& Iy
d. v —ﬂglg \% —§§Q
17 5& 2 2 " 5élg

Projection d’un vecteur sur un autre vecteur

Dans beaucoup d'applications physiques, il est nécessaire de savoir
« quelle fraction » d'un vecteur est appliquée dans une direction donnée.
Regardez lafigure ci-contre. Laforce F due alagravité attire le bloc vers
le centre de la Terre. Pour étudier |’ effet de la gravité sur le bloc, il faut
décomposer laforce F en deux forces F4 et F,, F étant une force dont la
direction est paraléle au plan incliné et qui fait glisser le bloc (si le
frottement n’est pas trop fort), F, étant une force normale au plan incliné
qui plague le bloc contre la surface.

Soient v et w deux vecteurs non nuls ayant la méme origine P. Nous
cherchons a décomposer v en deux vecteurs : v, qui seraparaléle aw et
V5, qui seraorthogonal a w. Le vecteur v, est appelé le vecteur projection
dev sur w et est noté proj,,v.

Le vecteur v, est obtenu comme suit : du point terminal de v, tirer une
perpendiculaire a la droite contenant w. Le vecteur v, a pour point initial
P et pour point termina le pied de la perpendiculaire. Le vecteur v, est
donné par v,=v—v;.

Maintenant nous cherchons une formule pour v, basée sur v et w.
Commev=v+V,, NOUS avons:

VW = (VHVo) W =V W+, W (20)

Puisque v, est orthogonal a w, nous avonsv,-w = 0. De plus, comme v,
est paralléleaw, nousavons v, =1w, | étant un scalaire dont nous allons
chercher lavaleur. Ainsi, I" équation (10) peut se réécrire:

vw=lww=1[Iw?
_vxw

WP

Donc
V XW

G

vi=lw w

(o]

Soient v et w deux vecteurs non nuls, le vecteur projection de v sur w
est .

. VW
(Vi=) projyv=—sw (11)

2
I

Décomposez v en deux vecteurs v4 et v,, oU v, est paraléle aw et v,
orthogonal aw.

a. v=2 -3, W=i—]
b. v=-3i+2, w=2 +j
c. V=i-—j, wW=i+2
d. v=2 —-j, w=i-2

Que remarquez-vous en comparant les composantes de v, et v, ?

DM - LCP- 2001



Exercice 15
Réponses

8.63 degrés
1.52 minutes

Exercice 16

Réponses
_4.854p 854 9

24735 72 =&-95274

Premiére définition du travail

F
A./( =0 B

Deuxieme définition du travail
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Un bateau & moteur veut atteindre le point de la rive opposée situé
exactement en face de lui. La vitesse du courant est de 3 km/h. Le bateau
est capable de maintenir une vitesse constante de 20 km/h. Selon quel
angle par rapport a la ligne directe doit étre dirigé le bateau pour qu'il
atteigne son objectif ? Si lariviére a une largeur de 0.5 km, combien de
temps dureralatraversée ?

Soit un plan incliné & 27°. On pose sur ce plan une voiture miniature qui

est attirée avec une force de 12 N versle centredela Terre.

a. Décomposez ce vecteur-force F en un vecteur-force F 1 paralléle au
planincliné et en un vecteur-force F o perpendiculaire au plan incliné.

b. On attache une ficelle &I’ arriére de la voiture. En supposant qu'il n'y
ait pas de frottement, quelle force (en N) faut-il exercer pour retenir le
jouet ?

Exercice 17
Rép. 1732 kg-m = 16991 J

Exercice 18
Rép. 2.68J

Exercice 19
Rép. 60°

Travail d’une force

Considérons un mobile décrivant une trajectoire rectiligne d'un point A a
un point B. Soit F une force constante s exercant sur ce mobile.

En physique élémentaire, le travail W d’ une force F sur le chemin AB est
le produit de I’intensité de la force par lalongueur du chemin :

W =||H|>d| ol d est la distance de AaB. (12)

L'unité detravail estlejoule (LJ=1N - 1m).

Dans définition ci-dessus, on a supposé que la force est appliquée le long
de laligne de déplacement. Si laforce forme un angle 6 avec la direction
du mouvement, aors le travail est défini a|’aide du produit scalaire de
deux vecteurs:

P ®
W =F xd| oud estlevecteur AB. (13)
Cette deuxiéme définition est bien compatible avec la premiére définition
travail = force x longueur, puisgue

W =[proj, FlHdl = Eldumdl - Fxd (14)

Attention ! Remarquez bien que dans la deuxieme définition, on a affaire
a un produit scalaire de deux vecteurs alors que dans la premiére
définition, on avait simplement un produit de deux nombres.

On tire un wagonnet sur un terrain plat en exercant sur lui une force de 20
kilos selon un angle de 30° avec I’ horizontale. Quel est le travail effectué
si I"on déplace ce wagonnet sur une distance de 100 metres ?

Trouvez le travail effectué par une force de trois Newton agissant selon la
direction 2i+] et déplagant un objet de deux métres de (0, 0) a (0, 2).

Trouvez I’ angle aigu qu’ un vecteur-force unité fait avec la partie positive
de I'axe des x s le travail effectué par cette force (constante) pour
déplacer un objet de (0, 0) a (4, 0) est de 2.

www.Mcours.com
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I1l. Combinaison linéaire de vecteurs

Définition

Indépendance linéaire

Exemples

Exercice 20

Réponse
non, car a+2b—c=0

Exercice 21

Soit S=(v4, Vo, ..., V,,) Un ensemble de n vecteurs.
On appelle combinaison linéaire des n vecteurs tout vecteur v tel que:

V=lvy+lovy+.+ v,
aveclesl;1 IR.
Les| ; sont appel ées les composantes scalaires.

Lesvecteurs v; sont linéairement indépendants si leseul moyen d’ obte-
nir le vecteur nul par une combinaison linéaire des v; est de poser ;=0

- T B , . _
v —gbetw _§2ia sont linéairement dépendants puisque 2v +w =0.

v :ggﬂ etw =§§ sont linéairement indépendants.

L es vecteurs suivants sont-ils linéairement indépendants ?

F<lo) 21 *x 1
a=¢27,b=¢07,c=¢27
& &1y &5p

Montrez comment utiliser les déterminants 2x2 (resp. 3x3) pour montrer
gue 2 vecteurs du plan (resp. 3 vecteurs I’espace) sont linéairement
indépendants. Testez votre méthode sur |’ exercice 20.

IVV. Base vectorielle
Définition
Attention ! L’ ordre des vecteurs de la

base est important.

Propriétés

www.jura.ch/lcp/madimu

Exercice 22

Réponses

a. non, il faut deux vecteurs

b. oui, car a et b sont lin. indépendants
c. non, il y aun vecteur detrop

Une base vectorielle B est une famille de vecteurs linéairement
indépendants qui permet I'écriture de tout vecteur de I'espace de
maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs de lafamille.
Les coefficients de cette combinaison linéaire sont appelés composantes
scalaires de u danslabaseB.

* Pour un espace donné, toutes les bases ont le méme nombre d’ éléments.
Ce nombre est appelé dimension de I’ espace. Dans le plan, une base est
un ensemble de deux vecteurs non colinéaires ; dans I'espace a 3
dimensions, une base est un triplet de vecteurs non coplanaires.

« Le vecteur nul ne fait jamais partie d’ une base. En effet, le vecteur nul
est linéairement dépendant de tous les autres, puisque 0-v=0.

54 N R
Dans|R2, on donne les vecteurs a = §2 %, b =§%, c =§34§.

a. L’ensemble S=(a) est-il une basede IRZ ?
b. L'ensemble T =(a, b) est-il une base de IRZ ?
c. L’ensembleU =(a, b, ¢) est-il unebase de IR2 ?

DM - LCP- 2001



Exercice 23

Note
V(ij) Signifie que le vecteur v est
exprimédanslabase(i, ).

Exercice 24

Réponses

a. (-22/7,-23/7)  b. (-7/23,-22/23)
. (-23/22,-7/22) d. (-7/22,-23/22)
e. (1,0) f. (-7/23,3/23)
g. (23/3,-2/3)

(g

CALCUL VECTORIEL 137

- -_Q-_Q_lg_ﬁ_;_lé
Smentlesvecteurswéb,]—gé,a— -Zé'b_ - etv_gzb_

Dessinez les quatre premiers vecteurs sur un quadrillage, puis dessinez
(sans calculs préalables) les vecteurs v iy, V(j.iy, Vab)» V(ib)+ Vija) -

Soait (i, j ) une base du plan, ainsi que les vecteurs

a=3 +7 b=i-5 c=-2 +3j.

Calculez les composantes scalaires de
a. adanslabase (c, b) b. b danslabase(a, c)
c. cdanslabase (b, a) d. c danslabase(a, b)
e. adanslabase (a, b) f. i danslabase(c, a)

g. c danslabase(j, a)

V.  Coordonnées d’un point dans un repere

Définition

Définition

P (xy)

—

DM - LCP - 2001

On appelle repere du plan tout ensemble constitué d' un point arbitraire
fixe (origine) et d'une base. On notera ce repére {0, (i, j)}, ot O est
I’origineeti etj sont lesvecteurs de labase.

Si i etj ont une norme de 1 et qu'ils sont orthogonaux, on dit que le
repere est orthonormé.

Sauf indication contraire, nous travaillerons toujours dans un repére
orthonormé.

On a défini un certain nombre d opérations pour travailler avec des
vecteurs et on aimerait en faire de méme avec des points. La solution
consiste a trouver une correspondance entre un point et un vecteur. On
auraains :

e --
P(x;y) U OP = i

On appelle coordonnées d'un point P dans un repére {O, (i, j)} les

P4 ®
composantes du vecteur OP danslabase(i, j).

Dans le plan, les coordonnées du point P dans le repére {O, (i, j)} sont
les nombres réels x et y tels que

P ® . . ) ) ] 5
OP =xi +yj ,laplupart dutemps avec i :§T et j :?T
[7] ]

On écrit P(x; y).

Dans I’ espace, les coordonnées du point P dans le repére {O, (i, j, Kk)}
sont les nombresréelsx, y et ztels que

"o a6  a®b 200
OP =xi +yj +zk, tréessouvent aveci =G0, j =¢17 et k =G0T
7 2 1o

Onécrit P(x; y; 2).
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Terminologie

Exercice 25

CHAPITRE 24

La premiére coordonnée x est appelée abscisse du point P.
La deuxiéme coordonnée y est appel ée ordonnée du point P.
Dans I’ espace, la troisiéme coordonnée z est appel ée cote du point P.

On donneles points A(1 ; 1),B(-2; 1), C(-2; 1) et D(1 ; —1). Dessinez
ces quatre points sur une feuille quadrilléesi...

a. i=§9etj=§§1)9.
"‘§1m 1%'
c. i:ﬁ%ajzgg.

Définition

Les coordonnées du milieu M de AB
sont les moyennes arithmétiques des

coordonnées des extrémités du vecteur

%®
AB .

Laformule ci-contre est obtenue en
résolvant I’ équation :

%HO BO® WO ©
GA+ GB+GC =0

Coordonnées du milieu d’un segment

On appelle milieu d’un segment AB le point M tel que:

H® W® @
MA+ MB=0

Soient A(Xp; Ya) €t B(xg; Yg). En résolvant I’ égquation ci-dessus, on trouve
que le milieu de AB est e point

XAt Xg . Ya tYBO
M ; ;
% 2 ' 2 o

Exercice 26

Réponses

b. milieude AC:E(1;-0.5),
milieu de BD : F(-1; -2.37).

c. (—213;-4I3)

d. N(O;-1.43

Exercice 27

Réponses

a. D(13;1), I(5; 1)
b. E4(0;-1), E,(0; —21/5)

Coordonnées du centre de gravité d’un triangle

Soient les points A(Xa; Ya), B(Xg; Yg) € C(xc; Yc). Lecentre de gravité G
du triangle ABC a pour coordonnées

GE€KA+ Xg tXc . Yatyst ycl':.')
< 3 ! 3 o

a. Construirelespoints A, B, C et D définis par

% ® %® H6® %% ®
OA =2i+3j, OB =-4i- 3j, OC =- 4j, OD =2i- \/?31

b. Calculez les coordonnées du milieu de AC et du milieu de BD.
Calculez le centre de gravité du triangle ABC.

. Calculez les coordonnées du point N tel que
W® WO  B® WO
NA+ NB+ NC+ ND =0

oo

On donnelespoints A(2 ; 3),B(-3; 1) et C(8; -1).

a. Calculez les coordonnées du point D tel que ABCD soit un parallélo-
gramme. Calculez les coordonnées du centre | du parallé ogramme
ABCD.

b. Déterminez le(s) point(s) E de I'axe des ordonnées tel(s) que ABEC
Soit un trapéze.
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