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PREFACE DU TRADUCTEUR

Ce livre est le premier d’une série de trois recueils d’exercices corrigés traitant
des bases de 'analyse réelle. Il s’adresse d’abord aux étudiants, principalement
ceux des niveaux L1 et L2, qu’ils soient & 'université ou en CPGE. Il intéressera
aussi les candidats aux concours du CAPES et de 'agrégation de mathématiques
qui y trouveront autant les théorémes qu’ils doivent connaitre que des exercices
pour les illustrer.

Ce premier volume traite des propriétés élémentaires des nombres réels, des
inégalités élémentaires, des suites et des séries numériques. Chaque section, centrée
sur un théme, commence par des exercices relativement simples et se poursuit par
des problémes plus difficiles, certains étant des théorémes classiques. Souvent,
différents aspects d’'un méme théme sont traités en une série d’exercices successifs
pour permettre d’en approfondir la compréhension.

Tous les exercices sont corrigés, le plus souvent en détail, ce qui permettra aux
étudiants de ne pas « sécher » sur un exercice difficile. Nous les invitons cependant
a chercher par eux-mémes les exercices avant de regarder les solutions pour ne pas
se priver du plaisir de les résoudre. Nous insistons aussi sur le fait que les auteurs
ne donnent pas nécessairement toutes les étapes d’un calcul lorsqu’ils considérent
que celui-ci ne pose pas de problémes techniques. C’est bien sur aux étudiants de
prendre le temps de rédiger entiérement leurs solutions.

Nous avons ajouté dans cette traduction quelques notes pour préciser certaines
définitions et éviter ainsi d’avoir & chercher dans d’autres ouvrages. Nous avons
aussi ajouter en note les noms de certaines propriétés et relations pour inviter les
étudiants & engager des recherches par eux-mémes. L’index a la fin de 'ouvrage
permet de facilement retrouver une définition et la table des renvois permet de
voir les liens entre les différents problémes dans ce volume et dans les deux autres.

Je tiens a remercier Daniel Guin et Xavier Cottrell pour avoir pris le temps de
relire cette traduction et pour les remarques qu’ils m’ont faites afin d’améliorer le
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style et de corriger les erreurs. Je reste responsable de celles qui subsisteraient (le
moins possible j’espére). Je souhaite aussi remercier pour sa disponibilité Patrick
Fradin, 'auteur du logiciel TeXgraph avec lequel I'illustration de couverture a été
réalisée.

E. Kouris



PREFACE A L’EDITION ANGLAISE

Ce livre est I’édition anglaise, revue et augmentée, d’une version polonaise pu-
bliée en 1996 par la maison d’édition de l'université Maria Curie-Sktodowska de
Lublin, en Pologne. Il s’agit du premier volume d’une série de recueils d’exercices
d’analyse. Celle-ci s’adresse principalement aux étudiants de premier cycle univer-
sitaire. Le choix et 'arrangement des thémes et exercices étudiés permettent aux
étudiants de travailler par eux-mémes, mais les enseignants pourront le trouver
utile pour organiser des travaux dirigés.

Ce volume couvre trois sujets : les nombres réels, les suites et les séries nu-
mériques. Il ne comporte pas de problémes concernant les espaces métriques et
topologiques qui seront présentés dans le second volume.

Chaque chapitre se divise en deux parties : énoncés de problémes et solutions.
Nous donnons une solution compléte dans la plupart des cas. Lorsqu’aucune dif-
ficulté ne devrait se présenter ou lorsqu’un probléme semblable a déja été résolu,
seul une indication ou la réponse est donnée. Trés souvent, un probléme admet
plusieurs solutions; nous n’en donnons qu'une en espérant que les étudiants en
trouveront d’autres par eux-mémes.

En gardant a 'esprit que cet ouvrage est destiné prioritairement aux étudiants,
nous avons essayé de conserver 'exposé & un niveau élémentaire & chaque fois
que c’était possible. Par exemple, nous présentons une démonstration élémentaire
du théoréme de Toeplitz sur les transformations réguliéres de suites qui, dans
beaucoup d’ouvrages, est démontré par des méthodes d’analyse fonctionnelle. La
preuve présentée ici est tirée de la publication originale de Toeplitz, parue en 1911
dans Prace Matematyczno-Fizyczne, Vol. 22. Nous espérons que notre présentation
de cette partie de 'analyse réelle sera plus accessible aux lecteurs et permettra
une meilleure compréhension.

Toutes les notations et définitions utilisées dans ce volume sont standards et
d’un usage courant. Le lecteur peut les trouver, par exemple, dans les ouvrages |12|
et [23], qui comportent tous les éléments théoriques nécessaires. Néanmoins, pour
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éviter toute ambiguité et dans un souci de cohérence, une liste de notations et de
définitions est incluse dans ce livre.

Nous avons emprunté librement dans plusieurs ouvrages, recueils de problémes
et sections de problémes de journaux tels que American Mathematical Monthly,
Mathematics Today (en russe) et Delta (en polonais). La liste compléte des livres
est donnée en bibliographie. Donner toutes les sources originales dépassait nos
objectifs et nous avons pu oublier certaines contributions. Nous présentons nos
excuses si cela s’est produit.

Nous avons une grande dette envers nos amis et collégues du département de
mathématiques de 'université Maria Curie-Sktodowska qui nous ont fait des cri-
tiques constructives. Nous avons eu de nombreuses conversations stimulantes avec
M. Koter-Moérgowska, T. Kuczumow, W. Rzymowski, S. Stachura et W. Zygmunt.
Nous remercions aussi sincérement le professeur Jan Krzyz pour son aide dans la
préparation de la premiére version du manuscrit anglais. Nous sommes ravis d’ex-
primer notre gratitude au professeur Kazimierz Goebel pour ses encouragements
et son intérét actif dans ce projet. Nous sommes aussi heureux de remercier le pro-
fesseur Richard J. Libera de 'université du Delaware pour son aide précieuse et
généreuse dans la traduction anglaise et pour toutes ses suggestions et corrections
qui ont grandement amélioré la version finale de ce livre.

W. J. Kaczor, M. T. Nowak



NOTATIONS ET TERMINOLOGIE

R est ’ensemble des nombres réels.

R, est 'ensemble des nombres réels positifs.

R est 'ensemble des nombres réels strictement positifs.

R est la droite réelle achevée, autrement dit, R = R U {—o00, +-00}.
Q est ’ensemble des nombres rationnels.

Z est 'ensemble des entiers relatifs.

N est I’ensemble des entiers naturels.

N* =N\ {0}.

[a, b] est 'intervalle fermé d’extrémités a et b.

|a, b] est l'intervalle ouvert d’extrémités a et b.

[x] est la partie entiére du nombre réel x (on a conservé la notation anglo-
phone).

Pour x € R,
1 pour x > 0,
sgnz =< —1 pour x <0,
0 pour x = 0.
Pour n € N*,

nl=1x2x3x...xmn,on pose aussi 0! =1,
Cn)l=2x4x6x...x(2n—2) X 2n,
Cn—1)I'=1x3x5x...x(2n—3) x (2n —1).
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e Si A C R est non vide et majoré, sup A est alors le plus petit majorant de
A. Si 'ensemble non vide A n’est pas majoré, on pose alors sup A = 400.

e Si A C R est non vide et minoré, inf A est alors le plus grand minorant de
A. Si ’ensemble non vide A n’est pas minoré, on pose alors inf A = —oc.

e Une suite {a, } est dite croissante (resp. décroissante) si a,+1 > a, pour tout
n € N (resp. an4+1 < a, pour tout n € N). La classe des suites monotones
est formée des suites croissantes et des suites décroissantes.

e Soit {ay,} et {b,} deux suites réelles (b, # 0 pour tout n). Si le quotient
an /by, tend vers 0 (resp. reste borné) lorsque n tend vers +o0o, on écrit alors
an = o(by) (resp. a, = O(by)).

e Un réel ¢ est une valeur d’adhérence de la suite {a,, } ’il existe une sous-suite
{an, } de {a,} qui converge vers c.

e Soit S l'ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de {ay}. La limite in-
férieure, lim a,, et la limite supérieure, liril an, sont définies comme
n—-+0oo

n—-+00
suit :
+oo  si {ay} n’est pas majorée,
lim a, = ¢ —o00 si{a,} est majorée et S = 0,
n—-+00

supS si {a,} est majorée et S # (),

—oo  si {a,} n’est pas minorée,
lim a, = { +oo si{a,} est minorée et S = 0,

—+ . . .
A infS si{a,} est minorée et S # (.

—+00

e Un produit infini [] a, est dit convergent §'il existe ng € N tel que a,, # 0
n=0

pour n = ng et la suite {an,ang+1 - .- Ang+n} converge, lorsque n tend vers

+00, vers une limite /4 non nulle. Le nombre P = ajay...ap,—1 - Py est
appelé la valeur du produit infini.
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NOMBRES REELS

Enoncés

I.1. Borne supérieure et borne inférieure
d’ensembles de nombres réels, fractions continues
I.1.1. Montrer que
sup{a:GQ:x>O,x2<2}:\/§.
I.1.2. Soit A C R un ensemble non vide. On pose —A = {z : —x € A}. Montrer
que
sup (—A) = —inf A,
inf (—A) = —sup A.
1.1.3. Soit A, B C R deux ensembles non vides. On pose

A+B={z=z+y:z€ A ycB},
A-B={z=z—-y:z€AyecB}.

Prouver que

sup (A + B) = sup A + sup B,
sup (A — B) =sup A — inf B.

Etablir des formules semblables pour inf (A + B) et inf (A — B).
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I.1.4. Etant donné A et B deux ensembles de réels strictement positifs, on
définit

A-B={z=zxy:x€A,yeB},
1 1
K:{Z:;IﬂEA}

sup (A - B) =sup A x sup B.

Montrer que
Montrer aussi que si inf A > 0, alors
1y 1
SPAA) T ifA

et si inf A = 0, alors sup (%) = +o00. De plus, si A et B sont des ensembles
bornés de réels, alors

sup (A - B) = max {sup A x supB,sup A x inf B, inf A x supB,inf A x inf B}.

1.1.5. Soit A et B des ensembles non vides de réels. Montrer que
sup (A UB) = max {sup A, sup B}

et
inf (A UB) = min {inf A,inf B}.

1.1.6. Trouver la borne supérieure et la borne inférieure des ensembles A et
A, définis par

n(n+1) 3
A= {2 (1) 4 (—1)" T (2 + —) ‘ne N*} ,
n
-1 2
Azz{z_i_lcos%:neN*}.
1.1.7. Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure des ensembles A

et Bou A = {0,2;0,22;0,222;...} et B est 'ensemble des fractions décimales
comprises entre 0 et 1 dont les seuls chiffres sont des 0 et des 1.

1.1.8. Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure de l’ensemble des

D2
(";rn) ,oun € N*.

nombres de la forme
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1.1.9. Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure de ’ensemble des

2
nombres de la forme (n;ﬂ) ,oun,m e N,

1.1.10. Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure des ensembles sui-
vants :

(a) A= {%:m,neN*,m<2n},
(b) B={yn—[yn]:neN}

1.1.11. Trouver
(a) sup{z e R:2?+ 2 +1>0},
(b) inf{z=az+2"':2>0},

(c) inf{z:2x—|—2% :33>0}.

1.1.12. Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure des ensembles sui-

vants :
4
(a) A= {m+—n:m,n6N*},
n o m
(b) B= {mglizﬁ:meZ,nEN*},

(¢c) C= {L:m,neN*},
m4+n

(d) D:{izmeZ,neN*},
|m|+n

(0) B= {L :m,neN*}.
1+m+n

1.1.13. Soit n > 3 un entier. On considére toutes les suites finies possibles
(a1,...,ay) de réels strictement positifs. Déterminer la borne supérieure et la
borne inférieure de ’ensemble des nombres de la forme

n

D e

)
oy Okt Qg1 + G2

ou l'on pose an11 = ay et anyo = as.
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1.1.14. Démontrer que, pour tout nombre irrationnel « et pour tout entier stric-
tement positif n, il existe un entier strictement positif ¢, et un entier p, tels que

Montrer aussi que 'on peut choisir {p,} et {g,} de telle sorte que l'on ait

1

la_& 1
q2

an

I.1.15. Soit a un nombre irrationnel. Prouver que A = {m +na:m,n € Z}
est dense dans R, autrement dit, que tout intervalle ouvert non-vide contient un
élément de A.

I.1.16. Montrer que {cosn : n € N*} est dense dans [—1,1].
I.1.17. Soit x € R\ Z. On définit la suite {x,} en posant
r=[z]+—, x1=[r1]+—,. . Tp_1 = [Tpn]+—.

I Z2 In

On a alors

1

[xn—l] + i

n
Prouver que z est rationnel si et seulement s’il existe n € N* tel que x,, soit un
entier.

Remarque. La représentation de z ci-dessus s’appelle une fraction continue fi-

nie. On écrira aussi I’expression

1
ap +

ay +

az +
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de facon plus pratique sous la forme

1 1 1]
G —= =L -
a1 as |an
1.1.18. Pour des réels strictement positifs ay,as, ..., a,, on pose
Pbo = ao, qo = 17
p1 = apa1 + 1, Q= ai,
Pk = Pk—1ak + Pk—2; Gk = Qk—10k + qr—2, avec k=23,....n
et on définit
1 1 1
Ry = ao, Rk:a0+—‘+—‘+...—|——‘, k=1,2,...,n.
lar  |az |a

1

—. Montrer
[an

La fraction Ry est appelée la k-iéme réduite de ag + ‘i—L + ‘Lll—‘? +...+
que

Rk:@ pour k=0,1,...,n.

qk

1.1.19. Montrer que si p; et ¢ sont définis comme dans le probléme précédent
et si ag,ay,...,a, sont des entiers, alors

k
Pk—1qk — Qk—1Pk = (—1)" pour k=1,2,...,n.

Utiliser cette égalité pour conclure que py et g sont premiers entre eux.

1.1.20. Pour un nombre irrationnel x, on définit la suite {z,} par

1 1 1
X = —————, ..., Ty =
SL‘1—[SL‘1]

z — [z]
On pose de plus ag = [z], ap = [zy] (n € N¥) et
Rn:ao+1—|+1—|+...+l—‘.
lax  faz |an
Prouver que la différence entre le nombre x et sa n-iéme réduite est donnée par
(="

z— R, =
" (ann—l-l + Qn—l) dn ’

ol Pn, ¢n sont définis en 1.1.18. En déduire que = se trouve toujours entre deux
réduites successives.
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I.1.21. Prouver que 'ensemble {sinn : n € N*} est dense dans [—1,1].

1.1.22. Appliquer le résultat de 1.1.20 pour prouver que, pour tout nombre

irrationnel z, il existe une suite < 2=t de nombres rationnels étant impair
b qn ) n )

telle que
1
o)<
QH Qn

(Comparer avec 1.1.14.)

1.1.23. Démontrer la formule suivante donnant la différence entre deux réduites
successives :
(="

dndn+1 '

Rn+1 - R, =

1.1.24. Soit & un nombre irrationnel. Prouver que ses réduites R, définies en
1.1.20 sont de plus en plus proches de z, autrement dit,

|x_Rn+1|<|x_Rn|> n € N.
I.1.25. Prouver que la réduite R,, = p,/q, est la meilleure approximation de
x par une fraction de dénominateur g, ou moins. Autrement dit : si /s est un

rationnel de dénominateur strictement positif tel que |z —r/s| < | — R,|, alors
$> qn.

1.1.26. Développer chacun des nombres suivants en une fraction continue infi-
nie : v/2, @

1.1.27. Pour un entier k strictement positif, déterminer le développement de
Vk2 + k en fraction continue infinie.

I.1.28. Trouver tous les z € |0, 1[ pour lesquels a; dans le développement en
fractions continues (voir le probléme 1.1.20) est égal & un entier n strictement
positif donné.

I.2. Quelques inégalités élémentaires

I.2.1. Prouver que siles ay > —1 (k=1,...,n) sont de méme signe, on a alors

(I4+a)I+a2) - 1+an) =14a +as+...4 ap.
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Remarque. On note que si a1 = as = ... = a, = a, on obtient alors I'inégalité
bien connue de Bernoulli : (1+a)" > 14 na, a > —1.

1.2.2.  Prouver le résultat suivant par récurrence : si ay, ao, ..., a, sont des réels
strictement positifs tels que ajas---a, =1, alors a1 +as + ...+ a, = n.

1.2.3.  On note respectivement A,, G, et H, les moyennes arithmétique, géo-

métrique et harmonique des n nombres réels strictement positifs ay,as, ..., an,
soit
aiyt+ax+...+ay
An = ’
n
G, = Va xas X ... X ay,
n
o411 1
ar +a2 +"'+an

Démontrer que A,, > G,, > H,.

1.2.4. Etablir, en utilisant le résultat du probléme précédent (A, > G,), l'in-
égalité de Bernoulli

(1+z)">1+4+nz pour z>0.

1.2.5. Vérifier, pour n € N*, les propositions suivantes :

() 1+ 1 + 1 + n 1 >2
a) — — 44+ —
n n+1l n+2 2 3’
1 1 1

s 1
(b) n+1 n+2 n+3 +3 +1> ’
(©) 1< 1 n 1 n n 1 n 1 <2
C — - SE—— -

2 3n+1 3n+2 5n bdn+1 3’
(d)n(\"/n+1—1)<1+l+ +l<n 1— ! + ! n>1

2 T n vn+1 n+1)’ '

1.2.6. Montrer que, pour tout x > 0 et n € N* on a

™ 1

< )
l4+ax+a24+a34+...+220 " 2n+1
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1.2.7. Soit {a,} une suite arithmétique & termes strictement positifs. Prouver
que

a1 + an

Vaia, < yJajaz - ap < 5

1.2.8. Montrer que

n 1
Jn < mgn‘; . neN-

n
1.2.9. Soit a; (k=1,2,...,n) des réels strictement positifs tels que > aj < 1.
k=1
Montrer que
n

Zi}n?

k=1

n

1.2.10. Soit ap > 0, k = 1,2,...,n et n > 1, on pose s = Y a. Vérifier les
k=1

propositions suivantes :

1 k=1
n 2
(b) — >
—s—ar n—
n a -1
k
> 1.
(c) n (Z Hak) n+
k=1
I.2.11. Prouver quesiap >0 (k=1,2,...,n) et ajas---a, =1, alors

(1+a1)(1+az) (1 +a,) =2

1.2.12. Démontrer 'inégalité de Cauchy suivante :

n 2 n n
(Z akbk> < Za% bi.
k=1 1

k=1 k=
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1.2.13. Montrer que

" 2 N 2\ 2
( ak) + (Z bk> < (a% + bi)
k=1 k=1 k=1

N
=

n n
1.2.14. Prouver quesi > a2 = > b2 = 1, alors
k=1 k=1
n
akbk < 1.
k=1
1.2.15. Pour a; >0 (k=1,2,...,n), vérifier les propositions suivantes :
(a‘) Qg CL_ Zn )
k=1 k=1 F
— dg
(b) ay o > nZ(l —ag),
k=1 k=1 k=1

1 .
(¢) (log, a1)? + (log, az)? + ... + (log, an)? > o siar...an =a # 1.

1.2.16. Pour a > 0, démontrer que

n
D aby
k=1

1 n n
<= 2 4
\Oé ak;

k=1 k=1

1.2.17. Etablir les inégalités suivantes :

1.2.18. Montrer que
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1.2.19. Prouver que

3
3

n 2

p p+q p—q
g ay, < ay, ap -,
k=1 k

pour tout couple de réels p, ¢ et tous nombres strictement positifs aq,as, ..., a,.

Il
—_
£
Il
—_

n n
1.2.20. Trouver le minimum de la somme ) a7 sous la contrainte Y. aj = 1.
k=1 k=1

I 2 21. Soit p1,p2, ..., Pn des réels strictement positifs. Trouver le minimum de

Z pra; sous la contrainte Z ap = 1.
k=1 k=1

1.2.22. Montrer que

(zak) o) (Zak HW)

1.2.23. Vérifier les propositions suivantes :

(a) (Z(ak + bk ) (Z ak> (Z bi) 2,
k=1 k=1
(iai)z — (ibi)z gzn:\ak—bﬂ
k=1 k=1 k=1

1.2.24. Soit pi,pa,...,pn des réels strictement positifs. Déterminer le mini-
mum de

n

2
n n
Z a2 + (Z ak) sous la contrainte Zpkak =1
k=1 k=1

k=1

1.2.25.  Démontrer 'inégalité de T'chebychev suivante : sia; = a2 > ... > a, et
by =2by>...2b, (oua; <ag<...<ayet by <by<...<by), alors

Zak Z by, < nz agby.
k=1

k=1 k=1

10
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1.2.26. En supposant que a; >0 (k =1,2,...,n), démontrer que

(o) o5
"= ") S k=1 e
1.2.27. Etablir 'inégalité

(a+b)? < (1+c)a® + <1+ %) b

pour c strictement positif, a et b étant des réels quelconques.

1.2.28. Prouver que |Va2 + b2 — Va2 + 02‘ <|b—¢|.

1.2.29. Pour a, b et ¢ strictement positifs, vérifier les propositions suivantes :

bc ac ab
(a) =+ —+—2=>a+tb+c
a b c

(b) 1 n 1 n 1 < 1 n 1 n 1

o) — 7 B ’

a b ¢ \Vbe ea ab
2 2 2 9

(O et —— o —— >

b+c¢ c¢c+a a+b  a+b+c’

a2 2 a2— 2

1
(d) c+a + a+b b+c ’
1(a—0b)? a+b 1 (a—b)*
) — < — < - — < a.
(e) 3 a4 S5 Vab\8 2 pour b < a

1.2.30. Pour ap e Ret by >0 (k=1,2,...,n), on pose

m = min %:k:1,2,...,n et M = max a—k:k:1,2,...,n .
bk bk

Démontrer que
a1 +ag+ ...+ ay < M

m x X
b1 +bs+ ...+ b,

1.2.31. Démontrer quesi 0 < a1 <ag <...<a, <3 (n > 1), alors

sinay +sinag + ... 4+ sinaq,,
tan oy < < tan ay,.
COS (x] + COS Qg + ...+ COS (up,

11
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1.2.32. Pour ¢q,ca,...,c, des réels strictement positifs et ki, kso,..., &k, € N*,
on pose

S:max{ k\l/aa %a"'a k\n/cn}a s:min{ k\l/aa %7"'7 k\n/cn}-

Prouver que
1

S < (0102 e Cn)k1+k2+'“+kn < S

1.2.33. Pour ap >0et by >0 (k=1,2,...,n), on pose

ay

M:max{a

:k:1,2,...,n}.

Montrer que
aj+ai+...+a’
by + Mb2+ ...+ Mn—1pn =

1.2.34. Prouver que si x est strictement supérieur a n’importe lequel des
nombres aq,as, ..., a,, alors

1 1 1 < n
aitas+..+an °
n

+ +... .+ Z
r — ax r — ag X — Qp T —

1.2.35. On note ¢ = (Z), k=0,1,2,...,n, les coefficients du binéme de New-
ton. Etablir I'inégalité

VAVt e < /a2 - 1).
1.2.36. Pour n > 2, montrer que
~o(n 2n —2\" !
()< (=) -
k=0 "

1.2.37. Soit ar >0 (k=1,2,...,n) et A, leur moyenne arithmétique. Prouver
que, pour tout entier p > 1, on a

n n
} : p p } : p—1
k=1 k=1
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1.2.38. Pour ap >0 (k=1,2,...,n), on pose a = aj; + ag + ...+ a,. Prouver

que
-1
Z Apt1 S
k=1
1.2.39. Montrer que, pour tout arrangement by, bo, ..., b, des réels strictement
positifs a1, as,...,a,, on a
ai a2 n
—+ —=+...+—2=2n
by by by ~

1.2.40. Prouver les inégalités de Weierstrass :si0 < ap <1 (k=1,2,...

a1 +as+...+a, <1, alors

n n
(a) 1+Zak<H(1+ak)<;n,
k=1 k=1 1— > ag
k=1
n n 1
(b) 1= e <[]0 —ar) < ——
k=1 k=1 1+ ag
k=1

1.2.41. On suppose que 0 < ax < 1 (k=1,2,...,n) et on pose a = aj + ag +

..+ ay. Prouver que
n

ag na
Soptos e
l—ar.  n—a

k=1
I.2.42. Soit 0 <arp <1 (k=1,2,...,n) et n > 2. Vérifier 'inégalité
n
noo n;;l ak
Z 1 + a < n — n *
k=1 oY ap+n ] a
k=1 k=1

1.2.43. Pour des ay positifs (k = 1,2,...,n) tels que a1 +as + ...
prouver que

Hl—l—ak (n+1)" Hak,
k=1

n n
Hl—ak (n—1)" H
k=1 k=1

+a, =1,

13
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n
I.2.44. Prouver quesiay >0 (k=1,2,...,n)et > 1+1ak =n — 1, alors
k=1

n
1
H — = (n-1"
-Loay,
1.2.45. Montrer que, sous les hypothéses de 1.2.43, on a

[T +a) 10— a)
=1 > 1
mr)” (-1

k h= n > 1.
1.2.46. Montrer que
ay + az + ... QAp—2 ap—1 (2% > E
as +az  az+ ay ap-1+ay, ap+ar a;+as 4
pour ai,as,...,a, strictement positifs.
1.2.47. Soit t et a1, as,...,a, des réels. Etablir 'inégalité
~ Vie—t] _ = Ve —al
D D D g
k=1 k=2
1.2.48. Prouver que si ai,as,...,a, €t b1,ba,...,b, sont des réels strictement

positifs, on a

V(ar +b1)(az +bg) - (an +bn) = Vartag-—an + /bbby

1.2.49. Onsuppose que 0 < a1 < as < ... < a, et que p1,pa, ..., py sont positifs
n -
et tels que Y pp = 1. Etablir 'inégalité!)

=1
) Qk r— | < =5
=1 Yk G

o A= %(al +a,) et G = \/aja,.

1.2.50. Pour n € N*| on note o(n) la somme des diviseurs positifs de n et 7(n)

le nombre de ces diviseurs. Prouver que % > /n.

() Inégalité de Kantorovich. (N.d.T.)

14
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Solutions

I.1. Borne supérieure et borne inférieure
d’ensembles de nombres réels, fractions continues

I.1.1. Soit A = {a; €Q:2>0,22< 2} et s = sup A. On peut supposer
que s > 1. On va prouver que, pour tout entier strictement positif n, on a

<s—%>2<2<<8+%>2. (1)
1

Puisque s — ;- n’est pas un majorant de A, il existe z* € A tel que s — % < x*.

Donc,
5 — S 2 < (z*)? <2
- .

Supposons que (s + %)2 < 2. Si s est rationnel, alors S—I—% €Aets+, L~ 5 ce

n+1)s
- n+1) : e n+1

est un nombre rationnel tel que s < w < s+ % Donc, w? < (s + 5) etwe A,

qui contredit le fait que s = sup A.. Si s est irrationnel, alors w =

contradiction. On a ainsi prouvé que (s + %)2 > 2. L’inégalité de gauche de
2 _ 522
2

(1) implique s 8 < g2 2; —|— n% < 2, ce qui donne < % En faisant

tendre n vers +oo, on obtient s2 — 2 < 0.
2
Comme ci-dessus, 'inégalité de droite de (1) donne = 322 > —% ce qui

implique s? — 2 > 0. Donc, s? = 2.

1.1.2.  On suppose que A est minoré et on pose a = inf A. On a alors

> a pour tout x € A, (1)
pour tout € > 0, il existe z* € A tel que z* < a + &. (2)

En multipliant les inégalités données en (1) et (2) par —1, on obtient

x < —a pour tout z € (—A), (1)
pour tout € > 0, il existe 2* € (—A) tel que 2* > —a —¢. (27

Donc, —a = sup (—A). Si A n’est pas minoré, alors —A n’est pas majoré et
sup (—A) = —inf A = +oo. L’autre égalité s’obtient de la méme fagon.

15
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1.1.3.  On suppose que A et B sont majorés et on pose a =sup A, b=supB;
a est alors un majorant de A, b un majorant de B et a + b est un majorant de
A +B. De plus, pour tout € > 0, il existe 2™ € A et y* € B tels que z* > a—§
et y* > b— 5. Donc, * + y* > a + b — ¢. Puisque z* = z* + y* € A + B,
I'égalité a + b = sup (A + B) est donc prouvée. Si A ou B n’est pas majoré,
alors A + B est aussi non-majoré et, par définition de la borne supérieure,
sup (A + B) =sup A +supB = +o0.

La seconde égalité est une conséquence immeédiate de la premiére et du
probléme précédent. En effet, on a

sup(A —B) =sup(A + (—B)) =sup A +sup (—B) = sup A — inf B.
On peut appliquer des arguments semblables pour prouver les égalités

inf (A +B) =inf A +inf B,
inf (A — B) = inf A —supB.

I.1.4. On suppose que chacun des deux ensembles est majoré et on pose
a = sup A et b = sup B. Puisque les éléments de A et de B sont des réels
strictement positifs, zy < ab pour tout z € A et y € B. On va montrer que
ab est la borne supérieure de A - B. Soit € > 0. Il existe 2 € A et y* € B
tels que z* > a — e et y* > b —¢e. Donc z*y* > ab — e(a + b — ¢). Puisque
I'on peut rendre £(a + b — ¢) arbitrairement petit si ¢ est suffisamment petit,
on voit que tout nombre inférieur & ab n’est pas un majorant de A - B. Ainsi,
ab = sup (A - B). Si A ou B n’est pas majoré, alors A - B ne l'est pas non plus
et sup (A -B) =sup A x supB = +oc.

Nous devons maintenant montrer que sup (%) =1 _sid =infA > 0.

1

inf A
Pour tout = € A, 'inégalité x > a’ est équivalente & = < =-. Donc % est un

1
<
B S @
majorant de %. De plus, pour tout £ > 0, il existe z* € A tel que z* < @’ +¢.
D’ou,

1 1 1 €

> = — .
x* " d+e o dd+e)

1

Puisque 1'on peut rendre arbitrairement petit, -; est la borne supé-

Z
a’(a’+e)
rieure de %. On considére maintenant le cas ot @’ = 0. L’ensemble % est alors
non-borné (en effet, pour tout e > 0, il existe x* € % tel que z* > 1) et

g
sup % = +00.
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Supposons maintenant que A et B sont des ensembles bornés de réels (po-
sitifs ou négatifs) et posons a = sup A, b =supB et ' =inf A, ' = inf B. Si
a’ et b/ sont positifs, 'égalité demandée se déduit de ce qui précede. Si a’ < 0
et a,b/ > 0, alors zy < ab pour tout z € A et y € B. On prend ¢ > 0 suffi-
samment petit pour que a — & > 0. Il existe alors un réel z* € A strictement
positif tel que z* > a — e. 1l existe aussi y* € B tel que y* > b — . Donc,

gy >z*b—¢e)>(a—e)b—e)=ab—c(a+ b+ —¢).

Dans ce cas, on a alors sup (A - B) = ab.
On considére maintenant le cas a’,' < 0 et a,b > 0. Pour tout x € A et
y € B, on a
Ty < max {ab, a'b'} .

Supposons d’abord que max {ab, a’t’} = a'b’. Par définition de la borne supé-
rieure, pour € > 0 suffisamment petit, il existe ™ € A et y* € B tels que
¥ <a+e<0ety" <b+e<0. Ceci donne

oyt > at(b +e) > (d +e)(V +e) =dV +e(d +V +e).

On note que a’ +b' +¢ est strictement négatif. Donc a’b’ est la borne supérieure
de A-B. Dans le cas ou max {ab,a’b'} = ab, un raisonnement semblable donne
sup (A - B) = ab. Tous les autres cas se traitent de la méme fagon.

I.1.5.  On suppose d’abord que A et B sont majorés. On pose a = sup A
et b = supB. On peut bien str supposer que a < b. On a alors, pour tout
x € AUB, z < b. De plus, pour tout € > 0, il existe ™ € B tel que 2* > b—¢.
Il est évident que z* appartient & A U B. La premiére égalité est donc véri-
fice. Si A ou B n’est pas majoré, alors A U B ne l’est pas non plus. Donc,
sup (A UB) = 400 et max {+00,c} = max {+00,+00} = +00. La seconde
égalité se démontre de la méme maniére.

I.1.6. On a

11 3 3 3 3 \
Al_{_3’_?’5}U{E’_4k+1’_4_4k+2’4+4k+3 kel }

3k—1 3k—2  3k-3
A, = = = ¢ L
2 {3k+1’ 6k 23k—1) keN}

Donc, inf A} = —12—1, supAj =5 et inf Ay = —%, sup Ag = 1.

1.1.7. supA = %, inf A =0,2, supB = %, inf B = 0.

17
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I.1.8. On peut montrer par récurrence que pour n > 11, 2" > (n+ 1)3.
Donc,

(n+1? _(n+1)°

0<
on (’I’L—l— 1)3

pour n > 11.

La borne inférieure de notre ensemble est donc égale a 0.

On prouve aussi facilement que 2" > (n + 1)2 pour n > 6. Donc, ("H) <1
pour n > 6. Les nombres 2, Z, %g et 3§ appartiennent aussi a notre ensemble

La borne supérieure est donc égale a 7.

1.1.9. On déduit du probléme précédent que la borne inférieure de cet
ensemble est 0. D’aprés I'inégalité mentionnée dans la solution précédente,
2" > (nm + 1)2 pour nm = 6. Puisque nm + 1 > n + m pour n,m € N*¥,
on a

2 2 2
(n+m) - (n+m) <(n+m) 1 s mm>6

e (nm + 1)2 = (n =+ m)2
Pour nm < 6, on obtient les éléments suivants de notre ensemble : 1, 2, Z, 32
et 36 . La borne supérieure est donc égale a Z

I.1.10.

(a) Il est évident que 2 est un majorant de I’ensemble A. On va prouver qu’il
n’y a pas de majorant plus petit. En effet, si € > 0 est fixé, alors pour
tout entier strictement positif n* > [ ] on a 2(” D > 2 ¢ Laborne
inférieure de A est égale a 0 car 7> > 0 pour m, n € N* et, étant donné
e > 0, il existe n tel que % <e.

(b) Clairement, 0 < /7 — [y/n] < 1. En prenant n = k? (k € N*), on voit
que 0 € B et inf B = 0. Pour prouver que supB = 1, on remarque
d’abord que [M] = n pour tout entier n strictement positif. Soit
0 < e < 1. Un simple calcul montre que I'inégalité

2
\/n2—|—2n— [\/n2—|—2n] =——>1—¢
2
I1+2+1
2
est vérifiée pour tout entier n > (1;) .
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I.1.11.
(a) sup{z € R:z? + 241> 0} = 400,
(b) inf{z=az+z"':2>0} =2,
(c) inf{z:2m+2% :x>0}:4.

Les deux premiéres égalités se vérifient facilement. Pour prouver la troisiéme,

on remarque que “TH’ > vV ab pour a,b > 0. Donc,

1
& T
¥> 2%+m>,/22:2

avec égalité si et seulement si x = 1. La proposition (c) est donc démontrée.

I.1.12.

(a) On obtient, en utilisant I'inégalité “TH’ > v ab pour a,b > 0,
n

+—2=>4

m 4
n m

avec égalité si et seulement si m = 2n. Donc, inf A = 4. On voit, en
prenant m = 1, que l'ensemble A n’est pas majoré. Ceci signifie que

sup A = +oo.
(b) De méme, on a
1 oM 1
4~ 4m?+n? " 4’
avec égalité si et seulement si respectivement m = —2n et m = 2n. Donc,

g _ 1 _ 1
infB=—7etsupB = 7.

(¢c) OnainfC =0 et supC = 1. En effet, 0 < 2~ < 1 et, pour tout € > 0,
il existe des entiers strictement positifs n1 et mq tels que

m
<e€ ! >1—c.

et
ny+1 m1+1

(d) infD =—1et supD = 1.

(e) On peut prendre m = n pour voir que I’ensemble n’est pas majoré. Donc,
sup E = +o00. D’autre part, pour tout m,n € N*, on a % > % avec
égalité si et seulement si m =n = 1. Donc inf E = %

19
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1.1.13. On obtient, en posant s = a1 + as + ... + ay,

ag ay

ag+1 ag42
<1 - B TR
S ap + a1 + ap42 S S

/A

On en déduit

1< <n-—2.
Zak+akz+1 + Qg2

n

. . &
Le but est maintenant de prouver que inf k¥1 arFarsaFanrs

= 1 et

_ _ 4k
sup Z m n — 2. Pour cela, on prend ar = t*, t > 0. On a

alors
Z”: ak ot =2
Saptappr tapsr  tHEHE T g2 gl gn
tn—l tn
+ -l gn 4t + "+t + 2
1 tn—2 tn—l
( )1+t+t2+t”—1+t”—2+1+t”—1+t+1

n

. + . ag _ . .
En faisant tendre t vers 0™, on voit que sup kX_: arTarmFars = " 2, puis en
n
ag _
faisant tendre ¢ vers 400, on conclut que inf Z T o 1.

k=

1.1.14. On fixe n € N* et on considére les n + 1 nombres réels

0, — [a],2a — [20] ,...,na — [na].
. S 99 . . joj+1
Chacun appartient a l'intervalle [0,1[. Puisque les n intervalles [5 , T[7
j=0,1,...,n— 1, recouvrent I'intervalle [0, 1], il y en a donc un qui contient
au moins deux de ces points, nia — [n1a] et nea— [ngal avec 0 < ny < ng < n.
Ainsi,
|nea — [noa) — nia+ [ma]| < -

Il suffit alors de prendre ¢, = no — ny et p, = [n2a] — [n1a]. On déduit de

Iargument précédent que ¢, < n et la seconde inégalité est aussi vérifiée.

20
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I.1.15. On va montrer que tout intervalle |p, g[ contient au moins un élément
de A. On pose 0 < € = ¢ — p. On déduit du probléme précédent qu’il existe p,
et g, tels que

1
ool
qn qn

Puisque « est irrationnel, lim ¢, = +o00. Donc,
n—-+o0o

1
lgna —pn| < — < e
dn
pour presque tout n. On pose maintenant a = |g, — p,|. Au moins un des réels
ma, m € Z, appartient alors a U'intervalle |p,¢[, autrement dit, mg,a — mp,
ou —mgqua + mp, se trouve dans cet intervalle.

I.1.16. Soit t € [—1,1]. Il existe un = tel que ¢ = cosx. D’aprés le résultat
du probléme précédent, il existe des suites d’entiers {m,} et {k,} telles que

®= lirf (kn2m 4+ my,). Ceci et la continuité de la fonction cosinus impliquent
n—roo
t = cosx = cos < lim (k.27 + mn)> = lim cosm, = lim cos|m,]|.
n——+00 n— -+0o0o n——+00

Chaque élément de [—1,1] est donc une valeur d’adhérence de ’ensemble
{cosn : n € N*}. Le résultat demandé est ainsi prouvé.

1.1.17. 1l est évident que s’il existe n tel que x,, est un entier, alors x est ra-
tionnel. Supposons maintenant que = £ avec p € Z et ¢ € N*. Si z — [x] # 0,

alors % — [ﬂ = é, ou [ est un entier strictement positif plus petit que gq.
Le dénominateur de x; = 7 est donc plus petit que le dénominateur de .
Ceci signifie que les dénominateurs de x1, xs, ... forment une suite strictement

décroissante qui ne peut donc pas étre infinie.

1.1.18. On procéde par récurrence. On peut facilement vérifier que

Rk:& pour k=0,1,2.

qk

Supposons que, pour m > 2 choisi arbitrairement, on ait

Pm _ Pm—10m + Pm—2

R, = .
" dm qm—10m + qm—2

21
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On remarque que si on remplace a,, dans R, par a,, +
la réduite R,,1. Donc,

—L_on obtient alors
Am+1

Pm—1 (am + L) + Dm+2

Am+1

Rm+1 =

dm—1 (am + 1 ) + qm—+2

Am+1
(pm—lam +pm—2)am+1 + Pm—1 _ Pm+1
(Qm—lam + Qm—Z)am—i-l + qm—1 qm+1

1.1.19. On pose

Ap =pPr_1qr — qe_1pr pour k=12 ... n.
On a alors, pour k > 1,
Ap = pr—1(gr—10k + qr—2) — G—1(Pk—10% + Pr—2)
= —(Pk—20k-1 — Gk—2Pk—1) = —Dg_1.
Puisque A1 = poq1 — qop1 = agai — (apa; + 1) = —1, on obtient Ay = (—1)F.

Ceci implique que pj et g sont premiers entre eux(?).

1.1.20. Comme dans la solution de I.1.18, on a, pour n > 1,

_ DPn _ Pn-1an + Pn—2

R, = .
dn Qn—10n + qpn—2
De méme,
az —+ Dp—
g = Pnfntl TPl e N
AnTn+1 + Gn—1
Donc,

£ — R, = Pnln+1 + Pn—1 _ Pn

qnln+1 + qn—1 qn
Pn—1Gn — Gn-1Pn_ _ (="
(ann—i-l + Qn—l)Qn (ann-i-l + Qn—l)Qn 7

la derniére égalité se déduisant du résultat de 1.1.19. D’ou,

> (0 pour n pair,
z— R, ) )
< 0 pour n impair.

Le nombre z se trouve donc toujours entre deux réduites successives.

) D’apreés le théoréme de Bézout. (N.d.T.)
22
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I.1.21. On prouve d’abord que l'ensemble {n — ma : n,m € N*} est dense
dans R si o est un nombre irrationnel strictement positif. On considére pour
cela un intervalle Ja,b] (0 < a < b) et on montre que cet intervalle contient
au moins un élément de notre ensemble. On pose € = b — a > 0. D’apres le
probléme précédent, il existe une réduite R,, telle que

1
0<R,—a<—. (1)
an
En effet, on considére un entier n impair et on observe que

(ann—l-l + Qn—l)QH > qu-
Puisque lir}rq qn = +00, on a qi < € pour n suffisamment grand. Ceci et (1)
n——+00 "

impliquent 0 < p, — ag, < an < € pour n suffisamment grand. Il existe donc
nog € N* tel que no(p, — agn) € Ja,b[. Soit maintenant t € [—1,1]. Il existe =
strictement positif tel que ¢ = sinx. On déduit des considérations précédentes
qu’il existe des suites d’entiers strictement positifs {m,} et {k,} telles que

x = lirf (my, — 27k,,). Par continuité de la fonction sinus, on a
n—roo

t = sinxz = sin < lim (m, — 27T]€n)> = lim sinm,.
n——+00 n——+00

On a donc prouvé que tout élément de I'intervalle [—1, 1] est une valeur d’adhé-
rence de 'ensemble {sinn : n € N*}.

1.1.22. Soit p, et g, les entiers définis en 1.1.20. Puisque &, 41 = ant1 +

xnl 2 > anp+1, ON obtient (ann-i-l + Qn—l)Qn > (Qnan—i-l + Qn—l)Qn = qn+19n-
Donc, d’aprés 1.1.20,

1

dndn+1 ‘

Puisque ¢ni11 = @nant1 + Gn-1 > Gnant1 > qn, U'inégalité demandée suit. On
prouve alors que la suite {g,} contient une infinité de nombres impairs. En
effet, il découle de 1.1.19 que ¢, et g,4+1 ne peuvent pas étre tous les deux
pairs.

|z — Ry,| <

1.1.23. 1l suffit d’appliquer la formule donnée en I.1.19.

1.1.24. On observe d’abord que la suite {g,} est strictement croissante et
gn = n. De plus, d’aprés le probléme 1.1.20,
1

r— R,| = .
| n| (ann—l-l + Qn—l)Qn
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Ceci et l'inégalité xp 11 < apy1 + 1 impliquent

1 1
|z — Ry| > = .
(Qn(an-‘rl + 1) + Qn—l)Qn (Qn-‘rl + Qn)Qn

Puisque a,42 > 1, on a

1 1
< .
dn+1An+2 + Qn)Qn—i-l (Qn—i-l + Qn)Qn

|f1}' - Rn+1| < (
Ces inégalités donnent le résultat demandé.

1.1.25. Soit L tel que |z — | < |z — Ry| < |z — Ry—1|. Puisque z se trouve
entre R, et R,_1 (voir le probléme 1.1.20),

‘2 - Rn—l‘ < |Rn-1— Rql.

Donc, d’aprés le résultat de 1.1.23,

|7"(In—1 - 3pn—1| < 1 ‘
Sqn—1 gn—14n
1 1
De plus, on a s < T car |Pgn—1 — spn—1| = 1. Donc, s > g¢,.

1.1.26. On obtient, en suivant I'algorithme donné en 1.1.20,

aoz[\/i]zl, :1;1:\/;_12\/54-1.

Donc, a; = [z1] = 2. De méme,

1
T9=———=2x1 et ag=a; =2.

(V2+1) -2

Par récurrence, on a

De méme,
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1.1.27. Puisque k¥ < Vk?2+k < k+ 1, a9 = [\/kQ—i-k} = k. D'on,

e, k2+ +k En conséquence, 2 < x1 < 2+ k, et a; = 2. De plus,

1
m=——— =k+VE+k

VE2+k—k

Donc, 2k < 29 < 2k + 1 et ag = 2k. De la méme fagon, on obtient ag = 2. On
a alors, par récurrence,

V2 + +—‘+ LU B

2k 2 |2k

1.1.28. Puisque 0 < z < 1, 0on a ayp = 0 et 1 = 1/x. Donc a; = n implique
[1/z] =netl/z—1<n<1/x, cequidonne 1/(n+1) <x<1/n.

Quelques inégalités élémentaires

1.2.1. On fait un raisonnement par récurrence. Pour n = 1, I'inégalité est
évidente. On considére un entier n strictement positif et on suppose que

14+a)14+a2)--1+an) =14a1+az+...+ ap.
On a alors

(I4+a1)(1+a2) (14 an)(1+ant1)
>(14+a1+az+...+a,)(1+ans1)
=1l4a1+ax+...+ap+apnt1 +ant1(ar +as+...+ay)
>1+a1+a+...+an+ ant1-

La proposition est donc démontrée.

1.2.2. On fait un raisonnement par récurrence. Pour n = 1, la proposition
est claire. On suppose maintenant qu’elle est vérifiée pour un certain n. On
peut supposer, sans perte de généralité, que les nombres aq, ..., a,4+1 vérifiant
la condition ajas...a,11 = 1 sont numérotés de sorte que a; < ag < ... <
an < apy1. On a alors ay < 1 et apq1 > 1. Puisque agas ... ap(api1a1) = 1,
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on a, par hypotheése de récurrence, as + az + ...+ an + (aps1a1) = n. D'ou,

ar+as+...+ap t+apnt1 Zn+apt1 +a1 — apy101
=n+apt1(l—a1)+a;—1+1
=n+1+ (apt1 —1)(1 —a1)
>n—+ 1.

1.2.3.  Les inégalités se déduisent de la proposition prouvée en 1.2.2. Fn effet,
.. a; . 92 2 o
en remplacant ici les a; par (L/alj—a, on obtient A,, > G,,. L’inégalité G,, > H,

se déduit de I'inégalité A,, > G, en remplagant les a; par leurs inverses ai
J

1.2.4. On a, en utilisant I'inégalité entre les moyennes arithmétique et géo-
métrique,

VI+nz)x1x...x1<1+x (n facteurs).

1.2.5.
(a) On applique I'inégalité entre les moyennes arithmétique et harmonique.
(b) On applique I'inégalité entre les moyennes arithmétique et harmonique.

(¢) La premiére inégalité peut se prouver comme en (a) et (b). Pour démon-
trer la seconde inégalité, on observe que
1 N\ 1 P 1 N\ 1 - 1 N\ 2n -
3n+1 3n+2 52 bn+1l 3n+1 3n+2

2
-

(d) D’apres l'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique,

2 3 4 n+1

s+t —>nVn+ 1l
1 2 3 n
D’ou,
1 1 1 n
LHl4l+otl+ot. 1t =>nVn+l
et

11 1 n
1+§+§+...+E>n(\/n+1—1).

Pour prouver lautre inégalité, on utilise I'inégalité entre les moyennes
arithmétique et géométrique pour obtenir

1_1_2_1_3+ n n < n
2 3 4 7 n+1 NES
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Ceci implique

11 1 1 1
l4+-4-4..4+—-<n(1- .
gzt n( "—n+1+n+1>

1.2.6.  On obtient, par l'inégalité G,, < A,,

2n
i 2n+11><ac><...><ac2”<71+”'+x
2n+1

1.2.7. La seconde inégalité est une conséquence immédiate de l'inégalité
G, < A,. On peut prouver I'autre inégalité par récurrence. L’inégalité est
vérifiée pour n = 1. On montre qu’elle est vérifiée & 'ordre n + 1 si elle I'est
a lordre n. Pour cela, on montre que (a1a,+1)" ™ < (a1 apanyi1)? dés que
(ara,)" < (ay---ay)? On a

n+1
an+1>

(a1an4+1)" ™ < a1 - aplar -+~ ay)® - ( -
mn

Il suffit donc de prouver que

an+1

n+1 2
a1 — = < G-

an

On peut réécrire cette inégalité sous la forme

d TL—].
1 R < _]>d7
a1< +a1+(n—1)d> ap + (n—1)

ol a, = aj + (n — 1)d, ce qui se démontre facilement par récurrence.
1.2.8. 1l s’agit d’'une conséquence immédiate du probléme précédent.

1.2.9. On peut appliquer I'inégalité entre les moyennes arithmétique et har-
monique.

I.2.10.

(a) Par I'inégalité entre moyenne arithmétique et harmonique, on a

et, en conséquence,
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De méme, I'inégalité

implique

c—s—ag s(n—1)

Le résultat demandé découle de ce qui précéde et des égalités

n n

n n
ay 1 s — ay, 1
DRI WS L EL N
k=1 k=1 k=1 k=1
(b) Voir la solution de la partie (a).
(¢) Ceci s’obtient par la méme méthode qu'en (a).
1.2.11. On utilise I'inégalite 5% > | /az.
I[.2.12. On a
n n n 2 n n
>3- (o) = 32 - 3w
k=1 k=1 k=1 kj=1 kj=1
1 n
= 5 Z (akbj — bkaj)Q = 0.
k,j=1

1.2.13. Cette inégalité est équivalente a I'inégalité suivante :

n n
> (awa; +bpb) < > (af + bﬁ)% (a5 + b?)% ,
lag=ll lEg/=I1l

qui est elle-méme une conséquence immeédiate de l'inégalité évidente
2, 12\5 (.2, p2\5
ara; + brb; < (ai +b;)? (af +b5) 2.

1.2.14. La proposition se déduit de I'inégalité de Cauchy.
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1.2.15.
(a) D’aprés l'inégalité de Cauchy,
n

E E E _ 2
Qg 2 a—k = ( aka—k> =n".

5=l = k=1

(b) D’apres (a),

3
3

n
>n?—n ak:nZ(l—ak).

(¢) Par hypothése, log, a1 +log, as + ...+ log, a, = 1. Ceci et I'inégalité de
Cauchy (probléme 1.2.12) donnent le résultat cherché.

1.2.16. L’inégalité est équivalente a
n

D> kb

k=1

qui est vérifiée pour tout réel « car

n 2 n n
A =16 (Zakbk> —16Y ap» by <0.
5=l 1

k=1 k=

0 < 4o

+4§n:ai +a2§n:b2,
k=1 k=1

1.2.17. On obtient, en appliquant I'inégalité de Cauchy,

n n n % n
>l =311 < Vi (Yot ) < VAl
k=1 k=1 k=1 k=1

1.2.18.

(a) D’aprés l'inégalité de Cauchy, on a

2 2
Z akbk> = <Z \/Eak—> < kay, —
<k=1 J=I1l \/E k
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(b) De méme,

n 2 n 3 2 n n
Qg k?ak 1
(Zz) :<Z 5 ) < _KFa ) 55

k=1 1 k2

1.2.19. L’inégalité de Cauchy donne

2

n 2 n

P g p+q p—q
E ay, = E a,” a < a a; .
k=1 k=1

3
3

1.2.20. D’aprés 'inégalité de Cauchy, on a
n n n n 2
St xn=3dy 1> (Ya) -1
k=1 k=1 k=1 k=1

n
Donc, > a% > % avec égalité si seulement si ap = % pour tout k. Le minimum
k=1
cherché est donc égal a %

1.2.21. De la méme facon que dans la solution du probléme précédent, on

obtient
= (S = (Svmmte] <Somat3
k=1 k=1 k=1 k=1
Donc,
Zpkak Z )
k=1 > =
= Pr
7 =1
avec égalité pour ap = ka <Z 1%) . Le minimum cherché est donc égal a
k=1

(£4) "

1.2.22.  On déduit de la solution du probléme 1.2.20 que

n 2 n
(Zak> <n2a%.
k=1 k=1
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D’on,
(Z ak> = ((al < ag) < Z ak>
k=1 k=3
<(n—-1) ((al +az)” + Zﬁ)
k=3
— (n — 1) (Z a% T 2a1a2> c
k=1

1.2.23.

(a) D’aprés l'inégalité de Cauchy, on a

(Z (ar + bk)2> L <Z (af + 2ayby, + bﬁ)) 2

=il k=1

N}
3

n n % n !
< Zai+2<2ai> <Zb§> +) b
k=1 k=1 k=1
1 1
n 2 n 2
295
k=1 k=1
(b) D’aprés (a),

(Zai> - <Zb%> 2 = <Z (ax —bk)2> 2 :
P p p

Ceci et I'inégalité établie en 1.2.17 donnent

1
n n 2 n
(z) —(zbz) < 3" o — bal.
k=1 k=1

(%)

et le résultat demandé est prouvé.

D=

De méme,

NI
S

noo\?
- <Z ai) <D lar — byl
k=1

k=1
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n n
1.2.24. Puisque > prar =1l,onal= > prar = >, (ppr —a)ar +a > ai
k=1 k=1 k=1 k=1
pour tout réel a. D’ot1, d’apres I'inégalité de Cauchy,

n n n 2
1< <Z(pk —a)’+ a2> Zai + (Z ak>
k=1 k=1

n n

k=1
Donc,
n n 2 n -1
S+ (Z) > (z@k oy +a2> |
k=1 k=1 k=1
n
On obtient la borne inférieure en prenant o = T%H > pi. On a alors
k=1

2
n n
n—+1
St (o) >,
=N e S-S0
=il

I’égalité étant atteinte pour

n
(n+D)pr — 3 pr
k=1

mr0 3 ()

ap =

1.2.25.  On procéde par récurrence. Pour n = 1, on a I’égalité a1b; = a1b;.
De plus, si I'inégalité est vérifiée au rang n, alors

n+1 n+1 n+1
Zakzbk — (n+ 1) Zakbk
k=1 k=1 k=1

n n n
< anq1 Z b + b1 Z ag — Napt1bpi1 — Z agby
k=1 k=1 k=1

n

= > (bng1 —bx)(ax — any1) <O.
k=1

1.2.26. On procéde par récurrence sur p. Pour p = 1, Dégalité o} = aff est
vérifiée. Supposons que l'inégalité est vérifiée au rang p et démontrons-la au
rang p + 1. On peut évidemment supposer, sans perte de généralité, que les
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a, sont numérotés de sorte que a1 < as < ... < a,. D’aprés 'hypothése de
récurrence et le résultat du probléme précédent, on a alors

p+1
1 n 1 n ) n 1 n i
> e <5 g a<oy gt
k=1 k=1 k=1 k=1

1.2.27. On a

1 1 \?
(1+c)a2+<1+—>b2:a2+b2+<\/5a—76> +2ab > (a +b)%.
(& (&

1.2.28. Clairement, va?+b% + va2+c2 > |b| + |c] = |b+¢|. Donc,
b2 — 2| < |b—¢| (\/a2 + b2 + Va2 + c2>, ce qui est équivalent a l'inégalité

demandée.

I.2.29.

(a) Pour tous réels a,b,c, on a a? + b®> + ¢ > ab + bc + ca. Donc,
b c?4+-a?c® +a?b? > abc(ab+be+ca), ce qui est équivalent & la proposition
a prouver.

(b) La proposition demandée se déduit de I'inégalité a®+b>+c? > ab+bc+ca
a peu prés de la méme fagon qu’en (a).

(¢) II s’agit d’une conséquence de 'inégalité entre moyennes arithmétique et
harmonique.

(d) On a
b2 — a2 b b
a _ +a(b—a): +a
€ 4F @ c+a c+a

(b+c¢)—(c+a)).
En posant u =a+ b, v =0+ c et z = ¢ + a, on obtient

b2—a24_(:2—172_1_(12—02
c+a a+b b+c
U v z
—;(v—z)+a(z—u)+;(u—v)

w?v? +0v22? + 2%u? — (vvz + v2uz + 22uw)
uvz
u? (v +2%) +0? (22 +u?) + 22 (u?+0?) =2 (vPvz+viuz+ 2%w)

_ >0.

2uvz
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(e) L’inégalité est claire pour a = b. On suppose maintenant que 0 < b < a.
On a alors

a—1>b va—vb) (Va+vb a—b
2\/6:< 2)\/<5 ><\/E—\/5<2—\/5

et

%< (\f—\/E)2:a+b—2\/E< %.
1.2.30. On pose m = 3. On a alors
m(b1+---+bn)=Z—j(b1+b2+"'+bn):Z_zb1+z_zb2+"'+z_jb”
<Z—ib1+2—zb2+...+2—2bn:a1—|—...+an

<M(b1—|—...+bn).

1.2.31. Les inégalités se déduisent du résultat du probléme précédent et de
la monotonie de la fonction tangente sur 'intervalle ]O, %[

1.2.32. On applique l'inégalité donnée en 1.2.30 en prenant a; = Ing¢; et

1.2.33.  On note que

2 n
ay as ay,
— <M, %1 <M,... . —2_
by~ Mb3 T M e

et on utilise 'inégalité prouvée en 1.2.30.

1.2.34. D’aprés linégalité entre moyennes arithmétique et harmonique
(voir 1.2.3), on a

1 <(x—a1)+(x—a2)+...+(x—an)
T, 1, ;1 S

r—ai r—az T—an

n

~nx—(ar+az+...+ap)
- .

Le résultat demandé s’ensuit facilement.
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1.2.35. On observe que

l4+c+c+...+e=01+1)"=2"
et on applique l'inégalité de Cauchy (voir 1.2.12) en prenant a; = 1 et
by, = \/cx pour k =1,2,...,n.

1.2.36. Puisque
n <n> n—1 <n> n—1 n
1T =1] et 2"—2:Z<>,
k=0 : k=1 . k=1 k

la proposition découle directement de I'inégalité entre moyennes arithmétique
et géométrique (probléme 1.2.3).

1.2.37. On obtient, d’aprés 'inégalité entre moyennes arithmétique et géo-
meétrique (voir 1.2.3),

(p—1)A + AV |
p

A4 < (k=1,2,...,n)

en posant Ag = 0. Il s’ensuit que
p —1 p —1

kp -1 (k‘ - 1)]9

k k—1
<A <1— P >+p_1 ((p—1)AL+ AP )
1
=1 (k= DAL, — R4y

On obtient notre proposition en additionnant ces inégalités.

1.2.38. On suppose que a; = max{aj,as,...,a,}. On a alors

n—1 i—1 n—1
E axQp4+1 = E OkOk+1 + E QK41
k=1 =1 k=1

i—1 n—1
< aizak +aizak+1
k=1 k=i
2

a a 2 _a
:ai(a—ai)zz—<——ai) < —.
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1.2.39. On peut appliquer le résultat de 1.2.2.

1.2.40. L’inégalité de gauche se déduit de 1.2.1.

(a) On observe que

Donc,

n n -1
[T +a) < (H(l _akz)> :

Je=Il k=1

Puisque a1 +as + ...+ a, < 1, en appliquant & nouveau le résultat de
1.2.1, on obtient

n n -1
H(1+ak)< (1—2%) .
k=1 k=1
(b) On utilise le méme raisonnement qu’en (a).

1.2.41. On applique l'inégalité donnée en 1.2.15 (b) en remplacant les a
par 1 — ag.

1.2.42. Puisque 0 < ap < 1 pour k =1,2,...,n, 'inégalité

>a> [Jox Yo )

est vérifiee pour m > 2. On applique maintenant l'inégalité donnée

en I.2.15 (b) en remplacant aj par 1_‘?2% (k=1,2,...,n) pour obtenir

"1 "1 "1
Za_k<n_zl+ak>>nzl+ak'

5=l 5=l k=1

n
En multipliant chaque membre de cette inégalité par [] aj et en utilisant (1),
k=1
on obtient le résultat demandé.
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I.2.43.

(a) On a, d’aprés I'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique
(probléme 1.2.3),

n

H (1 —|—ak)

1 _2a1—|—a2—|—...—|—anXa1—|—2a2—|—a3—|—...—|—an
(n+1)" n+1 n+1
ai+as+...+2a, _
X > .
n—+1 gak

(b) La démonstration de cette inégalité se méne comme en (a).

n n
1.2.44. On remarque d’abord que »_ li’;k =1si ) ﬁ =n — 1. Il suffit,
k=1 =il
pour obtenir le résultat demandé, d’appliquer 'inégalité donnée en 1.2.43 (b)

en remplagant les ay par 7% -

I.2.45. |M.S. Klamkin, Amer. Math. Monthly 82(1975), 741-742]. On peut sup-

poser que ap, as, ..., a, sont numérotés de sorte que a; = min{ay,as,...,a,}
et as = max{ay,az,...,a,} et on note A, = 1/n la moyenne arithmé-
tique de ai,...,a,. On définit une nouvelle suite {a},} en posant a] = A,,
ah = a1+ ag — Ay, a; = a; pour 3 < i< n. On va prouver que
i 1+ a L | =F aﬁc
Hl—a >H1—a" (1)
k=1 L k

La définition de la suite {a},} implique que l'inégalité (1) est équivalente a

(1+a1)(1 + a2) S, (14 An)(1+ a1 +as — Ay)
(1 — al)(l — ag) - (1 — An)(l —a; — a2 + An) ’

qui & son tour est équivalente &
(An s al)(An — a2) g 0.

Cette derniére inégalité est une conséquence immédiate de nos hypothéses. On
répéte alors la procédure ci-dessus & la suite {a} } pour obtenir la suite {a} }.
Au moins deux termes de la suite {a} } sont égaux & A,,. De plus, la suite vérifie
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une inégalité du type (1). Si on répéte cette procédure au plus n— 1 fois, on ob-
tient une suite constante dont tous les termes sont égaux a A,. L’inégalité (1)

implique alors
n

n n
1—ag r Il = Al n—1

1.2.46. On pose ar, = max{ai,as,...,ay}. Il existe une fraction dans le
membre de gauche de I'inégalité dont le numérateur est égal a ay,. Le dénomi-
nateur de cette fraction a deux termes. On note le plus grand ag,. On considére
alors la fraction de numérateur ay, et on appelle ay, le plus grand des termes
de son dénominateur, etc. On remarque que

Qg

7

ag, .
>k i=12... (1)
Ok yq T Qhypn 2aki+1

. . o 1 .
La construction précédente implique qu'’il existe un [ tel que ag,,, = ag,. On
observe ensuite que les nombres ay, et ag, , apparaissent dans notre inégalité
7 i+1
comme numérateurs soit de deux fractions consécutives, soit de deux fractions
séparées par un seul terme (on considére ici que la premiére et la derniére frac-
tions sont voisines). De plus, ay,,, apparait comme numérateur d'une fraction
se trouvant a droite de celle ayant ap, pour numérateur. Pour passer de la
fraction de numérateur ay, a la fraction de numérateur ag,, , il faut [ étapes
et [ > 5. Donc, d’aprés (1) et l'inégalité en les moyennes arithmétique et

géométrique, on a
ag, Qs ag, 1 n
—t— 4+ ..+ 2l ==
20,  2ay, 201, Var = g

1.2.47. On a
" ]ar —t| 11 1\ ——  ]as —t]
k=1
lan — 1|
tot

1 1
> (Vi =+ Viee =) + 5 (Vien =1+ Vies — 1))
1
+...—|—2—n<\/|a1—t|—|—\/|an—t|)’

ce qui implique I'inégalité demandée.




SOLUTIONS

1.2.48. D’apres l'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique, on a

Wl a1 as On__ (/ b1 b2 by,
a1 +bi as+ by an + by, a1 +by as+ by ap + by,

<1( . S by I by, )_1
Sn\a+b 7 ap+b, ar+bi T ap+by, -

1.2.49. |V. Ptak, Amer. Math. Monthly 102(1995), 820-821]. On observe d’abord
que si on remplace chaque ay par cag avec ¢ > 0, ni le premier membre, ni le se-
cond membre de I'inégalité ne sont changés. On peut donc supposer que G = 1,
d’ou a, = L On observe ensuite que si a1 <z < %, alors x + % <ai+ %

al’
Donc,
n n 1 1
Zpkak +Zpk— <ap + — =2A.
k=1 = Ok a1

Pour obtenir la proposition, on applique maintenant l'inégalité entre les
moyennes arithmétique et géométrique.

1.2.50. On arrange tous les diviseurs positifs de n par paires (k,l) de telle
sorte que kl = n. L’inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique
donne % > Vkl. En additionnant ces inégalités, on obtient

o(n) _ 7(n)
— 2 V*
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IT
SUITES DE NOMBRES REELS

Enoncés
II.1. Suites monotones

I1.1.1. Prouver que

(a) sila suite {ay,} est croissante, alors lirf_l an =sup{a, :n € N};
nN—-100

(b) si la suite {a,} est décroissante, alors hrf a, = inf {a, : n € N}.
nN—-100

I1.1.2. Soit a1,as,...,a, des réels strictement positifs. On considere les suites
al +ab +...4+al
Sy = ! 2 P et x,= /s, neN*.
p

Prouver que la suite {x,,} est croissante.
Indication : établir d’abord la monotonie de la suite {%} n = 2.
Sr

I1.1.3.  Prouver que la suite {a,} définie par a, = 57 (n > 1) est strictement
décroissante et trouver sa limite.

IT1.1.4. Soit {ay} une suite bornée vérifiant la condition a1 > a, — 2%, n € N*,
Montrer que la suite {a, } est convergente.

Indication : considérer la suite {a, — Z,L%l}



CHAPITRE II. SUITES DE NOMBRES REELS

I1.1.5. Prouver la convergence des suites :

@) n =2V (G gt )

R & S A )

Indication : établir d’abord les inégalités

1

1 1
—+—=4+...+4—=<2yn, neN".
ViiV2 n vn

2(Vn+1-1) <

I1.1.6. Prouver que la suite {a,} définie par

a; = ap =+/3ap_1 —2 pour n =2

2 9

converge et trouver sa limite.

I1.1.7. Pour ¢ > 2, on définit la suite {a,} comme suit :

a1 =c,  apyl = (an — 0)2, n > 1.
Montrer que la suite {a,} est strictement croissante.
I1.1.8. On suppose que la suite {a, } vérifie les conditions

1
0<ap<1l, an(l—apy1) > 1 pour n € N.
Etablir la convergence de la suite et trouver sa limite.
I1.1.9. Etablir la convergence et trouver la limite de la suite définie par
a1 =0, apy1 =v6+a, pour n>1.
I1.1.10. Montrer que la suite définie par
1 1 3
a1 =0, a9 = 3 Ant1 = g(l—i-an—i-an_l) pour n >1

converge et déterminer sa limite.
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11.1.11. Etudier la monotonie de la suite

n!

TR

n =1,
et déterminer sa limite.

I1.1.12. Déterminer la convergence ou la divergence de la suite

(2n)!
= 7 > 1.
= nrnn "

I1.1.13. Prouver la convergence des suites

1

1 1 .
(a) 1+2—2+3—2+...+E,HEN ;

1 1
+—=4...+ —,neN*
nTL

1
(b) 1+ = 3

22
I1.1.14. Prouver la convergence de la suite {a,} définie par

1 1 1
Vnln +1) - V(n+1)(n+2) et (2n —1)2n

Ap =

I1.1.15. Pour p € N*, a > 0 et a; > 0, on définit la suite {a,} en posant

1 a »
an+1:5<(p_1)an+ p_1>, n € N*,

Aan

Déterminer lim a,,.
n—-400

I1.1.16. On définit {a,} par
al = \/5, an+1 =1\/2++/a, pourn = 1.

Etablir la convergence de la suite {a,} et trouver sa limite.

I1.1.17. On définit la suite {a,} comme suit :

2(2a, + 1)

our n € N*.
an + 3 P

a; = 1, anp+1 =

Etablir la convergence de la suite {a,} et trouver sa limite.

, ne&N".
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I1.1.18. Déterminer les valeurs de ¢ > 0 pour lesquelles la suite {a,,} définie par

1
alzg, an+1:§(c+ai) pour n € N*

converge. Dans les cas ou la suite converge, trouver lim Ay .
n—-+o0o

I1.1.19. Soit a > 0 un réel donné. On définit la suite {a,} en posant

a2 + 3a

L pour n € N*.
"3a2 +a P

ap >0 et apy1 =a

Déterminer toutes les valeurs de a; pour lesquelles la suite converge et trouver
dans ce cas sa limite.

I1.1.20. Soit {a,} la suite définie par

1
Ap+1 = m pour n 2 1.
n

Déterminer pour quelles valeurs de a; la suite converge et trouver dans ce cas sa
limite.

I1.1.21. Soit @ un réel donné. On définit la suite {a,} comme suit :
— 42 2 *
ap €R et apy1 =a; + (1 —2a)a, +a* pour n € N*.

Déterminer toutes les valeurs de a; pour lesquelles la suite converge et trouver
dans ce cas sa limite.

I1.1.22. Pour ¢ > 0 et b > a > 0, on définit la suite récurrente {a,} par

a2 + ab

L pour n € N*.
a+b P

ayp =¢, apy1 =
Déterminer pour quelles valeurs de a, b et ¢ la suite converge et trouver sa limite.

I1.1.23. Prouver la convergence et déterminer la limite de la suite {a,,} définie

par
1+ay,

7+ an

a1 >0, apy1 =26 pour n € N*,
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I1.1.24. Pour ¢ > 0, on définit la suite {a,} comme suit :

ay =0, ani1=+vc+a, neN.

Prouver la convergence de la suite et trouver sa limite.

11.1.25. Etudier la convergence de la suite définie par

a1 =v2, ani1 =+v2a,, neN*.

11.1.26. Soit k € N*. Etudier la convergence de la suite {a,} définie par

k k
a1 = V5, apt1 = VDay, n €N,

11.1.27. Etudier la convergence de la suite {a, } définie par

1<a, <2, ai+1:3an—2, n € N*.

I1.1.28. Pour ¢ > 1, on définit les suites {a,} et {b,} comme suit :

(a) ap =+/clec—1), apt1 =+/clc—1)+a,, neN",
(b) by = \/E, bn+1 =+/cb,, nE€ N*.

Prouver que chacune des deux suites converge vers c.

11.1.29. Etant donné a > 0 et b > 0, on définit la suite {a, } par

[ab? + a2
0<a <b, =4/ —2=2 pourn e N
ay an+1 arl p

Trouver lim a,,.
n—-+o00

I1.1.30. Prouver la convergence de {a,} définie par

5o 1 pour n € N*

an

et trouver sa limite.

45



CHAPITRE II. SUITES DE NOMBRES REELS

I1.1.31. La suite récurrente {a,} est définie par

ap =1, ax=2, apy1 = /an—1++/a, pourn =2

Prouver que la suite est bornée et strictement croissante. Trouver sa limite.

I1.1.32. La suite récurrente {a,} est définie par

a1 =9, ax=06, apt1 =+ /ap—1++a, pourn = 2.

Prouver que la suite est bornée et strictement décroissante. Trouver sa limite.

I1.1.33. On définit les suites {a,} et {b,} comme suit :
an + by,

5 bpi1 = \Vapb, pour n e N*.

Démontrer que {a,} et {b,} convergent vers la méme limite. (Cette limite est
appelée la moyenne arithmético-géométrique de ay et by.)

0<br <ai, apy1=

I1.1.34. Prouver que les suites {ay} et {b,} définies par

a? + b2 an + by,

, bpi1 = our n € N*
an + by, el 2 P

0<b<ai, apy1=

sont toutes deux monotones et convergent vers la méme limite.

I1.1.35. On considére les suites récurrentes {a, } et {b,} définies par

an + by, 2a,bp,

0<b<ai, api1=——, by =——— pourneN*
1 1 n+1 2 n+1 an+bn p

Prouver la monotonie de ces deux suites et montrer qu’elles convergent vers la
moyenne géométrique de aj et by.

I1.1.36. Prouver la convergence et trouver la limite de la suite {a, } définie par

n+1 (2 22 2n N
-4+ =4+ ...+ — pour n € N,
1 2 n

an = on+1

I1.1.37. La suite {a,} est bornée et vérifie

1 2
apt2 < 3 Gntl + 30n pourn > 1.

Prouver la convergence de la suite {ay,}.
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I1.1.38. Soit {a,} et {b,} les suites définies par

1 n 1 n+1
an:<1—|——> , bn:<1—|——> pour n € N*,
n n

En utilisant les inégalités entre moyennes arithmétique, géométrique et harmo-
nique (voir 1.2.3), prouver que

(a) ap < by, pour n € N*,
(b) la suite {a,} est strictement croissante,

(c) la suite {b,} est strictement décroissante.

Prouver aussi que {a,} et {b,} ont la méme limite, que I'on définit comme étant
le nombre (d’Euler) e.

11.1.39. On pose
X n
ap = (1+—) pour n € N*.
n

(a) Prouver que la suite {a,} est bornée et strictement croissante si x > 0.

(b) Soit z un réel quelconque. Prouver que la suite {a,, } est bornée et strictement
croissante pour n > —x.

On définit le nombre e* comme étant la limite de cette suite.

I1.1.40. On suppose que x > 0, | € N* et [ > . Prouver que la suite {b,}, ot
€T l+n
by, = <1—|——> pour n € N*¥,
n

est strictement décroissante.

I1.1.41. Etablir la monotonie des suites {a,} et {b,} définies par

1 1
an=14+-4+... + —Inn pour n € N*,
2 n—1
1 1 1 .
bp=1+-+4+...4 ——+ ——Inn pourn € N".
2 n—1 n

Prouver que ces deux suites tendent vers la méme limite -, appelée constante
d’Euler™).

1\n

. . . S, 1\ 141 . .
Indication : appliquer ['inégalité (1+%>” < e < (1+n> N qui découle

de I1.1.538.

' Ou encore constante d’Euler-Mascheroni. (N.d.T.)
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I1.1.42. Soit z > 0. On pose a, = %/ pour n € N*. Montrer que la suite {a,}
est bornée. Montrer aussi qu’elle est strictement croissante si x < 1 et strictement

décroissante si x > 1. Calculer lim a,,.
n—-+00

On pose de plus

an

1
cn=2"(a, —1) et dn:2n<1——> pour n € N*,

Montrer que {¢,} est décroissante, {d,,} est croissante et que ces deux suites ont
la méme limite.

I1.2. Limites. Propriétés des suites convergentes

48

I1.2.1. Calculer :
(a) lim V124224 ... 4n2,

n—-4oo

n + sin n?

(b) lim ,
n—-+00 N 4 CoOS N

1—243—4+---+(—2n)

(©) lim_ —— ,
o) (V2= 79) (vE- 38) o (2= 9a)
() lim o
0 lim n!

n—+4oo n?’

1 1 1 1
o lim + + .04 ,
(8) n_>+oo\/ﬁ<\/1+\/§ s \/2n—1+\/2n+1>
1 2 n
bl e
(h) n—1>r—i1-loo<n2+1+n2+2+ +n2+n>’

0 n n 2n n n n-n
i im e — ).
n—too \n3+1  n342 nd +n

11.2.2. Soit s > 0 et p > 0. Montrer que

nS

lim —— =
n—+oo (14 p)»
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11.2.3. Pour a € ]0, 1], calculer lim ((n+1)* —n®).

n—-+00

I1.2.4. Pour a € Q, calculer lim sin(nlam).
n—-+00

I1.2.5. Prouver que la limite lirf sinn n’existe pas.
n—-+0oo

I1.2.6. Prouver que, pour tout « irrationnel, la limite liril sinnam n’existe
n—-+0oo
pas.

11.2.7. Pour a € R, calculer

g ((o03) (o) e ()
Iim —(la+—-) +(a+—]) +--+(a+ .
n—-+oo M n n n

11.2.8. On suppose que a,, # 1 pour tout n et lirf an, = 1. L’entier strictement
n—-—+0oo

positif k étant donné, calculer

i an+ai+~~+aﬁ—k'

n—-+00 an — 1

I1.2.9. Trouver

1 1 1
li ]
n—1>r-‘:l-loo<1><2><3+2><3><4+ +n(n—|—1)(n—|—2)>
I1.2.10. Calculer
. -1
hm m
n —i—ook_2 —+

I1.2.11. Déterminer

n 7 .
Jim 3T

i=1 j=1

I1.2.12. Calculer

nEToo<1_2>2<3> <1_3i4>"'<1_m>'
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11.2.13. Calculer

n

Zk3+6k2+11k:+5
(k +3)!

lim
n—-400
k=

11.2.14. Trouver, pour x # —1 et x # 1,

. X
Jm >

11.2.15. Déterminer pour quelles valeurs de x € R

i k
lim (1 422 )
n—-+4oo
k=0

existe et trouver sa valeur.

I11.2.16. Déterminer toutes les valeurs de z € R pour lesquelles la limite

n
. 2
lim 1+
n—-o0o 0 LL‘2 —|—I'_2
existe et trouver sa valeur.

11.2.17. Etablir pour quelles valeurs de € R la limite

n
lim <1 + a3 +3:2X3k)
n—-+00

existe et trouver sa valeur.

I1.2.18. Calculer

. I1x114+2x21+.--4+nxn!
lim .
n—-+00 (n+1)!

11.2.19. Pour quelles valeurs de x € R 'égalité

) n1999 1
lim =
n—+oo Nt — (n — 1) 2000

est-elle vérifiée ?
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11.2.20. Etant donné a et b tels que a > b > 0, on définit la suite {a,} en posant
ab

)
an—1

ap=a+b, a,=a — n > 2.

Déterminer le n-iéme terme de la suite et calculer lim a,,.
n—-4o00

I1.2.21. On définit la suite {a,} par
ap =0, ax=1, et apy1 —2ap+an—1 =2 pour n>=2.

Déterminer son n-iéme terme et calculer lim a,,.
n—-400

11.2.22. Pour a > 0 et b > 0, on considére la suite {a,} définie par

ab
] = ——— et
Va2 + b?
ad,
Gy = ——""L 2
a?+a?_,

Déterminer son n-iéme terme et calculer lim a,.
n—-+o0o

I1.2.23. Soit {a,} la suite récurrente définie comme suit :

an—1+3
a; =0, an:L, n = 2.
4
Expliciter le n-iéme terme de la suite et calculer lilf Q.
n—-roo

11.2.24. Etudier la convergence de la suite définie par

a1 =a, a,=1+ba,_1, n=2.

I1.2.25. La suite de Fibonacci {a,} est définie comme suit :
a;p = a2 = 17 n42 = Gp41 +ap, N > L.

Montrer que'?

am — @n
ap = 76 9
a—p
oll o et 3 sont les racines de 22 = z + 1. Calculer lim /a,.

n—-—4oo

) Formule de Binet. (N.d.T.).
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I1.2.26. On définit les suites {a,} et {b,} par

ap = a, b1 = b,
an + bn an+1 + bn
nt1 = 5 bnt1 = 5
Montrer que lim a, = lim b,.
n—-+0o0o n—-+0o0o

I1.2.27. On se donne a € {1,2,...,9}. Calculer

n chiffres
. ataa+---+aa...a
lim .
n—-4o0o 10”
I11.2.28. Calculer
. n n
i, (V=)

I1.2.29. On suppose que la suite {ay} converge vers 0. Trouver lim aj.

n—-+o0o

11.2.30. Etant donné des réels strictement positifs pi, pa, . . ., pi €t a1, as, . . .

trouver i n n
n n
. p1af A peay” - 4 pray
lim .

n—+teo  praf +paay + -+ pray

11.2.31. On suppose que lim
n—-+o0o

QAn41
an

= ¢q. Prouver que
(a) sig<1,alors lim a,=0,

n—-+00

(b) sig>1,alors lim |a,| = 4oc.
n—+o0o

11.2.32.  On suppose que liril \/|an| = q. Prouver que
n—-roo
(a) sig<1,alors lim a, =0,

n—-+00

(b) sig>1,alors lim |a,| = 4oc.
n—+o0o

I1.2.33. Soit a« € Ret z € ]0, 1], calculer

lim n%z™.
n—-+4oo
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11.2.34. Calculer

— 1) (m— 1
lim mm—1)--(m—n+1) " pour m € N* et |z| < 1.
n—-+00 n!

11.2.35.  On suppose que lirf a, = 0 et que {b, } est une suite bornée. Montrer
n—-—+0oo
que lim apb, = 0.

n—-4oo

11.2.36. Prouver que si lim a, =aet lim b, =b, alors
n—-+00 n—-+00

lim max {ay,b,} = max{a,b} .
n—-+00
11.2.37. Soit a, = —1 pour n € N* tels que lilf a, = 0. Déterminer, pour
n—-roo
p € N*,
lim v1+ ay,.

n—-+o0o

I1.2.38. On suppose que la suite {a, } est strictement positive et converge vers 0.
Déterminer, pour 'entier p > 2,

vVi+a, —1

lim
n—-+4oo an
I1.2.39. Pour des réels strictement positifs a1, as, ..., ap, trouver

lim <<’/(n+a1)(n+a2)---(n+ap) —n> .

n—-+00

11.2.40. Calculer

1 1 1
lim + +---+7>.
”—>+°0<\/n2+1 Vn2 +2 vn?24+n+1

I1.2.41. Pour ay,as,...,a, strictement positifs, trouver
lim Wfal +ay + - +ayp
n—-400 p ’

11.2.42. Calculer

. 11999 11999
lim 2sin? —— + cos? )
n—-+00 n-+1 n+1
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I11.2.43. Trouver )
lim (n+ 1+ ncosn)2ntnsinn

n—-+4o0o
11.2.44. Calculer
- k
. E(5)

I11.2.45. Déterminer

n 3 k‘2
li 1 — —1].
nilreoo2< + )

k=1

I1.2.46. Pour ay,as,...,a, strictement positifs, trouver
1< !
(33 vm)

I1.2.47. Soit o € ]0, 1]. Calculer

11.2.48. Soit = > 1. Montrer que

ngrfm (2vz —1) x”.
11.2.49. Montrer que
2ymn—1)"
im 2VR-DT

n—-400 n2

I11.2.50. Parmi les suites suivantes, lesquelles sont des suites de Cauchy 7

Arctanl Arctan? Arctann

(2) an 2 22 - oon
1 22 n?
(b) an:1+1+4—2++4—n,
(c) 1—1—1+1+ —1—1
¢ — S T T N
“n 2 3 n’
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1 1 1
.. -
oot (=) n(n+1)’

d) a, = _ :
(D) an =175 "33

(e) ap = a1qt + aog® + - - + apg™ pour |g| < 1 et |og| < M (k € N¥),

() 1 n 2 n n n
a, = — R -
T2 3 (n+1)>

I1.2.51. On suppose que la suite {a, } vérifie la condition

‘an-l—l - an+2| <A |an - an—i—l‘

avec A € |0, 1[. Prouver que {a,} converge.

11.2.52. Etant donné une suite {a,} d’entiers strictement positifs, on définit

() (2 (2)

Prouver que si {S,} converge, alors {Ino,} converge aussi.

I1.2.53.  Prouver que la suite {R,} des réduites d’'un nombre irrationnel x (dé-
finies au probléme 1.1.20) est une suite de Cauchy.

I1.2.54. La suite {a,} étant une suite arithmétique dont les termes sont non
nuls, calculer

. < 1 1 1 >
lim + +---+ .
n—+oo \ a1G2  A2G3 QApGn+1

I1.2.55. La suite {a,} étant une suite arithmétique dont les termes sont stric-
tement positifs, calculer

1 1 1 1
lim — + 4+ —> .
n—+too \/n <\/a1 + /a2 yJaz + \/ag Van + /an11

I11.2.56. Trouver

1 2 n
(&L) lim n(%_1)7 (b) lim en+en+"'+€n'

n—-+4oo n—-+o0o n

55



CHAPITRE II. SUITES DE NOMBRES REELS

I1.2.57. Soit {a,} la suite définie comme suit :
ar=a, ay=>b, apy1=pan_1+(1—pla,, n=23...

Déterminer pour quelles valeurs de a, b et p la suite converge.

I1.2.58. Soit {a,} et {b,} les suites définies par
a1 =3, b1 =2, an+1=an+2b,, et bypy1=a,+0by,.

On pose de plus
a
cn = —, n &N
bn,

(a) Prouver que ‘an — \/5! < % !cn -2

,n € N*.
(b) Calculer lim ¢,.

n—-400

I1.3. La transformation de Toeplitz, le théoréme
de Stolz et leurs applications

11.3.1. Démontrer le théoreme de Toeplitz de transformation réguliere’ de
suites en suites :
Soit {cp k1 1 <k <n,n>1} un tableau de nombres réels vérifiant :

(i) ¢pr — 0 pour tout k € N*,
7 n—+o0

n

(i) > epp —— 1,
k=1 n—-4o00

(iii) il existe C' > 0 tel que, pour tout entier n strictement positif,
n
Z |Cn,k‘ § C
k=1

Pour toute suite convergente {a,}, la suite transformée {b,} définie par b, =

n
> eprak (n = 1) est alors aussi convergente et lim b, = lim a,.
=1 ’ n——+o0o n——+o00

) Une transformation de suite est réguliére si elle transforme toute suite convergente en une
suite convergente de méme limite. (N.d.T.)
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I11.3.2. Montrer que si lim a, = a, alors
n—-+o0o

. ay+ag+ -+ an
lim =a.
n—-+o0o n

11.3.3.

(a) Prouver que 'on peut omettre I'hypotheése (iii) du théoréme de Toeplitz
(probléme I1.3.1) si tous les ¢, ; sont positifs.

(b) Soit {b,} la suite transformée définie dans le théoréme de Toeplitz avec
Cpk > 0 pour 1 < k < n,n > 1. Prouver que si lil}: a, = +oo, alors
n—-0o0

lim b, = +oc0.
n—-+00

I11.3.4. Prouver que si lim a, = 400, alors
n—-4o00

lim a1+a2—|—---—|—an:+oo.

n—-+00 n

11.3.5. Prouver que si lim a, = a, alors
n—-+0o0o

na1+(n—1)a2+---+1xan_g

lim 5 =—.
n—-+o00 n 2

I1.3.6. Montrer que si la suite strictement positive {a,} converge vers a, alors

lim /ai---a, = a.

n—-+o0o

11.3.7. Pour une suite {a, } strictement positive, montrer que si lim “*L = q,

n—-+oo 9n
alors lim (/a, = a.

n—-+00

I1.3.8. Soit {ay} et {b,} deux suites telles que lim a, =aet lim b, =b.

n—-+4o0o n—-+4o0o
Montrer que

. a1by + agbp—1 + -+ - + apby
lim = ab.

n—-400 n
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I1.3.9. Soit {a,} et {b,} deux suites telles que

(i) b, > 0 pour tout n € N* et lilf (by + by + -+ + by) = 400,

R
@) it <o

Montrer que
ay+ag+---+an

li =
n—1>I-|{l<>Ob1+b2+---—|—bn g

I1.3.10. Soit {a,} et {b,} deux suites telles que

(i) by, > 0 pour tout n € N* et lil}_l (b1 +ba+ -+ by) =+o0,
n—-—-+0oo

(i) lim a, =a.
n—-+00

Montrer que
. albl+a2b2+~~-+anbn
lim
n—-+00 by +by+ -+ by

11.3.11. En utilisant le résultat du probléme précédent, démontrer le théoréeme
de Stolz. Soit {x,} et {yn} deux suites vérifiant les conditions :

(1) {yn} est strictement croissante et tend vers o0,

(i)
On a alors,

I1.3.12. Calculer

(a) nEToo%O*%JF'”*%)’

) a? a”
(b) nll}}-looa"""l <CL+7+"'+;>,CL>1,

1 (k+1)! (k +n)! )
(©) ﬂ%m(’“’* bt ) ke
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1 /1 1 1
d) lm —(—=+ +o et —,
()n—>+oo\/ﬁ<\/ﬁ vn+1 \/2n>
18+ 28 4. 4k

(C) nl{l}-loo nk+1 ?kEN )
o l41xa+2xa?+---+nxa”
(f)  lim ,a>1,
n—-+oo n x gl

n—-+o0o

! : 1o k Yy 1 *
(g) lim <nk<1 4ok 4 +n) k+1>,keN.

11.3.13. On suppose que lim a, = a. Trouver
n—-+o0o

lim () + 2
m —(a+—=+-+—4|.
n—-+0o \/ﬁ ! \/5 \/ﬁ
I1.3.14. Prouver que si {a,} est une suite telle que

lim (an+1 — an) = a,

n—-+00

alors
. (e7%)
lim — =a.
n—-4oo N

I1.3.15. Soit {a,} une suite telle que lim a, = a. Déterminer

n—-4oo

. an Ap—1 aq
Jim (TS o).

11.3.16. On suppose que lim a, = a. Trouver
n—-+o0o

. Gnp, Gp—1 aq
a 1 PN -
(2) rb—l}}rloo(l><2+2><3+ +n(n—|—1)>’

. a. Ap—1 1 a1
0 i (5 s ),

11.3.17. Soit k un entier strictement plus grand que 1. Calculer

lim .
n—-+4oo n
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I1.3.18. Pour une suite arithmétique {a, } strictement positive, déterminer

1
. niay---a n
lim M
n—+oo a1 + -+ + ap

I1.3.19. Soit {a,} une suite telle que la suite {b,} définie par b, = 2a,, + a,_1
(n > 2) converge vers b. Etudier la convergence de {a,,}.

I1.3.20. Soit {ay,} une suite telle que hrf n*a, = a pour un certain réel .
n—-0oo
Prouver que

= ae”.

S|=

lim n" (ajasz---a,)
n—-400

I1.3.21. Calculer

I1.3.22.  On suppose que {a,} converge vers a. Prouver que

1
lim —(a—1+%+---+a—”):a.
n—+oolnn \ 1 2 n

I11.3.23. Trouver

1 1
_ nl \* . (1) \ 7
a 1 I 1
(a)  lim <n”e—”> : (b)  lim <n3”e—” :
1 1
) ) (n!)2 n ) n3n \ n
o (Y9 W m (f)

n

%»

ke N,

©

11.3.24. Prouver que si lim a, = a, alors
n—-400

n
. 1 ay
im — — =aq.
n—-+oo Inn k
k=1
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11.3.25. Etant donné une suite {a,}, on considére la suite des moyennes arith-

métiques {Ay}, soit A, = “E2Eten Prouver que si hI—P A, = A, on a alors
n—-+0oo

aussi

. 1 & a

lim — — = A.
n—+oco Inn pet k

11.3.26. Prouver la réciproque du théoréme de Toeplitz énoncé en 11.3.1 :
Soit {cp k1 1 <k < n,n > 1} un tableau de nombres réels. Si pour toute suite
convergente {a,}, la suite transformée {b,,} définie par

n
bn = Z Cn kO
k=1

converge vers la méme limite, alors
(i) ¢nr — 0 pour tout k € N*¥,
" n—+4o00

n

(i) > epp —— 1,
=1 n—-+00

(iii) il existe C' > 0 tel que, pour tout entier n strictement positif,

n
> el < C.
k=1

I1.4. Valeurs d’adhérence, limite supérieure et limite
inférieure

I1.4.1. Soit {a,} une suite dont les sous-suites {aoxr}, {asx+1} et {ask}
convergent.

(a) Prouver la convergence de la suite {ay,}.

(b) La convergence de deux de ces sous-suites implique-t-elle la convergence de
la suite {a,}?

I1.4.2. La convergence de toute sous-suite de {a,} de la forme {asx,}, s € N,
s > 1, implique-t-elle la convergence de la suite {a,}?
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I1.4.3. Soit {ap, }, {aq,}, -, {as,} des sous-suites de {a,} telles que les suites
{pn}, {qn}, - -, {sn} soient deux a deux disjointes et que leur union forme la suite
{n}. Montrer que si S, Sp, Sq, ..., S sont les ensembles des valeurs d’adhérence
respectives des suites {an}, {ap, }, {aq,}, - - -, {as, }, alors

S=S,USqU---US;.
En conclure que si toutes les sous-suites {a,, }, {aq, }, - . ., {as, } convergent vers a,

la suite {a,} converge alors aussi vers a.

I1.4.4. Le théoréme précédent (probléme I1.4.3) est-il vrai dans le cas d'une
infinité de sous-suites ?

I1.4.5.  Prouver que si toute sous-suite {a,, } d'une suite {a,} contient une sous-
suite {ay, } convergente vers a, la suite {a,} converge alors aussi vers a.
k2

I1.4.6. Déterminer I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite {a,} dans le
cas ou :

(a) an = VACD" 42,

o boaea ) a5

2
= (=)m2 41

(¢) ap 13 ,
(I14+cosnm)In3n +Inn
1 n — )
(d) a In2n
nw\”"
(e) ap = (cos ?) ;

B o2n? o2n?

0 =2 [20].

I1.4.7. Déterminer l'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite {a,} définie

) an =na—|nal, a € Q,

) an =na—[nal, a ¢ Q,
(¢) ap =sinmna, a € Q,

)

(d) a, =sinmna, a ¢ Q.
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I1.4.8. Soit {ax} une suite produite par une énumération (bijective) des élé-
ments de la matrice {{77 — \S/m}, n,m € N*. Montrer que tout réel est valeur
d’adhérence de cette suite.

I1.4.9. Soit {a, } une suite bornée. Prouver que ’ensemble de ses valeurs d’adhé-
rence est fermé et borné.

11.4.10. Déterminer lim a, et lim a, dans le cas ou :

n—-+00 n——+o00
(a) a 2n? 2n?
a = — — | —
n 7 7 )
n—1 nmw
(b) an = a1 S5

(¢) ap = (-1)"n,

(d) ap =nt=0""

(e) an = 1+nsinn—7r,
2
() an= (142 n(—l)”—l— in 2%
an = - sin — -,
(8) an = V1+27-D",
2 n
(h) a, = <2003 %) )

(i) ay = Inn — (1 + cosnm)n

In 2n

11.4.11. Déterminer la limite supérieure et la limite inférieure des suites sui-
vantes :

(a) ap, =na —[nal, a € Q,
(b) an =na—[nal, a ¢ Q,
(¢) ap, =sinTna, a € Q,

(d) ap =sinmna, a ¢ Q.
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I1.4.12. Pour une suite {a,} quelconque, montrer que

(a) ¢'il existe k € N* tel que l'inégalité a, < A est vérifiee pour tout entier

n >k, alors lim a, < A,
n—-400

(b) si pour tout k € N*, il existe ny > k tel que a,, < A, alors lim a, < A4,

n—-—+o0o

(c) sl existe k € N* tel que I'inégalité a,, > a est vérifiée pour tout n > k, alors

lim a, > a,
n—-400

(d) si pour tout k € N*, il existe n, > k tel que a,, > a, alors @ an = a.
n—-roo

I1.4.13. On suppose que les limites inférieure et supérieure de la suite {a,} sont
finies. Prouver que

(a) L= lim ay, si et seulement si
n—+00

pour tout € > 0, il existe k € N* tel que a,, < L+¢esin >k (i)

et
pour tout € > 0 et k € N*, il existe ng > k tel que L — ¢ < ay,. (ii)
(b) I = lim a, siet seulement si
n—-4o00
pour tout € > 0, il existe k € N* tel que | — ¢ < a, sin > k (i)
et

pour tout € > 0 et k € N*, il existe ng > k tel que a,, <l+e. (ii)

Formuler les propositions correspondantes pour des limites inférieure et supérieure
infinies.

11.4.14. On suppose qu’il existe un entier ng tel que a,, < b, pour tout n > nyg.
Prouver que

(a) lim a, < lim by,
n—-+o0o n—-+00

b lim a, < lim b,.

( ) n—-+4oo " \n—>+oo "
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I1.4.15. Prouver (a l'exclusion des formes indéterminées des types +00 — 0o et
—00 4 00) les inégalités suivantes :

lim a,+ lim b, < lim (¢, +b,) < lim a,+ lim b,
n—-oo n—-oo n— 400 n—-oo n—+00

< Tm (an+by) < Tm an+ Tm by
n—-+4o00 n——+00 n—-+o0o

Donner des exemples de suites pour lesquelles les « < » sont remplacés par des
« < » dans les inégalités précédentes.

11.4.16. Les inégalités
lim a,+ lim b, < lim (a, +by),
n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o

B (an +by) < Tm an+ Tm by
n—-—4o00 n—-00 n—+00

restent-elles valides dans le cas d’'un nombre infini de suites ?

I1.4.17. Soit {a,} et {b,} des suites a termes positifs. Prouver (& l’exclusion
des formes indéterminées des types 0 X (+00) et +00 x 0) les inégalités suivantes :

lim a, x lim b, < lim (a, xb,) < lim a, x lim b,
n—-+oo n—-+oo n— 400 n—-oo n—+00

< lim (a, xb,) < lim a, x lim b,.
n—-+4o00 n——+00 n—-+o0o

Donner des exemples de suites pour lesquelles les « < » sont remplacés par des
« < » dans les inégalités précédentes.

I1.4.18. Prouver que la suite {a,} converge si et seulement si la limite inférieure
et la limite supérieure sont finies et

lim a, = lim a,.
n—-+4o00 n—+00

Prouver qu’un théoréme semblable est aussi correct dans le cas d’une suite diver-
geant proprement vers 400 ou —o0.

I1.4.19. Prouver que si lim a, =a (a € R), alors
n—-+o0o

lim (an+bn):a+ Lim by,

n—-+00 n—-+00
lim (a, +b,) =a+ lim b,.
n—-4oo n—-4oo
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I1.4.20. Prouver que si lim a, = a (a € R%) et s'il existe un entier naturel

n—-+00

ng tel que b, > 0 pour n > nyg, alors

lim (a, X b,) =ax lim by,
n—-4oo n—-4oo

lim (a, x b,) =a x Lm b,.

n—-+o0o n—+00
I11.4.21. Prouver que
lim (_an) = — lim Qn, lim (_an) =— lim ap,.
n—-—+o0o n—-400 n—-—400 n—-—4o0o
I11.4.22. Prouver que
1 1
lim — = ——
nStoo Gn lim a,
n—-+4o0o
— 1
lim —=—7—+
n—+00 ap lim ay,
n—-+00
pour toute suite {a,} strictement positive. (Ici, +%.o =0, O%r = +00.)

I1.4.23. Prouver que si {a,} est une suite strictement positive telle que
lim a,- lim — =1,
n—-+00 n—+o0 Ay

alors elle converge.

I1.4.24. Prouver que si {a,} est une suite telle que, pour toute suite {b,},
lim (an+bn): lim ap,+ lim b,
n—-—4o00 n—-00 n—+00
ou

fm (ap+by) = 0m an+ Dm by,
n——4o00 n—+o00 n—-+o0o

alors cette suite est convergente.

I1.4.25. Prouver que si {a,} est une suite strictement positive telle que, pour
toute suite strictement positive {b, },

lim (a, xb,)= lm a, x lim b,
n—-+00 n—-+o0o n—-+o0o
ou
lim (a, x b,) = lim a, x lim by,
n—-400 n—-—+oo n—-4o00

alors cette suite est convergente.
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I1.4.26. Prouver que, pour toute suite strictement positive {a,}, on a

. a . n — -—
lim n+1< lim +/a, < lim +/a, < lim ntl

n—+oco 0n n—-4o0o n—-+o0o n—-+o0o Ay,

I1.4.27. Pour une suite {a,} donnée, on définit la suite {b,} en posant

bn:“1+“22”'+“”, n e N,

Prouver que

lim a, < lim b, < lim b, < lim a.
n—-+o00 n—-+o00 n—-+00 n—+00

11.4.28. Prouver que

(a) lim (max{an,bn}):max{ lim a,, lim bn}

n—-+o0o n—-+o0o n—-+00
(b)  lim (min{an,bn}):min{ lim a,, lim bn}
n—-+o0o n—-+o0o n—-+00

Les égalités

n—-400 n—-400 n—-400

(a) lim (min{an,bn}):min{ lim a,, lim bn}

(b)  lim (max{anabn}):max{ lim ap, lim bn}

n—-400 n—-400 n—-400

sont-elles aussi correctes ?
11.4.29. Prouver que toute suite réelle contient une sous-suite monotone.

11.4.30. Utiliser le résultat de I'exercice précédent pour déduire le théoréeme de
Bolzano-Weierstrass :
Toute suite réelle bornée contient une sous-suite convergente.

11.4.31. Prouver que

=— a1 t+ax+---+an+any
lim

n—-+4oo an

>4

pour toute suite {a,,} strictement positive. Montrer que 4 est le meilleur minorant.
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I1.5. Problémes divers

I11.5.1. Prouver que si lim a, = +ocoou lim a, = —oc0, alors
n—-+00 n—-+00

1\
lim <1 + —> =e.
n—-+4oo an,

11.5.2. Pour x € R, prouver que

lim (1 + §>n =e”.
n

n—-400

11.5.3. Pour x € R*, établir I'inégalité

.’I)j—Z <ln(z+1) <.

Prouver aussi (en utilisant la dérivation) que l'on peut améliorer la premiére
inégalité comme suit :

T - 2x
r+1 T+ 2

<ln(z+1), x>0.

I1.5.4. Prouver que
(a) lim n(+va-1)=Ina,a>0,

n—-+00

(b) lim n(vn—1)=+oc.

n—-+00

I1.5.5.  Soit {a,} une suite strictement positive dont les termes sont différents

de 1. Montrer que si lim a, =1, alors
n—-+0o0o

]
lim —2m .
n—+o0 @, — 1

I11.5.6. On pose

_1 1 1 1 N
anp = +ﬁ+a+"‘+a, n e .
Prouver que
lim a, =€ et O<e—ap < —.
n—-+o0o nn!
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I1.5.7. Prouver que

I1.5.8.

1 1 1
a) i — oo+ — ) =1In2
(2) niTm<n+n+1+ +2n> ne

(o nEToo<¢n<n+1> VeSS *“'*W) o

I1.5.9. Trouver la limite de la suite {a,,} définie par

1 2
an:<1—|——2> <1+—2>---<1—|—%>, n € N*.
n n n

I1.5.10. Soit {a,} la suite récurrente définie par
a=1, a,=n(a,—1+1) pour n=23,...

Déterminer

I1.5.11. Prouver que lim (nle— [nle]) =0.

n—-4oo

11.5.12. Etant donné a et b strictement positifs, montrer que

lim <M> = Vab.

n—-+oo 2

I1.5.13. Soit {a,} et {b,} deux suites strictement positives telles que

lim a) =a, lim b, =0, ot a,b > 0.
n—-+00 n—-+o0o

Soit p et ¢ deux réels strictement positifs vérifiant p + ¢ = 1. Prouver que

lim (pa, + qby)" = a”b.

n—-4oo
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11.5.14. Etant donné deux réels a et b, on définit la suite récurrente {a,, } comme

suit :
n—1

ap =1, ax =0, apy1= an"‘gan—l; n = 2.

Trouver lim a,,.
n—-4oo

I1.5.15.  On note {a,} la suite récurrente définie par
a=1, ay=2, apt1=nlay,+an—1), n=2.

Trouver une formule explicite donnant le terme général de la suite.

11.5.16. Etant donné deux réels a et b, on définit la suite récurrente {a,} par

2n—1
a1 =a, a=0b, an1=—an_1 Ap, N = 2.

2n 2n

Déterminer lim a,.
n—-+o0o

11.5.17. On pose

(a) Prouver que lim a, =e.
n—-+00

(b) Prouver aussi que 0 < a,, —e < m

I1.5.18. Calculer lim nsin(27nle).

n—-+o0o

I1.5.19. Soit {a,} une suite vérifiant a, < n (n € N*) et lim a, = +oo.

n—-+00
Etudier la convergence de la suite

n
<1_a_n> , n € N*.
n

11.5.20. Soit {b,} une suite strictement positive divergeant vers +oc. Etudier

la convergence de la suite
b \" .
1+— . n € N*.
n
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I1.5.21. On définit la suite récurrente {a,} en posant
0<a;1 <1, apy1=an(l1—a,), n=1.
Prouver que

(a) lim na, =1,

n—-4o0o
(b) Tim PE=nAn) _

n—-+oo Inn

I1.5.22. La suite récurrente {a,} est définie par

O0<ap <m, apt1=sina,, n=1
Prouver que lim +/na, = V3.
n—-400
11.5.23. On pose
1
ar =1, ap1=an+ —; , n=1.
> ak
k=1
Prouver que
lim — =]
n—+c0 \/21lnn
I1.5.24. Soit {a,} la suite récurrente définie par
ap >0, Gni1 = Arctana,, n>1.
Déterminer lim a,,.
n—-+o0o
11.5.25. Prouver que la suite récurrente définie par
0<a; <1, Qpt] =COSAp, N =1,

converge vers l'unique racine de 1’équation x = cos x.

I1.5.26. On définit la suite récurrente {a,} comme suit :
a; =0, apt1 =1 —sin(a, — 1), n>1.

Trouver

n
. 1
lim —g a.
n—-+oo n
k=1
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I1.5.27.  Soit {ay} la suite des racines successives de I'équation tanx = z, x > 0.
Déterminer lim (ap+1 — an).
n—-+00

I1.5.28.  Pour |a| < § et a; € R, on considére la suite définie par
an+t1 = asina,, n=>1.

Etudier la convergence de cette suite.

11.5.29. Etant donné a; > 0, on considére la suite {a, } définie en posant
ap+1 =In(l +ay,), n=>1.
Prouver que

(a) lim na, =2,
n—+0o0

b) i =22
 n—+too Inn 3.

I1.5.30. On définit la suite récurrente {a,} par

1\
a1 =0, an+1:<1> , n>1.

Etudier la convergence de cette suite.

11.5.31. Etant donné a; > 0, on définit la suite {a,,} comme suit :
Ant1 = 21_“", n > 1.

Etudier la convergence de cette suite.

11.5.32. Trouver la limite de la suite définie par

a1:\/§, Qnt1 :2%, n > 1.

I1.5.33. Prouver que si lim (a, — a,—2) =0, alors

n—-+00
. ap — An—1
lim — =0.
n—-+4oo n
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I1.5.34. Prouver que si, pour une suite strictement positive {a,}, la limite

. An+1
lim n(1-—22F
n—-4oo (07

In L

an

im
n—+oo Inn

existe (finie ou infinie), alors

existe aussi et les deux limites sont égales.

11.5.35. Etant donné ag,b; € ]0, 1], prouver que les suites {a,} et {b,} définies

par

An+1 :al(l_an_bn)+an7 bn—i—l :bl(l_an_bn) +bn7

convergent, et trouver leur limite respective.

11.5.36. On considére, pour a et aj strictement positifs, la suite définie par

Upt1 = an(2 — aay), ne€N™

Etudier la convergence de cette suite.

11.5.37. Montrer que si a1 et as sont strictement positifs et

apto = \/an + \/an+1, n €N,

alors la suite {a,} converge. Trouver sa limite.

11.5.38. Soit f: (]R”_;)k — R’ une fonction croissante en chacune de ses va-

riables telle qu’il existe a > 0 vérifiant

f(z,z,...,2) > pour 0 <z < a,
f(z,z,...,x) <z pour x> a.

Etant donné ai,as,...,ay, on définit la suite récurrente {an} par

ap = f(an—1,an—2,...,an_k) pourn > k.

Prouver que lim a, = a.
n—-400
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11.5.39. Soit a1 et as deux réels strictement positifs. Etudier la convergence de
la suite {ay} définie par la relation

(pi1 = ape®™ =1 pour n > 1.

11.5.40. Etant donné a > 1 et x > 0, on définit {a,} en posant a; = a® et
ant1 = a*, n € N*., Etudier la convergence de cette suite.

I1.5.41. Montrer que

\/2—1— 24 +1/2=2cos

n racines

e
2n+1 :

Utiliser cette relation pour trouver la limite de la suite récurrente définie par
a1:\/§, an+1 =V2+ay, n=1.

I1.5.42. Soit {e,} une suite dont les termes prennent leur valeur dans ’ensemble
{~1,0,1}. Etablir la relation

/ 5 € €
51\/2+€2 24 +e, —281n< 122k_1 k) (n € N¥)
k=

1

et montrer que la suite

an:51\/2+52 24 +enV2
converge.
I11.5.43. Calculer

1 1 1
nkl}rloo <Arctan D) + Arctan —— 7. 22 -+ Arctan W) .

11.5.44. Trouver lim sin <7T\/n2+n).

n—-400

11.5.45. Etudier la convergence de la suite récurrente définie comme suit :

alz\/g, agz\/2+\/§, Ont2 =\/2++V3+a, pourn>1
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I11.5.46. Montrer que

n—-400

lim 1—|—2\/1+3\/1+~--\/1+(n—1)\/1+n:3.

11.5.47. Etant donné a > 0, on définit la suite récurrente {a,} en posant

a
a1 <0, apy1 = — — 1 pour n € N*.
Gnp,

Prouver que la suite converge vers la racine négative de I'équation 22 + z = a.

11.5.48. Etant donné a > 0, on définit la suite récurrente {a,} par

a
a, + 1

a; >0, i1 = pour n € N*,

Prouver que la suite converge vers la racine positive de 'équation 22 + = = a.

I1.5.49. Soit {a,} la suite définie par la relation

24+ ay,
1+a,

a; =1, pi1 = pour n € N*.

Prouver que cette suite est une suite de Cauchy et trouver sa limite.
I1.5.50. Soit {a,} la suite définie par
1 .
ay; > 0, ant1 =2+ — pourn € N°.

an

Prouver que cette suite est une suite de Cauchy et trouver sa limite.

11.5.51. Etant donné a > 0, on définit la suite {a,} par

a; =0, Gpt1 = pour n € N*,

2+ ay,

Etudier la convergence de la suite.

11.5.52.  On suppose que
a1 €ER et apy1 = ‘an — 21_”| pour n € N*.

Etudier la convergence de cette suite et, si elle converge, trouver sa limite.
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11.5.53. Prouver que

(a) si0<a<1,alors

(b) s10 < a <1, alors

(c) sib>1, alors

I1.5.54. Calculer

n—-+o0o

I1.5.55. Trouver

n—-4oo

(a) hm <1 + $> s ouc > 0,
k=1

I1.5.56. Déterminer

I1.5.57.  On définit la suite {a,} par

n -1
an:Z<Z> , n=>1.

k=0

Montrer que lim a, = 2.
n—-4o00

76

5

. . .o )
lim | sin + sin + -+ 4+ sin —
< n+1 n+2



ENONCES

I1.5.58. Déterminer pour quelles valeurs de « la suite

= (=)0 ) (5.

converge.

I1.5.59. Pour z € R, on pose {z} =z — [z]. Trouver lim {(2 + \/g)n}

n—-4oo
I1.5.60. Soit {a,} une suite strictement positive, on pose S, = a1 +azs+---+ay,
(n > 1). On suppose que

1
Sn—i—l

Ant1 < ((Sn - l)an + an—l) , n=1

Déterminer lim a,,.
n—-+o0o

I1.5.61. Soit {a,} une suite strictement positive telle que

. a — a1+ax+---+a
lim 2 =0 et lim "< 4oo.
n—+oo N n—-+o0o n
Trouver ) ) )
h a1+a2+"'+an
n—-+4o0o ’n,2 ’

I1.5.62. On considére deux suites {a,} et {b,} strictement positives telles que

b
lim n =0 et lim n =0.
n—+oo a1 + ag + -+ + an n—>+oob1—|-b2_|__|_bn

On définit la suite {c,} en posant
¢n = aib, +asb,—1 + -+ +ayby, n e N

Montrer que

c
lim = =0.
n—+o00 C] +Cy + -+ Cp

I1.5.63. Trouver

7
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I1.5.64. On suppose que la suite majorée {a,} vérifie la condition

an+1—an>—ﬁ, n € N*.

Etablir la convergence de {a,,}.

I1.5.65. On suppose que la suite bornée {a, } vérifie la condition

2”L
Gni1 V2>a, neN-.

Etablir la convergence de {a,,}.

11.5.66. On note respectivement [ et L les limites inférieure et supérieure de la
suite {a, }. Prouver que si lilf (@n41—an) = 0, alors tout élément de I'intervalle
n—-roo

ouvert |I, L[ est une valeur d’adhérence de {a,}.

11.5.67. On note respectivement [ et L les limites inférieure et supérieure de
la suite {a,}. On suppose que pour tout n, ap+1 — a, > —a, avec a, > 0 et

@ ay, = 0. Prouver que tout élément de 'intervalle ouvert |1, L] est une valeur
nN—-100

d’adhérence de {a,}.

I1.5.68. Soit {a,} une suite croissante et strictement positive. Prouver que 'en-
semble des valeurs d’adhérence de la suite

Qn
n -+ anp

, neN",
est un intervalle (réduit & un singleton en cas de convergence).

11.5.69. Etant donné a; € R, on considére la suite {a,} définie par

an .
— pour n pair,
Unt1 = § 1+ ay, . )
5 pour n impair.

Trouver les valeurs d’adhérence de cette suite.

I1.5.70. Zéro est-il valeur d’adhérence de la suite {\/nsinn}?
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I1.5.71. Prouver que pour toute suite strictement positive {a,},

a1 + Apa1 "
lim [ "2} >
n—-4oo (07

11.5.72. Prouver la généralisation suivante du résultat précédent : pour tout
entier p > 0 et pour toute suite strictement positive {a,}, on a

a1 +a "
lim [+l "nFP > eP.
n—-4oo an,

I1.5.73. Prouver que pour toute suite strictement positive {a,}, on a

1
lim n(m—l>>l.

n—-4oo an,

Prouver que le minorant 1 est optimal.

11.5.74.  On pose

an:\/l—l—\/1+---—|—\/I.

n racines

Trouver lim a,.
n—-4oo

I1.5.75. Soit {a,} une suite dont les termes sont strictement plus grands que 1

et telle que
) Inlna,
lim =
n—-4o0o n

On considére la suite {by,} définie par

bn:\/al—i—\/ag—i—---—k\/an, n € N*,

Prouver que la suite {b,} converge si a < In2 et qu’elle diverge vers +oo si
o >In2.

I1.5.76. On suppose que les termes de la suite {a,,} vérifient la condition
0 < aman < apy+a, pour m,n e N

Prouver que la limite lim <22 existe.
n—+oo M
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I1.5.77. On suppose que les termes de la suite {a,} vérifient la condition
0 < amin < am-a, pour m,n € N*.

Prouver que la limite hm Ja, existe.

I1.5.78. On suppose que les termes de la suite {a,,} vérifient les conditions

|(In| < 1>

am +ap —1 < amgn < ay +an, +1
pour m,n € N*,

(a) Prouver que la limite lim 92 existe.
n—-+oo ™

(b) Prouver que si lim %= = g, alors
n—-4oo

ng—1<a,<ng+1 pour neN*.

I1.5.79. On suppose que {a,} est une suite croissante et strictement positive

vérifiant la condition
Qpom = Nay, pour m,n € N,

Prouver que si sup {%" 'n € N*} < 400, alors la suite {%"} converge.

11.5.80. Etant donné deux réels strictement positifs a; et as, prouver que la

suite récurrente {a, } définie par

2
(pio = —— pour n € N*
Gp41 + ap

converge.

I1.5.81. Pour by > a; > 0, on considére les deux suites {a,} et {b,} définies

par

anp+0b .
an+1=%, bp = \/Gni1b, pour n € N*.

Démontrer que les deux suites convergent vers la méme limite.
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I1.5.82.  Soit akp, by, (n € N*, k=1,2,...,n) deux tableaux triangulaires de
réels, by, # 0. On suppose que Z:—’" —— 1 uniformément par rapport a k,
s n—-roo

autrement dit, pour tout € > 0, il existe un entier ng tel que

a
—kn 1‘ <e
bk,n
n
pour tout n > ng et k =1,2,...,n. Montrer que si lim )" by, existe, alors

n o0 k=1

n n
lim E arn, = lim E b 1.
nestoo k,n nestoo k,n

k=1 k=1

11.5.83. Etant donné a # 0, trouver

I11.5.84. Pour a > 0, déterminer

n

)

k=1

lim <1 + %) .
n—-+o0o n

I11.5.85. Trouver

11.5.86. Pour p # 0 et ¢ > 0, déterminer

n 1
ka1
lim <<1+ )p—1>.
n—-+o0o nq
k=1

11.5.87. Etant donné des réels strictement positifs a, b et d tels que b > a,
calculer

r ala+d)---(a+nd)
n—to0 b(b+ d) - (b+ nd)
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I1.1. Suites monotones

I1.1.1.

(a) Soit {a,} une suite croissante majorée. On a sup{a,:n € N} = A <
+00. Donc pour tout n € N, a,, < A. Puisque pour tout ¢ > 0, A —¢
n’est pas un majorant de ensemble {a, : n € N}, il existe a,, tel que
ap, > A—e. La suite étant monotone, A > a,, > A —¢ pour tout n > ny.

Donc, lim a, = A.
n—-400

On suppose maintenant que {a,} n’est pas majorée. Pour tout M, il
existe ay, tel que ay,, > M. La suite étant monotone, a,, > M pour tout

n>nget lim a, =+oco.
n—-400

(b) Voir la solution de (a).

II.1.2. On a 5
n_ o Sn+1

Sn—1 b Sn
En effet, d’apres 1.2.19, on a

pour n = 2.

SZL < Sp418n—1- (1)

On va prouver que {x,} est une suite croissante. L'inégalité x1 < x4y se déduit
n 2 n

de <Z ak> < p Y a} (voir la solution de 1.2.20). Supposons maintenant

k=1 k=1
que z,_1 < x,. On a alors

o

n—

Sp—1 < Sp” . (2)
Donc, d’aprés (1) et (2),

2 2
_ ntl ntl/ Sp 1l Sn
B = T Gpi & \/s ) = ===
n— n
Sn

I1.1.3. Onaayi = %ta, <a, (n>1). Lasuite {a,} est donc strictement

décroissante. Puisqu’elle est minorée (par exemple par 0), hl}_l an, = g existe.
n—roo

Le réel g est solution de I’équation g = % g, donc g = 0.

11.1.4. On pose b, = a,, — 271%1 On a alors by+1 — by, = ape1 — ap + 2% > 0.
Donc la suite {b,} converge et il en est de méme de la suite {a,}.
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I1.1.5.

(a) On montre que la suite {a,} est décroissante et minorée. En effet,

-1
Ant1 — Qp = 5 < .

\/n——l-l( n+1+\/ﬁ)

De plus, d’aprés I'inégalité donnée en indication (qui peut se prouver par
récurrence), on a a, > 2 (\/n +1-vn—-1)> -2

(b) La démonstration suit la méme méthode qu’en (a).

I1.1.6. On montre d’abord par récurrence que % < a, < 2 pour n € N*

et que la suite {a,} est strictement croissante. Ces deux faits impliquent la

convergence de {a,}. Soit g = lil}_l an. Puisque a, = +/3a,_1 —2, on a
n—1+0oo

g=+/39g—2et g=2.

I1.1.7.  On peut montrer par récurrence que a, > 2c. Bien str, a; < as. De
plus, si a,, > a,_1, alors

ant1 = (an — 0)2 > (ap—1 — 0)2 = ay,

2

I'inégalité se déduisant de la monotonie de la fonction f(x) = x* sur Ry.

I1.1.8. D’apreés I'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique et les
hypothéses, on a

an + (1 - an-i—l)
2

2 van(l = any1) >

9

N | =

d’ott a, — apy1 > 0. La suite {a,} converge donc vers une limite g. Puisque
an(l — apt1) > 1 ona g(1 —g) > L. Cette derniére inégalité est équivalente
a (29 — 1)2 <0, ce qui donne g = %

11.1.9. Clairement, 0 < a, < 3 pour n > 1. De plus, a%H — ar =

n
—a% + a, +6 > 0 pour 0 < a, < 3. La suite est donc croissante et majo-

rée, d’ou convergente. La définition de la suite donne lim a, = 3.

n—-+oo
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I1.1.10. On voit immédiatement que 0 < a,, < 1 pour n > 1. Pour prouver
la monotonie de la suite, on va avoir besoin de la forme suivante du principe
de récurrence :

W(n) est vraie pour tout entier naturel n si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

(1) W(0) est vérifiée.

(ii) Le fait que W (k) soit vraie pour 0 < k < n implique que W(n + 1) est
ausst vraie.
On suppose que a,_1 = an,_2 et a, = a,_1. On a alors
1

3 3
Gl = @l = 3 (an —ap—1+a, 1 — an_2) > 0.

La suite est donc convergente. On note g sa limite. On a g = % (1 4 @ - 93).
En conséquence,

~1++/5 -1-+5

=1 ou = ou =
g ) B g 9
On remarque que tous les termes de la suite sont positifs et inférieurs a
g:_1+\/g.Donc, lim an:g:_1+‘/g.
n—-+o0o

I1.1.11. Onaany; = an% < an (n = 1). On obtient donc (voir la solution
du probléme I1.1.3) g = 0.

I1.1.12. Puisque ap11 = an% < ay pour n > 1, la suite est décroissante.

Elle est minorée par 0 donc elle converge.

I1.1.13.

(a) Clairement, {ay} est croissante. On montre qu’elle est majorée. En effet,

1 1 1
amﬂ+§+§+m+§
1
1 R R
= +1><2—|_2><3+ +(n—1)n
—1+11 + L 1-+ + L L
- 2 2 3 n—1 n
1
=2—-_<2.

n
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(b) De fagon évidente, {a,} est croissante. De plus,

1 1 1 1 1 1

La suite est donc majorée comme conséquence de (a).
I1.1.14. Pourn > 1, on a

1 1 1
~/nlnt1) " V2n(2n 1 1) - Jont @t !

La suite est donc convergente puisque décroissante et minorée.

Up4+1 — Ap =

I1.1.15. On obtient, avec 'inégalité entre les moyennes arithmétique et géo-
métrique,
a

—1 P
ant1 = {lah p_lzﬁ, n>1.
an
Donc,
@y a ab —a
an-l—l_an:_?"‘ e p_ISO pour n > 2,
pban ba

ce qui montre que la suite converge et 7}1_{%0 ap = +va.

I1.1.16. Clairement, 0 < a,, < 2 pour n > 1. De plus,

aiﬂ = ai =y, —+/an_1 >0 sia, > a, 1.
La suite converge donc vers une limite g vérifiant I'égalité g = /2 + /g.

Remarque. On montre, en utilisant la formule de Cardan pour les racines réelles
d’un polynome de degré 3, que

g=é<\3/% <79+3x/@>+\3/% <79—3x/@>—1>.

I1.1.17. On remarque que G411 = 2 (2 — ﬁ), n > 1. On peut alors éta-

blir, par récurrence, que 0 < a, < 2 pour n > 1. De plus,

(an +1)(an — 2)

> 0.
a, + 3

n+1 — ap = —

La suite converge donc et lim a, = 2.
n——+00
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I1.1.18. On peut montrer, par récurrence, que la suite {a,} est strictement
croissante. Si elle était majorée, il existerait un réel g tel que g = lirf Q-
o0

On aurait aussi g2 — 2g + ¢ = 0. Cette équation a une racine réelle si ¢ < 1. On
suppose donc que 0 < ¢ < 1. La suite {a,} est alors majorée par 1 — /1 — ¢

et lim a,=1-—+1-c

n—-+o0o
Pour ¢ > 1, la suite est strictement croissante et ne converge pas, donc

diverge vers +oo.

I11.1.19. Puisque

2

—a
Ap41 = Qp <1—2 > pour n > 1,

3a2 4+ a
on obtient :

si a, >+/a, alors an,y1 < ap,
sia, <+a, alors a1 > ap,
si a, =+/a, alors a,y1=+a.

On observe alors que

3
g 2+ ¢S Va  siet seulement si  (an — \/5)3 > 0,
a?

ce qui est équivalent & a,, > y/a. Enfin,

si 0 < a; < va, alors {a,} est croissante et majorée par v/a,
si a1 > v/a, alors {a,} est décroissante et minorée par Va,

si a; = v/a, alors {a,} est une suite constante.

Dans chacun des cas précédents, la suite converge vers /a.

I1.1.20. On peut prouver par récurrence que

(31 —1)— (3" - 3)q
(3" —1)— (3" — 3)a

ap = pour n > 1.

. o ntl_ .
La suite n’est donc pas définie pour a; = g’nﬂ;—l_é, n € N*. De plus, si a; =1,

alors a,, = 1 pour tout n € N*. Pour toute autre valeur de a1, la suite converge
vers 1/3.
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I1.1.21. On a ap+1 = (a, —a)2 + a, > a, pour n > 1. La suite est donc

croissante. De plus, si elle converge, alors lim a, = a. Donc, si a; > a, la
n—-—400

suite diverge. Dans le cas ot a — 1 < a; < a, on a aussi a — 1 < a,, < a pour
n > 1 et la suite converge dans ce cas. Enfin, si a1 < a — 1, alors ag > a et la
suite diverge.

I1.1.22. Il est évident que la suite peut converger vers a ou b. On considére
les cas suivants :

1) ¢>b.

24ab
a+b

On a alors ay =

lim a, = +oc.
n—-+oo

> ¢ = aj et, par récurrence, a,4+1 > a,. Donc,

2) ¢=0b.

Evidemment, a, = b pour tout n € N*,

3) a<c<b.
On peut montrer, par récurrence, que la suite {a,} est décroissante et

minorée par a. Donc, lim a, = a.
n—-+o0o

4) ¢ =a.

Clairement, a, = a pour tout n € N*.

5 0<c<a.

On utilise & nouveau la récurrence pour prouver que {a,} est croissante

et majorée par a. Il s’ensuit que lim a, = a.
n——+00

I1.1.23.  On remarque que a,+1 = 6 (1 — #) pour tout n € N*. D’ot, par
récurrence,

si a; < 2, alors a,, < 2, n € N*;

si a; > 2, alors a, > 2, n € N*.
De plus,

(an + 3)(an - 2) )

Up41 — Ap = — o
n
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1) si 0 < a3 < 2, alors la suite est croissante et majorée par 2 et
lim a, =2,
n—-—+o0o

2) siaj > 2, alors la suite est décroissante et minorée par 2 et liril an = 2,
n—-0oo

3) si a; = 2, alors a, = 2 pour tout n € N*.

11.1.24. Puisque 0 = a1 < a9 et a%H — a% = a, — an_1, on voit, par récur-
rence, que a,+1 = G, pour tout n € N*. La suite est majorée, par exemple par
v 1+ 4c. On peut facilement prouver que lil}_l ay = L/ ltde V21+4c.

n—1+0oo

I1.1.25. Puisque az = V2v2 > V2 = a; et a%H — a2 = 2(a, — an_1), on
peut montrer par récurrence que a,yi > a, pour tout n € N*. La suite est

majorée par 2 et lim a, = 2.
n—-+o0o

I1.1.26. Pour k = 1, on obtient a, = 5" (n € N*) et {a,} diverge donc
vers +o0.
Pour k£ > 1,

k
ag = \/5\175> V5 =ay et aﬁ+1—a2:5(an—an_1).

Il s’ensuit (par récurrence) que {a,} est strictement croissante. De plus,
an < k_\l/g pour tout n € N*. On peut facilement vérifier que lirf @y = k_\l/g.
n—-roo

I1.1.27. On voit (par récurrence) que 1 < a, < 2 pour n € N*. La mono-
tonie de la suite se déduit de ’égalité a%H — a2 = 3(ay, — a,_1). Donc, pour
1 < a; < 2, la suite est croissante et sa limite est 2. D’autre part, si a; = 1 ou
a1 = 2, la suite est alors constante.

I1.1.28.

(a) On a a; < ag et a%H —a? = a, — a,_1. Il s’ensuit, par récurrence, que

la suite est croissante et majorée par c. Clairement, lim a, = c.
n—-+o0o

(b) Puisque by = y/cy/c > /e =by et b2, — b2 = ¢(b, — bp—_1), on conclut,
en utilisant une récurrence, que la suite est croissante et majorée par c
qui est sa limite.
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11.1.29. On peut montrer par récurrence que 0 < a,, < b, puis prouver que
la suite est strictement croissante. Sa limite est égale a b.

11.1.30. La suite est strictement croissante et majorée, par exemple par 3.

Sa limite est %

I1.1.31. On a a; < ag < az. On voit de plus que, pour tout n € N*,
si ap < Apt1 < Apt2, alors  apio < Gps.

Le principe de récurrence énoncé dans la solution du probléme I1.1.10 im-
plique que la suite {a, } est strictement croissante. Elle est aussi majorée par 4

et lim a, =4.
n—-400

11.1.32. Comme dans la solution du probléme précédent, on peut prouver

que la suite {a, } est décroissante, minorée par 4 et lirf a, = 4.
n—roo

11.1.33. D’aprés l'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique
(voir 1.2.3), a,, = by,. Donc,

an + by,
2

apt1 = <a,, necN"

Ceci signifie que la suite {a, } est décroissante. D’autre part, la suite {b,} est

croissante car
bpi1 = \Vbpan = /b2 =b,, neN-

De plus, by < a, et b, < a;. Les deux suites convergent donc. On note

a= lim a,et = lim b,. Un passage a la limite lorsque n tend vers +oco
n——+oo n—-+oo
dans 1'égalité a1 = @ donne o = #, d’ou a = S.

I1.1.34. Puisque 2 (a2 +b2) > (an + by)?, on a a, > by, pour n € N*. Do,

aZ + b2 - aZ + anby,

< =a our n € N*
an + by, an + by, n P

ant1 =

et la suite {a,} est décroissante.
On peut prouver de la méme fagon que {b,} est croissante. De plus, on
voit que by < ay, b, < ay et les deux suites convergent donc.

On note « = lim ay, et = lim b,. En faisant tendre n vers +oo dans
n——+0o00o n——+00

bpt1 = a";'b”, on obtient 8 = #, d’ou o = S.
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I1.1.35. D’apreés I'inégalité entre les moyennes arithmétique et harmonique
(voir 1.2.3), a,, > by,. Donc,

<ap, neN,

ce qui signifie que la suite {a,} est décroissante. D’autre part, {b,} est crois-
sante car

2a,b,,
b = 7 > n € N*.
n+1 an +bn = Un,
De plus, by < an, b, < a1 et les deux suites convergent donc. On note
a= lim a,et = lim b,. Un passage a la limite lorsque n tend vers +oo
n—-+00 n—-—+o0o
dans 'égalité a, 11 = % donne o = #, d’on @ = (5.

On remarque de plus que ap11b,11 = apb,, ce qui implique que tous les
termes de {a,b,} sont égaux a a;by. Il s’ensuit que o = 5 = v/a1b;.

I1.1.36. On a a1 = 2(’?;21) (an + 1), n € N*. Donc,
— T~ (0 %)
2(n+1)
En appliquant alors I'inégalité na, > n + 2 pour n > 4 (qui peut se prouver
par récurrence), on voit que la suite est décroissante et donc convergente. On

pose « = lim a,. Un passage a la limite dans I’égalité a,, 11 = 2(”42 (an +1)
n—-4o0 n+1)

donne o = 1.

n+1 — Ap =

I1.1.37. L’inégalité ap o < %anﬂ <+ %an implique

2 2
(py2 + 3 Ontl < Gpt1 + 3 an-

La suite b, = apy1 + %an est décroissante et bornée donc convergente. Soit
b sa limite. On montre que {a,} converge vers a = gb. Soit € > 0. Il existe
no € N* tel que § > |b, — b| pour n > ng. D’ot,

€ 2

6 > an+1+§an—§a
Donc, |ant1 — a| < 2 |an, — al 4+ £. On peut montrer par récurrence que

2 k 9 k—1 9
|ano+k_a|<<§> |an0—a|—|—<<§> _|__|_§_|_1>

k k
2\ " 1- (2" (2 €
< <§> |an0—a|+?g< <§> |an0—a|—|—§.

2
> |apt1 —a| — 3 lan, —al pour n = nyg.

S| ™

Puisque (%)k lan, —al < 5 pour k suffisamment grand, |a, —a| < ¢ pour n

suffisamment grand.
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I1.1.38.

(a)
(b)

b= 1+ 1" =1+ 1) ay > ap

On applique I'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique
Gnt1 < Apy1 (voir le probléme 1.2.3) en prenant a; = 1, ag = ag =
s =apg =1+ %, pour obtenir

D’ou,

1\" 1 n+1
<1+E> <<1+n—+1> pour n € N*,

On applique 'inégalité entre les moyennes harmonique et géométrique
H,+1 <Gpipenprenant ay =1, a3 =ag=---=ap11 =1+ ﬁ, pour

obtenir
1 n+1 < n >n
=< ,
n n—1

ce qui donne b, < b,_1 pour n > 1. Pour prouver que les deux suites
{an} et {b,} convergent, il suffit d’observer que a1 < a,, < b, < by pour

n € N*. De plus, lim b, = lim (1 + %) ap, = lim a,.
n—-+4o0o n—-+4o00o n—-+4o00o

I1.1.39.

(a)

On applique I'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique
Gnt1 < Apy1 (voir le probléme 1.2.3) en prenant a; = 1, ag = ag =

* = apy1 = 1+ 7, n € N*, pour montrer que la suite est strictement
croissante.

Si0 <z <1, daprés le probléeme précédent, on a

T\" 1\"
<1 + —) <(14+-) <e
n n
Si x> 1, il existe alors un entier positif ng tel que z < ng. La monotonie
de la suite {(1 + %O)n} et le résultat du probléme précédent impliquent

alors non
n n
<1+£) < <1+@> < <1+ﬂ> < e,
n n non

Il suffit d’appliquer le méme raisonnement qu’en (a) et d’observer que,
pour z < 0, la suite est majorée, par exemple par 1.
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I1.1.40. On applique I'inégalité entre moyennes harmonique et géométrique
Hyii+1 < Gpyig1 (voir le probléme 1.2.3) en prenant a; = 1, az = a3 =
“++ = Gpyi41 = 1+ T, pour obtenir

Sy x\nt z(n +1) z(n+1)
14— 1 14—
< +n> - +n2—|—nl—|—x+n> +(n—l—l)(n—l—l)

Ceci montre que b, > b,1+1, n € N*.

I1.1.41. On a, avec I'inégalité donnée en indication,

1 1
an+1—an:——lnn+ >0,
n n
1 n+1
b —b, = —1 < 0.
n+1 n ] 1 n

Clairement, a1 < a, < b, < by (n € N*) et les deux suites convergent donc
(vers la méme limite).

I1.1.42. On vérifie facilement que la suite {a,} est monotone et bornée.
L’égalité a% 41 = ay implique que sa limite est égale a 1. On prouve mainte-
nant la monotonie de {¢,}. On suppose d’abord que = > 1. On a alors

cn=2"(an — 1) =2"(a2,; — 1) = 2"(an41 — 1)(ans1 + 1)

Ap41 + 1

= 2" (a1 — 1) 5

> Cp41-

Ceci signifie que la suite {c,} est strictement décroissante pour x > 1. Le
méme raisonnement s’applique au cas 0 < z < 1. Pour x = 1, la suite est
constante. La monotonie de {d,,} peut se prouver de la méme maniére.

Pour & > 1, la suite {c,} converge (car elle est décroissante et minorée
par 0). D’autre part, pour 0 < x < 1, la suite {d,,} est croissante et majorée
par 0. I1 découle alors de ’égalité

Cn

dy =2

an

que les deux suites tendent vers la méme limite pour tout z strictement positif
et différent de 1. Six =1, ¢, = d,, = 0.
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I1.2. Limites. Propriétés des suites convergentes

0< (2-2) (2-V2) -+ (2- "Va) < (va-1)".
La limite de la suite est donc égale a 0.

. 2
On prouve d’abord que la suite a,, = 55 converge vers 0. Pour n > 3, on

1)2 . .. .
aapy1 = %an- (n—:Q)— < a,. La suite est donc décroissante. Elle est clai-

rement minorée par 0. Elle converge donc et sa limite g vérifie ’égalité
g= %g, d’ott g = 0. On détermine alors la limite de notre suite. On pose
pour cela k, = [/n]. On a k, < /n < k, + 1, ce qui donne

n (ky +1)2

0< =<2

La limite de la suite donnée est donc égale a 0.

| oo o
On pose a,, = 2”7 Onaa,i = %an- gTJrnl < an (n € N*), ce qui implique

(voir la solution du probléme I1.1.3) g = 0.

On pose

a—i< IO S ! >
" Vn\VI+V3 V3+45 V2n—1+2n+1)"

_ i1 z Vacali 1 _
On a a, = o m qu est une conséquence de ’égalité T VI =

7v2k_1__v2k+1.Donc lim an:—ﬁ.
2 ! oo 2
L’inégalité
1 1 2 n
1424 ... < e
(1+2+ +n)n2+n n2+1+n2+2+ +n2—|—n
1
<(A+24--- -
(1+2+ +n)n2+1

et le théoréme des gendarmes impliquent que la limite est égale a %
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(i) Comme en (h), on montre que la limite est aussi égale a 3.

S
11.2.2. On pose a, = 2. On a alors 2ztl — (2£L)°_L_ De plus
2 (1+p) an n ) pH DU,
lim (2H)° L = _L_ T4 suite {a,} est donc décroissante a partir d’un
n—-—4oo n p+1 p+1 p

certain rang ng. Elle est aussi minorée, par exemple par 0. Sa limite g vérifie
Iégalité g = ﬁ g, donc g = 0.

11.2.3. On a

0<(n+Da—n“:na<<L+%>a—l>
<na(<1+%>_1>:nl¢_a.

La limite de la suite est donc égale & 0.

11.2.4. Soit o = g avec p € Z et ¢ € N*. Pour n > ¢, le nombre nlam est un
multiple de 7, ce qui signifie que les termes de la suite sont tous nuls & partir
d’une certaine valeur ng de 'indice n.

11.2.5. Si la limite existait, on aurait alors

0= lim (sin(n+2)—sinn)=2sinl lim cos(n+ 1)
n— 400 n—-4o0o

et lim cosn = 0. De méme,
n—-4o0o

0= lim (cos(n+2)—cosn)=—2sinl lim sin(n+ 1),

n—-4o00 n—-—+oo
ce qui est impossible car sin?n 4+ cos?n = 1 pour tout n € N. La limite
lim sinn n’existe donc pas.
n—-+00

11.2.6. Voir la solution du probléme précédent.
11.2.7. On a

palEa oo S e S))
lim = [(a+=) +(a+=) +- -4+ a4+ —=

1 1) 142244 (n—1)2
— lim (n a2+n(n )a—i— +2°+---+(n )>

n—too \ N n? n3
—d?tatr.
3
La derniére égalité se déduit du fait que 12 +22 + ... 4 n? = %'
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I1.2.8. On a

an—l—a%—l—---+aﬁ—k‘:(an—1)+(ai—1)—|—---+<aﬁ—1).

De plus,

lim = =[] pour [=1,2,...,k.

La limite est donc égale &4 1 +2+---+ &k = M

11.2.9.  On peut prouver, en utilisant ’égalité

S 9 S S W S
E(k+1)(k+2) 2 k k+1 2 k+2 ’

que la limite est égale a i.

11.2.10. Puisque

131 (k—l)((k+1)2—(k+1)+1)

B4l k+1)(2—k+1) ’
on obtient .
B—-1 2 n’+n+1 2
SRkl 3 nf4n noteo 3
1
I1.2.11. &
I1.2.12. Puisque 1 — —2— = (k+2)(k_1), on a

E(k+1) E(k+1)

2 2 2 1 n+3
I = I = coo [ Il = —mom9vvouov-ou- — _ s —
2x3 3 x4 (n+1)(n+2) 3 n+l notoo 3

11.2.13. On a
k34 6k2+ 11k +5=(k+1)(k+2)(k +3) — 1.

Donc,

z":kz3+6k2+11k+5_ : ”<1 1 )_5

ko (k+3)

lim
n—-+00

im
! .
P (k+3)! n—+oo P

g .

1

95



CHAPITRE II. SUITES DE NOMBRES REELS

11.2.14. On observe que

2k—1

T 1 1
12 ]2 ] 5 bour k=1,2,...,n.
Donc,
A pour |z| < 1,
lim Zix - = 111’
noter 1oz 1=, Pow |z| > 1.
I1.2.15. Pour z # 1,
1-z)1+z)(1+z?)--- (1+x2k> 12
-z Il =g
et, en conséquence,
n 1 o x2n+1
%ZH<1+$ ): 4 pour n € N, z # 1,
k=0 DI pour n € N, z = 1.
Finalement,
—oo  pour ¥ < —1,
0 pour z = —1,
lim a, = 1
n—+oo pour |z| <1,
1—2
400 pour x > 1.
I1.2.16. Pour z # 1,
(SRS (]
= ok = W
k=0 im0 T +1
(:L‘ 1)(x — 1)(:1: +1) (22 +1) - (2" +1)
(z—1) (2" +1)
c+1 27 —1

r—1 2" 41°
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D’ou,
( z+1
- pour |z| <1,
11t
75
1i _ pour |z| > 1,
im_an z—1
n—roo
0 pour x = —1,
+00 pour x = 1.

I1.2.17. Soit z # 1. On a

; <1 43 +x2><3k) <‘,]C3’c _ 1) S

2x3k _ —

1+xk+x

3" —1 3" —1

Donc,
3n+1

n
[T (1 +5% +22) = A
P -1

Notons ¢ la limite de la suite. On a alors

1=, Pow lz| < 1,
g=2¢ T pour |z| > 1,

1 pour x = —1,

+o00 pour = = 1.

I1.2.18. Clairement, k x k! = (k + 1)! — k! pour k € N*. Donc,

.o IxU42x2l+---4nxn! . (m+1)-1
lim = lim —————— =
n—-+oo (n+1)! n—too (n+1)!

11.2.19. On note d’abord que le probléme a un sens pour z F#* 0.
D’aprés I1.2.3, le dénominateur n® — (n — 1)* tend vers zéro si 0 < z < 1. De
plus, si z < 0, le dénominateur tend aussi vers zéro. Pour = = 1, il est égal
a 1. La suite diverge donc vers 'infini (+00 ou —o0) pour z < 1, z # 0. Soit
x> 1. On pose k = [z]. On a alors k > 1 et

1 k 1\ 1 k+1
1-(1-=) <1-(1-2) <1-(1-2) .
n n n

Ces inégalités impliquent qu’il existe « et 3 tels que

a<n<1—<1—%>w><5,
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ce qui donne

z—1 a8 1 ’ z—1
an <n*(1-1(1-— < fn* .
n

Donc, si x —1 < 1999, la suite diverge alors vers +o0o. Si x —1 > 1999, la suite
converge vers 0. On prend alors z = 2000. D’aprés la formule du bindéme, on a

nl 999 1

w0, 73000 — ( — 172000 — 2000

11.2.20. On a

an-i—l_bn—i-l )
sia > b,
o an_bn
an =
n-+1 .
a sia=n>0.
n

Donc, lim a, = a.
n—-+00

I1.2.21. On peut prouver par récurrence que a, = (n — 1)2. En conséquence,

lim a, = +oo.
n—-+oo

11.2.22.  On prouve par récurrence que a, = \/a:f:W' Donc, lirf an = 0.
n—-+od

11.2.23. On peut prouver que a, = 1 — (i)n_l. On a donc lim a, = 1.
n—-400

I1.2.24. On vérifie facilement que ap+1 =14+ b+--- + b1 4+ b"a. Do,

1 1 "
1—_b+<a—1—_b>b pour b # 1,

n+a pour b = 1.

Un4+1 =

Donc, si b = 1 et a € R, la suite diverge vers +o00. Si b # 1 et a = ﬁ, la

suite converge vers ﬁ. Dans le cas ou a # ﬁ et |b] < 1, elle converge aussi

vers ﬁ. Dans les cas restants, la suite diverge. Plus précisément, si b < —1

L
I-b’

la suite diverge proprement vers +o0o. Finalement, si b > 1 et a < ﬁ, la suite
diverge proprement vers —oo.

et a # ﬁ, la suite n’a pas de limite, ni finie, ni infinie. Si b > 1 et a >
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11.2.25.  On peut prouver la formule donnant le n-iéme terme de la suite de

Fibonacci par récurrence. On peut supposer que o > (3. On a alors o« = %
et B = % De plus,

gl Bl

arfl—152] < \n/a”—ﬁnga"1+'— .

« «@

Pui lim |&|" lim Ya,
uisque n—1>I-11:loo ‘E‘ =0, o0n a n—1>I-11:loo a, = a.

11.2.26. On remarque d’abord que b,+1 = %. On en déduit que
Gpi1 — bpa1 = %(an — by), ce qui implique que la suite {a, — b,} est une

suite géométrique de raison i. Cette suite converge donc vers 0. Il suffit main-
tenant de montrer que la suite {a,} converge. Supposons d’abord que a < b.
La suite {a, } est alors croissante et a,, < b, < b. Elle converge donc. Il découle

de ce qui précéde que {b,} converge aussi et lim a, = lim b,. Le méme
n—-+00 n—-+00
raisonnement s’applique au cas a > b.
11.2.27. On a
7, s n chiffres

—_—— ——
at+aa+---+aa...a=a(l+11+---4+11...1)

a(10" 1 +2x 10" 2 + ... 4+ n x 10%)
a((1+10+---+ 10" + (1 + 10 +--- + 10"?)
4+ 4 (1+10) +1)

_a<10"—1 10"t —1 102 -1 10—1>

9o T 9 U TTo9 T
L 10(10" — 1) — 9n
81 '

o___¢ 2 ~ 10a
La limite est donc égale a 1.

I1.2.28. On note que la suite de terme général /n (n > 3) est décroissante
et que sa limite est égale & 1. On vérifie alors facilement que

(Vvn—1)" < <%> pour n € N*

Do, lim (y/n—1)"=0.

n—-400
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11.2.29. Puisque lir};l an, = 0, & partir d’'une certaine valeur ng de l'indice
n—-—+0oo

n, |a,|" < (%)n En conséquence, nll)r};loo al = 0.

I1.2.30. On pose max {ay,asg,...,a} = a;. On montre, en divisant le numé-
rateur et le dénominateur par a}', que

. pla?—i-l +p2a3+1 4. +pkaz+1 .
n—teo  piay +paay + -+ prag

11.2.31.
(a) Soit € > 0 suffisamment petit pour avoir g+¢ < 1. Il existe alors ng € N*
tel que
a
ntl < q+e€ pour n = ng.
Qn
Donc,

|an| < (q + E)n_no \an0| 9 n 2 no.
Ceci implique lim |a,| =0, d'od lim a, = 0.
n—-4o00 n—-—+oo
(b) Soit € > 0 suffisamment petit pour avoir ¢ — e > 1. On a alors,

a partir d'un certain rang ni, |a,| > (¢ — €)" "™ |an,|. On obtient

lim |a,| =400 car lim (¢ —¢&)" ™ = 4o0.
n——+00 n—-+o0o

I1.2.32.

(a) On prend € > 0 suffisamment petit pour avoir g + ¢ < 1. Il existe alors
no € N* tel que |a,| < (¢ +¢€)", n > ng. Donc, lirf a, = 0.
n—-+0oo

(b) On a |a,| > (g — &)™ pour n > ny. Si € > 0 est suffisamment petit, alors
g—e>1let lim (¢—¢e)" =+o0. Donc, lim |a,| = 4o0.
n——+0o00 n——+0o00

11.2.33. En posant a,, = n®2"™, on obtient

1 (0%
lim Intl _ lim <n—|— > r=x, ou O0<ax<l.

n—+0o0  Ap n—-4o0o n

Donc, d’aprés le probléme 11.2.31, la suite tend vers 0.
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11.2.34. On note a,, le n-iéme terme de la suite. On a
m-—n

Anp4-1 e
n+1

an

|z .
n—-—400

D’aprés le probléme I1.2.31, la suite tend vers 0.

I1.2.35. On suppose que |b,| < M pour n € N*. Puisque liril an = 0, pour
n—-0oo
tout € > 0, il existe ng € N* tel que |a,| < {7 pour n > ng. D’ot,
lanb,| <€ pour mn > ng.

Ceci signifie que lim a,b, = 0.
n——+00

11.2.36. On peut supposer, sans perte de généralité, que a < b. Supposons
d’abord que a < b. Soit € > 0 suffisamment petit pour que a + ¢ < b — . Par
définition de la limite d’une suite, a,, < a+¢ < b—e < b, pour n suffisamment
grand. Donc, max {a,,b,} = b, et

lirf max {an,b,} = liril b, = b =max{a,b} .

Si a = b, pour tout € > 0, il existe ng tel que les inégalités |a, —a| < € et
|b, — a| < e soient vérifiées pour n > ng. Ceci implique

|max {an, b} —a| <e.
On a ainsi prouvé que

lirf max {an, b, } = max {a,b} .

11.2.37. Puisque lim a, =0, on a pour tout € € ]0, 1],
n—-+400

\p/l —e< \p/l +a, < \p/l + & pour n suffisamment grand.

Ceci implique 11111 Vi+ta,=1.
n—-—+od

11.2.38. On pose z, = +/1+a, D’aprés le probléme précédent,
lim x, = 1. En conséquence,
n—-+00
. Vl+a,—1 . w1
lim ————= lim —
n—-+00 @ n—+oo Ty — 1
. ! 1
= lim ==
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I1.2.39. D’aprés le probléme 1.2.1,

n<\1/1+a1+a2:--+ap_l>
<n<¢(1+%)(1+%)...<1+%)_1>

:{’/(n+a1)(n+a2)---(n+ap)—n- (1)

De plus, avec 1.2.4, on obtient

(DD D)

) . aia;

a PEEEY a > > a...a
=n 1+ Lt +p_|_z<]2 +...+H 1
n n npP
a; + +a Z'aiaj a a
< 1 p+z<] ++17_1p (2)
p np pnP

En combinant (1) et (2) avec le résultat du probléme précédent, on montre

que la limite est égale a W

11.2.40. On remarque que

n—+1 1 1 1 n—+1
< + oo < .
vVn24+n+1  Vn24+1 Vn2+2 Vn24+n+1  Vn2+1

D’aprés le théoréme des gendarmes, la limite est égale & 1.

I1.2.41. Soit a le plus grand des nombres aq,as,...,a,. On a

a nfaf +ay +---+ap
— < < a.
N/ p -

Le théoréeme des gendarmes implique

. njay +ay + -+ ap
lim =a=max{ai,as,...,ap}.
n——+00 p
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11.2.42. Puisque

" 1999 nl9%9
1 < {/2sin? + cos? < V2,
n+1 n+1

il s’ensuit que

1999 1999

. n . n n
lim 2sin? —— + cos?
n—-+00 n+1 n—+1

="

11.2.43. On applique le théoréme des gendarmes. On a
1<(1+n(1 +cosn))m <1+ 2n)m .

On montre que
1
lim (14 2n)2Zndnsion = 1. (1)

n—-oo
En effet,

1 < (1 + 2n)TFnsms < (14 2n)w
L’égalité (1) découle donc du théoréme des gendarmes. La limite cherchée est
égale a 1.

11.2.44. D’aprés l'inégalité entre moyennes harmonique, géométrique et
arithmétique (voir 1.2.3), pour x > —1, on a

2 1 +x+1 a
1 1 x1=+v1+ — =14 .
T e T T <Vi+a) v 2 3
+m
En prenant alors z = % (k = 1,2,...,n) et en additionnant les inégalités

obtenues, on a

;2: \Z<,/1+——1> D57 (1)

k=1
De plus,
z”: k n(n+1) 1
2n2 - 4n? n——+oo 4
k=1
et
n k n n
P e
o1t L — 2n2+n " 2n2+n P 2(2n2 +n) n—too 4

On conclut donc avec (1) et le théoréme des gendarmes que

R k 1
HEE‘OOZ<\/1+E—1> s

k=1
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I1.2.45. On peut appliquer un raisonnement semblable a celui utilisé dans le
probléme précédent. Soit x > —1. D’aprés I'inégalité entre moyennes harmo-
nique, géométrique et arithmétique (voir 1.2.3), pour x > —1, on a

3 1 1+1
142 = <~3/(1+x)x1x1<#:1+§.

+ <
3+2z L4141

On obtient, en substituant x = k—2,

n3
n k2 n 2 n 2
el G R ot =
> < 1+ -1 < : (1)
k2 3 3
k=1 3+ QF k=1 " k=1 Sn
De plus,
~ k2 nm+1)(@2n+1) 1
3n3 - 18n3 n—+oo 9
k=1
et
k2 3 2
P 34 Qn_3 — 3n3 + 2k
. 1 Zn:kgzn(n—l—l)@n—l—l) L
3n3 + 2n2 £ 6(3n3 + 2n2) n—too 9

=1
De ce qui précéde, de (1) et du théoréme des gendarmes, on déduit
. " 3 k2 1
a3 (Ve -1) =

I1.2.46. Clairement, hl}_l Jair =1pour k=1,2,...,p. On trouve donc
n—roo

1< .
(33 o) -

11.2.47. Ona0< a-+ % <o+ nio < 1 pour ng suffisamment grand et pour
n > ng. Dong,

n—1 k i 1\n
lim Z(a—l—%) = lim ! (a+”) = L

n—-+o0o
k=0
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11.2.48. L’égalité est évidente pour x = 1. On suppose maintenant que z > 1.
On applique le théoréme des gendarmes pour calculer la limite. On a

0< (Vz—-1)>= Va2 -2z +1,

d’ou

(Ve -1)" < (Va2)" =2 (1)
De plus,

oiar () - ()

On a alors, d’aprés I'inégalité de Bernoulli,

evz—1)">a? (Hn("i\/%_"%/ﬁ_l)) = (1—n@>. (2)

Toujours avec I'inégalité de Bernoulli, on a

z=(Ve-1+1)"21+n(vz-1) >n(vz-1).

Donc,

D’ou, d’aprés (2),

(23/5—1)”>x2<1—n?;x_2>. (3)

En combinant (1) et (3) au théoréme des gendarmes, on voit que

lim (2vz—1)" =2°

n—-+00
11.2.49. Comme dans le probléme précédent, on peut établir les inégalités

n n n 2
12(2\/572_1)21_71(\/57_1).
n

n
n2

I1 suffit maintenant de montrer que

tim V=D

i —0.
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Pour cela, on remarque que pour n > 3,

n(n—1)(n —2)

3! (Vn-1)°.

n=(vn-1+1)">

Donc,

et lim n(yn—1)7°=0.

n—-+o0o

I1.2.50.
(a) On a

_ Arctan(n + 1) Arctan(n + k)
Antk — n| = T

T 1 1 T
<olgmt T T onar ) < gart-

Pour £ > 0 fixé, on prend ng = [logQ T— 1]. Pour tout k£ € N* et n > ny,

&
on a alors |a,4r — ap| < €. Donc, {a,} est une suite de Cauchy.

(b) On peut montrer par récurrence que 4" > n* pour tout n > 5. Donc,

1 1 1
= < B
sk —anl < ot g E T T e
D’ou,
| <ty Ly !
a — Q
RTINS i+ 1) T (n+1D)(n+2) (n+k—1)(n+k)
1 Lot L, 1 1
n n+1 n+1l n+2 n+k—1 n+k
1 1
=- - <=-<e
n n+k

pour tout k € N* et n > [%]

(¢) On note que

| =L NS S S
e = el = e T — 1l ntl1” "oan 2

Ceci implique que {a,} n’est pas une suite de Cauchy.
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(d) On a
|an+k_an|

(_l)n—i-k—l N (_1)n+k’—2 N N (_1)n
T ln+kn+k+1) (n+k-1D(n+k) (n+1)(n +2)
< 1 + 1 44—
S(n+k)(n+k+1) (n+k—1(n+k) (n+1)(n +2)
o 1 N 1 1 P 11
" n+k n+k+1 n4+k-1 n+k n+l n+2

1 1 1

€

= < <
n+l1l n+k+1 n+1

pour tout k € N* et n > [%—1].
(e) On a

@tk — anl < M (Jg"** + lg™* 4+ [g")

"t (1 -1d")\  w
=M < lg"™ < e

1—|q| T 1—]q|

I (=laDe
pour tout £k € N* et n > ng = [an](\f_

(f) On a
- 2n n 2n —1 n n n+1
Gn = = onr 12 T (2n)2 (n+2)2
mn 2n? 2

> > = —.
Mo+ 127 (B2 9

Donc, {a,} n’est pas une suite de Cauchy.
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11.2.51. D’aprés les hypothéses,

|an+k - an|
= |an+kz — Qptk—1 + Aptk—1 — Optk—2 T+ Q41 — an|
<A (|an+k’—1 - an+k—2| + |an+k’—2 - an+k—3| + |an - an—1|)
< (/\’“+>\’“‘1+---+>\2+>\) lan — an_1]
< (/\’f+>\’“‘1+-~-+>\2+>\)A”—Q\ag—aﬂ

_)\n—l(l_)\kz)| ‘<)\n—1
T 1—n TS TT

‘ag —a1| .

e(1=X)
n
D’ou, pour un ¢ > 0 fixé, pour n > [1 -+ %] et pour tout k € N*, on a

|ant+r — an| < €.

I1.2.52. Puisque {S,,} est convergente, c’est une suite de Cauchy. On prouve
que {In o, } est aussi une suite de Cauchy. D’aprés I'inégalité donnée en 11.1.41,

1 1
lnan+k—lnanzln<l—|— )—I—---—I—ln(l—l— >
Qp itk Gp4-1

1
dl ool
Antk Gp+1

<

<e€

pour tout £ € N* et pour n suffisamment grand.

11.2.53. D’apres le résultat de 1.1.23, on a

Rn—i—k - Rn
- (Rn+k - Rn—i—k—l) S (Rn+k—1 - Rn+k—2) SF oo e (Rn—i-l - Rn)
-1 k—1 -1 k—2 1 1
S (OO, G0 L)
An+k—19n+k An+k—29n+k—1 dn+19n+2 dndn+1

D’ow, par la monotonie de la suite {g,} et le fait que ¢, > n (voir la solution
de 1.1.24),

1 1
<

~N 2 .
dndn+1 n

|Rn+k’ - Rn| <
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I1.2.54. Soit d la raison de la suite. On suppose d’abord que d # 0. On a
o < 1 1 > 1
Ak ak41 ar  apr1) d

1 1 1
i <_+—+---+ >:_.
n—+oco \ a1a2 = G203 anln41 ard
Pour d = 0, la suite arithmétique est constante et

1 1 1
lim <—+—+--~+ >:+oo.
n—+too \ a1a2  A203 ApQn+1

D’ou,

I1.2.55. Soit d la raison de la suite. On suppose d’abord que d # 0. Puisque

1 V1 — Ok
N T d ’

on a

1 1 1 1 1
lim —= + +---+—>:—.
n—+00 \/ﬁ <\/a1 + /a9 \/a2 + /a3 \/Qp + /Qn41 \/E

Pour d = 0, la suite arithmétique est constante et la limite est donc égale
a +oo.

I1.2.56.

(a) D’aprés le probléme 11.1.38,
1 n 1 n+1
<1+—> <e<<1—|——> .
n n

1<n(%_1)<n<<1+%>1+%_1>, (1)

En utilisant maintenant 'inégalité de Bernoulli (voir 1.2.4), on montre

que
i) 1
1+-) <145,
n n

Donc,
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D’ou,

1
1\'*t= 1 1
n<<1+—> —1><1+—+—2.
n n n

Donc, d’apres (1) et le théoréme des gendarmes, on a

lim n(ve—1)=1

n—-+00
(b) Pour n fixé, on a

1 2 n 1
en +en+---+en (e—1)en

w n(e%—1>'

En utilisant alors le résultat trouvé en (a), on obtient

1 2 n
. en +en +---4en
lim —e—1.
n—-+4oo n

I1.2.57. On a apy1 — an = —p(an — an—1). Donc,
an=a+ (b—a)+ (ag—az)+ -+ (an — an—1)
=a+(b—a)(l—p+p*+-+(-1)"p"?).

Si b = a, la suite {a,} est alors constante et donc convergente vers a. Si a # b,
la suite est alors convergente si [p| < 1 et sa limite est égale & a + ’fjr—g.

11.2.58. On observe que

an +2b,  cp+2
anp+b, cp+1°

Cnt+1 =

Donc,

\/5— 1 1
— 2‘ = — 2‘ < =
Cn+1 V2 cn+1 n V2 2

=V < (V2-1)

o — ﬁ\ .
D’ou, par récurrence,

1
Cn+1—\/§‘<2—n‘01—\/§

)

ce qui implique que la limite de {c,} est égale a v/2.
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I1.3. La transformation de Toeplitz, le théoréme
de Stolz et leurs applications

I1.3.1. Si tous les termes de la suite {a,} sont égaux a a, alors d’apres (ii),
n
lim b, =a lim ) c¢,; = a. Il suffit donc de considérer le cas ou la suite
n—-+4oo n—+00 .

converge vers 0. On a alors, pour tout m > 1 et n > m,

n
§ Cn, kAL

k=1

m—1

n
<Y lenl larl + Y ekl lak] - (1)
k=1 k=m

|bn_0| =

La convergence vers 0 de {a,} implique que, étant donné ¢ > 0, il existe ny
tel que

5
|an|<% pour n = nq.

Bien sur, la suite {|a,|} est bornée, par exemple par D > 0. Il découle de (i)
qu’il existe ny tel que, pour n > no,

ni—1

5
Z len k| < 5D
k=1

En prenant m = n; dans (1), on obtient

ny—1 n
€ € €
ool KD ) lenpl+ 55 D lenpl <5 +5=¢
2C 2 2
k=1 k=n1

pour n > max {ni,n2}. Donc, lim b, =0.
n—-+4o0o

I1.3.2.  On applique le théoréeme de Toeplitz en prenant c,; = % pour
k=1,2,...,n.
11.3.3.

(a) Siles ¢, sont positifs, alors (iii) se déduit de (ii).

n

(b) D’aprés (i) dans le probléme I1.3.1, Y ¢, > & pour n suffisamment
k=1

grand, par exemple n > ng. La divergence de {a,} vers +oco implique

que, étant donné M > 0, il existe n; tel que a, > 2M si n > nj.
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On peut supposer, sans perte de généralité, que tous les termes a,, sont
strictement positifs. On pose ng = max {ng,n1}. Alors,

n ng n n2
ch,kak = ch,kak + Z Cn k2 ch,kak +M>M
k=1 k=1 k=n2 k=1

et {b,} diverge vers +oc.

I1.3.4. 1l s’agit d’'un cas particulier de I1.3.3. On prend ¢, = % pour
k=1,2,...,n.

I1.3.5. On applique le théoréme de Toeplitz (voir I1.3.1) en prenant
2(n—k+1)

Cn,k = )

I1.3.6. On utilise I'inégalité entre les moyennes arithmétique, géométrique et
harmonique (voir 1.2.3), le théoréme des gendarmes et le résultat de 11.3.2.

. S A < . s
11.3.7. On applique le probléme précédent & la suite {TH}

I1.3.8. Si b # 0, on prend ¢, = b”;% et on voit que la condition (i) de
I1.3.1 est vérifiee. D’aprés 11.3.2; la condition (ii) est aussi satisfaite. Le ré-
sultat se déduit alors du théoréme de Toeplitz. Dans le cas b = 0, on pose

Cne = Hb”% pour obtenir
lim a1(1+bn)+a2(1+bn_1)+"'+an(1+bl) —u
n—-+oo n

Donc, d’aprés 11.3.2,

. albn+agbn_1 qFoeo —i—anbl
lim = 0.

n—-+oo n

a

11.3.9. On applique le théoréme de Toeplitz & la suite {ﬁ} en prenant

_ by,
Cnk = Brgotbn

I1.3.10. On peut appliquer le théoréme de Toeplitz en prenant c,j =
b
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11.3.11. Pour n > 1, on pose

_ Tp — Tp-1 .
an=——"—, bpn=Yn—Yn1
Yn — Yn—1

et on applique le résultat du probléme précédent.

11.3.12.
(2) On prend dans I1.3.10 @, = 1+ J5+- -+ 7 et Y = /7 et on montre
que la limite est égale a 2.
(b) On pose
(12 am an-i—l
l‘n:a—‘——_i__‘__’ Y, =
2 n n

A partir d'une certaine valeur de l'indice n, la suite {y,} est strictement
croissante. Avec I1.2.31 (b), on voit que liril Yn = +00. Donc
n—-0oo

I n +a2+ +a” 1
ntoo grt1 \ 4T 9 n) a-—1"

(¢) On peut appliquer le théoréme de Stolz (voir 11.3.11) aux suites

G I ) Y

lim — =
nF0 Yo — g1 n—doo  mFHL = (n— 1)FFI
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(d) Onposexn:ﬁ+\/;—ﬂ+-“+%,yn:\/ﬁ. On a alors

1 1 1
. Tpn — Tn—1 5 V2n + V2n—1 n—1
lim — = lim
N—=+00 UYp — Yn—1 n—-+00 \/_ —vn-—1

. 1 1 1
ZHE&JV%+”n_1)<ﬁ%+\mn—1_VM—1>

= lim L—i— L &
_n—>+oo \/§ 2n —1 n—1
+\/n—1+\/n—1 1

2n 2n —1
:2(«5—1).

Donc, d’aprés le théoréeme de Stolz, la limite est égale & 2 (\/5 — 1).

k

(¢) On voit, en prenant z,, = 1¥ + 2% 4 ... 4 n¥ et y,, = n**1 que

Ty — Tp_1 nk 1

Un —Yn_1 0Pl —(n —DFL nojoo E+1°

11 suffit alors d’appliquer le théoréme de Stolz.

(f) D’apreés le théoréme de Stolz, on a

. l+1lxa+2xa?+---+nxa® 1
lim = .
n——+0c0 n x a?tl a—1

(2) On applique le théoréme de Stolz a

zn = (k+1) (1k+2k—|—---+nk)—nk+1 et yp = (k+ 1)n".

On a alors
Tn — Tp—1 _ (k+ 1)n® —nftl 4 (n — 1)k 1
Yn — Yn—1 - (k + 1) (nk - (n = 1)k) n—4oo 2

I1.3.13. On voit, en appliquant le théoréme de Stolz a
a9 an
= — oo N t —
Ta=at gt on e Yn = V1,

que

lim (g %24 %) g
m —\|a — + -+ —= ] = Za.
nmtooy/m /2 ND

11.3.14. On prend z,, = an+1 et y, = n dans le théoréme de Stolz.
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I1.3.15. On voit, en appliquant le théoréme de Toeplitz a la suite {a,} avec

_ 1
Cn,k = gn—k¥1, qUe

. (7% ap—1 aq .
o (520

11.3.16.
(a) On voit, en appliquant le théoréme de Toeplitz a {a,} avec

1
k=t 1-k)(n+t2-k)

que

5 a Ap—1 al
1 n n e ) = q.
nilfoo<1><2+2x3+ +n(n+1)> ¢

(b) Comme dans la démonstration de (a), on peut appliquer le théoréme de

_1\n—k . .
Toeplitz & {a,} en prenant ¢, = %( 212_1@ et montrer que la limite est

égale a %a.

11.3.17. On pose a,, = (:Lf) D’aprés 11.3.7, il suffit de calculer lim a’;—“

n—-+oo “n

On a
(") _ (nk +1)(nk +2) - - (nk + k)
(") (n+1)(nk—n+1)(nk—n+2)---(nk—n+k—1)"
La limite est donc égale a #

I1.3.18. Soit {a,} une suite arithmétique de raison d > 0. On pose

nn(al an)
@t tan)

Cp =

On a alors

o1 (n+ Danpy <¥>

Cn a1+ az+ -+ a1 7‘1&;:{1"*1
_ 20ap41 2a1 + (n —1)d\" 91
Cal + gt 2a1 + nd n—-+o0 ’

Donc, d’aprés 11.3.7, la limite est égale a 2e~!. Si d = 0, la limite est égale
al.
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11.3.19. Puisque b, = 2a, + an_1, ap = b"_% et ap_1 = bn‘l_#. Donc,

2bp, —bp— _
an, = n n221+an 2

donne

. Une application répétée de cette procédure n — 1 fois

27y =2 b 4 (21) 2N 4 (D)
= o :

Gn,

Donc, d’aprés 11.3.16 (b), lim a, = = b.

n—-+00

ol

I1.3.20. On pose ¢, = (aj -+ - a,)n™*. On a alors

c 1\™
o = <1 " _> (n+1)%an11 —— €%a.
mn

Cn n—-4o0

Donc, d’aprés I1.3.7, lim n” (a;---ay)
n—-+o00

I1.3.21.

(a) On applique le théoréme de Stolz & z, = 1+ % qFeco I % et y, = Inn.
Cela donne

s 1 1
- )

Yn — Yn—1 In (1 + ﬁ)n n—-+o0o

car lim In (1 + %)n = 1, ce qui se déduit des inégalités (1 + %)n <e<

n—-+o00

(14 1™ (voir IL.1.41).

(b) La limite est % (voir la solution de (a)).

11.3.22.  On applique le théoréme de Stolz a

a a a
$n:—1+_2++_n et yn:hln.
1 2 n
On a
xn_‘rn—l_ an a
— 1 n—too
Yn — Yn—1 ln(l—i-m)
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. Jn e pour k=1,
lim —— =
n—+00 4/m) 0 pour k> 1.

I1.3.24. D’aprés le théoréme de Stolz (voir 11.3.11),

na
2,

k=1 li an+1

im = lim ————y
n—+oo Inn n—+oo | (1 + l)”
n

= a.

11.3.25. On vérifie facilement que
alel, a2:2A2—A1, an:nAn—(n—l)An_l, n>2.

Donc,

hm k=1 _ hm §A1+§A2++%An_1+An:
n—+oco Inn n—+0o0o Inn

A,

la derniére égalité se déduisant du probléme précédent.

I1.3.26. |O. Toeplitz, Prace Matematyczno-Fizyczne, 22(1911), 113-119|. Soit

{a,} la suite constante dont tous les termes sont égaux a 1. On a lil}_l an =1
n—-+od
n

n n
et by, = Y. cprar = Y, cpg. Donc 1 = lim b, = lim ) ¢,%. La condi-
k=1 k=1 pes n—toop—y
tion (ii) est ainsi vérifiee. On considére maintenant une suite {aq(2 )} dont le

(k)

k-iéme terme est égal & 1, les autres étant nuls. On a alors lirf ap’ =0 et
n—-roo
0= lim b, = lim ¢,. La condition (i) est donc aussi vérifiée. Supposons
n—-+o0o n——+oo

alors que la condition (iii) n’est pas vérifiée. Pour tout C' > 0, il existe n¢ tel
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que Z |cne k| = C. En fait, étant donné C' > 0, il existe une infinité de tels in-

n

dices nc. Soit ny le plus petit entier strictement positif tel que Y |ep, x| > 102.
k=1

On définit les ny premiers termes de {a,} en posant

SghCn, k =sgnay et |ag| = 10"
On a alors

chl’kak Z 10 |Cn1,k| > 10.

k=1
D’aprés (i), il existe ng tel que

Z lcnk] <1 pour n > ng.
=il

En conséquence,

1
<L = our n = no.
10 p = 10

On prend maintenant le plus petit entier ng tel que ng > max{ng,n1} et

n2
> leny k| > 10 + 1+ 10. On définit les termes de {a,,} en posant
k=1

SgN Cpy | = SgR AR et |ag| = pour ni+ 1<k < no.

1
102

Z Cna kK = Z Cna k0K + Z Cna, kk

k=n1+1
1 &
= chz,kak + 102 Z |Cna il -
5=l k=ni1+1
On déduit de ce qui précede que
1 4 2
bpy > 0+W(10 +1+10-1) =10°.

On peut construire de fagon récursive la suite {a,} dont les termes d’indices
compris entre ni_; + 1 et ng sont égaux soit a +10’€’ soit a —IOL,C. La suite
transformée {b,,} vérifie alors

b, > 10F pour k& N*.
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La suite {a, } converge donc vers 0 alors que la suite transformée {b,} admet
une sous-suite {b,, } divergente. On obtient une contradiction et la condition
(ili) est aussi vérifiée.

I1.4. Valeurs d’adhérence, limite supérieure et limite
inférieure

11.4.1.

(a) On montre d’abord que les sous-suites données ont une limite commune.

On pose lim aor = a, lim agrry = b et lim asp = c. On a alors
k——4o00 k——4o00 k—-+o00

lim agr =a=cet lim agriz =b=c. Donc a =0b=c. On prouve
k——+o00 k—+o00

alors que la suite {a, } converge aussi vers a. Etant donné ¢ > 0, il existe
des entiers positifs k1 et ko tels que

k> k; implique |agx —al <e,
k > ko implique |agxy1 —al <e.

Donc,
n > ng = max {2k1,2ko + 1} implique |a, —a| < e.
(b) Non. On considére la suite {a,} définie par a, = (—1)". On a alors
lim aor =1, lim agxr1 =—1et lim a, n’existe pas.
k—4o00 k—+o00 n—-+oo

On considére maintenant la suite {a,} définie par

0 sin=2F keN,
Oy, = )
1 sinon.

On a alors lim agy =1, lim agpyr; = 1 mais lim ag; n’existe pas
k——+o00 k——+o00 k—+o00
et bien sir la suite {a,} diverge.

On considére enfin une troisiéme suite :

{O si n est un nombre premier,
ap =

1 sin est un nombre composé.

Pour cette suite, on a lim agpy =1 et lim agr = 1 mais lim aori
k—+o00 k——+o00 k—+o00

n’existe pas car la suite {agx+1} contient une sous-suite d’indices des
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nombres premiers et une sous-suite d’indices des nombres composés. (No-
tez qu’il existe une infinité de nombres premiers. En effet, si p1,pa, ..., pn
sont premiers, p; < p2 < --- < p, et s’il n’y a pas de nombre premier
plus grand que p,, alors pips---pn + 1 > p, est aussi premier car il
n’admet pas de diviseurs, exceptés lui-méme et 1. Contradiction.)

I1.4.2. Non. On définit la suite {a,} en posant

0 sin est un nombre premier,
Gp = ,
1 sin est un nombre composé.

Toute sous-suite {as,}, s > 1, n > 2, est une suite constante et donc conver-
gente. Pour autant, la suite {a,} est divergente (voir la solution du pro-
bléme I1.4.1 (b)).

11.4.3. Evidemment, on a SpUSqU---USg C S. Pour obtenir I'inclusion
réciproque, on suppose que ¢ Sp U Sq U --- U Sq. Il existe alors des réels
strictement positifs €,, g4, ..., €5 et des entiers positifs n,, ng, ..., n, tels que

n>mn, implique |z —ap,| > ¢&p,
n>ng implique |z — agq,| > &4,

n >ns implique |z — as,|> €.

En prenant ¢ = min{ep, g, ...,&5} et m = max {pnp,qnq, - ,sns}, on obtient
|x — a,| > e pour n > m. Ceci implique que x n’est pas une valeur d’adhérence
de la suite {a, }. Donc,

SCSpUSqU---USs.
L'égalité S = S, USq U --- U S implique que si toutes les sous-suites {an, },

{an,}, ..., {an,} convergent vers a, la suite {a,} converge alors aussi vers a.

I1.4.4. Non. On définit la suite {a,} en posant
0 sin=2%keN,
ap = ]
1 sinon.
Chaque sous-suite
{agr—1}, {a2(2kz—1)}a {022(%—1)}, ) {GQm(zk—l)}, e

converge vers 1, mais la suite {a,} diverge.



SOLUTIONS

IT1.4.5. On suppose que la suite {a,} ne converge pas vers a. Il existe alors
e > 0 tel que, pour tout entier k strictement positif, il existe nj > k vérifiant
|an, —a| > e. Sil'on suppose que ny est le minimum de ces nombres, la suite
{nt} est alors croissante. De plus, klim ng = +o0o. Une telle suite {ay, } ne

——+400

contient aucune sous-suite convergente vers a, ce qui contredit I’hypothése. La
suite {a,} converge donc vers a.

I1.4.6.

(a)

(b)

Il est évident que 1 est la seule valeur d’adhérence. S est donc réduit a
un singleton, S = {1}.

Onaagy =0, agxr1 = 1 et aggyro = 0. Donc, d’aprés le probléme 11.4.3,
I'ensemble S des valeurs d’adhérence de cette suite est I’ensemble {0, 1}.

On a
1 222 51
ok = 5% 1 3 et agp41 = 2k 13
Dong, S = {0, 2}.
On a
o — 21n(6k) + In(2k) of Ggrs = In(2k + 1)
2 In(4k) T I(2(2k + 1))
Donc, S = {1, 3}.
On a
agr, = 1, agr+1 = (0,5)%+1, agki2 = (—0,5)%F7,
age+3 = —1,  agrsa = (—0,5)% ageys = (0,5)%515.
Donc, S = {-1,0,1}.
On a
2 1 4
a7k = 0, ATh41 = 7 ATh+2 = 7 ATk+3 = 7
4 1 2
a = — a = = a = —.
Tk—+4 7 ) Tk+5 7 ) Tk+6 7

Donc, S = {0, %, %,

1

}.
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I1.4.7.

(a)

Soit a = %, p €7Z, q € N* pet g étant premiers entre eux. On a alors

l l l l
D

oﬁl:1,2,...,q—1etr:%—[%”]Donc

(o2 3 5[

On montre que tout réel z € [0,1] est valeur d’adhérence de la suite

{na — [na]}. D’apres le probléme 1.1.20, il existe p, € Z et ¢, € N*

tels que 0 < a— 22 < L Puisque lim ¢, = 400, lim (ag,—p,) = 0.
qn qn n—-+oo n—-+0o0o

Soit z € 10, 1[ et £ > 0 suffisamment petit pour que 0 < z—¢ < x+¢& < 1.
On suppose que n; est suffisamment grand pour que

1
0<agn, —pn, < —<Ee.

ni

Il existe alors ng € N* tel que
no(qn, —Pny) €l —e,2 +¢[, (1)

(voir la solution du probléme 1.1.21).

La relation (1) implique [noagn, — nopn,] = 0, ce qui est équivalent a
noPn, = [no0qn,|. Le terme noaq,, — [noagn,] qui appartient a notre
suite appartient donc a U'intervalle |z — ¢, x + €], ce qui signifie que x est
une valeur d’adhérence de la suite considérée. On peut prouver de fagon
semblable que 0 et 1 sont aussi des valeurs d’adhérence.

On suppose d’abord que « est un nombre rationnel de U'intervalle |0, 1].
Soit a = g, p et g étant premiers entre eux, p < ¢. On a alors
A2kq = A2kgtq = 0 et

l
agqu:sinE pour [=1,2,....,q—1,q+1,...,2¢— 1.
q

D’ou,

2 —
sz{o,sm@,sinﬂ,...,smm}.
q q q
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Si a € Z, la suite est alors constante. En prenant o € Q \ Z, on peut
écrire

a=la]+(a—[a]) et a—[a] €]0,1].
Donc, sinnma = (—1)[ sin(a — [a])n7 et ce cas peut se ramener au cas
particulier traité précédemment.

(d) Soit t € [—1,1]. Il existe alors x € Ry tel que sinz = —¢. On peut
réduire nos considérations au cas a > 0 car la fonction sinus est une
fonction impaire. Puisque « est irrationnel, il existe deux suites d’entiers
strictement positifs {p,} et {gn} telles que

x ) Q@

— = lim (pn — an) ,

27 n—+too
(voir la solution du probléme 1.1.21). Donc, z = lir}rl (2mpy, — amgy).
n—+oo

On obtient par continuité et périodicité de la fonction sinus

—t=sinz = lim sin(27p, — ang,) = — 111}_1 sin gy, .
n—+oo

n—-+oo

I1 découle de ce qui précéde que tout nombre dans l'intervalle [—1, 1] est
une valeur d’adhérence de la suite.

I1.4.8. On montre que dans tout intervalle |a , b[ se trouve au moins un terme
de notre suite. Puisque 111}_1 <\3/n +1-— \3/5) = 0, il existe ng € N* tel que
n—+oo

Vn+l—n<b—a pourn > no.

Soit mg un entier tel que /mg > /ng—a et A = {n e N*: \3/7—\?/m_0<a}.
L’ensemble A est non vide (par exemple, ng € A) et majoré. En posant ny =
max A et ng = ny + 1, on obtient /ny — /mg > a et /ny > a+ /mg > /ng.
Donc, ng > ng et /na < /ni+b—a < /mo+a-+b—a ou, de fagon équivalente,
a < /ng — my < b.

I1.4.9. Le fait que ’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite bornée soit
borné est évident. On note S 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
{an}. Si S est fini, alors il est fermé. On suppose donc que S est infini et on
appelle s une de ses valeurs d’adhérence. On définit la suite {sj} d’éléments de
S de la fagon suivante : on prend pour s; n’importe quel élément de S différent
de s. On choisit pour sy n’importe quel élément de S différent de s tel que
[sg — 5| < %|81 — s| et, par récurrence, |k — S| < %|sk — 8|, Sg+1 # s. Une
telle suite {sy} vérifie la condition suivante :

1
|sk—s|<2k—_1|sl—s|, k € N*.
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Puisque si est une valeur d’adhérence de la suite {a,}, il existe a,, tel que
1
|lan, — skl < zr=t [s1 — s|. Donc,

1
|ank_8|<|ank_3k|+|8k:_8|<2k—_2|31_3|,

ce qui implique que s est une valeur d’adhérence de la sous-suite {a,, } et que
s € S.

I1.4.10. Soit S ’ensemble des valeurs d’adhérence de {ay}.

(a) La suite {a,} est bornée. D’aprés 11.4.6, S = {0,1 2 2}. Donc,
lim a, =0et lim an:%.
n—+o00 n—+00
(b) Ona S = {—1,—%, %,1} ce qui donne lim a, = —1let lm a, =1,
n——+o00 n—+00

la suite étant bornée.

(¢) La suite n’est pas bornée et I’ensemble de ses valeurs d’adhérence est
vide, donc

lim a, = —oc0 et lim a, = +o.
n—-—+o00 n—+00

(d) La suite n’est pas majorée car la sous-suite agy, = (2k)?* tend vers +oo.
La sous-suite d’indices impairs tend vers 0. Ceci montre que

lim a, =0 et lim a, = +o.
n—-—4o00 n—+00

(e) La suite n’est pas bornée car

A4fk+1 = 4k 4+2 — +o00

k—-+o00
et
A4k43 = —4k —2 — —o0.
k—+o00
En conséquence, lim a, = —ocoet lim a, = 4oco.
n—-+o0o

n—+o00
(f) Il est clair que la suite est bornée. De plus,

2 2
S:{—e—g,—e—l—g,e—l,e,e—l—l}.

Il s’ensuit que

2 _
lim an:—e—£ et lim a, =e-+1.
n—-oo 2 n—+00
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(g) lim a,=1et @ an = 2.

n——+o00 w==ree
(h) La suite n’est pas majorée puisque agy = Pk P +00. De plus,
—400
S ={-1,1}. Donc, lim a,=—1let lim a, = +oo.
n—+o0 n—+00

lim &
n—-+4oo
Stolz (voir I1.3.11), on obtient

(i) On montre que = +00. En effet, en appliquant le théoréme de

1 Inn —In(n —1 1
lim B0 g 2D (14 =0.
n—+oo N n—tco n-—n-4+1 n—-+00 n—1
Ceci montre que
I I In(2k) — 4k
im ag, = lim ———~———— = —c.
koo F T kotooIn2 + In(2k)
La suite {a,} n’est donc pas minorée. De plus,
. . In(2k + 1)
k—lg-loo R k—1>I—Poo In2 I ln(2k T 1)
Ceci donne lim a, = —oco et lim a, =1.
n——+o00 n—-+0o

11.4.11. 1l suffit d’appliquer le probléme I1.4.7.

(a) lim a,=minS=0et lim a, =maxS$, ou
n—-—4o00 n—+00

O e el 1

(b) lim a,=0et lim a,=1.
n—-—+o00 n—+00

(¢) lim a, = minS et lim a, = max$, oi S est I'ensemble de toutes
n——+o00 n—+00

les valeurs d’adhérence de la suite décrite en I11.4.7 (c).

(d) lim a,=—-let lim a,=1.
n—-—+o00 n—+o0

125



CHAPITRE II. SUITES DE NOMBRES REELS

126

I1.4.12.

(a)

()
(d)

Sil’ensemble S des valeurs d’adhérence de {a,, } est vide, alors @ Gp =

—o0 < A. On suppose donc que S n’est pas vide. Puisque S est fermé
(voir le probléme I1.4.9), supS = hlf a, = L € S. La défini-
n—1+0oo

tion d'une valeur d’adhérence implique qu'il existe une sous-suite {a,, }
convergente vers L. Donc, pour tout € > 0, il existe kg € N* tel que

L-e<a, <A pour k > k.
Puisque ¢ peut étre choisi arbitrairement, on obtient L < A.

Si la suite {a,} n’est pas minorée, alors lim a, = —oco < A. On
n——+00
suppose donc que la suite {a,} est minorée, autrement dit, il existe
B € R tel que a, > B pour tout n € N*. De plus, par hypothése, il
existe une suite ng, ng > k, telle que a,, < A. Donc, d’aprés le théo-
réeme de Bolzano-Weierstrass (voir 11.4.30), la suite {a,, } contient une
sous-suite convergente. On note g sa limite et on a alors B < g < A.
L’ensemble S des valeurs d’adhérence de {a,} n’est donc pas vide et
lim a, =infS < g < A.

n—-+o0o

11 suffit d’appliquer argument présenté dans la démonstration de (a).

11 suffit d’utiliser la méme idée que dans la démonstration de (b).

11.4.13.

(a)

Soit L = lir}rrl ap. On suppose que (i) n’est pas vérifiée, contraire-
n—1+0oo

ment & ce qui doit étre prouvé. Il existe alors € > 0 tel que, pour tout

k € N* il existe n > k pour lequel a,, > L + €. Donc, d’aprés le pro-

bléme 11.4.12 (d), lir};l an = L+ ¢, ce qui contredit notre hypothése.
n—-—+od

On suppose maintenant que (ii) n’est pas vérifiée. Il existe alors € > 0
et k € N* tels que a, < L — ¢ pour tout n > k. Avec I1.4.12 (a), on

obtient @ an, < L — g, ce qui contredit & nouveau notre hypothése.
n—-0oo

On a donc prouvé que L = @ a,, implique les conditions (i) et (ii).
n—roo

On prouve maintenant que les conditions (i) et (ii) impliquent

@ a, = L. La condition (i) implique que la suite {a,} est majorée.
n—roo

D’autre part, la condition (ii) implique que la suite contient une sous-
suite minorée. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass (voir 11.4.30),
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la suite contient au moins une sous-suite convergente. L’ensemble S des
valeurs d’adhérence de {a,} n’est donc pas vide. On va montrer que
L = supS. En effet, si s est un élément de S, alors d’apreés (i), s < L+¢
et, € pouvant étre choisi arbitrairement, on obtient s < L. De plus, on
voit avec la condition (ii) que, pour tout € > 0, il existe une sous-suite de
la suite {a,} convergente vers § et vérifiant I'inégalité L —e < §. Bien sir,
5§ € S. La seconde implication est donc ainsi prouvée et la démonstration
est compléte.

(b) On suit la méme méthode qu’en (a).

On énonce maintenant des conditions nécessaires et suffisantes pour les limites
inférieure et supérieure infinies. La limite supérieure de {a,} est égale & +o0
si et seulement si la suite n’est pas majorée. Donc,

lim a, = +0o0 si et seulement si pour tout M € R et
n——+00 (1)

pour tout k € N*, il existe ng > k tel que a,, > M.

La limite supérieure de {a,} est égale & —oo si et seulement si la suite est
majorée, par exemple par L, et 'ensemble de ses valeurs d’adhérence est vide.
I1 existe donc un nombre fini de termes de {a,} dans chaque segment [M, L].
D’ou, a, < M pour tout n suffisamment grand. Ceci implique

lim a, = —oco si et seulement si pour tout M € R,
n——+00 (2)

il existe k € N* tel que a, < M pour tout n > k.
Des arguments semblables donnent

lim a, = —oco si et seulement si pour tout M € R et
n— 00 (3)

pour tout k € N*, il existe ny > k tel que a,, < M,

lim a, = 400 si et seulement si pour tout M € R,
n——+o0o (4)

il existe k € N* tel que a,, > M pour tout n > k.

I1.4.14. On ne prouve que 'inégalité (a), la démonstration de I'inégalité (b)
étant semblable. L’inégalité (a) est évidente dans le cas ot lim b, = 400 ou
n—-+o0o
lim a, = —00. Si lim a, = 400, en combinant alors la condition (4)
n—-+00 n—-—+o0o
donnée dans la solution de II.4.13 avec l'inégalité a,, < b,, on obtient

127



CHAPITRE II. SUITES DE NOMBRES REELS

128

lim b, = +0co. De méme, si lim b, = —oo, en combinant alors la condi-
n—-+o0o n—-+o0o
tion (3) donnée dans la solution de I1.4.13 avec I'inégalité a,, < by, on obtient
lim a, = —oo0.
n—-—400

On suppose maintenant que chacune des limites est finie et on pose

li_man:ll et li_mbn:lg.
n—-+00 n—-+00
On veut prouver que [y < lo. Supposons au contraire que lo < l1. Soit € > 0
suffisamment petit pour que ls + & < ¢ < I3 —e. D’aprés (ii) du pro-
bléme I11.4.13 (b), on a b,, < lz + ¢ < c. D’autre part, d’aprés (i), on a
c < li — € < ayp, d'ou, en particulier, ¢ < a,, et I'inégalité b,, < a,, est donc
vérifiée pour une infinité d’indices ng, ce qui contredit nos hypothéses.

11.4.15. On pose

lim a, =1, lim b, = o, lim a, = L1, lim b, = Ls.
n—-+oo n—+400 n—+00 n—+00

On montre d’abord que

lim (ap +by,) > lm ap,+ lim b, (1)
n—-—4o00 n—-00 n—+00
Supposons que [ et [y soient finies. D’aprés le probléme I1.4.13, pour tout
e > 0, il existe ki tel que a,, > [ — e pour n > ky et il existe ko tel que
b, > los — € pour n > ko. Il en résulte que

an + by, >0l +1ls—2¢ pour n > max{ky, ka}.

On obtient lim (a, +by) > 11 + Iy — 2, en combinant ce qui précéde avec le
n—-400

probléme I1.4.12 (c), et on obtient (1) en faisant tendre & vers 0.
Si [y ou l9 sont égales & —oo, I'inégalité (1) est alors évidente. Montrons que

lim (ay + b,) = 400 si une des limites {1 ou Iy est égale & +00. Supposons,
n—-+00
par exemple, que [ = +00. Ceci est équivalent a la condition (4) donnée dans

la solution du probléme 11.4.13 :
pour tout M € R, il existe k € N* tel que a, > M sin > k. ()

Puisque Iy # —o0, la suite {b,} est minorée. La condition (x) est donc vé-

rifiee par {a, + b,}. Dit autrement, lim (a, + b,) = 400 et on a prouvé
n—-+o0o

I'inégalité (1).

La démonstration des inégalités restantes se conduit de la méme facon et
nous ne la donnons que dans le cas de limites finies. Selon le probléme I1.4.13,
pour tout € > 0, il existe une sous-suite {a,, } telle que a,, < i +¢ et il existe
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ng tel que b, < Lo + € pour n > ng. Ceci implique a,, + b,, <1y + Lo + 2¢
pour k suffisamment grand. D’aprés le probléme I1.4.12 (b), on obtient donc
lim (an + by) <11 + Lo + 2¢ et, € pouvant étre choisi arbitrairement,

n—-+00

lim (ap+b,) < lim a,+ lLim b,. (2)

n—-+o00 n——+o00 n—+00
De méme, pour tout € > 0, il existe une sous-suite {b,, } telle que b,, > Ly—¢
et il existe ng tel que a,, > Iy —¢ pour n > ng. D’ou, ap, +by, > l1+Ly—2¢ pour
k suffisamment grand. D’aprés le probléme I1.4.12 (c), on a lirf (an+bn) >
n—-roo

l1 + Lo — 2¢ et, € pouvant étre choisi arbitrairement, on conclut que

lim (ap+b,) > lim a,+ lLim b,. (3)

n—-+o0o n—-—+o0o n——+00

De plus, pour tout € > 0, il existe ki tel que a,, < L1 + & pour n > ky et il
existe ko tel que b, < Ly + & pour n > ky. Donc,

ap + by < L1+ Lo+2¢ pour n >max{ky, ko}.

On obtient lim (a, + b,) < L1 + L2 + 2¢, en combinant ce qui précéde au

n—-+00
probléme 11.4.12 (a) et, € pouvant étre choisi arbitrairement,

Tm (an+by) < LOm ap+ Dm by (4)
n—-+400 n—-4o0o n—-4o00

On donne maintenant des exemples de suites {ay} et {b,} pour lesquelles
les inégalités (1)-(4) sont strictes. On pose

0 sin =4k,

1 sin=4k+1,
Qp =

2 sin =4k + 2,

1 sin=4k+ 3,

(2 sin =4k,

1 sin=4k+1,
by, =

1 sin=4k+ 2,

0 sin=4k+ 3.

Les inégalités données dans le probléme sont alors dans ce cas de la forme
0<1l<2<3<4

I1.4.16. Non. Il suffit de considérer les suites {a]'}, m € N*, définies par

m 1 pour n =m,
Q. =
" 0 pour n # m.

129



CHAPITRE II. SUITES DE NOMBRES REELS

130

On a alors

im (a)+a2+...)=1>0= lim ail—i-n@ooai—i-...

n—-+oo n—-+oo

On pose maintenant
o —1 pour n =m,
" 0  pour n #m.

On a dans ce cas

lim (ap+a2+...)=-1<0= lim a,+ lim a2 +....
n—-+400 n—-400 n—-4o0o

11.4.17. On note

lim a, =1, lim b, = I, lim a, = L1, lim b, = Lo.
n—-oo n—+400 n—+00 n—+00

On ne va prouver que l'inégalité

hily < lim (apby) < l1Lo. (1)
n——+00
Le méme raisonnement s’applique aux autres cas.
On suppose d’abord que [; et lo sont strictement positifs. D’aprés le pro-
bléme 11.4.13 (b), pour tout € > 0, il existe ng tel que

an >l —e, b, >Ily—¢e pour n > ng.

En conséquence, a,b, > lils — e(ly + l2) + €2 pour ¢ suffisamment petit pour
que I —e > 0 et o —e > 0. Donc, d’aprés le probléme I11.4.12 (c),
lim (anbn) = lilo — e(ly +12) + 2. On obtient, en faisant tendre € vers 07,

n—-+oo

hilp < lim (anby). (i)
n——+00
Sily = 0ouly = 0, 'inégalité (i) est alors évidente. Si Iy = +o0 et Iy = +00,
alors (d’aprés la condition (4) dans la solution du probléme I1.4.13), pour
tout réel strictement positif M donné, on peut trouver ng tel que

anp > VM, b,>vVM pourn>ng.

Donc, anb, > M ce qui implique lim (a,b,) = +oc.
n—-+o0o
On suppose maintenant qu’une des limites, mettons [, est infinie et ’autre

est finie et strictement positive. Pour tout 0 < € < ls et tout M > 0, il existe
alors un entier positif ng tel que, pour n > ng, on ait

M

bn>l2_5, an> o
l2—€
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Donc, apb, > M pour n > ng. On a alors lim (a,b,) = +oo et l'inégalité (i)
n—-+00
est prouvée.

Notre but est maintenant de prouver que

li_m (anbn) < l1L2. (ii)
n—-—400
Si [y et Lo sont finies, on trouve alors, en suivant le probléme [1.4.13, une
sous-suite {ny} telle que a,, <1l + ¢ et b,, < La + ¢. Ceci donne

ankbnk <ULy + 8([1 T LQ) + 62.

Donc, lim (anbn) < Il1Ls +e(ly + La) + 2. On obtient (ii) en faisant tendre

n—-+4o0o
e vers 01, Si ]y = 400 ou Ly = 400, I'inégalité (ii) est alors évidente.
On donne maintenant des exemples de suites {ay} et {b,} pour lesquelles
les inégalités sont strictes. Soit

1 pour n = 4k,
)2 pourn =4k +1,
in = 3 pour n =4k + 2,
2 pour n = 4k + 3,

(3 pour n = 4k,
b, — 2 pour n =4k +1,
2 pour n = 4k + 2,
1 pour n =4k + 3.

e

Dans ce cas, nos inégalités sont de la forme 1 <2 <3 <6 < 9.

11.4.18. Supposons que lim a, = @ an, = ¢g. Alors, d’apres 11.4.13,
n—-roo

n——+00

pour tout € > 0, il existe k € N* tel que a, < g+esin >k (i)
et

pour tout € > 0, il existe k € N* tel que g — e < a, sin > k. (i)
g est donc la limite de la suite {a,, }.

D’autre part, si lirf a, = g, les conditions (i) et (ii) du pro-
n—-0oo
bléme I1.4.13 (a) et (b) sont alors vérifiées avec L = g et [ = g¢. Donc,
lim a, = lim a, =g.

n—-—4o00 n—+00
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Supposons maintenant que lil}rl a, = -+oo. Les propositions (1)
n—-—+0oo
et (4) de la solution du probléme I11.4.13 sont évidentes. Si
lim a, = lim a, =400, la condition (4) signifie que lim a, = +oc.
n—-+00 n—-+400 n——+o0
Des arguments semblables s’appliquent au cas liril ap = —OQ.
n—-0o0

I1.4.19. D’aprés le probléme 11.4.15,

lim a,+ lim b, < lim (ap+0b,) < Lm a,+ lim b,.

n—-+0o n—-—4oo n—-+o0o n—+00 n—-+4o0
D’autre part, d’aprés le probleme précédent, a = lim a, = lim a,. Donc,
n——+o00 n—+00

lim (ap +by) = a+ lim b,. La démonstration de la seconde inégalité se
n—-+0o0o n——+00
déroule de la méme facon.

11.4.20. On peut appliquer la méme méthode que celle utilisée dans la
solution du probléme précédent en utilisant 'inégalité donnée au pro-
bléme 11.4.17.

I1.4.21. On va appliquer le probléme 11.4.13. On note lim a, = L. Les

n—+o0o
conditions (i) et (ii) du probléme 11.4.13 (a) sont vérifiées. En multipliant
chaque membre des inégalités de (i) et (ii) par —1, on obtient :

pour tout € > 0, il existe k € N* tel que pour tout n > k, —L — e < —a,, (i)
et
pour tout € > 0 et k € N*, il existe ny > k tel que —a,, < —L+e.  (ii)
On obtient avec 11.4.13 (b)

lim (—a,)=—-L=— lim a,.
n—+o0 n—+00

La démonstration de la seconde égalité se fait comme ci-dessus. Dans le cas
de limites infinies, il suffit d’appliquer les propositions (1)-(4) données dans la
solution du probléme 11.4.13.
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I1.4.22. On applique le probléme I1.4.13. On pose lim a, = L. On a

n——+0o00
alors, avec les conditions (i) et (ii) donnée en 11.4.13 (a) :

pour tout € > 0, il existe k € N* tel que a,, < L + eL? pour tout n > k (i)

et

2
pour tout € > 0 et k € N*, il existe nj, > k tel que L — e < i, - (ii)

On suppose d’abord que L # 0. On a alors, d’apres (i),

Lot 1 eL? N
an  L+el? L L(L+el?) L
On suppose maintenant que 0 < e < % D’apres (ii),
1 1 1 el
< — < =+¢

Les conditions précédentes impliquent (d’aprés 11.4.13 (b))

. 1 1 1
hm - = 0 = = .
n—+oo an L hm (07%%
n—-+o0o

On suppose maintenant que @ a, = 0. Etant donné M > 0, d’aprés (i)
n—-—+0od

dans le probléme 11.4.13 (a), il existe un entier k tel que a, < ﬁ pour
1 . 5 N .. ,

n > k. Donc, a > M pour n > k, ce qui, d’aprés la proposition (4) donnée

dans la solution du probléme I1.4.13, signifie que lim ai = +4o00. Finale-

n
n—-+00

ment, on suppose que @ ai = +o00. Pour tout ¢ > 0 et k£ € N* il existe
n—-+oo “n

alors ny > k tel que a,, > % (voir la proposition (1) dans la solution du pro-
bléme I1.4.13 (a)). L’inégalité précédente est équivalente & -1 < e. Bien
s

stir, —e < ——. Les deux conditions données en 11.4.13 (b) sont donc vérifiées
(]

par la suite {ai} pour [ = 0, ce qui signifie que lim ai = 0. La démonstra-
n r——— n

tion de la premiére égalité est donc compléte. La démonstration de la seconde
se fait de la méme fagon.
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I1.4.23. 11 découle des hypothéses que 0 < lim a, < +oco. L'égalité

n—-+o00
lim a, - lim -- =1 combinée au probléme précédent donne
n—-+00 n—-+oo 4n

— 1 .
lim a,=——= lim a,.
n—-+00 lim a, n»notc
n—-400

Donc, d’aprés le probléme 11.4.18, la suite {a,} est convergente.

I1.4.24. Supposons que {a,} soit une suite telle que la premiére égalité soit
vérifiée pour toute suite {b,,}. On prend b,, = —a,,. Il s’ensuit, d’aprés le pro-
bléme 11.4.21, que

0= lim (ap+(—ay))= lim a,+ lim (—a,)= lim a, — lim a,.
n—-oo n—-oo n—-oo n—-+oo n—+00

On en conclut, avec le probléme I1.4.18, que la suite {a,} est convergente.

I1.4.25. Supposons que {a,} soit une suite strictement positive telle que la
premiére égalité soit vérifiée pour toute suite {b,} strictement positive. On

prend b, = % D’aprés le probléme I1.4.22; on a alors
1 1 1
1= lim (an-—> = lim a,- lim <—>= lim ap  ———.
n—-—4o0 ap, n—-+o0o n—-+oo \ On n—-+o0o lim G,

n—-+00

I1 s’ensuit que la limite supérieure et la limite inférieure de {a,} sont stric-

tement positives et lim a, = lim a,. La suite {a,} est donc convergente
n—-+00 n—-+oo

(voir le probléme 11.4.18).

11.4.26. Evidemment, lim &, < lim /a,. On montre que

n——+o00 n—+00

lim {/a, < lim "2 Si lim “2 = 400, I'inégalité est alors évidente.
n—-+00 n—-too 9n n—-+oo 9n

On suppose donc que lim ag—:l = L < +oo. Pour tout € > 0, il existe k tel

n—-4oo
que
An+1
nt <L+e pour n=>k.
Ap
Donc,
a T Opmil O] _
el N e Y T L
ag Ap—1 Gp—2 ag
D’ou,

—k

Van < vJag (L+¢e) (L+e).
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Puisque /ay (L + E)%k —— 1, ona

n——+00
Vap(L+e)® <1+e
pour n suffisamment grand. On déduit donc de ce qui précéde que
Van < (1+e)(L+e)=L+(L+1)e+¢e?

pour n suffisamment grand. En combinant ceci au probléme I1.4.12 (a),
on obtient lirf Vfan, < L+ (L + 1)e + £2. Puisque € peut étre choisi arbi-
n—-1+00

trairement proche de 0, on a lim (/a, < L = lim ag—“ Pour montrer
n—-+00 n—-+oo U
que lim ag“ < lim  (/a,, il suffit d’appliquer le probléeme 11.4.22 et
n——+00 " n—-+0o

I'inégalité juste prouvée a la suite {i}

11.4.27. On prouve que lim b, < lm a,. Pour cela, on suppose que
n—-+400 n—-4o0o

@ an = L < +00 (pour L = 400, I'inégalité précédente est claire). Etant
n—-—+od

donné € > 0, il existe alors k € N tel que a,, < L + € pour n > k. Donc,
ai+ax+...+ap+ a1+ ...+ ap

by, =
n
a1 +ax+...+a k(L +e
<12 e _kLEe) g,
n n
Puisque a1+a2:...+ak _ k(Ln-i-E) p—— 0, a1+a2:...+ak _ k(Ln+€) < & pour n

suffisamment grand. I s’ensuit que b, < € + L + € pour n suffisamment
grand. Selon le probléme II1.4.12 (a), € pouvant étre choisi arbitraire-

ment petit, on a lim b, < L = lim a,. La démonstration de I'inégalité
n—-+00 n—-+4oo
lim a, < lim b, est identique.
n—-+00 n—-+00
11.4.28.

(a), (b) Il suffit d’appliquer le probléme I1.4.13.

(¢) L’inégalité est fausse. Pour le voir, il suffit de considérer les suites définies
par

0 pour n =2k,
ap =
1 pourn=2k+1,

b 1 pour n = 2k,
"o pour n = 2k + 1.
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On a alors

0= lim min{an,bn}#min{ lim a,, lim bn}zl.

n—-+400 n—-4o0o n—-+400

(d) De méme, cette égalité est fausse comme on peut le voir en considérant
les suites définies en (c).

I1.4.29. On suppose que la suite {a,} vérifie la propriété qu’il existe une
infinité d’entiers n tels que

a < ap pour tout k > n. ()

Soit m; le premier de ces n, ng le second, etc. La suite {ay,, } est une sous-suite
décroissante de {a, }. D’un autre coté, si la suite {a,, } ne vérifie pas la propriété
précédente, autrement dit, s’il n’existe qu'un nombre fini de n vérifiant (x), on
choisit un entier m; tel que la suite {a;,, +,} ne vérifie pas (x). Soit my le pre-
mier entier plus grand que m; tel que a,,, > @y, . En poursuivant le procédé,
on extrait de {a,} la sous-suite croissante {a,, }.

11.4.30. D’aprés le probléme précédent, une telle suite contient une sous-suite
monotone et bornée donc convergente.

11.4.31. On suppose d’abord que lim a2¢ = +oo0. Alors, d’aprés
n—-+o0o "
11.4.14 (b),
m art+ag +...+ap +ap+1 — too.

n—-4o0o an,

On suppose maintenant que

— Op41
lim

n—+o00  ap

= < +400.

Alors, étant donné £ > 0, il existe k tel que

Ap41
Qp

<a+e pour n=k. (1)

Dit autrement,
a 1

>
Qp+1 oa+e€

pour n = k. (2)
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On a donc, pour n suffisamment grand,

a+as+...+ap+ ant1

b, =
Gn,
ak+---+an+an+1
=
Gn,
_ ag ap—2 GOp—1 +_ak+1 ap—2 0Op—1
A1 an—1 Gn, k42 an—1 Gn,
(pn—2 Qap—1 an—1 Qn+41
4F ooo TF c T + 1+
Gp—1 Gnp, Gnp, A,

1 n—k 1 n—k—1 1 U1
>< > +< > o —— 1+
o+e€ oa+e a+e s

Si 0 < a < 1, l'inégalité précédente et le probléme I1.4.14 (b) donnent

lim b, = +o0.
n—-+00
D’autre part, si @« > 1, on conclut avec les problémes 11.4.14 (b)

et I1.4.19 que

n—k+1
1= («#e) a+e
lim b, > a+ lim 1 o+ . (3)
n—-4o0 n— 00 — — ate—1
a+te
Dans le cas a = 1, ¢ > 0 peut étre choisi arbitrairement et on obtient
lim b, = +o0. Si a > 1, alors (3) implique
n—-+400
lim b, >14+a+ ! 24 ( 1)+ L >4
im > o = o — > 4.
nstoo a—1 a—1

Le nombre 4 est le meilleur minorant car il est atteint pour la suite a,, = 2",
n € N*.

I1.5. Problémes divers

I1.5.1. Supposons d’abord que lim a, = +oc. On pose b, = [a,]. On a

n—-+00
alors b, < a, < b, + 1. Do,

1+ 1 bn< 1+1 an< 1+1 !
b, + 1 an, by, ’

Le résultat de I1.1.38 et le théoréme des gendarmes impliquent donc

1\
lim <1 + —) =e.
n—-4oo an,
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De plus,

car

. i\ % . 1 1
lim (1-—-— = lim ——5-=¢"".
n—-+o0o [07%% n—-+oo (1 + 1 )
Ceci implique

1\
lim <1 + —> =e si{a,} diverge vers —oo.
a

n—-+oo n

I1.5.2.  On peut appliquer le probléme précédent en prenant a, = 2, x # 0.

I1.5.3. D’apreés I1.1.39, 11.1.40 et I1.5.2, (1 + %)n <ert < (1 + %)H_n pour
I >z > 0,1 € N*. Donc, pour tout réel x € R% et tout entier n € N*,
27 <l (1+2) < Zsil> . En prenant n = 1, on obtient In(1 + z) < z
pour x > 0. On pose maintenant | = [x] + 1 et on obtient

i)
n(1+2)> 8.
n R
n
Donc, In(1 + z) > 57 pour z > 0.
1 i : _ 2
On considére maintenant la fonction f(x) =In(1 +2) — 535, 2> 0. On a
/ ‘r2
)= ————5 >0 our x > 0.
F@) = erne+2e P
Do,
f(@) =In(l +7) - —= > f(0) = 0 >0
xz)=1In )= = pour z > 0.
11.5.4.

(a) On suppose d’abord que a > 1. On pose a,, = y/a— 1. L’inégalité donnée
en 11.5.3 donne

2a 1
an_:2 <Elnazln(an+1)<an.

Le théoréme des gendarmes implique donc liril n(y/a—1) =1Ina pour
n—-roo

a > 1. On voit aussi que la proposition reste correcte pour a = 1. Pour
la prouver dans le cas 0 < a < 1, il suffit d’appliquer ce qui précéde avec
1

= > 1.

a
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(b) On pose a, = +/n — 1, dou (a, +1)" = n. Donc, d’apres 11.5.3,

Inn =nln(a, + 1) < na,. En conséquence, liril na, = +00.
n—-roo

I1.5.5.  On peut prouver, en utilisant la dérivation, que 77 < In(l+2z) <z

pour x > —1. Puisque 11111 an, = 1, ap, > 0 & partir d’un certain rang n. Il
n—-—+od

s’ensuit que li’é;il <Ilna, =In(1+ (a, —1)) < ap — 1. On obtient le résul-
tat cherché en divisant les membres des inégalités par a, — 1 et en utilisant le

théoréme des gendarmes.

I1.5.6. Par définition (voir I1.1.38), e = lim (1+ %)n De plus,

n—-+4oo
1+1n—1+n1+n1+ +nl+ +nl
n) 1/n 2/n2 k)nk n)nm

1 1 1 1
S IS I R IR () D

* +21< n>+ +k!< n>

Donc,

D’autre part,
1\" 1 1 1 1 2
k=] >2F=(l==|F=(l==)(1==
n 2! n 3! n n

Un passage a la limite lorsque n tend vers +oo donne
e > ay. (ii)
D’aprés (i) et (ii), la limite de la suite {a,} est égale a e. De plus,

1 1 1
S N R0 [ ey

An4+m — An =

1 1 1 1
< — 71 et —
(n+1)!< T2 T o " +(n—|—2)m—1>
1 n 4+ 2
<—0 =
m+1)!n+1
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En gardant n fixé et en faisant tendre m vers 400, on obtient

1 n+2

e, < —— =
TSt D)intl

1

nn! *

Ceci et (ii) impliquent 0 < e — a,, <

I1.5.7. On sait (voir I1.5.2) que e* = lim (1 + %)n, z € R. Pour z € R

n—-+oo

donné, on pose a,, = (1+%+§+...+mn>. On a alors

e (1)

D’aprés 1.2.1, on a, pour 2 < k < n,

k—1 .
<1_l>...<1_k_1>>1_ lzl_w'
n n ' n, 2n

n
an—(l—i—%) <

Donc,

n k

Puisque lim % > (,lig), = 0 (ce qui se déduit facilement du théoréme de
n—-+o0o k=2 :

Stolz, voir I1.3.11), on obtient lim a, = lim (1 + %)n = e".

n—-4o0o n—-400

I1.5.8.
(a) D’aprés I1.1.38, n+r1 <In (1 + %) < % On obtient donc, pour n > 1,

2n+1 1 1 1 2n
< —+ +...+ —<In .
n n n+1 2n n—1

In

Le résultat cherché se déduit alors de la continuité du logarithme et du
théoréme des gendarmes.
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(b) On a
CENISSE S S !
n+l 7 2n4+1 " \/nn+1) /2n(@2n+1)
1 1 1
< — oo AP =0
n+n+1+ +2n

La proposition se déduit donc de (a).

I1.5.9. Une analyse semblable & celle menée dans la démonstration de I1.5.3

donne )

x—%<ln(1+x)<a: pour x > 0. (%)

On pose b, =Ina, = > In(1+ n%) D’aprés (x),
k=1

k k2 k k
2o < \Itz) <
Ceci et les égalités

n

“ :n(n—i-l) 2:n(n+1)(2n+1)
E = ——2 E k

2 )
k=1

k=1 6

impliquent lim b, = % La continuité du logarithme donne lim a, = +/e.
n—-+oo n—-+oo

11.5.10. On peut montrer par récurrence que

an=n+nn—-1)+...4nn—-1)x---x24+...+nn—-1)x---x2x1

n! n! n!  n!
= (n—l)! I (n—2)! —|—...+ﬂ+a.
Donc,
- 1 a; +1 an +1
lim <1+—>: lim <1 ----- n >
n—+00 i) ag n—+00 aq [07%%
. a, + 1
= lim
n—+00 n!
: 1 1
= lim (1+=+4...+ =) =e¢e,
n—-+00 1! n!

la derniére égalité découlant de I1.5.6.
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I1.5.11. D’apres I1.5.6, on a

1 1 0
e=1l+—+... =+ ou 0<@,<l.
1! n!  nn!

Donc, 0 < nle — [nle] = 9” < =, ce qui prouve la proposition.

I1.5.12. D’aprés 'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique,
la monotonie de la fonction logarithme et I'inégalité prouvée en I1.5.3, on a

ln\/— 1n—<\/_+\/_> <2(\/a—1) ;(%—1>+1>

<%<(%—1)+(%—1)).

Pour obtenir le résultat demandé, il suffit de multiplier ces inégalités par n et
d’appliquer le résultat donné en I1.5.4 (a).

I1.5.13. On note d’abord que si lim a =a > 0, alors lim a, = 1. On

n—-+0o0o n—-—+00
suppose maintenant que {a,} et {b,} sont deux suites dont les termes sont

différents de 1. D’aprés 11.5.5,
nlna,
lim —— =1.
n—t oo n(a, — 1) ()

L’hypothése lim a! = a > 0 et la continuité de la fonction logarithme im-
n—

+oo
pliquent lim mnlna, = Ina. Donc, d’aprés (x),
n—-+o0o
lim n(a, —1)= lim nlna, =Ina.
n——+00 n——+00

On remarque que ces égalités restent correctes si a,, = 1. Enfin,

hm nln(pay, + gb,) = lir_irrl n(p(an, — 1) + q(b, — 1)) = InaPb?.

TL—)

I11.5.14. On a a1 —an = —% (an — an—1). En conséquence,
ap=a+(b—a)+...+ (ap —an_1)
1 1 1
= b— 1l——+—=—... —Hn— ).
at( a)< 21 3l I (n—l)!>
Donc, d’aprés 11.5.7, lim a, =b— (b—a)e !
n——+00

an

I1.5.15.  On considére la suite {b,} définie par b, = 9 et on applique la
méme méthode que dans la solution du probléme précédent pour conclure que
an, = nl.
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I1.5.16. Comme dans la solution de I1.5.14, a,11 — ap, = —% (an — an—1).
Donc, lim a, =2b—a—2(b—a)e” /2.
n—-+00
I11.5.17.
(a) On a

k=1
"ktl1—k < 1
Kk + 1) +kZ:1 G+ Dk + 1)
"1 i 1 i 1
=3-y —+ +)°
| | |
kk T = (k) (kD)

Donc, d’aprés I1.5.6, lim a, = e.
n—-4o00

(b) D’aprés (a) et I1.5.6, on a

O<an-—e< ——— .
D P ey

Remarque. On notera ici que cette suite converge plus vite vers e que la suite
considérée au probléme I1.5.6.

I11.5.18. Il découle de I1.5.6 que e = 1+ %—i—. oot %—l—rn, ou lim nlr, =0.

n——+00
De plus,
1
<nlr, < —. 1
— n< (1)
Donc,
lim nsin(27nle) = lim nsin(27nlr,)
n—-+00 n—-+00
. sin(27mn!r
= lim HZWR!TnM
n—+00 2mnlr,
= lim n27n'r, = 2,
n—-+00

la derniére égalité se déduisant de (1).
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11.5.19. On va montrer que lim (1— “7")” = 0. Par hypothése, pour

n——+00
M > 0 choisi arbitrairement, on a a, > M si n est suffisamment grand.

Donc,

M
o<1 12
n n

o<<1—%>"<<1—%>n.

On obtient donc, d’apres 11.4.12, 11.4.14 et 11.5.2,

et

n - n
0< lim (l—a—"> < Tm (1—a—”) <e M

n—-—+o0o n n—-+00 n

En faisant tendre M vers +oo, on a

0< lim (1—a—”>”< T (1—“—”)"<o

n—-—+o0o n n—-+00 n

. n 2
et lim (1 = a—") = 0, comme annonceé.
n—-+oo e

11.5.20. On va prouver que lim (1 + %”)n = +oo. Etant donné M > 0,
n——+00

on a b, > M pour n suffisamment grand. On obtient donc, comme dans la
solution du probléme précédent,

b \" M\"
lim <1+—> > lim <1+—> =M

n—-—+o0o n n—-+00 n

et, M pouvant étre choisi arbitrairement grand, on a lim (1 + %”)n = +400.
n—-+o0o

I1.5.21. On voit facilement que la suite {a,} est décroissante et tend vers 0.

(a) On a L _ 1L I R Donc, d’apres 11.3.14, lim 1 1.
ant1 an —n n,too n—-+too Man

(b) D’apres (a),

n—+oo  Inn n—+o0 Inn n—too Inn
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En utilisant le théoréme de Stolz (voir I1.3.11), on obtient

1 1
. n(l—nay) . (an+1 Tan 1)
lim ——~ = lim i
n——+oo Inn n—-+oo nln (1 + H)

n (1—1an o 1)

vt T (14 )"
1.

nany

= lim
n—+oo 1 — a,
I1.5.22.  On voit facilement que la suite {a,,} est décroissante et tend vers 0.
De plus, une application de la régle de I’'Hospital donne
. z?—sin?z 1
lim ———s— = ~.
z—0 x2sin®x 3

. 1 1 1
i\, @) "3
n+1 n

On a alors, d’apres le résultat du probléeme I11.3.14, lir};l na2 = 3.
n—-—+0o0o

Donc,

11.5.23. Clairement, la suite est croissante. On va montrer qu’elle diverge
vers +c0. On a

2 2
a’. .= |a +—1 > (a +L >0L2—i—g
ntl " a+...+a, " na, " n

9 2 2 n 2 P 2 - 2n
as, — a coot —

o T p—1 7 2n -2 n” 2n-—1

La suite {a2} n’est donc pas une suite de Cauchy et, étant croissante, elle

diverge vers +oo. De plus,

et
> 1

1
1< <1y~ (+)
an, nay,

D’aprés le théoréme de Stolz (voir I11.3.11), on a
a;, _ ”(‘I?LH_‘I?L) _ o N

(42 2
n—1>+oo 2Inn n—1>+oo 21n (1 + %)n = nEr—iI-loo 5 (an—i-l an)

. n 2ay, 1
= lim — + 5| =1,
n—to0 2 \a1+a2+...+a, (a1+a2+...4+ay)

car
n
0< <

(a1 4 az + ...+ ay)?

S|=
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et, de nouveau avec le théoréme de Stolz,

. na . n+1)a —na
lim n = lim ( Jan+1 n
n—+oo a1 +as + ...+ an n—-+00 An+1
a
= lim <n+1—n ”)zl
n—-+oo an+1
la derniére égalité se déduisant de (x). On a en effet
a, _1+2
l€n+l-n—g —"=
Ap+1 14+ o
et, puisque lim a, = 400,
n—-—400
1+ n+1
lim mll" =1
n—too 1+ oo

I1.5.24. On a l'inégalité Arctanz < x pour x > 0 et la suite est donc dé-
croissante. Elle est de plus minorée par 0, donc convergente vers une limite g
vérifiant I’équation g = Arctan g. D’ou, g = 0.

I1.5.25. On remarque que tous les termes de la suite {a,} appartiennent
a lintervalle ]0,1[. On note z( l'unique racine de l'équation z = cosz. Si
x = xg, alors cos(cosx) < x. La fonction f(x) = cos(cosz) — x est décrois-
sante car f/(xz) = sinzsin(cosz) — 1 < 0 pour z € R. Donc, pour z > o,
cos(cosz) — z < f(xg) = 0. De méme, si x < xq, alors cos(cos x) > x.

Supposons d’abord que a; > xp. Ce qui précéde implique agz =
cos(cosay) < aj. Puisque la fonction y = cos(cosz) est croissante sur |0, %/,
on a az < ag et on montre par récurrence que la suite {ag,—1} est décroissante.
D’autre part, ag = cosa; < cos zy = g, ce qui implique ay = cos(cos az) > as
et donc que {ag,} est croissante.

On peut appliquer des arguments semblables dans le cas o1 0 < a1 < xg.
Si a1 = g, tous les termes de la suite {a,} sont alors égaux & zp. Dans tous
les cas, les suites {ag,—1} et {ag,} tendent toutes les deux vers I'unique racine
de I'équation cos(cos x) = x et on voit facilement que cette racine est x.

I1.5.26. On obtient, par récurrence,

an =1—(=1)""Lsin(sin(...sinl)...), n>1.

(n — 1) fois
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Donc,
n—1
n—1- 3 (~1)*Lsin(sin(...sin1)...)
k=1
1 & (k —1) fois
k=1 "

On montre maintenant que

nil(—l)k_l sin(sin(...sin1)...)
5=l

N

k — 1) foi
lim bbb =0. ()
n—-4o0o n
Sin — 1 est pair, alors
n—1
—sin1 +sin(sin(...sin1)...) 3 (=1)*"!sin(sin(...sin1)...)
k=1
(n —1) fois - (k — 1) fois <.
n n

n
Evidemment, (x) est aussi vérifiée si n—1 est impair. Donc, lilf LS a, =1
n—-1+0oo
k=1

11.5.27. Clairement, a,, € ]mr,mr 4= %[, n € N*et lim a, = +00. De plus,

n—-+00
s 1 1
lim tan <— + nmw — an> = lim = lim — =0.
n—-+o0 2 n—+oo tana, n—+o ay,

Par continuité de la fonction Arctan, on obtient lim (% +nm — an) = 0.
n——+00
D’ou,

lim (ap41—ap—m) = lim (g+n7r—an—(E—I—(n+1)7r—an+1>):0.

n—-+o0o n—-+oo 2

En conséquence, lim (ani11 — an) = 7.
n—-+00

I1.5.28. On remarque que l'on peut supposer, sans perte de généralité, que
la1] < 5. En effet, si ce n’est pas le cas, alors par hypothese, lag] < 3
On considére d’abord le cas o 0 < a < 1 et 0 < a; < §. On a alors
apt+1 = asina, < a,. Ceci implique que {a,} est décroissante et elle converge
car elle est bornée. Sa limite est égale & 0 qui est 'unique racine de 1’équa-
tion z = asinz, 0 < a < 1. On suppose maintenant que 1 < a < § et
0 < a; < 5. L’équation z = asinz admet alors deux racines positives, 0 et
xg > 0. Si a1 < z, {a,} est alors croissante et majorée par zg. En effet,
as = asinay; > aq. De plus, ao = asina; < asinxg = xzg et, par récur-

rence, a, < anpy1 < To. De méme, xg < a; < 5 implique a, > ani41 > wo.
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Donc, lim a, = zo pour 1 < a < 5. 51 =5 < a <0, ag > 0, on consi-

n—-+o0o
deére alors la suite {b,} définie par by = a; et b, 1 = —asinb,. Evidemment,
by, = (=1)""la,. Il s’ensuit que, dans le cas ot 0 < a; < 5,ona
lim a, =0 si|a] <1,
n—-4o00
. i T
lim a, = xg sil<a< —,
n——+00 2
. , . T
lim a, n’existe pas si——<a<—1.
n——+00 2
Si —5 < a1 < 0, on peut alors considérer la suite définie par by = —ay et

bnt1 = asinb, et appliquer ce qui précede. Si a; = 0, tous les termes de la
suite sont égaux a 0.

I1.5.29.

(a) On note que a, > 0 et ap+1 = In(1 + a,) < a,. La suite converge donc
vers une limite g vérifiant g = In(1 + g), d’ott ¢ = 0. On montre main-
tenant que lim na, = 2. On peut prouver en dérivant que (voir aussi

n—-+00
I1.5.3)
9 2 3
2_?33 < In(1+ z) <x—7+% pour z > 0.
Ceci implique
1 1 1 1 1 1
— - —+ i < <—+;. (%)

Gn, Gn, G, (1 —50an I %a%) an+1 Gn, 2
On voit, en posant
1 1

an, an(l—%an%—%a%)’

que lim b, = 1. On obtient en sommant chaque membre de ()

n—-+0o0o
1 1 1 1 1 1 1
e — B ey ey — e — s s —
aj a2 A, aj a2 an  Gpil
1 1 1 n
<—+ =+ =+
a;  am Ay, 2
Donc,
1 b1 +bs+ ...+ by 1 1 n
< < ol
(n+1)ay n+1 (n+1apt1  (n+1a;  2(n+1)
et lim ——— = %

n—-+4o0o (n+1)an+1
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(b) On a
2
lim (na —Z)L: lim na i (1)
no+oo' Inn notoo " Inn

On va utiliser le théoréme de Stolz (voir I1.3.11) pour prouver que
2

. n—=2
lim o existe. On a

n—-+o0o
2 _ 2 2
. = Gu . 1 anit T n
lim = lim ———+
n—+oo Inn n—+oco In (1 + H)
Puisque lim 2*1 = Jim 20%*%) _ 9§ ot Jim nln (1+1)=1,on
n—+oo 9n n—+4oo  9n n—-+00 n
voit que
== . n(2an41 — 205 + anany1)
lim = lim 5 . (2)
n—+oo Inn n—+00 az

2an+1 —2an +anan+1

Il suffit maintenant de montrer que lim 3 existe. Pour

n—-400
cela, on utilise I'inégalité (qui peut étre prouvée par dérivation)

2 3 4 2 3
oz x©
-5 t+t—5 - <l - — 4 — 0.
x 2+3 4<n(+ax)<x 2+3,:c>
On a donc
1 1 1 1
éai = Eai = Zai < 2an41 — 2an, + apapy1 < Ea% — ga;‘;,
Ceci donne
lim 2+~ 2“g tOnlnpn _ 1
n——+o0o as 6
En combinant ce résultat a (1) et (2), on voit que lim W =2
n—+o00

I1.5.30. On pose f(z) = (%)m et F(x) = f(f(x)) — . On montre d’abord
que F'(z) < 0 pour > 0. On a

F'(z) = G) G In?4 — 1.

Donc,
1 (3)"+= 1

F'(x) <0 siet seulement si <—> < =

4 In” 4

On vérifie simplement que la fonction dans le premier membre de la derniére

inégalité atteint sa valeur maximale de ﬁ en r = lrllll—rff. Ceci implique
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F'(z) < 0 et F est strictement décroissante sur R*%. De plus, F (3) = 0.
Donc, F(z) > 0 pour 0 < z < % et F(z) <0 pour = > % En conséquence,

1

f(f(z)) <z pour x>

Puisque as = 1 > 1, il s’ensuit que aq = f(f(as)) < a2 et on trouve par récur-
rence que {agy } est strictement décroissante. Elle tend donc vers une limite ¢;
vérifiant f(f(g1)) = g1. La convergence de {ag,—_1} vers une limite gy vérifiant
f(f(g2)) = g2 peut se prouver de la méme fagon. Clairement, g; = go = %

I1.5.31. On remarque d’abord que 0 < a,, < 2 pour n > 2. Si a,, > 1, alors
ant1 < 1. On pose f(z) =272 et F(x) = f(f(x)) — z. On peut montrer que
F'(z) <0 pour 0 < x < 2. Donc,

Fx)<F(1)=0 pour 1<z<2,
F(z) >F(1)=0 pour 0<z<1.

Ensuite, comme dans la solution du probléme précédent, on montre que si
a; < 1, la suite {ag,} est alors décroissante et la suite {as,_1} croissante et
toutes les deux tendent vers la méme limite 1. Des considérations semblables
s’appliquent au cas a; > 1.

11.5.32. On observe d’abord que tous les termes de la suite se trouvent dans
I'intervalle |1,2[. Puisque la fonction F(z) = 22 — x est décroissante sur cet
intervalle, F'(x) > F(2) = 0 pour x € ]1,2][. La suite est donc croissante et sa
limite g vérifie g = 2%, d’ou g = 2.

I1.5.33. On applique I1.3.14 & la suite {a, + an—1} pour obtenir

liril @ntin-1 — (), On considére alors la suite b, = (—1)"a,. Puisque
n—-1+0oo
lirf (by, — bp—2) = 0, on voit que
n—-1+0oo
. by by o Oy — W
0= lim n T V=1 lim ”7”1
n—-+4oo n n—-+4oo n
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I1.5.34. D’aprés le théoréme de Stolz (voir 11.3.11), on a

In ai In — 1 - —1In ai
lim n — lim s 2
n—+oo Inn  n—+ooln(n+1)—Inn
—nln a"“
- lim — e
n—+o0 (1 + )
An+41
= — lim nln 2%,
n—-+4oo an,

Si lim n (1 — ag—?) = g est finie, alors lim (GZ—“ — 1) = 0. Le résultat

n—-+00 n—-+00 "
demandé découle alors des inégalités

aZf—l <nl 1 Un41 1 < Gp4-1 1
AR N N A W &

Si g = 400, l'inégalité de droite montre alors que 111}r1 nln a"“ = —00 et
n—1+0oo
In L
lim ?"" = +o00. Enfin, si g = —o0, pour tout M > 0, il existe alors ng tel
n—+oo 1T
que aZ—:l > % -+ 1 pour n > ng. Donc,
a M\"
nln 4L >1n<1+—> — M
Qnp n n—-+00
In L
et, M pouvant étre choisi arbitrairement grand, on voit que lim % = —oo.
n—-—400

11.5.35. Par définition des deux suites, on a
an+1 + bpt1 = (a1 + b1)(1 = (an + b)) + (an + bn).

On pose d,, = a,, + by. On a alors d,,11 = di(1 — d,,) + d,, et on montre par
récurrence que d,, = 1 — (1 —dy)". De méme,

an= L= (L= d)™) et bu= (1= (1-d)").
d dy

Puisque |1 — dy| < 1, on obtient

. aj .
lim a, = et lim b, = .
n—-+4o00 a1 + bl n—-+4o00 a1 + bl
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I1.5.36. On définit la suite {b,} en posant b, = aa,. On a alors

g1 = bn(2 —by) = — (by — 1)? + 1.

Donc, byy1—1 = — (b, — 1)2. Clairement, la suite {a,,} converge si et seulement

si {b, — 1} converge aussi ou, dit autrement, lorsque |b; — 1| = |aa; — 1] < 1.

De plus, si a; = %, alors lim a, =0etsi0<aa; <2, alors lim a, = é
n——+00 n——+00

I1.5.37. Le résultat s’obtient comme cas particulier du probléme I1.5.38.

I1.5.38. On peut montrer que la fonction f est continue en (a,a,...,a) et
f(a,a,...,a) = a. On définit la suite {b,} en posant

by =by=...=by =min{ay,az,..., a5},
b = f(bn-1,bp—2,...,bp_k) pour n > k.

On note que {b,} est strictement croissante et majorée par a si
min {ay,as,...,ar} < a. De méme, si min{ay,as,...,ax} > a, alors {b,}
est strictement décroissante et minorée par a. Dans les deux cas, la suite est

convergente et lirf b, = a. De plus, la monotonie de f par rapport & chacune
n—-—+od

de ses variables implique a,, < b, pour n € N*. On définit alors la suite {¢, }
en posant

¢ =cy=...=cp =max{ay,as,...,ax},

cn = f(en—1,Cn—2,...,cn—k) pour n > k.

Comme précédemment, on montre que lirf c, = a et ¢, < ap pour n € N¥,
n—-0oo

Finalement, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim a, = a.
n—-400

11.5.39. On a az = a2e™™ " a4 = aze™™ "2 = qoe®™% et, par récurrence,
Gpy1 = age®™ =% pour n > 2. Supposons que g soit la limite de la suite. On a

alors
ai

e
Z _g=¢9 o
oY (%)

Si % = e, 'équation (x) admet alors une unique solution g = 1. Si % > e,

cette équation admet deux solutions et si 0 < = < e, elle n’a pas de solution.

a2
On considere d’abord le cas ot 0 < % < e. La suite {a,} diverge car dans ce
cas, (*) n’a pas de solution. On montre de plus que la suite {a, } est croissante
et diverge donc vers +o0.
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e? 1

. N . N 1 —
On considére maintenant le cas ou & =€ On a alors as = e™ ™+ > aq

et, par récurrence, an4+1 = an. De plus, si a; < 1, on peut aussi montrer par

récurrence que a, < 1. Donc, dans un tel cas, lim a, = 1. Si a; > 1, {a,}
n—-4o0o

est alors croissante et diverge vers +oo.
On consideére enfin le cas ot % > e. L’équation (x) admet deux solutions
que l'on note g1 et go, en prenant g; < go. Supposons que a1 < g1. On a alors

al

——a1 >0
a2

et

ou, dit autrement, ay > a;. Il s’ensuit, par récurrence, que {a,} est croissante
et majorée par g; qui est sa limite. Si g1 < a1 < g, alors {a,,} est décroissante
et minorée par g, qui est aussi sa limite. Si a; = g1 ou a1 = g9, la suite est
alors constante. Finalement, si a1 > g9, la suite croit vers +oo.

11.5.40. (Ce probléme et sa solution sont dus & L. Euler dans un cas plus géné-
ral. Voir aussi [13].) On montre, en dérivant, que Inz < £ pour x > 0. Donc,

2 1
“?" >Ina, =ap—1lna (n > 1) et, en conséquence, a, > ap—11na®. Sia > eec,

la suite {a, } est donc croissante. On montre que, dans ce cas, lim a, = +00.
n—+o00

oL 1 .
On a apy1 — ap, = a* — a,. On considére donc, pour a > ee, la fonction
In(In a)

g(z) = a”—x. Cette fonction atteint son minimum en zg = — == < e. [l s’en-
. 1+1In(l , 1+In(l
suit que a® — x > W > 0 et, en conséquence, Gp4+1 — Gp > W > 0.

La différence entre deux termes consécutifs étant supérieure a un nombre stric-
tement positif donné, la suite diverge vers —+oo.

On considére maintenant le cas ot 1 < a < e<. On montre d’abord que,
dans ce cas, ’équation a® —x = 0 admet deux solutions positives. La dérivée de
la fonction g(z) = a”—x s’annule au point xp > 0 tel que ™ = ﬁ La fonction

g atteint sa valeur minimale en g et g(z¢) = a™ —xg = ﬁ— 0= % <0
. 1 . , .
car, si 1 < a < ee, alors ﬁ > e. La fonction ¢ étant continue sur R,

elle vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. L’équation a” = x admet
donc une racine dans Uintervalle 0, x| et une autre racine dans l'intervalle
Jxo,+oo[. On note ces racines respectivement « et [ et on remarque que
1 e

gle) = a® —e < <e€) — e = 0 ce qui implique que le nombre e se trouve
entre a et 3.

Si x > B, alors a® > a” = 3 et g(x) > 0. Dans ce cas, la suite {a,} est
croissante et minorée par 3 donc lirf apn = +00.

n—-—+0o0o

Sia<ax<pf alors 1 <a® < fetg(x)<O0. La suite {a,} est donc bornée

et décroissante. Elle converge vers a.
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Six =« ou x = f, la suite est constante.

Si maintenant 0 < z < «, alors 1 < a” < et g(x) > 0. La suite croit donc
vers q.

Finalement, si a = e%, le nombre e est alors I'unique solution de I’équa-
tion a® = x et la fonction g atteint sa valeur minimale de 0 en e. Ainsi, pour
0 <z < e, on obtient 0 < a® < e et g(x) > g(e) = 0. Ceci implique que la
suite {a,} est croissante et que sa limite est égale a e. Si z > e, la suite croit
vers +00.

On résume les résultats comme suit :

1

+00 sia>ee et x>0,

1
400 sil<a<eeetz>[,

. 1

. 16} sil<a<eeetax=g,
lim a, = ] 1
n—-00 @ sil<a<eecet0<ux<f,

. 1
+00 sla=-¢ec et x> e,

. 1
e sia=ecet0<xz<Le

I1.5.41. On peut prouver I'égalité par récurrence. On a hl}_l ap, = 2 (on
n—roo

comparera avec la solution de I1.1.16).

I1.5.42. [20]. On note d’abord que

g\/2+\/2+...+x/§<2.

n racines

On voit que si €1 = 0, tous les termes de la suite {a,} sont alors égaux a 0.
On suppose maintenant que €1 # 0 et on montre par récurrence que 1’égalité
donnée est bien vérifiée. Elle est évidente pour n = 1. On suppose donc que

EE
an—El\/Q—l-Eg\/Q—l— .tén —25111( 122k:—1 k)'
k=

1

On a alors
7Tn+1€ € s 7Tn+1€ 15
8 2 Ek 9 EL
an+1—2:251n (Z E 2]{37_2) = —92cos (§+§ 2]@7—1>
5=2 k=2
7Tn+1€ € 7Tn+1E €
_ 2: 1Sk . . 2 1€k
——2COS (5 — 2]@7—1> —4SIH (Zkg_l 72]6—1 )—2,
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ce qui compléte la démonstration de I’égalité. On a alors, par continuité de la
fonction sinus,
T iXe €
: o 17" €k
Jimg on = 2sin (z 2 T) -

11.5.43. On montre par récurrence que

1 1
Arctan 3 + ...+ Arctan oz = Arctan - :L_ T

Donc, lim (Arctan % + ...+ Arctan ﬁ) =7

n—-+oo

I11.5.44. On a

sin? (71\/ n? + n) = sin? <7r\/ n2+n— wn) = sin

2 w 1
1+ /1+%n—>+oo

11.5.45. On montre par récurrence que la suite est croissante et majorée, par
exemple par 3. Il s’agit donc d’une suite convergente dont la limite g vérifie

g=+v2++3+getge]2,3[

I1.5.46. [13]. On a

:

3=V1+2x4= 1+2v16:\/1+2 14+ 3v25

:

Il
&

1+2¢1+3 1+ 4v/36,

et, par récurrence,

1—|—...\/1—|—n

.

1424|143 (n+2)%=3. (1)

&

Donc,

3> 1+2\/1+3\/1+...\/1+(n—1)\/n+1. (2)
On va utiliser I'inégalité suivante (facile & prouver) :
Vitza<vavl+z, >0, a>1 (3)
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D’aprés (3), avec x =n et « =n + 2,

\/1+m/(n+2)2< n+2v1+n.

Donc,

\/1+(n—1)\/1+n\/(n—|—2)2<\/1+\/n—|—2(n—1)\/1—|—n
<(n+2)i\/l+(n—1)\/n+1,

la derniére inégalité se déduisant de (3) en prenant o = v/n + 2. En répétant
n fois cet argument dans (1), on obtient

3<(n+2)?*" 1+2\/ +3\/ \/1 (n—1)vn + 1. (4)

La combinaison de (2) et (4) donne

lim 1+2\/ +3\/ .\/1+(n—1)\/n+1:3.

11.5.47. L’équation 22+ —a = 0, a > 0, admet deux racines « et 3 avec
a>0> . On a de plus

a a— a, — aay
Opt1 —ap = — —1—a=
an an,
_a—(14a)(a, —a) —a(l +a)
Qnp
_ —(1+a)(a, —a)
an,
Onaap —a= ﬂ% car a« + 3 = —1. De méme, a,41 — (3 = a%. Donc,

ant1 =B _aan—p3
ap4+1 — & B an — o

an_ﬁ_ a n_lal_ﬁ
an—a <B> a—a’

=i
= -2 < 1, on obtient lim (%)n =0et lim a,=7.

1+O‘ n—-4o00 n— oo

et, par récurrence,

: (0%
Puisque 3
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I1.5.48. Soit «v et [ les racines de 'équation 22 +z—a =0,a > 0, o > 0 > .
De la méme fagon que dans la solution du probléme précédent, on obtient

Ty — ) <g>"_1 a; — o
an—0B \B ay—p°

Donec, lim a, = a.
n—-+o0o

11.5.49. Pour tout entier k strictement positif, on a

1 1
1+an+k 1+an

|an+k - an‘ 1

a —a =
|Ont1k = Gni ‘ (1+ ansr) (1 + an)

On obtient alors, par récurrence,

1 n
|@n+14k — Gnt1] < <Z> lagy1 — a1l -

De plus,

\akH —al\ < |ak+1 — ak| =F |ak — ak_1| + ...+ |a2 —aj

Lz — a1 = = oz — ]
1_ a9 a1—3a2 ai| .

<

=

La suite {a,} est donc une suite de Cauchy. Sa limite est égale & /2.

11.5.50. On peut procéder comme dans la solution du probléme précédent et
montrer que lil}_l an =142
n—1+0oo

I1.5.51.  On pose f(r) = 5% pour z > 0 et F(z) = f(f(v)). Ona F'(z) >0
pour x > 0. On vérifie facilement que a; < ag et a4 < aso. De plus, puisque F'
est strictement croissante, on voit que la suite {ag,} est strictement décrois-
sante et la suite {ag,11} est strictement croissante. La suite {a, } est bornée et
les suites {ag,} et {ag,+1} convergent. On peut vérifier qu’elles ont la méme

limite v/1 +a — 1.

11.5.52. Siay <0,alorsas=1—a; > 1et ag = as —% > % Par récurrence,
Clpeil = @y, — 2,%1 pour n > 2. En conséquence,

1 1 1
Apy1 = — F+271—_2+"'+§ + az

= <Z|an+k_an .
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et lir}rrl ap = —aj si a3 < 0. Si maintenant a; € ]0,2[, alors ay € [0,1]
n—roo

et on voit par récurrence que an41 € [O 2n1 1] ce qui implique dans ce cas

hI}_l a, = 0. Enfin, si a7 > 2, alors as = a1 — 1 > 1. On a par récurrence
n—-—+0oo

Gl = Ay — 2,%1 et, en conséquence, comme dans le premier cas, on montre

que lim a, =a; — 2.
n—-+00

11.5.53.
(a) On a
ol a 2a? 3a® (n—1)a"!
S _ a2 s (oD
]ln—] n—1 n—-2 n-—3 1
1 a 2n—1a% 3(n-1)a® n—1)2a"1
_ L (o 2ot et 1ty
n—1\1 n—2 n—3 1
Puisque
n—1 (n—3 j5—-1 . . .
J =J< .><J(1+J—1)=J2,
n—j n—j n—j
on obtient

Z ]a] a+2%a2+3%a3 4+ ...+ (n—1)2a"!
n—1 ’

1l suffit alors de voir que, d’aprés le résultat du probléme 11.3.2,

a+2%a?+3%a3+ ...+ (n—1)2a"!

lim =0.
n—+400 n—1
(b) On observe que
n—1 n n—1 n—1 k‘ak
k_ k
na Z]a] Z D Dy T DD D
= k=0 k=0 k=0

et on applique (a).

(¢) On applique (b) avec a =

S =
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11.5.54. Puisque 'on a = — %3 < sinz < x pour > 0, on voit que

n
Vs
< .
;n—kk

n

7r = w3 oo
z:n—i-k_;::16(71—%1{:)3 <;Smn+k

k=1

On vérifie facilement que lim Z = n+k = 0. De plus, d’apres I1.5.8 (a),

n—>+oo

lim Z % = mIn2. La limite est donc égale & wIn 2.
n—+00 .

I1.5.55.

n
(a) Soit ap, = k]:[1 (1 - 5) On obtient, avec I'inégalité =5 < In(1+z) <z
(voir 11.5.3),

n

Zn: k2 Z k2
<lna, < 5
3 2 e 3
P 1C7’L + k P 1C’I’L

n
9 " 2 n(n+1)(2n+1)
On a donc, avec 'égalité ) k% = ==,

k=1

nn+1)(2n+1)

nn+1)(2n +1)
6 (cn3 4+ n?) '

<Ina, <
" 6cnd

P 1
Ainsi, lim a, = es3c.
n—-400

(b) On peut montrer que I'inégalité -5 < In(1+ x) < z est aussi vérifice si

—1 < 2 < 0. On obtient donc, comme dans la démonstration de (a),

) - k2 Y
lim 1-— — | =€ 3.
n—-+4oo cn

5 3 . 3 5 .
I1.5.56. Puisque 'on a x — % <sinz < z — % + % pour x > 0, on voit que

vnin o oal L k2 Vo Lok
a /)" ,Q(“W%TE““W% .

et
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I1 découle de (1) et du résultat du probléme précédent que la limite est supé-

. p N——S .
rieure ou égale & e~ 7. On montre maintenant que

- k2 k4
. LA P
nEI—Ti-loo b1 <1 6n3 + 5!n6> S

ol

En effet,

k4 “ k2 k4
= H ( 5vn6> = <‘6ﬁ i —5zn6>
=1

_nn+1)2n+1) nn+1)2n+ 1)(3n2 +3n — 1)
36n3 30 x 5!nb i

o

Finalement, d’aprés (2) et le théoréme des gendarmes,

n+l

11.5.57. On prouve d’abord que a,, = S=ap—1+1,n=2. On a

:ZL S kl(n—1—k)(n—k)

A o |
B 1 EEm-1-kW '
=0 g @D
n—1
PSP . S (+)
=" (%)
De plus,
=k 1 _’iln—l—k 1 n-1 Sk 1
=L CONE =SNG a0
On en déduit que
Lty | n—1
Lo () 2
Finalement, d’aprés (x), a, = ap—1 — ”Q—?an_l +1 = ”2+1 an_1+ 1, ce qui
démontre notre premiére proposition. On en déduit que nll&loo an = 2.
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I1.5.58. Si a = 0, alors évidemment lil}_l a, = 0. Si @ > 0, alors
n—roo

0<a, <1-— (n;i)& et lim a, = 0. On suppose maintenant que o < 0.

n—-+o0o
On a alors
— ()" (=1 <ﬁ) 1) .- 1.
an = (=" (n ) < 2 n—1
On obtient donc, si on prend o = —1, la suite divergente a,, = (—1)""*. Si on

prend oo < —1, on a

()" () ) G- ()~

—Q
pour 1 < p < n. De plus, (%) —1>2—-1=1. Donc,
2

—Q
lan] = (n™% —1) << " > - 1) ——— fea.
n—1 n—-+o0

De méme, on peut voir que si —1 < a < 0, alors

an] < ( 1> __
n— 1 n—+00
2

I11.5.59. On a (2++3)" =

( ) (\/_) 27—k Si on regroupe les termes

respectivement d’indices pairs et d’mdlces impairs, on peut écrire
n n
(2+v3) =4.+ V3B, et (2-V3) =A,- V3B,

Donc, lim (An + \/an) = 400 et lim (An — \/an) = 0. De plus,

—+00 n—-+o0o

V3B,
lim

n—-+4o0o A

Puisque que les A, sont entiers et ‘/Zf” < 1, il s’ensuit que [\/an] =A,—1
pour n suffisamment grand. En conséquence,

{\/§Bn} 1 et {An n \/§Bn} - {\/§Bn} i

n—-+00 n—-+00
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I1.5.60. La suite {S,,} est croissante. Si elle est majorée, elle converge et on

a alors
lim a, = lim (S, — S,-1)=0.
n—-—+o0o n—-—+o0o
On suppose maintenant que 'on a lim S,, = +00. Par hypotheése,

n—-—+o0o
Sn+1an+1 il S S - an—1,
d’ou S,a, + an—1 < Seas + ay. Donc,
@1l Soas + ay
< .
Sn Sn

an < an +

Finalement, lim a, = 0.
n—-+o0o

I1.5.61. Par hypothése, pour tout € > 0, il existe un entier ng strictement
positif tel que a, < en pour n > ng. Donc,

2 2 2 2 2
a%—ka%—k...—i—ai _a1+a2+...+an0+an0+1+...+an

n? n? n?
a2+a3+...+a2  ne(angrr + ... +an)
< + .
n? n?
D’aprés 11.4.14 et 11.4.19,
2 .2 2
im al—l—a2+2...—|—ang(€ m al—l—...—l—an.
n——+00 n n—+00 n

aftai+.tap _

Ceci implique évidemment lim .
n

n—-+o0o

I1.5.62. On applique le théoréme de Toeplitz (voir I1.3.1). On pose
A, =a1+a+...+ay, By,=bi+bs+...+0b,, Ch=c1+co+...+c,
et
A= an—k+1Bk
n,k — .
aan + a2Bn—1 I oo AR anBl

On montre que les nombres strictement positifs d,, ; vérifient les conditions (i)
et (ii) de I1.3.1 (voir aussi I1.3.3 (a)). Pour un k fixé, on a

Ap—k+1 0
a;+agx+... +ap_gy1 n—too ’

dn,k <

n
Clairement, ) dy = 1. On remarque aussi que

=il
@ arb, + asby—1 + ...+ apby by b by,
C, a1 B, +asBn 1+ ...+ apBy w1 By ™2 By o B,
Finalement, d’aprés le théoréme de Toeplitz, lim & = lim g—" =
n——+oo " n——+oo —n
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I1.5.63. On sait que =z — % <In(l+z) <ax-— 3”2—2 + % pour z > 0. On
2
pose a, = (1 -+ %)n e~ ™. On a alors —% <lna, < —% I %, ce qui implique
1

lim Ina, = —%. La limite de la suite est donc égale & e™ 2.
n—-—400

I11.5.64. On a Ap41 — ap > _512_ > _n(nl—l)

b, = a, — ﬁ La suite {b,,} est alors croissante et majorée donc convergente.
La suite {a,} converge donc aussi.

= —ﬁ—i—% pour n > 1. On pose

n

11.5.65. Avec I'hypothése a,,+1 V2> ap, on voit, que

__1
= @pk 7T,

|~

3

(py127 2

1
La suite b, = a,2 27! est donc croissante et bornée. Elle converge. Claire-

ment, lim b, = lim a,.
n—-—400 n—-4o00

I1.5.66. Soit a € ]I, L[. Supposons, contrairement & 1’énoncé, que a ne soit
pas une valeur d’adhérence de {a, }. Il existe alors un voisinage de a ne conte-
nant qu'un nombre fini de termes de la suite. Soit ¢ > 0 suffisamment petit
pour que

l<a—e<a<a+e<L et ap,¢la—e,a+e] pourn>ny. (%)

Par hypotheése, |a,+1 — an| < € pour n > ngy. D’aprés 11.4.13 (b), on sait
qu'il existe a,, tel que an, < [+ ¢ < a pour n; > max{n;,ns}. Donc,
Anp+1 < Gpy + |p41 — an,| < a + €. Dou, d'aprés (x), ap,+1 < a —e. 11
s’ensuit, d’aprés 11.4.12 (a), que L < a — ¢ < L, contradiction.

I1.5.67. Soit a € |l, L[. Supposons, contrairement & 1’énoncé, que a ne soit
pas une valeur d’adhérence de {a, }. Il existe alors un voisinage de a ne conte-
nant qu'un nombre fini de termes de la suite. Soit ¢ > 0 suffisamment petit
pour que

l<a—e<a<a+e<L et a,¢la—e,a+e] pourn>ny. (%)

Par hypothése,
Ap — Apy1 < @y < € pOUr N > Na. (k)

Il découle de I1.4.13 (a) qu’il existe an, tel que a,, > L —¢ > a.
D’aprés (*x), on obtient a,, +1 = an, + (an,+1 — apn,) > @ — €. Maintenant,
d’aprés (%), an,+1 > a+¢€ pour ng > max {ny, ng}. Donc, d’aprés 11.4.12 (c),
l > a+¢e>a>I, contradiction.

163



CHAPITRE II. SUITES DE NOMBRES REELS

I1.5.68. On utilise le résultat prouvé dans la solution du probléme précédent.
La monotonie de la suite {a,} implique

Qn41 __On S —an >__1
n+l+anys n+a, @+1+a1)n+ay,)” n'

Donc, d’apreés le résultat du probléme précédent, ’ensemble des valeurs d’adhé-
rence de la suite donnée est l'ensemble [I, L], ou

Qn

[ = lim et L= lim .
n——+oo N+ an n—+oco n + an

11.5.69. On note que

2 3

1 oan—1 — 5| -

a2n —
3

1
A2n+1 — g = 5

3|7 2

1'1

2' 1'1+a2n_1 2‘ 1

wWIND

Ceci implique que la suite a deux valeurs d’adhérence : % et
I1.5.70. On sait, d’aprés [.1.14, que pour tout n positif, il existe un entier
qn strictement positif et un entier p, tels que

1

a2

2%—& <

dn

Donc, |p,| < (27 + 1)g, et, en conséquence,

. . V2m+1
‘ V ‘pn‘ SIN Py | = ‘ V |pn Sln(Qﬂ'Qn - pn) E——

Van

Puisque la suite {g,} n’est pas bornée, elle contient une sous-suite divergeant
vers l'infini. Zéro est donc une valeur d’adhérence de la suite {ay,}.

<

1
< ‘\/\pn\smq—

n

I1.5.71. 1l suffit de prouver qu’il existe une sous-suite {a,, } telle que

<nk (a1 + ank+1)>nk >1
(nk + 1)ank -

Supposons que la condition ci-dessus ne soit pas vérifiée. Il existe alors ng
tel que
n(ar + apt1)

<1 si n=>=ng.
(n+ Day, 0
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ai an+1 an PSRN
Done, =4 + 747 < 72 pour n = ng. D’ou,

an, an—1 ai
<

n n—1 n
ap—1 _ Ap—2 _ ay
n—1 n-—2 n—1"

an0+1 ano ai

ng+ 1 no no—l—l‘

En additionnant les inégalités précédentes, on obtient

1 1
a_n<aﬂ_al< +...+_).
n ng ng + 1 n

Donc, d’aprés 2.2.50 (c), liril o1 — —o00, ce qui est impossible puisque a,, > 0.
n—-roo

11.5.72. De la méme facon que dans la démonstration de la solution du pro-
bléme précédent, on prouve qu'il existe une sous-suite {a,, } pour laquelle

<nk (a1 + ank-i-p))nk > 1

I1.5.73. Supposons d’abord que la proposition n’est pas vérifiée. Il existe
alors ng tel que n <1+§—:“ — 1) < 1 pour n > ng. On peut réécrire I'inégalité

sous la forme n%rl < 2 — 2ot Ceci implique (voir la solution de I1.5.71)
! op il On
ng+ 1 n g n
Donc, lim % = —oo0, ce qui contredit le fait que {a,} soit une suite stricte-

n——+00
ment positive.
Pour prouver que 1 est la meilleure constante possible, on prend a,, = nInn.

On a alors

1+ (n+1)In(n+1) —nlnn

1 1)1 1
Iim (n GtV U )—n = lim
n—+oo nlnn n—-+oo Inn
1+1 1)+ In(1+ L))"
i +In(n+1)+In(1+1) _ 1
n—-+oo Inn
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I1.5.74. On remarque que a2 = 1 + a,_1 et a; = 1. Clairement, la suite
est strictement croissante. On montre par récurrence qu’elle est majorée par
% (1 + \/5) En effet, si a,—1 < % (1 + \/3), alors a% =14+a, 1< % + %\/5

Donc, a, < /2 + 25 =3+ 1V5 et {a,} converge vers & (1 +/5).

I1.5.75. |20]. Clairement, la suite {b,} est strictement croissante. Suppo-
sons d’abord que a < In2. Il existe alors, par hypothése, ng € N* tel que
In(Ina,) < nln2 sin > ng ou, de facon équivalente, a, < " si n > ng. On a
alors

bn:\/al—i—...—k\/ano—k...—i—\/an

<\/a1+...+\/an0_1+\/62"°+...+\/e2"

T

<\/a1+...+\/an0_1+e2"0 BT

D’aprés le probléme précédent,

1+
2

&

b, < a1+...+\/an0_1+62n°

Ceci signifie que la suite {b,} est majorée donc convergente.

Supposons maintenant que « > In 2. Par hypothése, étant donné ¢ > 0, il
existe ng tel que In(Ina,,) > n(a+¢) pour n > ng. En posant a+e¢ =1In g, on
obtient a,, > %" pour n > ng avec § > In2. Donc,

bn:\/a1+\/a2+...+\/ano—l—...+w/an

__pm (g)"
>\ ar+...+Vapy—1 +e2n 0t >elz) |

La suite {b,} diverge dans ce cas vers +00.
De plus, on remarque que si 0 < a,, < 1, alors, bien que Inln a,, ne soit pas

deéfini, la suite {b, } est croissante et majorée par 14'2—\/5, donc convergente.

I1.5.76. [20]. Les hypothéses impliquent 0 < a,, < nap. La suite {%"} est
donc bornée. On note L sa limite supérieure. Il existe alors une suite {my}
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d’entiers positifs telle que klim (%f = L. Pour un n € N* fixé, on peut écrire
— 400

my = nlp+ri our, € {0,1,...,n—1}. Donc, par hypothése, an, < lkan+ay,.
D’ou,

amk < lk aTk

a
mr  nl+re o mg

En faisant tendre k vers +oo, on obtient

qui implique
— a
lim =< lim —=.

n—+oo N n—too N

Il en résulte que la suite {%} converge.

I1.5.77. On peut appliquer une analyse semblable & celle de la solution du
probléme précédent.

I1.5.78. [20]. Les suites {a,, + 1} et {1 —ay} vérifient les hypothéses du pro-

bléme I1.5.76. Donc, lim “"n—H et lim 1‘% existent et sont finies.
n—-+0o0o n—-+0o

an+1l 3 an
m = =g lim 9 =g

(a) De ce qui précéde, puisque li
n—-+0o0o n—-—+00

(b) L’inégalité se déduit immédiatement de (*) dans la solution de I1.5.76.
11.5.79. On prouve que la suite {%} converge vers A = sup {%” 'n € N*}.

Soit p un entier strictement positif. On a

An Qplptry S Qpl,,

n _pln“‘rn /pln“‘rn’

a

ott r, € {0,1...,p — 1}. Donc, par hypothése, lim 9= > %". Ceci implique
n—-—400
alors lim % > lim 22. On a donc établi la convergence de la suite {“—”}
n—>+too p—+oo P "
De plus, 2mn > 2o implique

. a — a . ap
A> lim = > lim -2 =infsup—
n—+oo N P7+0 P P i>p

. a . a
> inf sup 2= > infsup — = A.
P meN* P P @ M
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I1.5.80. On montre d’abord que la suite donnée est bornée. En effet, si
é < ap et ant1 < a, alors % < apy2 = ﬁ < a. Donc, d’aprés le principe
de récurrence énoncé dans la solution du probléme I1.1.10, la suite {a,} est
bornée. On pose
[= lim ay,, L= lim a,.
n——+o00 n—+00

Soit € > 0. Il existe ni,ny € N* tels que

a, < L+¢& pour n > nq, (i)

an >1—¢ pour n > ns. (ii)

2 1
an+an+1 > L+e

€ > 0 arbitrairement petit, on obtient [ > % De la méme fagon, (i) im-

plique L < % Et, L = % Soit {ni} une suite d’entiers positifs telle que

klim an,+2 = L. On peut supposer que les suites {an, 1}, {an, } €t {an,—1}
——+00

convergent respectivement vers [y, lo et [3. Si ce n’est pas le cas, on peut choisir
des sous-suites convergentes. Par définition de {a,}, on a

D’aprés (i), ap42 = pour n > nj. Puisque 'on peut choisir

2 2
ll—l—ZQZZ:Zl et l2—|—13:l—
1

et, puisque [ < l1,0s,l3 < L, on obtient [y =1y =letly =13 =L, doul = L.
Ceci et égalité | = % impliquent que la suite {a,} converge vers 1.

I1.5.81. Puisque 0 < a; < by, il existe ¢ € [O, g[ tel que a; = by cosp. On
peut alors montrer par récurrence que, pour ¢ # 0,

by sin by sin ¢

Opy1 = ————= et bpy1 = ——", necN-
e 2" tan e 2" sin
D'ot, lim a, = lim b, = 28 Gj » = 0, autrement dit si a1 = by, les
n—-+o0o n—-+o0o ¥

suites {a,} et {b,} sont constantes.

I1.5.82. [18]. Par hypotheése, Z:—’" = 1+ €ip, €kpn tendant uniformément
vers (0 par rapport a k. Donc ’

n n n
Z Qk.n = Z bk:,n + Z 5k,nbk,n- (*)
k=1 k=1 k=1

n n
Puisque lim Y by, existe, il existe M > 0 tel que | byn| < M pour
n——+00 k=1 =il

tout n € N*. De plus, pour tout € > 0, |ex,| < 37 pour k = 1,2,...,n
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n
si n est suffisamment grand. D’ou, |} epnbrn| < € ce qui signifie que
k=1
n
lim > ernbpn = 0. Donc, d’aprés (x),
n_)"’_ook:l ) k)
n n
lim Zak”: lim Zbkn.
n—-+4o0 ’ n—-+o0o ’
k=1 k=1
11.5.83. On a
. (2k—1)a
SN ———

n
(2k—1)a n—+00
)

1 uniformément par rapport a k.

Donc, d’aprés le probléme précédent,

n—-+oo n—-+oo ’n,2

. 2k —1 " (2k—1
lim E sin (137%72)& = lim g M = q.
J=I1l k=1

11.5.84. 1l découle de II.5.5 que si la suite {z,} tend vers 0, alors
In 1 .. .
‘;nm — 1. Ceci implique
&
an? —1

= 1
= Ina n—+oo

uniformément par rapport a k. En appliquant maintenant le pro-
bléme I1.5.82, on obtient

. " K . "k 1
lim Z (an2 — 1) = lim Ina — =5 Ina.
n—-+o00 = n—-+00 =1 n 2

I1.5.85. Si {z,,} est une suite strictement positive convergente vers 0, alors,

In(1+zy)
In

d’aprés le probléme I1.5.3, 1. On voit, en appliquant

11.5.82, que

n—-+oo

n

n
k2 K 1
lim E ln<1+—>: lim — =,
n=-+too n n—-o0 n 2
Je=I1l k=1
n

Donc, lim [] (1+ n%) — @

n—-+400 k=1

(SIS
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I1.5.86. On peut montrer que si {x,} est une suite strictement positive
convergente vers 0, alors

1
(14 zp)? — 1

T, p— 1. (%)

P n
On pose

ka1
Ck,n277 k‘Zl,Q, y T

On a alors ¢, < max{%, n—lq} et {cyn} converge donc vers 0, uniformément

1
par rapport a k. En posant a,, = (1 4+ ¢ )P —1let by, = % Ck,n et en utilisant
I1.5.82, on obtient

n 4 n
] k4—1\ p 1 ka1
nl{l}-loo Z <<1 T nd > o 1) B Enkl}-loo kz—l n4 ’

k=1

D’apreés le théoréme de Stolz (voir 11.3.11),

o=kt n?” ! : n?~!
hm e hm Y . 1\q = hm NG
n—+o0 4= nd n—+oo N4 — (n — 1) n—+oo nd — nd (1 _ 5)
. nd—1 1
- hI—P 1 (¢—1) 1 —
=T g _pa (1] —glt N2 1 q
ngd —n (1 I+ =572 —---

11.5.87. On pose a,, = %. On a alors

(1+9)---(1+ng)
(+3+GE-D)O+28+E@-1) - 1+ni+(E-1)

Onposex:g—l.Onaax>0et

QAp =

SalES

a 1

Ay = .
b X X X
<1+1+§> <1+1+2g>”'<1+1+ng
i P i (14 7 1 7
1+4 77 14nd 1+ ¢ 1+nd )’

Ay <

Puisque

on obtient

X X X
bz <1+§ T 1+24 oo T 1+n§>



SOLUTIONS

Donc, lim a, =0 car
n—-+o0o

. T B T
lim -+ 7t .+ ——F | =to0.
n—too \ 14+ 4 1424 1+nd

a
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I11

SERIES DE NOMBRES REELS

I11.1.1.
partielles est donnée par

1
(E:L) Sn:n;t ’ nEN*a

(¢) S, =Arctann, n €N

IT1.1.2. Trouver la somme des séries
+oc0o
2n+1
() D
= n?(n+1)
\/_
(c) Z

Vvn(n+1)

+o0o 1

) Z (Vr++vn+1)/nn+1)

n=1

Enoncés

ITI.1. Sommation de séries

Trouver la série infinie et sa somme si la suite {S,} de ses sommes

(b) Sn—22; , nmeN,
(d) sn_(_l) , neN*
n
400 n
I )
(b) ;(zn—n? (2n + 1)

400 1



CHAPITRE III. SERIES DE NOMBRES REELS

II1.1.3. Calculer les sommes suivantes :

0 +Zl (n+1)Bn+1)

n(3n+4)
2n-|— L)n
I 1
IT1.1.4. Trouver la somme des séries
+00 1
a , me N
() ;n(n+l)...(n+m)
+o00 1
I N*
(b) Zn(n+m), m € N*,
n=1
+o00 2

() ;(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)'

II1.1.5. Calculer

+00 too

Conlw 1 Inn
Z sin — (b) —
ot 720 ni{n—Inn

II1.1.6. Calculer

II1.1.7. Trouver

IT1.1.8. Démontrer que

“+oo

2. -
n:13><5><...><(2n+1) 2

174



ENONCES

IT1.1.9. Soit {a,} une suite vérifiant

lim ((a1 +1)(ae+1)...(an+1) =g, 0<g<

n—-+o0o

Prouver que
+00

Z;Wr+DW2+%~-Wn+1):1_§

(avec la convention L = 0).

+00

IT1.1.10. En utilisant le résultat du probléme précédent, trouver la somme des

séries

n=2
IT1.1.11. Soit {ay} une suite récurrente définie en posant
a1 >2, api1 = ai —2 pour n € N*,

Montrer que
+00

Z 1 N a] — a% —4
ai1an n 2 '

e
n=1 n

I11.1.12. Pour b > 2, vérifier que

1
E:bb+1 b+n—1) T b2

I11.1.13. Pour a > 0 et b > a+ 1, établir ’égalité

Z A(a+n—-1) a
b(b b+n—1)_b—a—1’
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I11.1.14. Pour a > 0 et b > a + 2, vérifier la proposition suivante :

+00
ala+1)...(a+n-1) a(b—1)
;nb(b+1)---(b+n—1) b—a-1)(b—a—2)

+o0o

IT1.1.15. Soit >, ai une série divergente a termes strictement positifs. Pour
n=1 "

b > 0, déterminer la somme

—+00

Z a1ag ...ay
(a2 +b)(az +b)...(ant1 +b)

IT1.1.16. Calculer

R ,, cos® 3"z
> e
n=0

I11.1.17. Etant donné a, b et ¢ non nuls, on considére des fonctions f et g telles
que f(z) = af(be) + cglz).

(a) Prouver que si lilf a"f(b"x) = L(x) existe, alors

~ f(z) — L(z)
E a“g(b'x) = ———=.
n=0 !

c
(b) Prouver que si lilf a " f(b~"x) = M(z) existe, alors

& M(z) — af (bx)
a"g(b ") = —————=
nz_:o g

c

IT1.1.18. En appliquant l'identité sinz = 3sin § — 4 sin® §, prouver que

+o0o .
n .3 & xr —sinx
(a) E 3" sin ST = YR
n=0
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ITI.1.19.  En appliquant I'identité cotanz = 2cotan(2x) + tanz pour = # k5
(k € Z), prouver que

=1 z 1
,;) o tan =" 2 cotan(2x).

I11.1.20. En utilisant I'identité Arctanz = Arctan(bz) + Arctan (1+b i , établir
les formules

= (1= bz
(a) ZArctan ————— = Arctanz pour 0 < b < 1,

—~ 1+ b2ntly2
b?’L
(b) Z Arctan b2”)+1 5 = Arccotan x pour x # 0 et b > 1.

IT1.1.21. Soit {ay} la suite de Fibonacci définie en posant

ap=a, =1, p+1 = ap +ap—1 (n>1).

n
On pose S, = kz a2. Trouver
=0

+oo _ln
2;(&3'

IT1.1.22. Pour la suite de Fibonacci {a, } définie au probléme précédent, calculer

+oo _1n
ST

n—=0 G Q42

I11.1.23. Pour la suite de Fibonacci {ay,} définie en I11.1.21, déterminer la

somme de la série
ERCS)
1
E Arctan — .
a
n—1 2n

I11.1.24. Trouver les sommes
+00 too

2 1
a Arctan — I Arctan ————
(a) ;::1 retan — (b) nz::l retan 5
“+oo
8n
(C) ;Arctamm

177



CHAPITRE III. SERIES DE NOMBRES REELS

II1.1.25. Soit {ay} une suite strictement positive divergeant vers +oo. Montrer

que
R a a 1
| —
E Arctan —1 7" — Arctan — .
ot 1+ apani1 ay

I11.1.26. Prouver que tout réarrangement des termes d’une série a termes po-
sitifs ne change pas la valeur de sa somme.

I11.1.27. Etablir I'égalité

SR
n=1 (27’L - 1)2 4 n=1 n2
IT1.1.28. Prouver que
+o0o 2
1 T
(8‘) Z ﬁ = ? )
n=1
+oo 4
1 T
[§ — = —
(b) n; i T 90
= 1 T
—1\)" = —
(c) n;)( T

IT1.1.29. On définit la suite récurrente {a,} par

a = 2, an+1:a%—an+1 pour n > 1.
+o0 1
Trouver > -=.
n=1 an

I11.1.30. On définit la suite {a,} comme suit :

en —1
a1 >0, apy1 = In

pour n>1
n

—+00
et on pose b, = ajasy...a,. Trouver Y b,.
n=1
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I11.1.31. Soit {ay} la suite définie par

1 ! V2 >1
ap = py1 = - our n .
’ nh al +ag+ ...+ ay P -
+00
Déterminer la somme de la série Y ay,.
n=1

IT1.1.32. Trouver la somme des séries suivantes :

+oo 1

n=1

= 1 1 1
: — —-1,-2,...
(();<x+2n—1+x+2n ar:—l—n)’x?é Y

II1.1.33. Calculer

io (-=1)" 'In <1 + %) .

n=1

II1.1.34. Calculer
+00

1
S (i ).
— (n+1)
IT1.1.35. Déterminer la somme de la série

+oc0o

1 1
Z(——ln<1+—>>.
—\n n

I11.1.36. Soit f une fonction dérivable sur R* dont la dérivée est monotone sur
un sous-intervalle Ja , +o00[ et telle que lir}ra f'(z) = 0. Prouver que la limite
T—T00

lim <§f<1>+f<2>+f<3> +f= 1)+ 2 fn / fa dw)

n—-+00
existe. Etudier aussi le cas particulier des fonctions f(z) = % et f(x) =Inax.
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IT1.1.37. Déterminer la somme de la série
+o0

I11.1.38. Trouver

I11.1.39. Etant donné un entier k > 2, prouver que la série

“+oo
> ! - ! TR
m—1Dk+1 (n—-1Dk+2 = nk—1 nk

n=1

ne converge que pour une valeur de x. Trouver cette valeur et la somme de la
série.

I11.1.40. Soit {ay} la suite définie par

3+ (="
Calculer
Ix n+1 1
Z (_1)[ : ] 2 1
n=0 Un —
IT1.1.41. Prouver que la somme des séries
“+o0 “+o0
1 1
(@) > — et (b) o
n=1 n=1

est irrationnelle.

I11.1.42. Soit {e,} une suite dont les termes sont égaux a +1 ou —1. Prouver

+oo
que la somme de la série ) =t est irrationnelle.
n=1 "

I111.1.43. Prouver que la somme de la série

+oo n
(=1)

n=1

est irrationnelle pour tout entier k strictement positif.
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IT1.1.44. Soit {ny} une suite croissante d’entiers strictement positifs telle que

. g
lim ——— = +00.
k—+ocoNiNg ... NE—1

“+o0o
1 . .
Prouver que 2:1 o est irrationnel.
1=

I11.1.45. Prouver que si {n;} est une suite d’entiers strictement positifs telle
que
n

k—4o00o NN ... N1 k——o00 k—1

g

> 1,

+oo 1
alors 21 o est irrationnel.
1=

IT1.1.46. Soit {n;} une suite croissante d’entiers strictement positifs telle que
“+o0o

. k 1 . .
lim 2/n; = +o0o. Prouver que — est irrationnel.
koo k q kgl nk

“+o0o
I11.1.47. On consideére la série convergente »_ qu—", ol Pp, qn € N* et
n=1""

Pn Pn+1 > Pn
_ > —.
qn — 1 dn+1 — 1 An

On note A l'ensemble des entiers n pour lesquels I'inégalité ci-dessus est stricte.
+o0o

Prouver que Zﬁ est irrationnel si et seulement si 'ensemble A est infini.
n=1""

I11.1.48. Prouver que pour toute suite strictement croissante {nj} d’entiers

+oo
strictement positifs la somme de la série %L—:, est irrationnelle.
k=1 "
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II1.2. Séries a termes positifs

IT1.2.1. Déterminer si les séries suivantes convergent ou divergent :

W S (ER-VEE), 0 f(ﬂ>

— —\n*+n+1
+o0 +00 n(n+1)
) (2n — 3)! . n

(c) nz::z(zn—z)!!’ (d) ;<n+ 1> ’
[e%¢) +00

(e) Z(l—cos—) (f) Z(%—l)n7
n=1 n=1
+o0o

(g) > (Va-1), a>1.
n=1

I11.2.2. Déterminer si les séries suivantes convergent :

(a) io%ln<1+%>, (b) Z\F Zi

n=1
+oo 1 +oo 1
© D @) D
‘= n®—Inn = (Inn)""
+oo 1
() nlnn °
— (ln n) ninn
+oo +oo
I11.2.3. Soit > an et Y b, deux séries a termes strictement positifs vérifiant
n=1 n=1
a b
n+1 < n+1 pour 7 > no.
Qn bn
+oo +o0o
Prouver que si ) b, converge, alors Y a, converge aussi.
n=1 n=1
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I11.2.4. Déterminer si les séries suivantes convergent :

+oo p—2 o
() Y, b Y.
en! e"n!
n=1 n=1

I111.2.5. Déterminer pour quelles valeurs de « les séries suivantes convergent :

+00 too
(@) > (Va-1)", a>1, (b) Y (Vn-1)7,
n=1 n=1
400 1 n+1 a too 1\
: 1+ = - d 1—nsin— | .
(c) << +n> e> , (d) Z< nsmn)
n=1 n=1
ERCS)
II1.2.6. Prouver que si une série a termes positifs Z a, converge, alors
n=1
400
Z(a“”—l), otta>1,
n=1

converge aussi.

I11.2.7. Etudier le comportement (convergence ou divergence) des séries sui-

vantes :

(a) io i <Cos %)

n=1

—+00
alnn+b
(b) E echntd q,b c,d € R,
n=1

+oo 2n

(© > " a,b> 0.

— (n + (I)n+b (n + b)n+a?

“+o0o
I11.2.8. La série & termes positifs ) a, converge. Prouver que la série
n=1

+00
> /Gnant1 converge aussi. Démontrer que la réciproque est fausse. Cependant,

n=1
si la suite {a,} est décroissante, alors la proposition réciproque est vraie.
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+00 .
I11.2.9. On suppose que la série a termes positifs > a, diverge. Etudier le

n=1
comportement des séries suivantes :
+00 a
n
a b
(a) Z_: 1+ap
00 a
1 _n
(b) Z 1+ na,’
n=1
00 a
n
¢ —
( ) Z 14 n2an
n=1
00 a
@ D i
n=1 1+ an
+00
I11.2.10. On suppose que la série a termes strictement positifs > a, diverge.
n=1

On note {5, } la suite de ses sommes partielles. Prouver que

“+oo
G, .
E — diverge
Sn
n=1

et
“+00

2 : an
? converge.

n=1 "

IT1.2.11. Prouver que sous les hypothéses du probléme précédent, la série
—+00
>
B
i1 Ondn_1

converge pour tout 3 > 0.

I11.2.12. Prouver que sous les hypothéses du probléme IT11.2.10, la série

—+00
Qn

a
n=1 "

converge si a > 1 et diverge si o < 1.
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“+oo

I11.2.13. Démontrer que si la série a termes strictement positifs > a, converge
n=1
+o00
et sir, = Y  ap (n € N¥) représente la suite de ses restes, alors
k=n+1
+o0
(a) diverge,
n—2 Tn—1
+00 a
(b) - converge.
nZ:; VIn—1

I11.2.14. Prouver que sous les hypothéses du probléme précédent, la série
+00

> &
«a
Tn—1

n=2

converge si a < 1 et diverge si o > 1.

I11.2.15. Prouver que sous les hypothéses du probléeme II1.2.13, la série
+00

S Gpy1In? 7, converge.

n=1

+o00o
IT11.2.16. Soit Y a, une série a termes strictement positifs. On suppose que
n=1

) a
lim nln—— =g €cR.
n—+00 An+1

+00

Prouver que Y a, converge si g > 1 et diverge si g < 1. Montrer que ce test ne
n=1

permet pas de conclure si g = 1.

I11.2.17. Etudier le comportment des séries suivantes :

R | =1 L
(a‘) nz::l ﬁ ) (b) nz::l W ’ (C) nz::l glnn ’
+o00 1 +oo 1
@) Y a>0 () Yo, a>0
n=1 n=2
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I11.2.18. Discuter la convergence de la série
= 1 1
Z a1+§+...+;’ a> 0.
n=1

I11.2.19. Utiliser le résultat du probléme I11.2.16 pour démontrer le test de
Raabe (sous forme d’une limite).
Soit a, > 0 (n € N*) tels que

. a
lim n 1) =r
n——4o0o an+1
“+o00

Prouver que > a,, converge sir > 1 et diverge si r < 1.
n=1

I11.2.20. Soit {ay} la suite récurrente définie par

a1 =ax =1, apy1 =an+ —5 ap—1 pour n = 2.
n

p +oo
Etudier la convergence de la série ) ai
n=1

I11.2.21. Soit a1 et « des réels strictement positifs. On définit la suite récurrente
{a,} en posant

«
apy1 = ape” " pour n € N*,

+00
Déterminer pour quelles valeurs de « et 3 la série > a’ converge.
n=1

111.2.22. Déterminer pour quelles valeurs de a la série
+oo

n!
Z(a+1)(a+2)...(a+n)

n=1

converge.

I11.2.23. Soit a un réel strictement positif et {b,, } une suite strictement positive
convergente vers b. Etudier la convergence de la série

+o0 n

nla
nZ::l (a+0b1)(2a +b2)...(na+b,)’
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I11.2.24. Prouver que si la suite {a,} de réels strictement positifs vérifie

Gp41 —1 1 Tn

an n  nlnn

“+o0o
ou 7y, =T > 1, alors > a, converge. De plus, si
n=1
Ap41 1 Tn

—1- -
an n  nlnn

+00
ou v, <I' <1, alors > a, diverge. (Ce test est appelé test de Bertrand).

n=1

111.2.25. Utiliser les tests de Bertrand et de Raabe pour obtenir le critére de
Gauss suivant.
Si {a,} est une suite de réels strictement positifs vérifiant

an41 « 0
=1-=-
an, n o n
+00
o A > 1 et {0,} est une suite bornée, alors ) a, converge lorsque a > 1 et
n=1

diverge lorsque o < 1.

I11.2.26. Discuter la convergence de la série

fa(aﬂ)...(am—n BB+1)...(8+n—1)
n! Yy +1)...(y+n—-1)"

n=1

«, B et v étant des réels strictement positifs.

I11.2.27. Déterminer pour quelles valeurs de p la série

(s

n=1

converge.

I11.2.28. Démontrer le test de condensation de Cauchy.

+oo
Soit {ay} une suite décroissante de réels positifs. Prouver que la série ) a,
n=1
+oo
converge si et seulement si la série ) | 2"agn converge.
n=1
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111.2.29. FEtudier la convergence des séries suivantes :

+oo 1 +oo 1
8 — I _.
(a) nz:;n(lnn)o” (b) nz:;)n-lnn-lnlnn

I11.2.30. Démontrer le théoréme de Schiomilch (une généralisation du théoréme
de Cauchy donné en I11.2.28).

Si {gx} est une suite strictement croissante d’entiers strictement positifs telle
qu’il existe ¢ > 0 vérifiant gg11 — g < ¢(gx — gk—1) pour tout k € N* et si {a,}
est une suite positive strictement décroissante, alors

+o0 oo
Z an < +00 si et seulement si Z(ng — gk)ag, < +o00.
n=1 k=1

I11.2.31. Soit {a,} une suite strictement positive et décroissante. Prouver que
+oo

la série Y a, converge si et seulement si les séries suivantes convergent :
n=1

“+oo “+oo +00
(a) Z 3" agn, (b) Z na,z2, (c) Z n2a,s.
n=1 n=1 n=1

(d) Appliquer les tests précédents a l'étude de la convergence des séries du
probléme I11.2.17.

I11.2.32. Soit {ay} une suite strictement positive. Montrer que

I 1 1
lim (a,)™n < —
n—-+00 e

+o0o
implique la convergence de la série Y ay,.
n=1

I11.2.33.  Soit {a,} une suite strictement positive. Montrer que

[ 1
11m (nan) Inlnn < —
n—-+00 e

“+o0o
implique la convergence de la série ) ay,.
n=1
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I11.2.34. Soit {a,} une suite décroissante strictement positive telle que

2”a2n
<g< 1l
an
400
Prouver que ) a, converge.
n=1
+o00
IT1.2.35. Soit {a,} une suite décroissante positive. Prouver que si Y a,
n=1
converge, alors liI_IFl na, = 0. Prouver que cette condition n’est pas suffisante
Nn—-100

pour que la série converge.

111.2.36. Donner un exemple de série strictement positive et convergente pour

laquelle la condition lig—l na, = 0 n’est pas vérifiée.
n—-+0oo

+oo

I11.2.37. Soit ) ay une série convergente a termes strictement positifs. Donner
n=1

une condition nécessaire et suffisante & 'existence d’une suite strictement positive

{b,} telle que les deux séries
+oo +oo a
Z by, et b_n
n=1 n=1 "

convergent.

I11.2.38. Existe-t-il une suite strictement positive {a, } telle que les deux séries

“+oo “+oo 1
a t
S et Y
n=1 n=1
convergent.
I111.2.39. Montrer que
§ 1 1+4ap
n an
n=1

diverge pour toute suite strictement positive {a, }.
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I11.2.40. Soit {a,} et {b,} deux suites décroissantes tendant vers 0 telles que
+00 +00 +00
les séries Y a, et Y b, divergent. Que peut-on dire sur la convergence de Y ¢,
n=1 n=1 n=1
ou ¢, = min{a,,b,}?

“+o0o
IT1.2.41.  Soit {a,} une suite positive décroissante telle que ) %= diverge. On

n=1
pose

b, = min< a,, ————
n (O8] 1 ( ]) .
“+o00

b_n . .
Prouver que 21 n diverge aussi.
n—=

I11.2.42. Soit {a,} une suite strictement positive, bornée et croissante. Prouver

que
+o0
> (-a)
— Gp+1
converge.

I11.2.43. Soit {a,} une suite strictement positive, croissante et tendant

vers +00. Prouver que
—+00
ne1 Anp4-1

diverge.

I11.2.44. Soit {ay} une suite strictement positive et croissante. Prouver que

—+00

j : Un4+1 — An
Apy10%

ne1 n+1Up

converge pour tout a > 0.

111.2.45. Prouver que pour toute série divergente a termes strictement positifs

+oo +oo

> an, il existe une suite {c,} décroissante et tendant vers 0 telle que »_ anc,
n=1 n=1
diverge.
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111.2.46. Prouver que pour toute série convergente a termes strictement positifs

+oo +oo
> ay, il existe une suite {c,} croissante et tendant vers +oo telle que Y a,c,

n=1 n=1
converge.
+oo
I11.2.47. Soit > a, une série convergente a termes positifs. On appelle {r,} la
n=1
+00
suite de ses restes. Prouver que si > r, converge, alors lim na, = 0.
n=1 n—+00

I11.2.48. Soit {ay} une suite strictement positive tendant vers +oo. Que peut-
on dire concernant la convergence des séries suivantes :

+oo 1 +oo 1 +oo 1

(‘(L) Z a_n’ (b) Z alnn’ (C) Z qlnlnn ?
n=1"" n=1"" n=1""
. oo
I11.2.49. Etudier la convergence de Y a, pour
n=1

a1 =1, apy1 =cosa,, ne€N".

. too
I11.2.50. Soit p € R. Etudier la convergence de » a, pour

n=1

ap =1, apr1 =n Psina,, neN".

I11.2.51. On note {a,} la suite croissante des racines strictement positives de
. too
I'équation tanz = x. Etudier la convergence de la série ) a%
n=1 "

I11.2.52. On note {a,} la suite croissante des racines strictement positives de
. too
I'équation tan /x = z. Etudier la convergence de la série > i

n=1

I11.2.53. Soit a; € R%. On pose ap+1 = In(1 + a,) pour n € N*. Etudier la
“+o0o

convergence de la série ) ay.
n=1
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+oo
I11.2.54. Soit {ay} une suite strictement positive et décroissante telle que » a,

n=1
diverge. Montrer que

. ayp+az+...+ a1
lim =1
n—+oo ag +ayg+ ...+ asy,

111.2.55. On pose S =1+ % +...4+ % et on note k,, le plus petit des entiers k
positifs pour lesquels S, > n. Déterminer

lim kn—i—l

n—-4oo kn

I11.2.56. Soit A l'ensemble des entiers positifs dont 'écriture décimale ne
contient pas le chiffre 0.

(a) Prouver que . %converge.
neA

(b) Trouver toutes les valeurs de o pour lesquelles > n% converge.

neA
—+00
I11.2.57. Soit Y. a, une série a termes strictement positifs. On pose
n=1
In ai _

im =geR
n—+oo Inn I
Prouver que la série converge si g > 1 et qu’elle diverge si g < 1.
Donner des exemples montrant que ce critére ne permet pas de conclure dans
le cas ot g = 1.

I11.2.58. Prouver que le test de Raabe (voir le probléme I11.2.19) et le test
donné au probléme II1.2.16 sont équivalents. De plus, prouver que le critére
donné au probléme précédent est plus fort que les tests mentionnés ci-dessus.

. oo
I11.2.59. Etudier la convergence de la série > a, dont les termes sont définis
n=1

a =V2, ap= 2—\/2+\/2+...+\/§, n > 2.

n — 1 racines

par
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I11.2.60. Soit {a,} une suite décroissante tendant vers 0. Prouver que si la suite
de termes

(a1 — an) + (ag —ap) + ... + (ap—1 — ayp)

400
est bornée, alors la série ) a, converge.
n=1

I11.2.61. Trouver une suite {a,} dont les termes vérifient les conditions sui-
vantes :

a =g, ap = Api1 + Apio+ ... pour n €N
+oo
I11.2.62. Les termes d'une série convergente ) a, de somme S vérifient les
n=1

deux conditions
ap>ay>a3>... et 0<a,<apt1+anio+..., neN.

Montrer qu'il est possible d’écrire tout nombre s € |0, S| comme une somme finie

+oo
de termes de {a,} ou comme une sous-série (infinie) > an,, ou {ay,} est une

sous-suite de {ay}.

+o00o
I11.2.63. Soit Y a, une série dont les termes strictement positifs forment une
n=1
suite décroissante. Prouver que si tout nombre appartenant a ]0,S[, ou S est la
somme de la série, peut s’écrire comme une somme finie de termes de la série
+o00 +o00
> ap ou comme une sous-série (infinie) » an, ou {an, } est une sous-suite de
n=1 k=1
{an}, alors l'inégalité

Up < Gpy1 + Gpy2 + ...

est vérifiée pour tout n € N*,

+00
I11.2.64. Soit > a, une série divergente & termes strictement positifs telle que

n=1
hlf g—z =0,00 S5, =a1 +as+ ...+ a,. Prouver que
n—-—-+0oo

-1 —1 _
i a1S7" + a2S; +...+anSn1:

1.
n—+00 In S,
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I11.2.65. En utilisant le probléme précédent, prouver que

1+3+...+12
lim 2 no—1.
n—-+4o00 Inn
“+o0o
IT11.2.66. Soit > a, une série convergente a termes strictement positifs. Que
n=1

peut-on dire concernant la convergence de

§a1+a2+...+an ,

n
n=1

I11.2.67. Prouver que si {a,} est une suite strictement positive telle que
n 2n 400

% Y ar = > aj pour tout n € N* alors > a, < 2ea;.
k=1 k=n+1 n=1

111.2.68. Démontrer I'inégalité de Carleman :
+oo
Si {a,} est une suite strictement positive telle que la série > a, converge,
n=1
alors

—+00 —+00
E \"/al...an<e§ Q-

IT1.2.69. Prouver que si {a,} est une suite strictement positive, on a alors, pour
tout k € N*,

+00 1—i—oo n+k n
ZW...%%Z%( ) |
n=1 n=1

n

I11.2.70. Soit {a,} une suite strictement positive. Prouver que la convergence

“+o00
de la série L implique celle de la série
o impliq
n=1

n=1

—+00 n —2
> (T a
k=1
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+oo
I11.2.71.  Soit {a,} une suite strictement positive et croissante telle que > -
n=1 "
diverge. Prouver que
+o0o

1
Z na, — (n— 1)ay—1

n=2

diverge aussi.

I11.2.72. On note {p,} la suite croissante des nombres premiers. Etudier la
+oo
convergence de >
n=1

1

Pn’

111.2.73. Etudier la convergence de

+00 1

Z npn — (n - 1)pn—1

n=2

ol p, est le n-iéme nombre premier.

111.2.74. Evaluer

+oo
Z 1
kn+1

. k=2

lim

n—+4oo T 1
En

k=2

I11.2.75. Soit {ay} une suite vérifiant les conditions suivantes :

0<a, <1 pourtout n e N* et a; #D0.

On pose
Sp,=a1+...+a, et T,=85+...+5,.
—+00
Déterminer pour quelles valeurs de o > 0 la série ) Z& converge.
n=1 "

I11.2.76. Soit k € N* et {a,} une suite croissante strictement positive telle que

“+o0o
> ai converge. Prouver que les séries
n=1
—+00 —+00
In* an In*n
> et
n=1 fn n=1 An

sont toutes les deux convergentes ou toutes les deux divergentes.
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I11.2.77. Soit f: N* — R* une fonction décroissante et ¢: N* — N* une
fonction croissante telle que ¢(n) > n pour tout n € N*. Vérifier les inégalités

suivantes :

p(n)—1

> of

k=
w(n

[y

(F)
f (k)

k=p(1)-1

p(1)-1 n—1
< Y fR) 4D Flek) (plk +1) — (k) (1)
k=1 k=1
> flok)(p(k) —p(k —1)) (2)
k=2

I11.2.78. Prouver que, sous les hypothéses du probléme précédent, s’il existe ¢

tel que l'inégalité

flp(n)(pn +1) — p(n))

<g<l1

fn)

“+o0o
est vérifiée pour tout n € N*, alors Y  f(n) converge. D’autre part, si

fle(n)(p(n) — p(n —1))

n=1

>1 pour tout n € N*,

+00
alors Y f(n) diverge.
n=1

fn

111.2.79. Déduire du probléme précédent le test suivant sur la convergence ou
la divergence d’une série positive.

+oo
La série Y a, dont les termes forment une suite décroissante strictement

n=1

positive est convergente lorsque

et divergente lorsque

a9o2n, 1

lim —=g< -
n—+00 Oy g 2
. a2n 1

lim — =g¢g> —.
n—-+oo Ay I 2

I11.2.80. Déduire du probléme II1.2.78 le test suivant sur la convergence ou
la divergence d’une série positive (comparer avec le probléme I111.2.34).
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+oo
La série Y a, dont les termes forment une suite décroissante strictement
n=1
positive est convergente si

— 2Mao9n
lim @2 =g<1

n—-4oo an,

et divergente si
2”a2n

lim
n—+oo 0n

I111.2.81. En utilisant le probléme II1.2.77, prouver les critéres donnés
en I11.2.31.

I11.2.82. Démontrer le test de Kummer. Soit {a,} une suite a valeurs stricte-
ment positives.

(1) S'’il existe une suite {b,} strictement positive et une constante C' > 0 telles

que
a
by,—— —bpy1 = C  pour tout n € N*,
an41
+o0o
alors la série > a, converge.
n=1
+o00o
(2) S’il existe une suite {b,} strictement positive telle que 21 é diverge et
n—=
an *
bn, —bpy1 <0 pour tout n € N¥,
an+41
+o0o
alors la série Y a, diverge.
n=1

I11.2.83. Prouver que les tests du quotient de d’Alembert, de Raabe (I11.2.19)
et de Bertrand (I11.2.24) sont des cas particuliers du test de Kummer (I11.2.82).

I11.2.84. Prouver la réciproque du test de Kummer.
Soit {a,} une suite strictement positive.
+00
(1) Si > ay converge, il existe alors une suite {by} strictement positive et une

n=1

constante C' > 0 telles que
an

bn

- bn—i—l = C.
Ap41
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—+00
2) Si a,, diverge, il existe alors une suite {b, } strictement positive telle que
ge, p q

=1
oo
> 7 diverge et
n=1 "

a
bn—n - bn—i—l < 0.
an41

I11.2.85. Prouver les tests suivants sur la convergence ou la divergence d’une
série positive.

An+k

an =g

(a) Soit k € N* et {a,} une suite strictement positive telle que lil}_l
n—-roo

+00 too
Si g <1, alors Y a, converge et si g > 1, alors _ a,, diverge.
n=1 n=1

(b) Soit k € N* et {a,} une suite strictement positive telle que

+oo
lim n <“—" — 1) =g. Si g > k, alors > a, converge et si g < k, alors

n—-4oo An+k n=1

+o00o
> ay, diverge.
n=1

I11.2.86. Soit {a,} et {p,} deux suites réelles strictement positives. On sup-

1

+00
hm). Prouver que la convergence de ) a, implique celle de

n=2

pose que ¢, = O (
400 1

S oan .

n=2

II1.3. Le test intégral

IT1.3.1. Démontrer le test intégral suivant :
Soit f une fonction définie sur [1,+oo[, positive et décroissante. La série

+oo
21 f(n) converge si et seulement si la suite {I,}, I,, = [|* f(x) dx, est bornée.
=

IT1.3.2. Soit f une fonction strictement positive et dérivable sur R* telle que
1! soit décroissante et tende vers 0 a I'infini. Montrer que les séries

= X f(n)
nz:jlfm) et ;f(n)

soit convergent toutes les deux, soit divergent toutes les deux.
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IT1.3.3. Soit f une fonction définie sur [1,+oo[, positive et décroissante. On
pose

N N
SN:nz::lf(n) et IN:/l f(z)dz.

Prouver que la suite {Sy — Iy} est décroissante et que sa limite appartient a
I'intervalle [0, f(1)].

IT1.3.4. Prouver que les limites des suites
1 1
8 1+—-+4+...+—-=1
(a) tgt...+ - —ln
1 1 " dx

appartiennent a l'intervalle |0, 1.

111.3.5. Appliquer le test intégral pour étudier la convergence de la série donnée
en I11.2.29.

“+00

IT1.3.6. Soit > ay une série strictement positive et divergente. On suppose que
n=1

Sn=a1+...+ap, >1pour n > 1. Vérifier les affirmations suivantes :

+oo

Anp4-1 .
a —  d
(a) 25,1, iverge,
+o0 a
b —" __ converge.
(b) nZ::l S, In? S, &

IT1.3.7. Soit f une fonction définie sur [1,+o0[, strictement positive et décrois-

sante. Soit ¢ une fonction strictement croissante, dérivable et telle que p(x) > x

pour x > 1. Prouver que, s’il existe ¢ < 1 tel que W
+00

fisamment grand, alors Y  f(n) converge. Prouver aussi que la série diverge si

n=1
W > 1 pour z suffisamment grand.

< ¢ pour x suf-

I11.3.8. Soit f, g deux fonctions définies sur R , strictement positives et conti-
ntiment dérivables. On suppose de plus que f est décroissante.
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’ +o0
(a) Prouver que si lim (—g(:l:)f (z) —g'(:l:)) > 0, alors ) f(n) converge.

r—+00 n=1

(b) Prouver que si la suite de termes flnﬁda: n’est pas bornée et si

’ +oo
—g(x)é((;)) — ¢'(z) < 0 pour z suffisamment grand, alors > f(n) diverge.

n=1

I11.3.9. Soit f une fonction définie sur R* , strictement positive et contintiment
dérivable. Prouver que

D osi m (sl@ =
(a) si lim ( 0] ) > 1, alors Y. f(n) converge,

T—+00 n=1
' too
(b) si —ZJ{(S) < 1 pour z suffisamment grand, alors Y. f(n) diverge.
n=1

IT1.3.10. Soit f une fonction définie sur R , strictement positive et continfiment
dérivable. Prouver que

' +oo
(a) si lim <—f @ _ %) xlnz > 1, alors Y f(n) converge,

potoo \ T@) =
’ +too
(b) si <—J;((;)) - %) zlnz < 1 pour x suffisamment grand, alors >  f(n) di-
verge. =t

IT1.3.11. Prouver la réciproque suivante du théoréme énoncé en I111.3.8.
Soit f une fonction définie sur R* , strictement positive, décroissante et conti-
ntiment dérivable.

+00
(a) Si > f(n) converge, il existe alors une fonction g définie sur R, strictement
n=1

posiTcive et continiiment dérivable telle que

i (02 - @) >o.

T—+00 f(z)

+oo
(b) Si 3> f(n) diverge, il existe alors une fonction g définie sur R* |, strictement
n=1

positive et continiment dérivable telle que la suite de termes
o1
/ ——dz (neN7)
1
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ne soit pas bornée et telle que

f'(x)

flay ~9 <0

—g()

pour z suffisamment grand.

I11.3.12. Pour v > 0, étudier la convergence de la série

“+oo

Z 1
(hl n) (Inn)” *

n=2

111.3.13. Etudier la convergence de la série
>t

— T -
n=3 n1+ Inlnn ln n

IT1.3.14. Soit {\,} une suite croissante strictement positive et f une fonction
croissante strictement positive vérifiant la condition

+o0o 1
——dt < +00.
/Al tf(t)

Montrer que

<= An 1
> (1-55) o <+

n=1

I11.3.15. Prouver la généralisation suivante du test intégral.
Soit {\,,} une suite strictement croissante tendant vers +oo et f une fonction
définie sur [\, +00], décroissante et strictement positive.

(a) Sl existe M > 0 tel que A\jp41 — Ay, = M pour tout n € N* et si I'intégrale

+00
impropre | ; ° f(t) dt converge, alors la série Zl f(A) converge aussi.
n=

(b) Sl existe M > 0 tel que \p41 — A, < M pour tout n € N* et si I'intégrale

+oo
impropre | ; °° f(t) dt diverge, alors la série > f(\,) diverge aussi.
n=1

I11.3.16. Soit f: R} — R% une fonction dérivable de dérivée strictement po-
" = : A
sitive. Prouver que 21 Ty converge si et seulement si Zl —— converge.

n= n—=
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I11.3.17. On pose Injx = Inz et Inyz = In(lng_q2) pour k& > 1 et x suf-
fisamment grand. Pour n € N* on note ¢(n) 'unique entier positif tel que

1 <lIng,yn <e. La série

+oo 1

>

=, n(Inin)(Ingn)... (Iny(n) )

est-elle convergente ou divergente ?

I11.4. Convergence absolue. Théoréme de Leibniz

I11.4.1. Pour les valeurs données de a, déterminer si les séries sont absolument
convergentes, simplement convergentes ou divergentes :

+oo n
an
(a) §?<n+1> LaeR,

n=1

+oo a
) 3 (-1 W) o er,

n=2 n

+00 a
(¢) Z(—l)”sing, a €R,

n=1

+oo 2 n

1 a® —4a —8

1 R\ {-8,2
(d) ;n+1<a2+6a—16> ca € RA{=8,2),

00 nn
(e) Z?a a # 0,

n:la

+o00 Inn

1

(£) Z(—l)"%, a>0.

n=1

111.4.2. Pour a € R, étudier la convergence simple et la convergence absolue de

la série
“+o0 _
am 1
Z na* 1 +4+1Inn’
n=nq

ofl ng est un indice dépendant de a tel que na™ ! +1Inn # 0 pour n > n,.
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+00

I11.4.3. On suppose que la série > a,, dont tous les termes sont non nuls,
n=1

converge. Etudier la convergence de la série

+00 .
Z 1— S11 Ay,
anp )

n=1

+oo

IT1.4.4. La condition lim = = 1 implique-t-elle que la convergence de ) a,
n—oo T n=1
+00
soit équivalente a celle de ) b, ?
n=1
+o0 ) lan|+
I11.4.5. Soit Y a, une série semi-convergente!!). On pose p, = W et
n=1

“+o0o “+o0o
. Montrer que les deux séries > py, et > ¢, divergent.
n=1 n=1

_ lanl=as
2

n =

+00
I11.4.6. Soit > a, une série semi-convergente. On note { P, } et {Q,,} les suites

=1
" +00 +o00o
des sommes partielles des séries Y p, et > g, définies au probléme précédent.
n=1 n=1
Montrer que lim 5—" =1
n—oo *n

I11.4.7. Etudier la convergence simple et la convergence absolue de la série

oo (5]
e

I11.4.8. Pour a € R, déterminer si la série

+a>__1[¢ﬁ
o

converge absolument, converge simplement ou diverge.

(1'Une série est semi-convergente si elle converge simplement mais pas absolument. (N.d.T.)
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I11.4.9. Déterminer si la série
+oo (_1)[1nn]
n

n=1

converge absolument, converge simplement ou diverge.

I11.4.10. Pour k € N, on pose

+1 pour 2%F < n < 22K+
Er =
r —1 pour 22FL < < 22642,

Etudier la convergence des séries

+o0 c +o0 c
8 -l I E o
(&) n’ (b) ninn

I11.4.11. FEtudier la convergence de la série

S _ "L ini
D T

n=2

111.4.12. Etudier le comportement (convergence absolue ou convergence simple)
des séries suivantes :

+o0
(a) > (=" (Vn-1)",
n=1
+00
b)) > (=" (Va-1), a>1
n=1
+o00
() Y (=" (Vn-1),
n=1
+00 1 n
(d) (D" le=(1+=) |,
(e (3))
+00 1 n+1
(e) (-1)”( 14— —e).
> ((+3)
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I111.4.13. Pour a,b > 0, étudier la convergence des séries suivantes :

+o0o a
o Yy el

n=1

+o0 Inn
(b) Z(-l)”%.

n=1

+o0
I11.4.14. Soit 3. (=1)" '@, une série alternée vérifiant les conditions de la

n=1
regle de Lez’bm’z(2>, autrement dit, 0 < a,41 < a, pour tout n et liril ap, = 0.
n—-+0oo
T k-1
On note 7, le n-iéme reste de la série, r, = > (—1)"" " ai. Montrer que r, est
k=n+1

du méme signe que le terme (—1)"ay, 41 et |r,| < api1.

I11.4.15. Soit {a,} une suite tendant vers 0. Prouver que les séries

“+00 “+00
Z a, et Z(an + ant1)
n=1 n=1

convergent toutes les deux ou divergent toutes les deux.

I11.4.16. Soit {a,} une suite tendant vers 0. Pour a, b, ¢ tels que a + b+ ¢ # 0,
prouver que les séries

—+00 “+o00
Z a, et Z(aan + bap41 + cani2)
n=1 n=1

convergent toutes les deux ou divergent toutes les deux.

I11.4.17. Soit {a,} une suite a termes non nuls telle que lilf a, = a # 0.
n—-+0oo

Prouver que soit les séries

S i —an) et io( ! _$>

n=1 n=1 n+1

sont toutes les deux absolument convergentes, soit aucune ne converge absolu-
ment.

2)On conserve la terminologie anglophone qui correspond au critére spécial de convergence des
séries alternées. (N.d.T.)
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+oo
I11.4.18. Prouver que si la suite {nay,} et la série > n(a, — an4+1) convergent,
n=1
+oo
il en est alors de méme de la série > a,.
n=1

111.4.19. Soit {a,} une suite décroissante tendant vers 0. Etudier la convergence

de la série
J’_
i(_l)nﬂ ai+as+...+ay

n

n=1

I11.4.20. Déterminer pour quelles valeurs de a la série

= a a
g (—1)"n!sinasin = ...sin —

1 2 n
n—=

converge absolument et pour quelles valeurs elle diverge.

I11.4.21. Soit a, b et ¢ trois réels strictement positifs. Etudier la convergence de

la série

+oo n n

n b
> (v 2,
2

n=1

I11.4.22. Etudier la convergence des séries suivantes :
+00 +00

(a) Z(cosn)", (b) Z(sinn)”.

n=1 n=1

I11.4.23. Soit {a,} une suite strictement positive. Prouver que :

“+o0o

(a) si lim n (a“" — 1) > 0, alors Y (—1)" a, converge,
n—-00 e n=1
“+o0o
(b) si n(% —1) < 0, alors Y (—1)"a, diverge (en particulier, si
" n=1

lim n <“—" - 1) < 0, alors la série diverge).

n—-+00 An+1
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I11.4.24. Soit {a,} une suite strictement positive telle qu'il existe « € R, £ > 0
et une suite bornée {3, } vérifiant

a o
=14 —+ f—”ﬁ .
Q1 non
+00
Prouver que la série Y (—1)"a, converge pour a > 0 et diverge pour a < 0.
n=1
111.4.25. FEtudier la convergence de la série
+oo
nle”
n
Z(_l) nntp’ pPER.
n=1
+00
I11.4.26. Soit ) a, une série convergente et {p,} une suite strictement posi-

n=1
tive, croissante et tendant vers +oo. Montrer que

I aipr + agp2 + ... + anppn
11m

n—+00 Pn

=0.

I11.4.27. Soit {ay} une suite strictement positive, décroissante et tendant vers 0.

+oo
Prouver que si la série > a,b, converge, alors
n=1

lim a,(by +by+...+b,) =0.

n—-+4o0
+oo
I11.4.28. Soit o« € R*.. Prouver que si la série n converge, alors
+ q n 8¢,

n=1

. ap+ag+...+ay

lim =0.

n—-+o00 n

I11.4.29. Soit {ky} une suite strictement croissante d’entiers naturels. La série

+00 too
> ag, est appelée une sous-série de la série Y a,. Prouver que si toutes les
n=1 n=1

sous-séries d’une série convergent, la série est alors absolument convergente.
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+00
I11.4.30. Soit k,l des entiers vérifiant k > 1, [ > 2. La série convergente Y a,
n=1
est-elle absolument convergente si toutes les sous-séries de la forme
“+oo
Z O+ (n—1)l
n=1
sont convergentes ?
+o00o +00
111.4.31. Donner un exemple de série convergente . a, telle que . a3 di-
—1 =1
verge. " "
“+o0o
I11.4.32. Existe-t-il une série convergente »_ a,, telle que toutes les séries de la
n=1

+00
forme af, k étant un entier supérieur ou égal a 2, divergent ?
n=1

I11.4.33. Soit {ay,} une suite strictement positive et décroissante telle que la

+oo —+00
série Y a,, diverge. On suppose que la série ) e,a,, ol &, est égal & +1 ou —1,

converge. Prouver que

lim El-i-z’:‘Q-l-...-i-z’;‘n<O< Tm 51+€2+...+€n‘

n—-—+o0o n n—-+00 n

I11.4.34. Soit {ay,} une suite strictement positive et décroissante telle que la
+00

série Y epan, ou &, est égal & +1 ou —1, converge. Prouver que
n=1

lim ap(e;1+e2+...4+¢,) =0

n—-+00

(voir II1.2.35).

“+o0o
I11.4.35. Soit > by, une série convergente et {p, } une suite croissante telle que
n=1

“+o00
lim = 400 et L — 4o0. Prouver que
n—-+00 Pn ngl bn 1

b b b — b b b
lim P101 + p2b2 + ‘|’pnn<0< Tim P161 + p2bs + + Pnbn

n—-+00 n n—+00 n
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+o00o

I11.4.36. Dans la série harmonique ) %, on attache le signe « + » & p termes
n=1

consécutifs, puis le signe « — » a ¢ termes consécutifs, puis le signe « +» a p

termes consécutifs, etc. Démontrer que la nouvelle série converge si et seulement
sip=q.

I11.4.37. Prouver la généralisation suivante du théoréme de Toeplitz (voir I1.3.1
et I1.3.26).

Soit {¢p i 1 m, k € N*} un tableau de nombres réels. Pour toute suite conver-
gente {a,}, la suite transformée {b,,} définie par

+00
b= Cogar, n=1,
k=1
converge vers la méme limite si et seulement si les trois conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) ¢y p — 0 pour tout k € N*
7 n—4o0

.o +w
(i) > enrp=1,
k=1

(iii) il existe C' > 0 tel que, pour tout entier n strictement positif,
“+oo

> lenil < C.

k=1
IT1.5. Les tests de Dirichlet et Abel

I11.5.1. En utilisant les tests de Dirichlet et d’Abel®) | étudier la convergence
des séries suivantes :

= sin“n
NS DI
n=1

. too
) Test d’Abel : si la série . b, converge et si {a,} est une suite monotone et bornée, alors
n=1

—+oo
la série Y anbn converge. Test de Dirichlet : si la suite réelle {a,} est monotone et converge
n=1

—+oo
vers 0 et si la suite des sommes partielles de la série ) by, est bornée (les termes de cette série
n=1

—+ oo
peuvent étre complexes), alors la série Y anb, converge. (N.d.T.)
n=1
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X sinn 1 1
(b) > el R R RPRE el B

n=1
+o0o 2
1 n
C cos | m ,
(©) nz:; In?n < n+ 1>
“+o00 - nT
sin &*
(d) 747r , a>0.
Z @ + sin ”4

n=

“+o00 1
I11.5.2. La série . m

converge-t-elle 7
o Inlnn

I11.5.3. Pour a € R, étudier la convergence des séries

2

+oo . .
(a) Z sin(na) sin(n“a)

n

)
n=1
2

<X sin ) cos(n“a)
(b) Z .

IT1.5.4. Montrer que la série

Z cosn Sll’l 7’L(I

converge pour tout a € R.

+oo
IT11.5.5. Déterminer si la série > sin(na)

n=1

, a € R, est absolument convergente.

IT1.5.6. Prouver que pour a € R et n € N*,

" sin(ak
> =

k=1

< 2/

I11.5.7. Prouver que la série

—+00

» Arctann

n=1

converge.
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I11.5.8. Pour x > 1, étudier la convergence de la série

f(—l)” Vi

n

II1.5.9. Prouver le lemme de Kronecker suivant.
+o00o
Soit Y a,, une série convergente et {b, } une suite croissante tendant vers +oo.
n=1
On a alors

+a3ak 1 n
(a) ]; 5 = O <E> , (b) ;akbk =0(by).

+00
IT1.5.10. On suppose que la série > nc, converge. Démontrer que pour tout
=1
+0o0 "
n € N* la série > (k + 1)cp4x converge aussi. Prouver de plus que si ¢, =
k=0
+o00

> (k+ 1)eptk, alors lim ¢, = 0.
k=0 oo

—+00
IT1.5.11. On suppose que les sommes partielles de la série Y a, forment une
n=1

—+00
suite bornée. Prouver que si la série > |b, — by41| converge et si liril b, = 0,
n=1 n—10o0

400
alors la série > a,bf converge pour tout k € N*.

n=1
+o00o +00
I11.5.12. Prouver que si »_ (b, —by+1) est absolument convergente et si Y a,
n=1 n=1

+oo
converge, il en est alors de méme de la série > apby,.

n=1
+00
IT1.5.13. Prouver, en utilisant le test d’Abel, que la convergence de ) a, im-
n=1

“+o0o
plique celle de la série > anz™ pour |z| < 1.
n=1
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IT11.5.14. Pour une suite {a,} donnée, prouver que si la série de Dirichlet

—+00
Qn
ne

n=1

converge en x = xg, elle converge alors pour tout x > xg.

+00
ITI.5.15.  Prouver que la convergence de la série de Dirichlet ) %2 implique
n=1
celle de la série
“+oo

nla,
;x(wﬂ)...(“n)a z ¢ 7.

+oo
I11.5.16. Prouver que si la série . a,z™ converge pour |z| < 1, alors
n=1

+0o0 n
Y anpTiw converge aussi.
n=1

+oo

I11.5.17. La série convergente » a, est-elle absolument convergente si toutes
n=1

ses sous-séries de la forme

+oo
> apm, k1,122
n=1

convergent ?

I11.6. Produit de Cauchy de séries

IT1.6.1. Démontrer le théoreme de Mertens.

+o0o +00
Si les deux séries > an et > b, convergent et une au moins converge
n=0 n=0
+oo
absolument, alors leur produit de Cauchy (c’est-a-dire la série > ¢,, ou
n=
+o0 +af
¢n = agby + a1by—1 + ... 4+ apby) converge. De plus, si Y a, =Aet > b, =B,
n=0 n=0

+00
alors ) ¢, = AB.

n=0
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IT1.6.2. Trouver la somme des séries

+oo
(a) Zn:z:"_l, lz| <1,
n=1

+oc0o n
(b) ch, ol ¢, = Zxky”_k, x| <1, |y| <1,
n=0 k=0

—+00 n
o 1
(c) ;C”’ ot = ; Kk +D)(n—k+ D

I11.6.3. Ecrire le produit de Cauchy des séries suivantes et calculer sa somme.

2 on =1
() Do et X g
n=0 n=0
+oo 1 +oo 1
(b) Z (-1)" n et Z 3n
n=1 n=1
400 oo
(€)Y (n+DLa"™ et > (-1)"(n+1)a"
n=0 n=0

+00
I11.6.4. Soit Y a, une série convergente. On pose A, = ag + a1 + ... + ap.

n=0
+00
Prouver que la série > A,z" converge pour |z| <1 et
n=0

+00 +00
Zanx” =(1-=x) ZAnx”.
n=0 n=0

2n

+o0o
I11.6.5. Trouver le produit de Cauchy de la série Y (—1)" L, z € R, par

n=0 (nD2’
elle-méme.

n
Indication : utiliser [’égalité (2) =
k=0

()-
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IT1.6.6. Vérifier la proposition suivante pour a > 0 et || < 1 :

1 X@n-—1D1  an 2n—1 o
<5+n§ @)l 'a+2n> (HZ )
1 <1+§:°(a+1)(a+3)...(a+2n—1)xn>'

n=1 (a+2)(a+4)...(a+2n)

IT1.6.7. Démontrer le theoreme d’Abel suivant.

+00
Si le produit de Cauchy Z ¢n de deux séries convergentes Y. a, = A et
0 0
too n= n=
>~ b, = B converge vers C, alors C' = AB.
n=0
I11.6.8. Prouver que la série
+00
2 1
A 14 = -
> (e ge3)
n=1
: B .
est le produit de Cauchy de la série ) ——— par elle-méme et trouver sa somme.

n=1

_1)n71

v

B oo
I11.6.9. Etudier la convergence du produit de Cauchy de la série > (

n=1

par

elle-méme.

I11.6.10. Prouver que si parmi deux séries strictement positives, une au moins
est divergente, alors leur produit de Cauchy est divergent.

I11.6.11. Le produit de Cauchy de deux séries divergentes est-il nécessairement
divergent 7

+00
I11.6.12. Prouver que le produit de Cauchy de deux séries convergentes » a,
=0
+o0 !
et > by, converge si et seulement si
n=0

lim Z ak(bn +by 14+ ...+ bn—k:-i-l) =0.

n—-+o0o
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I11.6.13. Soit {a,} et {b,} deux suites positives, décroissantes et convergentes

+00 +00
vers 0. Démontrer que le produit de Cauchy des séries Y (—1)"a, et > (=1)"b,
n=0 n=0
converge si et seulement si

lim a,(bp+b1+...+b,) =0 et lim b,(ap+ay+...+a,) =0.

n—-400 n—-—+oo

111.6.14. Montrer que le produit de Cauchy de

+oo n +oo n
(-1 (-1)
E_l e et E_l pvca a, >0,

converge si et seulement si o + 3 > 1.

I11.6.15. Soit {a,} et {b,} deux suites positives, décroissantes et convergentes
+oo
vers 0. Prouver que la convergence de la série > apb, est une condition suffisante
=0
" +oo +oo
pour la convergence du produit de Cauchy des séries > (=1)"a, et > (—=1)" by,
=0 =0
Yoo X n n
et que la convergence de Y (anb,)' T
n=0
saire a la convergence de leur produit de Cauchy.

pour tout a > 0 est une condition néces-

II1.7. Réarrangement de séries. Séries doubles

IT1.7.1. Soit {my} une suite strictement croissante d’entiers strictement positifs.
On pose

b1:a1—|—a2+...—|—am1, bgzam1+1—|—am1+2+...—|—am2,

+oo +oo
Prouver que si la série Y a, converge, alors la série Y b, converge aussi et les
n=1 n=1

deux séries ont la méme somme.

IT1.7.2. On considére la série

+o0 n—1
. - —1
obtenue en réarrangeant les termes de la série Y %
n=1
terme positif soit suivi de deux termes négatifs. Trouver la somme de cette série.

de sorte que chaque
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+00
II1.7.3. On réarrange les termes de
n=1
termes positifs alternent avec des blocs de 3 termes négatifs, soit

(_17):_1 de sorte que des blocs de «

lyiy4 o r 1, 1
3 20—1 2 4 28 " 2a+1 2a+3 4o —1
1 1 1
Gz Wi mt

Trouver la somme de la série réarrangée.

ITI1.7.4. Montrer que

—+00

n—1
I11.7.5. Trouver un réarrangement de la série (_17)1 qui double la valeur
n=1
de sa somme.
Tt . -
ITI.7.6. Réarranger les termes de ) ~——— pour obtenir une série divergente.

n=1

I11.7.7. Etudier la convergence de la série

11 111
I+ —=——+—=4+—=——+...
V3 V2 V5 VT V4

obtenue en prenant alternativement deux termes positifs et un terme négatif de

+o0 ( 1)”7 1
la série e
ngl vn

IT1.7.8. Prouver que tout réarrangement d’une série absolument convergente est
convergent et a la méme somme que la série initiale.

II1.7.9. Soit f: R} — R’ une fonction décroissante tendant vers 0 lorsque x
tend vers +oo telle que la suite {nf(n)} tende vers +00. On note S la somme de

+oo .
la série S (=1)""! f(n). Etant donné [, trouver un réarrangement de cette série
n=1

qui converge vers S + [.
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II1.7.10.  Soit f: R} — R’ une fonction décroissante et tendant vers 0 lorsque
x tend vers +oo telle que lim nf(n) = g, g € R%. On note S la somme de la
n——+00

+oo .
série 3. (=1)""! f(n). Etant donné I, trouver un réarrangement de cette série qui
n=1

converge vers S + .

+o00
IT1.7.11. Reéarranger les termes de 21 (—1)" ! L (p €0,1[) pour augmenter
n—
sa somme de [.
+o0 (_1)n—1
IT1.7.12.  Pour a > 0, trouver un réarrangement de ) ~—-—— dont la somme
n=1

est égale a In2 + %lna en utilisant I111.7.10.

I11.7.13. Est-il possible d’accélérer par un réarrangement la divergence d’une
série divergente dont les termes sont positifs et forment une suite décroissante ?

+00
IT1.7.14. Soit ) a, une série divergente a termes positifs tels que lirf an = 0.
n=1 n—-+00

Démontrer qu’il est possible de ralentir arbitrairement la divergence de cette sé-
rie par un réarrangement, autrement dit, que pour toute suite {Q,,} strictement

+00
croissante vérifiant 0 < Q1 et lim @, = +00, il existe un réarrangement »  ay,
n—-+o0o k=1

tel que
apy, +apy + ...+ ap, <Qp pour m e N

IT1.7.15. Soit {r,} et {s,} deux suites strictement croissantes d’entiers stric-
tement positifs n’ayant pas de termes communs et telles que tout élément de N*

400 —+00
se trouve dans 'une des deux suites. Les deux sous-séries a, et as sont
Tn Sn
n=1 n=1

+00
appelées des sous-séries complémentaires de > a,. On dit que le réarrangement
. . n:1 .
déplace les deux sous-séries complémentaires 1'une par rapport a 'autre si, pour
tout couple d’entiers m et n tel que m < n, le terme a,,, précéde le terme a,,, et le

terme ag,, précéde le terme ag,. Prouver que ’on peut réarranger les termes d’une
+00

série Y a, semi-convergente par un déplacement des deux sous-séries formées res-
n=1

pectivement des termes positifs et négatifs pour donner une série semi-convergente

dont la somme est égale & un réel donné.
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+oo +oo
II1.7.16. Soit > a,, un réarrangement d’'une série semi-convergente » . ay,.
k=1 n=1
+o0 +o0
Prouver que si {n; — k} est une suite bornée, alors ) an, = Y an. Que se
k=1 n=1

passe-t-il si la suite {ny — k} n’est pas bornée ?

+o0 too
II1.7.17. Soit ) ap, un réarrangement d'une série semi-convergente » a,.
k=1 n=1
+oo +oo
Prouver que ) a,, = ). a, si et seulement s'il existe N € N* tel que tout
k=1 n=1

ensemble {n; : 1 < k < m} soit 'union d’au plus N blocs disjoints d’entiers
consécutifs.

IT1.7.18. On associe a un tableau infini de réels {a; 1}, ¢ € N*, k € N*, une série
“+o0o

double ) a;j. On dit que la série double converge vers S € R si, étant donné
ik=1

e > 0, il existe ng € N* tel que

|Spm — S| <€ pour m,n > no,

On écrit alors

+oo
S= lm  Spn= Y ik

m,n—-+o0o
i,k=1

+o00 +oo
On dit que ) a; est absolument convergente si »_ |a; )| converge. On note
i k=1 i k=1
que les termes d’un tableau infini (a; ); ken+ peuvent étre ordonnés pour former
+o0o
une suite {c,}. La série correspondante »_ ¢, est appelée un ordonnancement
n=1
+o00
de Y a;) en une série simple. Prouver que si un ordonnancement d’une série
i k=1
double converge absolument, alors la série double converge (absolument) vers la
meéme somme.
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+00
II1.7.19. Prouver que si la série double ) a; ) est absolument convergente,
ik=1
+oo
alors tous ses ordonnancements Y ¢, convergent et
n=1
Z Qi = Z Cn-
i,k=1

I11.7.20. Prouver qu’une série double absolument convergente est convergente.

+o0 /400
II1.7.21. La série itérée ) <Z ai,k> est absolument convergente si

+oo /+0o0 +oo /+0o0
Yo > laik| ) converge et de méme pour ) Z a; |. Prouver quune série
i= k=1 k=1
itérée absolument convergente est convergente.

+00
I11.7.22. Prouver que si la série double ) a; ) est absolument convergente,
ik=1
alors les deux séries itérées
+oo /400 +oo /400
D | 2 ain| et D ek
i=1 \k=1 k=1 \i=1
sont absolument convergentes et
+oo +oo /400 +oo /+o0o
D ain=3 (D an] =2 | X au
ik=1 i=1 \k=1 k=1 \i=1

I11.7.23. Prouver que si une des quatre séries

—+00 “+oo “+oo “+oo “+oo

D laiels (Dl | Do D el |
i,k=1 i=1 \k=1 k=1 \i1=1

“+oo

Y Uanal + lan—12] + lan—as] + ... + |a14])

n=1
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converge, alors les quatre séries

—+00 400 /H4oo 400 /H4o0
E Q5 ks E ik | E ik |
1 =1

ih=1 =1 \k— k=1
“+o00
E (an,1 + an—12+an—23+...+a1,)
n=1

convergent vers la méme somme.

I11.7.24. Calculer
+o0 1

ZO nkl(n+k+1)

n,K=

I11.7.25. Trouver

400 1
n%;l nk(n+k+2)

IT1.7.26. Montrer que

i’f nlk! 2
n,k:O(n+k+2)! 6

I11.7.27. Pour 0 < x < 1, on considére le tableau infini

Prouver qu’une seule des séries itérées associées a ce tableau converge (pas abso-
lument).

I11.7.28. Etudier la convergence des séries doubles suivantes :

too
(a) Z gy on x|, |yl <1,
i,k=0
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“+oo

1 .
(b) Z agd ou «,03>0,
i,k=1
+oo 1
> S — ) > 0.
O X o

IT1.7.29. Trouver la somme des séries doubles suivantes :
+00

1
(‘d) Z Nk ou p > _17
ihme (P +1)
00 1
(b) ;
RN
400 1
(c) _—.
%::1 (4 — 1)
I11.7.30. Etant donné un tableau infini (bi k)i ken+, prouver qu'il existe une
+o00o
unique série double ) a; telle que
ik=1
m n
Sm,n = Z Zai,k = bm,na m,n € N*.
i=1 k=1

IT1.7.31. En prenant

; 1 1
k .
bi7k:(—1)l+ <§+2_k>’ Z,k‘:1,2...
dans le probléme précédent, étudier la convergence de la série double correspon-

+oo
dante ) a;p.
ik=1

oo |
I11.7.32. Montrer que la série double Y z?* est absolument convergente si

i1
|x| < 1. Utiliser ceci pour prouver que
—+o0 “+o0 ZL‘k 400 400 xn2 400 5
Dot =) g2t =2y o)
ik=1 =1 7 n=1 e T n=1

ou A(n) représente le nombre de diviseurs positifs de n.
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+oo .
I11.7.33. Montrer que la série double Y iz’* est absolument convergente si
ik=1
|z| < 1. Prouver de plus que
+oo +oo kxk +oo
s ik _ n
2 =) =D o,
i,k=1 k=1 n=1

ou o(n) représente la somme des diviseurs positifs de n.

+00
I11.7.34. On note {(p) = 3. =5, p > 1, la fonction zéta de Riemann. On pose

np>
n=1
00 1
S= —=Cp)-1 p>1
n=2
Prouver que
+o0 +oo 1
(1) D S=1, (b)) X (1S =3

p=2 p=2

II1.7.35. Prouver le théoréeme de Goldbach suivant.
Si A={k":mk=23,...} aors 3 —L1-=1.

n—1
neA

IT11.7.36. On note ¢ la fonction zéta de Riemann (voir I11.7.34). Prouver que
pour tout entier n > 2,

C(2)C(2n —2) +C(4)C2n —4) + ...+ C(2n —2)C(2) = <n+ %) ¢(2n).

IT1.7.37. En utilisant le résultat du probléme précédent, trouver la somme des

séries
+ 00
E — e —.
6 ZE: 8
n n
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II1.8. Produits infinis

ITI.8.1. Trouver la valeur de
+00 too 3
1 n° —1
(‘(L) H <1 — ﬁ) s (b) H m,

n=2 n=2

+oo
x T
f * 2m(— k) N* k€ Z,
(c) gcoszn x # 2—1— T),mée €

“+oo “+00
2

(d) chh2 , z €R, (e) 1_[0(1+x ), Jz] <1,

+o00 1 400 (—yn
! 1 g " ,
0 M) @ e

en In

|

I11.8.2. Etudier la convergence des produits infinis suivants :

W I (5. v I (+h).

n=2 n=1
+00 1
(c) H <1 - E) .
n=2
+00
IT1.8.3. Soit ay, = 0, n € N*. Prouver que le produit infini [] (1+ a,,) converge
=1
+00 "
si et seulement si la série ) a,, converge.
n=1
+o00o
I11.8.4. Soit a, > 0, ap, # 1 (n € N*). Prouver que le produit infini [ (1 —ay)
=1
+o00 "
converge si et seulement si la série ) a, converge.
n=1
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I11.8.5. On pose

! + ! ! e N*
g1 = —= + —, Qg = ———=, N .
“+o0o “+o0o
Montrer que le produit infini [] (14 ay) converge bien que la série Y a,, diverge.
n=1 n=1

I11.8.6. Etudier la convergence des produits :

+oo 1 +oo 1
8 — s in —
(a) Hcosn, (b) Hnsmn,
n=1 n=1
5. (7 1 = 1
: t -+ — d In{1+—
o Tlan(5+3). @ IIom(1+7).
n=1 n=1
+00 Too
@ IT v, 0TI va.
n=1 n=1
+00
IT1.8.7. On considére la série convergente »_ a,. Prouver que le produit infini
=1
+-00 ! too
[T (1 +a,) converge si et seulement si la série > a2 converge. Prouver aussi que
=1 =1
n o +K}"
si la série Y. a2 diverge, alors le produit [] (1 + a,) diverge vers 0.
n=1 n=1

IT1.8.8. Soit {ay} une suite décroissante tendant vers 0. Prouver que le produit
+00 too

IT (14 (=1)"ay,) converge si et seulement si la série > a? converge.

n=1 n=1

+o0

IT1.8.9. Prouver que le produit [] <1 + (—1)"Jrl ﬁ) diverge bien que la série
n=1

+00

ngl (=)™t ﬁ converge.

I11.8.10. Démontrer que si les séries

00 1 00
> (m-gat) o Lol

n=1 n=1
“+o0o
convergent toutes deux, le produit [] (1 + a,) converge alors aussi.
n=1
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“+o00
IT1.8.11. La convergence du produit [] (1 + ay) implique-t-elle celle des séries

n=1
+o0 +o0o
S anet > a2?
n=1 n=1

Indication : considérez le produit

1 ! 1+ ! + ! 1 ! 1+ ! + !
20 20 22a 3 3o 32(}, I

5 L 1
ou 3 < o< 5-

IT1.8.12. Prouver la généralisation suivante du résultat donné en I11.8.10. Pour
k > 2, si les deux séries

= 1 (-t e
Z an—ﬁai—i-...—i-Tan et Z\an\Jr

+o0
convergent, le produit [] (1 + a,) converge alors aussi.
n=1
“+oo “+o0o
I11.8.13. Prouver que la convergence de [] (1 + a,) et de Y. a2 impliquent
—1 =1
oo n n
celle de > ap.
n=1
+o0 +o0
I11.8.14. Prouver que si les produits [ (1+ay) et [ (1—ay) convergent, alors
—1 =1
oo oo n n
les deux séries Y. a, et . a2 convergent aussi.
n=1 n=1

IT1.8.15. Soit {ay} une suite décroissante tendant vers 1. Le produit

ay-—-ag:-—-as...
az aq

est-il toujours convergent 7
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+o0 +o0

I11.8.16. Soit [] ay, et [] b, deux produits convergents a facteurs strictement
n=1 n=1

positifs. Etudier la convergence de

+00 too
(a)  JJ(an+bn), (b) ]
n=1 n=1
+oo +oo a
() IT anbn, (d) =
n=1 n=1 "

I11.8.17. Montrer que pour z, € ]O, 5 [, n € N*/ les produits

+00 +oo .
sin z,
H cosx, et H
T
n=1 n=1 n
+00
convergent si et seulement si la série ) 33% converge.
n=1
+00
ITI.8.18. Soit Y a, une série convergente a termes strictement positifs. On
n=1

note S, sa n-iéme somme partielle. Montrer que

00 a 00
a1H<1+Sn >=Zan.
n=2 n n=1

-1

+00
IT1.8.19. Prouver que si le produit infini [[ (1+ay,), a, > —1, converge vers P,
n=1
alors la série
+00
2 -
— (I+a)(l+az)...(1+ay)

converge aussi. De plus, si S est sa somme, alors S =1 — %.

I11.8.20. On suppose que le produit infini

+o00
H(l +ay), ou a,>0,n¢cN"
n=1
diverge. Prouver que
400
> s =1
— (I+a)(l+az)...(1+ay)
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IT1.8.21. Montrer que
00 n

Z(1+x)(1+x2)...(1+xn)

n=1

=1 pour x>1.

“+o00

I11.8.22. Soit a, # 0 pour n € N*. Prouver que le produit infini [] a, converge
n=1

si et seulement si le critére de Cauchy suivant est vérifié. Pour tout € > 0, il existe

un entier ng tel que
lanani1 ... apyr — 1] <€

pour tout n > ng et k € N*.

IT1.8.23. Pour |z| < 1, vérifier la proposition suivante :

—+00

[Ta+2m)=— :
n=1 H (1 _ xQn—l)

1

n=1
+oo +o0
I11.8.24. Le produit ] (1 + ay) est absolument convergent si [] (1 + |an|)
=1 =1
n oo n
converge. Prouver que le produit [] (1 + a,) est absolument convergent si et
=1
+oo §
seulement si la série ) a, est absolument convergente.
n=1
+o0
I11.8.25. Prouver qu’un produit [](1 + a,) absolument convergent est
n=1
convergent.
+o0
I11.8.26. Prouver que si le produit [] (1+ay) est absolument convergent, alors
n=1
+oo +oo +oo
H(l—i—an) = 1+Zan+ Z Uy Gy
n=1 n=1 ni,na=1
ni<ng
+oo

+ ...+ Z ApyGpg « - Gy + .o

ni,ng,...,np=1
np<ng<...<ng
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+o0
I11.8.27. Soit [] (1 + ay) un produit absolument convergent. Prouver que le
n=1

+o00

produit [] (1 4+ anx) est absolument convergent pour tout x € R et peut étre
n=1

développé en une série absolument convergente,

—+o0 —+o0
H(l +apz) =1+ ZAka:k,
n=1 k=1
ou
—+o00
A = Z Qpy Qg - - - Ay -

niy,na,...,np=1
ni<n2<..<ng

I11.8.28. Etablir I'égalité

+oo +oo q"("2+1)
H(1+q”aj):1+z 5 ", gl < 1.
ookt —(l=-qg1—¢*)...(1—gq")
111.8.29. Vérifiez I'identité
+oo +oo qn2
1+¢" e) =1+ a", gl < 1.
1 D W ey
+o0o
IT1.8.30. Soit > a, une série absolument convergente. Prouver que si z # 0,
n=1
alors
+o0 a —+o0 1
1+ a,x <1+—”):B +Y By a"+—],

ou B, = A, + AlAn+1 + AgAn+2 —+ ... (n S N) et

+o0 +o0
[T +anz) =A0+> Apa®  (voir 111.8.27).
n=1 k=1

I11.8.31. Pour |¢| <1 et x # 0, établir I'identité

+oo +oo g1 = 1
M-I @+ ) <1+ - > =14+> ¢ (x”+x—n>
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I11.8.32. Vérifier les propositions suivantes pour |g| < 1 :

+oo +oo
n=1 n=1
“+oo “+oo

m JTa-) I+ =1+2 Z ¢,
n=1 n=1 n=1
+oo +oo +00

(c) H (1— q2") H (1+ q2n)2 =1+ Z qn2+n.
n=1 n=1 n=1

I11.8.33. Pour = > 0, on définit la suite {a,} en posant

1 n Sar—k
a; = ,  Qp = , n>1.
YTt "zt kl:Il x+k
+00
Prouver que la série ) a, converge et trouver sa somme.
n=1
+o0
I11.8.34. Prouver que si le produit infini [] (14-ca,) converge pour deux valeurs
n=1

distinctes de ¢ € R*, il converge alors pour tout c.

IT1.8.35. Prouver que si la série
“+oo n
o[l 6 1)
n=1 k=0
converge en r = g, xo ¢ Z, elle converge alors pour tout x.

IT1.8.36. On note {p,} la suite croissante des nombres premiers.
(a) Prouver la formule de produit eulérien suivante :
()5
1——> = — pour x> 1.
n=1 pﬁ n=1 ne

+oo
(b) Prouver que la série Z - diverge (comparer avec 111.2.72).
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230

I11.8.37. En utilisant la formule de Moivre, établir les identités
+00 xQ
a inx = 1- ——
(a) sin 33};[1 < n27r2> )

e T (1 ).

n=1

I11.8.38. Prouver la formule de Wallis en utilisant le résultat du probléme pré-

cédent :
(2n)!!

lim —— -2 /x
N sy Y A

111.8.39. Etudier la convergence des produits

+00 x .
(a) H<1+5)e R,
n=1
)
(b) - =z>-1
el B ol
+o00
I11.8.40. Prouver que le produit infini [] (1 + a,) est absolument convergent
n=1

si et seulement si tout réarrangement de ses facteurs ne change pas sa valeur.

I11.8.41. Trouver la valeur du produit

() (e ) ) (o)

4-00 n

obtenu en réarrangeant les facteurs de [] (1 + %) de telle sorte que des blocs
n=2

de « facteurs plus grands que 1 alternent avec des blocs de § facteurs plus petits

que 1.

I11.8.42. Prouver que I'on peut réarranger le produit infini convergent mais

+00
pas absolument convergent [[ (1+ay,), a, > —1, pour donner un produit dont la

valeur soit un réel strictement positif donné ou pour donner un produit divergeant
vers 0 ou vers +oo. (Comparer avec I11.7.15.)



SOLUTIONS

Solutions

IT1.1. Sommation de séries

IT1.1.1.
(a) Onaa; =S1=2eta, =S, —Sp_1= —m, n > 1. On obtient donc
+00
la série 2 — m dont la somme est égale a S = hm Sy = 1L
n=2 n—+00

—+o00
(b) Comme dans la solution de (a), on obtient a, = 5, Z_: =

(¢) Par un argument semblable, on a a, = Arctann — Arctan(n — 1), d’ou

+oo
— 1 _ 1 1 _m
tana, = e DOIlC, Ap = Arctan Pl €l g lArCtan P — 3°
n=

(d) a1 = -1, ap, = (-1)" HQ(Z 17 pour n > 1. De plus,

n(n—1)
I11.1.2.
(a) On a a, = n% — (n+1)2 Donc, S, =1 — @ +1)2 et S = ngman = 1.
A _ 1 1 1 _ 1 1
(b) De méme, a, 1— §<(2n_1)2 — (2n+1)2), S, = §<1—W> et
= lim §,=3

(c) ap = VI v”;1.Donc, Sn:\/%etS— hm Sp = 1.

(d) an:%<ﬁ 2n+1> Donc, S = lim Sn:%.

n—-+00

_ Vntl-vn _ 1 L_ Donc, S= lim S, =1.

n—-4o0o

(e) an = V/n(nr1) n

3
;‘
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I11.1.3.
(a)
Sp,=Inl—-In4+mn2+n4—Inl—-In7+n3+In7—1n2
—In10+...4lnn+InBn—-2) —In(n—1) —In(B3n + 1)

n—+1
n+4°

+In(n+1)+InBn+1)—lnn—In(3n+4) =1In

Donc, S = In %
(b) S=1In2.
I11.1.4.

(a) On a
1

= n+m)

1 1
E(n(n—i—l (n+m-1) (n+1)(n+2)-~-(n+m)>'

PREN _ 1 1
D Ou7 =T 1><2>< ~m n+1)(n+2)---(n+m)) et S = W
(b) Puisque a, = (%— n+m> S=Ll@a+i4+...431).
(¢) On a
n? 2 1

m+D)n+2)n+3)(n+d nm+Dn+2) n+3)(n+4)

3 _< 1 3 1 >
2 \(n+1)(n+3) (n+2)(n+4)
(o )
4 \(n+1)(n+4) n+2)(n+3))°

Comme en (b), aprés un calcul simple, on obtient S = 2.

+

II1.1.5.

(a) Pour n > 5, on a

S ™ + T + T + ™ + T
ln — ln — ln — ln — ln =
— ST T30 TR g T M g TG

(b) On remarque que 0 < —22_ < 1 pour n € N*. Donc, S = 0.

n—Inn

232



SOLUTIONS

IT1.1.6. Puisque a, = sin Qn% cos Qn% = % (sin %%1 — sin 2%), on voit que

S:%sinl.

I11.1.7. On remarque que

1 1 n n—1 1
i +n2+1) 2 ((n—l—l)!((n—l—l)n—l—l) " nln(n—1)+1) - (n+1)!> '
Donc,
2\ (n+ DI ((n+1)n+1) — (k+1)!

et, d’aprés I1.5.6, on obtient S = lim S, = %e.

n—-4o0o

I11.1.8. On note que pour n > 1, on a

1 (2n+1)-1

2 3x5x--x(2n+1)

1 1 B 1

S 2\3x5x--x(2n—1) 3x5x---x(2n+1)

an

et a; = % Il s’ensuit que

g L, 11 1
"3 2\3 3xb5x---x(2n+1))’

ce qui implique le résultat demandé.

I11.1.9. Comme dans la solution du probléme précédent, on a

an, an,+1—1

(a1 +1)(ag+1)---(an + 1) (a1 +1)(ag +1)---(an + 1)
1 1

(e +D(ag+ 1) (an_1+1)  (ar+1)(ag+1)---(a, +1)

9 _ 1
pour n > 1. D’ou, S, =1 — CE SV CES)E

I11.1.10.

(a) Sion prend a, = n — 1 dans le probléme précédent, on a g = +o0 et la
somme de la série est donc égale a 1.

(b) Ici, on prend a, = 2n — 1 et, comme en (a), la somme de la série est
égale a 1.
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(¢) On prend a,, = —#. On a alors
lim ((a2 +1)(ag+1)---(an + 1))

n—-+4oo
_ o 2-DEHDE-DE+D (=Dt
= Jim ——eei—

= l\')l»—\

D’aprés le résultat donné en IT1.1.9, la somme de la série est égale a

IT11.1.11. Par définition, la suite {a,} croit vers +o00. De plus, on a
2 2 2
an — 4= ap—1 (an—l — 4)
a 2 4 2.2 2 2 _
et on peut prouver par récurrence que a;, —4 = ajaj---a;_; (al 4). Donc,

. a
lim —2—— = a% —4. (1)
n—+00 @143 * ** Up—1

On note aussi que pour n > 1,

1 1 an An+1
102 @y 2 \01G9 - An_1 G102 Qp /)

Donc, d’apreés (1), la somme de la série est égale a
1 a2 / 4
2 aj N

IT1.1.12. On observe que

i 2
b b—2 (b—2)b’
2! 2! 3!
bb+1) (Bb—2b (b—2)b(b+1)’

n! n!
bb+1)---(b+n—1 (Gb-2)bb+1) - (b+n—2)
(n+1)!

S 0-2bb+1)---(b+n—1)"
En additionnant membre & membre les égalités ci-dessus, on obtient

5 _ I (n+1)!
"Tb—2 (b=2)b(b+1)-(b+n—-1)"

Donc, d’aprés I1.5.87, lim S, = bi
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I11.1.13. Pour n € N, on pose a, = % et A, =ap(a+n+1). On

a alors A,—1 — A, = ap(b—a — 1) pour n € N, en posant de plus A_; = a
et a_1 = 1. En additionnant membre & membre les égalités précédentes pour
n=04an = N, on obtient

N
a—AN:A_l—AN:(b—a—l)Zan:(b—a—l)SNH

ou, de fagon équivalente, a —an(a + N +1) = (b—a — 1)Sn41. Donc,

@+1)--(a+N+1)\ _
a<1_ Mb+n~«b+N)>“@_a_1WN“

a

et, d’aprés 11.5.87, ngrfoo SN41 = =03

IT1.1.14. D’apres le probléme précédent,

(a+n-1) a b1
1+Zb b+n—1)_1+b—a—1_b—a—1' (1)

En remplacant a par a + 1, on voit que

~(a4+n)  b—1
1+Zb b—l—n—l)_b—a—Q' @)

En soustrayant (1) a (2), on obtient

w+n—1) T b—a—-2 b—a-—1
B b—1
S (b—a—-1)(b—a-2)"

b

n
I11.1.15. On pose A, (a2+b)(331—(11-2b) “("anHer) et S, = kgl Ap. On a alors
Ap ag

AeT = o O de fagon équivalente, Apaxi1 + Axb = Ax_1ar. En addi-
tionnant membre & membre ces égalités pour k variant de 2 & n, on obtient

Apant1 + Spb — A1b = Ajas. (*)
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On remarque alors que
a2a3 - - Ap+1
(ag +b)(az+b)--- (ant1 +b)
1

(1+2)(1+2)(1+%)

a

n+1 !
by L
=2

et, par hypothése, lir}rrl Apap+1 = 0. L’égalité (%) entraine alors
n—1+0oo

0< Ananﬂ = a1

:al

Donc, d’aprés 1.2.1,
0< Apaniy <

. _Ay(b+a2)  a
™ = T Ty

I11.1.16. Avec la relation trigonométrique 4 cos® = cos 3z 4+ 3cos z, on ob-
tient
4cos® x = cos 3z + 3cos z,

4 cos® 3z = cos 3%z + 3 cos 3z,

4 cos® 3%z = cos 33z + 3 cos 3%z,

4cos® 3"z = cos 3"z + 3 cos 3"x.

En multipliant respectivement chaque membre de ces égalités par 1, —%, 3% cees

(—1)" 2= et en les additionnant, on obtient 45, = 3cosz+ (—1)" 5 cos 3" 1z.
Donc, S = %cos x.

I11.1.17.
(a) Par hypothése,
f(@) = af(bx) + cg(x),
af(bx) = a®f(b*z) + acg(bx),
a?f(b%z) = a® f(b3z) + ca’g(V’x),

an_lf(bn_ll‘) _ anf(bnx) + an—lcg(bn—lx).
Donc, f(z) = a"f(b"z) + c(g(z) +ag(bz) + ... +a" 1g(b" 'z)). Puisque
400
lim anf(b”:[;) = L(l‘), on a Z ang(bnx) _ f(w);L(z)

=ree n=0
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(b) Comme en (a),

af(bx) + cg(x),
f@)+a"teg(b™ ),
a f(0 ) + ca2g(b %),

f(z)
a ' f(b ')
a?f(b~%x)

a"f(b"z) = a T f (B "2) + 0 "eg(b ).
Donc,
af(bz) =a "f(b"z) —c(g9(z) + atgb7le)+ ...+ a "g(b "))

et, en conséquence,

ar I \pn c

=1 r\  M(z)—af(bx)
YailE) ==

I11.1.18. On peut appliquer le probléme précédent aux fonctions f(x) = sinx

et g(z) = sin?’% avec a = 3, b = % et ¢ = —4. Le résultat demandé se déduit
des égalités lim 3"sing; =2 = L(z) et lim 37"sin3"z =0 = M(x).
n——+00 n—-+-00

I11.1.19. On peut appliquer IT1.1.17 & f(z) = cotan z, g(x) = tanz, a = 2,
b=2et c=1 et utiliser ’égalité

. 1 T
lim — cotan — = —.
n—-+oo 2™ e x

I11.1.20. On applique I11.1.17 &

(1-0b)z

f(x) = Arctan z, g(z) = Arctan T2

et on utilise la relation suivante :

0 pour 0 < b < 1,
lim Arctan(b"z) =< =
n—-+oo 5 SgnT  pour b>1.

I11.1.21. Puisque @41 = an+ap—1, 0N & Gpi1G, = a% +ay,_1a, pour n > 1.
En additionnant membre & membre ces égalités, on obtient

Sn = anan+1, n=0. (%)
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On peut prouver par récurrence (voir 11.2.25) que

) 1 <1+\/5>n+1_<1_\/5>n+1 . .

2 2
On_10ny1 — a2 = (=)™, n>1. (ii)

La combinaison de (*) et (ii) donne

n

=5 (—Sl)k -y (=1)" —1-%) 1041 — af

=0 k g VkAk+1 —1 AR 0K+1
n
_1_Z<ak—1 g > O
a a a
h—1 k k+1 n+1
D’apres (i),
1 145 n+1 _ <1_\/g>n+1
. i . V5 2 2
lim = lim
n—=+00 Apty  notoo 145\ 2 (1=v5\"2
NG 2 —\T2
2
=T 7 (ii)

+oo
Dt 2
Donc, Zo S = T
n=

I11.1.22. On vérifie facilement que
(—1)n+1 = Ap+10p+2 — AnGpi3, "N > 0. (*)

Donc,

n k n
S — Z (—1) o Z Ak +10k42 — AaE 43
= = —
ara ara
o0 e ho+2 =0 kQk+2

n
__Z<ak_+1_ak_+3> _ g, Ont2 | Ons3
s ag QK42 Gp+1 Gp+2

On a alors lim S, = /5 — 2 d’aprés (iii) dans la solution du probléme

n—-+400
précédent.
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IT11.1.23. D’aprés () dans la solution du probléme précédent, on a

a2n+2 — A2n+1

Arctan — Arctan = Arctan
a2n+1 a2n+2 a2n+102n+2 1
a
= Arctan 2 — Arctan
A2nA2n+3 a2n+3
La somme de ces égalités donne
n+1 1
Arctan — Z Arctan — + Arctan
ay — asf, a2n+3
Donc, Z Arctan — = 7.
n=1
I11.1.24.
(a) On remarque que Arctan = 2. = Arctan L — Arctan 5 pour n > 1.
Donc, Z Arctan = Arctan 2+ Arctan 1+ Arctan 2 5= 7r, la derniére
n=1
égalité se déduisant du fait que Arctana + Arctan 2 =5 pour a > 0.
(b) Pour n € N*, Arctan —Qm = Arctan 2 — Arctan —~. On voit donc

que Z Arctan

n=1

_
2+ 5 = Arctan1 = 7.

= Arctan ﬁ — Arctan iz bour n > 1,

8n
n%—2n2+45 (n +1

on obtient, comme en (a),

(¢) Puisque Arctan

“+00

8 1
g Arctan # = Arctan 2+ Arctan 2+ Arctan — = E—I—Arctan 2.
— n* —2n? +5 2 2

I11.1.25. On peut appliquer I'identité trigonométrique
:E [R—
Arctan x — Arctany = Arctan d
14+ 2y
pour obtenir le résultat demandé. On remarquera ici que les résultats du pro-
bléme précédent ne sont que des cas particuliers du cas présent.

+00 +o0
I11.1.26. Soit ) b, un réarrangement de > a,. On pose de plus S,
n=1 n=1

a1 tas+...+an, S, =bi+ba+...+b,et S = hm Sp. Clairement, S/, < S

n—-+o0o
et {S]} converge donc vers une limite que 'on note S’ telle que S’ < S. Le

méme argument donne aussi S < 5.
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IT1.1.27. Puisque

n

1 1
Zk2222)2+ 2k — 1)

k= 1 k=1

et lim Sy,+1 = lim Sy,, on obtient
n— 00 n— 00

Z Z 22Zn2

IT1.1.28. On présente une démonstration élémentaire de ces identités bien
connues en suivant A.M. Yaglom et I.M. Yaglom, Uspehi Matem. Nauk (N.S.)
8 (1953) no. 5(57), pp. 181-187 (en russe).

(a) Pour 0 < x < 3, on a les inégalités sinx < x < tanz. Donc,
cotan? z < 245 < 1+ cotan? . En prenant x = 2m+1 (k=1,2,...,m) et

en addltlonnant ces inégalités pour k variant de 1 & m, on obtlent

kx (2m—|—1)2 1 - o km ,
kz:lcotan e +1 - kz_:lﬁ<m+2(zotan e (i)

On montre maintenant que

km m(2m — 1) ..
kzlcotan 1 3 . (ii)

Soit 0 <t < 5. D’apres la formule de Moivre, on a

cosnt + isinnt = (cost +isint)"” = sin" ¢ (cotan t + 7)"
e
=sin" ¢ i* cotan™ " ¢.
% ()

En prenant n = 2m + 1 et considérant les parties imaginaires, on obtient

sin(2m + 1)t = sin®"* ¢ P, (cotan’t) , (iii)
ou
2 1 2 1
Po(z) = < m1+ ):gm - < m3+ >a:m—1 ... k1 (iv)
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La substitution ¢t =

dans (iii) donne Pm (cotan2 k ) = 0. Les

2m+1 m+1
racines de P, sont donc les z3 = cotan? 2 ; (k=1,2,...,m) et leur
somme est égale a
i 2m+1 om — 1
ZCOtan om . 1 (2nf+1) - ™ n; ) : (v)
= + )

Ceci, (i) et (ii) impliquent

o2m — 1 2 121 om — 1
m(2m )<(m7:2r)zﬁ m+m(m )‘
k=1

3 3
On obtient I'égalité (a) en multipliant ces inégalités par (277;22; e et en
faisant tendre m vers +oo.
Pour prouver la seconde égalité, on note que
(2m+1)

Z Lyl = 2m+1)

tg=I1 1

i#J
ou les z (k= 1,2,...,m) sont les racines du polynome (iv). L’égalité

(v) implique alors

Z cotan’ - b <m<2m - 1>>2 _,2m@m = 1)(2m — 2)(2m — 3)

+1 3 5!

m(2m — 1)(4m? + 10m — 9)
45 '
L’inégalité cotan? z < 47 < 1+ cotan®z (voir (a)) implique

k=1

1
cotan? z < = 1 + 2 cotan® z + cotan®
T

pour 0 <z < 5. En conséquence,

m(2m—1)(4m2+10m—9) 2m+14 =
>

45 —

1
m(2m 1)(4m? 4 10m — 9)

2
<m+m 3 15

L’égalité (b) est donc prouvée.
Remarque. On notera ici qu’on peut utiliser la procédure précédente pour

calculer la somme de la série Z zk ou k € N*.
n=1
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(¢) La formule de Moivre implique pour m = 4n (n € N*),

m
2

m m
sinmt = cos™ tsint+... — costsin™ !¢
1 m—1

et, en conséquence,
cotan™ t — (ZL) cotan™ 2t 4 ... — (m"_L2) cotan?®t + 1

(T) cotan™~1¢ — (?) cotan™ 3¢+ ... — (mnzl) cotant

cosmt = cos t — < ) cos™ 2tsin®t + ... 4 sin™¢,

cotan mt =

Il découle de cette derniére égalité que les

4k
xk:cotanﬂ (k=0,...,m—1)
4m

sont les racines de 1’équation

mo_ m m—1 _ m\ m—2 e —
a <1>x <2>:1: +...+<m_1>x+1 0,

ce qui implique

4k
Z cotan —— R (1)
4m
k=0
Puisque m = 4n,
m—1 2n—1 1
4k + 7 4k + T dkm + 7w
Z cota. T = Z tan + Z otan T
k=0 k=0 k=2n
Inl dkm+ 7 2n -7
= Z cota — Z otan
4dm m
k=0 =il
Ceci et (1) donnent
N T . 3 1+ cot 51 N s
cotan — — cotan — -+ cotan — — cotan —
4dm 4dm 4dm 4dm @)
(2m — 3)7 (2m — 1)m
+ ...+ cotan ——— —cotan ———— =m
m 4m

Puisque

1
cotan & — cotan § = tan(a — 3) (1 + 7) ,

tan o tan 8
on déduit de (2) que

" ™ m n 1 n N 1
m=tan — | — 4+ — 1+ . ‘
2m \ 2 tan & tan j’—;’rl e (2m—3)m tan (2m—1)x

4m am

242



SOLUTIONS

1

On a donc, avec l'inégalité L > pour 0 < x < 7/2,

aB tan x
s m 1 1
m < tan % ? -+ 7 3m 4+ ...+ (2m_3)ﬂ_ (2m_1)7r o (3)
4m 4m am am
On a aussi .
cotan o — cotan § = w
sin o sin 3

1

et, comme précédemment, on obtient, en utilisant 1'inégalité % <

sinz’
.m 1 T 1
m=sin— [ —————— + ...
2m \ sin ﬁ S111 f—:; sin (211;13”— sin (211;11”—
. 1 1
> sin % 7L 3n 4+ ...+ (2m—3)7r (2m—1)7r .
4m 4m 4m 4m
Ceci et (3) donnent
m m 72 - 1 T 1 - 2
tang~ 2/ 16m2 "~ 2x3 " (2m—3)(2m—1) ~ 16msin 5~
En faisant tendre m vers +o00, on obtient alors
L N _1+°°( gL
2x3 H5xT7 T2 2m+1 8
m=0
II1.1.29. On a apt1 — 1 = an(ap — 1). Done, - 11_1 = —i - anl—l' En
additionnant ces égalités pour n allant de 1 & N, on obtient
1 1 1 1
— =t —=1-— (%)
a; as an an4+1 — 1

On vérifie facilement que la suite {a,} croit et diverge vers +oo. Donc, (x)

+oo
1

implique ) =1

n=1

IT1.1.30. Par définition de la suite, on a

e —1=a1e*,

e®? — 1 = age®,
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Donc,

e’ —1=a; + ajaze™

=...=a1+ajas+...+ay--ap+ay---app12.
—+00
Ceci implique Y b, = e — 1 car
n=1

lim (aj---ap41€*?) = 0.
n—-+00

En effet, {a,} est minorée par 0, est décroissante et converge vers 0.

I11.1.31. On aSpyt1 =S, +ant1 =S, + é — /2. On considére la fonction

f(@) =2+ L—v2pour z > 0. Si la suite {S,} converge vers S, on a alors
f(s) = 8. La seule solution de cette équation est —=. De plus, la fonction

1
2 Y

f(f(w))—x<f<f<%>>_%:0

et on a aussi f(f(z)) > f pour = € ] 73 1[ car f est décroissante sur l'in-

ﬁs

x — f(f(xz))—z est décroissante sur l'intervalle ] Donc, siz € } 7501 [,

alors

tervalle ]0, 1]. Finalement,

%<f(f(x))<:z: pour xe}%,l[.

Ceci signifie que la suite {So,—1} est décroissante et minorée, donc convergente

et sa limite est f De plus, 11)11100 Son = nli)I—Poof(S2n_1) f <f> \f La

somme de la série est donc égale a %

I11.1.32.

(a) On remarque que

1 1 1
Sn=l=gtg— g
—1+—+1+...+i—<1+1+1+ +1>
2 3 2 2 3
! 1 1
ntl 2 )



SOLUTIONS

Donc, d’apreés 11.5.8 (a), on a lirf So, = In 2. Clairement,
n—1+0oo

n—-+00

. . 1
lim S, = nEI—Poo <52n + T 1> =1In2.

(b) On a n%Zii) =14 n+1 On a donc, d’aprés (a),

+00 +oo +oo
1 2n+1 1

2 : -1 n—1 _ 2 : n 1 2 :

n=1 ( ) n(n + 1) n=1 +

:1n2—(1n2—1):1.

(¢) On note S, la n-iéme somme partielle de la série. On a alors

1 1 1 1
z+2n+1 Jr;z:+2n+2 Jr”'Jr;t:%—4n—1 +93+4n'
Comme dans la démonstration de I1.5.8, on peut montrer que

lim Ss, = In2. Clairement, lim Ss,y; = In2.
n—-+o00 n—+00

Sp =

I11.1.33. On a

2 3 4 5) 2n 2n+1
52n—lnI—an—l—lng—an—l—...—|—ln2n_1—ln o)
B 2x4X--X2n 3X5HX X (2n+1)

n — 1
I1x3x---x(2n—1) 2x4x---X2n

= (2n1+ 1 ((27(1271)!1!)!!>2> '

2
D’aprés la formule de Wallis (voir I11.8.38), § = lim ﬁ (%) .

n—-+00

Donc, lim S, =1In 3.
n—-+00

I11.1.34. On a

CEr o) (-5

+00
= _;::2(_1)"—1 In (1 - %) - )*'In (1 + %) :

n=1

D’apreés le probléme précédent, la somme de la série est égale a In2 — 21In 7.
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IT1.1.35. La n-iéme somme partielle de la série peut s’écrire sous la forme
1 1
Sn:1—|—5—1—...—|———(ln2—ln1—|—ln3—ln2—|—...—|—ln(n—|—1)—lnn)
n
144 4+
= —+...+——In(n .
2 n

Donc, d’aprés le probléme I1.1.41, la somme de cette série est égale a la
constante d’Euler ~.

I11.1.36. [20]. On pose F(z) = [{ f(t) dt. D’apres le théoréme de Taylor, il
existe xy, Y tels que k < xp < k—l—%, k+% <ypr<k+1et

F(k+3) =P = 3 10 + 7/

P <k+ %) FE(41) = 3 f(+1) — 5 /)

En additionnant ces égalités pour k variant de 1 & n — 1, on obtient

5 FO)+ F@)+ F@)+ ..+ f(n=1) + 5 f(n) ~ F(n)
1

=3 (f'(y1) = f'(z1) + f'(y2) = f(@2) + ...+ f(Yn-1) — ['(zn-1)) .
La limite de I’expression dans le second membre de cette égalité existe car la
série — f"(z1) + f'(y1) — f'(z2) + f'(y2) — ... est convergente (les termes sont
de signes alternés et leur valeur absolue décroit de fagon monotone vers 0).

Si on prend f(x) = %, on peut alors prouver 'existence de la limite

. 1 1 1
lim (1+-+-+...+——1Inn
n—-+o0 2 3 n

(comparez avec 11.1.41 (a)). En prenant f(z) = Inx, on peut montrer que
la suite {ln n! — (n + %) Inn + n} converge (d’apres la formule de Stirling, sa

limite est In/27).

Inx
T

IT1.1.37. En appliquant le probléme précédent a la fonction f(x) =
(z > 0), on peut montrer 'existence de la limite

. 11114_1112+ +lnn (Inn)?\
ot \ 1 2 Ty 2 )7
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Donc,
) . Inl In2 In 2n
nEI—}-looS2n_nETOO<_T+T_”'+ 2n >
I Inl N In2 - In2n  (In2n)?
= hm {—(—+—+... -
49 ln2+ln4+ +ln2n (In 2n)?
2 4 2n 2
T Inl 11[12+ +lnn (Inn)?
=— im |—+—+...+— —
Tt \ T T 2 n 2
_ In2 In2 In2 (In 2)?
+ lim (—+—+...+— —In2lnn | —
n—+oo \ 1 2 n 2
In2
=ln2(y——
(-7
ou 7 est la constante d’Euler (voir I1.1.41).
IT1.1.38. D’aprés la formule de Stirling, n! = a,Vv21n (%)n, ol
lim «, = 1. Donc,
n—-+o0o
2n 2n 62n | 2
Snzlln (2n—i—1)2 :lln(Qn—i-l) 22 (n!)
2 (2n—1M)%em 2 ((2n)1)* e2n
1, (2n+1)™2a}2mn (2)* 1 | <2n + 1)2" a2
= —In = = [N .
2 a2 dmn (2?”)471 e2n 2 2n 203,
) — 1l
D’ou nll)rilooSn =5(1-In2)

IT1.1.39. On suppose que la série converge pour x et pour y et on écrit

al 1 1 1 x
SN(Q:):Z<(n—1)k—|—1+(n—1)k+2+”'+nk—1_%>'

n=1

N

On a alors Sy(z) — Sy(y) = 22 Y 1. La convergence de la série implique
n=1

donc x = y. On trouve maintenant l'unique valeur de z pour laquelle la
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série converge. On sait, d’aprés le probléme II1.1.41, que la suite a, =
1+ % +...+ ﬁ — In(nk) converge vers la constante d’Euler. Donc,

k

N Xk
Sn(k—1)=ay +In(Nk) = > —->"
nzlnk —~ nk

N
1
=an +1Ink+ (th_Zﬁ)'

n=1

Ceci implique Nlim Sy(k—1)=~v+1Ink — v =Ink. La série converge donc
—-+400

pour x = k — 1 et sa somme est alors égale a In k.

IT1.1.40. On peut facilement vérifier par récurrence que

asp =3n+2 pour n €N,

aon—1 =3n+1 pour n € N*.

Donc,
SgNzi(—l)W]a%%lZé%+é%
- né(_l)n Bn+ 1)1(3n +3) " i:l - 3n(327+2)
- LS (- ) A (& - )
= é+ %é(—l)” <3in - 3n1+3> + %é(_l)n <3n1—|— 1 3n1+2>
B % B é+7§:2 (_:))2”_1_((5(_]\121?) +%7§:1(_1)n <3n1—|— 1_3n1+ 2> ' (*)
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D’autre part, d’aprés I11.1.32 (a), on a

3N 1
—In2= 1l -1 =
: N:nﬁoo<2< >n>

n=1
N 1 N-1 1 1
= i -D"=] - 1l -1)" -
i (et - (3 e (- 5
n=1 n=0
N-1
1 1 1
=—-In2— lim Z(—l)”< = > .
3 N—+o00 p— n+1 3n+2
N-1
Ceci implique Nlir_lirrl > (=" <ﬁ - ﬁ) 2In2. Finalement,
d’aprés (%), Nlim Sony = % — %1112 + % + %1112 — % = i De plus, puisque
— 400
. . _1\N+1
ol Sorcss = i Sov o+t ey =, Saws 1a somme de la

série est donc égale a %.

I11.1.41.

(a) On suppose que la somme S de la série est un nombre rationnel g. On a

+00
alors (¢ —1)lp =¢!S = Z Z g—!,. Ceci implique que ) g—!, est
n=1 n=q+1 n=q+1

un nombre entier. Mais on a aussi

0 i’f q! 1 1 1

< — < + +

Wt e+l @+ D(e+2) (g4 1) (q+2)
q+2 3
(g+1)° 4

contradiction. La somme S est donc irrationnelle.

(b) On peut appliquer la méme méthode qu’en (a).

IT1.1.42. On suppose que la somme S de la série est un nombre rationnel %.

On a alors
(g-Dlp=g'S=3 F+ )
n=1 n=q+1
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“+o0o
Ceci implique que > qi% est un nombre entier. Mais on a aussi
n=q+1
+oo Q'E +o00 q'
len !
2 S X <t
n:q+1 n:q—i-l
too
Il suffit, pour obtenir une contradiction, de prouver que > % n’est pas
n=q+1
nul. On a
+o0 e
qlen 1 q! 1 1
— — = —| > = >0
| > > — >0,
L g+1 L= nl” g+l q(qg+1)

ce qui prouve que S est irrationnelle.

IT1.1.43. On peut appliquer un raisonnement semblable & celui du probléme

précédent.
+00
I11.1.44. Supposons que Y. ni = %’, p,q € N*. Par hypothése, il existe un
i=1
entier positif k tel que mm"ﬁ > 3q si i > k. Dong,
M oun ne_1q¢ <X nyn NeL_1q
112 N1 M2 N1
D B
— n - n
i=1 i=k
De plus,
+o0
NN« Nj— 1 1 1
Z”—qu<—<1+—+ +...><1,
— n; 3 ng NNkl
1=
contradiction.

IT1.1.45. Si la somme est un nombre rationnel g, on a alors, pour tout en-

. .. gt 1 k-1 1 gt qnine--np, 1
tier positif k;, >, —— =2 — Y —~. La somme ———1— est donc un
Nk q ng Nk
i k=1 =k
nombre entier et on a
+
<1 1
— > (1)

> :
n ning -« Nk, —
oy M QT2 k11
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Nk

T T I > 1 et on choisit € > 0 suffisamment petit pour que

On pose lim
k—+o00
a =1 —¢e > 1. 1l existe alors un indice kg tel que

n
—+* >a>1 2)
Nk—1
si k > ko. Il existe k1 > ko tel que mnTk;l > =4 car k% Tk — = 400
1— —400 -
On a donc, d’aprés (2),
*i:"’ o= o 1
— < ' —
i adng,  (a—1D)ng, — qning---ng,—1
ce qui contredit (1).
+00
I11.1.46. Supposons que ) % = g, p et ¢ étant des entiers strictement
k=1
positifs. On a alors
X1 1
NN - Np—q Z > — pour tout k > 2
=0 Nk+j 4

(voir la solution du probléme précédent). On pose ay = z.k/nk. Par hypothese,

klim ap = +oo. Il existe r1 tel que a; < a,, pour j = 1,2,...,71 — 1. En
——+00
effet, si a; < a9, r1 = 2. Si ce n’est pas le cas, on choisit le plus petit entier

r1 > 2 tel que a; < a,,. Il existe en fait une suite infinie d’entiers rj vérifiant
la propriété précédente, c’est-a-dire tels que a; < a,, pour j =1,2,... 7, — 1.
Pour trouver rg, on applique la procédure précédente a la suite {ax}r>r,, et
ainsi de suite. On note r le plus petit entier positif tel que a,4; > ¢+ 1 pour
j€Neta; <a, pour j =1,2,...,r — 1. Puisque n, < n,;, on observe aussi
que a, < a?fﬂ- pour j € N. Il s’ensuit que

= J (27 —2)
242244271 o ( .
ning - Np—1 _ a r+j _ =20+t —(+1)
— < — S—m—=44; <(+1) .
r+J r+7 arﬂ-
D’on,
+o0 1 +o0
+1
ning nr—lE '<§ (g+1)"Ut) = |
=0 r+J j=0 q
contradiction.
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+00
I11.1.47. Puisque la série ) 2% converge, lim -P2r = 0. Il s’ensuit que
n=1 ™ n—-oo In

qp—rjl > > %. Supposons que I'ensemble A soit fini. Il existe alors un indice

n=m
m tel que
400 m—1
S=S Po N Po Pm
) — dn qm — 1
+o0o
S est donc rationnel. Supposons maintenant que S = ) Z—" = g € Q. On a
n=1""
alors
b Pk _ pk: _ Pnt1
T'n = Z : —1°
q kemr1 Ik Qn+1

En multipliant cette inégalité par b, = qqi - - - qpn, on obtient
Pn+1

n+1

< bpTngns1 — bnrn(gnsr — 1) = byry.

brt1Tn+1 = bnTnGnr1 — G411 - - Gyl

Ceci signifie que la suite {b,r,} d’entiers positifs est décroissante et tous ses
termes sont donc égaux a partir d’une certaine valeur de l'indice n, ce qui
implique que I’ensemble A est fini.

I11.1.48. On peut écrire n! = 24™G(n) ot B(n) est impair. Plus précisé-
ment, un théoréme de Legendre affirme que a(n) = n — v(n), ou v(n) est la
o0

2k _

ng!
k=1 *

somme des 1 apparaissant dans I’écriture binaire de n. De plus, on a

co n N . t0oo n
> (5ni—!, ot 0, = 1 si n = ny et 0 autrement. Supposons que »_ (5n2n—! = g,
=l n=1

p,q € N*. On écrit ¢ = 2°t avec t impair et on prend N = 2" > max {t 25+2}
Il s’ensuit que @ € N*. Donc, ZSﬂ(N)q ﬁ(N) p € N*. Un calcul simple
montre que N! = TR B(N) (ce qui peut se retrouver directement & partir du

théoréme de Legendre). En multipliant 1’égalité

Z(s 325

n=N+1
par 2°3(N), on obtient

n

N n
285(N)§ = 2B(N) Y du= +2°8 Z B (+)
2l !

n=N+1
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On note que
N on
N) Z 6n_l 2° Z 2a(n
n=1

Puisque B(n) divise B(N), on voit que le premier terme dans le second
membre de (*) est un entier. Pour obtenir une contradiction, on montre que

+o0
0<2°B(N) > 6,2 <1.En effet,

n=N-+1
—+00 n
Z 67L_ 95— N+1N' Z 5 n_
n=N-+1 n=N+1
+o0
N!
_ os+2 n—N
=272 )" 5,2 e
n=N-+1
gst2 9 \n-N-1
< > (w2
N+1 N +2
n=N+1
28+2 N +2 25+3
= . 1.
N+1 N “Nt1°
I11.2. Séries a termes positifs
I11.2.1.
(a) On a
an=Vn2+1— vVnd+1
_ 1
ViZ+1+ Va3 +1
" 3n* — 2n3 4 3n?
(n2+1)2 4+ (2 + 1) /(03 + 1)% + (n3 + 1)Vnd + 1
Et,
. ay 1
lim — =2
n—-+oo = 2
n

D’aprés le test de comparaison, la série diverge.

n
(b) lim (/a, = lim (1 - %) = L et, d’apreés le test de la racine

n—-+0o0o n——+00
de Cauchy, la série converge.
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(¢) On peut vérifier par récurrence que

(n-3)t 1
2n—-2)1 " 2n—1

pour n > 2.

D’apres le test de comparaison, la série est divergente.

d) La série est convergente car lim /a, = L.
( ) & n——+o00 " @
1 _ g2 1 1 2.9
(e) 1—cos S =28In" 5> < 55 et la série est donc convergente.

(f) lim (/a, =0, ce qui montre la convergence de la série.
n—+00

(g) D’apreés le probléme I1.5.4 (a), on a

Ja—1
lim L =Ina
n—-4o0o

S =

et la série est donc divergente.

I11.2.2.
(a) La série converge car 21n (1+1) < n%
(b) La convergence de la série se déduit de I'inégalité

1 n+1< 2
— In
vn o n—1 " /n(n—-1)

pour n > 1.

(¢) En utilisant I'inégalité Inn < n, on obtient n2_11 < 1

nn n(n—1
donc convergente.

y: La série est

(d) On a
1 1

(lnn)lnn - nlnlnn .

La série est donc convergente.

(e) En appliquant des méthodes du calcul différentiel, on peut prouver I'in-
égalité (Inlnz)? < Inz pour z suffisamment grand. Donc,

(| 1
(lnn)™7 ~ clmmn?

pour n suffissamment grand. Ceci prouve la divergence de la série.
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I11.2.3. On pose ¢, = ’Z—:. Par hypotheése,

a a
Cntl = Tl o Cn pour m = ng.

bn+1 bn

La suite {c,} est donc décroissante pour n > ng. Ceci implique que la suite
est bornée, autrement dit, qu’il existe C' > 0 tel que 0 < ¢, < C pour n € N*,

—+00 —+00 +oo

Dou, > an = >, eyb, < C Y] by, ce qui compléte la démonstration de la
n=1 n=1 n=1

proposition.

111.2.4.

(a) D’aprés le probléme 11.1.38, on a

ant1 (14 %)H_Q - < n >2 _ (41

a, e n+1 x4

La convergence de la série se déduit alors du test de convergence donné
au probléme précédent.

(b) De méme, d’aprés 11.1.38, on a

a4 (1)
an, e (1+ l)n-i—l
n

3
Si=F -
i

Si la série donnée était convergente, d’aprés le probléme I11.2.3, la

+oo
série > % le serait aussi. La série donnée est donc divergente.
n=1

I11.2.5.

“+o0o +00
(a) D’aprés le probléme II1.5.4 (a), les séries El(%— Y et Zln%
n—= n

convergent ou divergent en méme temps. La série donnée converge donc
pour a > 1 et diverge pour o < 1.

(b) La solution du probléme I1.5.4 (b) implique Inn < n (y/n — 1). Donc,
pour n >3 et o >0, on a

L< <m—n>a<(%—1)“.

e n
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Ceci implique que la série donnée est divergente pour 0 < a < 1. On
remarque aussi que, pour « < 0, la condition nécessaire pour que la série
converge, lima, = 0, n’est pas vérifice. Pour o« > 1, d’aprés le pro-

110_71)“

+oo
bleme I1.5.5, la série converge si et seulement si la série ) ( -

n=1
converge. La convergence de cette derniére série se déduit du pro-
bléme I11.2.3, car pour n suffisamment grand, on a

any1 _ ((nln(n+1)\* <o T ¢
a, \(n+1)lnn/ = n+1/) °
D’apres I1.5.5, la série donnée converge si et seulement si la série

io <1n (+ %)"H)a

n=1

converge. Avec l'inégalité 23_—“; < In(1+ ) < z, vérifiée pour > 0 (voir
le probléme I1.5.3), on obtient

1\t \T 1
<ln<1+—> —1) <— pour a>1
n n

1\t \° 1
In{1+4+— ! —_— <L
(n( —|—n> ) >(2n+1)°‘ pour 0 <«

La série donnée est donc convergente pour o > 1 et divergente pour
0 < a < 1. De plus, on remarque que pour « < 0, la condition nécessaire
pour que la série soit convergente n’est pas vérifiée.

et

On vérifie facilement que

1

) I —nsin 3 1
lim ———" =~
n—-+00 = 6
n
+oo 1
La série donnée est donc convergente si et seulement si la série ) —=
n=1

converge. Notre série est donc convergente pour o > % et divergente pour
a < %

I11.2.6. D’aprés le probléme I1.5.5, on obtient lim % = 1 et notre

n—-+o0o
+oo

série converge donc si et seulement si la série ) a, converge.
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IT1.2.7.
“+o0o
(a) La convergence de la série > — (cos ) se déduit du fait que
n=1
) (Cos )
lim =3
n—+00 2n2
(b) Sic#0, alors
alnn+b
lim echintd = e* # 0.
n——+00

La série donnée est donc divergente. Si ¢ = 0 et % > 0, alors la condition
de convergence lim a,, = 0 n’est pas vérifiée. Si ¢ =0 et § < 0, alors

b
Inn 5

S
ale

ans ce cas, notre série converge donc si 5 < —1 et diverge si & > 1.
D , not d g< letd 3>1

(c) On a

n2n 1

(n+a)" P+ (n+a)’(1+2)" (n+b)"(1+2)"

+o0o
La série converge donc si et seulement si > # converge.
n=1

—+00
IT1.2.8. La convergence de la série Y \/apa,11 est une conséquence immeé-
n=1
diate de l'inégalité ./ana,11 < %(an + ap+1). De plus, si la suite {a,} est
+oo
décroissante, alors ,/anant1 = ant1. La convergence de la série Y a, se dé-
n=1

duit donc de celle de la série Z /O Gpt1-

On considére maintenant la su1te {a,} définie par
1 si n est impair,

an = 1 . .

—; sl n pair.

On a alors
n 2n 1 n 1
Z apap41 < Z VOEAE41 = 1 Z 2
=il Je=Il k=1

+o0 oo
La série ) \/anan+1 converge donc alors que la série > a, diverge.
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I11.2.9.

(a)

(b)

258

On remarque d’abord que si la suite {a,} est majorée par M > 0, alors
an > an '
l1+a, 1+M

n_ est donc divergente. D’autre part, si la suite {a,} n’est

“+00

s . a

La série ) ) T
n—=

pas majorée, il existe alors une sous-suite {a,, } tendant vers +o0o. Donc,

. a
lim —2 —1
k——+oo 1 + Ay,

et la condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée.

“+o00

La série ) 1 +=— peut converger ou diverger. Pour le montrer, considé-

n=
rons 'exemple suivant :

1 sin=m? meN*,

ap = 1 .
—  sinon.
n
+00
La série ) a, diverge. De plus, on a
n=1
n n n n
ag 1 1 1
— < — — 2 e
kZ_ll—i-kak ;1+k2+;k+k2 kZ_ll-i-kQ

+o0
La série > —22— converge donc dans ce cas. En revanche, si on prend
n=1

14+nan
1 —+00 “+o00
— 2 29 a e
ap = ;;, on voit que les deux séries 21 Ty GE D 7 T2 peuvent diverger.
n= n=

La convergence de la série en question se déduit de I'inégalité

an, an 1

< -
< }
14+ n2a,  n2a, n?

Si la suite est majorée par M, alors
an > an
1+a2 = 14+ M?

Dans ce cas, la série est divergente. Mais, si par exemple a, = n?, alors
—+00

la série an__ converge.
1+a?2
n=1 "
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IT1.2.10. Pour des entiers n et p strictement positifs, on a

n—+p
> ak
Ap41 A2 Gp4p k=n+1 Sn—l—p - Sy
+ +.. > = :
Sn+1 Sn+2 Sn—l—p Sn—l—p Sn+p
Snip—5Sn

Puisque lim
a p——+o00 S”H—P

de Cauchy et la série considérée diverge donc.
D’autre part,

= 1, la suite des sommes partielles n’est pas une suite

an _ _ Gn Sn — Sh_1 1

1
5_121 b SnSn—l B SnSn—l B Sn—l S_n7

d’ou

S
k=n+1 n+p

+oo
La série ) ¢ converge donc d’aprés le critére de Cauchy.
n=1 "

I11.2.11. On a
A, . Sn - Sn—l

SnSn1 SnSi

Soit p un entier strictement positif tel que % < (. Pour n suffisamment grand,
I'inégalité
a a
7 < T
SnS,_1 S.S7

est alors vérifiée. Il suffit donc d’établir la convergence de la série de terme

général —4—. Pour cela, on montre que I'inégalité
SnSy 4
Sp — Sn—1 1 1
—— 71 NP T
SnSr_4 Sk, Sh

est vérifiée. Cette derniére inégalité est équivalente a

1

SP
1— Sn—l < p 1— n:l
Sy S
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Ceci se déduit de I'inégalité facilement démontrable 1 — 2P < p(1 — ) qui est

1
vérifiée pour 0 < x < 1. Il suffit de poser z = (Sgn )p Donc (voir la solution

du probléme précédent), la convergence de la série est établie pour 5 > 0.

I11.2.12. On suppose d’abord que « > 1. On a alors, pour n > 2,

an an

% Eha

La convergence se déduit donc du probléme précédent. On suppose maintenant
que @ < 1. On a alors g& > 3 § pour n suffisamment grand, ce qui, d’aprés le
probléme ITI.2.10, 1mphque la divergence de la série pour a < 1.

I11.2.13.

(a) Par hypothése, la suite {r,} est décroissante et tend vers 0. De plus,

an  Tn-1—Tn

Tn—1 Tn—1

Donc, pour tous entiers n et p strictement positifs, on a

an_+1+---+ An+p _ Tn — T'ntl +“‘+7ﬂn+p—1_7ﬂn+p
T'n Tn4+p—1 Tn T'n4p—1
> le Uk g Je
P P
Pour n fixé, on a lim (1 — T;ﬁﬁ> = 1. La divergence de la série se
p—-+oo n

déduit donc du critére de Cauchy.
(b) On a
Qp Tn—1 —"Tn
\/Tn—l \/Tn—l
(Vin=1 = V) (V=1 + v/Tn)
\VT'n—1
2 (Vi1 — /) -

On montre, en appliquant cette inégalité, que la suite des sommes par-

tielles de la série
nZQ A

- est une suite de Cauchy. Elle converge donc.
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I11.2.14. On suppose d’abord que a > 1. On a alors, pour n suffisamment

grand,
1 < 1
> .
Tn—1  Tn—1

La divergence de la série se déduit alors de la partie (a) du probléme précédent.
On suppose maintenant que « < 1. Il existe alors un entier p strictement
positif tel que a < 1 — %. Donc,

1
Gnp Qnp "Tm—1—Tn
Vn—

(0% < =

e
n—1 (Tn—l)l_% Tn—1

r

En appliquant 'inégalité 1 — 2P < p(l — x) vérifice pour 0 < = < 1 a
1
x = ( ’”n1>p, on obtient

Pp—

La convergence de la série se déduit alors du critére de Cauchy.

I11.2.15. Pour 0 < a< 1, on a

An+41 1112 Tn
an+41
«

n

lim

n—-+oo

= 0.

—+00

La convergence de la série > api1 In?r, se déduit donc du probléme
n=1

précédent.

IT1.2.16. On sait (voir, par exemple, le probléme I1.1.38) que

<1+%>n<e< <1+%>n+1. (%)

Supposons que g > 1. Soit € > 0 suffisamment petit pour que g — e > 1. Il

existe alors ng tel que nln a:L > g — e pour n > ng. Donc, d’aprés (x),

a 1
nln —- >g—€>nln<1+—>

An+1 n
et, en conséquence,

1
a 1 n4+1)9—¢
ntl _ ( 1) .

an

nJd—¢e
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+00
La série > a, est donc convergente d’aprés le test prouvé au pro-
n=1
bléme III.2.3. Des arguments semblables s’appliquent au cas g = 400 et
on peut utiliser le méme raisonnement pour prouver la divergence de la série
sig<1l.
Les exemples suivants montrent que le test ne permet pas de conclure si

+o0o
g = 1. En prenant a, = %, on voit que g =1 et > % diverge.

n=1
1 =
D’autre part, en posant a,, = —75 on obtient la série convergente »_ a,
n=1

(voir le probléme I11.2.29). Pour montrer que dans ce cas g = 1, on observe
d’abord que

—1— 1\"
nln"h’fn =In <1 + —) + 2nIn
(nF D) In2(nt1) L

In(n +1)
Inn

Comme le premier terme de la somme tend vers 1, il suffit donc de montrer

que lirf Zn% = 0. Pour cela, on remarque que
n—-—+od
In(n+1)\" In 21\ " 0
Iim (—= | = lm |1+ u =e =1.
n— 00 Inn n—+00 Inn
I11.2.17.
(a) On a

lim nln I _ im n(\/n—l— —\/ﬁ)ln2:+oo.

n—-4oo Anpi1 n—-+4oo
La convergence de la série se déduit donc du probléme précédent.

(b) De méme,

n . 1\"
lim nln Yo _ lim In <1—|——> In2=In2<1
n

n—-+4oo Anpi1 n—-4oo
et la série diverge.

(¢) De méme
an,

lim nln =In3 > 1,

n—-+00 Ap+1

ce qui montre que la série converge.
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(079
=Ina.

lim nln
n—-+oo an+1

La série est donc convergente pour a > e et divergente pour a < e. Pour

a = e, il s’agit de la série harmonique qui est divergente.

(e) On a (voir la solution du probléme II1.2.16)

1 1
lim nln U lim nln M
n—-+00 Ap+1 n—+400 Inn

Ina = 0.

Donc, d’aprés le test de convergence donné au probléme précédent, la
série est divergente pour tout a > 0.

I11.2.18. Puisque

. a . _1 1
lim nln —— = lim nlna "+ =In—,
n—-+4oo Anpi1 n—-4oo a

la série est convergente pour 0 < a < % et divergente pour a > % (comparez
avec I11.2.16). Si a = %, alors (voir, par exemple, le probléme 11.1.41)

lim
n—-400

ou 7 est la constante d’Euler. Le test de comparaison et la divergence de la

0
série harmonique ) % impliquent la divergence de la série étudiée dans le cas
n=1
N |
oua=-=.

e

IT1.2.19. En appliquant l'inégalité 7= < (1 4+ z) < z qui est vérifiée pour

Itz
x > —1, on obtient
(1)
Lénln(l—i—a—n—l) <n< i —1>.
1+ (a_n _ 1) Gnt1 Gnt1
An+1

D’aprés cette inégalité, le test de Raabe et le test donné en II1.2.16
sont équivalents pour un r fini. L’inégalité précédente implique aussi

lim n<“—"—1 = 400 si lim nln-%- = +o0o. On montre
n—-+00 an+1 n—-+00 an+1

maintenant que limplication réciproque est aussi exacte. En effet, si
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lim n(“—”—l) =400, pour tout A > 0, il existe alors ng tel que

n—-+00 an+1

_a_ _ 1> 4 pour n > ng. Donc,

ant1 n
n n
a a A
nln —- :1n<1+ = —1> >ln<1+—> — A
Ap+1 an+1 n n—-+00
et A pouvant étre choisi arbitrairement grand, on a lim nln-%2 = +co.
n—+o00 On+1

Les mémes arguments s’appliquent au cas r = —oo.

I11.2.20. Puisque que la suite {a,} est croissante,

1
— 1 _ 1
O<n< = —1>:—an L
n an, n

An+41

D’aprés le test de Raabe, la série diverge.

I11.2.21. Par définition de la suite,
n—1
— Z ag

a, = aje k=1 pour n € N*,

+o0 +oo
On montre d’abord que ) a? est divergente. En effet, si > af = S < o0,
n=1 n=1

alors lim a, =aje”™ >0et lim a® > 0, ce qui est contradictoire avec la
n——+00 n—-+o0o

condition nécessaire de convergence de la série. La série diverge donc et, de ce
qui précéde, lim a, = 0.
n——+00
On suppose maintenant que 3 > « et on montre que, dans ce cas, la série
considérée est convergente. Pour ce faire, on montre que

a,“>a(n—1) pour n=>1. (%)

n

Cette inégalité est évidente pour n = 1. On suppose qu’elle est vérifiée pour
un n donné. Par définition de la suite, on obtient alors

— — o — —
a, % = a, e >a,” (14 aay) = a,“ +a > an.

L’inégalité (x) est donc vérifiée pour tout n > 0. Cette inégalité est équivalente
(pour n # 1) a

@

al < (a(n—1))"a.

n
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D’aprés le test de comparaison, la série est donc convergente pour 5 > a. On

suppose maintenant que f < «. On a déja montré que lirf an, = 0. Dong,
n—-0oo

pour n suffisamment grand, 0 < a, < 1 et aff < al. Cette inégalité et la
+o00 +o00

divergence de la série Y a? impliquent la divergence de la série ) al.
=l n=1

111.2.22. On remarque que

. Qg . n
lim n —1] = lim a = a.
n—+oo  \ Gpt1 n—+oon 4 1

D’aprés le test de Raabe, la série est convergente pour a > 1 et divergente

pour 0 < a < 1. Pour a = 1, la série se réduit a la série harmonique divergente
—+00

1
>

n=1

I11.2.23. On a

b b
lim n n_ _ 1) = lim MOntl —.
n—+o00  \ Apt1 n—+oo (n+1)a a

D’aprés le test de Raabe, la série est convergente pour b > a et divergente
pour b < a. Dans le cas ol b = a, la convergence de la série dépend de la suite
{b,}. En effet, si {b,} est une suite constante, la série étudiée se réduit a la
+00

série harmonique
n=1

On montre maintenant que si b, = a + ln(121+1)’ la série converge. En fait,

1
n+1-°

n!

2+ %) (3+%)---(n+1+ﬁ)

Ay =

Donc,

o i = )il = 1) = e = ((n —1)In(n - 1) w> -

Un calcul donne

lim <(n —1)ln(n—-1)— M) =1

n—-4oo n+2+m
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D’otu, pour n suffisamment grand,
an(n—1)In(n —1) —apyinlnn > (1 —e)a, > 0.

La suite positive a,(n—1)In(n—1) est décroissante, donc convergente. Ceci im-
plique la convergence de la série de terme général a,(n—1)In(n—1)—a,+1nInn.

La derniére inégalité et le test de convergence impliquent alors la convergence
+00

de la série Y ay,.
n=1

I11.2.24. Par hypothése,
an((n—1)Inn —1) — apyinlnn = (v, — 1)ay,.
Siy, =1 > 1, alors
an((n—1)Inn—1) —apyinlnn > (I' — 1)ay,. (1)
En combinant (1) a I'inégalité (n — 1)In(n —1) > (n — 1)Inn — 1, on obtient
an(n—1)In(n — 1) —apyinlnn > (T — 1)a, > 0. (2)

Ceci signifie que la suite {a,(n — 1)In(n — 1)} est décroissante, donc conver-

gente. La série de terme général a,(n — 1)In(n — 1) — apyinlnn est alors
“+o0o

convergente et, d’aprés (2), la série ) a,, est aussi convergente.
n=1

Siy, <T <1, alors ap((n —1)Inn — 1) — appinlnn < (I' — 1)a,. Donc,

1 n—1
an(n—1)In(n —1) —aprinlnn < (I‘ +In <1 - —> ) Q-

n

1 n—1
lim <F+ln<1——> )zF—1<0,
n—-+oo n

la suite {a,4+1nInn} est croissante (excepté pour un nombre fini d’indices n).

Puisque

Il existe donc M > 0 tel que apinlnn > M, d’ot ayq1 > %, ce qui prouve
“+o0o

la divergence de la série > a,.
n=1

I11.2.25. On a

[7)
. a . o+ )fil
lim n " _1)= lim ——2— —aq.
n—+o0o \ Gnt1
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Le test de Raabe implique donc la convergence de la série pour a > 1 et sa
divergence pour o < 1. Dans le cas a = 1, la divergence de la série se déduit
du test donné dans le probléme précédent car

ou vy, = %—_1" < I < 1 pour un certain I'.

I11.2.26. On applique le critére de Gauss donné au probléme précédent. On a

an+1_n2+(a+ﬂ)n+aﬂ_1_1+’y—a—ﬂ_9_n
an M2+ +Y)n+y n n?’

La série considérée converge donc si a + § < v et diverge si a + 3 > 7.

111.2.27. On utilise, comme dans la démonstration précédente, le critére de
Gauss. On a
On

n+1 _ %
n?’

an

S rors

—1—

La série converge donc si p > 2 et diverge si p < 2.

I11.2.28. On note respectivement S, et gn les sommes partielles des séries

—+00 “+o00o
3 an et S 2%aga. On a alors, pour n < 2F,
n=1 n=1

Sn<a1+(a2—|—a3)—|—...—|—(a2k+...+a2k+1_1) <a1—|—2a2+...+2ka2k :S’Vk.
Pour n > 2%, on a
Sn=zar+ax+ (az+as)+ ...+ (agp-1,1 + ...+ age)

1 =
>a2+2a4—|—...+2k_1a2k=§5'k.

Les suites {S,,} et {S,} sont donc soit toutes les deux bornées, soit toutes les
deux non bornées.
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I11.2.29.

(a) On applique le test de condensation de Cauchy (I11.2.28). La série
condensée étant

+0o0 n +00
Y= —
= 2"(In e “— (nln 2)*7

la série converge pour o > 1 et diverge pour 0 < a < 1. Si a < 0, la
+oo
divergence de la série >

7”/(11,11”)04 se déduit immédiatement du test de

comparaison.

(b) L’égalité

+00 n +o0
o2y
&2 n2"Inln2»  —~ nln2ln(nln2)

et (a) impliquent la divergence de la série étudiée.

I11.2.30. On peut appliquer un raisonnement semblable & celui de la dé-
monstration du test de condensation de Cauchy (I11.2.28). Pour n < g, on a

Sn<Sg <(ar+...+ag1)+(ag+...+agp1)+...+(ag +... +ag.,,-1)
<(a1+...+ag-1)+ (92— g1)ag + ...+ (gr+1 — g)ag,-
Pour n > g, on a
@ 2 @ 2 @@y I o0 T B T oo @@, o T AR @)
> c(g2 — g1)agy + - - + c(gk — gr—1)ag,
> (93 — g2)ag, + .- + (gk+1 — gk)ag, -

Ces inégalités prouvent la proposition.

I11.2.31.

(a) Il suffit d’appliquer le théoréme de Schlomilch (IT1.2.30) en prenant
gn = 3™
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(b) On obtient, en appliquant le théoréme de Schlomilch & g, = n?, 'équi-

+o00o +o00o
convergence'”) des séries > an et Y. (2n + 1)a,2. Puisque
n=1 n=1
2n+1)a
lim (2n+1ap2 =9
n—-+00 na,,2
+o0
les séries Y (2n+ 1)a,2 et > na,2 sont équiconvergentes.
n=1 n=1

(¢) Comparez avec (b).

(d) D’apres (b), les séries E 5 f et Z 3= sont équiconvergentes. Cette
=1

derniére est convergente par exemple par le test de la racine. On peut
utiliser le test de condensation de Cauchy ou le test donné en (a) pour

+oo
déterminer la convergence ou la divergence des séries 21,m, Z 31M
n=1 n—l

. On étudie maintenant le comportement de la série Z m-

n=
Si a > 1 la convergence de cette série est alors équivalente a celle de

L. n L. . . L. .

la série Z aiT et on vérifie facilement que cette derniére série diverge,
n=1

par exemple avec le test de la racine. Ceci prouve la divergence de la

o0
série ) amﬁ pour @ > 1. Si 0 < a < 1, on observe que la condition
n=2
nécessaire de convergence n’est pas vérifiée.

IT1.2.32. D’apreés le probléme 11.4.13 (a), il existe € > 0 et k € N* tels
que

(an)lnln <e 7 >k

Donc, 1 ~Ina, < -1-¢,dota, < n1—1+5 et le test de comparaison assure alors

+oo
la convergence de la série Y ay,.
n=1

—+ oo —+ oo
HDeux séries > an et Y. b, convergentes ou divergentes sont équiconvergentes si leur diffé-
n=1 n=1

—+oo
rence est une série convergente de somme nulle : > (an—b,) = 0. Sileur différence est seulement
n=1
une série convergente, les séries sont dites équiconvergentes au sens large. (N.d.T.)
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111.2.33. Une analyse semblable & celle du probléme précédent donne

an < pour n > k et pour un € > 0.

n(Inn)t*e

+o0o
Donc, d’apreés le probléme II1.2.29 (a), la série ) a, est convergente.
n=1

111.2.34.
Sono+k_1 — Samo—1 = (agno + agnoy1 + ... + agno+1_y)
+ (agno+1 + ... + agnor2_1) + ...
= (a2n0+k_1 T ocodr a2n0+k_1)
< 2™agno + 20 agng g 4.+ 200 R gm0 e g
< g(ang + ngt1 + - - . + Gngri—1)-

Donc, pour k suffisamment grand,

onrotk_q 210 —1 onotk_q 2m0 —1
(1—g) E an < g E Ay — g a, | <g E Q-
n=2"0 n=ng n=ngo+k n=ng

La suite des sommes partielles est donc bornée et la série converge.

+oo

I11.2.35. Supposons que la série Y a,, converge. On a alors
n=1
2n 2n+1
lim Z arp = lim Z ar = 0.
n——+00 n——+00

La monotonie de {a,} implique alors

2n 2n 1
> ar> ) agn =nag, = 5 (2naz,)

k=n-+1 k=n-+1
et 2n+1 2n+1
n-+ n-+
n+1
Z ap = Z G2n+1 = Ml (2n 4+ 1) agpy1.

Il s’ensuit que lim na, = 0.
n—-+o0o

Posons a,, = m La série de terme général a,, est divergente et pour-
tant 1
lim na, = lim —— =0.
n—-—4o00 " n—-+00 ln(n =+ 1)
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I11.2.36. On pose

_{% pour n = k2, k € N*,
an ="

> sinon.
n
“+o0o
La série ) a, est convergente mais la limite lim na, n’existe pas.
n=1 R=ree

+oo
I11.2.37. La condition que I’on cherche est la convergence de la série > /a,.

n=1
—+00
En effet, si Y /a, converge, on prend alors b, = \/a,.
n=1
On suppose maintenant qu'’il existe une suite {b,} telle que les deux séries

Z by, et Z 72 convergent. On a alors

Van = a—n %( an))

n

+oo
et la série > /a, converge donc.
n=1

III 2.38. On suppose qu’il existe une suite {a,} telle que les deux séries

Zan et

1
A:{nSEN*:—g

> } et A'=N"\A.
N  N2ap,
Ona > L < +4ooet 3 -1 = 400 (A peut bien str étre 'ensemble
ne€A ns€A’ °
vide).
On remarque alors que a,, > — - pour n, € A’ et la série Z a, diverge

n=1
donc, contredisant notre hypothese.

I11.2.39. On a

“+oo
n  nap, na,
n=1

n=1
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an41

+00
On montre que la convergence de la série ) oy

n=1

implique la divergence

+oo
de la série > % D’aprés le critéere de Cauchy, il existe k € N* tel que
n=1

k+n k+n

> a;a—tl < }—1 pour tout n € N*. Donc, 2 > ar:;: < }—1 et, pour n > k,
i=k+1 i=k+1
k
g 1 k+n 1
3 G 1 kdn 1
i na; 4 n 2
i=k+1

L’inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique implique

wfOkinyr 1 agy1
ot < = et (Ik+n+]_ < i .
(k41 2 2n

Donc,
1 2"

>
(k+n+1akiny1 ~ (K+n+1ag

+o0o
2t 1 .
et la série ) ) 7o est alors divergente.
n=

—+00
I11.2.40. Lasérie Y ¢, peut bien str diverger (par exemple si a,, < b,, pour
n=1
tout n € N*). Etonnamment, elle peut aussi converger. En effet, considérez les
séries dont les termes sont

111111111

et
1 1 1 1 1 1 1 1
72_273_274_275_27ﬁ78_278_27"'78_27"'
~————

82 + 1 termes

Chacune des séries contient une infinité de blocs de termes dont la somme est

“+o0o
supérieure a 1 et chacune diverge donc. Cependant, ¢, = # et > ¢, converge.
n=1

I11.2.41. On utilise le théoréme de condensation de Cauchy (voir IT1.2.28).

+o00
La divergence de la série ) b;" est équivalente a celle de la série dont les
n=1

bon = mi L
on = IIN agn,nln2 .

termes sont
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+oo
De la méme facon, la série ) bon diverge si et seulement si la série condensée
n=1

1
2nb22n = min {Qna22"7 —1_‘[] 2}
+oo

diverge et cette derniére série est divergente. En effet, si une série Y d,, est
n=1

de termes

+oo
divergente, alors la série Y min{d,,c}, ou ¢ > 0 est aussi divergente. Si
n=1

+00

min {d,, c} = ¢ pour une infinité de valeurs de n, alors la série Y min {d,,c}
n=1

diverge. Si min {d,, c} = ¢ pour un nombre fini de valeurs de n, la divergence

+oo
résulte alors de celle de la série ) dp,.
n=1

I11.2.42. On a

a a —a a — Qa
1— n__ n+1 n< n+1 n.

~
An 41 Ap+1 a1

+oo

Ceci et la convergence de la série télescopique Y (an4+1 — a,) impliquent la
n=1

convergence de la série étudiée.

I11.2.43. On a

1— ap  Gpy1 — ap

Qn+41 an+1

En posant b, = any1 — an et S, = by + ... + by, on obtient g = “n+1 n

La divergence de la série étudiée se dedult donc du probleme I11.2. 10

I11.2.44. Si la suite {a,} n’est pas bornée, la convergence de la série consi-
dérée se déduit du probléme I11.2.11. On peut, pour le voir, appliquer des
arguments semblables & ceux utilisés dans la solution du probléme précédent.
On suppose maintenant que la suite {a,} est bornée. On a alors

Gp41 — An < 1

NS (an—i-l - an) .
An+10% asaf

La convergence de notre série se déduit alors de celle de la série télescopique
—+00

Z (an—i-l - an)-

n=1
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I11.2.45. 1l suffit de prendre ¢, = é, ou 9, est la n-iéme somme partielle

—+00
de Y ay, et d’appliquer I11.2.10.

n=1
+oo
111.2.46. On peut poser ¢, = ﬁ, ou r, = >, ap, et utili-
k=n+1

ser I11.2.13 (b).

I11.2.47. La suite {r,} est décroissante. Donc, d’aprés II1.2.35,
lim nr, =0 et

n—-+0o0o
lim na, = lim n(r,_1—r,)= lim ((n—1)r,_1 —nry+r,-1) =0.
n— 00 n—-+o0o n—-400
111.2.48.

(a) Puisque lil}_l a, = +00, a, > 2 pour n suffisamment grand. La conver-
n—-+od

gence de la série se déduit de l'inégalité —aln < —2171 qui est vérifiée pour n
n
suffisamment grand.

(b) Comme en (a), on peut choisir n suffisamment grand pour que al% <
1 n

3lnn *

Donc, d’aprés I11.2.17 (c), la série converge.

(¢) La série peut converger ou diverger, son comportement dépendant de la

+00

suite {a,}. Si a, =Inn (n > 2), la série 21 al’{,% est alors divergente
n—=

(voir I1I.2.2 (e)). Si on prend maintenant a, = n, on a alors, pour

n > e,
1 1

1
i = Tnninn < o ou a > 1.
a#nn ennn-nn nOé

Dans ce cas, la série est convergente.

I11.2.49. La série diverge car la condition nécessaire de convergence
lim a,, = 0 n’est pas vérifie (voir I1.5.25).

I11.2.50. On suppose d’abord que p = 0. Alors, d’aprés 11.5.22,
lim +/na, = v/3 et la série diverge donc. On suppose maintenant que p > 0.

n—-+00
1

npb

On a alors lim a, = 0. Donc, lim 22tl — [im
n bl

n—+00 n—+oo 4n n—+00
converge d’aprés le test du quotient de d’Alembert.

. SMan — () et la série
Qn
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111.2.51. On remarque que a, € ]mr,mr + %[ Donc, az < - ﬂz et la série
—+00
1

Y. -z converge.
n=1 "

111.2.52. On pose b, = +/a,. On a alors b, € ]mr,mr—i— %[ et la série

—+00
1

an

+oo
=5 biz converge donc (voir la solution du probléme précédent).
n=1 S

I11.2.53. La série diverge car lim na, =2 (voir 11.5.29).

n—>+00
111.2.54. Pour simplifier, on introduit les notations suivantes :

L,=a1+az+...+asm_1 et M,=ar+aq4+ ...+ aoy.
La monotonie de {a,} implique

L,>M, et L,—a <M,. (1)

n

D’ow, 2M,, = M,, + M,, > M, + L, — a1 = Y, aj. Donc,

k=2
lim M, = +oo. (2)
n—-+0o0o
En combinant (1) et (2), on arrive &
Ln 1 — Ln = Mn - )
M, M, M, n—+oo

I11.2.55. Par définition de k,, on a 0 < S, —n < k_ On sait que
hm (Sk —1Ink,) =, ou v est la constante d’Euler (voir I1.1.41). Donc,
n—

lim (n—Ink,)= lim (n+1—Ink,t1) =1.

n—-4o0o n—-+400
D’ou,
k
lim <1—ln n+1> =0
n—-4o0o kn
et i
TFen n+14_
n—-4o0o kn
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I11.2.56.

(a) [A. J. Kempner, Amer. Math. Monthly 23(1914), 48-50]. Un nombre a k
chiffres appartenant & A peut s’écrire sous la forme

1057 ta; + 10 2a5+ ... +ap, oul<a; <9,i=1,2,...,k

Pour un k donné, il y a 9¥ nombres a k chiffres dans A et chacun d’eux
est supérieur a =L, Donc,

1 +oo 9"3
D<=
neA L =il 10

(b) Comme en (a), on a
Z « Z a(k—1)
nGAn 10(

Dongc, si a > log; 9, la série ) n% converge. De plus, puisque
neA

+00 9k
Z ne Z 10k 0‘ Z 10k’
ncA =
la série Z = diverge si a < logy( 9.

nEA

Remarque. Soit Ay l'ensemble des entiers strictement positifs dont 1’écriture
décimale ne contient pas le chiffre k. De la méme fagon que précédemment, on

peut prouver que Y n% converge si a > log 9.

neAyx

II1.2.57. On suppose que —oo < g < 1 et on prend £ > 0 suffisamment petit
pour que g +¢& < 1. Pour n suffisamment grand, on a alors In = L < (g+¢e)lnn

et a, > g+5 La série diverge donc. Si g = —oo, alors (pour n suffisamment

grand) ln < —1 xInn et a, > n. La série diverge donc encore. La méme
+0o0 1

démonstration fonctionne aussi pour g > 1. Considérons deux séries : ) - et
n=1

“+o0o

> nlrb —. La premiere diverge et la seconde converge alors que pour chacune,

g=1
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I11.2.58. L’équivalence de ces tests a été prouvée dans la solution du pro-
bléme II1.2.19. D’aprés 11.5.34, si le critére de Raabe permet de conclure,
il en est de méme du critére donné au probléme précédent. Pour prouver que

la réciproque est fausse, on considére la série de terme général a,, défini par

1 1
an—1 = 2 et agy = mZ-

I11.2.59. On pose b, = \/2—1— \/2+...+\/§. On a b, = 2cos 5i5r (com-

n racines

parez avec 11.5.41). Par définition de {a,}, on a a2 = 2 — b, 1, d'ou

an = 28in 5757 < g5 . La série considérée converge donc.

ITI1.2.60. Soit K € R% tel que
(a1 —ap) + (a2 —ap)+ ...+ (an—1 —ap) < K pour n €N

Onaaj+...+a, —na, < K pour tout n € N*. On se donne m € N*. La
monotonie de la suite {a,} et sa convergence vers 0 impliquent qu’il existe
ng € N* tel que

an < 7 a;, pour mn = ng. (%)
On a

ar+ ...+ apm —map +amp1 + ... +a, — (n—m)a, < K.
La monotonie de {a,,} donne
i1+ -.-F+an = (n—m)a, et a1+ ...+ aym = Mapy,.

Donc, m(am, — an) = may, —ma, < a; +az + ...+ ay — ma, < K. Ceci et
(%) impliquent %mam < m(ap — ap) < K. Finalement,

Sy =ai+as+ ...+ am, =S, —ma, +ma, <K +ma, <3K.

II1.2.61. On déduit des relations
Qp = 0Qpy1 +Ap42 +0p3+ ... € Apy] = Qpyo +Api3+ ...

que Gp4+1 = %an. On a alors, par récurrence, a, = 2% pour tout n € N*.

I11.2.62. [20]. On pose rpr = Gp + Gny1 + ... + Qpyg Pour n € N* et
ke Net lim r,; =, pour n € N*. On se donne s € |0,5[ et on note

k—+o0
an, le premier terme de la suite {a,} tel que a,, < s. Soit il existe un

ki tel que 7y, 5, < 5 < Ty k41, 50it 7, < 5. On a, dans le second cas,
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5 < Gpy—1 < Ty, < Setr, =s. Dans le premier cas, on détermine le premier
terme ay, pour lequel ny > ny + K&y et r, i, +an, < s. Soit il existe ko tel que

Tniks T Tngks <8 S Tnyky 1 Tno kot 1,
soit 7y, k; + Tn, = 5. Cette procédure peut se répéter et si le premier cas se
produit & chaque étape, alors s = 1y, g, + Tpy gy + - - -
IT1.2.63. [20]. On suppose, contrairement a la proposition, qu’il existe k € N*

—+00
tel que ap =2p+ > ap, oup >0. On a alors

n=k+1
+oo +o0
G —P=Pp+ D Gn=) Enan,
n=k+1 n=1
ou &, prend pour valeur 0 ou 1. La monotonie de {a,} implique €, = 0 pour
—+00 —+00
n <k.Donc, ay —p= >, epan < > a, = ap — 2p, contradiction.
=1l n=k+1

IT11.2.64. D’apreés le théoréme de Stolz (voir I1.3.11), on a

-1 -1 _ —
lim a1S7 " + a8, + ... +anS, L ~ lim a,S;t S
n—-oo In S, n—+oo —In (1 — anSh )

la derniére égalité découlant, par exemple, de 11.5.5.

I11.2.65. Posez a, =1, n € N*.

+oo
IT1.2.66. Puisque W > AL la série ) W est divergente

n=1
pour toute suite {a,, } strictement positive et cette divergence est indépendante
+00
du comportement de la série ) a,.
n=1

I11.2.67. Par hypothése,

on 1 2n71
az < ar, Z ap < gn 1 Z ay.
k=2n—141 fe=I1l

On a alors par récurrence

> 1 1 1
E:(u;<52 1%—5 1%—55 ooc 14-§E:T aq.
=il
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De plus,

(+3) (1 3) -+ (1) = (S (7))

n—1 1
< exp (Z 27:) <e.

k=1

111.2.68. On pose ¢, = (’;ﬂ{" =n (”Tl)n pour n € N*. On a
c1oep=(Mm+1)" et ¢, <ne. (%)

En utilisant I'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique (voir,
par exemple, 1.2.3), on arrive a

va ay, = ! Vaicr X -+ X anc gaat .. +ant
1 n—n+1 1€1 ntn X n(n+1)

Donc,

ENI varan < i aicy + ...+ ancy

n=1 n=1 Tl—l—l
Lt
= ajcC S a— —
l1x2 " 2x3 N(N +1)
. 1 1 L1
22\ 9%3 3x4 T TN+

+...+aNCNm

1 1 1
<a101+§a202+§a303+...+NaNcN

< 2a1 +eas + ...+ eap,

la derniére inégalité se déduisant de (*). On obtient I'inégalité demandée en
faisant tendre N vers +oo0.

279



CHAPITRE III. SERIES DE NOMBRES REELS

I11.2.69. En écrivant

n+D"- - (n+k-1"(n+k)"
=l (n4+k—-2)""t(n+k—1)""

_ <":;k>nn(n+1)'“(n+k—1)7

Cp —

on obtient ¢y -+ ¢, = (n+1)" -+ (n+ k)". On a donc, comme dans la solution
du probléme précédent,

1 /1
<E<Halcl+2x3x...x(1+k)a202

1
"'+N(N+1)~-(N+k—1)aNcN>’

_l’_

la derniére inégalité se déduisant du problém III1.1.4 (a). Puisque

1 I+ k\
z(z+1)---(z+k—1)0’:<T> ’

on obtient I'inégalité cherchée en faisant tendre N vers +oo.
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111.2.70. On pose T, = a1 + as + ... + a, et on note 5,, la n-iéme somme
partielle de la série considérée. On a alors

N
|

ay o— Tn—lTn
aj 5 Tn—l — Tn
n= n—
1 n NZ_:I (n+1)° B n_2
ay — T, o T,
N—-1 N—-1
5 2n 1
S—+) = +) &=
n

/A

S e
+
M=
¥
+
M= 3
|)—l

n=1
N n
D 7 SVSn-VM
n=1""

et, en conséquence, Sy < a5—1 + 2/ SyvM + M, d’ou

2
Sn < <VM—|—\/2M+GE> .
1
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IT1.2.71. L’inégalité entre les moyennes arithmétique et harmonique (voir,
par exemple, 1.2.3) donne

ok
1
n:2;1+1 nan—(Mn—1)an—1 ok—1
9k—1 Z ok
> (nan —(n—1)an_1)
n=2k—141
2k=1 1

pr— = .
2ka2k — 2k_1(12k71 2&2]6

Donc,
i?i 1 - 2k
ety q M0 = (n—1Dan_1 ~ 4ag
D’ou,

2[
SQk 2 Z 4a21 ’
=il

La divergence de la série se déduit alors du théoréme de condensation de Cau-
chy (voir IT1.2.28).

+oo
I11.2.72. On prouve que la série »_ pi est divergente. On suppose pour ce
n=1""

+00
faire qu’elle est convergente. Il existe donc un entier n tel que ) I% < %
m=n+1"""
On pose a = p1ps - - - pp. L'entier 1 + ka pour k € N* peut s’écrire comme un
produit de nombres premiers et cette factorisation, unique, ne contient aucun

des nombres p1,ps, ..., p,. Donc,

+o0 1 +o00 1 l +oo 1 l
e <2 () <X (3) -2
k=1 1 +ka =1 Pm =1 2

contradiction.

111.2.73. 1l suffit d’appliquer les résultats du probléme précédent et du pro-
bléeme I11.2.71.
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I11.2.74. On obtient

+oo

1
1 2n+1 2n+1
i = kntl " onFI <1 aF 3n+1 I anFT F o ) 1
1m —— = 1m = —
n—+oo 100 1 n—-+00 (1 + + iz +. ) 2 ’
kn
k=2

car les sommes entre parenthéses tendent vers 1 lorsque n tend vers +oo. En
effet,

2n+1 27L+1 o +oo 1
_ n
3n+1+4n+1+"'_2 an—i-l'
k=3
De plus,
> D
= + +
1 1 1 1
k”+ 3n+ (2k)"+ = (2k+1)""
3n+1 +2 Z n+1
1 1 1 1
= 3nr1 T el 2_n ol
P
Donc,
+00 2\n+1 1
gl 3 1 () +5
1 1
k=3 ket (1 2_n)
et
+o0o
n+1
2 Z kn-i-l n—-+o0o 0
k=3
“+o0o
I11.2.75. On suppose d’abord que la série > a, converge. La convergence
=i
n o
de la série étudiée se déduit de 'inégalité T% < ow. Silasérie ) ay, diverge, il
" n=1

existe alors une suite strictement croissante {nm} d’entiers strictement positifs
telle que S,,,—1 < m < S,,,. On a alors

m(m + 1) ‘

T, =040 4280, 2 S 4= 8, = 5
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Donc,

+00 Mm+1— 1

On Z Z QK Z nm+1 1 — nm—l
Ta =

Tl

n=ns m=2 k=nm
+o00 1 +00 1
<Y T < T
m=2 " "m m=2\|"35

La série en question est donc convergente si a > % La série peut étre divergente
sia < % En effet, il suffit de prendre a, = 1, n € N*.

I11.2.76. D’aprés le I11.2.35, lim o = 0. On choisit 0 < K < 1. Il existe

n—-+4oo
alors ng tel que n < Ka, pour n > ng. D’ou,

k
In* a, > I <i> In n
an K Qn
“+o0o

La convergence de la série Z ln =4 implique donc la convergence de

Ink n

an
n=1 n=1
Pour démontrer 'autre unphcatlon, on pose
I, = {nEN* D ap <nk+2} et Io=N"\1I.
On a alors, pour n € I, Ina, < (k+ 2)Inn et la convergence de > h;ﬂ
nely "
implique celle de ) lns% De plus, pour n € Iy suffisamment grand, on a
nely
Tk
n*a, aff? 1
a < a < ez
n n mn k+1
Donc, Y ln I0n < +oo car 2 > 1.
nels
I11.2.77. On a
p(n)—1 e(1)—1
f(k f(k (1)) + fle() +1) +... + f(#(2) - 1))
k=1 k=1

= +(f(<p(n—1))+f( (n=1)+1)+...+ f(p(n) — 1))
(1)
< Zf +Zf ok +1) — (k).

k=

L’inégalité (1) est donc prouvée. L’'inégalité (2) se démontre de la méme fagon.
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I11.2.78. On suppose d’abord que
flen)(e(n +1) — p(n))

f(n)
On a alors, d’aprés I'inégalité (1) du probléme précédent,

e(1)—1
Sgp(n)—l < Z f(k) +qSn-1-

k=1

<g< 1.

1
f(k) et la convergence

e(1)-
Du fait que ¢(n) > n, on a donc (1 — ¢)Sp—1 <
k=1
+00
de > f(n) est prouvée. On peut utiliser I'inégalité (2) du probléme précédent
n=1

et procéder comme ci-dessus pour prouver la seconde partie du probléme.

111.2.79. On peut utiliser le résultat du probléme précédent en prenant
o(n) = 2n.

I11.2.80. On peut appliquer le résultat du probléme II1.2.78 en prenant
p(n) =2".

I11.2.81. Appliquez le résultat du probléme I11.2.77 en prenant respecti-
vement

p(n) = 3", p(n) =n?, p(n) =n’.
I11.2.82.
(1) On a apb, — apt1bpt1 = Capq. La suite {ayb,} est positive et décrois-
sante donc convergente et la série télescopique %o(anbn — Gpt+1bpt1)
o n=1
converge. La convergence de la série Y a, s’en déduit par le test de
comparaison. "
(2) On a :
(LZ:1 > T '

+oo
La divergence de la série Y a, se déduit alors du test donné au pro-

n=1
bléme I11.2.3.
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I11.2.83. Pour obtenir le test du quotient de d’Alembert, on prend b, = 1
pour n € N*. En posant b, = n pour n € N*, on obtient le test de Raabe et
en posant b, = nlnn pour n = 2,3, ..., on arrive au test de Bertrand.

I11.2.84. [J. Tong, Amer. Math. Monthly, 101(1994), 450-452].

—+00
(1) On pose S = > ay, et

n=1
n
S — Z Qg
k=1 Tn
bp=—""=—.
" an an
Bien siir, b, > 0 pour tout n € N*. De plus,
a T Tn4+1 Ay
bn n _bn—i-l: n_ 'nt _ n-+ - 1.
Gp41 Gp41 Gp41 Gp41
(2) Dans ce cas, on pose
n
> ak
k=1 Sn
b e = —
" Qn Qn
+oo
La série é est alors divergente (voir, par exemple, le pro-
n=1
bléme II1.2.10). De plus,
anp, Sn—i—l Sn—i—l —Qp+1
bn, — bpyg = — = = —1.
Gp41 Gnp, Anp41 Anp41

I11.2.85.

(a) Il suffit d’appliquer le test du quotient & chacune des séries :

+oo —+00 —+00
E Ak E Al+kn, -+ E Q(k—1)+kn:
n=1 n=1 n=1

(b) Il suffit d’appliquer le test de Raabe (voir I11.2.19) a chacune des séries
données dans la solution de (a).

I11.2.86. Par hypothése, il existe K > 0 tel que
1
on < K—— pourn > 2.
Inn

On définit les sous-ensembles N; et Ny de N* comme suit :

1
le{n:angj} et Nop=N"\Nj.
n
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Pour n € Ny suffisamment grand, on a

In —B —%n
e 1_IL CIXP(K) €K Inn €2K (1)
a —¥n < an nn — an nn — _ < .
n = n ~ n2
De plus, pour n € Ny suffisamment grand, on a
1—¢n . K
a _ 1 Inn 2K
“ <ap™r = — < ninn = 2K, (2)
an an,
+o0o
En combinant (1) et (2) a la convergence de la série ) a,, on arrive a
n=1

Z ay™fm < +oo et Z ap” " < +oo.
neN; n€ENy

II1.3. Le test intégral

I11.3.1. Pour k—1<x<k, k>2o0ona f(x)> f(k). Pow k <z <k+1,
on a f(z) < f(k). Donc,

k

k+1
/ f@dr <t < [ f@)de, k=23...
k k—1

En additionnant membre & membre les inégalités précédentes pour k allant de
2 a n, on obtient

n+1 n
| i@ <@+ i@+t < [ f@)ds
2 1
ce qui démontre le test intégral.
111.3.2. On remarque que fTI est une fonction décroissante strictement posi-

tive. Donc, d’apreés le test intégral, la convergence de la série étudiée est équi-

valente au fait que les suites { fln f(x) da:} et { fln J;((;)) d:z:} soient bornées.

Puisque

f’(:z:) =Inf(n)—In
7z & = f() ~In f(1)

n n
[ r@de=sm- ) e [
1 1
soit les deux suites sont bornées, soit aucune des deux ne ’est.
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111.3.3. On a SN — IN — (SN-H — IN+1) = fJJ\Y—H f(x) dxr — f(N = 1) = 0.
De plus, f(n) < [ | f(z)dz < f(n—1) pour n = 2,3,...,N. En addition-
nant membre & membre ces inégalités pour n variant de 2 & N, on obtient
Sy = f(1) S I(N) < S(N) — f(N). Done, 0 < f(N) < S(N) = I(N) < f(1),
ce qui compléte la démonstration.

I11.3.4. La convergence des suites données se déduit du probléme précédent.
Il reste & montrer que les limites de ces suites appartiennent a |0, 1.

(a) Puisque f(z) = % est une fonction strictement décroissante sur l'inter-
valle |0, 400, Sy — Iy < So— I < f(1) =1 pour N > 2 et

fQ)+fB)+...+ f(N-1)+ f(N) >
N
f(2)+f(3)+---+f(N—1)>/2 f(z) de

ou, de fagon équivalente, Sy — f(1) > Iy — I. Finalement,

O<1—IQ§NHI_’I'_1 (SN—IN)§SQ—I2<1.

(Voir aussi I1.1.41 et 111.1.36.)

(b) La démonstration est semblable & celle de (a).

I11.3.5.

+o0o
(a) La convergence de la série 22 W est équivalente au fait que la suite
n=

fzn —1 . dx soit bornée. Pour o # 1,

z(lnz)®
/n 1 p (hl n)—a+1 (ln 2)—01-‘1-1
2 '

Inx)® T T a1 —a+1

La série est donc convergente si o > 1 et divergente si 0 < a < 1. Claire-
ment, si a < 0, la série est alors divergente. Finalement, si a = 1, alors
L5 ﬁ dz = In(Inn) — In(In2). La suite [’ ﬁ dx n’est pas bornée et
la série diverge donc.

(b) Dans ce cas, on a

/3n m dz =In(In(lnn)) — In(In(ln 3)).

La série est donc divergente d’aprés le test intégral.
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I11.3.6.
(a) On a
N N
Z ny1 Sn+1 — Sn
n=1 Snlnsn n=1 Sn lnSn
N Sn+1 1
> d
nz::l g zlnx v
nln Syi1 nnSlm—i-oo
(b) Comme en (a), on a
N N
Z _ Gn _ Z M
N Sn+1 1
< —d
E_:/ zln’x ’
=
_ 1 4 L =
- h’lSN 11151 N—+o0 1nS1 ’
I11.3.7. Si ,
¢'(z) f(p(x)) <g<1 powr z> o,
f(z)
alors

p(x) x .
/ f(t)dt = / GO f(p)dt <q [ f(t)dt.

(z0) xo xo

(z0) (x) (w0)
:q(/“’ f(t)dt—/“’ f(t)dt)@/“’ £(t) d.

“+oo
Donc, d’apres le test intégral, la série > f(n) est convergente.
n=1
Si maintenant

>1 pour =z > zo,
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alors f&%)) f(t)dt > [T f(t)dt. En conséquence,

zo

o(x) ¢(zo)
/ f@ﬁ>/ F(t)dt.

0

De plus, puisque pour tout n il existe k, € N* tel que n < ¢(n) < n+k,, on a

nt+kn o(n) »(z0)
Tothe = Tn = | fma>/ f®ﬁ>/ F(t)dt.
n n o

La suite {I,,} n’est donc pas une suite de Cauchy et n’est donc pas bornée. La
série diverge alors d’aprés le test intégral.

I11.3.8.
(a) Si lim <—g(1:)1;((§)) — g’(:z:)) > 0, il existe alors xg et 0 > 0 tels que
T—+00
/
o
—g(x)'é((x)) —d(x) >0 pour x>z

Donc, —(g(x)f(x)) > 6f(x) pour x > xp. On obtient alors, pour n
suffisamment grand,

L&md /

)o(e)
% o(z0)f (z0).

SN

(9(z0) f (o) — g(n) f(n)) <

D’apres le test intégral, la série converge donc.

(b) Comme en (a), on obtient —(g(z)f(z)) < 0 pour z > zg. La fonction

gf est donc croissante sur [zg,+00] et g(z)f(z) > g(l‘o)f(fl)o) six > x.
~ [f(@o)g(xo)
9(z)
donc pas bornée car, par hypothése, la suite fl e ) dx ne l’est pas non

plus.

Ceci signifie que f(z) > pour z > xg. La sulte J1' f(z) do nest
111.3.9. Il suffit d’appliquer le probléme précédent en prenant g(x) = x.

I11.3.10. On prend g(z) = zlnz dans IT1.3.8.
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I11.3.11.

(a) On pose

On a alors —g(x) o g(x)=1>0.

(b) On pose

On a alors [}" g(lm de =1In [ f /o —In fl /9 t)dt, ce qui implique

que la suite fl g(lm dx n’est pas bornee De plus

—d(x)=-1<0.

I11.3.12. On apglique le test prouvé en I11.3.9. On obtient, en prenant
z) = (Inz)" ™" pour z > 1,
flx)=(

—l‘f/(x): nz)’ ! ninz
) (Inz)” " (ylnlnz + 1).

Siy > 1, alors liril (In x)7_1 (vInlnz 4 1) = 400 et la série est donc conver-
T— 100

gente. D’autre part, si 0 <y < 1,on aalors lim (Inz)” ' (ylnlnz41) =0,

Tr—+400
ce qui signifie que la série diverge.

I11.3.13. On pose

1
fle) = ————, z>e
xl+ﬁ Inz
On peut montrer que lim (—x’}l((;c))) = 1 et on ne peut donc pas appliquer

T—+400

le test donné en I11.3.9. On va appliquer celui donné en IT1.3.10. Pour x
suffissamment grand, on a

f(x) 1> Inx Inx
= — = Japlhng = = +1>2
< fl@) = Inlnz  (Inlnz)?

: Inz = Inz _
SN <lnlnw (1nm>2> = oo
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I11.3.14. Ona (A\py1 — )\n)ﬁ < f)\)‘n"“ —4—dt. Donc,

A1 f( tf(t)
+00
An > 1 /+°° 1
1-— < —— dt < +00.
nZ::l ( A1) fngr) Sy EF(E)
+00
On a donc prouvé que la série (1 — ﬁ) m est convergente. On note

n=1
respectivement {S,} et {S/,} la suite des sommes partielles de la série donnée
dans le probléme et la suite des sommes partielles de la série ci-dessus. On a

alors
/ al An 1 =
SN — Sy = Z (1 - >\n+1> <f(/\n) - f(/\n+1)>

n=1

N 1 | .
s ; <f(An) N f(AnH)) STow)’

ce qui implique la convergence de la série donnée.

I11.3.15. La monotonie de f implique

)\n+1
FOn)Onia =2) < [ ORI =2 )

(a) D’apres 'inégalité de gauche et les hypothéses, on a

—+00 +o0o

MY f(Ang1) < f(t)dt < +oo.

n=1 A1

(b) L’inégalité de droite dans (x) implique la divergence de la série > f(\,).
n=1

+o0o
I11.3.16. On suppose d’abord que la série ) ﬁ converge. D’aprés le test
n=1

intégral, 'intégrale impropre f1+oo ﬁlt) dt converge aussi. Une intégration par
parties suivie d’'un changement de variable donne

TR U T BN At (0
/1 O 10 f(l)*/l 2 @

SRS S Bl i)
10 f(l)*/fm 2t
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On montre maintenant que

t

i 75 =0 ®

La convergence de 'intégrale impropre 1mphque hm t2t ﬁ dx = 0. Puisque
%% = f(l 57 e < f da: légalité (2 ) est vérifiée. L’intégrale im-
propre f £(1) t—Q() dt converge donc.
On a de plus
~— (") o fi)
z L > B
(n+ 1 = n 2 rat

: siemif la série S 171n) . s

ce qui signifie que la série ngl ot L

converge aussi.

+o0o 1
Pour démontrer I'implication réciproque, on suppose que la série > f—z(n)
n=1

converge. De fagon semblable, on peut prouver que lintégrale f oo J- ( ) 2 dt

converge et, en consequence fl ( ) dt converge aussi. Donc, d’ apres le test

intégral, la série Z m est convergente.
n=1

I11.3.17. On remarque d’abord que la fonction ¢ peut étre définie, de la
méme fagon, sur tout U'intervalle [e , +oo[. On a alors p(z) = 1 pour x € [e, €],
¢(z) =2 pour z € [e®, e [. Pour simplifier, on note &' = e et ek = ¢ pour
k > 1. On a donc

o(x) =k pour ze€ [ék,ékﬂ [
On pose
1
fz) =
() z(Iny z) (Ing ) - - - (lnw(w) a:)
et on a

1

f(=z) = x(Iny ) (Ing z) - - - (Ing x)

pour x € [ék , ekt {
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Notre série diverge alors d’aprés le test intégral car, pour n > é¥,

I, = /enf(x)da;

> | * fw)da

1 ¢ 1
= d ——d
/8 zlng " * /éz z(Inz)(Ing x) v

a3

€ 1
e de =k — 1.
et /ék—l z(Inz)(Ingx) - -+ (Ing_1 x) * !

I11.4. Convergence absolue. Théoréme de Leibniz

I11.4.1.

(a)

On a

n

= |a|.

an
n+1

. n
lim
n—-+4o0o

La série est donc absolument convergente si |a] < 1 et divergente si
la] > 1. Si |a| = 1, la série diverge car

an ‘"_ ) 1 1

nStoo|n4+ 1] ”—13‘100 W e

(Inz)* (a—Inz)

On pose f(z) = % pour z > 0. On a alors f'(z) = — <0
pour z > max {1, e*}. Donc, d’aprés la régle de Leibniz, la série converge
pour tout a € R. On détermine maintenant si la série est absolument

—+00

T . 2.9 1 @ 5 2

convergente, c’est-a-dire si la série ) % converge. D’aprés le théo-
n=1

réme de Cauchy (voir I11.2.28), la convergence de cette série est équi-

+oo

valente a celle de Y~ n®(In2)“. Notre série est donc absolument conver-
n=1

gente si a < —1.

Si a > 0, la série est convergente d’aprés la régle de Leibniz. Si a < 0, on
a alors

+00 a +00 |(I|
Z (—1)"sin— = Z (=1)" " sin =
n=1 n n=1 n
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En appliquant de nouveau la régle de Leibniz, on voit que la série
converge pour tout @ € R. La série n’est pas absolument convergente
sia # 0 car

sin 12

1 = |a| 0

lim
n—-+o0o

(d) La série converge si et seulement si —1 < ;224__6%_1% < 1, c’est-a-dire, si
a € [—4, % [ U [3,4oc[. Clairement, la série est absolument convergente

siae]—4,%[u]3,+oo[.

(e) Puisque

la série est absolument convergente si |a| > 1. Si |a| < 1, la condition

2 . N Ty . n
nécessaire a la convergence n’est alors pas vérifiée car lim 25 = 4o0.
n—-+o0 |a|™

(f) On observe que

(].Il n)lnn

lim —~— = lim n™P7% = 4o,
n——+o0o nae n—-—4o0o

La condition nécessaire de convergence n’est donc pas vérifiée.

I11.4.2. Si |a] < 1, on a alors, pour n suffisamment grand,

n—1
a ‘a|n—1

na” 1 +1Inn
et la série est donc absolument convergente. Si |a| > 1, alors
a" b1 1
na"l+Inn n \1+- D2

na

Donc, pour n suffisamment grand, les termes de la série sont strictement po-
sitifs et, d’aprés le test de comparaison, sa divergence découle de celle de la

+oo 1
série ) .
n=1
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111.4.3. On suppose d’abordgque an > 0 pour tout n € N*. On peut montrer
en dérivant que sinx > x — % pour z > 0. Donc, 1 — % < éai. Puisque

+oo
a? < a, pour n suffisamment grand, la série > a2 est convergente, ce qui im-

plique la convergence de la série donnée. Si on abandonne I’hypothése a,, > 0,

la série peut converger ou diverger. En effet, en prenant a, = (—1)" n% avec

+0o0 .
a > 0, la série ) (1 — %) diverge si 0 < a < % et converge si o > %

n=1

I11.4.4. Non, comme le montre ’exemple suivant :

" 1 —1)"
an:( ) + , bn:( ), n > 2.
n nlnn n

I11.4.5. On a a, = py — Gn €t |an| = pn+ ¢n. On note aussi que p,, et ¢, sont

+oo —+00 +o0o
positifs. Les deux séries Y p, et > g, divergent donc car Y a, converge et
n=1 n=1 n=1

+oo
> |an| diverge.
n=1

111.4.6. On pose S, =aj + ...+ a,. D’aprés le probléme précédent, on a

P, S
lim -2 = lim 1+—”>:1.
< Q

Nn—00 Qn n—o0 n

I11.4.7. La série n’est pas absolument convergente. On montre qu’elle est
simplement convergente. Pour ce faire, on regroupe les termes de méme signe
et on obtient

+o00 n +o00
-nlsl 3 e 1 1
Z n a2’ (=1) 3n+3n+1+3n+2 '

La convergence se déduit de la régle de Leibniz.

I11.4.8. Clairement, la série est absolument convergente si a > 1 et diver-
gente si a < 0. On montre que la série converge simplement si % <a <1 On
remarque que les trois premiers termes sont négatifs, les cinq suivants posi-

tifs, etc. En regroupant les termes de méme signe, on obtient la série alternée
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+00 (n+1)>-1
S (-D)"A,ou A, = > k:La De plus, pour a # 1, on a

n=1 k=n2

1 (n+1)* 1 1 1 -
An<ﬁ+\/ —dt:ﬁ—k—((n—l—l)Q 2a—n2_2“).

o2 t® 1—a

Donc (voir 11.2.3), lilf A, = 0 si % < a < 1. Pour a = 1, on a
n—-+oo

ni“ < A, < 2%;{—1 et, en conséquence, lim A, = 0 pour % <a <1 On

n—-+o0o
montre maintenant que pour un tel a, la suite {A, } est décroissante. En effet,

(n+1)%2-1 1 (n+2)%2—1 1
An - An+1 — Z E - Z ﬁ
k=n? k=(n+1)2
n 2— n 2
_( +1)“-1 i _( J%):H 1
=, ko =, (k' +2n+1)"
2_
B ("% ' ( 1 1 > 1
= \k* (k+2n+1)° ((n +2)? - 2)“
_ 1
((n 1+ 2)2 1)a
2 1 1 1

k=0 (n?+ k)" ((n+ 1)2+k>a ((n+2)2 —2)a

_ 1
((n+2)2_1)“
1 1
> (2n+ 1) ((n2 +2n)a - ((n—|— 1)2 —|—2n>a
_ 1 _ 1
((n 1 2)2 - 2)“ <(n+ 2)2 1)“ ’

la derniére inégalité se déduisant de la monotonie de la fonction

g(a:) = 73 ! a . a
(n? + ) ((n + 1)2 + x)
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sur U'intervalle [0,2n]. Donc, pour n suffisamment grand, on a

1 1 2
(n? + 2n)" ((n +1)2 420 “ (n+ 1)

("*%) <<1+%>_a— <1+%+%>_“> _ <1+%>—2a]

>n"%(2a—1) >0,

A, — An+1 > (27’L = 1)

2
T p2a

car (1+z) “>1—azet (1+2) "< 1—ax—|—% 22 pour a,z > 0 (ces deux

inégalités peuvent se prouver en dérivant). Donc, d’aprés la régle de Leibniz,
+oo
la série y_ (—1)" A, converge si 5+ < a < 1.
n=1
Si0<a< %, puisque A4, > (2n + 1)@, la condition nécessaire a la
—+00

convergence de > (—1)" A,, n’est alors pas vérifiée.
n=1

I11.4.9. Comme dans la solution des problémes I11.4.7 et I11.4.8, on re-
groupe les termes de méme signe et on réécrit la série sous la forme suivante :

Jio(—l)’"”‘1 <ﬁ++ﬁ>

n=1

On remarque aussi que

1 IR s P i
RO e R T R R PO

De plus, puisque
n—1
e <1— ¢ ]> -1
n—+4-o00 [e”] e

la condition nécessaire & la convergence de la série n’est pas vérifiée et la série

diverge donc.

I11.4.10.
(a) On remarque que l'on peut écrire la série sous la forme
+00 2ntl_g 1
D (-1)"A, ot A= ) =
n=0 k=2n

Puisque A4,, > 2”ﬁ == %, la série diverge.
n——+00
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(b) Comme en (a), on peut écrire la série sous la forme

+00 antl_g 1
n S .
Z(—l) A, ou A, = ok
n=0 =P
De plus,
1
0< A, <2”2n1 o -
Ceci implique hrf A, = 0. On montre alors que {A, } est décroissante.
n—
En effet,
ant2_] |
> :
Ant1 = Z klnk L (2 1) (27 +1)

2" —1
1 1
Z < 2741 4-20) In (27 +21) * (2rt14-24+1) In(2"+1 +21+1)>

2"—1 2" —1

2 1
— 4,
< ; @+ 1 2D (2§ 20) ; @ 1 ) In(2" + 1)

II1.4.11. On a

— "Lsiniz —1)" _i sin —
e = (- ) 2 7

1 (=" . 1 N

=(—1)"sin—= + sin — — sin —

vn o n—=1 "yn n—-1 " /n

D’aprés la régle de Leibniz, les séries

+oo +oo (_1)n 1
(—1)"sin — et sin —
2 % ¢ Lo

convergent. En revanche, la série
n—1 n
n=2 \/_
diverge et la série étudiée diverge donc aussi.

11T.4.12.

(a) La série converge absolument (voir I11.2.1 (f)).

(b) La convergence de la série se déduit de la régle de Leibniz. En revanche,

elle n’est pas absolument convergente (voir I11.2.1 (g)).
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(d)

(a)

Clairement, la suite {\/n}, n > 3, est décroissante et la série converge
donc. Mais elle n’est pas absolument convergente (voir I11.2.5 (b)).

La convergence se déduit de la monotonie de {(1 + %)n} et du fait que
la limite de cette suite est e (voir I1.1.38). Pour montrer que la série
n’est pas absolument convergente, on utilise I'inégalité

1 1
ln(1+x)<x—§x2+§x3, x>0,

L 1
2n " 3n2 , Donc,

en prenanta::%pour obtenir (1+%)n<e
1\" -1y 1 1
e— (14— >e<1—e 2n 3n2>>e<1—e 4n> pour n > 1.
n

Il s’ensuit, d’aprés 11.5.4 (a), que

4 <1 —%) > 1
n(l—e n -
2
+0o0 1"
pour n suffisamment grand. La série ) (e — (1 + H) ) est donc diver-
n=1

gente.

') La convergence de cette série se déduit de la monotonie de la suite

(1+%)n+1} et du fait que e est sa limite (voir I1.1.38). Selon

I11.2.5 (c), la série n’est pas absolument convergente.

I11.4.13.

La fonction
In z)* 2
f(x):(l;f) , xe}eﬁ,—i-oo[,

est décroissante et tend vers 0 lorsque x — +00. La série converge donc
d’aprés la régle de Leibniz. On prouve que la série est absolument conver-
gente si b > 1. D’aprés le théoréme de Cauchy (voir I11.2.28), il suffit
de prouver la convergence de

a

+oo -

E 2" —
b

n=1 2n

D’apres le test de la racine, cette série converge si b > 1 et diverge si
0 < b < 1. Clairement, si b = 1, la série est divergente.
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(b) On note que
(ln n)lnn e(lnn)(Inlnn) pinlnn

nb nb

La condition nécessaire de convergence n’est donc pas vérifiée.

I11.4.14. On a, avec la monotonie de {ay},

Ton = (@2n+1 — G2nt2) + (A2n43 — G2pya) +... >0,

Tont1 = (—Gon+o + a2nt3) + (—aoptq + aopes) + ... <0

et

Top = A9p41 + (—a2n+2 + a2n+3) + ... < @241,

—Topt+1 = A2n+2 + (—a2n4+3 + a2nta) + ... < a2n42.

111.4.15. On remarque que

n

n
E (ar + ag41) — 2 E A = Qpy1 — 0] —— —01.
k=1 k=1 e

I11.4.16. On observe que

n

n
Z(aak + bag11 + cagy2) — (a+b+c) Z ak
k=1 k=1

= b(ant+1 — a1) + c(@nt1 + any2 — a1 — az) P—— —bay — c(ay + ag).

I11.4.17. Par hypothése, il existe des constantes strictement positives c et C'
telles que, pour n suffisamment grand, ¢ < |a,| < C. D’ou,

1 1 1
- < _2|an+1_an|7
nil  Gn c
1 1
2
lant1 —an| < C - —
an+41 Qn

La proposition se déduit donc du test de comparaison.
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P “+o0o
I11.4.18. Soit S, et Sy, les sommes partielles respectives des séries > a, et
=1
+0o0 "
> n(ap —aps1). On a
n=1

§n = Z k(ak - ak+1) = Z kak - Z(k T 1)ak+1 - ZakH
k=1 k=1

k=1 k=1

= _(n + 1)an+1 + Sn+17

ce qui démontre la proposition.
I11.4.19. La convergence se déduit de la régle de Leibniz.

I11.4.20. Si |a| < 1, la série est alors absolument convergente. En effet,
puisque [sinz| < |z|, on a

. . a . a n
nlsinasin —---sin —| < |a|”.
2 n

On passe maintenant au cas ou |a|] > 1. On prouve que, dans ce cas,
la série diverge car la condition nécessaire de convergence n’est pas véri-

fite. En fait, pour a fixé, il existe ng tel que % < 1. Donc, en posant

1‘ et en utilisant 'inégalité Si;m >1-— %2

a

C = (np—1)! ‘n!sinasin%---sin

no
pour x > 0, on obtient
. ..a . a . al . Jal
‘n!smasm—---sm—‘:Cnou'nsm—---sm—
2 n no n
1 o1
>Cng---nsin—---sin —
no
- 1
>¢ 11 (1~ g)
k=ng
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I11.4.21. D’aprés I1.5.4 (a), on a

Y- Ve <\75—1_C/E—1+C/E—1>

lim —=— = lim
n—-400

3=

n—-+oo

1
:lna—g(lnb—l—lnc):ln—.

Donc, si a > vbe, tous les termes sont alors strictement positifs & partir d’une
certaine valeur de I’indice n et, d’aprés le test de comparaison, la série diverge.

Sia < Vbe, les termes de la série sont strictement négatifs et elle diverge aussi.
Pour a = vbe, on a

+00 n n +00 9
> (v ) =5 X (- 99

n=1 n=1
Puisque
2n 2n 2
b—1-— 1
lim < v i e > = (Inb—1Inc)?,
n—-+o0o S
2n
+oo
la convergence de la série considérée se déduit donc de celle de #
n=1
I11.4.22.

(a) D’apres 1.1.14, il existe une suite d’entiers {p,} et une suite d’entiers
naturels non nuls {g,} telles que

1
-l
Qn qn
Donc, |cos p,| = |cos(mg, — pn)| > cos an =1 — 2sin? ﬁ >1-— # et
Dn [z
cos p ><1——> >1—-———.
‘ n| 2(]121 dn 2Gn

Ceci signifie que la sous-suite {(cosp,)’"} de {cos" n} ne converge pas
vers 0. La condition nécessaire de convergence n’est donc pas vérifiée.

(b) D’apres 1.1.22, on sait que les suites {p,} et {g,} mentionnées en (a)
peuvent étre choisies de sorte que tous les termes de {g,,} soient impairs.
L’inégalité

1

q?

T  DPn

2 @
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donne alors [sinp,| = ‘COS(% T —pn)‘ > cos an >1-— ﬁ. Donc, comme

en (a), la suite {(sin p,, )’} ne converge pas vers 0 et la série diverge.

111.4.23.
(a) Par hypothése (voir aussi 11.4.13 (b)), il existe ng et « tel que

a
n( L —1>>a>0 pour n = ng.
Ap+1

a . . . N 0 o
Done, == < = <1, ce qui signifie que, a partir d’une certaine valeur

no de l'indice n, la suite {a,} décroit. On montre que liril a, = 0.11
n—-—+0oo

découle de ce qui précéde que

a a a nn—1)---n
aTL—‘rl — TL+1 . e P n0+1 o ano < ( ) 0 ano .
ap  Qp_1 ny (a+n)--(a+ng)
1l suffit maintenant de prouver que lim —22=U=m0 g Oy 5

n—-+o0o (a+n)~~~(a+n0)

—1)-.. 1
lim O ) o = lim =0,

car (voir 1.2.1)

(6] (6] [0 [0
<1+—>'~<1+5)>1+—+...+——>+oo.

no N n n—-+oo
+00
Donc, d’apres la régle de Leibniz, la série > (—1)" a,, converge.
n=1

(b) L’hypothése n (ﬁ - 1) < 0 implique que la suite {a,} croit et, en

+o00

conséquence, que la série > (—1)" a,, diverge car la condition nécessaire
n=1

pour la convergence n’est pas vérifiée.

111.4.24. Par hypothése,

appliquer le test prouvé au probléme précédent. Pour ¢ = 0, la condition
nécessaire de convergence n’est pas vérifiée. En effet, on a

m n<“—”—1) = «a. Pour a # 0, on peut

li
n—+o00 On+1

1 1 ay az Ap—1
Qnp, ap a2 as Qan

1 b1 B2 Bn-1
- a <1 + 11+e> <1 + 21+e> <1+ (n— 1)1+€> :
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De plus, il existe (3 tel que |5,| < 5. Donc,

a aj
ap =2 > —

(1+I%) (1+%)---<1+#) E

+oo 1
ou A= Z e
n=1

I11.4.25. D’aprés I1.5.34, l'existence de la limite lim nln _%2- est équiva-
n—-+00 n+l

lente a l'existence de lim n ( o — 1) et les deux limites sont égales. On
n—-+00 n+1

.Onaalors lim nln
n—-+4o0o

série converge si p > % et diverge si p < % Dans le cas ou p = %, la condition
nécessaire de convergence n’est pas vérifiée car, d’aprés la formule de Stirling,

lim a, = 2.

n—-—4oo

nle™

pose an, = 25 - =p- % Donc, d’apres I11.4.23, la

_Qan
an+4

111.4.26. On pose S, = a1 + as + ...+ ay, on utilise la sommation dite par
parties (transformation d’Abel) pour avoir

n—1

arpy + agpa + ..+ anpn = ¥ Sk(Pk — Pra1) + Snpn
k=1

et on obtient

n—1
a1p1 + agp2 + ...+ app Pk — DPk+1
’ "":Sn—g Sk7+.
n

el Pn

11 suffit maintenant d’appliquer le théoréme de Toeplitz (voir 11.3.1).

+00
I11.4.27.  On applique le résultat du probléme précédent a la série > apby,
n=1

en prenant p, = ai
n

I11.4.28. Le résultat est un cas particulier du probléme précédent.

I11.4.29. Si la série n’était pas absolument convergente, la sous-série des
termes positifs et la sous-série des termes négatifs seraient divergentes
(voir I11.4.5).
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I11.4.30. [20|. Non, comme le montre ’exemple suivant. On considére une

“+o00
série semi-convergente »_ b, et on pose
n=1
b b b3
a1 =01,a2 = az = 2,7(14—@5 .—a9—3!,...
bn
QU424 4+ (n—1)4+1 = QU424+ (n—1D)!14+2 = - - - = QU424 4 (n—1)+n! = YRR
—+00
La série Y a, est semi-convergente. Mais pour tout k > 1 et tout I > 2, la
n=1
sous-série

ap + Qg4 +ak+21 4F oo

converge. En effet, pour n > [, il y a 7 ! termes de la forme n—’;. En regroupant
ces termes, on obtient la série convergente

1 o
constante + 7 Z by,

n=ng
I111.4.31. Considérez la série
= 1 <+ L L <+ = 1 = <+ 1 L <+
202 2v2 V2 nvn ayn Vo
nte‘;mes
I11.4.32. Oui. Considérez la série
1 1 1 1 1 1
1+ — . S
2In2  2In2 In2 nlnn nlnn Inn
n termes
On a alors
N2+3N2

1 1 . .
(nk—llnk + lnkn) si k est pair,

n=1 1+

1 1 ) . . .
— si k est impair.
k=1 gk %
5 (n In In"n

+o0o
D’aprés le théoréme de Cauchy (voir 111.2.28), la série lnin

n=2
tout k£ € N*. Par ailleurs, la série Z m converge si k > 2
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I11.4.33. [20]. On suppose, contrairement & la proposition, que
lim &terteten — 94 > 0. Daprés 11.4.13 (b), il existe alors ng tel
n—-—400

que pour n > ny,
€1 +eo+...+¢e, > an. ()

On pose E,, = €1 +ée + ...+ &,. En utilisant une sommation par parties, on
obtient

n—1
g1a1 +€2a9 + ... +ena, = Z Ek(ak = ak+1) + E,a,.
k=1
Donc, d’aprés (),
no n—1
€1a1 + €2a9 + ... + ena, > ZEk(ak —agy1) + @ Z k(ar — ags1) + anay,
k=1 k=ng+1

n
= constante + « g ag,
k=ng+2

contradiction.

I11.4.34. [20]. On pose E, = &1 +e2+ ...+ &, pour n € N*. La suite {E, }
a la propriété qu’entre deux termes de signes opposés se trouve un terme nul.
On considére deux cas :

(1) un nombre fini de termes de {E,} s’annulent,
(2) une infinité de termes de {E,} s’annulent.

Le cas (1) est un cas particulier de I11.2.35. Dans le cas (2), d’apreés le critére
de Cauchy, pour tout € > 0, il existe ng tel que

n n
e>| Y evar|=| D (Bx— En) — (Br1 — Em))ax
k=m-+1 k=m+1
n
= Z (BEx — En)(ag — axy1) + (Bn — En)ani (*)
k=m+1
sin > m > ng. On suppose que E,, = 0 et que les termes E,,+1, B2, ..., Fn

sont de méme signe. Alors (*) et la monotonie de la suite {a,} impliquent
|Epan| <e, m>=m+1.
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111.4.35. La démonstration est semblable a celle de I11.4.33. On pose

E, = pibi + ... + pub, et on suppose que lim ’w = 2a > 0.
n—-4o00
Pour n > ng, on a alors p1by + ...+ p,b, > an et, en conséquence,

1 1
b1+...+bn:p—l(plbl)Jr...Jr—(pnbn)

n

n—1
Z 1 1 1
k=1

Pk Pk+1 Pn
= 1
> constante + « Z —
k=ng+2 pk

contradiction.

111.4.36. On observe d’abord que la série converge si p = ¢. On a

Sp=(142+... 12 SR
Ip = 5 - p+1 2]?

1 1
o4 (D) <m+...+5>

et Sy, est donc la somme partielle d'une série alternée. D’aprés la régle de
Leibniz, l lim S, existe. Clairement, chaque somme partielle de la forme Sy,
— 400

(k=1,2,...,p—1) tend vers la méme limite lorsque [ tend vers +oo.
Supposons maintenant que la série converge. D’aprés I11.4.34, on a alors

. mp—nqg p—q
lim = =0
n—toonp+ng p+gq

)

ce qui implique p = q.

I11.4.37. On remarque d’abord que si les conditions (i)-(iii) sont vérifiées,
alors la suite transformée {b,} est bien définie pour toute suite convergente
{a,}. La démonstration se conduit alors de la méme fagon que dans les solu-
tions des problémes I1.3.1 et I1.3.26.
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IT1.5. Les tests de Dirichlet et Abel

I11.5.1.
(a) Puisque % = 5= (1 — cos(2n)), il suffit de considérer les séries
400 1 +00 1
S (=D)"= et > (—1)"=cos(2n).
n=1 " n=1 "

La premiére série converge d’apreés la régle de Leibniz. La convergence
de la seconde se déduit du test de Dirichlet (voir, par exemple, la note
de bas de page de l'exercice II1.5.1 ou [12|, p. 105). En effet, avec la
formule (que 'on peut démontrer par récurrence)

(n+1)a

n 10 Na
sin % cos
g cos ka = 2= pour a # 2Iw, | € 7, (1)
el Sin 5

on obtient

n

Z(—l)k cos(2k)

Z cos((m — 2)k)
k=1

k=1
B o (7r—22)n o (n+1)2(7r—2) 1
N cos 1 “ocosl’
+o00o
La suite des sommes partielles de Y (—1)" cos(2n) est bornée. De plus,
=1
n s
{1} est monotone et converge vers 0. La série »_ (—1)" L cos(2n) est
n=1
donc convergente.
La suite
1 1
Cl4i4+d
an =
n

des moyennes arithmétiques de {1} converge vers 0 (voir 11.3.2). On
vérifie facilement que la suite {a,,} est décroissante. Avec la formule (que
l'on peut démontrer par récurrence)

n cna . (n—‘,—l)a
sin &2 sin
E sin ka = 2 2 pour a # 2Irm, | € Z, (2)
k=1

S11 5
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on obtient
sin % sin "TH 1

s o1
Sin b}

n
Z sin k
k=1

Donc, d’aprés le test de Dirichlet, la série converge.

X .1
Slni

(¢) On observe que

n? nmw ( 1)” 7
cos | m =cos | nm — =(— cos | m—
n—+1 n—+1 n—+1

— (=1)"" cos —— .
(=1 cos 223

La série étudiée peut donc s’écrire sous la forme

+oo s
E : (_1)n+1 cos n+1
i In?n

La convergence de cette série se déduit du test d’Abel (voir, par exemple,

la note de bas de page de 'exercice I11.5.1 ou [12], p. 106), car la série
o

> (=)t pl— converge (par la régle de Leibniz) et {cos HLn} est une

n=2 wn
suite monotone et bornée.

(d) On a
- o W sin “F
S1n = _ S1n x 1— e
ne -+ sin 2T no sin 2% | °
T 7 1+ na4
La série
X sin e
g , a>0,
na

n=1

converge (d’apres le test de Dirichlet). On étudie maintenant la série (a

termes positifs)
+00 sin %

Z .
T e
sin 1

n:11+

Il existe des constantes strictement positives ¢, et C, telles que

na

1 - 1
Ca~5g < Zinﬂ < Ca 2a ’
n 1 L 4 n

sin

n # 4k, k € N*.

na

La série converge donc si a > % et diverge si 0 < a < %
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I11.5.2. On a
i sin (n+ %) _ ENI sinncos% n EN: cosnsin%
Inlnn Inlnn Inlnn

Avec la formule (2) donnée dans la solution du probléme IT1.5.1 (b) et le test
+oo
de Dirichlet, on voit que la série >
n=2

sinn
Inlnn

converge. Puisque la suite {cos %}

sinn cos £

o converge d’aprés le test d’Abel.

E e
est monotone et bornée, la série > T

+oo

s
. COoS n s1n —
Finalement, la convergence de »  ————=

> se déduit de la formule (1) donnée

n=
dans la solution du probléme IT1.5.1 (a) et du test de Dirichlet.

I11.5.3.

(a) On a

n

> feos(k(k — 1)a) — cos(k(k + 1)a)]

k=1
= |1 —cos(n(n + 1)a)| < 2.

Z sin(k?a) sin(ka)

k=1

2

La convergence de la série se déduit donc du test de Dirichlet.

(b) Comme en (a), on peut appliquer le test de Dirichlet.

I11.5.4. En utilisant la formule

cosmsin(na) _ 1sin(n(a+1)) 1sin(n(a—1))

n 2 n 2 n ’

la convergence de la série étudiée se déduit directement du test de Dirichlet
(utilisez la formule (2) donnée dans la solution de IT1.5.1 (b)).

I11.5.5. Si a = kmw, k € Z, tous les termes de la série sont alors nuls. Si

a # km, on obtient alors, avec I'inégalité |sinz| > sin®z = § (1 — cos 2z),

ENI |sin(na) < 1 i 1 1 ENI cos(2na)
n 2% n 2 n

n=1 n=1 n=1

La série n’est donc pas absolument convergente dans ce cas.
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IT1.5.6. On suppose d’abord que 0 < a < 7w et on pose m = [@] On a
alors, pour n suffisamment grand,

m
<.

k=1

n

sin(ak
> =

k=1

sin(ak) ‘ N

" sin(ak
> =

k
k=m+1

Puisque [sint| < [t| pour ¢ # 0, on a

>

k=1

k P k

sin(ak) ' < Z % = ma < /7. (1)

De plus, on déduit de (2) dans la solution du probléme III.5.1 (b) et de
I'inégalité sint > %t, 0<t<3F,que

" sin(ak
> =

k=m-+1

— VT (2)

1
(m+1) |sin | = o /0

AN

ofsl~

On voit en combinant (1) et (2) que inégalité cherchée est vérifiée pour
a € ]0,7[. Clairement, puisque la fonction sinus est impaire, 'inégalité est
aussi vérifiée pour a € |—7,0[. De plus, puisque sin k7w = 0 et que la fonction
sinus est périodique, I'inégalité est vérifiée pour tout a € R.

I11.5.7. La convergence de la série se déduit du test d’Abel car la série
“+o0o
>o(=1)" ﬁ est convergente et la suite {Arctann} est croissante et majo-
n=1

rée.
+oo
I11.5.8. La série converge d’aprés le test d’Abel. En effet, > (—1)"1
n=1

converge et la suite {\n/ In 1:} est bornée, strictement croissante si z > e et

strictement décroissante si 1 < z < e.

I11.5.9.
+o0o
(a) On observe d’abord que la série ) 3= converge d’aprés le test d’Abel.
=1 "
+00 ! oo
De plus, si la série Y a, est convergente, la suite {r,}, r, = > ag,
n=1 k=n
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converge vers (. Donc, pour p > n

P
Za_k _ Zrkz—rkﬂ k41
k=n bk k=n = k
z”: 1 1 Tl
k=n-+1 be  bio1 bp
1 1 1 1 2en,
< —+t ==+ =,
e <bn T b,,) b
ol €, = sup |rg|. En conséquence,
k>n
1
=ol|l —|.
bn,
(b) Voir II1.4.26.
IT1.5.10. On note que
+oo +oo k‘
Z(k = 1)Cn+k = Z m (Tl + k— 1) Cn+k—1-
k=0 k=1
+00
Le test d’Abel implique donc la convergence de > (k + 1)c,4r pour tout
k=0

n € N*. En posant r,, = nc, + (n + 1)cp41 + .. ., on obtient

+oo —+00

tn=> (k+ Densr = Y (k—n+1)c
k=0 k=n
—+00 -|—<>o1
:chk—(n—l)ZEkck
k=n k=n
+ool
:Tn—("—l)ZE(Tk—TkH)
k=n
+00
1 1
=, —1 S
n' o )kzzn;H(k_l k> '
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Donc,

1 = 11
|tn] < - || + Sup | (n — 1) Z (m - E)

Zretl k=n+1
-1

|rn|+ sup |rk|
k>n+1

Ceci, combiné & lim 7, = 0, donne hm t, = 0.

n—-4o00 n—-4o00

IT1.5.11. Une sommation par parties donne
n
Sn=3 abh = ZA (bF - b)) + Anbh,
i=1

+oo .

ou A, représente la n-iéme somme partielle de la série Y a,. Etant donné
n=1

e > 0, il existe ng tel que |b;| < € pour i > ng. Donc, si m > n > ng et

|A,| < L, alors

m—1
Sm — Sl = | > A (bf z+1) Atk ApbE
= |+ | Anth| + [ Al
- m—1
<L<Z|bz—b bf_1—|—bf:_2bz+1—|— Z+1‘+ ‘b ‘)
- m—1
<L <k5k_1 > 1bi = bl + 2ek> .
+oo
La convergence de Y a,b, se déduit donc du critére de Cauchy.
n=1

111.5.12. Une sommation par parties donne

n—zazb —ZA - z+1 +A bn, (*)

—+00

ou A, représente la n-iéme somme partielle de > a,. Puisque la série
=1

+00 "

> (by, — bpt1) est absolument convergente et la suite {4, } est bornée, la série

n=1
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+00 o0
> Ap(bp—byy1) est absolument convergente. La convergence de Y (b, —by41)
n=1 n=1
implique lexistence de lim by, car (by —bs) + (ba —b3) + ...+ (bp—1 — by) =

n—-+oo

+o0o
by — by. En conséquence, lim A,b, existe aussi et, d’aprés (x), > apb,
n—+00 n=1

converge.

I11.5.13. Pour 0 < x < 1, la suite {z"} est décroissante et bornée donc le
test d’Abel s’applique. Pour —1 < « < 0, les deux suites {SL‘Q”} et {332”_1}

+oo —+00
sont monotones et bornées. En conséquence, » a9 T2 et > aop_122" 1

sont
n= n=1
convergentes. La convergence de la série étudiée se déduit de I’égalité
+oo +00 +00
Z anx” = Z aon ™ + Z agn_122" L.
n=1 n=1 n=1
I11.5.14. On observe que
+oo +oo
Sy ]
x X r—T
n=1 n n=1 nee n ’
si x > xg. Il suffit alors d’appliquer le test d’Abel.
I11.5.15. On a
_1a:(x+1)~--(x+n) —n* z(z+1)---(z+n)
et on remarque que, pour n suffisamment grand, les réels m sont

tous de méme signe. On montre qu’ils forment une suite monotone. Pour cela,
on observe que le rapport entre le (n + 1)-iéme terme et le n-iéme terme est
égal a
1
(n+1) (nTJrl)x B p(@+1) In(141)

r+n+1 1+ 2t
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1
On pose alors R, = e(wﬂ)ln(Hﬁ) — 1 — ITH et on voit que, d’apres le résultat
de I1.5.7,

1 1 1 ) 1
Rn:($+1)<ln<1+ﬁ>__>+2'($+1) In <1+E>
1 3 1
3|(x+1) In <1+5>+...
RSO3 SN ANPICINPY C0 A DS SRR TICY e
_n2< 5 +2(:c+1) —|—O<n>>—|—3|(aj—|— 1)”In <1+n>+...

Ceci implique que, pour n suffisamment grand, R, est strictement positif si
z(x + 1) > 0 et strictement négatif si x(x + 1) < 0. Le rapport entre deux

n!n®
z(z+1)---(z+n)
pour tout n suffisamment grand. On montre maintenant que cette suite est

convergente pour x ¢ Z_. Pour cela, on écrit

termes consécutifs de } est soit plus grand, soit plus petit que 1

nln® 1 1:[ 1)®
2z+1) - (x+n) zz+n o LT E '

On suppose d’abord que x > 1. Pour un tel z, on a (1 =+ %)x > 1+ 7. Donc,

lnH 1+kx i(zln<l+%>—ln(l+%)>,

k=

tous les termes de la somme étant strictement positifs. On note de plus que

xln(l—i—%)—ln(l—i—%) :x(az—l)

lim i
k——+o00 w2 2
L’existence de la limite .
= 1\ T
1+ ¢
lim In M
n—-+o0o - 1+ %

+o00
se déduit alors de la convergence de la série ) kl—Q La suite considérée est donc
k=1
bien convergente pour z > 1.
On suppose maintenant que x € |0, 1[. Pour un tel z, on a (1 + %)w < 1+%.

On peut donc appliquer le raisonnement précédent & la suite de termes

lnH Ty )

k
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Finalement, on considére le cas ot < 0, z ¢ Z_. Soit kg € N* tel que 1+% > 0
pour k > kg. Pour montrer que la suite

T e
Al g

converge, on note que
1\* x
1+-) >14+— pour k=ko
k k
et on procéde comme dans le cas ot = > 1.

I11.5.16. Il découle immédiatement du test d’Abel que pour |z| < 1, la
+o00

convergence de Y a,z™ implique celle de Z anz® (voir 111.5.13). Puisque
n=1 n=1

{ﬁ} est monotone et bornée, 1’égalité

400 1
2n
3 1_xn—z(anx ot L)
+o0
et le test d’Abel impliquent la convergence de > anl -
n=1

+o0o
I11.5.17. [20]. Non. Soit ) b, une série semi-convergente. Soit F'(x) = 27",

n=1
+00
On définit une nouvelle série > a, en posant
n=1
bl bm

M=02=% %= Pm)— Fim—1)

pour F(m—1) <k < F(m).

Cette série est aussi semi-convergente. On montre maintenant que toute sous-
série de la forme
ap + ag; + a2z + ... (*)

converge. On note d’abord que pour tout m € N*, il existe un unique t,,,

i, = [logl L} tel que

kitm < F(m) < kIt

317



CHAPITRE III. SERIES DE NOMBRES REELS

318

Il découle de la définition de t,, qu’a partir d’'une certaine valeur de l'indice m,
la sous-série (%) a t,, — t;,—1 termes de la forme W. On transforme
(%) en regroupant ces termes pour obtenir la série

+
constante + f bn = tm—1 b
. F(m)—F(m—1)

m=n
D’aprés le test d’Abel, cette série converge car la suite formée des termes

o = tm — tm—1
" F(m) - F(m—1)

est décroissante. En effet,

(2m —1)log;2 — 1 (2m +1)log; 2+ 1

Cm 2m2 _ 2(m_1)2 et Cm41 < 2(m+1)2 _ 2m2
On a donc, pour m suffisamment grand, ¢;,,+1 < ¢, car
(2m +1)log;2+1 2m* — 2(m-1)°
im . =
m—+oo (2m — 1)log;2 — 1 2(m+1)* _ gm?
II1.6. Produit de Cauchy de séries
+oo
I11.6.1. On suppose que Y. a, converge absolument. On note respective-
=0
" —+00 +oo +oo
ment A,, B, et C, les n-iémes sommes partielles de > a,, > b, et > c,.
n=0 n=0 n=0

On a alors
C,, = agby + (a0b1 + albo) + ...+ (aobn +a1by—1+ ...+ anbo)
=aqyB, +a1Bp-1+ ...+ a,By.

On pose
B=B,+r, ou lim r, = 0.

n—-+o00
On a alors
Cn = BA, — (agry, + a17mp—1 + ... + apro).

On montre maintenant que
lim (agry + a1rp—1+ ...+ aypro) = 0. (%)
n—-+o0o
Soit € > 0 et m, M tels que

+o0
7] < m  pour tout n >0, MZZ\%\-
n=0



SOLUTIONS

Il existe k,I € N* tels que si n > k, alors |r,| < 557 et sin > [+ 1, alors
lai41] + ... + |an| < 5. On a donc, pour n > 1 +k,

lagrn + a17n—1 + ... + anro|l < (Jao| |rn| + - -« + |at] [Tn=1])
+ (lars1| [rn—1-1] + - - . + |an|[rol)
€
< (lao| +las| + ... +larl) 537
+ (lags1] + - - + |an) m

€ €
M—+ —m=
< 2M—i—2mm g,

ce qui démontre (x).
On remarque que ’analyse précédente implique que si les deux séries sont
absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy ’est aussi.

I11.6.2.

(a) Le théoréeme de Mertens implique que le produit de Cauchy de la série
+00

> a" par elle-méme converge si |z| < 1. De plus,
n=0
ch=a"+zz" 4. 42" = (n+1z"
Donc,
+00 1 2
Zn:z:"_l = <1 > .
n=1 - T
1 1
(b) =% =
+o0o +00
(¢) La série est le produit de Cauchy de Z_: m par nz_:l 1. La somme

de la premiére série est égale a 1 (voir I11.1.4 (b)), celle de la seconde
est égale & e — 1 (voir I1.5.6). Donc, d’aprés le théoréme de Mertens, la
somme de la série considérée est égale a e — 1.

I11.6.3.
(a) On a

2k 1 1 = (n) . 1 1 "
— _— = = 2 e 2 - .
& M 2 n k) nl kz_o <k> 2kl < * 2>

5
2.

D’aprés 11.5.7, la somme du produit de Cauchy est égale a e
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(b) Le produit de Cauchy est la série

J’_
3

1 o~ (-3)

+1
it e~k

S
Il
iy

D’apres 111.1.32 (a), sa somme vaut — ln 2.
(¢) On a

2n+1
o1 =2 (P (k+ 1) @2n+1—k+1)

= g2nt] (Zn: (D) (k+1)2n+1—k+1)

k=0

2n+1

+ ) (- k+1(2n+1—k+1)>

k=n+1

= g2nt] <§n: (D) (k+1)2n+1—k+1)

k=0

—Z +1)@2n+1-k + )):0.

De plus, puisque co,+1 = 0, on obtient

2n
Con = 2" Z (=12 F (k +1)(2n — k +1)
k=0

2n—1
= 22" <Z (—1)* (k+1)2n —1—k+1)

k=0
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Finalement, d’aprés 111.6.2 (a),

—+00

Z(n -+ 1)3:2” = 1

o (1- a:2)2 '

+o00 +oo
I11.6.4. On observe que la série > Apz™ est le produit de Cauchy de > 2"

+oo
par ). apz”. Elle est donc convergente pour |z| < 1 et sa somme vaut
n=0

1 e
1—= Z anx".
n=0

111.6.5. 1II suffit d’identifier les coefficients de z™ dans chaque membre de
Pégalité (1+2)" (1+2)" = (14 2)*" pour prouver D'égalité donnée en indi-
cation. D’ou,

I11.6.6. On a la relation

(1 (@n-1) 1 (2n—3) 1 @n—1N\ .
= (5 el T2+ G2 T et @n)n >x ’

il suffit donc de prouver ’égalité

(2n — 1)1 1 (2n—3)! 1 (2n—1)
@l T2@t2) @n—2) T at2n (@a)l

1
a

(a+1)(a+3)---(a+(2n—1))
ala+2)(a+4)---(a+2n)

Pour cela, on décompose le second membre en éléments simples :

(a+1)(a+3)---(a+(2n—-1)) o an,

ala+2)(a+4)---(a+2n)  a a—|—2+”'+a—|—2n'
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En multipliant chaque membre de cette égalité par a(a+2)(a+4)--- (a+2n)

et en prenant a =0, a = -2, ..., a = —2k, ..., a = —2n, on obtient
2n — NI
vy @22=D)
(2n)N!
—1(2n — 3)!!
o= —"
—2(2n — 2)!!

.(—2k+1)( 2% +3)- (1) x1x3--(2(n—k)—1)

G T ok(C2k 1+ 2) - (-2) x2x4--- (2(n — k)
(26— 1)N(2(n — k) — 1)1
R0 — k)N
(2n — 1!
N T

ce qui donne ’égalité désirée.

III 6.7. Soit An, B, et ('}, les n-iémes sommes partielles respectivement de

+oo
Z an, Y by et Z ¢n. On vérifie facilement que
n=0 n=0 n=0

C,=ayB,+a1Bp,_1+ ...+ a,By.

Donc,
Co+Ci+...+C,, =AyB, + A1Bp_1+ ...+ A, By.

En divisant chaque membre de cette égalité par n + 1 et en utilisant 11.3.2 et
11.3.8, on obtient C = AB.

I11.6.8. Soit Z ¢p, le produit de Cauchy de Z (G i par elle-méme. On a

n=1
1 1 1 1
= (-1)" ! e+ ... .
en = (=1) <1><n+2(n—1)+ +k:(n—k—i—l)+ +n><1>
Puisque
1 1 1 1
= B —— k=1,2,...
Fn—k+1) n+1<k‘+n—k+1> pour il
on peut écrire
1 1 1
= (-1)"! e T
cn = (—1) n+1<+2+3+ +n>
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+oo n—1

On sait que Y, % = In2 (voir II1.1.32 (a)) et que la série
n=1

+oo

nzl (—1)”_1 ni-‘rl (1 + % + % +...+ %) converge (voir 111.4.19). Donc, d’aprés

le probléme précédent,

+oo
-t 2 1,4 1\ _ o2
> (-1 I+5+z+. .+ ) =27

+o0 +o0 (_l)n—l
I11.6.9. Si > ¢, est le produit de Cauchy de la série ) Jm— bar elle-
n=1 n=1

méme, alors

1 1 1
cp = (—1)" 7t +..+ +...+7>.
(=1) <1><\/ﬁ VExvn—k+1 NS

Puisque chaque terme dans la parenthése est plus grand que %, on voit donc
+00

que |¢,| > 1 pour n > 1. Il s’ensuit que ) ¢, est une série divergente.
n=1

I11.6.10. On a

cn = agb, + a1b,_1 + ... + ayby > agby,
+oo +oo
et, en conséquence, si la série Y b, diverge, le produit de Cauchy Y ¢, di-

verge alors aussi.

IT1.6.11. Non. On considére les deux séries divergentes suivantes :

+00 3 n +o0o 3 n—1 1
1—Z<§> et 1+Z<§> <2"+—2n+1>.
n=1

n=1
On a alors
n—1
Cp = aObn + boan + Z akbn—k7
k=1
otag=by=1, a, = — (%)n et b, = (%)n_l (2" + Q,L%) Donc,

) e O E ) -
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I11.6.12. Soit A,,, B, et C, les n-iémes sommes partielles respectivement de

+oo +oo +oo
Y an, Y, bpet Y ¢, Ona
n=0 n=0 n=0
C,=ayB, +a1Bp_1+ ...+ a,By.
Donc,
n
Z ar(bp +bp_14 ...+ bp_pr1)
k=1
= al(Bn - Bn—l) + a2(Bn - Bn—2) A oo o TR an(Bn - BO)
= Bn(An — ao) — aan_l — aan_Q — ... ant
= Bp,A, — C,.
+oo +00
I11.6.13. Soit > ¢, le produit de Cauchy des séries Y. (—1)"a, et
=0 =0
P n n
> (=1)"by. On a
n=0

cn = (—=1)" (aobn + a1bp_1 + ... + anby).

—+00
On suppose d’abord que la série Y ¢, converge. On a alors lim ¢, = 0. On
n=0 D=>e2

obtient, avec la monotonie des suites {a,} et {b,},
len| = bn(ag+ ...+ an) et Jen| = an(bo+ ...+ by).
Donc,

lim b,(ag+...+a,)=0 et lm ay(bg+...+b,) =0.

n—-+00 n—-+00

On suppose maintenant que les deux égalités sont vérifiées. D’aprés le probléme
précédent, il suffit alors de montrer que

n

lim » " (=1) ay <(—1)” b+ (=1)" by + .. 4 (=1 bn—k—i—l) = 0.

n—-+o0o
k=1

On remarque que

‘(—1)" b+ (1) by ..+ (=1 bn_kﬂ‘ < bt
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et, en conséquence,

> (=1)Fa ((—1)” b+ (=) by 4+ (D),
k=1

N———

k=1
n
On montre alors que lim > agb,_x+1 = 0. En effet,
n—-+oo k=1

2n
0< > apbon—p1 < (a1 + ...+ ap)by + (b1 + ... + bp)an,

k=1

2n

ce qui implique lim > agboy—x+1 = 0. On peut montrer de la méme fagon

2n—1

que lim > agbo,—k =0, ce qui compléte la démonstration.
n—-+o0o k—1

IT1.6.14. On observe d’abord qu’il suffit de considérer le cas oul « et 3 sont
tous les deux inférieurs ou égaux a 1. On montre que

. 1 1 1

si et seulement si a + 3 > 1. D’aprés le théoréme de Stolz (voir 11.3.11), on a

po L1 1\ _ 1
st Sl T R ) B sy ey e

. 1
o A (1= (1= 1))

La regle de L’Hospital donne
. 1 ‘ totB
:L‘EI'EOO xotB (1 — (1 — %)a) - t1—1>%1+ m
(o + ﬁ)ta-l‘ﬁ—l
=0t q (1—t)!

Donc,

. 1 _
e A (1= (1= 1))

sia+p8=1,
4+oo sia+ [ <1.

Le résultat cherché se déduit alors du probléme précédent.

0 sia+ 0 >1,
1
o
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“+o0o
I11.6.15. On suppose que la série ) apb, converge. D’aprés le résultat du

n=0
probléme I11.6.13, il suffit de prouver que

lim an(bo—i-bl—i-...—i-bn):() et lim bn(ao—i-al—i-...—i-an):O.

n—-+oo n—-+oo

Soit € > 0. Il existe kg € N* tel que a4 1bkg+1 + Argr2bry+2 + ... < 5. Donc,
pour k > ko, on a

€
an(bo + ...+ by) <an(bo+...+bk0)+§.
D’autre part, puisque lim a, = 0, il existe nq > kg tel que

n—-+00

€ .
an < si n>nq,
"2y + .. + byy) !

ce qui implique a,(bg + ... + b,) < € pour n > ny. On a donc prouvé que
lim ap(bop+...+b,) =0.
n—-400
On suppose maintenant que le produit de Cauchy est convergent. Il s’ensuit,

d’apres I11.6.13, que lirf an(bo+ ...+ by) = 0. Do, pour n suffisamment
n—-1+00
grand,
(n+ Dapb, < aplbo+...+0b,) <1

1 14+«
(anbn)1+a<< > .

n+1

et

II1.7. Réarrangement de séries. Séries doubles

+oo
II1.7.1. Soit S, = a1 + az + ... + a, la n-iéme somme partielle de > a,.
n=1
On a
bi+bs+...+by, =S, pour n=>1

Puisque toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la méme limite,

lim S, = lim &S,.
n—-4o0o e n—-4o0o "
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I11.7.2.  On appelle {T,,} la suite des sommes partielles de la série réarrangée.

On a
7o~ (1 1 1 n 1 1 1 n n 1 1 1
e 2) 4°\3 6) 8" " \2n—-1 4n-2) 4n
11,11 1 1
2 4 6 8 T 4n-—-2 4n
EE ORI DS SIS B 1
2 2 3 4 7 2n—-1 2n
Donc, d’aprés I111.1.32 (a), on obtient lirf T3, = %ln2. Bien sir,
n—-roo
lim 75, = lim 73,41 = lim 73,42. Il s’ensuit que
n—-+oo n——+00 n——+oo
1 1 1 1 1 1 1
l— o= .
2717376 875 o

I11.7.3. Soit {T,,} la suite des sommes partielles de la série réarrangée. On
posef(n):1+%+%+%+...+ﬁ+%. On a alors

Tog=1+ 4. +— L1 !
o= Ty T T o —1 2 4 T 28

= fQa~1)~ 5 fla—1)~ 2 f(5)
1 1
— = (@) — 5 £(8).
On montre maintenant par récurrence que
1 1
To(atp) = f(2na) — 3 f(na) — 3 f(nB).

Comme on I’a déja prouvé, 1’égalité est vérifiée pour n = 1. Si elle est vérifiée
pour un n € N*, alors

1 1 1 1
T(n—i—l)(a-i-ﬁ) = f(2na) — 92 f(na) 9 f(nf) + 2na + 1 + 2na + 3 +

1 1 1 1
2n+1a—1 2n6+2 2n8+4 ~ 2(n+1)p

= J(2na)~3 f(na)~3 f(nf)+f(@(n+T)a~1)~3 f((n+Da-1)
1 1 1
if(na) - §f((n+1)ﬂ) + §f(nﬂ)
= $Cn -+ 1)a) = 5 f((n+ D) = 3 f((n+ 1)),

_l’_

— f(2na) +
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Donc, d’aprés I1.1.41,
lim Ty a1

n—-+00

= lim < 2na) — In(2na) — 1f(noz) %ln(na) - % fnp) + %ln(nﬁ))

n—-+o0o

n—-+o0o

(
+ lim ( (2na) — = 1n(na)+1n(n5))>

1
= Im In —In2+-In<

n—poo m 2"

IT1.7.4. Ce résultat est un cas particulier (¢ = 1 et § = 4) du probléme
précédent.

IT1.7.5. 1l suffit d’appliquer le résultat du probléme II1.7.3 en prenant
a=4et =1

IT1.7.6. On considére la série

1 1+1+1 1+1+1+1 1
2 3 5 4 7 9 11 6

+oo n—1
: (=1
obtenue en réarrangeant les termes de ) ~— de sorte que n (n € N¥)

n=1
termes positifs soient suivis d’un terme négatif. En regroupant les termes de

la série (1) comme suit

L)L (Ll Iy (111 1y
2 3 5 4 7 9 11 6 Y
on obtient

io Loty 1 2)
n—-n+1 n2—n+3  n24n-—-1 2n/)’

n=1

(1)

On note respectivement S,, et T), les n-iémes sommes partielles des séries (1)
et (2). On a alors

k

IT1.7.7. On réécrit la série en regroupant les termes sous la forme

§<\/4nl—3+¢4;—1_\/12_n>'
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De plus,

1 1 1 V(An—1)2n++/(4n—3)2n—/(4n—3)(4n—1)

T3 " VImn=1 van JIn—3vAn—1van
>2\/ﬁ—\/4n—1 2v2n —Vin _ 2—+2

Van — 1v2n ~ Vin —1v2n  VAn—1

D’ou, hlf Sz, = +00, {Sy,} étant la suite des sommes partielles de la série
n—-—+od

réarrangée. La série diverge donc.

+o00

I11.7.8. On suppose que la série > a, est absolument convergente, on ap-
n=1

pelle S,, sa n-iéme somme partielle et on pose S = lim S,,. On note {T},} la

n—-+o0o
suite des sommes partielles de la série réarrangée. La convergence absolue de
+o0o
> ay,, implique que, étant donné £ > 0, il existe n € N* tel que
n=1

\an+1|+|an+2|+... <E. (*)

Soit m un entier suffisamment grand pour que tous les termes ai,ao,...,a,
apparaissent dans T,,. D’aprés (x), on a alors

1S = Tin| < |S = S| + |Sn — Tin| < 2e.

IT1.7.9. [4]. On suppose d’abord que I > 0 et on pose n = d + u, d > u.

+oo
On réarrange alors la série >, (—=1)""! f(n) de sorte que la n-iéme somme

partielle de la nouvelle série ggllt
Tn =Tura=(F(1) = fFQ) + fB) — ... = f(2u)) + (f(2u+ 1)

+fu+3)+ ...+ f(2d—1)).

Cette somme contient u termes négatifs et tous ceux restant, au nombre de d,
sont positifs. La somme dans la seconde parenthése contient d — u termes et
cette somme est donc comprise entre (d — u)f(2u) et (d —u)f(2d). Puisque la
somme dans la premiére parenthése converge vers S lorsque u tend vers +o0, la
différence entre la somme avant et aprés le réarrangement est égale a la limite
de la seconde parenthése. On pose v(u) =d —u. On a

vw)f2d) < fRu+1)+ fRu+3)+ ...+ f(2d—1) <v(u)f(2u) (1)
et la monotonie de la suite {nf(n)} implique

u fQ2u + 2v(u))

e < Fou) < 1. (2)
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On choisit v(u) tel que

liril viu)f(2u) =1 (3)
(on peut prendre, par exemple, v(u) = [ [%]) On a alors lim # =0
car () e
. viu .
l= UEIJ?OO 5= 2uf(2u) et ull)rfoo 2uf(2u) = +oo.
Donc (2) implique hl}_l % = 1. Les inégalités (1) et le théoréme des

gendarmes donnent alors

lim (f2u+1)+ fRu+3)+...+ f(2d—-1)) =1.

u—+00
On a donc prouvé que lim To, ) =S + 1.
u—+00
On note maintenant que si 2u + v(u) < k < 2(u+ 1) + v(u + 1), alors
0 < Tk — Touguw) + F(2u+2) < Toyporvwt1) — Dougvm) + fF(2u +2).

Puisque lirf f(2u+2) =0 lorsque u — +00, on voit que klim T.=S+1.
u——+00 —+o0
Dans le cas ou [ < 0, on peut échanger le role de d et u et procéder de la

méme fagon.

I11.7.10. Etant donné € > 0, a partir d'une certaine valeur ng de l'indice n,

on a . .
g9 - g
— < f(n) < . 1
—E <y < 2T (1)
On considére la série réarrangée dont la m-iéme somme partielle est (voir la
solution du probléme II1.7.9)

Tn =Tura=(F(1) = fFQ)+ fB) — ... = f(2u)) + (f(2u+ 1)
+fQRu+3)+...+ f(2d—-1)).
On suppose de plus que le nombre d de termes positifs est tel que liril % = k.

On a alors, dans le cas ou d > u,

R SR
u+1 2u+3 T 2d—1
1 1
= (1+:+... —In(2d — 1
<+2+ T ouri T Tagoy I )>

2 2u—1

1 n 1 R 1 | 2u—1
— | — — | N —:.
2u  2u+2 2d — 2 2d —1

_<1+1+...+ . _1n<2u_1)>
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D’aprés I1.1.41, chacune des deux premiéres parenthéses tend vers la constante
d’Euler v. Comme en 11.5.8 (a), on peut montrer que la troisiéme parenthése
tend vers %ln k. Donc,

li LENPN SR Lk
= —INnkK.
utoo \2u+1 ' 2u+3 2d—1) " 2

En conséquence, (1) implique

—_

lim (fQu+1)+ f(2u+3)+...+ f(2d—1)) = -glnk.

U——+00

\S]

Le changement dans la somme de la série est donc égal a % glnk. Le méme

raisonnement peut s’appliquer au cas ou d < u.

IT1.7.11. 11 suffit d’appliquer le réarrangement décrit dans la solution du
probléme II1.7.9 en prenant v(u) =1 [(2u)?].

IT1.7.12. On prend le réarrangement décrit dans la solution du pro-
bléme II1.7.10 avec lim % = a.

U——+00

“+o0o

IT1.7.13. Non. En effet, soit ) a,, un réarrangement d’une série divergente
k=1

+oo

>~ a,. La monotonie de la suite {a,} implique

n=1

Apy +Apy + .o+ Ay, S Q1+ a2+ ..+ Q.

Il n’est donc pas possible d’accélérer la divergence de cette série.

I11.7.14. [20]. On choisit une sous-suite {a,, } de {a,} telle que
ar, < min (2_”, Qn — Qn_l)
pour n € N* en posant Qg = 0. On a alors
Oy +apy + ...+ ar, <Qn et ap +a,+...+a,, <1

Puisque lirJIrl Qn = o0, la suite {@Q,, — (ar;, +ar, + ...+ ar,)} tend aussi
n—-—+0o0o

+00

vers +00. On ajoute maintenant les termes de ) a, qui n’apparaissent pas
n=1

dans la suite {a,,} a la somme a,, + a,, + ...+ a,, de sorte que

ai+az+...+am-1+a, + a1+ Fa+ a0, o+ 0, < Qn,
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a; étant le dernier terme permis, autrement dit si on ajoute un terme n’ap-
paraissant pas dans la suite {a,,} et d’indice plus grand que i, l'inégalité
précédente n’est pas vérifiée.

IT1.7.15. |W. Sierpiniski, Bull. Inter. Acad. Sci. Cracovie, 1911, 149-158|. Soit

+o0o +o0o

> pn et Y. g deux sous-séries complémentaires d’une série semi-convergente
=1l =1l

foo "

> ay, formées respectivement des termes positifs et des termes strictement né-
=1

n P

gatifs. Soit o € R. Puisque la série Y p, tend vers +oo, il existe un plus petit

n=1
indice ki tel que
p1+p2+...+pp >o0.

On choisit ensuite le plus petit indice nq tel que
pPrt+p2+...+D0 +q1+q2+ ... +aqn <O
Puis on trouve le plus petit indice ks tel que
Prtp2t...+pPpt@r+q@+ ..ty T P41t T PRy >0
et le plus petit indice no tel que
Prtpet. APt @ +G2t .+ Gny TPt TPk Ty t1 -y < O

En poursuivant ce procédé, on définit deux suites k1, ko, ... et nq,ng,... et le
réarrangement correspondant de notre série. Soit .5, la n-iéme somme partielle
de ce réarrangement. On a

S, <o pourn<k et S,>0c pourk <n<£k +n.
De plus,

Sn <o pour kg +nm <n<knpii+ nm,

Sp 20 pour kpii + % <0< Epid + M,

ou m € N*. Par définition des suites {k,} et {n,,}, on a aussi

‘Skm+1—l+nm - U| < Dkpy1s

‘Skm+1+”m - U| < Pk

‘Skm+1+nm+l — a‘ < Pkpyy POUr L =1,2,... npy1 — Ny — 1,
‘Skm+1+nm+1 - ‘7‘ < ‘q"m+1| )

‘Skm+1+l+nm+1 — a| < ‘qan‘ pour [ =1,2,... knio— kma1 — 1.

Puisque lim p, = lim ¢, =0, on conclut que lim S, =o.
n——+00 n——+00 n——+00
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IT1.7.16. On note respectivement {S,,} et {T,,} les suites des sommes par-

+00 +00

tielles de > a, et ) ay,. Puisque que {n; — k} est bornée, il existe | € N*
n=1 k=1

tel que kK — 1 < np < k+1 pour tout £k € N*. Sim > [ et ng < m — [, alors

k—1<np<m—1[ Donc k <m et, en conséquence,

{1,2,....m =1} C {n1,n2,...,nn}. (1)

En effet, si s € N* et s < m — [, il existe alors un unique k& € N* tel que
s = ng. Il découle de ce qui précéde que k < m ou, dit autrement, que s €
{n1,n2,...,nm}. D’aprés (1), on voit que chaque a,, pour n = 1,2,...,m —
apparait dans T},. D’autre part, si £k < m, alors np < k+1 < m +1 et ré-
ciproquement, tous les termes de ay,,an,,-..,ay,, apparaissent dans S,
D’ou,
|Sm — Tonl < lam—i41| + .-+ |amay| pour m >1

et lim S, = lm T,,.

m—-+400 m—-+4o0

Si la suite {ny — k} n’est pas bornée, les exemples donnés en I11.7.2 -
I11.7.6 montrent que la série réarrangée peut diverger ou que le réarrange-
ment peut changer la somme de la série. On donne maintenant un exemple de
réarrangement qui ne change pas la somme de la série. Pour cela, on prend une

suite {ny} obtenue par la permutation des entiers positifs qui échange w

et n("2+3) et laisse les autres entiers inchangés. Puisque w — % = n,
la suite {ny — k} n’est pas bornée. De plus,
sim = ”(";3)7

0
o= j mn n(n
{a”("+3>/2 iy s <m < P,

II1.7.17. |R.P. Agnew, Proc. Amer. Math. Soc. 6(1955), )()3 564]. On apphque le
théoréme de Toeplitz (voir 111.4.37). On pose S, = Z ay et T, = Z -

On suppose que m est suffisamment grand pour que 1 e {n1,nq,... ,nm} et
on ordonne les éléments de {ny,ng,...,n,,} pour former une suite croissante

17 27 37 O 7ﬂ0,m7 A1 m + 17 A1 m + 27 O 7ﬂ1,m7
a2.m + 17a2,m + 27 v 7/82,WL7 ey O m + 17ajm,m + 27 .. 7ﬂjm,ma

0< ﬁ07m < apm < ﬁl,m <agm <...< 6jm,m
La somme partielle T}, de la série réarrangée peut donc s’écrire de la fagon
suivante :

T = Sﬁo,m + (Sﬁhm - Sa1,m) +...+ (Sﬁjm,m - Sajm,Tn)'
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—+00
En conséquence, T;,, = > Cm, Sk, OU
k=1
1 Sik:ﬂl,m7l2071727"'7jm7
Cmk =941 sik=am, l=12,...,Jm,

0 sinon.

Puisque lim fp,, = +oo, lim ¢, = 0 pour tout k € N*. De plus,
m—-+4o00 m—-+4o00

—+00 —+00
> cmpi = 1pourm € N* et Y |¢p k| = 2By, —1, ot By, représente le nombre
k=1 k=1

de blocs disjoints d’entiers consécutifs dans ensemble {ni,ns,...,n,,}. Fina-
lement, d’aprés le théoréme de Toeplitz, lim T, = lim 5, siet seulement
m——+00 m——+00

s’il existe N tel que B,, < N pour tout m € N*.

+00

II1.7.18. On suppose que la série ) ¢, est absolument convergente et on
n=1

note S sa somme. Pour tout € > 0, il existe kg tel que

+00
e e
‘01+02+...+Ck0—5|<§ et E ‘C[‘<§.
I=ko+1

Soit m,n deux entiers suffisamment grands pour qu’il existe i et k, i €
{1,2,...,m}, k€ {1,2,...,n}, tels que ¢ = a; , pour tout I € {1,2,...,ko}.
On a alors
+00
|Smm — S| <ler+e2+... e =S|+ Y lal<e
l=ko+1

La convergence de la série double vers S est donc prouvée. On peut prouver
de méme la convergence absolue de cette série double.

I11.7.19. On pose

—+00 —+00
S* = laixl, T* =3 leal,
n=1

i,k=1

m n n
S:n,n:ZZ|ai,k|a T;:Z|Ck|

i=1 k=1 k=1

Soit € > 0 et [ € N*. On choisit m et n suffisamment grands pour que

tous les termes de 7}" se trouvent dans Sy, , et |S* — S;‘nn| < €. On a alors
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+00
* < Shn < 8%+ ¢, ce qui signifie que la série ) ¢, est absolument conver-
n=1
gente. On note respectivement 7), et T' la n-iéme somme partielle et la somme
+00
de Y ¢,. Pour prouver I'identité
n=1

§ azk—E Cn,
i,k=1

on se donne € > 0 et on choisit [ suffisamment grand pour que

E E
T —T* <= e |T7-T|<-.
T ‘ D) € T} ‘ D)

Si S =D Y. aik et si m et n sont suffisamment grands pour que tous les
i=1k=1
termes de 7; se trouvent dans Sy, ,, alors

S =TI <|T =T[+[T" - T7| <e.

I11.7.20. 1l s’agit d’un corollaire des deux problémes précédents.

I11.7.21. On suppose, par exemple, que la série itérée Z <Z |azk|>

—+00
converge et on pose Z l@es] = a; et Z o; = 0. Chacune des séries ) a;
k=1 i=1 k=1

(i € N*) est donc convergente et = |Si| < 0y. Ceci et la conver-

+00 oo
gence de Y o; impliquent la convergence absolue de ) S;. En conséquence,
i=1 i=1

—+o0 —+o0 +oo
Fe=5 (z k)
=1 k=1

NgE
M
S

—+00 +o0o
IT11.7.22. Onpose > a;x =15, > |aix| =S5* on note Sy, =
i k=1 ik=1 i

Il
—
e
Il
—

et Sy, =

||M§

n
Z la; k|. On prouve d’abord que la série itérée

> (St

i=1
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converge vers S*. En effet, étant donné € > 0, il existe ng tel que S* — e <

Smn < S* pour m,n > ng. On fixe m pour le moment. La suite {S,, ,,} est alors

croissante et bornée donc convergente, lil}_l Spomn =95 ¢et S8 —e< S <8*
n—+o0o ’

pour m > ng. Ceci signifie que lim < lim Sy, ] = S* On sait par le
m——+0oo \ n—-+00 ’

probléme précédent que la convergence absolue de la série itérée implique
+00

sa convergence. Donc, ) a; converge pour tout ¢; notons S; la limite. On
k=1

montre alors que pour tout € > 0, il existe m; tel que

|(S1+Sa+...4+S,)— S| <e pour m >my.
Par convergence absolue de la série double, on a
€ N « €
[Smn— S| < > et |Spn—S* < 5 bour m,n>my.

Donc, pour m > mq, on a

m +0o
(S1+ Sa+ ...+ 5m) =8 =D D ax—S
i=1 k=1 .
<|Sm,n_5|+ Z Z Qi |
i=1 k=n-+1

< |Sm,n - S| + |S* - S;a,n| <Eé.

La démonstration de la convergence de ’autre série itérée se fait de la méme
fagon.

“+o0o

IT1.7.23. On note que la série Y (an1+ apn-12+an—23+...+a1,) est un
n=1

ordonnancement de la série double. Si une des séries

+o00 +oo
> laikl et D> (lanl+ lan-12| + lan—2] + ... + |a1n])
i,k=1 n=1

converge, la proposition se déduit alors directement de II1.7.18, T11.7.19
et 111.7.22. 11 suffit donc de montrer que la convergence absolue d’une des
séries itérées implique celle de n’importe quel ordonnancement de la série

+oo /400
double. Pour ce faire, on suppose que Y. (Z \%k\) converge vers une li-
k=1

mite que l'on note S*. Soit {¢, } une suite obtenue par énumération du tableau
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infini (a; ;)i ken+. Pour I € N*, il existe alors m et n suffisamment grands pour
que

le] +leal + o lal D0 aik] < 5%

“+o0o

La série Y ¢, est absolument convergente ce qui implique alors la convergence
n=1

absolue de la série double (voir IT1.7.18).
m m m

I11.7.24. Puisque > () =2™,ona Y, L= 2" Donc,

k=0 nk i

n

m

1 2m
néo nkln+k+1) (m+1)!

k+n=m

En conséquence, d’aprés I11.7.23, on a

+oo
ZW Z Z R e

k:-‘,—n m
too too om+1

-> i =2 Y
| | ’
= (m+1)! 2 = (m+1)! 2

la derniére égalité découlant de I1.5.7.

IT1.7.25. On a (voir IT1.7.23)

+o0 1
nznkm—k” ; Zn+2< -

k=1 1
—io L 1+1+1+ +L
- ~n(n+2) 2 3 n+ 2
1& /11 R
_2n:1 n +2 2 3 n+2
_ ! 1+1+ - 1+1+1+1
2 2 2 3 4
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I11.7.26. 1l découle de IT1.7.23 que

*f k! XK i" n! (a2
n+k+2)! “~k+1 m+k+1) (nm+k+2)!

n,k=0 k=0 n=0
B i" Koo i" 1
=y = .
k:ok‘—l—l (k‘—l—l). k:O(k+1)

Le résultat demandé est donc prouvé, d’aprés I11.1.28 (a).

I11.7.27. On observe que les sommes des séries formées par chaque ligne du
tableau sont finies. En effet la somme de la premiére ligne est égale a z, celle
de la seconde est égale & x(1 — ), celle de la troisieme a z (1 — z)?, etc. De
plus,

r+zl-z)+z(1—2z)°+...=1.
D’autre part, les sommes des séries formées par chaque colonne sont alternati-

vement égales a +1 et —1. L’autre série itérée diverge donc et, d’aprés 111.7.23,
on conclut que la série itérée n’est pas absolument convergente.

I11.7.28.

+oo | +o0o
(a) La convergence absolue de > x% et Y %* implique la convergence ab-
i=0 k=0

+00 /400 |
solue de la série itérée > 3 x%y* | car
i=0 \k=0

+oo /+oo aHee
i k|| _ zt ! = !
Z(ZMD_;‘ (=) = e

i=0 \k=0
La série double est donc absolument convergente.

(b) En considérant les séries itérées, on voit que la série étudiée converge si
et seulement si a > 1 et 3 > 1.

(¢) En rassemblant les termes pour lesquels i + k = n, on obtient

R | = 1
_ —1)—.
2 U

La série double converge donc si p > 2 et diverge si p < 2.
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I11.7.29.

(a) Il suffit de calculer la somme de la série itérée. On a

P8 L) -F ()L
i=2 (p+1i)* \pti pti-l p+1°

k=2

(b) Comme en (a), on calcule la somme de la série itérée :
2%(2k — 1) 9% —1 2k
=1 k=1 k=1
+o00
Sy
k=1

la derniére égalité se déduisant de I11.1.32 (a).

= In 2,

?r'l)—‘

(¢) Comme en (b), on a

+oo /400 1 +oo 1 1
Z(}le):zm:zm

i=1

I11.7.30. Comme Sy,

Il
Tl Ms

n
Z = by, ON VoIt que

aj; = S1,1 = b1,1,
Ty, = Dy — Ol = Wlgp — Dl peil, 5 2 Il
Tl = Sl — Sl il = B = Bmeiiq, 0 = 1

De méme, pour m,n > 1, on obtient

Umn = Sm,n - Sm—l,n - (Sm,n—l - Sm—l,n—l)

= bm,n - bm—l,n - (bm,n—l - bm—l,n—1)7 m,n > 1.

I11.7.31. Ona Sy, = (-1)"™" (55 + 5= ). Donc, pour & > 0, il existe n tel
que |Sp, n| < € si m,n > ng. La série double converge donc vers 0. Cependant,
chacune des séries itérées diverge. En effet,

- 3 1
n n
I i = e b = (IR S AR
n
ce qui implique que toutes les séries . a;; (i € N*) divergent.
k=1
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I11.7.32. On a

> () - 35
2 ) = )
P R = 1= laf

D’aprés le test du quotient, la série dans le second membre de cette égalité

converge. Ceci signifie que la série itérée converge absolument. Donc, d’aprés

I11.7.23, on a
ok

Zx Zl_xk:

i,k=1 k=1

En regroupant les paires (i, k) pour lesquelles le produit ik est le méme, on

obtient
+o0 +oo
5 ot = 3 o
ik=1 n=1
car le nombre de diviseurs de n est égal au nombre de paires (i, k) telles que

ik = n. De plus, pour n =2,3,..., on a

S — Sn—tme1 = 8" + 2?4 .. 4 27DR L gt gl g X2 e

2

n n
—x 2
=2— 4+ z".

1—zn

Clairement, 51,1 = r = 27—, + x. Donc, en tenant compte du fait que

Sn,n = (Sn,n - Sn—l,n—l) + (Sn—l,n—l - Sn—2,n—2) P acoTr Sl,la

on voit que

+o0 xk +oo n2
I;mzz’zl = +Z’f
= n—

111.7.33. Comme dans la solution du probléme précédent, on montre que la
série itérée converge absolument. La premiére égalité se déduit donc directe-
ment de I11.7.23. Pour prouver l'autre égalité, on considére I’ordonnancement
de la série double décrite dans la solution de IT1.7.32.

I11.7.34.

(a) D’apres IT1.7.23,

+o00 1
Zspzzzn+z .:;mzl
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(b) Comme en (a),

i" i" 1 1
(D)PSp=> 57— =5-
< Zak(k+1) 2

IT1.7.35. Soit B I'’ensemble des entiers qui ne sont pas des puissances. On a

A={k"neNn>2kecB}.

+00
Puisque ﬁ => %, n > 2, en appliquant I11.7.23 et I11.7.34, on obtient
j=1

+o00 400
Zn-iﬁi 33w
neA neA j=1 keBn=2 j=1
+o00 400 +o00 +o0o
DD TS PP
keB j=1n=2 k=2n=2

I11.7.36. [G. T. Williams, Amer. Math. Monthly, 60 (1953), 19-25]. Le premier
membre de ’égalité est égal a

1 1 1
NI_I,IEOOZZ <k2 2n—2 k:4 n—d T T an2 ]_2> (1)

=1 k=1

En sommant ’expression entre parenthéses, on obtient

N N j2—2n _p2-2n 1
li - —1)— 2
N—lg-loo; kzz:l ol Gl @)
k#j
On remarque que
-2 N N 2 92 N N 92-9n
G2 k2 2n j k
sy e =D Ll
j=1 k=1 j=1k=1 j=1k=1
k#j k#j k#j
N N N N
1 1 1 1
=22 7+>. D
2n—2 1.2 _ 2 2n—2 ;2 _ 1.2
=1 k=1 S j=1 k=1 ko2 % —k
k#j k#j
N N
1 1
=2}
2n—2 D_ 2
=17 it b=
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Donc,

N XL N
= lim 2 - +(n—1 —
i 2l el gtV

k2
On observe maintenant que
N N N
1 1 1
JZ 2 222 Z
k:lk —J k:lk_] 2 1k+'7
k#j k#j k#j
7j—1 1 N 1 N
Sy ey
k::lk_‘] k:j—i—lk_‘] k::lk
B ]‘11+N‘j1 N+’1+1
ok ok k:]—i—lk 2
B N+j1+1+N‘j1+1
ok d gk 2

N N ]2—2n §2—2n , 1
Z Z K2 _ 2 +(n— )]_n
k#j

N1 X 1
:<n+§>zj—n—zj2n_1<N_j+1—|—...
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De plus, puisque 0 < N+]H + ...

1 27
T v5 < v

N 1
0<) - e
;.72”‘1 <N—J+1

<2§: 1 1
Pz N 1

on voit que

)
N+j

J=1

N+1(7—|—ln(N+ 1)),

ot v est la constante d’Euler (voir I1.1.41). Finalement, d’apreés (1),

1 1 1
NEﬁlmZZ(/ﬂz 2n—2 k4 on—d T T 1o 2]_2>

=1k=1

IT1.7.37. En substituant n = 2 dans l'identité donnée au probléme précé-
dent, on obtient

(@@ = (2+3) (0

Puisque ((2) = & (voir IT1.1.28 (a)), on a (voir aussi IT1.1.28 (b))

+o0 1 7_(_4
C(4)=Zg= 90"
n=1
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De méme, en prenant n = 3, on trouve

+o0o 1 7_‘_6
6) = — = —.
<(6) Z nb 945
n=1
De méme,
+o0 1 ﬂS

o 1\ 1pG-Dk+1) n+l 1
PH_H<1_E>_H - T 2n notoo 27

S k-DE+E+D) oy =1 ((B+1)2— (B+1)+1))

H _H (k+1)(k2—k+1)

2(n? +n+1) 2
3n(n+1) notoo 3°

(¢) Pour = 0, la valeur du produit est égale a 1. Si z # 2™ (% + lm), alors
cos 5m 7 0 et sin 577 # 0. Donc,

“ i = 1 sin 2 sin x sin x
2k—1
COS — = = = .

[[eos gz =115 0= T

e 2 ] 2 sin ok 2"8in o5 n—otoo X

(d) Vu les relations
shx
sh(2z) =2shxchax et lim — =1,
z—0 x

comme en (¢), on obtient
shx
=g — sixz #0,
H ch— = x

2 :
n=1 1 siz=0.
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i G (k+1)? 2(n+1)
H< k+2)>_Hk:(k+2)_ n+ 2 n—>+<>02

k=1

(g) Puisque

la continuité de la fonction exponentielle et 111.1.32 (a) impliquent

I a(_rlz)n =a 2,
n=1
(h)
n 1 .
% e% ekgl 13 Z %—lnn n
l_Il—i—l:n—l—l_ek:1 il
k=1 k
Donc, d’aprés I1.1.41,
+00 61
T
n=1 n

ou vy est la constante d’Euler.

(i) On a

T (3k)° _ 3
H 3k—1 3k+1 _g(3k—1)3k(3k+1) - B+ 1)

En utilisant la formule de Stirling

n n
n! = a,V2mn <—) ol lim o, =1,
e n—-+4oo
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on obtient
3n (9)3/2 ) 3n+3/2,—3n
lim P, = lim Sl e ©
n—-4o0 n—-+4o0 (271')1/2 (37’L ue 1)3”+1+1/2 e—3n—1
3In 3n - 3/2
=2 li
7Ten—1>r—i€loo <3n+1> <3n+1>
27
— Wk
111.8.2.

k=2
1
-1+ — 1
+2n n—+4oo
P _3 2 5 4 2n —1 2n—2_
1= 9345 am—2 m—1

+00
donc [T (1+ 1) diverge.

n=1

+oo
(¢) Le produit [T (1-— %) diverge car

n=1

n
1 123 n-1 1
P, = l==)l==c=0=00o0 = _ 0.

I11.8.3. On note d’abord que pour a, > 0, on a
ar+ar+...+a, < (1+a1)(l+a2) - (1+ayp).
De plus, I'inégalité e®* > 1 + x pour x > 0 donne
(14 a1))(1+as) - (14 ay) < etozttan,
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Les inégalités (1) et (2) et la continuité de la fonction exponentielle montrent

“+o0o

que la convergence du produit [] (1 + a,) est équivalente a celle de la série
=il

+00 "

> Gn.

n=1

o0
I11.8.4. On suppose que la série > a, converge. Pour N suffisamment

n=1
+00
grand, on a alors Y a, < % Il découle de 1.2.1 que
n=N
n
Hl—ak 1—Zak>—.
k=N

n n
. . . . . P,
Puisque P, = kljl(l —ag) = Pna kl__[N(l — ag), on voit que la suite {m}
est décroissante et minorée, donc convergente vers une limite que ’on note P

et P € [3,1]. Dot, lim P, = Py1P #0.

+o0o

Pour prouver l’autre implication, on suppose que Y a, diverge. Si la suite
n=1

{a,} ne converge pas vers 0, alors la suite {1 — a, } ne converge pas vers 1 et la

“+o0o
condition nécessaire de convergence du produit [] (1 — a,) n’est pas vérifiée.
n=1

On peut donc supposer que 11111 an = 0 et, en conséquence, que 0 < a, < 1
n—roo

a partir d’une certaine valeur N de l'indice n. Vu légalité (voir 11.5.7)

—1 .'EQ 133 134 .'E5
=1—a+ 2|_§ + E—g T ooog

on obtient 1 — z < e™® pour 0 < z < 1 car tous les termes entre parenthéses
sont positifs. D’on,

n
<J[A-a)<e =" (n>N)
k=N

et, en conséquence, lim H (1 —ag) = 0. Le produit H (1 — ay,) est donc
noTo0 p=N n=1

divergent.
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I11.8.5. On note que

2n n
[T +ar) =TT+ azk—1)(1 + ag)
k=1 k=1

Il
s

(7 i) ()

[(~7)

Donc, d’aprés 111.8.4, le produit converge.

B
Il
—

Il
s

k

I11.8.6.

(a) Puisque cos% =1- (1 — cos %) et 1 #£1— cos% > 0 pour tout n € N*,
on peut appliquer le résultat de I11.8.4. La convergence du produit se

+oo
déduit de la convergence de la série > (1 —cos 1) (voir IT1.2.1 (e)).
n=1

(b) Comme en (a), la convergence du produit découle de la convergence de
+o0
> (1 —nsinl) (voir II1.2.5 (d)).

n=1 E
(¢) On a
1 1+ tan + 2tan 1
tan (T4 =)= —n_14 Z " n_
4 n 1 —tan 1 —tan

. 2tan L
Puisque % >0 pourn = 2 et

2tan +
n

lim
n—oo =

d’aprés I11.8.3, le produit diverge.

- . l-nln(1+21 .
(d) Etant donné que lim #—F”) = %, la convergence du produit se

n—00 n
déduit de I11.8.4.
+00
(e) La divergence du produit découle de celle de la série Y (y/n — 1) (voir
n=1

I11.2.5 (a)).
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1
. = Il
(f) Puisque lim " = 1, d’aprés I1.5.5, on a lim =2 “® — 1. La conver-
n—oo

n—oo \/ﬁ_l
Inn

—+00
gence du produit se déduit donc de celle de la série > ol
n=2

—+00

I11.8.7. Par hypotheése, la série > a, converge et on peut, sans perte de
n=1

généralité, supposer que |a,| < 1. Puisque

gy, — (3l - @) 1

+00 oo
et que la série > a,, converge, la convergence de Y a2 est équivalente & celle
= =1
+00 ! ! +00
de > In(1+ ay), qui & son tour est équivalente a celle de [] (1 + a,).
n=1 n=1

+0o0
On note que si Y. a2 diverge, d’aprés (1),
n=1

2

1
an —In(l+a,) > 2 0 DOUr tout n suffisamment grand.

+o00
La série > In(1 + a,) diverge donc vers —oo, ce qui signifie que le produit

=l
+o0 !
[T+ ay,) diverge vers 0.
n=1

IT1.8.8. Le résultat se déduit immédiatement de I11.8.7.
I11.8.9. Appliquez ITI.8.7 et I11.8.8.

I11.8.10. On utilise I’égalité

. m(l4an) —an+3a2| 1
im 3 = -
n—00 |an|

w

et on procéde comme dans la solution de IT1.8.7.
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350

I11.8.11. Non. D’aprés le test donné au probléme précédent, on voit que le
produit donné en indication converge si % < a. D’autre part, les séries

1 1 1 1 1 1 1
_2_a+ 2_o¢+2% _3_a+ 3_a+32—a _4_a+"'

R S0 U U S T A S U S N I
e 20 22a 3a 3 32a L’ e

divergent toutes deux si a < %

et

IT1.8.12. On remarque que si lim a, = 0, alors
n—oo

k
ln(l—i-an)—an—i-%ai—%ai—i-...—i-(_,3,) ak 1
lim

e |(In|k+1 = k+ 1 .

I11.8.13. D’aprés la formule de Taylor,

1
In(l+a,) =a,— ————a2 =a, — O,a°,

olt 2 <0, < 2sila, <

ny < no, alors

iln(l—l—an): ian—(%f:ai, o @E}S,Z[.

n=ni n=ni n=ni

1

3. Dong, si ny et ny sont suffisamment grands et

+oo
La convergence de ) a, se déduit donc du critére de Cauchy.

n=1
+o00 +o00o
I11.8.14. Si les produits [] (1 + ay) et [] (1 — a,) convergent tous deux,
—1 =1
+o00o " +noo
alors [ (1 — a2) converge aussi. La série Y. a2 converge donc (voir 111.8.4).
n=1 n=1

Le résultat cherché se déduit alors du probléme précédent.
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I11.8.15.  Oui. Puisque {a,} décroit vers 1, on peut écrire a, = 1+ ay,, {ay,}
décroissant vers 0. La convergence du produit est équivalente a celle de

—+00

> (=) In(1 + an).

n=1

Clairement, cette série converge d’aprés la régle de Leibniz.

IT1.8.16.
(a) Puisque 11111 (an + by) =1+ 1 = 2, la condition nécessaire pour la
n—-+oo
convergence d’un produit n’est pas vérifiée.
+00

(b) La convergence de [] a? se déduit de la convergence de la série
n=1

+00 5
> Ina;.
n=1

(¢), (d) La convergence des produits se déduit de celle des séries

+oo +00 +oo
Z In(a,b,) = Zln an + Z In b,
n=1 n=1 n=1

et +00 o +oo +00
n J—
Zlna = Zlnan — Zlnbn.
n=1 n=1 n=1
+00
I11.8.17. On suppose que Y. z2 converge. Donc, lim =z, = 0 et la conver-

n——+oo

n=1
gence des deux produits se déduit de I11.8.4 et des égalités

) 1—cosz, 1 ) = % 1
lim ————=_ et lim ——™—=_.
n—-+o0o xz 2 n—-+00 x 6

n
On suppose maintenant qu’un des produits converge. Alors, lirf T, = 0 et
n—-+0o0

+oo
la convergence de > x2 se déduit des égalités ci-dessus.
n=1

I11.8.18. On remarque que

n
aj
aq H <1 + Sk_l
k=2

> :a1H Sfﬁl :Sn.

k=2
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IT1.8.19. Voir le probléme I11.1.9.
I11.8.20. Voir le probléme III.1.9.

I11.8.21. Appliquez le probléme précédent en prenant a, = x™.

—+00
I11.8.22.  On suppose d’abord que le produit [] a, converge, autrement dit,

n=1
n

que hl}_l P, =P #0,0u P, = [] a. Ceci implique qu’il existe a > 0 tel que
|P,| > « pour tout n € N*. La suite convergente {P,} est une suite de Cauchy.
Donc, pour tout € > 0, il existe un entier ng tel que |P,1x — Py—1| < ea si

n > ng et k € N*. Do,

< e pour n = nyg.

Pn+k
Pn—l

EQ
_1 < —
‘ ‘Pn—1|

On suppose maintenant que pour tout € > 0, il existe un entier ng tel que
|anani1 - anyr — 1] <e (1)
pour n = ng et k € N*. En prenant ¢ = %, on obtient

Pn—l
P,

pour mn > ng. (2)

N W

< <

| =

2e
3| Prg|”

Puis en utilisant (1) en remplagant € par on trouve un entier n; tel que

pour n > ni, k€ N

‘Pn+k_ ' 2e
Pn 3|Pno|

Donc, si n > max {ng,n1}, alors

2e
| Potk — Pr1] < 3

Pn—l
P,

Ceci signifie que {P,} est une suite de Cauchy. De plus, (2) implique que sa
limite est différente de O.
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I11.8.23. On a

2n
2n 2n H (1 - x2k)
I1(1+2) = 1325 =22
k=1 k=1 - 1 (1 =)
k=1
f_n[ (1 _ .’E2k)
_ k=1
IT (1 —o2%) [T (1—a2-1)
k=1 k=1
ﬁ (1 _ IL’2k)
_ k=n+1 '
11 (1-a2-1)
k=1

Le résultat cherché se déduit alors du critére de Cauchy (voir 111.8.22).
I11.8.24. 1l s’agit d’une conséquence de IT1.8.3.

I11.8.25. On note que pour aq,as,...,a, € R, on a
(L4 a)(I+a2)-- (L +an) =1 < 1+ |aa])(L + |az]) - (1 + |an]) — 1
et on applique le critére de Cauchy (I11.8.22).
I11.8.26. On pose P, = (1+a1)(1+a2)---(1+a,) pour n € N*. On a alors
Pn — Pn—l = Pn_lan et
Pn=P1+(P2—P1)+...+(Pn—Pn_1)
=P+ Pias+ Pas+ ...+ P,_1a,.
Donc,
P, = (1+a1) +ax(1+a1) +a3(1 4 a1)(1+ az)
+...+a(1+a)1+a2) - (1+an1)
ou, de fagon équivalente,
B, = (1 =F al) + (CLQ + a1a2) + (ag “+ ajas + asas3 + a1a2a3)

ST S (an +aian +... +an—10, + arasay,

+ oo F An2Gn 1Gn + ...+ 0102 An_10p).
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—+00
La convergence absolue de [] (1 + a,) implique alors la convergence absolue
n=1

—+o00
de la série 1 + a1 + >, an(1 + a1)(1 +az)--- (1 + ap_1). Cette série est un
n=2
ordonnancement de la série double dont les termes forment le tableau infini
ay a9 as a4

aiaz aiaz azaz  aiG4
ajasas3 a1aa4 ajasaqs a2a3ay . . .

D’apres II1.7.18, la série double est absolument convergente et, d’aprés
I11.7.22, la série itérée donnée dans le probléme converge. On obtient donc
I’égalité demandée.

+00 oo
I11.8.27. La série ) a, étant absolument convergente, la série ) a,z est
n=1 n=1

absolument convergente pour tout x € R. Il suffit d’alors d’appliquer le pro-
bléme précédent.

“+o0o
I11.8.28. Clairement, pour |¢| < 1 et z € R, le produit [] (1 + ¢"z) est

n—=

absolument convergent. En prenant a,, = ¢" dans le probléme précédent, on
“+o0o

obtient f(x) = [[ (1 + ¢"z) = 1 + Az + Asx® +.... On observe alors que
n=1

(14 qz)f(gqr) = f(x). En égalant les coefficients des termes de méme degré,

on obtient donc

n

q
A]_Zqu et An:An_ll—qn

pour n=23,...

Finalement, par récurrence, on montre que

n(n+1)
Ay = 1
Tl-g-¢?)(1-q)
+oo
I11.8.29. On pose f(z) = [] (14 ¢*" ') et on note que (1+qz)f (¢*z) =
n=1

f(x). On applique alors un raisonnement semblable a celui utilisé au pro-
bléeme I11.8.28.
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I11.8.30. On a
) an +o0 . +o0 Ay,
7111(14%%1‘) (14—;) = (I—I-ZAkJ: > <1+ZF>
= XA
— 1+2Ak <x TN ) —I—ZAk:L‘kZ ko

k=1

La convergence absolue de Z Ak et Z Ak implique celle de leur produit de
k=1 =1
Cauchy (voir la solution du pr obleme I11.6.1). On remarque que ce produit

de Cauchy est un ordonnancement de la série double correspondant au tableau

A1 Ay Az Az A3 A3
A2A1 (l’ + %) A3A2 (1‘ + %) A4A3 (l‘ L %)
Az Aq (g;2 + ;—2) AsAs (g;2 + :%2) AsAs (372 1 ;_2)

On obtient donc, d’apres I11.7.18 et 111.7.22,
Z Agz® Z = (A141 + A2As + A3A3 +...)

1
+ (AgA; + AsAg + AgAs +...) <x < ;)

1
+(A3A1+A4A2+A5A3—|—,,,) <x2+_>+

72
IT1.8.31. [4]. D’aprés 111.8.30, on a
too g1
H(1+q2n—1x)< ) BO—|—ZB < >
n=1
En posant

Fz) = ﬁo (1+¢'2) <1 + q2n_1>

x
n=1

et en utilisant 'égalité qzF(¢?z) = F(x), on obtient

By = Boq, B, =B, 1"
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et, par récurrence,

Donc,

On peut utiliser les résultats de 111.8.29 et I111.8.30 pour déterminer By. On
n +oo
pose P, = [[ (1 —¢**) et P = [[ (1 —¢*"). On a alors
n=1

k=1
) qn2 q(n+1)2+1
Bog" =B, =A, + A1A = 4.

04d n n T Al n+1+ Pn + P1Pn+1 +

Donc,
PBy-1< T Oy
nbDo P2 P2 500

En faisant tendre alors n vers +o00, on obtient By = %.

IT1.8.32. On applique I11.8.31 en prenant
(a) z=—1,
(b) z=1,
(c) z=gq.

I11.8.33. On remarque que pour n > 1, on a

= k=1
Donc,
n n n
1 1 z—k
Si=Ya= s+ a=g- 211
P 14+ - 2 2k:1x+k
Si x € N* alors S, = % pour n assez grand. On montre maintenant que
nEToo Sy = % pour x ¢ N*. On remarque que % =1- ﬁﬁ pour k suffi-
samment grand. D’ou, d’aprés le résultat de 111.8.4,
n
x—k
lim k“ =0,
Eataeiwiel Eouy

ce qui donne lim S, = % comme annonceé.
n—-400
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+00

I11.8.34. On suppose que le produit [] (1 + cay) converge en ¢ = ¢y et en
n=1

c=cq, ¢g # c1. Les produits

+00 400 &0

<o 1 1
[[a+aam)d o J[EFam®

n=1 n=1 1+ Coln

convergent, aussi. De plus,

<0
(1 +01an) €1 14 Co(CO — Cl)

2
1
1+ coan 2 @n(1 + £n),

ol &, tend vers 0 lorsque n tend vers +o00. Donc, d’aprés I11.8.3 et 111.8.4, la
+o00 +o00
série > a2 converge. Puis, d’aprés 111.8.13, Y a, converge aussi. En consé-
=il =1
" +<T>Lo 9 +o00
quence, pour tout ¢ € R, chacune des séries Y (cap)” et Y ca, converge. La
n=1 n=1

proposition se déduit donc de I11.8.7.

+oo n
I11.8.35. Clairement, la série Y ay, [] (2 — k?) converge si x est un entier.
n=1 k=0

On suppose maintenant qu’elle converge en xy ¢ Z. Pour x € R, on considére
la suite dont les termes sont donnés par

On conclut de ceci qu’a partir d’une certaine valeur de I'indice n, la suite {b,,}

. oo 22 g2 .
est monotone. De plus, puisque le produit [] %ﬁz converge, la suite {b, } est
k=0 "0
bornée. On a aussi

400 n 400 n
Zan H (m2 — k2) = Zan H (azg — k2) by,.
n=1 k=0 n=1 k=0

Donc, d’aprés le test d’Abel, la série considérée converge pour tout z € R.
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111.8.36.
(a) On a
1\°! =1
1—— =1+ —
< p;”%) kz::l i
En multipliant entre elles les N premiéres égalités, on obtient

N 1 +oo,
H<1_F> :1+k§::1k ka Z k;r’ )

n=1 e k=pn+1

/
ol E représente la sommation sur les entiers dont la factorisation en
nombres premiers ne contient que les nombres premiers pi,ps,...,PN-
Donc,

-1 PN 1 +<>0/ 1 +o0 1
0<H<1—p—> SYri-Y i<y L
i k=1 k=pn+1 k=pn+1

—+00
Puisque lim > k% = 0, on obtient

N—+o0 k=pn-+1
400 1 —1 +00 1
[ir-=) => .
Pn n*

n=1 n=1

(b) D’apres (x) dans la solution de la partie (a), on a

02 5

n=1 k=1
+00 +00

La divergence de ) % implique donc que [] (1 — —) diverge vers 0,
n=1 n=1

ce qui est équivalent & la divergence de la série Z pi (voir I11.8.4).
n=1""

I11.8.37. [18].

(a) La formule de Moivre, cosmt + isinmt = (cost + isint)™ donne, avec
m=2n+1,

2 1
sin(2n + 1)t = (2n + 1) cos>" tsint — < n;— > cos? 2 tsin® ¢

+ ...+ (—1)"sin®" 1
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On peut donc écrire
sin(2n 4 1)t = sint W (sin?¢), (1)
ot W (u) est un polynéme de degré inférieur ou égal n Puisque la fonction

dans le premier membre s’annule aux points ¢ = 2n = (k=1,2,...,n)

qui appartiennent & l'intervalle ]O, = [, le polynéme W(u) s annule en
up = sin?ty, (k=1,2,...,n). Do,

Donc, d’apres (1),

n -2
sin(2n + 1)t = Asint [ | <1 %) . 2)

k=1 S 5 T
Le but est maintenant de trouver A. On a A = %in% W =2n+ 1.
En substituant cette valeur a A dans (2) et en prenant ¢t = Iy Ol
obtient
n o2 _ D
i X €T Sin m
sinx = (2n + 1) sin H (1 -——]. (3)
2 _k
nt+li g\ sin® gy

Pour z € R fixé et m € N* tel que |z| < (m+ 1), on prend n plus grand
que m. On a alors, d’aprés (3),

sinx = Pm,an,na (4)

ou

R sin® 50
J— 3 mn
Ppn=(2n+1)sin 1 H L ===

k=1 SINT 51T
n o %) _ a3
O = H <1_sm 2n+1>
mn = 2 _kr_ |-
E=m+1 SV 5T

En faisant tendre n vers +oo, on a

nil}}-l Pon =2 H < k27r2> (5)

Pour z # km, 'égalité (4) implique hI_i?{l Qm,n = Q. Pour évaluer Q,,,
n—-+0oo
on note que, d’aprés les hypothéses précédentes,
|| km nw

T
0< < < < — k= 1,...,
1l ol Syl S Pow m+ "
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En utilisant I’inégalité %u < sinu < u pour 0 < u < 7, on voit que

L 2

+oo
I1 (1_ %) < Qmn < 1. Puisque que le produit [] (1_ f?)
bt n=1
converge, on a

400 1‘2
II (1—@> <Qm< 1.
k=m+1
En conséquence,
lim Q. =1. (6)
m——+00

Finalement, le résultat cherché se déduit de (4), (5) et (6).

(b) On applique (a) et 'identité sin 2z = 2 sin x cos x.
IT1.8.38. On remplace = par 7 dans la formule donnée en IT1.8.37 (a).

I11.8.39.

(a) La convergence du produit donné est équivalente a celle de la série
+00
> (In(1+2Z) —2). La convergence absolue de cette série se déduit de

n=
I’égalité
ez -z
n—-+o0o ﬁ 2
n2
(b) On a
(L+2)" z(x — 1) 1
AN A Tk Sl — .
I 4F 2 o +O<n2>

La convergence absolue du produit découle donc de I11.8.3.

+00
I11.8.40. Clairement, le produit [] (1 + a,), a, > —1, converge si et seule-

n=1
+oo
ment si la série Y In(1+ a,,) converge. De plus, si P est la valeur du produit
n=1

et S est la somme de la série, alors P = .

On suppose maintenant que le produit est absolument convergent. Etant
donnée 1’égalité
. In(1 + ay)|

lim ] =1 (car lim a, =0), (%)
n—~o0 an n—oo
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+00

la série > In(1 + ay) est absolument convergente. En conséquence (voir
n=1

IT1.7.8), tout réarrangement de cette série converge vers la méme somme.

Finalement, avec la remarque faite au début de la solution de ce probléme,
tout réarrangement des facteurs du produit ne change pas sa valeur.

+oo
On suppose maintenant que la valeur du produit [] (1+a,) ne dépend pas
=1
n .
de l'ordre de ses facteurs. Ceci signifie que la somme de la série > In(1 + a,)

ne dépend pas non plus de 'ordre de ses termes. D’aprés le théoréme de Rie-

mann, la série converge absolument ce qui, avec (x), implique la convergence
+00

de Y |ay|. Le résultat demandé est donc prouvé.
n=1

IT1.8.41. |[20]. On pose R, = % X 2321 = (2(1;:)1!?”

1 1 1

=(1+2)(1+=)--- (14—

Rem(143) (+3) ().

1 1 1

— ) (1=2).- (1= i
m(73) (-5) (o)
Le (a + B)n-iéme produit partiel est donc égal a e D’aprés la formule de
Wallis (voir I11.8.38), on a

X ... X . On a alors

|t

iy @otDI 2
n—-+00 (27’1,)”\/7’1, B \/7_1'7

lim fna _ [@
n—-+4o00o Rnﬁ o ﬁ

+o0
I11.8.42. Si le produit [] (14 a,) converge, mais pas absolument, il en est

n=1

d’ou

+00

alors de méme de la série > In(1+a,) (voir la solution de IT1.8.40). D’aprés
n=1

le théoréme de Riemann, ses termes peuvent étre réarrangés pour donner soit

une série convergente dont la somme est un nombre réel donné S, soit une sé-
rie divergente (vers +o0o0 ou —o0). La proposition se déduit donc de la relation
P = €’ (voir la solution de IT1.8.40).
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constante d’Euler-Mascheroni, 47
critére
de Cauchy pour un produit, 227
de Gauss, 187
spécial de convergence des séries alternées,

R

INDEX

de Cauchy, 212
eulérien, 229

régle de Leibniz, 205

voir régle de Leibniz S
B série
de Dirichlet, 212
e (nombre), 47 double, 218
exponentielle, 47 itérée, 219

F

fonction zéta de Riemann, 222

formule de Wallis, 230

fraction continue
développement, 4
réduites, 5

semi-convergente, 203

séries équiconvergentes, 269
sommation par parties, voir transformation

d’Abel

sous-série, 207
sous-séries complémentaires, 217
suite de Fibonacci, 51, 177

formule de Binet, 51

I
T
inégalité
de Bernoulli, 7 test
de Carleman, 194 d’Abel, 209
de Cauchy-Schwarz, 8 de Bertrand, 187
de Kantorovich, 14 de condensation de Cauchy, 187
de Tchebychev, 10 de Dirichlet, 209
de Weierstrass, 13 de Kummer, 197
entre moyennes, 7 de Raabe, 186
intégral, 198
L théoréme
1 de K Kk d’Abel, 214
emme de Kronecker, Z11 de Bolzano-Weierstrass, 67
M de Goldbach, 222
de Mertens, 212
moyenne de Schlomilch, 188
arithmeético-géométrique, 46 de Stolz, 58
arithmétique, géométrique, harmonique, 7 de Toeplitz, 56
de Toeplitz, réciproque, 61
o transformation
ordonnancement d’une série double, 218 d’Abel, 305
réguliére d’une suite, 56
P
Z
produit

absolument convergent, 227

zéta, voir fonction zéta de Riemann
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