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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

PLAN

| : Etude métrique des courbes planes
1) Longueur d'une courbe
2) Abcsisse curviligne
3) Repere de Frénet
4) Courbure, rayon de courbure, centre de courbure
5) Exemples
6) Cinématique

Il : Champs de vecteurs
1) Potentiel scalaire
2) Circulation, abscisse curviligne
3) Formule de Green-Riemann

| : Etude métrique des courbes planes

Des considérationgélémentairessur les courbesplanesse trouvent dansle chapitre Géométrie
Elémentairequ'ontrouveradansle fichier GEOMELEM.DOC.L'étudelocaled'unarc paramétrése
trouve dans le chapiti2éveloppements limit@ans le fichier DLTAYLOR.

1- longueur d'une courbe

DEFINITION :
On appelldongueurde l'arc paramétréC' par morceawdéfini par OM(t) = F(t) pourt variantde
to a t; (to<t,) la quantité :

Lz?ﬂwnmm

to

Cette définition se justifie par les raisons suivantes :
i) si F(t) = B +tA, l'arc paramétré est un segment de longue)(|| A ||, ce qui correspond
a la valeur donnée par la définition.

ii) sidt représentain accroissemennfiniment petit du parametreM se déplacede M(t) a
M(t+dt) suivant le vecteux (t)M(t+dt) = F '(t)dt
La distance élémentaire parcourue &si{)|| d.

iii) pour un cercle de rayon R(t) = R(cos.i + sirt.j) et la définition donn@ourlongueurdu
cercle Z1R.

iv) Physiqguementsi t estle tempset F(t) la positiond'unpoint mobileenfonctiondet, F '(t)
estla vitessevectorielleet ||F '(t)|| sonmodule(vitessescalaire).L'intégrationde la vitessescalaire
donne la distance parcourue entre deux instaetd;.

v) Examinonsce qui se passeen cas de changementle parametrageSi u - t(u) estun
changement de variable strictement croissant peariant deu, au;, on a :
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§J“||F ®l ot = %1 " I ‘()] du = %1 " 16 '(u)]] du avecG(u) = F(t(u).

to Uo uO
Siu - t(u) est strictement décroissant, on a :

§J“||F ®l ot = %1 " Pl )]l du = %1 " 16 '()l du avecG(u) = F(t(u) et < U

to Uo Uy
Il estcependantssentiebour appliquerla formule de changementle variablesquet'(u) gardeun
signe constant(faute de quoi, une valeur absolueempécheraide simplifier I'expression).Si on
supposeajueF ' nes'annulgrassur]ty, t1[, onimposeraau changemende variabled'étrestrictement
monotone Un tel changementle paramétragestdit admissible Physiquement| signifie que, si la
courbeestparcourueuneseulefois avecle parametrd, il doit en étrede mémedu parametreu. Il
n'‘estpasquestionpar exemplede choisir un changementle parametragejui imposeun aller-retour
sur la courbealors que le premier parametragene le faisait pas. Fautede quoi, évidemment,a
longueur du parcours serait différente.
Dans le cas de changementde paramétrageadmissible,la longueur ne dépend pas de la
représentation paramétrique choisie. Elle est intrinséque a la courbe.

Il est important de vérifiesi unepropriétéestindépendantelu paramétrageu non. Dansle premier
cas,la propriétéestintrinsequea la courbeet pasdansle secondcas.Considérongar exemplela

guestion consistant@alculerla distancemoyennedu point al'origine. On esttentéde calculert n
1— L

%] b [IF(t)|| dt. Mais cettepropriétén’estpasintrinsequea la courbe.Elle dépendde la facondont la

to
courbeestparcourueSi on effectuele changementle variableu — t(u) (croissantpar exemple) e

calcul de la distancemoyenneavecle paramétreu donneraitu 1 u %] Ui [IF(t(u))|| du, alorsqu'un
1 — Yo

Uo

changement de variable dans la premiere intégrale doﬁﬁ]{] Ut | IF (t(u)) | t'(u) du,
Uo

et cesdeux intégralesn’'ont aucuneraison d'étre égale. Considérongpar exempleF(t) = O + ti,

t 0 [0,1]. La distancemoyenneest%. Mais si on prendt = U* et si on effectuele calcul avecu, on

trouvera%. La raisorenestque,si on considérde parametr&eommele temps,on calculela distance
moyenneenfonctiondu temps.Dansle premiercas,on parcourtle segmeng vitesseconstanteet la
distancemoyenneest obtenueau milieu du segment.Dans le secondcas, le mouvementest
uniformémentaccéléréet on reste plus longtempsau voisinagede O de sorte que la distance
moyenne est plus faible.

Il peutétre alorsintéressantle privilégier un paramétragearticulier. C'estle rble que peutjouer
I'abscisse curviligne.

2— abscisse curviligne

On se place dans le plan ou dans I'espace.

DEFINITION :

On appelleabscissecurviligne du point M(t), le point M(to) = M, étantchoisicommmeorigine, la
quantité :
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s(t) = ?ttuF )

Si t estsupérieura ty, s(t) n'estautre que la longueurde la courbeentre M(t) et M(to). Si t est
inférieuraty, S(t) estl'opposéde la longueurde la courbeentreM(t) et M(to). L'abscissecurviligne
joue donc pour une courbele mémerdle que la mesurealgébrique(ou abscissepour une droite
munie d'une origine et d'un sens (droite orientée ou axe).

Propriétés de I'abscisse curviligne :
[0 On als(t)—s(t')| = L(M(t),M(1"), longueur de la courbe entre tMét M(t").

[0 Siu - t(u) est strictement croissante, alors :

?ttuF ®l ot = ?u“ tU)IF (W)l du = %1 " |16 (W)l du avecG(u) = F(t(w)).

Uo
sest le méme que I'on prenReu G comme paramétrage.

Siu - t(u) est strictement décroissante, alors :

?ttuF ®l ot = ?u“ _tWIF ')l du = —%1 " Il (W)l du avecG(u) = F(t(w)

Uo

s change de signe selon que I'on prefRroal G comme paramétrage. Le sigihel'abscisseurviligne
dépendd'une orientationarbitraire du paramétrages dépendégalementévidemmentde l'origine
choisiedu paramétrageCettepropriétén’estpassurprenanteSi on considéraunedroite du plansur
laguelle on veut définir une abscisse, ilgeax choix arbitraires a faire :

i) celui de l'origine (dans le cas d'une courbe, le pogt M

ii) cdui del'orientationde I'axe (dansle casd'unecourbe la directiondanslaquellel'abscisse
curviligne va croitre)

0 s() =||F '(t) || ouencore=- . Donc, saufaux pointsou F '(t) s'annule(points dits

‘ dOM

stationnaires)s estune fonction strictementcroissantade t et continue.Elle estdonc bijective. On
peutdonceffectuerun changementle parametreen prenantl'abscisse curvilignelle-mémeau lieu
det. Il s'agitd'unchangementle paramétragadmissibleSi x = g(t), le nouveayparametreestx. On
a:

M(t) = M(s (X)) etF(t) = F(s‘l(x)) = G(x).

Dol G'(X) =)' F'[s'¥] = F '[s(X)]. On en déduit

sls’ I(X)]
MG I=1
En général, on note= (t) pour alléger les notations. La relation (*) s'écrit alors :
dOM || _
as ||°1
Physiquementt- '(t) = da—tM estla vitessevectorielle.s(t) = g—f estla wtessescalalredg—é\/I estun

vecteur unitaire.



[0 Expression de 'abscisse curviligne en coordonnées cartésiennes :

Ox = X(t)
oy = y(b)
On as :\/x'2 +y? etsest une primitive de cette fonction.
. _Bx=r(6)coB , . N
O En polalreJEIy = 1(6)sind et I'expression deV|e|3‘t—\/r2 + 12

3—repére de Frénet

On seplacedansle plan, muni d'un repéreorthonormédirect. Les courbessontde classesC’. Les
pointssontsupposédiréguliers(pasde point stationnairespasde point de rebroussemehtpasde
point d'inflexion ...).

a— Vecteur normé tangent a I'arc, au point) M(

e _ _dOM/dt _ dgdt dOM _dOM . _ .
Il estdéfiniparT = TdOM/dt]|” TdOM/GE]] ds ~ ds puisqueds/dt = || dOM/dt ||, cequ'on
peut encore écrirg% =d—ST
dt dt
Physiquement, estle tempsdo—l\/I estla vitessevectorielleV, gs la vitessescalaireV. T n'estdéfini

Tt dt
gu'endespoints non stationnairest estde norme 1. C'estle vecteurtangentunitaire.La relation
d(g—tM = g—fT exprime simplement qué = VT

b— Vecteur normal a I'arc, au point tyi{

Soit N le vecteurunitairedirectemenbrthogonala T. Soit a estl'angleentrele vecteurde basel et
T, de sorteque T = cos@)i + sin(@)j et N = —sin@)i + cos@)j. a est évidemmentfonction du
paramétre. Nousadmettronsjue,si F estde classeC, k = 2, alorson peutchoisira de fagona ce
qu'il soit unefonction de classeC*™, commeT. Ce paramétragestadmissiblesi les pointsde I'arc
sont biréguliers.

CommeT :d(g_é\/l’ on a, dans la basg| :
dx _ dy_ o
4s - Co% et 4s - St
DEFINITION :

Lerepere deFrénet au point M(t) estdonné par lesvecteurs normésT tangenta l'arc en M(t)
etN directement orthogonal &.

4— courbure, rayon de courbure, centre de courbure

DEFINITION
On posey :%—?, appelée courbure de I'arc au point considére.

! Voir le chapitreDéveloppements limitékns le fichier DLTAYLOR.PDF pour I'étude locale d'un pacamétréetle
vocabulaire utilisé.
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EXEMPLEd'un cercle de centre O et de rayon R.

Ex = Rcog
oy = Rsint
doM _T,
g & Ppour composant%Rcog Ed ouT a pour composant%%oSt %et que& R eta = > +1.
_da _da/dt _ 1 ;
On a alory = S d9di R La courbure est l'inverse du rayon du cercle.

Dansle casgénéral,en dérivant par rapporta a et a s les expressionsI = cos@)i + sin(@)j et
= —sin@)i + cosf)j , on obtient immédiatement :

dT dN
—=N t —=-T
da © da
dT _ dN_
E_VN et ds yT

Dans le cas d'un arc quelconque, la quantité%/Fs'appellerayonde courbure Courbureet rayonde

courbure sont des grandeurs algébriques. Connaissant R, il esti¢édoileverle centrede courbure
Q =M + RN. Il n'estpasconstantn général saufdansle casdu cercle.Le cerclede centreQ de
rayon R s'appelle cercle osculateur de la courbe au point considéré.

Plusieurs remarques :

O La reIann% R Z% est naturelle pour un cercle de rayon R. Si on tourne d'un amglers on

se déplaced'unelongueurds = Rda. Cette formule restedonc valable dansle casd'une courbe
guelconque

[ Si ar - =0, alorsl = 0. ParconventionR estdit infini. La courbureestnulle. Celase produitsur

ds R
2
les segments de droites (évident) ou aux points d'inflexion. Er%%ﬁaéést autre qug%M.

[ Le calculde R sefait commesuit : doM permetde calculerd— et T Puis dr _ di/dt permetde

dt dt ds ~ dg/dt

trouver R. Un calcul plus direct de R se fait également de la facon suivante :
dOM _ ds

dt dt
d’OM _ dst L dsdT

dt? dt dt dt

az ST+ (ds)
2
Onreconnaidansl'expressiomprécédenteellede I acceleratlorvectorlelled—ész d'un point mobile,
\Y

somme de l'accélération tangenU%{éT -av T et de I'accélération norm% N.

doOM d*OM, _ (d/dt)’

H Aot~ ae R




www.Mcours.corm

Site N°1 des Cours et Exercices Email: contact®mcours.com

Cette formule est facile a mémoriserpar homogénéitéd'unité. Physiquement,dﬂ s'exprimeen

dt
2 2
métreparseconders, d—(izM enm's’, doncdet%, d_(iz'\ﬁ) s'exprimeenn?/s’. Il y ale cubed'un

temps au dénominateurd'ou la nécessitéd'avoir (g—ts) . Mais on se retrouve avec des m® au

numérateur d'ou la nécessité de diviser par R homogéene a une longueur. On peut écrire également :

OM d°OM, _ dv .  V? . _ (VYA
det at ,T = det(VT, ET +ﬁ N) = det(VT, R N) = R

; o ) 1 X" 12 2\3/2 . 12 2\3/2
O En coordonnées cartésiennes, on obtle@r@.. E:ML dou R =ML
R Xy" —y'X
f n

Dansle casd'unecourbed'équatiory = f(x), ou x sertde paramétrela formule donne% = @™

Un casparticulierintéressanse produit lorsquel'origine O du repereesten M, I'axe desabscisse
étant tangent a la courbe d'équatyonf(x). x étant choisi comme paramétre, on a :

=1
y=0
X' =
PP |
y'=t"(0) =1

Ainsi, la dérivée seconde s'interpréte comme la courbure de I'arc au point considéré.

[0 En coordonnées polaires per(6), on a:

OM =re

domMm _ _Gds ds_ =
O 10 —re,+ree—deronc£— r'“+r

d’°OM _ . .

W:(f —ne + 2'e

B
==t

N étant directement orthogonalaa pour composant

Ainsi T a pour composantes dans la base()

2 3
Pourcalculerle rayonde courbure on peututiliser la formule det(dgévl, ddgg/l) = (ds/ge) . Comme
OM dom, _ @ r r 2 w2 . S® _ o2 w2
det 0 W) = Er"—r Zrﬁ: 2r —rr" +r°, onen dedwtqueﬁ =2r° —rr" + r°. Comme
12 2\3/2
s =+/r%+r?, on obtient finalement Ri(éﬁ;)_T
5—- exemples
a) Ellipse:



La Terre peut-étremodéliséepar un ellipsoide.Si on la coupepar un plan passanpar les péles,on
obtient une ellipse paramétrée de la facon suivante :

Ox=a cog

oy = b sint
aveca rayondel'équateurp rayond'unmeéridien.La latitudeau point (x,y) n'estpaségaleat maisa
I'angle entre la normale (verticale du lieu) est le veétedn se pose lguestionde savoirquelestle
rayonde courbureen un point donné,ainsi que le centrede courbure point ou vont convergeres
verticales au voisinage du point.

DX':—aS"t dS_ > - Vi
0V = beog U a—\/asmzt+bco§t

Le vecteur tangent est dofae composantes ;

asint
\Ja’ S|r12t + b’cot Hb cod

Le vecteuN directement orthogonalta pour composantes :
b cog

\Ja S|r12t + b2c0§t a— sirt

La latitude © étantl'angleentreN eti, onatard = b a tart. La différenceentre® ett esttrésfaible

pour la Terred = 6378,16(kmetb = 6356,774&m).

Pour calculer le rayon de courbure, nous pouvons :
[0 Ou bien calculer la dérivée depar rapport & ce qui donne :
acod (a’—b’ sint cos Q-asint
\Ja’ S|r12t + bPcot D0 Sint O (a%sirft + bcost)™ b cod
soit, apres simplification :

g—b cog
(a’sir't + b2c0§t)3’2 sint
dr ab dT _dt dT _
ANl = Siftebost ' ds ds ot (a S|r12t+b2co§t)3’2'N
2 312
Le rayon de courbure vaut donc RZ S|r12t+;obco§t)

—a sint —a cog

2
[0 ou bien calculerdet% d OM) ce qui donne bcod —bsint B ab et qui n'estautre que

ds/dt)® On obtient donc R & S|nzt+b2co§t)3’2
R ° ab
2

On note qu'al'équateur(t = 0), le rayonde courburevaut% alorsqu'aupdle (t = %[), le rayonde

2

courburevaut%. Ainsi, le rayonde courburea I'équateurestplus petit quele rayonde courbureau

pole, alors que le rayon a du cercle équateurest plus grand que le rayon b du méridien. Cette
distinction n'est pas forcément aisée a comprendre et a donné lieu a une polémique au XVllleme.

Le centre de courbure a pour coordonnées :
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cod(a’sirft + b’cost) a’—b’)cost
[hcog — 2 0 3 Il

sint(a’sirtt + b’cost) [D]:”](bz—az)sin% Il
b MO » @O

1N
”:Ubsmt -

Voici ci-dessoude lieu descentresde courburespour une ellipse fortementaplatie, ainsi que les
cercles osculateurs a I'équatezm (ougg et au poledn bley :

\

Sia=Db, le centre de courbure est fixe et est au centre du cercle !!

b) Cycloide:

Elle est paramétrée par :

mx = a(t-sirt) WX = a(1l-cos) = 2asin’(t/2) ds_ .
My = a(l-cos) "y = asint = 2asin@2)cos(/2) - d—f = 2asin(t/9)

etT a pour composant%?:)ns(tézz))%pourt [0[0,2r]. N a pour composant%fsﬁgz/(g)
[P d_T - _l d_T = _#
Dot = 2N s = ~Zasingy™

Ainsi, R = — 4sin(t/2).

Le centre de courbure a pour composantes :
mx = a(t-sirt) + 2asint = a(t+sint)
mY = a(1-cos) — 2a(1-cos) = —a(1-cos)
La courbeparcourueparle centrede courbure(enbleu) lorsquet varie estunecycloideobtenuepar
translation de la cycloide initiale. Posdrsu — 11 On a:
%x = —art + a(u—sin)
my =— 2a + a(1-cos)
Le vecteurdetranslationpermettantle passed'unecycloidea l'autreestle vecteurde composantes

o
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Cesdeuxquantitéssontprochesde 400 x 10" m*.s™. Elle correspond la quantitéGM, ou M estla
masseale la Terreet G la constantale la gravitationuniverselle. Sa déterminatiorpar Cavendishen
1798permetde détermineda masseM dela Terre.Ona G del'ordrede 6,67 x 10 m’.s kg, de
sorte que M vaut environ>610°* kg.

Il : Champs de vecteurs

1- Potentiel scalaire
Un champde vecteursest une applicationde R*® dansR?®, qui & tout point (x, y, ) associeun

PX, Y, 2 H PH

vecteurV = %(X, Y, 2) abrégéen% On peut se limiter a un champde vecteursdu plan en
M%ﬂH H

supprimant la coordonneeet la composante R.

Ce champdeérive d'un potentielscalairef si V = gradf. L'intérét d'un tel potentielest de pouvoir
raisonnersur une seulefonction scalairef au lieu de raisonnersur les trois composantesgle V. On
cherche don€telle que :
of
P==
0x
_of
Q oy
of
R==
0z
Dansle casou lescomposante®, Q, R sontde classeC', il estnécessairej'apréde théorémede

Schwarz queﬂ: o'f
0x0%  0%0%
aR_0Q_,
dy 0z
oP OR
0z ox 0
9Q_oP

ox oy

R_0Q
[, - %20
[BR _aQ | PH
Le vecteuf -~ ——_ _s'appelle rotationnel
y 2] i
Q_op
X ay[l:l]
Ainsi, pour qu'un champde vecteursde classeC" dérive d'un potentiel,il est nécessairgue son

rotationnelsoit nul. Nous admettrongjue la condition donnéeest égalemensuffisantelocalement
sur des boules, ou des convexes.

avecx etx représentart, y ou z. Celas'exprimesousla forme suivante

o P
= 0 (seule relation a utiliser pour un champ de vecﬁadu planR?)

2— Circulation, abscisse curviligne

Supposonsnaintenantqu'un point se déplacedansl’'espaceentre les instantst, et t;, suivantune
courbe paramétrde = {(x(t), y(t), Z(t)) |to < t < t,} de classe Eou C" par morceauxjepuisle point

-10-
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P
Mo = M(tp) et My = M(t;) et qu'en chaquepoint soit défini une force de composante%%

dépendant dg, y etz. On dispose d'un champ de forces. Le travail effquaméetteforcele long de
I" est donné par l'intégrale suivante

W:J Pdx+Qdy+Rdz
r
qui par définition, n'est autre que :

t
w =%Jt PO, Y(1). Z)X (1) + QEX().(D).ZD)Y (1) + RK().¥(D),20)Z () ot
0
La premierenotationse justifie par le fait que W dépendde I’ maisne dépendpasdu paramétrage
choisi pour le parcourir (Physiguementun changementde paramétragecorrespondau fait de
parcourirl’ avecdesvitessedifférentes.Le travail W dépenddu cheminparcourumais pasde la
vitesse a laquelle il est parcouru). On peut noter également :
W= J w
r

ou west la forme dite différentielle kd Q dy + R dz

P
Plusgénéralemensi %%estun champde vecteursdéfini sur un ouvertde R® et que cet ouvert

contientunecourbel’, on définit la circulationde ce chample longdel parl'intégralesuivante dite
intégrale curviligne :

Jr Pdx+Qdy+Rdz= %]ttlp(x(t) YO, Z(0)x (1) + QX(1),y(1),Z1)y (1) + RX(1),y(1),z(1))z(t) dt

ou l'applicationfp, t;] — R>

t - (X(t)1 y(t)1 Z(t))
estunereprésentatioparametriquale I'. La formule de changementle variablessur les intégrales
permetde montrerque cettedéfinition ne dépendpasde la représentatioparameétriqguechoisie, et

donc ne dépend que de la forme de larc

EXEMPLEL : ConsidéronVv =§j y dx —x dy ou " estle segmenjoignantle point (0, 1) au point
r

(1, 0). Un paramétrag@ossibleestdonnéparx =t, y = 1 —t, t variantde0 a 1. D'ou W = 1. Par

contre,si on vade (0, 1) a (1, 0) parle segmen{(0,1), (0,0)] suivi de [(0,0), (0,1)],0on trouvera

W = 0. Autrement dit, W dépend du chemirivs

EXEMPLEZ2 : ConsidéronsV =§j y dx + x dy ou " estle segmenjoignantle point (0, 1) au point
r

(1, 0). Reprenonge paramétraga =t, y =1 —t, t variantde0Oal. D'ouW = 0. Sionvade(0, 1) a

(1, 0) parle segmen{(0,1), (0,0)] suivi de [(0,0), (0,1)],0n atoujoursW = 0. Dansle casprésent,

W ne dépendpasdu cheminsuivi. La différenceavecl'exemplel estquele champ%%dérive d'un

potentiel scalaire (a savdi= xy), mais pas le chan@i%

-11-



EXEMPLES :

P
On appelleune énergiepotentielleE dont dériveuneforce F de composante% EunequantitéEp

telle que— grad E, = F (La raisondu signe— estque la force indique la direction danslaquelle
I'énergie potentielle diminue). Le travail de cette force est :

W:J F.dM:J Pdx+Qdy+Rdz
r r

0E, 0E 0E
= d + p + Dd
A#r ox X ay d 0z 2

t1 OE, \ 0E 0E
= {jt * 200 .Y0.20) X() + TEAOYO.20) YO +ZOH0.240) 2() o
0
i
Onreconnaile dérivéedela fonctioncomposée - (X, Y, 2 - Ey(X, Y, 2 quenouscontinueronsx
noter E(t) pour se conformer a l'usage en physique. L'intégrale vaut donc :

e %]ttlEP'(t) dt = Ey(to) — By(ta) = Ey(Mo) — B(M1)

Plusieurs points sont remarquables :
[ Ce travail ne dépend pas du chemin suivi, mais seulement du point de départ et d'arrivée.
[ La relation Ey(Mg) = Ex(M1) + W estune démonstratiordu principe de conservatiorde
I'énergie.On noterapar ailleursque, si a désignd'accélératiorde la particulede massem soumisea
la forceF, etV sa vitesse, on a :

W= [ Fdv=m| 1 1

aVd = mJ Vav = > mv,® — 5 mVo°. La relation précédentes'écrit
r

r r
donc aussi sous la forme :

E,(Mo) +% mVe? = Ex(My) +% mV2

et I'on voit apparaitrda conservatiorde I'énergiemécaniquesommede I'énergiepotentielleet de
I'énergie cinétique.

Plusgénéralementn a montréci-dessusjuesi le champde vecteursdérive d'un potentielscalaire,
alorsl'intégralene dépendquedesvaleursde ce potentielau point initial et final. En particulier,si la
courbel” est fermée, l'intégrale est nulle.

Inversementpn prouve que si toute circulation du champde vecteurne dépendque desvaleurs
initiales et finales par une formule :

J[Mo,Ml]de+ Qdy + R dz= E(Mo) — E(M)

Alors le champde vecteursdérive du potentiel E. Il suffit pour celade considérempar exempleun
déplacemenselonx, alors quey et z restentconstant,pour voir que P estla dérivéede —E par
rapport ax. De méme pour les autres variables.

3— Formule de Green-Riemann

On considéraun domaineZ du plan (convexepour simplifier), etI” estun arcferméde classeC' par
morceaux,sanspoint double, entourantle domaine), orienté dansle senstrigonométrique.On
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supposejue ﬁy Eest un champde vecteursde classeC, et I'on s'intéresse la circulation de ce

champ le long d€. La formule de Green-Riemann énonce :
%] Pdx+Qdy= &J[] 9Q —a—P

Comme expliqué en 2), [remiereintégralese calculeen prenantun paramétrageel. Onretrouve

le fait que, si ﬁy Ederlve d'un potentielscalaire,alors sacirculation le long d'un cheminfermé est

nulle. L'intégrale de gauchen'estautre que #] <gradf, dM>, nulle si I' est fermé. Une condition
r

2 2
nécessaire pour QL%-\) Ederlve d'un potentiel egue 0Q_ o7 _ 07 _dP pourf declasseC? et

ox axay ayax ay
la deuxiéme intégrale est également nulle.

EXEMPLE: Soit A (1,0) et B

oz

centreO, et du segmenfBO]. On paramétrisOA] par (x,0), 0 < x < 1, AB par (co¥, sing),

) Soit ' formé du segmen{OA], de l'arc de cercleAB de

0<B< % et [BO] par {,t), t variant deL ao

NE
1
4 _
%3 V2l + Xedy = %] _sirf0 + co$0 do — [N\ 22 ot :A@
r 0 o
Par ailleurs :

&F 2x —2y dxdy = ﬁ] 2(co®-sirB) r’drdd :A@
J z D
ou D ={(,6) | 0<0<7etO<r<1}.

On peut donnerla justification suivantede la formule. Supposongpour simplifier que ~ puisse
d'écrire :

Z={(xy) |[f(¥X) <y<0(x),as x<b}.
Ona:

x=b X b
P ey = %1 gjrg”"—P dy o= %1 P&.g() — PEF() ok
1)s oy 2 Jyeig O a

On reconnaTﬁ[] —Px,y) dx

r

On montre de méme q\%j %—3 dxdy = #] Q(x,y) dy
3 r

On en déduit par exemple que l'aireddeaut :
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&F dxdy :# xdy:—ﬁ[] ydx:%gj xdy — ydx
_I > r r r

La derniereformule peut s'interprétergéométriquementomme la somme d'aires de triangles
infinitésimaux de cétéxfy) et (dk,dy). Ainsi, en thermodynamique, le cycle d'une machine thermique
estreprésent@vecles coordonnéesV,P) aulieu de (x,y). Le travail recuestégala l'intégralede —

PdV. Il s'agitde l'aire englobéegoar le cycle si le parcourtsefait dansle senstrigopnométrique Pour
fournir du travail, le chemin devra étre parcourue dans le sens inverse au sens trigopnométrique.

On prendragardeau fait quela forme différentielledoit &tre définie non seulemensur ™ maissur =
tout entier. Considérer par exemple I'exemple suivant :

= Pd(+Qcy:Xd : dx

avecl le cercle unité. Alors :
Q=X aQ 1 -#
P T T O

_ aP_aQ
P—?%D — ==
+ oy O0Xx

P, . . .
&%denve localement d'un potentiel, mais pas globalement. On n'a pas :

_[[ 9Q oP
Pdx+Qady= dxdy = O
gjr oo ﬁﬁ ox oy g

car w n'estpasdéfinie en (0,0). En fait, I'intégralecurviligne vaut 2. Cependanta formule serait

valablesi I' était un arc limitant un domaine} ne contenanipas(0,0). Dansce cas,l'intégraleest
nulle.

La formule de Green-Riemanmpossédedeux extensionspossiblesen dimension3, la formule de
Green-Ostrogradski, et la formule de Stokes.
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