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| : Limites

1- Vocabulaire

Dans ce chapitre,on considéredes fonctions définies sur une partie de R, a valeursdans R
(fonctiond'unevariableréellea valeursréelles)ou parfoisa valeursdansC (fonction d'unevariable
réelle a valeurs complexes)

Si f et g sontdeux fonctionset A un scalaire,f + g estla fonction: x - f(X) + g(x). Af estla
fonction: x — Af(x). Cesdeuxopérationsconférea I'ensembledesfonctionsdéfiniessur le méme
ensembleune structure d'espacevectoriel (voir le chapitre EspacesVectoriels dans le fichier
ESPVECT.PDF)La fonction fg estla fonction: x — f(X)g(x). La fonctionf o g estla fonction :

x - f(g(x)). La fonctior|f| est la fonction x — |f(x)|.



Pour des fonctions a valeugzlles la fonction Sup€,g) (ou Max(f,g)) estla fonctionqui a x associe
la plusgrandevaleurdef(x) et g(x). La fonction Inf(f,g) (ou Min(f,g)) estla fonctionqui a x associe
la plus petite valeur dg§x) etg(x).

Une fonctionf a valeurs réelles est majorée SiM, [ x, f(X) < M
Une fonctionf a valeurs réelles est minorée 8im, [1 x, f(X) =m

Une fonctionf a valeurs réelles est bornée si elle est majorée ou minorée. On peut écrire aussi :
OM, Ox,[f(x)] <M

Cette derniere définition s'appliqueaux fonctions a valeurs complexesen remplacantla valeur
absolue par le module.

Une fonction f a valeurs réelles admet un maximum si : 0O X, [0 X, f(X) < f(X)). On note
f(xo) = Mﬁ’i f(x) si | est I'ensemble dé définition feu plus succinctemerftx,) = Max f.
X X

Une fonction f a valeurs réelles admet un minimum si : 0 X, O X, f(X) = f(X)). On note
f(xo) = MDinI f(x) si | est I'ensemble dé définition feu plus succinctemeri{x,) = Min f.
X X

Une fonctionf a valeurs réelles admet un extremum si elle admet un maximum ou un minimum.

Le maximum, minimum ou extremum est dit local en remplacant précédemmear :
Oo>0,0x0]x—a, X +af

Autrementdit, la propriétén‘estvérifiée que sur un intervalle autourde X, et non sur I'ensemblede

définition def.

Une fonction a valeursréellespeut étre bornéesansadmettrede maximumou de minimum, mais
seulementinebornesupérieureu inférieure(penser e sur [0,+oo[ qui admetl commemaximum
et 0 commeborne inférieure mais non commeminimum). Ces bornessont notéesrespectivement

Sup f(X) ou plus simplemergupf, et Inf f(x) ou plus simplemerinf f.
x 'l X xOl X

Unefonctionf estpairesi: [ x, f(=x) = f(X). L'ensembladesfonctionspaireseststableparles deux
opérationsd'addition des fonctions et de multiplication des scalaires; il s'agit d'un sous-espace
vectoriel de lI'espace des fonctions.

Une fonction f estimpairesi : [J x, f(—x) = —f(X). Il s'agitégalementd'un sous-espaceectorielde
I'espace des fonctions.

Une fonction est périodique de période T ou T-périodiquéls, f(x + T) =f(x).

Une fonction estlipschitziennede rapportk ou k-lipschitziennesi : 0 x, O y, |f(x) —f(y)| <Kk |x—y|.
(Lipschitz, mathématicien allemand, 1832-1903)

2— Définition des limites

Soitf une fonction d&R dansR.. Nous allons définir Iirr>1( f(x) =1L
X— Xo
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L et X, peuventvaloir, indépendammenitun de l'autre, une valeur finie, +o, —o, ou . Cela
représentgotentiellementl6 définitions. En fait, toutesreposentsur un schémagénéralque nous
donnerons ultérieurement. Voici auparavant quelques exemples de définitilom dé(x) = L :

— /0

OL=1Iréel et X =x reel.
Oe>0,0a>0,0x|xx%| <ad|f(xd]<e

OL=1réel et X = +o.
Oe>0,0A Oxx>A0|f(0] <e

0L =—0etX =X reel.
OA, Oa, X |xx|<a O f(x) <A

OL=40etX;=0ow
OA,OB,|{>BO f(x) > A

Les premieres définitions de ce type ont été données par Weierstrass (1815-1897).

DEFINITION GENERALE
On dit quef tend vers L lorsque x tend veftg lorsque :
[0V voisinage de LLJW voisinage deXo, I x, xOW O f(x) OV
un voisinage désignant une partie contenant :
pour un réel, un intervalle de la formé-e ,|+€[
pour +eo, un intervalle de la forme JAed]
pour o, un intervalle de la forme ¢e;A[
pourc, le complémentaire d'un intervalle de centre 0, de rayon A.

Cettedéfinition peutétre adaptéed chaquecasparticulier,en utilisant desvoisinagesadéquatsElle
s'applique également aux suites, fonction®ddansR, avecX, = +o. Sif n'estdéfiniequesurune

partie D, on suppose que tout voisinage ddarersecte P

La limite, si elle existe, est unique. Voici la démonstration dans le casloet L' sont finis :
Soit L et L' deux limites différentes. Prencms%|L—L'|. Il existea et[3 positifs tels que :

O x O [X—a, Xot+a, |f(x) - L| <g

0% 0 IxB, o*BL [f(¥) - L] <&
Pourx [ |xo—a, Xota[ N ]x—B, X+B[, on a :

|L-L'| | L=F)| +|f(x) =L < 2
On a donc bien une contradiction.

Silalimite def lorsquex tendversx, réelestégalea f(xo), ondit quef estcontinueenx,. Lorsquef
est définie ey, il est équivalent de dire que la limite fdexiste enx, et quef est continue er.

En remplacarnt parx, + h, on voit qu'il y a équivalence entrim f(x) = L ethlimo f(xo +h) = L.
X—Xo -
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Pour X =X, réel, on parle de limite a droite ou a gauche :
O lim f(x) =L (limite a droite)
X - Xo
X > Xo

signifie : [0 V voisinage de LJa > 0,00 X, X% <xX<Xta O f(x) OV
Si L =f(Xp), on dit que la fonction est continue a droite.
O lim f(x) = L (limite & gauche)

X - Xo
X <X

signifie : [0 V voisinage de LIJa > 0,00 X, X~ <X <X O f(x) OV
Si L =f(X), on dit que la fonction est continue a gauche.

Plusgénéralemenipn peutdéfinir la limite de f lorsquex tendvers Xo, fini ou non, avecx élément
d'une partie A par :
[0V voisinage de L, il existe W voisinage dg XOW n A0 f(x) OV

Il faut pour celaguetout voisinagede X, intersecteA n Dy defagonquela phraseci—dessusit un
sens.

Voici un dernier exemple :
O Iim f(x)=L

X—Xo
XZ Xo

signifie : [0 V voisinage de Lda, [ X, |x—x0| <aetxzX O f(x) V. On a pris A = R}

Il résulte des définitions que,fshdmet une limite finie enXf est bornée au voisinage de X

En ce qui concerndesfonctionsa valeurscomplexeset commepour lessuites,si on écritf =g + ih
avecg eth les parties réelles et imaginairesfden a :
lim f(x) =1 = lim g(X) = Re() et lim h(x) = Im(l)
X— Xo X— Xo X Xo
3— Opérations sur les limites
Les théorémes sur les limites sont en tous points identiques a ceux sur les suites :

a) SOMME :
PROPOSITION
Soientf et g deux fonctions. Lorsque x tend \J€gs
i) Sif converge vers et g verd.', alors f+g converge vers+L'.
i) Sif est bornée au voisinage ¥g et g tend vers», alors f+g tend verso
iii) si f est minorée au voisinage &g et g tend vers e, alors f+g tend vers ¢
iv) sif est majorée au voisinage @ et g tend versos, alors f+g tend versee

Lesdémonstrationsontdonnéeglansle casou X, estfini, maiss'adaptentacilementdansle casou
Xo est infini :

) Oe>0,/f(9 +9(x) — (L + L) <]f(x) = L| +[g() — L]
Or,Oa > 0,0 x O ]x—a, Xot+a, |f(x) —L| <g
et0p > 0,0 x 0 Jxo-B, x+BL, [g(x) —L| <&
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Posons) = Min(a, B). On a alors :

0 x 0 Ixo—n, %N [F0) + 909 — (L +L)| < 2

En particulier, im {(x) + C) = (limf(x)) + C

iy O A, () + 909 2| g - |3
Or,OM etOa > 0,0 x O ]x—a, Xo+al, |f(X)| < M
et0p > 0,0x0 xoB, x+BL, |[g(¥)| > A + M
Posons) = Min(a, B). On a alors :

0 x 0, %#n[, [0 + 99| > A.

Les démonstrations pour iii et iv sont analogues a celles de i

On obtient une forme indéterminée lorsque I'une des fonctions tendowees lfautre versos.

b) PRODUIT

PROPOSITION

Soientf et g deux fonctions. Lorsque x tend \J€§s
i) Sif converge verk réel et g verd' réel, alors fg converge veld .
i) Sif est bornée et g converge vérsalors fg tend verd

i) Si( |f|) estminorépar un réel strictementpositif et si g tendvers , alors fg tendvers

00,

Démonstration
HhOe>0

|F(g(x) —LL'| =]f(@(3) —L) + (f(x) — L)L'|
<[f09] |90 — L] +[f09 L] |L]

< Mg - L] +[f() —L[|L]
ou M est un majorant de la fonction bornée f.
Or, Do > 0,0 x O Jxo—a, xo*a[, |g(x) —L'| <ﬁ
0B >0,0x0 Ixo, o+BL, [f(x) —L| <ﬁ
LI
Posons) = Min(a, B). On a alors :
Done, O x O Ixo, o[, [f()g(x) —LL'| <e.

En particulier, lim @&Xx) = C lim f(x)

ii) Soit M un majorant dgf(x)|) sur un voisinaged—a, x;+a[ dex,. On a:

Oe>0,0x0 %, Xo+al, | f)g(9| < M|g(¥)|
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Or,0B > 0,0 x U %P, XotBI, |g(x)| <ﬁ

Posons) = Min(a, B). On a alors :
0x 0 ool [fdg)| <e.

i) Soitm>0 minorant|¢(x)|) sur un voisinagex}—a, Xo+a[ deX,. On a:

OA>0,0x0 x-a, x+al, |f(x)g()| >|g(x)|m
Or, OB > 0,0 x O Ix—B, Xo+BL, | g(¥)| >f_n

Posons) = Min(a, B). On a alors :
0% 0 Irenxotn[ [109g09] > A

On obtient une forme indéterminée lorsque I'une des fonctions tend varsautre vers 0.

c) INVERSE

PROPOSITION

Soitf une fonction. Lorsque x tend vets :
i) Sif converge ver& non nul, alorsl/f converge vers L/
i) Sif tend ver%, alors 1/f tend verso.
iii) Si f tend verso, alors1/f tend vers).

Démonstration
i) Oe>0,

i_l‘=|f(x)—|-|
00 L1 il L

OrUOa > 0,0 x O Ixe—a, Xotal, |f(x)|

_2
f() L‘ df(x) L|, avecC--—|L|2
DB>O,DxD]xO—B,xO+B[,|f(X)—L|<%

Posong = Min(a, 3). On a alors :

1
f() L

Donc, 0 x O |xe—a, Xot+a[,

Donc, [ x [0 |xo—€, Xot€],

2<e

i) JA>0,0a>0,0x0 Jx—a, Xg+a[, [f(x)| <%

donc|—

La démonstration de iii) est analogue a celle de ii)
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d) QUOTIENT

PROPOSITION
Soientf et g deux fonctions. Lorsque x tend \€§s

i) Sif converge ver& et g verd.' non nul, alorsé converge ver%.

i) Si f est bornée au voisinage ¥g et g converge vers, alorsé tend vers O

i) Si( |f|)estminoré par un réel strictementpositif au voisinagede X, et si g tendversO0,

alorsé tend verso .

Démonstration
Cespropositionsse montrentdirectementmaisil estplus simple d'utiliser les résultatsdémontrés
pour le produit et l'inverse.

On obtient une forme indéterminée lorsque les deux fonctions tendent, \ars/ers 0.

e) COMPOSITION :

PROPOSITION
Soientf et g tellesquef tendeversY, lorsquex tendvers Xo, et queg tendeversL lorsquex tend
versY. Alors g of tend verd. lorsque x tend verXo.

Démonstratiordans le cas ougYL, X, sont finis :
Soite > 0.0a > 0,0y O Jyo—a, Yot+a, |g(y)—L| <g

et0p > 0,0 x 0 I, xo*+BL, [f(¥)-yo| <a
donc, 0 x O Jxo-B, xo*BL. [9(f(¥) —L| <e

Il résulte des propositions précédentes qu'on ne peut conclure directement dans les cas suivants :

lim f.g avec limf = 0 et lim g =00 "0.00"
lim 1 aveclimf=0etlimg=0 O

g 0
lim 1 avec limf = et lim g = g
lim ¢ = lim e*"® avec limf = 0 et img = 0 "QP"
lim 2 = lim ™" )avec limf = o et img =0 " o0
lim £ = lim e*"® avec limf = 1 et limg = « "o

Un exemple classique est le suivant :
(1 +%)X = expkin(1 +%)] - exp(1) quand tend vers do

4— Inégalités sur les limites

Les théorémes sur les inégalités sont en tout point identiques a ceux sur les suites.
PROPOSITION
Soitf une fonction qui converge vers | lorsque x tend ¥grd\lors :

i) 1 >a 0 OW voisinage dé&,, O xOW, f(xX) > a
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i) OW voisinage d&,, OxOW, f(x)=alO | =a
On a des résultats analogues avec et

Les déemonstrations sont données en utilisant la notion générale de voisinage.
Démonstration

i) résulte de la définition de la convergence en premarta.

i) Sil <a, alors il existe U voisinage de, Xel que, pour tout élément de Uf(x) <a. Alors , pourx
elément de Lh W, on devrait avoir simultanémeix) > a etf(x) < a, ce qui est impossible.
Cerésultats'appellepassage la limite dansuneinégalité.On remarqueraju’elle se pratiqueavec
des inégalités larges.

PROPOSITION
i) Sif converge vers, g versp, lorsque x tend vers,, alors :
o < 0 OW voisinage de&o, O x O W, f(X) < g(X)
i) Si f converge vers, g versp, alors :
OW voisinage de&o, DX OW, f(X)<g(X) 0 a <3
iii) Si f et h convergent vers |, et si:
OOW voisinage de&o, O x O W, f(X) < g(X) < h(x)
alors g converge vers .

Démonstration
i) et ii) se montrent en appliquant la proposition précédente a la fohetign

i) Oe>0,0Uvoisinage de ¥ O x0O U, |-€ <f(x) <l+€.
OV voisinage de ¥ O x OV, |-€ <h(x) <I+¢.
Donc,OxOUNn Vn W, Il— <f(X) <g(x) <h(x) < I+€.

5— Lien avec les suites
PROPOSITION
Il y a équivalence entre :
i) f tend verd. lorsque x tend verXo.
ii) Pour toute suitda,) tendant ver,, (f(a,)) tend verd..

Dans le cas des fonctions continues, cette équivalences'exprimede la fagon suivante.ll y a
équivalence entre :

i) f est continue ek.

i) Pour toute suiteg;) tendant vers,, (f(a,)) tend verd(xy).

Démonstration
i) O ii) découle du théoréme de composition des limites :
N-R R

n - a, - f(an)
Inversement, iiY] i).

Par I'absurde, $ine tend pas vers L, alors :
[0V voisinage de L1 W voisinage de ¥ Ox O W, f(x) O V (*)
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Définissons en particulier, pour tauentier, un voisinage Wdont l'intersection se réduit & X
Si X, est réel, W=1Xo —%, Xo +%[
Si Xg = +oo, W, = ]n, +oo[
Si Xg = 00, W,, = ]-00, [
Si Xy =00, W, = ]—oo’ —n[ N ]n, +oo[
Ces voisinages possede les propriétés suivantes :
[0 W voisinage de & CON, Wy O W (**)
La suite (W) est décroissante pour l'inclusion (***)

Il résultede (*) que,pourtout n, il existea, élémentde W, tel quef(a,) n‘appartienngasa V. I
résultede (**) et (***) quela suite(a,) tendversX,. On obtientune contradiction puisque(f(an))
devrait converger vers L, mais il existe un voisinage V de L auquel n'appartienf@dcun

Cettepropositionestsouventutiliséepar la négative S'il existedeuxsuites(a,) et (b,) convergeant
vers X, telle que (f(a,)) et (f(bn)) tendentversdeslimites différentes(ou mémen'admettenpasde
limite), alorsf ne peut admettre de limite.

Exemple : Siﬁ)]z' n‘admet pas de limite en 0, puisque :

1
=—0f =0
A — (%)
1
n:—Dfnzl
Y 2 + 172 (o)

6— Exemples et contre—exemples

a) sin% n‘admet pas de limite en 0. (cf ci—-dessus)

b) xsin% admet une limite nulle en 0, puisque :

xsinl
X

<|x et quelim |x = 0.
X-0

¢) f(x) = 1 sixd Q_ (fonction de Dirichlet — 1829)
= 0 sinon
f n'admetde limite en aucunpoint. Q et CQ étantdenseddansR, pourtoutx, il existeune suite

(an) de rationnels qui converge vetset une suitely) d'irrationnels qui converge vexsOn a alors
f(a) =1
f(b,) =0

Doncf ne peut admettre de limite gn

Il : Equivalence locale

1— Définition
DEFINITION
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On dit que deuxfonctionsf et g sontéquivalentesau voisinagede X, (fini ou non) s'il existeV
voisinage deX, ete fonction définie de V dank, et tendant ver8 quand x tend verX,, tels que :

OxOV, {x) = g(x)(1 +&(x))
On note f [Ig au voisinage de g Deux fonctions équivalentes ont méme signe au vosinage de X

Si la fonctiong ne s'annule pas, c'est donc équivalent a :

im 1) -4
X— Xo g(X)

On vérifiera aisement quelg etg [1h [0 f Oh, permettant d'effectuer des calculs en chaine.

2— Exemples
PROPOSITION

Soitx, réel, f dérivableenx, etf '(Xp) # 0. Alors f(xo+x) —f(Xo) estéquivalenta xf '(xo) au voisinage
de x%.
Cela résulte immmédiatement de la définition de la dérivabiliféetie.

Au voisinage de 0, on a:

SinX ~ X
cox~1
tanx ~ X 2
1-cox >
g€~1

g€ —1~x
In(1 +x) ~x
1+x°~1

(1+x)°-1~ax
axX’ + ... +axX"~ax’ (avecp < ... <n, a, # 0)

au voisinage de
axX’ + ... +axX"~ax" (avecp < ... <n, a, # 0)

Unefonctionf équivalente la fonctionidentiquementulle O au voisinagede X, estde la forme 0(1
+ €) = 0, autrementdit elle estidentiquementulle dansun intervalle ouvert contenantx,. Il en
résultequ’'on ne trouve JAMAIS 0 commeéquivalentd'une fonction, a moins d'étre parti de la
fonction identiguement nulle (mais dans ce cas pourquoi chercher un équivalent de cette#@ction

Les fonctions équivalentsa une constantel non nulle sont les fonctions admettant admettarit
comme limite au voisinage de.X

3— Opérations
Il résulteaisémente la définition de I'équivalenceque celle—ci est compatibleavecle produit des
fonctions, le quotient, l'inverse, I'élévation a une puissance quelconque. On a donc :
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%(% ~gi (pourdesfonctionsne s'annulanpas)

Dfl ~0O1 1.f2 ~01.02
sz ~0 5 Df_l ~%

2 02

a a
1 ~ 01

Par contre, I'exemple suivgotouve l'incompatibilité avec la somme

In(1+x) ~ x au voisinage de 0

—SiInK ~ X
Mais In(1+x) — sinx n'estpaséquivalenta 0, puisqu'ellen’estpasidentiquementulle au voisinagede
0.

On pourra également retenir le résultat suivant :

Sif ~ g auvoisinagede X, et si f tendvers+c (on dit quef et g sontdesinfiniment grands),
alors Inf) ~ In(g)

En effet,f = g(1+€) avec lim g(x) =0

— 00

0 In() = In(@) + In(14€) = In(g)[1 +%%1]
et la fonction entre crochets converge vers 1 quaedd vers X.

Ainsi, In(x + 1) OIn(x) en eo.

Ce résultat devient faux setg tendent vers 1.
€ ~ cox ~ 1 au voisinage de 0, mais

In(€) =x
In(cosx) =In(1 + cog— 1) ~cog—1 ~ —);—2
In(1) =0

4— Fonction négligeable devant une fonction
DEFINITION
i) f estnégligeabledevantg au voisinagede X, s'il existeun voisinageV de X, et une
fonctione qui tend vers 0 lorsque x tend veistels que :
OxOV, (X)) =g(x) &(X)
i) f est dominée par g au voisinageXes'il existe une constante C et un voisinggae X,
tels que:

OxOV,[f)] < C|g(x)

Si la fonctiong ne s'annule pas, i) est équivalent a :
lim 1) =0
X— Xo g(X)
On notef = o(g) au voisinage de pourf négligeable devary, etf = O(g) pourf dominéeparg. Si
f est négligeable devagif est évidemment dominée mar

EXEMPLES
au voisinage deos : (InX)" = o(X°) etx’ = o(€*) avecr, s, t positifs quelconques.
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au voisinage de 0 : (il = og%s) avecr ets positifs quelconques.
au voisinage deocs-; € = oﬁ) avecr ets positifs quelconques.
X

Toutescesformulesse déduisentdescomparaisongntrelogarithmes puissancegt exponentielles,
et sebasensurdesformulestellesque lim %)—Q = 0, etqu'ontrouveradansle chapitreFonctions
X — +00

Usuelles dans le fichier FONCTUSU.PDF.

5—- Somme d'équivalents
Nous sommesmaintenanten mesurede donnerune régle permettantd'additionnerdes équivalents.
On consideraedeuxfonctionsf et g et unefonctionde référenceh (engénéralon prendrah(x) = x ou
une puissance de.
PROPOSITION
Au voisinage de X

() SifOh etg=o() alors f+g [h

(i) Si fOAh et gOOph, et sih + ©# 0, alors f+ g O(A + w)h

(i) Si fOAh et gOuh, et siA + u =0, alors f+g = o()

Démonstration

(i) il existe deux fonctions et[3 de limite nulle en Xtelles que :
B0 =h((1 +a(x)
09() =h(x)B(x)

O 09 +9(x) =h()(1 +a(x) +B(x)) Oh(X)

(ii) il existe deux fonctionst et[3 de limite nulle en Xtelles que :
109 = Ah((L + a(x)
890 = HNGI(L + BX)
00+ 909 =090\ + A + 4+ uB(9) = (4 + )L + AXCEER D + e

(i) Dans le cas ol + 1 = 0, le méme calcul que précédemment conduit a :
f(x) +9(x) =h(J(A +Aa(x) +p +uB(X) =h()Aa(x) +HB(x)) = o)

EXEMPLE:
f(x) = 1 + sifx — cox + 3¢
On a, au voisinage de 0 :
1=1
sinfx ~x* = o(1)
—Ccox~ -1
3’ = 0(1)
On adonc 1+ sfx) 01, — cosf) + 3 O-1 et dond(x) = o(1), i.e. Iimof = 0 ce qui était évident
X

sans calcul d'équivalents. Par contre, si on écrit :

XZ

1--cox Df
Six ~ X2
- 12_
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On peut conclure que :

f(X) ~%

Il : Fonctions monotones

1- Définition
DEFINITION
une fonction f est croissante (respectivementdécroissante strictementcroissante, strictement
décroissante) sur un intervalled'intérieur non vide si :
OxOlL,Oy0Ol, x<syO f(x) < 1f(y)
(respectivementx y O f(X) = f(y) ; x <y O f(X) <f(y) ; x<yO f(x) > f(y))
f est monotone sursi elle est croissante surou décroissante sur

2— Opérations sur les fonctions monotones

On vérifiera aisément que :

[Ola somme de fonctions croissantes (respectivementdécroissante) est croissante
(respectivement décroissante).

O lI'inverse d'une fonction monotone de signe constant est monotone de monotonie opposeée.

[ le produit de fonctions croissantegrespectivementiécroissantepositives est croissante
(respectivement décroissante).

[ la composéale deuxfonctionsde mémemonotonieestcroissante la composéale deux
fonctions de monotonie opposée est décroissante.

3— Limite d'une fonction monotone

On dispose pour les fonctions d'un résultat analogue a celui des suites :

PROPOSITION

Soitf monotonesur un intervalle | d'intérieur non vide. Si x, estintérieur a I, alors f admetune
limite a gaucheet unelimite a droite de x,. Si X, estuneborne (finie ou non) de I, f admetune
limite en X, si et seulemensi f estbornéeau voisinagede X,. C'estle cassi f estdéfinie en Xo.
Sinon,f tend vers linfini.

Démonstration
La démonstration est faite dans le ca$ est croissante.

1) Soit Xy intérieura l. Montronsquef admetunelimite a gauchede x,. (La démonstration
estanaloguea droite). Pourtout X < X, on af(x) < f(xo). Donc{ f(X) | X < X} estmajoré.SoitM sa
borne supérieur®©nremarquegueM < f(X). MontronsqueM estégalea la limite def a gauchede
Xo. On a:

(i) Ox<y, f(x) <f(y)

(i) Ox<x,f(x) <M

(i) Oe>0,0x<Xg, f(x) > M—€ .

Soite > 0 quelconque. D'apres (iii), il existe< x, tel que :
M—€ < f(xy).
Pour toutx élément deX;, X[, on a alors :
M—e <f(x) <f(X) <M < M+¢
ON ()
-13-



ce qui est la propriété voulue.
On note parfoi$(x,) la limite a gauche de etf(x;") la limite a droite.

Il résulte de ce qui précede que :
lim f(x) <f(x) < lim f(X)
X—Xo X - Xo
X<Xo X>Xo

2) Si la borne X, estdansl, ou si f est borné au voisinagede X,, la démonstratiorest
analogue avec M = Supf{x) | x < Xo} (pour X, borne droite de 1). Sin'est pas bornée, on a:

() Ox<y, f(x) <f(y)
(i) O A, Ox< Xof(X) > A

Soit A quelconque. D'apres (ii), il existe< X, tel que :

f(x) > A
Pour toutx élément deX;, X[, on a alors :

A <f(x) < f(X)

@iy @

ce qui montre quetend vers ¢ en X,.
4— Injectivité d'une fonction strictement monotone
Une fonction strictementmonotoneestinjective, i.e. deuxréelsdistinctsont deuximagesdistinctes
parf. En effet, soit x # y. On a parexemplex <y. Doncf(x) < f(y) sif eststrictementroissanteet
f(x) > f(y) sif est strictement décroissante. Dans tous led(@ag; f(y).

IV : Continuité

1- Définition
Rappelongjuef estcontinueen x, si la limite de f lorsquex tendversx, estégalea f(xy). Un cas

particulieremensimple estdonnépar les fonctionslipschitziennesSi f estlipschitziennede rapport
k, alors :

0%, |f(x) —f(x0)| < k|xx|
On a alorslim f(x) = f(xo) puisque le majorat|1X—xo| tend vers 0.
EXEMPLE:
La fonctionx — |x| est continue car lispchitzienne de rapport 1. Cela résulte de l'indgatitulaire

I ~Iyt| <lx o

Si la limite se calcule a droite dg on parle de continuité a droite. De méme a gauche.
Exemple :
f(x) =0six<0
=1six>0
alorsf est continue a gauche de 0, mais pas a droite.

-14-
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Si f n'estpasdéfinieenx, et si f tendvers| lorsquex tendvers xo, alorson peutposerf(xy) = I,
prolongeantinsif par continuitéenx,. Sil estun intervalle,on dit quef estcontinuesurl sif est
continueen tout point de I. Si | contientl'une de sesbornes,la continuité se fait a droite ou a
gauche. On note C(I) I'espace des fonctions continues sur I.

Il résultedesthéorémedd'opérationssur les limites que dessommes produits, inverses,quotients,
composeéesde fonctionscontinuesen un point ou sur un intervalle sontcontinuesen ce point ou sur

cetintervalle. Si f estcontinue)|f| aussicommecomposéede la fonction f et de la valeurabsolue,
toutes deux continues. BSetg sont continues, alors Siipg) et Inf(f, g) aussi. Il suffit d'écrire que :

f—

supf 9 =29+ 9
_f+ _|f—g|

in(r, g) =738 =23

2— Image d'un intervalle

PROPOSITION
Soitl un intervalle ef continue sut. Alors {1) est un intervalle.

Démonstration non exigible. Début de partie réservée aux MPSI
Démonstration
La propriété a prouver est équivalente aux suivantes :
) dyof), dzOfW), [y, 7 O f(1)
Ceci découlede la caractérisationdes intervalles comme parties convexesde R, vue dansle
chapitres sur leSuites dans le fichiers SUITES.PDF
i) DaOl,O0b0Ol, [fa), f(b)] O (1)
Ceci est obtenu a partir de i) en posantf(a) etz =f(b).
i) Jadl,ObOI f(ay<z<f(b) O OcO[a, b], z=1(c)
On a juste traduit dans ii la phrasé(a], f(b)] O f(I)
iv) DaOl,0b0lfl@<0<f(b) 0 OcO|[a b], f(c)=0
Découle immédiatement de iii avee 0. Inversement, iii s'en déduit en raisonnangstf —z
v) DaOl,0b0Olf(a)<0<f(b)O OcO]a, b[, f(c) =0
Ce dernierénoncéest connusousle nom de théoremedesvaleursintermédiairesC'estdonc ce
dernier qu'il s'agit de démontrer :
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES
Soitf continue sufa,b], telle que fa) < 0 < f(b). Alors il existe ¢ élément da,H tel que fc) = 0

Cethéoremen‘aeu dedémonstratiorquefort tard. Il nécessiteen effet une conceptionclaire de la
continuité,qui n'estapparuegu‘auXIX “™, En 1817, Bolzano(1781-1848)ejetteles justifications
usuellesbaséessur des considérationdiées a la géométrie,au mouvement,a lI'espace,dansun
domainequ'il considérgpurementanalytique.Notonsque la définition de Cauchyde la continuitéa
éte publiée en 1821.

Démonstration non exigible
Démonstration 1
Soit A ={x0 [a, b] | f(x) < 0}
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A contienta, doncestnonvide, et estmajoréparb. Il admetdoncunebornesupérieurec, ¢ < b.
Montrons que convient :

Si f(c) < 0, alorsf est strictementnégativedansun voisinage[c—, ct€] de ¢, donc ct+e
appartient a A, ce qui contredit le fait qusoit la borne supérieure de A.

Sif(c) > 0, alorsf eststrictementpositive dansun voisinage[c—€, ct+€] de c. Cependantg
étantla bornesupérieurede A, il devraitexisterun élémentx de A dans[c—€, ct€], donctel que
f(x) < 0, ce qui est contradictoire.

Ainsi, on a bierf(c) =0

Démonstration 2
Cette démonstration utilise le principe de dichotomie. A savoir :
Soita; = a ethy = b. Rappelons que I'on a suppd&® < 0 <f(b). On définit par récurrence :

_ 1t
=7
Sif(m,) > 0 alorsa, =a,1
- bh=m,
sinom, = m,
bn = bn—1
Il est facile de vérifier que :
On, a, <b,
On, by—a, =%a

O n, f(a,) <0 etf(b,) >0

(an) et (n) sont donc deux suites adjacentes, convergeant vers unfré&nt continue, on a :
On,fla)) <00 f(c)<0
On,f(b)=00 f(c)=20

Doncf(c) = 0.

La démonstratiomprécédentelonneun algorithmede calcul d'unevaleurapprochéele c, uneerreur
e étant acceptée. On suppd&® # 0 etf(b) # 0, de signe contraire :

u:=a

v:i=b

tant quev—u>e etf(%’) # 0 faire

Si f(u ZV) * f(b) > 0 alorsv := utyv

2
sinan= %’finsi
finfaire
u+v
2

Dansla pratique,il se posedes problemes,négligésci-dessusprovenantdu fait que les valeurs
numériquesonttoujoursapprochéegt doncqu'untesttel quef(%’) # 0 n‘aguerede sens.Pour

desvaleursprochesdeO, il sepeutmémequef(%’) soit positif maisquela machineendonneune

valeur approchée négative.
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REMARQUE

O Il peut y avoir plusieurs solutions possibles a I'équdfx)n= 0.

O L'imagef(l) d'un intervalle | n'est pas nécessairement de méme nature que I.
Exemple f(x) = six. | = -] est ouvertf(l) = [-1,1] est fermé.
On prouvera cependant ci-dessous que l'image d'un segment est un segment.

3- Image d'un segment

PROPOSITION
Soitf continue sur un segmeja,b]. Alors {[a,h]) est un segmeie,d.

On sait déjaque f([a,b]) estun intervalle. Il suffit de montrerque f admetun maximumd et un
minimumc.

Démonstration non exigible. Début de partie réservée aux MPSI

Démonstration 1

Soitd = Sup{f(x) | x O [a, b]}, éventuellemeninfini. Il existeunesuite (x,) de[a, b] tel quef(x,)
tend versd. En appliquantle théorémede Bolzano-Weierstrasgn extrait de (x,) une sous-suite
(X)) convergeanversl. Alors (f(xym)) convergeversf(l), masicontinueégalement converger
versd, doncd =f(l), ce qui signifie quel est un maximum atteint au polnOn opere denémepour
le minimum.

Démonstration? : cette démonstratiorutilise la propriété de Cousin énoncéeen annexedansle
chapitreSuites

Supposons quen'admette pas de maximum. Alors, pour toutexiste Y tel qud(t) < f(Y) puisque
f(t) n'estpasle maximumde f. Parcontinuité,cetteintégalités'étendsousla forme f(x) < f(Y) pour
tout x d'unintervalle centréent, de la forme Jt — 9(t), t + d(t)[. On définit ainsi une fonction o
strictement positive. La propriété de Cousin affirme qu'il existesubdivisionde[a,b] Xo =a < x; <
... <X, =b, marquée par des poirit€léments dex|_,, X], qui est plus fine qug, c'esta dire que[x.
1 X] O]t = o(t), ti + 3(t)[. Chaquef(t) estinférieura un certainf(Y;), et par définition de 9, f(Y)
majore strictementlimage par f de [x-1, X]. Soit maintenantk l'indice tel que f(Y\) soit maximal
parmilesf(Y;), desorteque,pourtouti, f(Y;) < f(Yy). Mais Y appartient un certainintervalle[x._
1, X]. On a alord(Yy) <f(Y;) puisque(Y;) majore strictemerf{[x._1, X]). D'ou une contradiction.
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

4— Continuité et monotonie

On rappellequ'unefonction monotoneadmetune limite strictementa gaucheet a droite en chaque
point.
THEOREME
Soitf une fonction continue sur un intervallel y a équivalence entre :
i) f est strictement monotone dur
i) f est bijective dé sur {1).
Dans ce cas, fest continue et strictement monotanet {I) sont de méme nature.

f(1) désigne I'ensemble des images des éléments dé.| par

Démonstration

i) O i)

f estévidemmensurjectivesurf(l), i.e. tout éléementde f(I) estl'imageparf d'unélémentdel. Par
ailleurs, une fonction strictement monotone est injective. En efi¢tx # y. Ona parexemplex<y.
Doncf(x) < f(y) si f eststrictementcroissantegt f(x) > f(y) si f eststrictementdécroissanteDans
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touslescas,f(x) # f(y). Ainsi, tout élémentde f(I) estlimaged'un et d'unseulélémentdel. f est
bijective.

i)y O )
Par I'absurde, $in'est pas strictement monotone, on a :
Ox <y, f(X) < f(y) (f n'est pas strictement décroissante)
Ox <y, f(x) = f(y) (f n'est pas strictement croissante).
On a en fait des inégalités strictes. Soit :
g(t) = fx + t(x—x)] — fly + t(y-y)].
Alors :
[ g est définie, continue sur [0,1]
0g(0) =f(x) —=f(y) <0
O g(1) =f(x) -f(y)>0
Donc, d'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ élément de 10, 1§¢el gue
O fix + c(x—x)] = fly + c(y-y)]
0 X + ¢(X—X) =y + c(y—y) carf est injective.
O (x-y)(1-) = c(y—x)
Ceciestimpossiblecar le premiermembreest strictementnégatif, alors que le secondmembreest
strictement positif.

Montronsquef™ eststrictementmonotone Supposonpar exemplef strictementcroissanteSoit x
ety éléement dé(l) tels quex <y. Alors :
OalOl, ObOl, x=1(a),y=1f(b), f(a) <f(b)
Onadona<bcara=b0O f(a) =f(b)
doncf(x) < f(y). La démonstration $iest strictement décroissante est analogue.

Montronsquef™ estcontinue.Supposong™ croissanteLa démonstratioren cas de décroissance
est analogue.Posonsg = f* pour alléger les notations.L'image de g est égalea |, qui estun
intervalle. Par ailleurs, g étantmonotone cette fonction admetune limite a droite et & gaucheen
chaque poink,. On a :

9(%) £ 9(%) < g(%")
Il suffit de montrerqueleslimites sontégalesa g(xo). Faisons—lgourla limite & gauchele casde la
limite a droite étant analogue. Si on awfi{; ) < g(Xo), alors il existerait tel que :

9(%) <t <g(x)
Pourx<x, <y, ona gk) < g(x) <t <g(xo) = g(y)-
Ce qui prouvequet n'estlimagepar g d'aucunréel. Ceci esten contradictionavecla convexitéde
I'image deg qui est un intervalle.

On raisonne d'une fagon analogue pour un pgiborne de l'intervalle de définition de

Pourf croissante, on a :
f([a, b]) = [f(a), ()]
f(Ja, b) = ]f(a’), f(b)[
f([a, b) = [f(a), f(b)[
f(Ja, b]) = If(@"), f(b)]

Pourf décroissante, on a :
f([a, b)) = [f(b), f(a)]
f(Ja, b)) = If(b"), f(a")]
- 18 -



f(la, b)) = [f(b), f(a")
f([a, b)) = ]f(b), f(a)]

La représentatiographiquede f* estle symétriquede celle de f par rapporta la droitey = x. En
effet :

(X, Y) appartient au graphe @&
- Y = f4X)
e X =1(Y)
= (Y, X) appartient au graphe de
Ainsi, on passe du grapllef augraphedef™ enéchangeariesrélesdesdeuxcoordonnéese qui
revient a faire une symétrie par rapport a la premiéere bissectrice :

e

Annexe | : fonction continue sur ~ (JQ et discontinue sur Q
On pose :

f(X) :%si x=g non nul irréductibleg > 0

f(x)=1six=0

f(x) = 0 six est irrationnel.

Alors f est continue en tout point irrationnel et discontinue ailleurs. En effet :
0 Soit o rationnel. Alors CQ_étantdensedansR, il existe une suite a, d'irrationnels

convergeant veng. Maisf(a,) = 0 donc la limite de cette suite est differenté(gg etf nepeutétre
continue erxo.
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[0 Soit x irrationnel. Soit € > 0. Il existe q entier positif tel que% soit inférieur a «.

Considérons les fractions de la for@eet prenong l'entier tel que :

(p est la partie entiére deq!)
Toutx élément de l'intervalle | =E} f#[ vérifie :
g g
ou bienx est irrationnel ef(x) = 0

ou hien x est rationnel, mais son dénominateusest supérieura g. En effet, si x = % avec

ap—l <% < p;—ll on a, en multipliant parq! : p < a_g!_ < pt+l donca—gl— ne peut étre entierdoncb est

supérieur & sinon la fractlonﬁjt;'- pourrait se simplifier pas. Donc :

0 <f(x) <%<s.

On a trouvé un voisinage de x, tel que, pour tout x de ce voisinage, f(X) appartiennea
1f(x0) —¢€ , f(Xo) + € [. La continuité est donc prouvée.
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Annexe Il : calcul de pH

La méthodeusuellede calcul du pH d'une solution en chimie reposesur les étapessuccessives
suivantes :

i) Etablissement des équations
Elles utilisent :

0 La constante de dissociation de I'eay =KH'][OH]

[0 La conservation des atomes. Ex : C = [AH] ¥][@ans le cas de Rissolutiond'un
acide faible AH (AH - A~ + H"), ou C estla concentrationinitiale de I'acide AH. Ou bien
C=[B] +[BH'] dansle cas de l'introduction d'une baseB (B + H* « BH"), ol C estla
concentrationnitiale dela baseB. On écrit unetelle équationpour chaqueacideintroduit et chaque
base. Du fait que le couple AH/A&st un couple acide/base au méme titre que le coupiBBoh se
limitera ci-dessous a I'écriture : Acide Base + H, avec C = [Acide] + [Base]

[0 La définition des constantesde dissolution, & savoir la constanted'acidité
K =%Ie|_]—rl. On écrit une telle équation pour chaque couple acide/base.

0 Le bilan protonique. [ + ¥ [Acide] = [OHT] +  [Base],lessommestantprises
surtouteslesconcentrationsl'acidegprovenante la captured'unprotonpar unebase et surtoutes
les concentrationsle basegprovenanid'unacideayantcédéun proton. Cetteégalitépeutégalement
étre formulée en la faisant reposersur I'électroneutralitédu milieu. Dans les cas encore plus
complexesjl y a égalemenpossibilitéde précipitationde selsissusd'un acideet d'unebase.Nous
n'en tiendrons pas compte ici.

i) Formulation d'hypothéeses visant a simplifier les équations
En général,le systemeesttrop complexea résoudre En effet, si on a introduit p couplesacido-
basiquespn disposede 2 + 2p équationsnon linéaires,les quantitésinconnuesétantégalementwu
nombrede 2 + 2p, a savoirlesconcentrationgH’] et [OH], et lesconcentration§Acide] et [Base]
pour chaquecouple.On estamenéa faire deshypothesewisanta simplifier les équationsafin de se
ramener a la résolution d'une équation de degré 1, ou 2 au plus.

EXEMPLE: dansle casde la dissolutiond'un acidefaible AH, le milieu seraacidedoncle bilan
protonique se réduira a [H=[A] = h en négligeant [OH.
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i) Résolution du systeme compte tenu des simplifications
Dansle casde I'exemplede dissolutiond'unacidefaible ou I'on a supposéueh = [A7], la constante
de dissolution gonne glors, en tenant compte de la concentration C du corps introduit :

h h

Ka = [AH] “C-h
0 h* + hKa — CKs = 0
En dehorsdu casou K, estinfini, et qui donneh = C (avecC granddevant10™%) (acide fort,
dissociation totale), on approxime souvepar :

h=+/CKa O pH =1 pKa —% ide fai
= Al pH =5 pK -5 log(C) (acide faible)

Celarevienta négligerle termehK, dansl'équationdu seconddegrédevanth® ou CK, Celasignifie

doncqu'ons'attenda trouverh notablemenplus grandqueKa ou plus petit que C, ce quedonnela

solutiom/CK, si C est notablement plus grand dGe(parexempleK, = 10*, C=10%eth=107,
La solution exacte est en fait 0,95x 10°7).

La constante de dissociation de I'eau permet ensuite de détermiﬁ]ap[éﬁH Puis,la concentration

[AH] est donnée par : [AH]=Chk

Iv) Verification des hypothéses faites er ii)

Toujoursdansle casde I'acidefaible, h = \/CK, esten généralbien supérieura 107" doncle milieu
est bien acide, ce gastcohérentavecl'hypothesdaite. On peutégalemenvérifier leséquationsen
particulier :
[Base][H] _ h* _ CKa
[Acide] C-h" C_+/CK,

= Ka si K est petit devant C.

Du point de vue strictementogique, cettedémarchesembleposerprobléme En effet, enii), on fait
deshypothesegHyp). Ceshypothésepermettentde transformeres équationg Eq) poséesni) en
un systemed'équationplus simples(Eg2). De sorteque{(Hyp), (EqQ)} = {(Hyp), (Eg2)}. Puis,en
i), on résoutle systemed'équationgEq2) et on en déduiten conclusion(Concl) les valeursdes
concentrationsje sorteque (Eq2) = (Concl). On verifie ensuitela cohérencaeleshypothésegaites
avecles conclusionsg'esta dire qu'onvérifie que (Concl) O (Hyp). Supposongjue l'on ait verifié
touteslesimplicationssanserreurde calcul. Que peut-onlogiqguemenendéduire? On a simplement
montreé les équivalences:

(Concl) = {(Hyp). (Eq2)} - {(Hyp). (EQ)}
ce qui signifie que, (Eq) étantsupposéesalides,hypothésest conclusionsontsimultanémenvraies
(tout va bien), ou simultanémenfausseqaie, aie, aie). Une hypothesdaussepeutavoir conduita
une conclusionfausse maisdont les valeurssontcohérentesvecla faussehypothesdaite et avec
les équations Aucune contradictionn'a pu étre trouvee,et cependantjamais'hypothésepas plus
gue la conclusion n'ont été validées.

La validité de la méthode repose en fait sur une propriété supplémeataiesnenutilisée,cellede
l'unicité de la solutioncherchéepour le systemed'équationinitial (Eq). S'il y a une seulesolutiona
(Eq), cela signifie que tout systemede valeursdes concentrations/érifiant (Eq) est la solution.
Commeon sait que (Eq2) = (Concl), pour remonterjusqu'a(Eq), il suffit bien de vérifier que
(Concl) O (Hyp) pour pouvoir en conclureque (Eq) esteffectivementvérifié et donc que (Concl)
est bien la solution cherchée.
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Quanta la raisonde l'unicité de la solution, elle reposesur une équationdu type f(h) = 0 avecf
strictement croissante. En effet :
[ Le bilan protonique donne :
[H] + Y [Acide] = [OH] + J [Base]
0 h+ S [Acide] — [OH] - Y [Base] = 0 en posaht= [H"]
Posond(h) =h + Y [Acide] - [OH] - [Base]

[0 On peut écrire :

f(h) =h + S [Acide] _%, _5 [Base]
en introduisantla constantede dissociationde I'eau. On note que h et — % sont des fonctions

strictement croissantes He

[0 Pour chaque couple acido-basique, on a:
C =[Acide] + [Base]
K = [Base][H] _ (C —[Acide])h _ [Base][H]

[Acide] [Acide] C —[Base]
[ [Acide] = Kcrh fonction strictement croissante ke
[Base] = chh fonction strictementdécroissantade h, et donc — [Base] est strictement
croissante.

Conclusion: f(h) est la sommede fonctions strictementcroissantesde h. Elle est elle-méme
strictementcroissanteOn vérifieraque,lorsqueh décrit]0,+oo[, f(h) varie de —o & +co. L'équation
f(h) = 0 admet donc une solution unidue

(Je remercie mes colléegues J.M. Toledano et B. Rooy pour leurs conseils avisés sur la question).
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