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5. Nombres complexes, trigonométrie

5.1. LE CORPS DES NOMBRES COMPLEXES
5.1.1. Définition de @

Définition
On munit 'ensemble IR? des deux lois suivantes :
z,y)+ (@)= (x+2"\y+vy
v('I‘7:y7‘r/7/(y,)e]]':{47{( y) I(Iy> (/ /y /y) /
(@, )" y) = (xa’ —yy', 2y’ + ya')
Proposition
Muni de ces deux lois, IR? possede une structure de corps. Plus précisément :
e Le neutre pour la loi + est (0,0).
e L’opposé de (z,y) est (—z, —y).

e Le neutre pour le produit est (1,0).

1 T —y
e Pour tout z = (z non nul, I'inverse de z est : — = .
( ?y) ) o <$2+y27$2+y2)

Définition
On note @ l'ensemble IR? avec les deux lois précédentes.

Ses éléments z = (x,y) sont appelés nombres complexes.

Proposition
L’ensemble IK = {(z,0),z € IR} est un sous-corps de C.

L’application f:z — (x,0) est un isomorphisme de corps de IR sur IK.

Conséquence
De cette maniere (IR, +, x) apparait comme un sous-corps de (T, +, xX).

Cet isomorphisme permet d’identifier le complexe (x,0) avec le réel .

5.1.2. Notation cartésienne

Dans le corps (T, +, X), on note i = (0, 1).
Pour tout z = (z,y) de @, on constate que z = (z,0) + (0,1)(y, 0).
Avec l'identification de IR avec un sous-corps de @, on peut écrire : z = x + iy.

On a ainsi obtenu la notation cartésienne (ou algébrique) des nombres complexes.

Définition

Pour tout z de @, il existe un couple unique (z,y) de IR? tel que z = x + iy.
Le réel x est appelé partie réelle de z et est noté Re (z).

Le réel y est appelé partie imaginaire de z et est noté Im (z).

Un nombre complexe z est dit réel si Im (z) = 0.

z est dit imaginaire pur si Re (z) = 0, c’est-a~dire si z = iy, avec y réel.
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Remarques
Soient z = x + 4y et 2’ = 2’ + iy’ deux nombres complexes, avec (z,y,z',y') € R
it =(@+a)+ily+y)

!/

Les lois de @ s’écrivent maintenant : »
22" = (za’ — yy') +i(zy + ya')

/

y=y
En particulier : z =0 < z =y = 0 (attention a vérifier que = et y sont réels!).

/
rT=x
2=z & { (on identifie les parties réelles et les parties imaginaires.)

Puissances du nombre ¢

1
On constate que i? = —1. Donc ~ = —i.
i

En fait, 22 = -1 & 2z € {1, —i}.
Plus généralement i = —i, et i* = 1.

Le sous-groupe de (T, ) engendré par i est cyclique d’ordre 4 : (i) = {1,7,—1, —i}.

Remarque
Si w est un complexe non réel, alors on peut encore effectuer I'identification suivante :

V(z,y,2,¢)eER: s +wy=a"+wy & rs=2"cty=1.

5.1.3. Conjugaison

Définition
Soit z = x + iy (z et y réels) un nombre complexe quelconque.
Le nombre complexe Z = x — iy est appelé le conjugué de z.

On nomme conjugaison 'application de @ dans @, définie par z — Z.

Proposition
La conjugaison est un automorphisme involutif du corps (T, +, X).

Cela signifie que :
e l1=1, VzeCz==z

o V(2,20)elQ?: Ztn=m+7 et ZHm=7 %
Propriétés
n n n n
e Pour tous complexes z1,...,2,, Y. zx=>.2r et [[zx=1[%
k=1 k=1 k=1 k=1
zZ+Zz z2—Z
e Pour tout z complexe : Re(z) = 5 et Im(z)= 5;
i

e zestréel & Z =2z

e 2 est imaginaire pur < 7z = —z.
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5.1.4. Module

Définition
Soit z = x + iy (x et y réels) un nombre complexe quelconque.
On appelle module de z la quantité, notée | z |, égale a /a2 + y2.

Remarques

On constate que 2z = | z|? (utile pour se “débarrasser” du module).

- . . 1 Z

En particulier, si z est non nul, 'inverse de z est — = W
z z
Si z est réel, le module de z est égal a sa valeur absolue.

Les notations | | (valeur absolue ou module) sont donc compatibles.

Propriétés

L’application “module” vérifie les propriétés suivantes, pour tous (z, 2') de @2 :

o |2|>0; |2|=0% 2=0; |22|=]z||7]
1 / /
Si z est non nul, |—| = —, et Zl= |2 ’
2| ] z| |z

o |z+2 < |z|+|2] Nyadégalité & IXe R tel que 2/ = Az ou z = \z'.
[z =12"]|<|zx2| Si|z|<k<lyalors 1 —k<|1+2|<1+Ek.

o V(u,v) € @ |utv|>=|ul®+2Re(ut) + |v]|>.

o Vze Cmax(|Re(2)],|Im(2)]) <|z| <|Re(2)|+ |Im(z)].

Généralisation
n

I1 2

k=1
En particulier Vn € IN,| 2" | = | z |

Pour tous complexes zq, ..., 2, :

n n
=TI lzlet |> z
k=1 k=1

n
<> |zl
k=1

n n
Ona Y zk| = > |zk| & les z sont produits de I'un d’entre eux par des réels positifs.
k=1 k=1
Proposition

L’ensemble U des complexes de module 1 est un sous-groupe de (T*, x).

1
Pour tout z de ld, — = Z.
z

Proposition (Distance dans C)
Soit d I'application @ x @ vers IR, définie par : V¥ (2,2') € 0%, d(z,2') = |z — 2'|.

d est une distance sur @, ce qui signifie qu’elle vérifie les propriétés suivantes :

Pour tous nombres complexes u, v et w :
o d(u,v) >0; du,v)=0 < u=v; d(u,v)=d(v,u).
o d(u,v) < d(u,w)+ d(w,v) (inégalité triangulaire.)
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5.1.5. Fonctions a valeurs complexes

Soit X un ensemble quelconque non vide.
F (X, @) désigne I'ensemble des applications définies sur X et a valeurs complexes.

Le plus souvent X désignera un intervalle de IR, ou I'ensemble IN (dans ce dernier cas, on
obtient ’ensemble des suites a valeurs complexes).

On sait que F(X, @) est un anneau commutatif pour les lois déduites de @, et définies par :

(f+9)(x) = f(z) +g(x)
(fg)(x) = f(z)g(x)

Le neutre de F(X, @) pour la loi + (resp. la loi x) est 'application constante 0 (resp. 1).

V(f,9) € F(X,Q),VreX : {

Si f appartient & F(X, @), on définit les éléments Re (f), Im (f), f et | f| de F(X, @) :

WEX;{gieux:L Re(f(z))  Im(f)(z)=1Im(f(z))

f(x) = f(z) [ fl(z) = [ f(2)]

On a, pour les opérations “partie réelle”, “partie imaginaire”, “conjugaison” et “module”, des
propriétés dans F (X, @) analogues a celles qui ont été rencontrées dans (.

5.2. ARGUMENT, EXPONENTIELLE COMPLEXE

5.2.1. Notation e

Définition

H Pour tout réel §, on pose e

= cosf +isinf.

Théoreme
L’application §# — ¢ est un morphisme surjectif du groupe (IR, +) dans le groupe (U, x)
des nombres complexes de module 1, de noyau 277 = {2kn, k € 7} -

VO e R, |e?|=1.

V(0,0) € R? el = !(0F%).

VzelU (cad | 2] =1), 30 € R,e? = 2.
Ve R, e’ =1 & ke Z,0=2kr & =0 (2m).

Propriétés

e L’application @ — e est 2r-périodique : e = e & Ik € Z,0—p =2kt & 0 = (27).
1 | -

e VOER, — = e % = cosf —isinf = ei?.
el

e Valeurs particulieres :

e2‘71'/2 =1, elm — 1 ei37r/2 = —q,

Y

Jean-Michel.Ferrard @ ac-lyon.fr, 9 octobre 2000 Page 6



Nombres complexes, trigonométrie

5.2.2. Formules de Moivre et d'Euler

Proposition (Formule de Moivre)
Pour tout réel 6, et pour tout entier n : (e)” = ™.
Autrement dit : V0 € R,V n € ZZ, (cos + isin )™ = cosnb + isinnb.

Proposition (Formules d’Euler)
i0 | o—if T
e’ +e e

+2 , et sinf =

Pour tout réel 0 : cosf =

Utilisation
e “Moivre” permet, en développant (cos@ + isinf)" et en identifiant les parties réelles et

imaginaires, d’exprimer cosnf et sinnf en fonction de puissances de cos @ et/ou sin 6.

e Les formules d’Euler permettent, par utilisation de la formule du binéme et regroupement
des termes équidistants des extrémités, de linéariser cos™ 6 et sin™ 6, pour n > 2, c¢’est-a-dire
de les exprimer en fonction de quantités du type cos kf et/ou sin k6.

5.2.3. Forme trigonométrique

Définition
Soit z € @*. Il existe une unique classe de réels 6 définie modulo 27, telle que z = | z [e®.
Cette classe de réels modulo 27 est appelée I’argument de z.

Chacun des réels 0 de cette classe est appelée une détermination de ’argument de z (ou, par
abus de langage, un argument de z), et on note : argz = 6 (27).

Remarque
L’argument d’un nombre complexe non nul z possede une unique détermination dans tout
intervalle [, 4+ 27|, et en particulier dans les intervalles [0, 27[ et [—m, 7[.
Proposition
Tout nombre complexe non nul s’écrit de maniere unique : z = pe®, avec p > 0 et 0 € IR.
p est le module de z et 0 est une détermination de 'argument de z.

On dit alors que z = pe' est écrit sous forme trigonométrique.

Remarques

o 0= pe? avec p =0 et § réel quelconque. Parler de 'argument de 0 n’a donc aucun sens.

x = pcosf . p=ya*+y?

e Soit z =z + iy = pe’’ (p > 0). Alors {y:psin9 € cos@zz, sinf = 2
p

Six#0, tanf = Yy (ce qui détermine € modulo 7.)
T

0
Six#—l,tanizxf_l

e Si z # 0, mais si on n’est pas certain du signe du réel p :

(ce qui détermine # modulo 27.)

z=pe? & (p:]z|et argz:9(27r)) ou (p:—|z]et argz:9+7r(27r))
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Argument et opérations dans C
Soient u et v, non nuls : u = pe et v =re (p > 0,7 > 0).

uv = pre’%%) . En particulier : arguv = argu + argv (27).

= pe~". En particulier : argu = — argu (27).

1 1 .

— = —e¢ % En particulier : arg — = —argu (27).
u u

u o p u

= = ¢'®=%) En particulier : arg — = argu — argv (27).
v v
Vn € 7, u™ = p"e™. En particulier : argu" = nargu (27).

lu+v|=|u|+|v] & argu=argv (2m).

Argument et cas particuliers

Soit u un nombre complexe non nul.

uweRY & argu=0(27) ; velR™™ & argu = m(2m).
uest réel & argu =0 (7) ; u est imaginaire pur < argu = /2 ().
VA eRY, arg\u = argu (27) ; VAe R, arg \u = argu + 7 (27).

5.2.4. Fonction exponentielle complexe

Définition
Soit z = x + iy (avec z,y € IR) un nombre complexe.
On pose e = e% ¥, encore noté exp z.

On définit ainsi une application de @ dans @, appelée exponentielle compleze.

Remarques

e La restriction a IR de la fonction z — exp z est 'exponentielle réelle déja connue.
Sa restriction aux imaginaires purs est : z =i — ¢ définie précédemment.
e Pour tout nombre complexe z = x + iy (avec z,y € R) :
exp z = e*(cosy + isiny). Ainsi { L:;S;p’z::ezp(;;)
Propriétés
Pour tous nombres complexes z et 2 :
e exp(z+2') =expz exp?.

e expz =1 & Jk € 7 tel que z = 2ikrm (en particulier, exp0 = 1).

expz € @" et

= exp(-2).

po— p(-2)

® CXpZ = exXp?=z.

e expz=expz & Jke€Ztel que z=2+2ikn < z=2 (2im).

L’application exponentielle est donc périodique de période 2.
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Résolution de I’équation expz = a
Soit @ = pe? un nombre complexe non nul (p > 0 est le module de a).

Pour tout nombre complexe z = x + iy (avec z,y € IR) :
r=Inp
y=0(2m)

L’équation exp z = a possede donc une infinité de solutions.

expz =a & { & dk e,z =In(p) +i(0 + 2km).
Toutes se déduisent de I'une d’entre elles par ajout d’un multiple entier de 2im.

Remarques

e D’apes les résultats précédents, 'application exponentielle est un morphisme surjectif du
groupe (€, +) sur le groupe (@*, x) dont le noyau est 2inZZ.

e L’équation exp z = a (a non nul, z cherché sous la forme x + iy) possede une solution unique
si on se limite & y € [a, o + 27 (par exemple y € [0, 27[, ou y € [—7, 7[).

5.3. REPRESENTATION PLANE
5.3.1. Le plan complexe

Définition
Soit P le plan muni d’'un repere prthonormé direcq (0, ey, e3).

L’application qui & z = = + iy (z,y réels) associe le point M de coordonnées (x,y) est une
bijection de @ sur P.

On dit que M est le point image de z, ou encore que z est 'affize de M.
On note M (z) pour désigner simultanément M et son affixe z.
Le plan P, muni de cette correspondance, est appelé le plan compleze.

Le vecteur OM = xe; + yes est appelé vecteur image du nombre complexe z = x +iy (et on
dit que z est l'affixe de ce vecteur).

Remarques

e | z| est la distance d(O, M) (ou la norme du vecteur OM).

Un argument de z est une mesure de l'angle (Ox, OM).

e [’axe Ox est I'ensemble des points images des nombres réels.

L’axe Oy est I'ensemble des points images des imaginaires purs.

e Si on se donne deux points A(a) et M(z), le vecteur image de z — a est AM.

Le module | z — a | représente la distance d(A, M).

e Le point N image de a + z est le quatrieme sommet du parallélogramme OAN M bati sur les
points O, A, M.
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5.3.2. Propriétés géométriques liées au module

e M appartient au cercle de centre A et derayon r >0 < d(A,M)=r < |z—a|=r.
M appartient au disque fermé de centre A et derayonr >0 < |z—a| <.
M appartient au disque ouvert de centre A et derayonr >0 & |z —al| <7.
M est a lextérieur du disque fermé de centre A et derayon r >0 < |z —a| >r.

e Le cercle unité (centre en O, rayon 1) est formé des points images des complexes de module
1 (des éléments de U).
Le disque unité ouvert est I’ensemble images des z de @ tels que |z | < 1.

Le disque unité fermé est I'ensemble des points images des z de @ tels que | z| < 1.

e Etant donnés A(a), B(b), et M(z) :
M appartient a la médiatrice A du segment AB
& d(A,M)=d(B,M) & |z—a|=1]z-b]|.

L’inégalité | z — a| < |z — b| définit le demi-plan ouvert délimité par A et contenant A.
5.3.3. Propriétés géométriques liées a la conjugaison

Soit M un point d’affixe z.
N(Z) est le symétrique de M par rapport a 'axe Oz.
P(—2) est le symétrique de M par rapport a l'origine.
Q(—2) est le symétrique de M par rapport a 'axe Oy.

Soient A et B deux points d’affixes respectifs a et b.
Le produit scalaire des vecteurs OA et OB est Re(ab).

5.3.4. Propriétés géométriques liées a I'argument

e Soient A(a) et B(b) deux points distincts de 1'origine :
O, A, B sont alignés si et seulement si arg(a) = arg(b) ().
A et B sont alignés avec O et du méme coté de O

& |lal+|b]=|a+b| & arg(a) =arg(b) (2m).

e Soient a et z deux nombres complexes non nuls.
On pose a = pe?, avec (p > 0), et b = e®.
On définit les points M(z), N(bz), P(pz), Q(az).
On passe de M(z) a P(pz) par 'homothétie h de centre O de rapport p.
On passe de M(z) a N(e"z) par la rotation r de centre O et d’angle 6.
On passe de M (z) a Q(az) par la composée f = hor =roh.
f est la similitude directe de centre 0, de rapport p, d’angle 6.

En particulier, R(iz) se déduit de M (z) par la rotation de centre O et d’angle g
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5.3.5. Transformations du plan complexe
Définition
Soit g une application de € dans @ (définie éventuellement sur une partie de T.)
Il Tui correspond de facon unique une application f de P dans P, de la maniere suivante :
Au point m d’affixe z, on associe le point M d’affixe Z = ¢(z).

L’application f:m(z) — M(Z) est appelée transformation du plan compleze.

Cas particuliers simples

fim(z) - M(Z==z2+a) (a € @) est la translation de vecteur le vecteur image de a.
f:m(z) — M(Z = —=z) est la symétrie par rapport au point O.

f:m(z) — M(Z = %) est la symétrie orthogonale par rapport a 'axe Ozx.

fim(z) — M(Z = —%) est la symétrie orthogonale par rapport a 'axe Oy.

fim(z) — M(Z = A\z), avec A réel, est 'homothétie de centre O et de rapport A.
f:m(z) — M(Z = ez) est la rotation de centre O et d’angle 6.

f:m(z) — M(Z =iz) est la rotation de centre O et d’angle 7/2.

f:m(z) — M(Z = jz) est la rotation de centre O et d’angle 27/3.

Soit a un complexe non nul et f : m(z) — M(Z = az) : f est la composée commutative

—~

f =hor =roh) de 'homothétie h de centre O et de rapport |a|, et de la rotation r de
centre O et d’angle arg(a) (2m).

5.3.6. Similitudes directes

Proposition
Soient a et b deux nombres complexes, a étant non nul.
Soit f la transformation de P définie par m(z) — M(Z = az + b).

e Sia=1, f est la translation dont le vecteur est le vecteur image de b. ;

_a/‘

e Sia # 1, application f possede un point invariant unique 2 d’affixe w =

f est alors la composée commutative de la rotation r de centre € et d’angle arg(a) et de
I'homothétie h de centre €2 et de rapport |a|: f=hor=roh.

On dit que f est la similitude directe de centre €2, de rapport |a |, d’angle arg(a).

Remarques
e Si a est réel, f est '’homothétie de centre €2 et de rapport a.
e Supposons |a| =1 (et toujours a # 1), et posons a = ¢%.
Alors f est la rotation de centre 2 et d’angle 0 (27).
e Soit f une similitude de rapport p.
Pour tous points M et N images respectives de m et n, on a : d(M,N) = pd(m,n).
Les distances sont donc multipliées par le facteur p.

e L’ensemble des transformations f : m(z) — M(Z) = az+b (avec a # 0) est un sous-groupe
du groupe B(FE) des bijections du plan P.
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5.3.7. Configurations géométriques
Soient A, B, C', D, quatre points distincts, d’affixes respectifs a, b, ¢, d.

Mesure d’angle
d—a

cC—a

Une mesure de angle de vecteurs (AC, AD) est : arg(d — a) — arg(c — a) = arg (27).

Condition d’alignement
Les points (A, a), (B,b), (C,c) sont alignés
& arg(b—a) = arg(c—a) (7)
b—a

s est réel

& (b—a)(¢—a) est réel.

Condition d’orthogonalité
Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux

& arg(b—a) =arg(c—a)+ g (m)

=

est imaginaire pur
c—a

< (b—a)(¢ —a) est imaginaire pur.
Condition de cocyclicité

Les points (A, a), (B,b), (C,c) et (D,d) sont sur un méme cercle (sont cocycliques)
< les angles de vecteurs (AC, AD) et (BC, BD) sont égaux (modulo 7)

& arg(cj::j:argi:z(w)
(d—a)(c—b) -
& g — gy 0™

& (d—a)(c—b)(€—a)(d—b) est réel.

Triangle équilatéral
Les points A, B, C' forment un triangle équilatéral
& a+jb+j2c=0o0ua+jc+5%2b=0
& a2+ b+ =ab+ac+ be.

Barycentre .

1
L’isobarycentre des points My (zx) (1 < k < n) est le point G d’affixe g = — § 2.
n
k=1
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5.4. EQUATIONS POLYNOMIALES DANS
5.4.1. Théoreme de d'Alembert

Théoreme
Tout polynéme P non constant (c’est-a-dire de degré supérieur ou égal a 1), a coefficients
complexes, admet au moins une racine dans .

Conséquence

Tout polynome P non constant, a coefficients dans @, se factorise en un produit de polynomes
du premier degré. Le nombre de racines de P est donc n, chacune étant comptée autant de
fois que sa multiplicité.

Racines complexes d’un polynome a coefficients réels
Soit P = a4, X" + ap1 X" 1 4+ -+ + a1 X + ap un polynome a coefficients réels.

Soit « une racine non réelle de P, avec la multiplicité m.

Alors @ est racine de P avec la méme multiplicité.

5.4.2. Racines carrées d'un nombre complexe non nul

Proposition

H Tout nombre complexe non nul Z admet exactement 2 racines carrées, qui sont opposées.

La méthode est la suivante, en posant Z = A+ 1B, et en cherchant z sous la forme z = x 4 iy :

22—y =A
2,2 Y
?=7 & {x Y & Iyzg
20y = B 2
vty =|Z|
(2 1Z1+4 ([ [1Z]+A
9 =y 55—
Zl—A
< yQZHT & 121+ A
r=¢\/ ——
B 2
(Y =5 e, € {—1,1}, €€’ du signe de B

5.4.3. Equation du second degré

Soit (E) I’équation : az? + bz + ¢ = 0, d’inconnue z, avec (a,b,c) € @°, et a # 0.
Le discriminant de cette équation est le nombre complexe : A = b? — 4ac.

b
e S5i A =0, I'équation (E) admet une racine double z = ~5
a
e Si A # 0, soit d une des deux racines carrées de A.
—b—9 —b+9
L’équation (E) admet deux racines complexes, z = et z = + .

2a

. b ) c
Dans tous les cas, la somme des racines est —— et leur produit est —.
a a
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e Si b =2V, on peut utiliser le discriminant réduit A’ = V? — ac .
‘ o Y — —Y + 6
Les solutions s’écrivent alors: 2 = ——— et 2 = —— ou 8% = A’
a a
e Si (a,b,c) sont réels, on peut distinguer les deux cas A > 0et A <0 :
b+ VA

2a

Si A < 0, elles sont non réelles, conjuguées I'une de 'autre et s’écrivent : z =

Si A > 0, les deux solutions de (E) sont réelles et s’écrivent : z

—b+tiv—A

2a
5.4.4. Racines N-iemes d'un nombre complexe non nul
Définition
Soit Z un nombre complexe non nul, et n un entier naturel non nul.
On appelle racine n-ieme de Z tout nombre complexe z tel que 2" = Z.
Proposition
Soit Z = pe® la forme trigonométrique de Z (avec p > 0).
Z possede exactement n racines n-iemes, données par :
0
2k :pl/”exp 1 <—+2kﬁ>, 0<k<n-—1.
n n
La méthode est la suivante, en cherchant z sous la forme z = re'? (r > 0) :
n r=3/p r=3p
n n in 10 r=p 0 + 2km
=7 & e = pe" & . & 6 2r. & § o=
ne =0 (2) p=—(—) n
nen 0<k<n-1

Remarques
e Les points images M) de ces n racines n-iemes sont les sommets d'un polygone régulier
convexe inscrit dans le cercle de centre O et de rayon p'/™.

n—1
e Les n racines n-iemes 2, de Z apparaissent dans la factorisation : 2" — Z = H(z — 2k).
k=0

e En particulier, par identification des termes de degré n — 1 et des termes constants :

o La somme des n racines n-iemes z; de Z est nulle (si n > 2).

¢ Leur produit vaut (—=1)""1Z.

5.4.5. Racines N-iemes de |'unité

Proposition

On appelle racines n-iemes de I'unité les racines n-iemes dans @€ du nombre 1.

2k

Elles sont données par par wy = exp ,avec 0 <k <n-—1

20T
Si on note w = w; = exp —, alors pour tout k : w, = w* (en particulier wy = 1).
n
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Structure de groupe cyclique

L’ensemble des n racines n-iémes de l'unité s’écrit {1, w,w?, ... w" 1},
C’est un sous-groupe cyclique d’ordre n du groupe (@*, x). Il est noté U,.
wy, est un générateur de U,

s U, = (wp) = {1, wp,w?, ..., w1}

< les entiers k£ (0 < k <n —1) et n sont premiers entre eux.

Propriétés

e —1 est une racine n-ieme de I'unité si n est pair : c’est wy, 2.
n—1

e Les racines n-itmes de 1 apparaissent dans la factorisation : 2" — 1 = [] (z — wy).
k=0

Par identification, on en déduit:

n—1

La somme des racines n-iemes de I'unité est nulle (si n > 2).
Le produit des racines n-ieémes de I'unité vaut (—1)

Considérons I'équation (E) : 2" 1+ 272+ ... +1=0
Les n — 1 racines de (E) sont les n — 1 racines n-iemes de 1'unité distinctes de 1.

Pour n > 2. les points images €2, des n racines n-iemes de 'unité sont les sommets d’un
polygone régulier convexe inscrit dans le cercle unité (un sommet est le point d’affixe 1.)

Si Z est un mombre complexd non nul, et si zg est I'une de ses racines n-iemes, alors les n
racines n-iemes de Z sont les z, = wizp, avec 0 < k <n — 1.

Cas particuliers

Les deux racines carrées de I'unité sont 1 et —1 : Uy = {1, -1} = (—1).
Les racines cubiques de 1'unité sont :

2 1 3 44
1, j:exp% = _§+i\/7_’ et 52 :exp% = =1/j.

Elles vérifient 1 + j + j2 = 0. D’autre part, j2 = j. Us = {1,7,5%} = () = ().
Les racines quatriemes de I'unité sont : 1, 7, —1, et —1.

Ona: U ={l,i,—1,—i} = (i) = (—i).

Les trois racines de 2z + 2% + 2 + 1 = 0 sont i, —1, et —i.

. . . . i
Les racines cinquiemes de 1'unité sont 1, w, w?, w?, w?, avec w = exp —.

5

3. w* engendrent tous Us.

Compte tenu du fait que 5 est premier, w,w?, w

i
Les racines sixiemes de I'unité sont : 1, —j? = exp 3 4, —1, 3%, et —j.

On a: Us = (—52) = (—7).
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5.5. TRIGONOMETRIE

5.5.1. Applications sinus et cosinus

e Les applications x +— sinz et x +— cosx sont définies et indéfiniment dérivables sur IR.

e Courbes représentatives :

Pif2 al

-Pir2

Pi

e Représentations utilisant le cercle trigonométrique :

Pour tout z de IR, on a : cos?z +sinz =1, [cosz| <1, |sinz| < 1.

a = CcoS o
b=sina

V@memiﬁ+w:1@3aeﬁ{

& A
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e Quelques valeurs particulieres :

2 o| || @ | T |21 37 o | o
6 | 4|3 2|73 4 6
V3| V2| 1 1 _vV2|_ V3
cosx | 1 5 5 5 0 5|5 |75 —1
: 1 1v2] V3 V3| V2 1
sinz | 0 5 5 5 1 5 5 5 0

e Les applications z + sinx et z +— cosx sont 2m-périodiques.

L’application x +— sinx est impaire et 'application x — cos x est paire.

sin(z + 27) = sinz
cos(x + 2m) = cosx

sin(—z) = —sinx

Ve IR, {
cos(—zx) = cosx

V:CEIR,{

° Passagedexéﬂj:xeté%ix:

sin(m +x) = —sinx  cos(m+x) = —cosz sin(m —x) =sinz  cos(m —x) = —cosw
sin(§ +z) = cosx cos(5 +x) = —sinz  sin(f —x) =cosx cos(j —x) =sinz
e Dans les notations suivantes, k est un entier relatif quelconque :
r = a+ 2km ou . : r =« -+ 2kw ou
cosT =cosa & sinr =sina &
r=—a+2km r=m—aa+2km
cosx:0<:>x:%+k7r sine =0 & x=4km
. T
cosr =1 < 1 =2%r sine =1 < x=5+2kn
cost =—1 & x=m+2km SinJZ:—l{:}ZE:—g‘l—Zk’?T
e Dérivées successives :
sin'x = cosx sin™) o = sin(z + n%)
Vr € IR, Vn € IN, -
cos'x = —sinz cost™ z = cos(z + ny)

e Cosinus et sinus d'une somme ou d’'une différence. Pour tous réels x et y :
cos(z + y) = cosxcosy — sinzsiny
cos(z —y) = coszcosy +sinzsiny {0082x220052w—1:1—251n2x
sin(z 4+ y) = sinz cosy + cos zsiny sin 2z = 2sin  cos

sin(z — y) = sinx cosy — coszsiny

e Transformations de produits en sommes et de sommes en produits. Pour tous réels z,y,p, q :

(

1
coszcosy = 5(cos(x +y) + cos(z — y)) (cosp+ cosq =2 cos 1% oS 1%
1
sinzsiny = 5(cos(x — y) — cos(x +
V= 21< ( v) ( y) cosp —cosq = —2 sinz% sin ]%
sinz cosy = 5(sin(z +y) + sin(zr — y))
sinp +sing = 2 sin 254 cog 224
cos’ 5(1 + cos 2x) 2 2
p—q p*q
\SiHQSC:%(l—COSQ([) ( sinp —sing = 2sin =~ cos =~

Jean-Michel.Ferrard @ ac-lyon.fr, 9 octobre 2000 Page 17



Nombres complexes, trigonométrie

5.5.2. Applications tangente et cotangente

nr

L si
e [’application x +— tanz =

est indéfiniment dérivable sur {z € R,z # 5 (7)}.
cos x 2

cos
L’application x +— cotanz = est indéfiniment dérivable sur {x € R,z # 0 (7)}.

sin
e Courbes représentatives

y = tan x y = cotan X

-Pi

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

I )
3P Pi ! 3Pi2

oty
3Pif2 -Pir2 P2 Pi \

B — =
}___________________

-3Pi2 -Pii2 Pif2 Pi

———— 4
_—— - ——————q

e Les applications x — tanz et x — cotan x sont impaires et m-périodiques :

tan(—z) = —tanx tan(z + 7) = tanz
cotan (—x) = —cotan x cotan (x + 7) = cotan x
e Trois valeurs particulieres : tan% = \/Tg, tan% =1, tan;’—r = /3.

e Représentations utilisant le cercle trigonométrique :

F Y

tatix

1] cotat x
———————— 1 . T >
1 1]
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
x I x |
0
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° Passagedexaﬁ—xoua +a:
1
tan(m — ) = —tanwx, tan(s + ) = — , tan(s — z) =
( ) (2 ) tanx <2 ) tanx
e Pour tout réel a # 5(7) : tanz =tana < x = a (7). En particulier :
tanz =0 < z=0(7), tanzr=1 & z="7 (1), tanz=-1 & z=—-7 (7)
/o7 / 2 !/ 2 1
e Dérivées: tan'z =1+ tan“z = 5, cotan r=—1—cotan“r = ———
cos? sin” x
e Tangente d'une somme ou d’une différence :
tan z + tan tanz — tan 2tanx
tan(x 4+ y) = 4 , tan(x —y) = 4 , tan2r = ————
1 —tanztany 1+ tanztany 1 —tan“zx

e Utilisation du changement de variable ¢t = tan% :
1—¢? , 2t . 2t
cosT = ——, siny = ——, anx =
1+1¢2 1+¢2 1—1¢2
5.5.3. Linéarisation
e Formules d’Euler :  cosx = %, sinx = %
i

e (Ces formules permettent de calculer les puissances de cos x et de sin z en fonction de quantités
du type cos(pz) et/ou sin(pz). Cette opération est appelée linéarisation.
o el 4 o~ ) eix — e\ n ) )
Pour cela on écrit  cos" x = <—> , sin"zx = (2— . On développe ensuite
1

2
ces puissances par la formule du binome, et on regroupe les termes équidistants des extrémités.

On réutilise alors les formules d’Euler pour retouver des cos(pz) et/ou des sin(px).

e Exemples :

77,1 1 1
sin z ( ) o (e — 46?7 4+ 6 — 4e7 %7 4 o7HiT) = 3 (cos4x — 4 cos 2z + 3)

i —ix 1
cos® <e +e ) 32 ( 5ix + 5ediz + 10et® + 10e—® + Fe—3iz + e—5w:)

6 (cos 5z + 5cos 3z + 10 cos x)

T A—IT\ 5§ 1 1 ) ] ) ] ] )
SinSI’ — <%> — E 2_i(e5m _ 5e3m + 10e®* — 10e— % + 56732:3 _ 67511)

1
=16 (sin 5z — 5sin3z + 10sinz)

6 <eix + efi:v

6 1
cosbr = 5 ) 5l (€5 + 6t + 15e%® 4 20 + 15e 72 + Ge 4@ 4 e~ 0i)

1
=33 (cos 6z + 6 cos 4z + 15 cos 2z + 10)
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5.5.4. Opération inverse de la linéarisation

Formule de Moivre : Vo € IR, Vn € IN, (cosz + isinz)” = cosnx + isinnz.

Elle permet d’exprimer cos(nx), sin(nz) en fonction de puissances de cosx et/ou de sin z.

On développe (cosz + isinx)" par la formule du bindéme. La partie réelle (resp. imaginaire)
du résultat est alors égale a cos(nz) (resp. sin(nx)).

Si on cherche & obtenir un résultat ou figurent surtout des puissances de cosx (resp. de sin z)

il convient de remplacer les puissances paires de sinx (resp. de cosz) par des puissances de

(1 — cos?z) (resp. de (1 —sin®z)) puis de développer.

Exemples :
(cosz +isinx)* = cos*z + 4icos® xsinx — 6cos® rsin® x — 4i cos v sin® z + sin* x
N { cos 4w = cos? v — 6 cos? zsin? z + sin
sin4z = 4 cos® rsinx — 4 cos rsin®
cosdx = cos’ x — 6 cos? (1 — cos® ) + (1 — cos?® x)?
=
sin4z = 4cosz((1 — sin? z) sinx — sin® )
cosdr = 8cos* x — 8cos’z + 1
= : . 3 :
sindx = 4 cos x(—2sin” x + sin x)
(cosw +isinx)® = cos®z + 5icos* xsinx — 10 cos® zsin? x

—10i cos? zsin® z + 5 coszsin® z + i sin®

{ cos bz = cos® x — 10 cos® x sin® x + 5 cos x sin? x

sin bz = 5cos? rsinx — 10 cos? z sin® x + sin® z

{ cos 5z = cos® x — 10 cos® (1 — cos® x) + 5 cos z(1 — cos® x)?

sin 5x = 5(1 — sin? x)%sinx — 10(1 — sin® z) sin® z + sin® z

{COS5JZ =16cos®x — 20cos® x + Hcosx

sin 5z = 16sin® z — 20sin® x 4+ 5sinz
e Dans ce dernier cas, la formule donnant sin 5z se déduit facilement de celle donnant cos 5.

En effet, en posant x = % — g, on trouve :

sinbr = sin(%r — 5y) = Sin(% — 5y>

= cos 5y = 16cos®y — 20 cos® y 4+ 5 cosy = 16sin®  — 20sin® = + Hsinz
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