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| : Matrice associée a une application linéaire

1- Définition

Soit E un espacevectorielde dimensionfinie p et F un espacevectoriel de dimensionfinie n. On
choisitunebase(g);-1., de E et (&i)i-1.n. Danscettebaseun vecteurx deE s'écrity xg. Sonimage
f(x) s'écrity yie. f est définie si I'on connait les images ges

p

n n p
Posond(e) = Zaijai. On aalorg(x) = > ) a; X & de sorte qug = » a; X, ce qu'on notelela fagon
=1 =1 =1 =1

suivante :
%”] 11 Qg2 ... Agp X1 paXat X .t X
p) b1 o2 ... A2p <2 b1 X1t apXo + ...t ay X
[F 1" [F []

|j/n|:| |$nlan23np|:|]j(p|:| Dan1x1+an2.)'<.2+...anpxp |:|
N— e’

Matrice définissant I'applicatian
dans les basesg) et ).

abrege en 'Y = MX.
La j°"™colonne est constituée des composantes de I'image de
a; se situe a I#™ligne etj°*" colonne.
p
¥i = 2 2%
J:

La matrice associée a une application linéaire dépend de la base choisie.

On note M,,(K) I'ensembledesmatricesa n ligneset p colonnes.Si n = p, on note cet ensemble

M.(K). On noteraqueles vecteurssonten colonnesUne ligne (a; a; ... a,) s'interprétecommela
p

matrice de la forme linéaire - » ax.
=1

2— Somme de matrices

On souhaitedéfinir sur M,(K) unesommede sorteque (M,(K),+) soitisomorphea (L(E,F),+).

Pourcela,il suffit detrouverguellematriceassociea f+g, f et g étantdeuxapplicationdinéairesde
matrices A et B. Notong; etb; les termes généraux des matrices M et N. On a:

f(e) = ;aiiai
a(g) = ;biﬁi

O (f+g)(e) = ;(aﬂ + by)e;

Ainsi A+B = C avea; = a; + bj. Autrement dit, on ajoute les coefficients de méme place.
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(M,(K),+) estun groupecommutatif. Le neutreest la matrice nulle 0, associéea I'application
identiquement nulle, constituée uniquement de O.

3— Produit par un scalaire

On procédede mémepour le produit par un scalaire.Si la matrice A est associéea I'application
linéairef, AA sera associéeM. Or :

f(e) = ;aii €i

O Af(e) = Zl)\aij &

Ainsi la matrice AA admetpour terme généralia;. (M,(K),+,.) est alors un espacevectoriel
isomorphea L(E,F). Il estfacile de voir que sadimensionvaut np, une baseétantconstituéedes
matrices F dont tous les termes sont nuls sauf un qui vaut 1, a lailigiia colonnej. On endéduit
que dim L(E,F) = dimE dimF, une base étant constituée des applicagrigfinies par :

0 kij, CIDij(a() =0

Pj(g) =&
ou encorebj(e) =0k & oudk = 1 sij =k

=0sinon (symbole de Kronecker)

4— Produit de matrices
Soit E dedimensiong de base(e)i-1.4, F de dimensionp de base(gy)«-1., G de dimensionn de base
(N))i=..n- Soitf uneapplicationlinéairede E dansF, de matriceB, élémentde M,(K) ; Soit g une

applicationlinéaire de F dansG, de matrice A, élémentde M, (K). Soit C la matrice élémentde

M. (K) associée go f. On pose AB = C. On a alors :

p
gof(e) =g ( glbkjik )
p
= gl by g(ex)

:kibkj (;a;k ni)

p

ik bkj Ni
1

N p
La i composanteleg o f(g) estdoncy a by . Or cettecomposante'estautrequele terme(i,j)
k=1

p
de la matrice produit. Ainsi : (ABF > a by
k=1



On effectuele produitde la i®™ ligne de A parla j*™ colonnede B. (On remarqueque A posséde
autant de colonnes que B possede de lignes). La disposition usuelle de calcul est la suivante :

|j)11 s le s blp D
By
D)nl . an . bnp D

ne~gd 8
% o :::apmgj JS 0
|1{116%2 anp|:||:| D

Exemple : Soif : E; - F3 eg: Rk - Gy

€ — 261+€; €1 - MtN2
€ - &1—¢€3 €2 — Na4

€ - N1i—2N2+Na4
1
o

La matrice dd est
_1H

01

. 0 -
La matrice de est 1

0
-14
La matrice degyo f est :

Ainsi,go f(e) =21+ 212+ N3 — N4
go f(e) = 32— Ma.
Les propriétés du produit sont analogues a celles du produit de composition, a savoir :
M(N + N) = MN + MN'
(M + M)N = MN + M'N
(MN)Q = M(NQ) que I'on note MNQ
M(AN) =A(MN) = (AM)N que l'on note\MN

On noteraquesi M appartienta M, (K) et n appartients M,(K), alorsMN existeet appartienta
M. (K), mais que, g est différent d&, NM n'existe pas.

On remarquerajue chercher'imaged'un vecteurde composanteX par lI'applicationde matrice A
consiste exactement a effectuer le produit AX lorsque X est considéré comme matecelanne.
Lorsqu'on appligue ce résultat jdl vecteur de base, on retrouve évidemmejit'faolonne.
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5— Rang d'une matrice

Le rang de la matrice A estle rang de l'applicationlinéaire f associéeC'estle rang du systeme
constitué des vecteurs colonnes de la matrice, puisque ces vecteurs colonnes engéndrent Im

Il : Anneau des matrices carrées
1- Définition

On note M,(K) I'ensembledes matricescarréesa n lignes et n colonnes.ll s'agit des matrices
associéesaux endomorphismesl'un espacevectoriel de dimensionn, dans une base donnée.

(M,(K),+, x) est un anneau. On prendra garde que AB peut étre nul alors quie Binfestnul (on

dit que l'anneau n'est pas integet)que AB estengenéraldifférentde BA (on dit quel'anneawn’'est
pas commutatif).

NON INTEGRITE % gjjj_ (1)%:% 8@
NON COMMUTATIVITE : % %ﬁ i@z% :;%maisﬁ i% %@z@ 2@

En particulier, (A+Bj # A* + 2AB + B sauf si A et B commutent.

1]

2— Matrice identité

Elle estassociéa I'applicationidentique .Cettecorrespondancee dépendpasde la basechoisie.La
matrice identité est le neutre du produit des matrices et vaut :

00..0
10, ol
01. ol
..

[ o o..100

de terme générd, (symbole de Kronecker) et notée | quill'on veut préciser le nombre de lignes.

On pourraveérifier directementen utilisantla définition du produitde matrices,quesi A estélément
de M,(K), alors :
[WA=Al,=A

3— Matrices patrticulieres

a) Matrices scalaires :

Cesontlesmatricesde la formeAl. Touslestermessontnulssaufsurla diagonalepu ils sonttous
égauxentreeux. Ce sontles matricesassociéeaux homothétiesElles formentune sous-anneade

M, (K), isomorphe XK.

b) Matrices diagonales :

Ce sontles matricesdonttouslestermessontnuls en dehorsde la diagonale Ceuxde la diagonale
sont quelconques #j O a; = 0.




;, 00...0
%azoog
A 00
[boo..all

Elles forment une sous-anneaule M, (K) isomorphea K" (ou l'on définit alors un produit
composante par composante).

c) Matrices triangulaires :
On traitera des matricestriangulairessupérieures|e cas des matricestriangulairesinférieuresse
traitant de maniéere analogue. Elles sont de la forme :

11 &12 A13 ... Qun

0 az a3 ... &
:Eo 0 asg...aSng
[do 0 o0 ...anUl

et caractériséespar>j 0 g =0

A

. . . + L.
Elles formentune sous-espaceectoriel de dlmenS|onﬂ(nz—1). La seulechosenon évidenteestde

vérifier la stabilité pour le produit de matrices.Soient donc deux matricesA et B triangulaires
n

supérieuregt soiti > j. Le terme(i,j) du produitestdonnépar > ai by qui estnul caray = 0 pour
k=1

i >k ethy =0 pourk >j. Comme > j, pourchaque, il existel'un desdeuxtermesay ou by; qui est
nul.

d) Matrices nilpotentes :

Une matriceM estdite nilpotentes'il existeun entier n tel que M" = 0. L'ensembledes matrices
nilpotentes ne jouit d'aucune structure algébrique particuliere.

e) Matrices inversibles :
Ce sontles matricesassociéesiux automorphismesA priori, M estinversiblesi et seulemensi il

existeN tel que MN = NM = I. On notealorsN = M. On disposecependantie la proposition
suivante :
PROPOSITION :

Dans M,(K), il y a équivalence entre :
i) M est inversible
i) ON, MN = |
i) ON, NM =1
iv) rgM =n

Démonstration

Il est clair que i) entraine les trois autres. $eitdomorphisme associé a M dans une base donnée.
iv) signifie queM estassocié& un endomorphismele rangn, donc surjectif, donc bijectif puisque
I'on est en dimension finie.

i) 0 OgOL(E),fog=1d0O f surjectived f bijective.

i) 0 OgOL(E),gof=1d0O finjectived f bijective
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L'ensembledes matricesinversibles,muni du produit des matrices,forme un groupeisomorphea
GL(E), notéG L,(K). On notera que :

(AB)'=B"A™"
de méme quepg) =g lof™

Le calcul de l'inverse d'une matrice se fait de la fagon suivante :

. b . . ) ) )
O Pourla matrice2 x 2 @ q E ellessontinversiblessi et seulemensi ad — bc # 0 et soninverse

vautad—ibC Ei f %

0 S'il existeB tel que AB =1 (ou BA =) alorsB = A™. Parexemple,une matriceA vérifiant la
relationA® + 3A* — A + | = 0 estinversiblepuisquel = — A® —3A7 + A = A x (-A>—=3A + |) et
A =—A—3A+]|,

0 Méthodegénérale on détermineg™, réciproquede I'applicationf associéé A. Autrementdit, on
ecrit :
AX = X' ou X et X' sont des vecteurs colonnaslignes

0 X = A7X' obtenuen résolvantle systémedans lequel les composantesie X sont les
inconnues.
4 -1
EXEMPLEL : Calculer l'inverse d% -2 3
1 1/ZH
H2x+4y—-z=X Hy-2z=x-2Z L,-2Ls- L,
OX-2y+3z=y - 0O3y-522=7Z-y Ls:—L, - L
Bx+y+z2=2 Bx+y+z2=27
Ex+y+ﬂ2=z' L: - Lg
o dy—-z=x/2-Z Li/2 - L;

Hz=-3x -2y + 87 2L,—3L; — Ls
gx=4x + 3y - 10z

o Oy=-X/2-2y +7Z
Hz=-3x -2y + 87

4 3 -10
Donc la matrice inverse vaEf 5/2-2 7
-3 -2 8 H
09 1H
EXEMPLE?2 : Calculer l'inverse dg9 105
15 9H
Ele+9y+Z:X' E41y+892=102'—x' 10Ls—-L; - Ly
09+ 10y +5z=y - O35 +762=97-y 9ls—L, - L,
Bx+5y+9z=27 Hx+5y+9z=7



Hx+5+9z=2 Ls - L,
o 035 +76z=9Z -y
Hz=19 — 41y + 35¢ 411,351, - L;
gx = 65¢ + 76y’ + 352
- Oy =—76¢ + 8% — 417
Hz=3% -4ly + 197

65 76 35

Donc la matrice inverse vaEﬁG 89 41
35 -41 19 H

[l : Transposition

1- Définition
On considere l'application :
M(K) —— M,(K)
A —. 'A appelée transposée de A.
définie par : ' Q); = A, 1<i<p, 1<j<n

Exemple :
tiP3H 16
0==
Lo

2— Propriétés
Il est aisé de vérifier :

) ‘(A=A
i) '(A+B)='A+'B
i) '(AA) = A'A la transposée est donc linéaire

iv) '(AB) ='B'A  pour A élément déV,(K) et B élément déM,(R)
v) (A7) = (A) pour A élément d&; L,(K)

Pour la relation iv), on a en effet :
p p
['(AB)]; = (AB); = kZ Aj Bii = kZ (Ak(B)k = (B'A);
=1 =1

En ce qui concerne v), on a:

A inversible
- 0B, AB = |
- 0B, (AB) = |
o 0B, B'A=1

ce qui prouve qui est inversible d'inverse.

3— Matrices symétriques et antisymétriques

On considéremaintenantiesmatricescarréesOn dit que A estsymétriquesi ‘A = A. On dit queA
estantisymétriquesi ‘A = —A. L'ensembledesmatricessymétriquesg¢gala Ker( — 1d) et 'ensemble
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desmatricesantisymétriqueségala Ker(' + Id) sontdessous-espacegectorielsde M,(K). Le fait

que' o ' = Id prouveque' estla symétriepar rapportaux matricessymétriquesparallélementux
matricesantisymetriquesOn peut montrer directementque ces deux sous-espacegectorielssont
supplémentaires. En effet :

0 Si A esta la fois symétriqueet antisymétrique’A = A = —A doncA estnulle. La sommeestdonc
directe.

[J Toute matrice carrée s'écrit comme somme d'une matrice symeétrique et antisymétrique :

_M+M _ M-M

M 2 2

ansify sB=E 5B Ba 0

La dimension dl$ous-espacéesmatricessymétriquesestﬂ(r];—l), unebaseétant(E; + E;), 1 < ; la

dimension du sous-espace des matrices antisymétriqtjggzéls} une base étant(E ), i <j.

IV : Changement de bases

1- Définition
Soit (e, ..., &) une based'un espacevectoriel E. On considéereune nouvellebase(g, ..., €,). On
appellematricede changementle basede I'anciennebasea la nouvellela matricedontla colonnej

estconstituéedescomposantede g dansl'anciennebase(e;, ..., &,). Cettematriceétantde rangn
est donc inversible.

2— Expression d'un vecteur

Soit(e) et (&) deuxbases soit P, la matricede changementle basede (e) a (&;). On considereun
vecteurV dont les composantesians I'anciennebaseforment un vecteur colonne (V),, et l'on
souhaite connaitre les composantes de V dans la nouvelle base. On a:

n n

O V=5 x> ae
=1 1=1
n n

0 V=3 > ax'e
=1 =1

Par identification des coefficients, on en déduit que :
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n
X =% &%
=1
Donc : (V) = P(V):
Pour connaitre (\) il faudra donc résoudre un systéme ou inverser une matrice.

Autre démonstration

Considérons l'application Id de E muni de la bagal@ns E muni de laase(g). La matricede cette
application linéaire Id est la matrice Précédemment définie. HEffet, saj*™ colonneestconstituée
descomposanteslansla based'arrivée(g) desvecteursde la basede départ(g;). La relationY =
MX donnant les composantds 'imaged'unvecteura partir descomposantede ce vecteuetdela
matrice de I'application linéaire donnera dans le cas présent :

(Ve = Pe(V)e

O Inverse de R :
De (V)e = Pe(V)e, On tire (V) = Ps (V)e. Mais par ailleurs, en reprenantla formule initiale en
inversant les réles deete, on a aussi
(V)e = Pe(V)e
Ces formules étant vraies pour tout V, on en déduit que :
Pe "= Pe

[0 Produit de matrices de passage
Si l'on dispose de trois basgs,€", on a
(V)e = Pee(V)e
(Ve = Pee(V)e
0 (V)e = PecPee(V) e
or, par ailleurs, on a :
(V)e = Pee(V)er
ces relations étant vraies pour tout vecteur V, on en déduit que :
PeePeer = Peer

3— Applications linéaires
Soit E munidedeuxbase< et €, et F munide deuxbases et€'. e et € sontconsidéréesommeles
anciennedbasesg et €' commelesnouvelles.Soit P la matricede passagele e a €, et Q la matrice

de passageale € a €'. Soit f une applicationlinéaire de E dansF, de matriceM dansles anciennes
bases. Si dimE p et dimF =n, alors :

M O Moo(K)
PO GLy(K)
QU GL(K)

On souhaite déterminer I'expression de la matrideddes les nouvelles bases. NotonsWV). On
a:

(W)e = M(V)e
(W)e = QW)
(V)e=P(Vk
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0 (W)= QMP(V).

Ainsi, la matricedef dansla nouvellebaseestM' = Q'MP. (On vérifierala possibilitéd'effectuerun
tel produit). Les matrices M et M’ sont dites équivalentes.

Dansle casd'un endomorphismeu I'on effectuele mémechangementle baseP dansle méme
espacale départet d'arrivée,la formule seréduita M' = P"'MP. Les matricesM et M' sontdites
semblables.

PROPQOSITION :

Soit M, élémentde M, (K) une matrice de rang r. Alors M estde la forme UJ,V, avecU et V
carrée inversible et;,Ja matrice par bloc définie par :

_ gl O
Y=H5, onF
ou | est la matrice identité de dimensiQrO, la matrice nulle a ligne etp— colonnes, @la matrice
nulle an— lignes et colonnes, @la matrice nulle & lignes efp— colonnes.

Démonstration

On considéregueM estassocié& uneapplicationlinéairef d'unespacevectoriel E de dimensionp
dans un espace vectorketle dimensionn dansdesbasesionnéegon peutprendrepar exempleE =
K" et F = K" munisdesbasesanoniques)On construitalorsunebase(ey, ..., &) deE et (¢4, €, ...

€n) de F dans lesquelles la matricef @st donnée par la matrice ci-dessus, a savoir :

f(e) =€, f(&) =&, ....f(&) =€, f(e+1) =0, ...,f(e) =0
Onremarquegue,d'apréde théorémedu rang,dim Kerf = p —r. On choisitdonce.y, ..., & basede
Kerf, quel'on compléeteeney, ..., &, €4, ..., & basede E. On poseg; = f(ey), ..., & = f(e). Dansla
démonstratiorlu théorémedu rang,nousavonsmontréque cettefamille constitueune basede Imf.
Onla completeeney, ..., &, &+, ..., €, basede F. U etV sontalorsles matricesde changementle
bases ainsi définies.

Cela signifie que ce qui caractériseune applicationlinéaire, c'estson rang. On peut classifierles
applicationdinéairesau moyende leur rang.Parexemplejl existetrois typesd‘applicationdinéaires
d'un espacevectoriel de dimension3 dans un espacevectoriel de dimension2, a savoir, les
applications dont la matrice est, dans des bases bien choisies :

00 00 00
00 00 10
COROLLAIRE :
rg'A = rgA
Démonstration

Soit A de rang. Alors A est équivalente a définieplushaut.Doncil existeP, élémentde G L(K)
et Q élément d€; L,(K) tels que :

A=QP
|:| tA - t(Q_l\](P) :tF)t\](tQ_l
O ‘A est équivalente J

et il est clair que rg} =r.
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4- Annexe : composition des vitesses et des accélérations

Dérivation relativement a une base

La présentationci-dessousn'est pas la plus courante, mais fait le lien avec les formules de
changement de base.

Soit E un espaceuclidienorientéde dimension3 muni de deuxbasesrthonorméeslirectes ey, e,

6s) et (&1, £, €3). Cesdeux basessont susceptiblesle varier au coursdu temps.ll estd'usagede
considéreunebasefixe (la premiére)et unebasevariable(la deuxieme)maisnousnousy refusons,
car la seulechosequi importe, c'estla relation d'une basepar rapport a l'autre. La matrice de
changementle baseP, (ou soninverseP,,) seradoncunematricedépendantdu tempst sansquela

connaissancele cette matrice puisseen aucunefacon définir s'il y a une basefixe ou non. Le

caractéerevariablede la matricede passagexprimeseulementommentunebasevarie par rapporta
l'autre.

Considérongmaintenantla relation de changementle base (U). = P«(U),, ou U est un vecteur
dépendantui aussidu temps.(U). sont les composantesle U dansla base(g). (U). sontles
composantede U dansla base(g). Cescomposantedépendantesllesaussidu temps.Dérivonsla
relation de changement de base. On obtient, en notant P pour akyéger P
d(U)e _ pd(U): , dP
d& -7 a T Uk

[ Interprétons cette égalité. Considérg%%le. SiU = X6 + X6 + X363 aVecxy, Xz, X3 dépendant du

1 l'
temps,alors (U)e = %ﬂz% et%%ie = 2'% Cescomposanteseprésententin vecteurdansla base

(e), a savoix;'e; + x)'e; + X3'e3. IL NE S'AGIT PASDE LA DERIVEE DE U, puisquela dérivéede

U ferait intervenir les dérivéesdes vecteurse. Or, on s'estcontentéde dériver les composantes.
Nous dirons qu'il s'agit de la dérivéeldgpar rapport a lbase(e). Elle correspond la dérivéede U
pour un observateur lié a la basgdt qui observe I'évolution d¢ dans cette base. Nous la noterons
U'|o.

[0 De méme,g((%k représentedansla base(€) lescomposantede la dérivéede U parrapporta la

base(g), notéeU ' | . Quanta P Q((%k en vertu de la formule de changementle base ce sontles

composantes, dans la basgedette fois-ci, du méme vecteur |.

[0 Restela derniérepartie,?j—lta (V) = ((jj_lt:) P (U).. Dansla base(e), il s'agitdescomposantesle
I'image del par une application linéaie de matrice?j—lt:) P La relation trouvée s'écrit donc :

U'lg =U"[g + P(V)

[0 Etudions de plus pres I'endomorphisme®. P, matrice de changementde base d'une base
orthonormée directe a une autre, est une matrice de rotation, et vérifie :
P x 'P = | (cf le chapitr&spaces euclidierdans le fichier ESPEUCL), ou encde= P*
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En dérivant cette relation, on obtient :
Px'P+Px'P'=0
O P'x'P=-PxP' =-(P'x'P)

0-—<b
Ainsi, P'x 'P (ou P'P?), matricede ®, estantisymétriquedoncde la forme E—Cb 0 —ag Si on note
ao

Q le vecteur de composan\%Edans la base), on a®(U) =Q OU. Ainsi :

U'lg=U"lp+Q0OU
Q s'appellevecteurinstantanéle rotationde la base(€) parrapportala base(e). Il dépendui aussi

dd_ftz ley, ceque nousabrégeronsendd—gt2 étant

entendu que cette dérivée sera calculée relativement a I'une ou l'autre base et pas a une troisieme.

du temps. Par contre, puisgQe1Q = 0, on add—gt2 le =

Composition des vitesses

Les considérationgjui précédentsont largementutiliséesen cinématique.Soit (O, e, &, &) et
(O, &4, &, €3) deuxreperesaffinesorthonormédglirectsd'un espaceffine de dimension3, tousdeux
dépendantsiu temps.Soit M un point variablede cet espacelUn observateutié a (O, e, &, &)

verrasedéplacete point M danssonréférentiel,avecunevitesseV |g = d(g—tM le- Un observateur

lie a (O, &1, €, €) verra se déplacerle méme point M dans son référentiel avec une vitesse

Vg = d(()jt le- On cherchde rapportentrecesdeuxvitessesOn appliquele résultatqui précede-
dessus aved = OM.
Vie = dOM ey + Q OOM
:d(()th o + dOO lo +Q DOM

=V e +—— d |(s) +Q [JOM

Le vectewd(a—to ley + Q JOM serait la vitesse dans le référentiel €0 &, €;) d'unpoint coincidant

avec M a l'instant considénmdaisfixe dans(O', €1, &, €3). Onl'appellevitessed'entrainemende M a
I'instant considéré. On peut I'écrire également sous la forme :

Vons = doo' o +Q 0JOM = doo' o +Q 000 +Q 0OM = doo'

|(e)+Q O™

La formule de composmon des V|tesses s'écrit donc :
\% |(e) =V |(s) + Ventr.

Composition des accélérations
En dérivant la relation de compositionsdes vitesses,on fait apparaitreles accélérationsde M

relativement a chaque repere, a sasqi = d—\(/jtk@ le etale = d—\(/jtkﬂ le)-On obtient :
ale = _|u ke

:a (V | + Ver) lo
-13-



dV |g dv
el CHE e

e —m— ———

aV | d,doo .
Mo+ 0 0v iy + 28 |y +2 DOM) I
d’00" dQ — . dO'™M
=a |y +Q OV g +T|‘e) iy OO'M +Q DT ke
d’00" dQ — . dOo'M :
=aly+Q 0OV |(s)+qz—|<e)+a OO'M +Q [ o ke + Q OO'M)
d’00" dQ

=a |(€) +2Q 0V |(€) +T|(e) +E O0O'M +Q D(Q DO'M)

Si on considéreun point fixe dansle référentiel (O, €1, €,, €3), coincidantavec M a l'instant
considéré,sa vitesse et son acceélérationdans ce référentiel seraientnulles, de sorte que son
accélérationdansle référentiel (O, e, e, e) seraitégaleau vecteursuivant, appeléaccélération
d'entrainement :
d00', . dQ : :

aentr.:T |(e) +E |(e) OO'M +Q [0(Q OO'M)
Il reste enfin un terme supplémentaire, a sav@rr2V |, qualifié d'accélération de Coriobs,,.
La formule de composition des accélérations s'écrit donc :

a |(e) =a |(s) + 8entr. + Acor.

EXEMPLE:
- . , o s . =Vt . V
Considérons une spirale d'Archimede d'équation p l e s soitp :66.
y
@) X "

Il s'agitde la trajectoiredansle repeéreOxy d'un point M se déplacant vitesseconstante/ surune
droite passant par O, qui elle-méme tourne a vitesse constantutieur de O. Dans un repere lié a
la droite, on voit ce point s'éloignera la vitesseconstantevV de O, et donc avecune accélération

o, Dans| SreO rai | it it gcos(ux)—Vo\Isin(ux) E Cett
nulle. Dansle repéreOxy au contraire,on le voit avecune vitesse sin(ox) + Voxcose) ette

. . cos@) g . . R .
vitessepeutsedécomposeenla sommedev = Vsin(ot) a vitessedu point parrapporta la droite,

-14-
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Vatsin(ut)
Vutcos ()
orthogonale au plan et portawtpour effectuer le produit vectoriel).
Quant a l'accélération de M dangyQelle vaut :

et de @z w [1 OM, vitesse d'entrainemenion rajoute une troisieme direction

2uVsin(ut) — Vartcos@) [ M- 2wVsin(ut) Vurtcos )
ﬁZchos(ux) — VuStsin(ut) @_ ﬁLZchos(ux) @Jr @: Vaftsin(t) @
= oV - o OM
accélération de accélération
Coriolis d'entrainement
centripéte

V : Résolution de systemes

1- Méthode de Gauss

Cetteméthoderessemblex celle utilisée pour le calcul du rang d'un systéemede vecteurs; soit un
systeme :
11Xy X t ..t apX, = bl
m:’a21xz +agXo + .t aypX = b2

[Mawx, +awe + ... + AnpXp = b
Sitouslesa;; sontnuls,alorsx; n'intervientpaset on passea la deuxiemecolonne.Sil'un desa;; est
non nul, par exempla;;, on remplace, pouri <n, laligne L par Li' = a;1L; —&L1. On obtient un
nouveau systeme :

D:Dallxl tapX .t agpX = bl

D:D 322'X2+...+azp'Xp:b2'

10 a2 X2 + ...+ anp Xp = by
etoniterele procédésurlesn-1 derniéredignes.Ce systemeestéquivalentau précedentEn effet,
connaissant Let Ly, il est possible de reconstituer;lon remarquera pour ceda'il estessentietjue
a;1 Soit non nul.

EXEMPLE:
2x+4y—z+t=2
Mx—2y+3z-t=1
fx+y+Yz+%t=0
2X+4y—z+t =2
P D]]8y—52+3t:0 L1—2L2—> L2
foy—2z =2 L;-2Ls - Ls

XxX=—-z+1/3
fy=z+1

Ce systeme admet une infinité de solution.

2— Rang d'un systeme

C'estle rangr de la matrice des coefficientsA = (g;). Le systémepeut s'interpréterde la fagon
suivante.Soitf : R - R" de matrice A. Soit B le vecteurde composantegby, ..., b)) etV le
vecteur de composantes,(...,X%). Le systéme est équivalent a trouver V tel i@ = B.
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Onvoit quel'existencedessolutionsestlié aufait que B appartient I'imageou non. En particulier,
sir =n (rang égal au nombre d'équations), afast surjective et il y a toujours une solution.

L'unicité dela solution, si elle existe,estliée a l'injectivité de f, donca sonnoyau.La dimensiondu
noyauest, d'apresle théoremedu rang, égala p—. En particulier,si p = r (rang égal au nombre
d'inconnues), il y a unicité de la solution, si elle existe.

Le casr = n = p (autantd'inconnuesgue d'équationsce nombreétant égal au rang) permetde
conclurea I'existenceet a I'unicité de la solution.On dit quele systemesstde Cramer.On voit gu'il
ne suffit pasd'avoirn = p pour conclureainsi. Le rangdu systemegoue un réle essentielr = n=p
signifie qu'on dispose d'une matrice carrée inversible, dontegidijective.

Dans le cas générald'un systemede rang r homogene(dont les secondsmembressont nuls),
l'ensembladessolutionsestun sous-espaceectorielde dimensionp—. Il s'agitdu noyaudef. Dans
la pratique, la méthode de Gauss conduaitraéquations du type 0 = 0. On les élimine du systeme.

EXEMPLE:
H2x+y-z=0
Ox+3y+z=0
Bax+7y+z=0

gx+3y+z=0 L, - L,
-  [OBy+3z=0 2L,-L; - L,
Hoy+3z=0 4L,-Ls - Ls

Ox = 47/5
- oy =-3z/5

Dans le cas d'un systeme avec second membre de srig)appartient a Ifnon obtient laaussin—
équationgdu type 0 = 0. Le systemeestdit compatible.Par contre,si B n'appartienpasa Imf, la
méthode du pivot de Gauss conduit a des équations incompatibtgpe 0 = 1.Danscecas,il n'y a
pas de solution.

EXEMPLE:
H2x+y-z=1
Ox+3y+z=3
Bax+7y+z=7

EX+3y+Z:3 L, - L3
-  [OBy+3z=5 2L,-L; - L,
Hey+3z=5 4L,—Ls - Ls
Hx:4ﬂ5
oy =-3z/5+1

Mais :
H2x+y-z=1
Ox+3y+z=3
Bax+ 7y +z=-1
EX+3y+Z:3 L, - L3
o U5y+3z=5 2L,-L; - L,
Hoy+3z=7 4L,-Ls - Ls
-16-



L, et Ls sont incompatibles (5 = 7). Il n'y a pas de solution.

3— Ensemble des solutions

On cherchedoncarésoudre(V) = B. Si B n‘appartienpasa Imf, 'ensembledessolutionsestvide.
Si B appartienta Imf, soit Vo un antécédenparticulier de B. On vérifie alors facilementque
I'ensembledes solutionsest de la forme {V, + W | W O Kerf}. Ainsi, la solution généralede
I'équationavec secondmembres'obtienten ajoutantune solution particuliere de I'équationavec
second membre a la solution générale de I'équation homogéne.

Unepartied'unespacevectorielE delaforme{V, + W | W [0 F} avecF sous-espaceectorielde E
s'appelle sous-espace affine de E passantqde direction F.

EXEMPLE:
aiXy + ... + a%, = 0 avecl'un desa; non nul estl'équationd'un hyperplanvectorielde R", sous-

espace vectoriel de dimensionl.
a;X; + ... +ax, = b est I'équation d'un hyperplan affine.

4— Inversion de matrices

Nousavonsdéjadonnéuneméthodepour inverserunematriceM, a savoirla résolutiondu systeme
Y = MX. Envoici unedeuxiéme Considéronsine matriceA n x n constituéedescolonnesC,, C,,
..., G.. On vérifiera que :

O Multiplier laj°™ colonne de A pak est équivalent & multiplier A & droite par la matrice :

!

0..A...0 H j (matrice de dilatation)

o .. 1
[0 Retrancher la colonne& la colonng est équivalent a multiplier A a droite par la matrice :

-17 -



Ainsi, toutesles opérationslémentairesur les colonnesde A sontéquivalentesa desproduitsde
matricesa droitede A. (On vérifieraqueles produitsa gauchedonneles opération€lémentairesur
leslignesde A). On peutalorsinverserune matricede la fagon suivante: on choisit une fois pour
toutesd'effectuerles mémesopérationssur les lignes,ou (strictement)sur les colonnesget cecia la
fois surA et surla matriceldentité.Celarevienta multiplier A etl parla mémematriceB. En cours
de calcul, on dispos#esmatricesAB et IB = B. Sil'on parvientfinalementa AC et IC avecAC =1,
alors nécessairement IC = C ='A

4 -1
EXEMPLEL : Calculer l'inverse d% -2 3

11/ZH
%4—15 %OO
-2 3 10
1 1/2 OlH

C - 2C -G
C - C+2G

00 21

Lol Bl
C 4G -7G

00 1 2 -10

Lol Bzl

C-CG-G
%OO %2—10
40 -8 7
OlH -8 SH
C - Cl4
%OO %3—10
10 -2 7
OlH -2 SH
C-C-G-G2

%O 0 4 3 -10
10 ~5/2-2 7
OlH H—S -2 8 H
4 3 -10
Donc la matrice inverse vaE‘rSIZ -2 7
-3 -2 8 H
09 1H
EXEMPLE?2 : Calculer l'inverse dg9 105
15 QH
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HlOQl 00

9 105 10
Hl 5 9H OlH
C; - 10G-9G
G - 10G-G
HlO 00 -9-1

9 1941 10 0
Hl 418QH 0 1OH

C; -« —41G +19G
H].O 00 -9-350

9190 10-410
Hl 41 1OH 0 190 H
Cs ~ G410
HlO 00 -9-35
9 190 1041
Hl 41 1H 0 19 H
G - G -41G
HlO 00 -1444-35
9 190 1691 -41
Hl 0 1H —779 1QH
C, - GJ19
HlO 00 —76-35

910 89 41

Hl OlH -41 1QH

Ci « (C.—9G - G)/10
% 00 65 —76-35
10 | 76 89 —41

o1  H3s -41 19

65 —76-35
Donc la matrice inverse vaEfm 89 41
35 -41 19 H

e

00..
00..

0
1
EXEMPLES : Soit A la matrice=.. .
11 ..
[h 1

0
0
10
11

I
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On obtient directementa matricel au moyendesopérationsC; — C; — Ci,1. En appliquantles

1000..0
L] 110 0.. O%
mémes régles sur |, on obtiert'Aa savoi%..
00..-11 dl

Mo oo..-1

Annexe : utilisation des matrices en physique
Toutes ces utilisations ne font pas nécessairement partie du programme de CPGE de physique.

1- Matrice d'inertie
SoitM un point de massanm sedéplacant la vitesseV parrapporta un référentielet O un point de
ce reférentiel. On appelle moment cinétique de M par rapport a O le vecteur :

Lo=OMOmV
L'intérét du momentcinétiquetient dansle fait que sa dérivéeest égaleaux momentsdesforces
appliquéesn M par rapporta O (y comprisles forcesd'inertie si le référentieln’estpasgaliléen),
lorsque O est fixe dans le référentiel considéré.

Supposongiue M effectueun mouvementde rotation autourd'un axe passanpar O. La vitesseV
estalorsdela formeV = w1 OM, ou westun vecteurappelévecteurinstantanéle rotation. L'axe
(O, est I'axe de rotation. On a alors :

Lo=mOM [ (w1 O0M)

Onintroduit alorsun opérateurappeléopérateurd’inertie,qui, a tout vecteuru, associde vecteur
J(u) =mOM O (u OOM) = m OM?°u — m <u,OM> OM = m (OM O u) O OM, de sorte que
Lo = J((l)

En ce qui concerne un solide, on opére de méme en sommant au moyen d'une intégrale triple sur tous
les points du solide. L'opérateur d'inertie prend alors la forme :

J(u) = J&ﬂ] OM O (u O OM) dm

:&HEJE OM?u —<u,0M> OM dm
\Y

J est clairementlinéaire et est donc représent@ar une matrice 3 x 3 dont on montre gu'elle est
A -F -E

symétrique. La matrice dks'écrit don%ﬂ: B -Dravec :
E-D C H

A =<J(i),i>= OM? — (i.OM)? dm = (y*+7) dm, moment d'inertie par rapport a l'axeijO,
JHv JHv

B= &ﬂj (>x*+7) dm, moment d'inertie par rapport a l'axejjo,

v
C-= &ﬂj (¢+y?) dm, moment d'inertie par rapport a l'axeKpD,

v

=—-<(k),j> = &ﬂj yz dm, quantité appelée produit d'inertie.
v
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E= xzdm
J v

F Xy dm
J v

Etantsymétriquepon montrequ'elleestdiagonalisablelansun repereorthonormédont les axessont
appelés axes principaux d'inertie. (cf le fichier PREHILB.PDF dans le chapitre Espaces
préhilbertiensdu cours de deuxieme année pour plus de détails).

2— Réseaux de conducteurs électriques

On considéreun réseauélectriqueformé de n mailles. On attribue a chaquemaille un courant
électriquedit courantde maille (ou courantde Maxwell). Il y a doncn courantsde maille I4, ..., I,.
Le courantobservédansun conducteurcommuna plusieursmailles estla sommealgébriquedes
courantsdesmaillesauxquelles| appartientSi chaquemaille disposed'uneforce électromotriceE,,
..., B, alors on dispose d'une relation matricielle :

(B) = (R)()
ou R estunematricen x n. Dansle casde maillesextérieuredes unesaux autres,toutesorientées
dans le méme sens (par exemple le sens trigonométrique), on montre que :
O R; est la somme des résistances totales de la maille
[0 R; est 'opposé de la somme des résistances communes auxinedjlies
En particulier, cette matrice est symétrique.Pour connaitreles intensitésconnaissantes forces
électromotrices, il suffit d'inverser la matrice R.

3— Quadripdles
On consideére le systéme électrique suivant, appelé quadripdle :

l1 I2

— —
A A
Uy Uz

Le cadrecontientun résealglectriquepurementpassif.Dansce cas,les courantd; et |, dépendent
linéairemente U; et U,. En effet, on peutles considérecommeles courantsdesmaillesextérieures
de sorte que l'on a:

: 0% 0
‘RO "0
00 000

avec(R)™ inversede la matrice (R) définie au paragrapherécédentLe signede U, provientde
I'orientation positive choisie pour U, ici, en senscontrairedu courant.(R)™ est symétrique.On
obtient donc, en introduisant le signe de €dns la matrice :

ERE e e

(Si le réseau n'est pas passif, la dépendance est affine.)

On en déduit une expression :
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donton peutvérifier, enl'exprimanta partir de a, b, ¢ quele déterminanestégala 1. La derniére
matrice utilisée s'appellematrice de transfert.Cette dispositionpermetle calcul aiséd'une suite de
guadriplles en séries. Il apparait alors un produit de matrices.

4— Electrostatique
On consideren conducteur®lectriguesde chargeQs, Qz, ..., Q.. Cesconducteursontportésaux

potentielsVi, V,, ..., V.. L'expérienceprouve que la dépendancales chargesen fonction des
potentiels est linéaire, et donc qu'il existe une matrice (C) telle que :
(Q) = (C)(V)

ou (Q) est la matrice colonne de composantext (/) la matrice colonne de composantes V

Les élémentgdiagonauxvalentC;;, capacitédu conducteui, en présencalesautresconducteurset
sont positifs. Les éléments,@ouri différent dgj, s'appellentoefficientd’influencedu conducteur
sur le conducteyr lls sont négatifs. Cette matrice est gdleurssymeétrique Cettepropriétérepose
sur le principe de conservationde I'énergie.En effet, on montre que, si I'on charged'abordle
conducteurj d'une charge Q;, puis le conducteuri d'une chargeQ, I'énergie nécessairevaut

(CHiQi* + (CHQQ + 1 (Ch;Q% Si I'on commenced'abordpar le conducteuri puis par le
2

conducteurj, I'énergievaut (C);Qi* + (C;QQi + % (Ch;Q% Onadonc(C?; = (CY;. La

matrice C* et donc la matrice C est symétrique.Indiquons enfin que I'énergie électrostatique
nécessaire pour charger les conducteark charge Qraut :

E =%‘Q C'Q ou Q est la matrice colonne de composantes Q

_L
2

_1,
_2 QV

V CV ouV estla matrice colonne de composantes V

5—- Inductance mutuelle
De méme,considérons circuits électriquesparcouruspar les courantsl;. lls créentun champ
magnétiqudd dont le flux a travers le circuitest®;. On a une relation du type :

(@) = (L)1)
ou (®) estle vecteurcolonnedont les composantesont ®; et (I) le vecteurcolonnedont les
composantes sont (L) est une matrice carréex n de terme général;lavec :
[ L inductance propre du circuit
[0 L inductance mutuelle du circuisur le circuif.
Cette matrice est elle aussisymétrique.L'énergie magnétostatiquelu systémes'exprimesous la
forme :

1,
E—ZCDI

1,
—2ILI

_li
=5 oL P
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6— Polarisation

Considérongin corps,parexemple un cristal plongédansun champélectriqueE. Lesatomesde ce
corpssubissenen généralune polarisation.l enrésulteune polarisationglobaleP, qui n‘estpasen
général colinéaire B. Il existe une transformation linéaire M telle que :
P=ME

En considérant'énergienécessair@ une polarisationd'abordsuivantl'axe desx, puis suivantl'axe
desy, ou d'abordsuivantl'axe desy puis suivantl'axe desx, on peutmontrerla aussique M est
symétriqueLe fait qu'unematricesymétriquesoit diagonalisablelansune baseorthonorméssignifie
gu'il existetrois directionsde polarisationprivilégiée,pour lesquellesP estcolinéairea E. L'énergie

de polarisation e%‘E.M.E

7— Optigue matricielle

On définit en chaquepoint de I'axe optiquele couple(y,u) ou y estla distancedu rayona l'axeet u
I'angle du rayon lumineux et de l'axe.

Entredeuxpoints,on a unetransformatiorinéairede (y,u) en(y',u’), obtenueen confondant, sinu
et taru (autremendit, on considéreque la directiondu rayonlumineuxesttrés prochede celle de
I'axe [approximationde Gauss]) La matricede cettetransformatiorestdite matricede transfert.Par
exemple, les matrices sont :
[0 milieu transparent de longueur LU est invariant, maig augmente del
L
b b

[ dioptre sphériquede rayon R, du milieu d'indice n au milieu d'indicen’ : y estinvariant, maisle

rayon change de direction :
1 0
E’n—n') n
nN'R n'H

[ dioptre plan, du milieu d'indiceau milieu d'indicen’ : idem

H oH

n

agitls
obtenu comme cas particulier du dioptre shérique lorsque R tend vers l'infini.
[0 miroir sphérique de rayon R : idem

0%, °F
2

Hr
obtenu comme cas particulier du dioptre shérique lorsgaen.
[0 miroir plan : idem
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obtenu comme cas particulier du dioptre plan, lorstjeen, ou du miroir sphériqudorsqueR tend
vers ['infini.

Disposersuccessivememiusieursdioptresou miroirs séparéses unsdesautresrevienta construire
un systeme optique dont la matrice est le produit des matrices de ses €léments.

Deux planssontconjuguédorsquey = 0 corresponda y' = 0 et ceci, quel que soit u. Celasignifie
gu'unobjetdisposésurl'axe dansle premierplan aurasonimagesur I'axe dansle secondplan.On a

. : . . 0 ,
alors nécessairemeat, = 0. Sila matrlceestﬁ c% onay = ay desortequea estl'agrandissement

transversalSiy = 0, ona u' = cu et ¢ estl'agrandissemerdngulaire Les plansconjuguéssontdits
principaux lorsque l'agrandissement vaut 1.

Le foyer objetestatteintlorsqueay, = 0, le foyerimage,lorsquea;; = 0. Dansle premiercas,y = 0
O u' = 0, autremendit lesrayonsissusd'un objet placésur I'axe au foyer objet ressorteparallelea
I'axe. Dansle secondcas,u = 0 O y' = 0, autrementdit desrayonsincidentsparallelesa I'axe se

0o A
concentre sur l'axe au foyer image. La matrice entre les deux foyer%@gt 0 H
f 1

8— Transformation de Lorentz

En relativité restreinte, on suppose qu'un repere O' se déplace a laWipzssapporta O. Alors le
quadrivecteur(x',y,Z,ct) se déduit du quadrivecteur(x,y,z,ct) par une tranformationlinéaire. En
particulier, si les axes sont alignés, et si le déplacement se fait sux/amt &:

M—— -7

M1y «1-y [
ouy= % c vitessede la lumiere.De méme le quadrivecteurmpulsion-energi€P, %) setransforme
R . 1 E_ 1
avec le méme opérateur, alRe —— myV etE = myC

N

On transformede mémeles quadrivecteurslensitéde courant(J, cp) ou le quadrivecteupotentiel
d

A, ).

(A )
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