© 2003 - Gérard Lavau - http://perso.wanadoo.fr/lavau/index.htm

Vousaveztouteliberté pourtéléchargerimprimer, photocopierce courset le diffuser gratuitementToutediffusion a
titre onéreux ou utilisation commerciale est interdite sans accord de l'auteur.

Si vous étesle gestionnaired'un site sur Internet,vous avezle droit de créerun lien de votre site vers mon site, a
condition que ce lien soit accessible libremetgratuitementVous ne pouvezpastéléchargetesfichiersde monsite
pour les installer sur le vétre.

DETERMINANTS

PLAN

| : Définition
1) Déterminant<22
2) Forme multilinéaire alternée
3) Déterminantx33
4) Déterminantx n

Il : Calcul des déterminants :
1) Déterminant d'une matrice diagonale
2) Déterminant d'une matrice triangulaire
3) Déterminant de la transposée d'une matrice
4) Déterminant par blocs diagonaux
5) Développement par rapport a une colonne
6) Exemples de calculs
7) Déterminant d'un produit de matrices
8) Déterminant de l'inverse d'une matrice
9) Influence d'un changement de base

Il : Applications des déterminants
1) Critere d'indépendance
2) Formules de Cramer
3) Inverse d'une matrice
4) Base directe et indirecte

Le corpsK de référenceconsidéréest un sous—corpgle € (ou plus généralementyn corps)de
caractéristique nulle. Il s'agit le plus souveniRdeu C eux—mémes.

| : Définition
1-Déterminant 2x 2
On cherche a quelle condition deux vecteurKﬂ%@etﬁ.%mnt linéairement dépendants.

Si, par exempl%@est non nul, il exista tel que :

a=Aa

b=Ab'
D'ou, enéliminantA, ab' — ba = 0. Inversementsi cetteconditionestréalisée avecpar exemplea
non nul, on obtient :

a —aala

b'=b.ala
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- o . : aa ,
On reconnait dans la quant#B —ba’ le déterminant des deux vecteurs, r@m&eﬁ E déjaintrooduit
dans le chapitr&éométrie €élémentairgu’'on trouvera dans le fichier GEOMELEM.PDF.

. . . a
On parle aussi de déterminant de la ma@%%

Les propriétés de I'application déterminant définie par (V-VDet(V,V') sont les suivantes :
i) Cette application est linéaire en V (V' fixé) et en V' (V fixé). Elle est dite bilinéaire.
i) Det(V,V") = — Det(V',V). Elle est dite alternée ou antisymétrique.

2— Forme multilinéaire alternée
Début de partie réservée aux MPSI
a) Considérons un espace vectoriel E sur un dérpR ouC, et uneapplicationd de E" dansk.
Cetteapplicationestdite multilinéairesi, pourtout Vi, Va, ..., Vi_y, Vis, ... Vi, l'applicationportant
sur lai®™® composante \est linéaire ;

DP(Vy,...,AV,.., Vi) =AD(V ..., Vi,...,. Vo)

dVy,...,.Vi + Vi',...,.Vh) =O(Vy,...,.\Vi,...,. Vo)) + D(Vy,...,.Vi',... V)

Ainsi le produit scalaireestbilinéaire.Le produitde n réelsest multilinéaire. Plus généralemente
produit de n formes linéaires sur un espacevectoriel est une forme n-linéaire. En fait, la
multilinéarité permet de développer une expression comme un produit.

On fera bien la différence entre application linéaire et multilinéaire. Dans le premier cas :
CD()\Vl, )\Vz, ,)\Vn) :)\CD(Vl, V2, . Vn)
PNVL+ Ve, ., V+ VL W VY) =0V, L Y, W) T
PV, LMV W)
alors que dans le second :
CD()\Vl, )\Vz, ,)\Vn) :}\n q)(Vl, V2, . Vn)
PNVL+ Ve, ., V+ Vo W+ V) =3 O(Wy, o, W, W)
la somme étant prise sur tout les W,d&crivant le couple (VVi'). Il y a 2' termes dans la somme.

b) Cette méme applicatiah est dite alternée ou antisymeétrique si :
Oi#j, &(...,Vi,...,V,...) = =P(..., V..., V,..)
les autres variables restant égales.

PROPOSITION :

Soit® une forme multilinéaired est alternée si et seulement si :
¢("')\/i—11Vl\/i+1l"'l\/J—llvl\/j+11"') = O

pour toute valeur des vecteurs et des indices i et j.

Démonstration

Si @ est alternée, en prenant¥/V; = V dans la définition, on obtient le résultat demandé.

Inversement : Prenons V 5 ¥ V,. En utilisant la multilinéarité, on obtient :
d(...,\Vi,...,.V;,...) + (., V4,00 + 0LV (LYY, ) =0

qui se réduit a®(...,V;,...,V;,...) +@(....V,,...,Vi,...) = 0. Ce qui prouve qu est alternée.

EXEMPLE: Cherchondes formesbilinéairesalternéessur un espacevectoriel de dimension2, de
base ¢, &). Posons C ®(ey, ).
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On a alors :
D(ae +be, a'e; + b'ey) = add(ey, &) +abd(ey, &) +badP(e,, &) + bbd(e;, &)
en utilisant la multilinéarité
0 ®(ae +be, a'e; + b'ey) = Cl@ab —ba)
en utilisant I'alternance.

Ainsi toutes les formes bilinéaires alternées sont proportionnelles au déterminant.

PROPOSITION :
Soito une permutation de n éléments. Alors :
P(Vsa), Vo), - Vom) = €(0) P(V4, Vs, ..., ) oug(o) désigne la signature de

Démonstration

Elle se fait immédiatement par récurrence sur le nombre de transpositions qui compose
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

3— Déterminant 3x 3

Soit (e, &, ) unebased'unespacevectorielde dimension3. Cherchongb(ae, + be, + ce;, a'e; +
b'e, + Ce;, a'e; + b'e, + C'e), avecd trilinéaire alternée. Posons GPXey, &, ). On a alors :
®(ae +be +cey, ae; +b'e, +Ce3, 2" + e, +C'e3) =

abc" d(e,e,6;5) +ab'c’ d(enes,6) +abc’ P(ee1,6) +

ab'c ®(eye3,e) +a'bc Ples,e,e5] +a'b'c Ples,e,e1]
Remarquons maintenant que :

dV,V'\V") = - d(V',V, V") = (V' V'V) = ... (V" V,V)
(Ceci est un cas particulier du résultat montré en 2°, relatif aux permutations).

On peut alors exprimer toutes les quantités en fonction de C. On obtient :
®(ae +be +ce;, ae; +b'e, +Ce3, 2" + e, +C'e3) =
(abc" + ab'c+a'bc —ab'c' —abc' —a'b'c)C
On peut vérifier que la partie entre parenthéseest effectivementtrilinéaire alternée.ll s'agit du
aa a'
déterminant % 3. On le not%b b' b"
ccc'

4— Déterminantn x n

Début de partie réservée aux MPSI
Cherchondesformesn—linéairesalternéesur un espacale dimensionn muni d'unebase(ey, ..., ).

n
On considére vecteurs Y= 5 a; 6. On a:
1=1

®dVy, ..., Vo) =P( iail e, ...,iam e)

2 Aot Bomn P(Es)s -+ Eo(m)
[0}



On ne garde dans la somme de droite que les termes pour le€Gliels,o(n) prennent desaleurs
distinctes)esautresvaleursde ® étantnulles.c estdoncunepermutationrde{1, ..., n}. Lestermes
restant peuvent s'exprimer en fonctiondze,, ...,€,). On arrive a :

D(Vy, ..., Vo) = D &(0) Aoy Bomn P(€y, .., 8) 0O décritS,.

o

Toute formen-linéaire alternée est donc proportionnelle & la forme fondamerjta#€a) as()s. . @omn

g
Cetteexpressiors'appelledéterminantesvecteurs(Vy, ..., V) ou déterminande la matrice (g;).
On peut égalemenparler de déterminantd'un endomorphismegelui—ci étantégal au déterminant
d'une matrice associéedansune basedonnée.Le problemese pose de savoir si ce déterminant
dépend de la base choisie, et sera examiné dans la partie Ill.

On peutvérifier que cetteexpressiorest effectivementn-linéairealternée Voici commenton peut
montrer gu'elle est alternée :

det(Vy, ..., Vo) = > €(0) @y --Bo(n

g

det(Vy, ... Vie1, Vi, Visy, ..., Vicy, Vi, Vi, ..., Vi) secalculeenintervertissantes vecteursV; et V.
On calculela sommede termesde la forme £(0)... ag() ... aq() ... (L€S numerosde ligne sontles
mémesmaison a permutéles numeérosde colonnes)Posong la transpositiorechangeantetj. Le
terme en question s'écrit, en permutant les deux teagpest aq)i :

(o) Aor(1)1- - - Qot(i)i- - Ao()j - - - AoT(M)n
ou encore a €(0T)agy)1. - Bot(i)i- - Bor(j)j- - Bot(n)n
carg(t) = -1.

La sommeestprisepourtoutelesvaleursdel'indice o parcourante groupesymeétriqgue Mais si I'on
changad'indice,enprenantcettefois ot, ot décritégalemente groupesymeétriquegt I'on reconnait
alors le déterminant initial, précédent du signe —. Le déterminant est bien alterné.

La formule proposéen‘est guére pratique. Elle posséden! termes.Nous verrons plus tard des
moyens rapides de calculer cette expression.

all... alnH
Le déterminant se no%
dn1 ... annH
Nous retiendrons que :
PROPOSITION :
Toute forme n—linéair@ alternée dans un espace de dimension n muni asedonnége,,...,8)
estproportionnelleau déterminantdescoefficientsdesvecteursdanscettebase.Le coefficientde
proportionnalité estb(ey, ..., ).
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

Danstoute la suite du chapitre, les étudiantsde PCSl et de PTSI se limiteront au casn = 2 ou
n = 3, lesdémonstrationse faisantpar calcul direct sur les expressiongle cesdéterminantsLes
proposles concernantserontindiquésen bleu. lls sauterontdoncles démonstrationgrévuespour
le cas général et qui ne concernent que les étudiantsRd.



Il : Calcul des déterminants

1- Déterminant d'une matrice diagonale

Dl O...OD
BT
Joo..10

En effet, le seul terme non nul dans la définition du déterminant est obterm pddir
En utilisant la multilinéarité, on en déduit que :

.0..0
E% a..0 |:|
U ag.a
[Jo 0 ..a U
a0 0
0 & 0 =aaas
HO 0 asg

2— Déterminant d'une matrice triangulaire

11 A12 ... Ain

0 axy... &
D 22 o E}: d11822...Ann

Lo o ..a,U
a; ... ...

0 & ...+~ aaas
HO 0 as

En effet, en utilisant ldéfinition du déterminantle seultermede la sommeg(0)ag()1. . 8smyn POUVaNt
étrenonnul estceluipourlequelo(1) =1, 0(2) = 2, ...,0(n) =n. c = Id ete (0) = 1. Le résultatest
identique si la matrice est triangulaire inférieure.

On se ramene a une matrice triangulaire au moyen des techniques suivantes :

i) Multiplier une colonne (ou une ligne) pamultiplie le déterminant par

ii) Remplacer la colonne;\par \f + AV ne change pas la valeur du déterminant.

i) Plus généralementajouter d'autrescolonnesa une colonnedonnéene changepas la
valeur du déterminant.

iv) Si l'une des colonnes ou I'une des lignes est nulle, le déterminant est nul.

v) Si deux colonnes ou deux lignes sont proportionnelles, le déterminant est nul.

vi) Si I'on permute deucolonnes ou deux lignes, le déterminant change de signe.

Exemple
DlZ 13|:| DlOOO @Cz«—CZ—ZQ
2 10 -2 2 52—
D_l 1 -1 1D= D—l 3 0 4LteNn effectuantlCs « C3—C;
(o 1 0 20 0o 1 0 20 fic, - c-3G
1000
DZ 1-5 —8|:|
=[2"1 g 3 4L &neffectuant £ C; et en mettant 2 en facteur
Lo o1 20
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1000
DZ 1OOD

_ EC3<—C3+502
_%_Olgig%n effectuangc4 — C,+8G,
1000
DZ 10 OD 4

=P11 03 o [eneffectuante~ C, —§C3
o 012301

:21x1x3x%:4

3— Déterminant de la transposée d'une matrice

PROPOSITION
det(A) = det(A)

Démonstration
(Faire un calcul direct pour= 2 ou 3
Nous utiliserons la définition du déterminant :

det(A) = > £(0) o). Bnor
g
Le terme général du prod@its). . ans(m) €Staiss). Poson®d = ™. On aai.g = agg en posant(i) =j.
Quandi varie de 1 d, il en est de méme gdleLa somme précédente est donc égale a :
det(A) = z €(0) ag()1. - -Ae(n)n

a
Commee(0) = ¢(0) et qu'a chaque correspond un et se@) on peut écrire :

det(A) = z €(0) ap(1)1.--Ao(n)n
0
qui n'est que l'expressiondu déterminantde A. Ainsi : det(A) = det(A). Cette propriété est
importantecar elle signifie quetout ce que nousdisonsou dironssur les colonnesd'un déterminant
estégalementrai pour les lignes.Parexemple le déterminantest une forme multilinéaire alternée
des lignes qui le composent.

4— Déterminant par blocs diagonaux
Début de partie réservée aux MPSI

. . . A C
Il s'agit de calculer un déterminant de la forme EO_'B E

ou A estunematricecarréep x p, B unematricecarrée(n—p) x (n—p), C unematricep x (n—p) etO
la matrice {—p) x p nulle.

NotonsVy, ..., V, lescolonnesde A, constituéesle p composanteset considérond commeune
fonctionf(Vy, ..., Vp). Il n'estpasdifficile de montrerquef estuneforme p-multilinéairealternéede
V4, ..., Vy). Parexemplemultiplier V; parun scalaireh revientdansD a multiplier par A la colonne
entierei (i.e. la colonneV; de A et les zérossituésen dessous)En utilisant la linéarité de D par
rapport a cette colonne, on peut mektren facteur.
On utilise alors la propriété caractéristique des formes multilinéaires alternées :

f(V, ..., Vp) = det(\, ..., ) f(ey, ...,&)
oue, ...,& est la base canonique K& pour conclure que :
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I, C
D = det(A) 5} g B
avec ) matrice identite.

. R : . . dlpC o
On raisonnede mémesur B, maisen considérantettefois E(S B Ecommeforme (n—p)-linéairedes
lignes de B, de sorte que I'on obtient :

Eg CB:EZ det(B)Eg |SPE

(On utilise les lignesde B et non les colonnescar on a besoinque les n—p vecteursutilisés dansB
soient complétés par des 0 pour montrer le caractére multilinéaire alterné de la fonctioardm8,
on I'a fait pour A avec les colonnes).

gl C L . . . o : . .
Enfin E(S | E: 1 puisqu'il s'agit d'une matrice triangulaire a termes diagonaux égaux a 1.
n—-p

. OAC
On a donc blelﬁo B éz det(A) det(B)
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

5— Développement par rapport a une ligne ou une colonne
Début de partie réservée aux MPSI

n

Considéronget(Vs, ..., Vj, ..., V) ou V; = 5 g; &. On a, utilisant la multilinéarité et le caractére
1=1

alterné du déterminant :

det(Vy, ..., M, ..., V) = det(M, ..., > g &, ..., W)
=1

=}

aij det(Vl, ...,Vj_l, (SH Vj+1, ...,Vn)
1

i
n
E aij det(Vl, ...,Vj_l, (SH Vj+1, ...,Vn)
=1
Dall... -1 0 Adrjel ... |:|
n [Fi—ll--- A-1j-1 0 @_gj41 ... |:|
Fa; —an-. &l ap ..
' Ebi+11--- Qi+1j-1 0 Qsjun ... |:|

Danl... anj-1 0 dnjrl ..



Ij) A1... Agj-1 A+l |:|

Ai—11... Ai—1j-1 A-1j+1 - |:|
(_:U alj .. aljl a|J+l

D) a|+11 al+1J 1 al+1J+l |:|
El) anl--- dnj-1 an,j+1 |:|

en permutant la colonnevec toutes celles qui précedent

|||\|,f|:

Adiz... Qij-1 Aij+1 |:|
1... Agj-1 al,-+1

. O 5
5 (1) (1) 8, =D @i Aots Arpn
i=1 D) a|+11 - Ais1j1 al+1d+1 |:|

El) anl--- dnj-1 an,j+1 |:|

en permutant la lignieavec toutes celles qui précédent
A1... A1 Agj+r ...

Bﬁh a|1,|1a|1,|+1 H

E - Qit1j-1 Ais1jel - H
Busere Bop1 ot -

E (-1)7 &

1ans
en remarquant qu'on avait un déterminant par bloc &t 1) x (n—1)

ai1... alj_l Adrjel ..
Bﬁh aa -1j-1 Qi—1j+1 - H

H" oo Qir1jo1 Qirljtl - H On remarquequil est
an Anj-1 Anj+1 ..

1 ans
constituédeslignesl, 2, ...,i—1,i+1, ... n dela matriceinitiale. Autrementdit, M estobtenua partir

du déterminantnitial en supprimantla colonnej et la ligne i. Ce déterminants'appellemineur du
terme {,j). On a alors :

Notons M; le déterminant(n-1) x (n-1)

det(Vj_, sany Vn) = Z (_1)+J a“ M“
La quantité ¢ = (-1)" M; s'appelle cofacteur du terrrig) de sorte qu'on écrit également :
det(Vj_, e . Vn) = Z a“ C“

Exemple

Dl 2 é 32D HZ—l—ZH 2 3
D—l 1 -1 1 (F11 1 2 -1 -2 = en développant par rapport a la troisieme colonne
DOlOZDHO 2550125
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=(4+2-2-2)—(-2+6-8+2)=
=2+2=4
On choisit évidemment de préférence des colonnes possédant un grand nombre de 0.

Commedet(A) = detA, le calcul peut se faire égalementen considérantes lignes. On développe
suivant une ligne d'une maniere analogue a une colonne.
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

6— Exemples de calculs

Début de partie réservée aux MPSI
Exemple 1 Calculer le déterminant suivant :

nyZ t|:|
137 x y0=D
D—t—zy x U

On développe par rapport a la premiéere colonne :

x—tzH HthH HthH Hyzt

t x = t x-= -tz X—t z
H—zny H—zny H—zny Htx—H
'WV“%G+f+ﬂhvww+t+ﬂ+ﬂ+ZW+@+f+ﬂ4+mM+%+ﬂ+ﬂ

=xX'+y + 7+t + 2007 + X7 + X + Y + V7 + 71D)
=C+y +Z +19)°
Exemple 2 Calculer le déterminant
D 0 1 2. n—lD

1 01 2
D LY LY LY D
h2n3..10 1 0
1n-2.. 1 0
On remarque que la coIonnestbtlent a partir de la colonng Qe la fagon suivante :

mﬂmﬁmdm
0-00-
[ Qdm

[]O
EHIZI
DH 0 O O ;O
D = det(G,...,G) = det(G - G, G~ G, ..., Ga= G, G)

1-1..-1n-1
:E'l_l—l. —1nn:2E

01 1.2 1 0
1 1.1 o O

D=

h

WNRFROPR:

O IZII,IZI
IZIIZI IZI

|:I|:I|:I

= det(G', ....G))



= det(G-C, ..., Gs-Cot\Crt\Gr)

00..-1n1

00..-1 n—ZH

2 0..-1n-3
= M L2 (neny

Egoz 2 H
00..1 O

a—b-c 2a 2a

Exemple 3 Calculer D 2b bca 2b
—H 2c 2 c—a—bH
On ajoute les deux derniéres lignes a la premiéere :

Ha+b+c atb+c atb+c 1 1 1
== 20 bca 2b == (atbtc) 2bbca 2b
H 2c 2c c—a—bH HZC 2c c—a—bH
On retranche la premiére colonne aux autres :
1 0 0
==2b-bca O = (a+b+c)3
HZC 0 -—cab H

Exemple 4 Calculer

+bab 0 0.. O
Eal atb ab 0 ... O E
Dn:Do 1 atbab... 0 0
Oo o .. 0 1a+b]

On développe par rapport a la premiére colonne. On obtient :
D, = (@atb)D,_; —abD,_, suite récurrente linéaire
En utilisant Q = a+b, D, = a®+b+b’ et donc @ =1, on obtient :
sia=b:D,= (n+11)an .
. . _ a.n+ _bn+
siazb:D,= b
Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

7— Déterminant d'un produit de matrices

PROPOSITION
Soient A et B deux matrices carrées. Alors det(AB) = det{&}(B)

Démonstration
(Faire un calcul direct pour= 2 ou 3
ConsidéronsA et B deux matricesn x n. On peut les considérercommeles matricesde deux

reme

endomorphismes d€", f etg. On note &, ..., &) la basecanoniquede K". La j°" colonnede A est
égale &(e) ; celle de B est égaleghe) ; celle de AB est égalefa g(g). La fonction définie par :

PV, ..., Vh) = detf(Vy), ...,f(Vn)
estuneforme n-linéairealternée Elle estdonc proportionnellea det(Vi, ..., V,), le coefficientde
proportionnalité étar®(ey, ...,€,). On a donc :

Dy, ..., Vh) =D(ey, ...,e).det(Vy, ..., V)
- detf(Vy), ....f(Vn) = detf(ey), ...,f(e))).det(V, ..., V)

-10-
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Or detf(ey), ...,f(e)) n'est autre que det(A). Ainsi :
detf(Vy), ...,f(Vn) = det(A).det(\V, ..., V)

Prenons maintenant ¥ g(e). On obtient :

detf(g(er)), ....f(9(en))) = det(A).detg(ey), ...,9(en))
Or detf(g(ey), -...f(g(en))) = det(AB)
et detf(e), ...,g(e))) = det(B)

Ainsi det(AB) = det(A).det(B)

8— Déterminant de l'inverse d'une matrice

PROPOSITION
Soit A une matrice carrée inversible. Alors det(A 1

det(A)

Soit A une matrice inversible. Si I'on applique en particulier ce qui a été groednédemmerda A et
A", on obtient :

det(AA™ = det(A)det(AY
or AA™ =l et det(l) = 1.

1
det(A)

Ainsi det(A") =

Nous montreronsplus loin qu'unematrice estinversiblesi et seulemensi son déterminantestnon
nul. Un sens de l'implication vient donc d'étre montré.

9- Influence d'un changement de base

Soit E un espacevectorielde dimensionn, de baseinitiale (e, ..., €,). Notonsdet, le déterminant
relatif a cette base.Soit une nouvellebase(ey, ..., €,). Notonsdet le déterminantrelatif a cette
nouvelle base. Soit P la matrice de passage de l&Bdsebase. Quelrapporty a—t—il entredet, et

detetP ?

[0 En cequi concerndesvecteuryVy, ..., V). Notons(V,) la colonnedescomposantedesV; dans
la basee et (V;) la matrice des composantes deslahs la base On a : (\) = P(V;). Donc :
det(V) = det(\) = det(P\) = det(P)det(Y) = det(P)detV)

Ainsi le déterminand'unefamille de vecteursdépendde la basechoisie.Parlerde déterminantd'un
systemeade vecteurssansparlerde basede référenceestun non-sensDansK", la basede référence

est par défaut la base canonique.

Le déterminantesteinchangési P esttelle quedet(P)= 1. L'ensembledesmatricesde déterminant
1, muni du produit desmatricesforme un sous—groupelu groupedes matricesinversibles,appelé

groupe spéciab L,(K) (ou groupe unimodulaire).

O En ce qui concerndes endomorphismessoit M la matriceassociée f dansla basee, et N la
matrice associéefadans la base On a :
M = PNP* donc det(M) = det(P)det(N)det{P= det(N)
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Ainsi, le déterminant d'une matrice associé@@ dépend pas delbasechoisie.On peutdoncparler
du déterminant d& sans préciser la base. Les régles vues au 7) et 8) s'énoncent ici :
detf o g) = detf).detQ)

detf™) = delt 5

pourf inversible.

det est un morphismede (L(E),0) (ou M,(K)) dans(K,.). C'estun morphismede groupe de
(GL(E)0) (ou GLy(K)) dans(K*,.). Le noyaude ce morphismen'estautre que le groupedes

endomorphismefu desmatrices)de déterminantl, le groupespéciallinéaire S L(E) (ou SL.(K)
pour les matrices).

[ Interprétation géomeétrigue

Soit donné une base(( ...,e,). Alors le déterminant d'un systemevecteurqV,, ..., V) danscette
bases'interpretecommele volume (algébrique)du parallélépipedal’aréteyVy, ..., V), le volume
unité étantdéfini commecelui du parallélépipédeconstruitselon (e, ..., €,). Le déterminantsera
positif lorsque la base ¢V..., V) aura méme orientation (voir plus bas) que la base.( e,).

\%1

Cetteapplication(Vy, ..., Vn) - volume(V, ..., V) esten effet multilinéaire et alternée Elle est
doncproportionnelleau déterminantValant 1 surla base(e, ..., €,), elle estégaleau déterminant
défini relativement a cette base. Le volume dépend évidemment de I'unité choisie pour le Besurer.
méme, le déterminant d'un systeme de vecteurs dépend de la base dans lequel on le calcule.

Soit maintenantun endomorphismé. Celui-ci transformeun systémede vecteurs(Vy, ..., V,) de
volume det(V) (ou V est la matrice des composantes des.(\W,) dans une base( ...,€,)) enun
systeme deecteurqf(V,), ..., f(Vn)), devolumedet(MV) (ou M estla matricedef dansla base(e;,
..., €)). Onvoit quedetf) = det(M) estle rapportdesdeuxvolumes.Autrementdit, det(M) estle
facteur par lequel est multiplié le premier volume pour obtenir le second volume dans la
transformatiorf. Silesvolumesdépendentle 'unité choisie,il n'enestpasde mémede leur rapport,
qui estintrinsequeaux deux parallélépipédesC'estpourquoile déterminantde f, rapportde deux
volumes, ne dépend pas de la base choisie.

Il : Applications des déterminants

1- Critére d'indépendance
PROPOSITION :

i) Soit E un espacevectoriel de dimensionn muni d'une base (e, &, ..., €,), et soit
(V1, Vs, ..., V) unefamille de n vecteurs. Cesvecteursformentun systemdibre si et seulemensi
detVy, ..., V) est non nul.

i) Soit A une matrice r n. Alors A est inversible si et seulement si det(A) est non nul.
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iii) Soitf unendomorphismd'un espacerectorielE, munid'unebase(e, e, ..., €,). Alorsf
est inversible si et seulement si det(f) est non nul.

Ces trois propriétés sont en faite trois versions du méme théoreme. Prouvons le i).
Démonstration

Si le systemeest libre, alors la matrice formée des coefficientsest une matrice de rang n, donc
inversible,et le déterminantd'unematriceinversibleestnon nul. Réciproquementi le systéemeest

n

lié, alors I'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres ; par exampE,)\VVi. Alors :
1=2

n
det(\V, ..., Vh) = z Ai det(M, Va, ..., Vy)
1=2
et chaque déterminant de la somme de droite est nul, puisapparait deux fois.

Début de partie réservée aux MPSI
EXEMPLE: Condition d'indépendance des vecteurs colonnes suivants :

D 1 1 1 D
D:llz 2222 - ;”2 ]
[] []

Eb'lhl—l azn—l ann—l D
Le déterminantcorrespondans'appelledéterminantde Vandermondg(1735-1796).11 s'agit d'un

polynbmede n variables,dont tous les termessont de degréglobal Kn_—zlm On remarquequ'il se

factorisepar (g — &) puisque,si g = a, il possededeux colonnesidentiques.Or le produit des

(3 — &), i <], estlu-mémeun polynébmede degrégn_Tl)D Il estdonc égal au déterminantde

Vandermondea une constanteprés. Or les deux expressiongossédante terme ayas”...a," ", la

constanteestégalea 1. Ainsi, le déterminanestégala [](a - &). Il estdoncnul si et seulemensi

i<j

existei et] distinctstels quea; = g, autremendit, s'il existedeuxcolonnesidentiques Celadonne
aussi la condition de liaison des vecteurs.

On peutégalemenprocédelparrécurrencesurn enconsidéranguele déterminanestun polynéme
ena, de degré+1. Si lesa; sontdistincts,ce polyndmes'annuleenn—1 racinesdistinctesa, = a, ...,
a, = a1 et se factorise donc pa,(a,)...(a, —an-1), le coefficientdominantétantun Vandermonde
de rang+1.

Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

2— Formules de Cramer
(On se limite a la dimension 2 ou 3 en PCSI)

n
Considéronsin systemede n équationsa n inconnuesy ajx =b;, 1<i < n. Soit A la matricedes
A

coefficients(g;), V le vecteurde composantegx) et B le vecteurde composantegh;). Le systeme
estéquivalenta AX = B. Il admetune solution uniguesi et seulemensi A estinversible,c'est—a—
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dire, si det(A) est non nul. Notons (C;, C,, ..., C,) les colonnesde la matrice A. Que vaut
n

det(G, ...,G1, B, Gy, ..., C;) ? Remplacon®B par ) xCiet utilisonsle fait que le déterminaniest
7

multilinéaire alterné. On obtiertdet(A). On obtient ainsi les formules de Cramer :
det(Q) "'lG—l! B) Ci+l! ---1Cn)

%= det(A)
Exemple En dimension 2, on a :
Qax + by=e
ocx +dy=f
Les solutions sont :
ebQ
X = Of dO _ ed—bf
mabg ad-bc
Hc d B
ba e
_HcfB _af-ce
y= Jabpg ad-bc
Hc d B

Mais en pratique, la méthode de Gauss est plus efficace pour résoudre un systeme.

3— Inverse d'une matrice

Début de partie réservée aux MPSI
Soit A une matricecarrée.NotonsC; le cofacteurdu termea;. La matricede terme général(C;)
s'appelle comatrice de A. La méthode de développement de la cpjmemneet d'écrire :

det(A) =3 a;C;
1=1

n
On se pose la question suivante : go#rj, que vaufy axCj ?

=1
Cettesommeestidentiquea la précédenteynefois quel'on a remplacéestermesa; parlestermes
ak. Il estdoncégalau déterminantd'unematriceobtenuea partir de la matrice A enremplacanta
colonnej parla colonnek (celane modifie pasles cofacteursC;, qui ne dépendenpasde a;). Mais

alors,la nouvellematriceobtenuegpossedaleuxcolonneddentiquesja j etla k. Sondéterminanest
donc nul.

Ainsi : 5 ay Cj = &.det(A) oud, = 1 sik=j
=1

= @ gij
Les considérationprécédentepermettent’'exprimerlinversed'unematricea l'aide descofacteurs.

n
En effet, posonsy; = C;. La matriceB estla transposéele la comatriceet ) by ay Cj = &g det(A).
=1

Cette égalité exprime le fait que BA = det(A) |
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Si det(A) est non nul, A est inversible et soverseestégalea la transposééela comatrice divisée
par le déterminantde A. Cette méthoden'estcependanpasia plus rapide pour calculerlinverse
d'une matrice.

_ . \ bt saale sl Hd P
EXEMPLE: pour une matrice 22, l'inverse dﬁ d%GSt égale ad—bcﬁ-c a%

Fin de la partie réservée aux MPSI. Retour a la partie commune MPSI, PCSI, PTSI.

4— Base directe et indirecte
Dans cette partid{ = R.. On pourra réfléchir aux questions suivantes :

— Quelle différence entre une droite et un axe ?

— Dans le plan, comment est défini le sens trigopnométrique ?

— Quels sont les repéres usuels utilisés pour les écrans d'ordinateurs (n° de lignes et de colonnes) ?
— Dans l'espace de dimension 3, comment est défini géométriguement le produit vectoriel ?

— Comment est fait un tire—bouchon ?

— Quelsenspossedeettephrase(lue dansla revuePour La Sciencg ? "La plupartdescometesse
déplacent dans le sens trigonométrique par rapport au soleil."

— Comment distingue—t—on la gauche de la droite ?

On remarquerajue, pour I'ensemblede ces questionsune conventionarbitraire a éte choisie, et
gu'uneautreconvention,et une seuleautre, auraitpu étre préférée.On dira qu'il y a deuxfacons
différentes d'orienter le plan ou I'espace. Cette situation est générale.

Considéronsin espacerectorielde dimensionn, (n = 2 ou 3 en PCSI) muni d'unebasearbitraire
(e, ..., &). Soit (g4, ...,€,) uneautrebase.La matrice de passage® de e a € estinversible.Son
déterminanestnon nul. Ou biendet(P)> 0 et nousdirons que les deux basesdéfinissenia méme
orientation de I'espace,ou bien det(P) < 0, et nous dirons que les deux basesdéfinissentdes
orientations différentes de I'espace.

Il 'y a que deux orientations possibles. En effet, spiife base ) et €") deux autres baseyant
une orientationdifférentede celle de (e). Montronsque (€) et (€') ont mémeorientation.On a en
mdet(Re) <0

effetl jet(p) <0 O det(Ree) = det(RiPee) > 0

Le choix (arbitraire)d'unede cesdeux orientationsdéfinit une orientationde I'espacede dimension
n. Les basesde cette classesont dites directes,les basesde I'autre classesont dites indirectes.ll
n'‘existe aucun moyen de privilégier une base par rapport a l'autre.

Voici quelquesnotions mathématiquesu physiquesdépendantde I'orientation de I'espacede
dimension 2 ou 3 :

— La définition du sens trigonométrique

— Le produit vectoriel

— Le champ magnétigu® (le vecteuB, dépendant de I'orientation, est dit axial)

— Le moment cinétiquenOM [V et le moment dynamiqueOM [Ja

— Le momentd'undipble magnétiqudpetitebouclede circuit de surfaceS parcouruepar un courant
I. L = 1S ouS est orienté orthogonalement a la boucle en fonction du sens du circuit.

— Les couples

— Les vecteurs de rotation

— Le rotationnel
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Voici quelques notions n'en dépendant pas :

— L'orthogonalité

— Le gradient, la divergence

— Le champ électriqué (Le vecteulE, ne dépendant pas de l'orientation, est dit polaire)
— Les forces, vitesses et accélérations

EXEMPLE D'APPLICATIONS
De méme gu'il existe en physique la notion d’homogénéitédes unités, permettantde tester
rapidementa validité d'uneformule, il existeégalementa notion d'homogénéit&lu caractereaxial
ou polaire des vecteurs. Ci-dessousybxgteursaxiauxsontenrouge,lesvecteurgolairesenbleus.
Nous notons également en rouge les produits vectoriels. On a alors :

Vecteur axiak Vecteur polaireé]Vecteur polaire

Vecteur polaire= Vecteur polairé] Vecteur axial

Vecteur axiak Vecteur axiall Vecteur axial
On a également, concernant le rotationnel :

Rot Vecteur polaire= Vecteur axial

Rot Vecteur axiat Vecteur polaire

[0 Force électrostatique = gE : égalité de deux vecteurs polaires
0 E =—gradV : égalité de deux vecteurs polaires

O F = gv B (force de Lorentz) ou dF = idl [ B (force de Laplace): égalitéde deux vecteurs
polaires.qv ou idl sontpolaires,B estaxial, maisle produit vectorieldesdeuxestpolaire.Ainsi, si

un desmembresestun vecteurpolaire et si I'autre membrecontientun vecteuraxial et si le résultat
est polaire, il faudra nécessairement qu'intervienne un produit vectoriel.

0 dB :%’[%ZD—U (loi de Biot et Savart) : égalité de deux vecteurs axiaux.

0 C = u [JB (couples'appliquansur un dipble magnétiqueplongédansun champmagnétique)
égalité de deux vecteurs axiaux.

[0 L'orientation peut égalements'appliqguera des quantitésscalaires.On parle alors de pseudo-
scalaires dont le signe dépend du choix arbitraire de l'orientation :

J B.d :poﬁj J.dS (Théoreme d'Ampére)
r D

OrotE = _98 (une des équations de Maxwell) : égalité entre deux vecteurs axiaux

ot

O 1 rooB=J+ aoz—ltz (une autre équation de Maxwell) : égalité entre deux vecteurs polaires

Mo

[0 C=0M [IF (couple créé en M par une foreegar rapport a O) : égalité de deux vecteurs axiaux

OV =Q [JOM (vitessed'unpoint M tournantparrapporta O ala vitesseangulaireQ) égalitéde
deux vecteurs polaires.
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Le fait qu'uneréflexion S (symétriepar rapporta un plan en dimension3, ou plus généralemenpar
rapporta un hyperplanen dimensionquelconque)ransformeune basedirecte en baseindirecte et
intervertitdoncl'orientationde I'espacea desconséquencesportantessur les vecteurspolaireset
les vecteursaxiaux.Un vecteurpolaireestun "vrai" vecteur; il seradonc symétrisecommeon sy
attend: sacomposant@aralléleau plande symétrieserainvariante sacomposant@rthogonalea ce

plan sera changée de signe.

Mais un vecteuraxial n'estpasun "vrai" vecteur.ll estdéfini par exemplecommeproduit vectoriel
de deuxvecteurspolairesu et v. Or, si 'on décompose&hacunde cesvecteursen une composante
parallele au plan et une composante orthogonale, on a :

%U =uy +Up
av=Vy + Vg
O udv=(uy+upg) Oy +v)

=uy, Ovy +ug Ovy +ug Ovy (en tenant compte du fait que O vy = 0)

ortho- paralallele au
gonal plan
au plan

On vérifiera alors que 8(Jv) est difféerent de & [1 S{). En effet :

S(U DV) =—u, vy, +ug0Ovy, +ugdvy
alors que

Su) OSE) = Uy —up) O(vy —Vvo)

W, 0vy—ugOvy—ug vy = — S(J DV)

En physique si I'on souhaiteutiliser les symétriesd'un systemetout en gardantia mémeorientation
del'espacepn estamenéa considérerqueu [ v esttransforméenS(u) [J S(v) et on estconduita la
reglesuivante: La composantelu vecteuraxial orthogonaleau plan estinvariante,la composante
paralléle est changée en son opposee sera le cas du vecteur champ magnébBopar exemple.
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EXEMPLES

[0 Considéronaun fil rectiligne uniformémentchargé.Soit S une symétriepar rapporta un plan
contenantle fil. Le systémeresteinvariantpar S. Il en est donc de mémedu champ électrique
(polaire)E créé par le filE est contenu dans le méme plan que le fil. Soit Ssymetriepar rapport

a un plan orthogonal au fil. Le systeme reste également invariant par S'. Il en est donc de Ehéme
E est donc également contenu dans ce plan. La seule possibilité Essajuieadial.

[0 Considéronsinfil rectiligneparcouruparun courantl. Soit S unesymétriepar rapporta un plan

contenante fil. Le systémeresteinvariantpar S. Il en estdonc de mémedu champmagnétique
(axial) B créeé par le fil. Mais pour un vecteur axial, cela signifieBj@st orthogonal a ce plan. On
peutretrouverce résultatpar I'autre symétrieS' par rapporta un plan orthogonalau fil. Danscette
symeétrie,le sensdu courantestinversé.ll en estde mémede B. Mais pour un vecteuraxial, cela
signifie qu'il est parallele au plan considéré.
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[0 Considéronsun cercleuniformémentchargé.Que peut-ondire du champélectriquecrééen un
point M de l'espace? Si on considereun plan contenantle fil et passangpar M, le systémeest
invariant par la symétrie par rapport a ce plan. O®est contenu dans le plan.

[0 Considéronsin cercleparcouruparun courantl. Que peut-ondire du champmagnétiquecrééen
un point Mdel'espace? Si on consideraun plancontenante fil et passanparM, le sensdu courant
estinversépar la symétriepar rapporta ce plan. Il en estde mémede B, qui, étantaxial, doit
€également étre contenu dans le plan.
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