LesMathématiques.net

AUTOMATES A PILE ET GRAMMAIRES ALGEBRIQUES

Marie-Paule Muller

Version du 31 mai 2007

www.Mcours.com

Site N1 des Cours et Exercices Email: mymcours@gmail.com

Ce document est une suite au COUPNGAGES-GRAMMAIRES-AUTOMATES, que le
lecteur trouvera aussi sur le siteesMathématiques.netll présente quelques méthodes
mathématiques pour I'informatique théorique qui pourront servir d'entrée en matiére avant
I’étude d’un cours spécialisé de compilation.

L’objectif, ici, est de comprendre ce qu’est un automate a pile et son lien avec les
grammaires algébriques. Cette étape supplémentaire permettra aussi d’aborder
ultérieurement I'étude des machines de Turing.
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Chap. 1 Automate a pile — Définitions et modéles

Conventions.

En accord avec la convention maintenant adomige la plupart des références
bibliographiques, nous noterong la chaine vide, ou une étiquette vide pour une
transition.

Dorénavant, nous dirons simplement « automateus uns—automate, c’est-a-dire dans
le cas ou des transitions d'étiquette vide sonbrésées. Lorsque I'étiquette d’'une
transition devra étre non vide, nous le préciserons

On rappelle que dans une pile, I'élément quireeve en haut est le dernier a avoir été
empilé et le premier que I'on peut dépiler. En ésentant une pile « a I'horizontale », par
une chaine de symboles, on écrit de gauche a desitsymboles tels gu'ils figurent de
haut en bas dans la pile. Le premier symbole {delgauche) est celui du haut de la pile.

1.1 Introduction.

Nous avons vu que les automates reconnaisserarigages qui peuvent étre engendrés
par les grammaires réguliéres.

Le probleme :peut-on décrire un dispositif plus général, agsae maniere naturelle
aux grammaires algébriques ?

Rappelons un exemple simple, $atphabet >~ ={a, b}. Il est trés facile d’écrire une
grammaire algébrique qui engendre le langage {a™" : n> 0 }; il suffit pour cela de
considérer la grammaire -S aSb [¢. Néanmoins, le Lemme de I'Etoile (cf. [1] ) nous
permet de prouver que L ne peut pas étre enggradrane grammaire réguliere. L'idée
intuitive est qu’avec une grammaire réguliere, dgmboles sont écrits consécutivement
(de gauche a droite), et qu’il faut donc compterdgmboles a au fur et a mesure qu’on
les écrit, pour pouvoir ensuite les faire suivrautant de symboles b . Un dispositif qui
reconnait L doit étre capable de mémoriser. Enifasuffira de coupler un automate a
une mémoire rudimentaire (une pile, supposée dacdapllimitée). Voici un tel exemple.

L’automate représenté ci-dessous est assorti duaevide au départ. En parcourant
'automate, on empile un jeton a chaque passagdapaansition d'étiquette a, et on
dépile un jeton — on doit pouvoir le dépiler — exsgant par une transition d’'étiquette b .
On laisse la pile inchangée par la transition diggites (vide) de § a I'état 1 . Pour
gu’une chaine testée [{a, b}* soit acceptée, on convient que la pile ditite de nouveau
vide lorsque w est entierement lue, en arrivarétat final. Il est facile de se convaincre
que le langage reconnu est L{&"b" : n>0}.

»()— & %»
L'automate sous-jacent aD b

Pour d’autres langages, une pile se comportant @momsimple compteur ne suffira
pas ; autrement dit, il faudra disposer de jetoregues avec des symboles qui les
différencient. Un exemple, sllalphabet =~ = {a, b}, en est le langage des palindromes.
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Sur l'alphabetX. = {a, b}, un palindromeest une chaine qui peut se lire indifféremment
de gauche a droite ou de droite a gauche. Par deelep chaines baababaab , bbb ,
abababa , aabbaa sont des palindromes. On pémteais écrire une grammaire algébrique
qui engendre le langage des palindromes—> §|a | b |aSa | bSb .

Il est assez facile aussi de décrire directementautomate a pile qui reconnait ce
langage : en se servant de deux symboles de gl = {P, Q}, on peut empiler ou
dépiler P (resp. Q) lorsqu’on lit un symbole (@&sp. b ) dans la chaine testée ; pour
contraindre le dispositif a ne dépiler qu’apres tugs les empilements aient été faits, il
faut disposer d’'une transition ad hoc (elle serauvapassage du milieu d’'un palindrome
accepte).

En voici 'automate sous-jacent, pour lequekstera encore a écrire précisément I'effet
de chaque transition sur la pile

_»@ a,b,e >%;»
a.tU a,b

Mais pour tester une chaine donnée avec un tebsliffp autrement dit 'accepter (si
c’est un palindrome) ou la rejeter (dans le cadraor), les choses sont moins simples
gu’elles en ont l'air ! Il faut non seulement «aidter » pour trouver le milieu de la chaine,
mais encore mémoriser (dans une pile) les symboegfusqu’a cet hypothétique milieu
pour pouvoir les comparer ensuite, en les dépiané un, avec ceux qui sont lus par la
suite.

1.2 Définitions et exemple.

On trouve dans la littérature plusieurs défams, qui different légerement. Elles
correspondent en fait au choix de I'un des modesedennaissance possibles : par pile
vide, ou par état acceptant, ou encore par pile eidétat acceptant. Il est donc fait
mention, selon les cas, d’'un symbole initial de pil/ou d’états acceptants.

Pour certains auteurs, une transition doit resiemment dépiler le symbole en haut de la
pile avant d’empiler une chaine de symboles ; pdlautres, on peut ne rien dépiler
(dépiler ¢ ) avant d’empiler des symboles. Souvent, un symdel pile initial est précisé ;

il est parfois dit « de fond de pile » ou « de pilde » (bien qu’il ne remplisse pas toujours
cette fonction...).

Toutes ces variantes s’averent étre équivaledtess le sens ou elles reconnaissent les
mémes langages (cf. Chap. 2).

Nous adoptons le point de vue a priori le pluspse possible, avec le parti pris de
n’introduire des éléments techniques supplémerstge lorsqu’ils nous seront utiles pour
la suite.

Définition 1. Un automate a pileest un 6-upletA = (< ,E, s, F I,d) ou
> est I'ensemble (fini) des symboles
E estI'ensemble (fini) des états
S O E est I'état initial (unique)
F O E estle sous-ensemble des états acceptants
I est un ensemble fini de symboles, spécifiquespile
0 estl'ensemble des transitions :
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unetransitionest un triplet ([i,P], a, [j,Q]),ou i gtsont des états,
aldxz U {¢} est I'étiquette de la transition
P,QUOTI U{e}.
La transition ([i,P], a, [},Q] ) fait passae I'état i al'état j en dépilant le symbdke
du haut de la pile puis en empilant le symbole. Q

Pour que cette transition puisse étre empruiitégit pouvoir dépiler P : ce symbole
doit donc figurer en haut de la pile (s’il est node).

On peut aussi représenter une transition don([é®] , a , [j,Q] ) de maniere plus
visuelle, a l'aide d’'une fleche munie d'une étitea1> U {&} :

[Pl —— [.Q]

Remarque De maniere un peu plus formelle, 'ensemble td@ssitions d est souvent
présenté comme une « relation », ou bien commexdanction partielle ». C’est en effet
un sous-ensemble de 'ensemblex & U{e}) x (Z U{e}) x Ex (I U{e}).

On peut aussi le voir comme une applicationnigfsur Ex (' U{e}) x (Z U{e}) , a
valeurs dans I'ensemble des sous-ensembles d€l” E{¢}) .

Définition 2. Pour un automate a pilé , une chaine wl >* estreconnue par état
acceptant et pile vide'il y a une suite de transitions partant de t'éntial avec la pile
vide, dont la suite des étiquettes est w , et tidgant a un état acceptant ou la pile est
vide.

Le langage reconnest I'ensemble de toutes les chaines reconnlest rioté LA) .

De maniére équivalente, on dit aussi qu’une ch@®sp. un langage) eatcepté(epar
un automate a pild .

Deux automates a pile reconnaissant le méme larsgagat ditequivalents

Nous obtenons l'automate sous-jacent en « oubdlides symboles de pile dans les
transitions. Un automate a pile peut donc se reptés comme un automate, a l'aide d'un
graphe orienté et étiqueté, a condition de prédisetion sur la pile de chacune des
transitions. En fait, les symboles de pile seraiguillages plutdét que de compteurs : une
transition est verrouillée si le symbole a dépilercorrespond pas au haut de pile courant.

Exemple 1 Le langage L <a" k" : n> 0} est reconnu par 'automate a pile a un seul
symbole de pile, disonE= {u}, dont 'automate sous-jacent est

»@;)L. : 4b.b%_»

et dont les transitions sont  {[s], a, [1, u])
([1.¢],a,[1,u])
([1,u]l,b,[2¢])
([2,u]l.,b,[2¢])

Ici, I'état initial est non récursif et il 'y @as de transition d’étiquette vide.

Une chaine peut étre rejetée parce qu’elle @st fusée par 'automate sous-jacent;
elle peut aussi étre rejetée du fait de la pile agive a I'état final avec la pile non vide
(c’est le cas pour aaabb ), ou la lecture de #inghest bloguée parce que la pile est vide
alors qu’il faudrait dépiler encore un symbole fepée : aabbb ).
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L’automate sous-jacent ne contient qu’'une parie Iinformation; pour une
représentation graphique compléte d’un automaitéegilpfaut préciser I'action sur la pile
avec l'étiquette de chaque fleche. Les conventidifferent selon les auteurs. On peut
adopter la suivante, qui a 'avantage de sépastindiement le symbole lu dans la chaine
testée et les symboles de pile (formellement, oé garfois les mémes...) :

»@M,% b (use), %5_»

ak;u) b (u;e)

Un automate a pile peut se décrire aussi ad’didne table dans laquelle les transitions
sont spécifiées. Les lignes correspondent aux, detscolonnes aux étiquettes possibles.
Dans les cases figurent les triplets (état d’aerivéymbole dépilé ; symbole empilé) ; il
peut y en avoir plusieurs par case, ou aucun. tas particuliers sont signalés dans les
dernieres colonnes.

a b € accept
S | 1le;u X | état initial
1 [1l;e;u|2;u;e
2 2;U;¢ X

Exemple 2 Donnons une description compléte des transittn$automate a pile déja
présenté pour les palindromes :

ak;e)

bE;e)
_,,@ e (e;€) >%_>>
aE;P) a (P )
bE; Q) b (Q ;)

Voici la table des transitions de cet automatdex:pi

a b € accept
S | S0'e;P | %0;8;,Q] 1¢g;¢ o
1'c:¢ 1'c:¢ état initial
1 | 1;Pse | 1;Q;:¢ X
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1.3 Généralisation de la forme des transitions.

On généralise légerement la notion d’automate & guil autorisant dans les transitions
I'empilement d’'une chaine de plusieurs symbolepilde

Noter qu’on ne dépile toujours qu’un symbole (ooum) : il faut en effet qu’'un symbole
soit vu en haut de la pile avant de pouvoir le léépalors qu’'un empilement est toujours
possible.

Définition. Une transition « généralisée » d’'un automatdeagst un triplet de la forme
([i,P],a,[j,M]),ou i et | sontdes &a PO U{e},et MOT*,

Pour fixer les idées, voici une illustration d’uiedie transition. Ici, P, Q, R et T sont des
symboles de pile, et la chaine M = TRTQ est edepapres le dépilementde P :

iP] — > % [, TRTQ]

Par convention, c’est le symbole le plus a gaueéhlaadhaine M que I'on retrouvera en
haut de la pile :

Q|- |-

Proposition. Tout automate a pile ayant des transitions géieées peut étre transformé
en un automate a pile qui reconnait le méme langage

Preuve Il suffit d’introduire suffisamment de nouveauxats pour pouvoir remplacer
chaque transition « généralisée » par une chainadsitions convenables réalisant la
méme opération.

Exemple La transition « généralisée {i,P] a4> ,TRTQ]

peut étre remplacée par le groupe de quatre tiamsisuivantes :
[i,P] —— [j1.Q]
i1, }——> [i2.T]
2, e]—— [is.R]
lis,eJ—— [ .T]

les trois nouveaux états j j» , g ayant été introduits dans ce seul but.
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1.4 Restriction de la forme des transitions.

Voici une autre transformation d’'un automateila pelle permet de n'avoir que des
transitions du modele le plus rudimentaire possitdeule une action est effectuée a
chaque étape.

De maniére évidente, une transition
) a .
[i,P] — [},Q]

peut étre remplacée par le groupe des trois transitsuivantes, en utilisant deux états
supplémentaires i’ et i” que I'on ajoute altamate dans ce seul but :

[P —> » [iP]
Pl —°  » [i", &

i, &— » [Q]

Remargue 1 Nous pourrions aussi imposer la premiére tremms{{ i , €], a, [, €]) (au
lieude ([i,P],a, [V, P]))puisque la transition suivante doit nécessaireérdépiler P .
Mais dans le cas ou I'automate a pile donné egrhitiste (notion que nous verrons au
Chap. 6), ce choix aurait I'inconvénient de ne gasserver le déterminisme.

La proposition suivante est ainsi établie.

Proposition. Tout automate a pile peut étre transformé enutonaate a pile équivalellnt

dont les transitions sont de la forme
) a
[i, Pl ——— [j, P] ad>U{e, POrU{sg
. € )
ou [i,P] ——» [j, €] POl
ou  [ie] ——» i, Pl POT

Remarque 2

Une transition ([ig],a,[],€]) laisse la pile inchangée quel que soit son ééme
vide. Elle ne remplace la famille des transitio(s, ], a, [j, P]) , PJT } que dans le
cas ou la pile est non vide. La transition ([i,,Rl, [j, P]) laisse aussi la pile inchangée,
mais elle ne peut s’appliquer que si le symboldigBre en haut de la pile.

Plus généralement, une transition (g],a,[j, M]) ou MOT* n'équivaut a la
famille de transitions {([i, P],a,[]j, MP]) POT } que si la pile est garantie non vide.

Les modifications faites jusqu’ici étaient « locale en ce sens qu’on examinait les
transitions une a une. Nous adoptons dorénavampoimt de vue plus global sur les
automates a pile.

1.5 Autres modes de reconnaissance. Configuratians

Nous introduisons des variantes qui ne portaestgur la forme des transitions, mais sur
I'état dans lequel doit étre la pile pour qu’un@icte soit acceptée.
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On rappelle que le mode de reconnaissance « standard » que nous avons adopté (1.2
Définition 1) est celupar état acceptant et pile vide

Reconnaissance par état acceptant.

Avec cette convention, une chaine testée par un automateApile ,E, 3, F, ,0)
est acceptée si, a partir de I'état initial, elle peut étre entierement lue en arrivant a un état
de F, ceci quel que soit le contenu de la pile a ce moment-la. La pile est supposée vide au
départ, mais on peut aussi convenir d’'un certain contenu initial qui sera imposé.

Reconnaissance par pile vide.

Ce mode de reconnaissance autorise un automate a pile a accepter une chaine si, a partir
de I'état initial, elle peut étre entierement lue en vidant la pile. Il n’y a donc pas lieu de
préciser un sous-ensemble d’états acceptants, il est sous-entendu que F = E (tous les états
sont acceptants).

Il'y a évidemment des langages qui ne contiennent pas la chaine vide. Afin que celle-ci
ne soit pas systématiquement acceptée dés I'état initial, on conviantdgpart, la pile
est non vide elle doit contenir un symbole particulier qui initialise son contenu.

Ce symbole initial de pile sera indiqué dans la définition. Ainsi par exemple, la notation
A=(Z,E %,,p, 0),ou pOTr , désigne un automate a pile dont le contenu initial
de la pile est le symbole; p

Cela n'implique pas que ce symbole initial de pile restera en fond de pile, ni méme que la
pile restera non vide durant le test d’'une chaine. Néanmoins, nous verrons comment
modifier un automate a pile de maniére a garantir que la pile reste non vide jusqu'a
I'acceptation d’'une chaine. Ce raffinement technique sera important au moment de
construire une grammaire algébrique qui produit le langage reconnu par un automate a pile

fome www.Mcours.com

Site N°1 des Cours et Exercices Email: mymcours@gmail.com
Définition. Uneconfigurationest un triplet (iy, u)OExT* x Z* .

Configurations.

La chainey O I'* représente le contenu (complet, lu de haut en bas) de la pile a I'état i,
et ul Z* est ce qui reste encore a lire a partir de I'état i et du contenu deypile
indiqués.

La transition ([i,P],a,[]j, M]) permet de passer de la configurationn(j al?) a la
configuration (j, M ,v),oundr*,vadz*: le symbole alx U {&} a été
consommeé dans la chaine av et le contenu de la pile est pasgé de N#) .

Dans uneonfiguration initiale nous sommes a I'état initial, $t la chaine de&* est
une chaine w a tester. La pile est soit vide, soit avec le symbole initial de pile s’il en est
fait mention dans la spécification de I'automate a pile. Les symboles de w forment la liste
des étiquettes des transitions successives qui seront a emprunter en circulant dans
'automate.

Dans uneonfiguration acceptantal n’y a plus de symboles d& a consommer ; elle
est de la forme (iy, ¢) , avec des conditions sur i gt qui sont fixées par le mode
d’acceptation de l'automate a pile: i F si un ensemble F d'états acceptants est
spécifié, et/ouy vide.

La chaine testée W >* est acceptée si une suite de transitions permet de passer de la
configuration initiale avec w jusqu’a une configuration acceptante.
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Chap. 2 Equivalence des modes de reconnaissance.

L’'objectif est de prouver que si un langage estonnu selon un certain mode de
reconnaissance, alors ce langage est aussi receian n’'importe quel autre de ces
modes.

Les constructions qui suivent peuvent aussi @tres comme une série d’exercices
permettant de s’habituer a la manipulation desraates a pile et des notions vues jusqu’a
présent. Le lecteur pressé peut se reporter dinectea la section 2.3, ou la forme exacte
de l'automate a pile qui sera utilisé par la sagepréecisée dans la Proposition.

2.1 Equivalence des modes d'initialisation (étatscceptants spécifiés).

Pour les modes de reconnaissance qui spécdanetats acceptants, la question de la
configuration initiale — avec ou sans symbole ahitle pile — est vite réglée : ces deux
types de dispositifs sont équivalents. En effet :

) si A=(X,E, s,F T,d) estavec pile initialement vide, il suffit d’aiter un nouvel
état (non acceptant) ,s’devenant I'état initial, de choisir un symboléial de pile p
dansT , et d’ajouter une transition ([s'p], ¢, [%,¢€]) quidépile p.

L'automateA’ = (Z, EU{s’q}, S'v, F, I, pp, &) ainsi obtenu reconnait le méme
langage queA , avec le méme mode de reconnaissance (soit @aa@teptant, soit par
état acceptant et pile vide)

i) si A=(Z,E, $,FT,p,d) aunsymbole initial de pile ;o] I' , on procede de
maniere analogue en ajoutant une transition, ([§] , € , [S, pi]) qui empile p. On

obtient A'= (X, EU{s'o}, S'o, F, I, &), avec pile initialement vide, qui reconnait le
méme langage.

. @
»>E)——>()
L'automate sous-jacent

2.2 Equivalence des modes de reconnaissance.

1. Les langages reconnus par état acceptant sont ragopar état acceptant et pile vide.

Soit A=(Z,E, %, F,l,d) quireconnait par état acceptant. Il faut arriveider la
pile lorsqu’une chaine est acceptée. On ajoute danwuvel état, disons f, acceptant, et
des transitions qui vident la pile a partir dessetecceptants. Leurs étiquettes sont vides et
f fonctionne comme un « piege » : ainsi, le nouvdepositif n'accepte que les chaines

acceptées paA . Précisons les transitions ajoutées :
([i,P],e,[f,e]), pourtout FIT et pourtout iIFU{f}.

B 44
€
—>> A
L'automate sous-jacent Ay
€
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L'automate A' = (Z, EU{f }, so, FU{f }, T , &) ainsi obtenu reconnait, par état
acceptant et pile vide, le langage reconnu par

Cette construction peut se faire de la mémenfacpartir d’'un automate avec symbole
initial de pile A=(Z,E,$,F,[ ,p.,d).

2. Les langages reconnus par état acceptant et pile sont reconnus par état acceptant.

Soit A=(2,E, s, F,l,d) quireconnait par état acceptant et pile videpi& est
initialement vide.
La construction d’'un automate équivaleAt qui reconnait par état acceptant est un peu

plus fine que la précédente : en un état acceg@am , il faut un moyen de reconnaitre

que la pile est vide et, lorsque c’est le cas, acteon doit étre déclenchée : transiter vers
un état terminal introduit dans ce but. Il faut dantroduire aussi, via un nouvel état

initial, un nouveau symbole de pile dont le selg &st de signaler qu’on atteint le fond de
la pile (a ne pas confondre avec un simple symibdial de pile).

On ajoute donc :
e un nouveau symbole de pile, que nous notans
* deux nouveaux états : ,s’qui devient I'état initial (I'état ;sest banalis€)
f  quisera l'unique état acceptant
* les transitions
([S'o,€]l,€,[%,A]) (empile A dans la pile initialement vide)
([i,A],e,[f,€]) pourtout IOF (envoie vers f siA est détecté)

*%@A gi;@»

A reste au fond de la pile

Une fois mis dans la pile, le symbale ne peut pas étre dépilé par des transitions de
Il est dépilé par les nouvelles transitions absatis a f . La pile n’est vide qu'aux états
S’ (initial) et f (acceptant).

L'automate a pileA' = &, EU{s'y,f}, S0, {f}, T U{A}, &) obtenu reconnait, par
état acceptant, le langage que recon#ait

Cette construction peut se faire de facon am&og partir d’'un automate qui a un
symbole initial de pileA = (%< ,E, s, F.,[ ,p,9).

Dans cette situation, le symbofe ajouté peut aussi étre pris comme symbole irtgal
pile pour le nouvel automate (le symbole gst banalisé).

La premiére transition a ajouter doit étre «([&] , €, [, pi]) - Elle empilera p au-
dessus deA , comme il se doit pour faire la jointure avecdpartie ancienne » du

dispositif (les transitions qui sont déja daAs.

On remargue que la pile n’est vidée qu’en d gai va nous étre utile dans la prochaine
construction.
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3. Les langages reconnus par état acceptant et pile sont reconnus par pile vide.

Soit A qui reconnait par état acceptant et pile vide.

Un automate équivalendA’ qui reconnait par pile vide (avec un symbole ahitie pile)
s’obtient aisément en adaptant la constructionessds pour laquelle, on 'a vu, la pile
n'est vide qu'en f et éventuellement e &elon le mode d'initialisation de la pile).

SiA=(Z,E, s, F,[, 0)esta pile initialement vide, il suffit d’introde le seul état
supplémentaire f en laissant en état initial, mais avedA comme symbole initial de
pile: A' = @,EU{f},so, I U{A}, A, D)

Danslecasoulapiledé=(Z,E, 3, F,l[,p,0) estinitialisée par un symbole p
la construction déja faite a la fin @e convient telle quelle, il suffit de ne pas spéuifi
d'état acceptant:A' = &, EU{s's,f}, so, U{A}, A, d) . La pile est maintenant
initialisée par le symbole « de fond de pile\».

4. Les langages reconnus par pile vide sont reconan®fat acceptant et pile vide.

Ce point est évident : tous les états sont dénés comme acceptants. On a toutefois un
automate avec symbole initial de pile. Pour obtamr automate dont la pile est
initialement vide, il faut encore ajouter un noueght initial (non acceptant), comme en
2.1, ii).

2.3 Laquelle de ces variantes allons-nous privilég ?

L’objectif principal a venir sera d’associer ugeammaire algébrique a un langage
reconnu par un automate a pile. On peut pensernquhégle de grammaire devrait
correspondre a une transition. Mais le fait de paywu non, emprunter une transition
donnée ne dépend pas seulement de I'état couradépend aussi du symbole en haut de
pile ; en fait, tout le parcours futur est conditi@ par le contenu courant de la pile. Une
variable de la grammaire devrait donc avoir pouapetres les états et les symboles de
pile. Or une régle de grammaire consist&écrire une variable : celle-ci est consommée
et remplacée (par une chaine). Par analogie, Idalgndu haut de pile devra étre dépilé
avant d’étre remplacé (par une chaine empilée).

Ces considérations (purement intuitives) nousraront a privilégier les automates dont
toutes les transitions commencent par dépiler mmbsye de pile, donc avec une pile non
vide jusqu’a l'acceptation d’'une chaine du lang@geChap. 1 §1.4., Remarque, ZJui se fera
par pile vide. La construction faite en 222.sera donc particulierement utile.

Reprenons un automate a pik= (2, E, 3, F, ', 0) selon la définition standard
posée (Chap.l, 81.2). La pile est initialement viglela reconnaissance se fait par états
acceptants et pile vide.

La proposition suivante décrit la forme d'un cauate a transitions généralisées (cf.

Chap.1, 81.3) qui reconnait par pile vide le mésngage queA . La construction donnée
dans sa preuve reprend et fait la synthése detsf3oet4. ci-dessus.
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Proposition. Tout automate a pild = (~,E, s, F, ', d) est équivalent a un automdte
a pile (a transitions généraliséed) = (X , E’, s’,, ', A, d) qui Vérifie les propriétég
suivantes :

e A’ aun symbole initial de pile O T, et reconnait par pile vide.
* Aucune transition n'aboutit a I'état initial .S’
* llyaun (unique) état [fl E' ayant la propriété que
- aucune transition n’est issue de f
- et toutes les transitions aboutissant a f derla forme
[, A] — & [f,¢€] (dépilement strict deA )

» Toutes les autres transitions#£ { ) sont de I'un des types suivants, ol P’ :

[i, P] —a 5 [], Pl allZ U{e} (la pile reste inchangée)
i,P] —&—» [ ], QP] QUI’, Q#A (empilement strict d& , Q# A)
[iLPl —&—» [j € P+A (dépilement strict de®, P#A)

Preuve de la proposition.

Quitte a faire les transformations « localesesriles en 1.4 , on peut supposer que les
transitions deA sont de la forme ([g], a, [J,€]) , (i, P],a,[j, P]), ([i, Plg, [J, €]) ou
(i, €], €, [, P]) avec RIT et allX U{e}. On ajoute un symbole de pile, et deux états :
" =T U {A}, ou le symboleA est choisi tel que\ (1T (quitte a changer une notation).
EE=EU{s,,f},ou fOE et g0 E . Létat s; est introduit dans le seul but
d’obtenir la non récursivité de I'état initial.
Décrivons I'ensembl&’ des transitions :
- on admet telles quelles les transitions Alequi dépilent un symbole, c’est-a-dire de la
forme ([i, P] ¢, [j,€]),avec AOT
- chaque transition d& de la forme ([ig] , a, [j, Q]) est remplacée par la famille de
transitions{ ([i, P] ,a, [j, QP]), PIT U{A} } (symboles a, Q vides ou non)

- on ajoute les transitions (i), €, [f, €]) , pour tout i1 F
- on ajoute une transition issue de I'état initig[s’o , A] , €, [S, A)) .

> S)-Sp
L'automate sous-jacent

A esten fond de pile

Le symbole initial de pileA restera en fond de pile jusqu’a l'arrivée en de, qui
garantit que la pile restera non vide. Le symbaiehaut de la pile signale laquelle des
transitions ([i, P], a, [j, QP]) peut se substitae([i, €] , a, [j, Q]) : ce symbole est dépilé,
puis remis sur la pile, puis Q est empité Chap. 1, §1.4., Remarque 2)

M.P. Muller -AUTOMATES APILE ET GRAMMAIRES ALGEBRIQUES page13



LesMathématiques.net

Chap. 3 Automates a pile et grammaires algébrics

Les langages produits par les grammaires algédsi(dites aussi : hors-contexte) sont les
langages reconnus par les automates a pile. Lestrootions respectives se font
explicitement.

3.1 Automate a pile associé a une grammaire algéftie.

La construction tres générale qui suit paraipan formelle ; néanmoins, elle peut se
faire directement a partir de n'importe quelle gnaaire algébrique.

Théoréme Soit G une grammaire algébrique. Le langag®&) engendré par G ept
reconnu par un automate a pile.

Preuve du théoréme

Soit G =&, V, S,P) une grammaire algébrique. On rappelle les rwiati V désigne
I'ensemble des variables, 'axiomelBV , et P est 'ensemble des régles de production,
qui sont de la forme A>M ou AOV et MO (Z U V)*.

Pour obtenir un automate reconnaissant parvplle (donc avec un symbole initial de
pile), il nous suffit d’'un état : soit E ={s

Les symboles de pile sont les symboles termiretubes variables .-’ =2 U V . Le
symbole initial de pile est S .

Chaque régle de grammaire -A M , ou MO (Z U V)* , fournit une transition
d’étiquette vide, dont I'effet sur la pile est denplacer A par la chaine M:

[So, Al — > [So, M]

Il reste encore a ajouter les transitions qui édpilin symbole terminal quand il apparait
en haut de la pile. Ce symbole passe alors enedteguPour tout al 2 :

[s0.8] ——— [s0, €]
L’automate a pile obtenu est de la forrAe= (Z , {So}, S0, Z2U V, S, d).

Cette construction s’adapte aisément si I'ont wdatenir un automate a pile initialement
vide qui reconnait par état acceptant et pile ywde 2.2.4. et 2.1ii) ).

3.2 Construction simplifiee (grammaire sous forme&le Greibach).
Rappelons que toute grammaire algébrique peatt@&nsformée, par un algorithme, en
une grammaire équivalente qui est sousime normale de Greibackvoir [1] ).

Nous considérons maintenant que la grammaire &, ¥(S,P ) est déja sous forme
normale de Greibach. De ce fait, toutes les redeegproduction sont de l'un des types
suivants :

* S—¢ si la chaine vide est dans le langage engendrd. L(G
e A—> aM ou AOV, allX et MO (V-{ShH*
On remarquera, en particulier, que I'axiomees® non recursif.
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Dans cette situation ou les régles (a partdéereide S— ¢ ) sont formées d’'un symbole
terminal suivi d’'une chaine de variables, la cardion précédente peut étre encore
simplifiée : il suffit de prendre les seules vakebcomme symboles de pile, sdit=V ,

de mettre d’emblée en étiquette le symbole terngpalfigure en préfixe d'une regle, et
d’empiler la chaine de variables.

. " a

Pour une régle A> aAA;...A, : transition[So, Al —» [So, AiAz...Aj]

Le symbole A est dépilé, la chaing A& ...A, est empilée. On retrouve ; Aen haut
de la pile, et c’est aussi la variable préte a@eéerite a la prochaine dérivation a gauche.

Si la regle vide S-» ¢ est dansP , la transition correspondante dépile simplement |
symbole initial de pile S . La chaine vide estsbaatceptée.

L’automate a pile obtenu est de la forrfe= (X , {So}, S0, V, S, d).

Une suite de dérivations a gauche S =*1W(G) correspond a un cheminement dans
'automate a pile ; les préfixes terminaux obtenagespondent a la suite des étiquettes
lues, la pile va contenir les chaines de variabtegaténées a ces préfixes terminaux, la
variable qui sera réécrite a I'étape suivante réigtien haut de la pile.

En particulier, la proposition suivante est é&ab

Proposition. Soit G une grammaire algébrique. On peut coimstun automate a pile¢

reconnaissant par pile vide le langage L(G) , doutes les transitions ont une étiquette
non vide, a part une transition servant exclusiverada reconnaissance de la chaine \ide
dans le cas ou celle-ci est dans L(G) .

En testant une chaine avec un tel automateeaqle type Greibach », la longueur des

cheminements a explorer est limitée a la longueulacchaine, puisque les étiquettes des
transitions sont non vides.

3.3 Exemple.

Reprenons notre langage L{a"b" : n=0}.
Il est engendré par la grammaire algébrique :GS — aSb |e . La premiére

construction donne lieu aux quatre transitions anfies, avec I'ensemble des symboles de
pile{S,a,b}:

Gi: S— aSbk [So, S] 84, [So, aSb ]
[S0,S] ——— [s0,¢]
[so,a] —2— [s0,2]
[So, b] —L2—> [so,2]

La grammaire & suivante est équivalente a; CGElle n’est pas de Greibach du fait que

son axiome est encore récursif, néanmoins nousgpsuprendre comme symboles de pile
les seules variables S, B :

G,: S— aSB [s0,S] —2— [s0, SB]
B— Db Pes
[S0,S] ———» [So,¢]
b

[so, Bl ———» [so0,¢]
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En traduisant par un cheminement dans 'automatkeda suite de dérivations a gauche

S => aSB => aaSBB => aaBB => aabB &abb
le contenu de la pile sera, successivement :

S
S B B
aBaBa Bbb(VIde)
—> > —> — —>

La transformation en une grammaire équivalents $orme normale de Greibach donne
Gs: S— alB|aBE
T— aTB|aB
B—b
a laquelle est associé un automate a un état, $gmbe pile {S, T, B }, pile initialisée par

S , et six transitions faciles a expliciter. Comtisxiome S est non récursif dans la
grammaire @, le symbole S ne figure en haut de pile quesda configuration initiale.

3.4 Grammaire algébrique associée a un automatepie.

Etant donné un langage reconnu par un automaike §a transitions généralisées, cf.
1.3.), notre objectif est maintenant de construime grammaire algébrique produisant ce
langage.

Les suites de dérivations a gauche a partitacd@me doivent étre soumises aux mémes
contraintes que les cheminements partir de I'étéial dans I'automate a pile. Pour la
construction d’'une grammaire réguliere associée auwtomate (voir [1]), le parametre
d’'un cheminement est I'état courant, et c’est poardes états peuvent étre pris comme
variables de la grammaire. Dans un automate a pilecheminement dépend de I'état
courant, mais aussi du symbole en haut de la p#s. variables que nous devrons
introduire auront donc en parametres les @hliss symboles de pile. Le haut de pile, prét
a étre dépilé par une transition, figurera ainsisda premiere variable, préte a étre réécrite
lors d’'une dérivation a gauche. Et le contenu dpile se retrouvera transcrit dans une
chaine de variables.

En transformant, si nécessaire, l'automate & pibnné (cf. 1.3., 1.4. et 2.3), la

construction de la grammaire peut se faire a pdidin automateA = (Z ,E, $, ,A,9d)
qui est du type obtenu avec la Proposition 2.3.

»@% gi.‘@

A est en fond de pile

Le point important est que la reconnaissancéagepar pile vide, et que toutes les
transitions commencent par dépiler un symbole.

Nous exploiterons les propriétés supplémentaipascontribueront a nous faire une
image intuitive de la construction. Il y a un uregétat ou la pile peut étre vidée : pour
accepter une chaine, il faut arriver en f. Pewas, la forme rudimentaire des transitions
servira uniquement a alléger I'écriture des regeegrammaire et des dérivations.

Passons a la construction de la grammaire &esad .
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1. Les variables de la grammaire.

Les variables de la grammaire sont les triplgtd?, k) ou i et k sont des états, et P
est un symbole de pile. La variable S (s, f) joue le réle d’axiome.

Pour une variable (i, P, k) , les paramétre® itraduisent naturellement I'état courant et
le symbole en haut de la pile. Mais quelle peue & signification de k? On peut
interpréter I'état k comme étant un objectif kntain », un état ou est plantée une balise a
atteindre ultérieurement. A I'état initial (état avec A dans la pile), I'objectif est
d’atteindre I'état f. C’est ce que dit 'axiom,, A, f) .

Remarque Avec cette interprétation, on voit d’ores etadgue certaines variables seront
inutiles dans la grammaire : les variables (fkP, parce qu'en f la pile est vide (le
symbole P ne peut pas étre dépilé) ; les vasgalie, P , k) autres que «sA , f) et les
variables (i, P,8 parce que I'état initial ,sest non récursif.

2. Description intuitive de la grammaire.

Commencons par donner une idée intuitive derdangraire, en adéquation avec celle
gue nous venons d’adopter pour les variables.

La réécriture de la variable (i, P, k) par végle de grammaire a pour effet :
- de passer de [i, P] aun état voisin j partmasition qui commence par dépiler P,
et/ou

- de placer une nouvelle balise, c’est-a-dire unailjmtermédiaire, en un état k’ ou il
faudra passer avant de viser k.

Une suite de dérivations a gauche correspond; taumomate a pile, a un cheminement
accompagné de la maintenance d’une liste de balisd®n devra passer ultérieurement
(c’est une pile, en fait, puisque la derniére leafilacée est la premiére a étre visée).

- La balise k visée par (i, P, k) peut se trowmemun état voisin, autrement dit étre
atteinte par une transition issue de [i, P] ;sdemcas (ou j = k), ce premier objectif
étant atteint, il est supprimé et on vise la baisgante de la liste.

Pour traduire le fait que I'objectif d’'un cheraiment est d’arriver a I'état final, rien de
plus simple : placer dés le début une balise enMéis comment s’assurer que tous les
cheminements issus de, [f9\] vont se traduire par des suites de dérivatioRs Pait, on
s’est arrangé pour que les contraintes imposéessoient pas ! Le nombre de balises sera
constamment égal a la hauteur de la pile... maig tettiteur est de toute fagon inférieure
ou égale au nombre de transitions qu’il faut en@mgrunter pour pouvoir vider la pile.
Les balises imposent des passages obligés... mamuita assez de variables et de regles
de grammaire pour pouvoir placarbitrairementles nouvelles balises, et donc tous les
cheminements possibles pourront étre explorésavigdmmaire.

3. Lesrégles de grammaire.

On peut supposer que les transitionsAle Z , E, $,, A, d) sont de 'un des trois
types décrits dans la premiere colonne du tableaarst, quitte & modifier préalablement
'automate a pile (cf. Chap.2, §2.3, Propositiddhe famille de regles de grammaire est
associée a chacun de ces types, pour les variabieduites enl.
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Type de transition Régles de grammaire correspondant

Transition ne modifiant pas la pile| pour tout k:
i, Pl —2&—» [j, Pl larégle  (i,P,k» a(j,P,k)

POI, alX U{e} La balise visée reste la méme.

Empilement strict d’'un symbole |pour tout k:

(sur pile non vide) lesrégles (i, PK)— (j, Q, K)(K , P, K)
[i,P] — & » [j, QP] pour tout K
P,OOr, Q%A Une nouvelle balise est placée en k' et est aséat k
Dépilement strict la regle
: g _ (i,P,j)—e
[i, Pl —— [, €]
POl La balise qui était visée en | est atteinte gipsimée.

Remarquons que I'axiome S 3,4, f) est non récursif, du fait I'état initial, st non
récursif dans 'automate (dans le tableau ci-desp#ss, ). Et, comme prévu, les variables
(f, P, k) s’averent inutiles puisqu’aucune titios ne part de f.

On voit aisément (par récurrence sur n ) qucim@ne non terminale w qui dérive de
I'axiome par n dérivations a gauche est de lmésuivante :

S ==> w=u(i,R,kn1) (Kn1, Pn1,Kkn2) ... (ke , Po, ko) (ki,A, )

ou le préfixe terminal @ * est suivi d’'une chaine de variables. La balismé variable
est I'état courant pour la variable suivante. Lagieeur |w| = |u[+m est majorée par le
nombre n de réécritures faites.

4. Toute chaine terminale produite par la grammairstgeconnue paiA4 .

A chaque regle de grammaire correspond uneiti@ndien déterminée. Par récurrence
sur n, on s’assure qu’a chaque suite de n atéivs a gauche

S ==> w=u(i,R, kn1) Kn1, Pn1, kn-2) ... (ka, P>, ko) (ki ,A,f)

correspond, dan# , un cheminement par n transitions, allant deolafiguration initiale
(état g, contenu de pileA ) jusqu’a I'état i avec le contenu de pile, B,.1...P.A etla
chaine des étiquettes u . La hauteur m de éagst évidemment égale au nombre de
balises placéesnl , kn-2, ..., .

Considérons une chaine completement terminal@raduite par la grammaire. Elle ne
peut étre obtenue que par une régle vide appligué®ee chaine ou ne figure plus gu’une
seule variable :

S ==> ... =>u(A,f) ==>u
Cette regle vide (iA, f) — ¢ correspond a la transition de dépilement stiectA . Le
cheminement jusqu'a i dont I'existence est dgéagtie peut étre poursuivi jusqu'a f
avec cette transition qui a pour effet de videpila. Autrement dit, toute chaine terminale
u produite par la grammaire est reconnue far

5. Toute chaine reconnue pad est produite par la grammaire.

Ce point est un peu plus délicat que le préudo@rce que chaque fois qu’une transition
d’empilement strict est empruntée lors d’'un chemiest, il faut « tdtonner » parmi toutes
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les regles de grammaire qui peuvent étre applgj@parametre k' , dans le tableau).
Mais, justement, il y a suffisamment de variablésde regles pour pouvoir placer
arbitrairement ces nouvelles balises.

Lemme. Etant donné un cheminement partant dépige A ) et n‘arrivant pas a f oh
considére son état d’'arrivée i, avec la chaisedtiguettes u et le contenu obtenu dans la
pile BnPna...P2A. La hauteur de la pile est >l .

Quelle que soit la liste de m-1 étatg.1km-2...Ky , il existe une suite de dérivationg a
gauche
S ==> u (I ] % ] Kn—l) (km—l; Pm—l 1] km—2) e (k2 ] P2 ’ kl) (kl ] A ] f)

Application du lemme. Considérons une chaine u acceptée, via unioberant depuis
la configuration initiale (s, A, u) jusqu’a la configuration (&, €) . La derniére transition
empruntée vide la pile en dépilaat. Il s'agit donc d’'une transition du type ([A], €,
[f,e]),etlaregle (i A, f) — ¢ lui est associée. Au cheminement jusqu'a i espond,
d’aprés le lemme, une suite de dérivations a gauéh ==> u (i A, f). Il reste a
appliquer la regle vide (iA , f) — & pour obtenir la dérivation S ==> u.

Preuve du lemme. Par récurrence sur le nombre de transitions emes.

i) Cheminement par une seule transition.

Allant de g al'état i, cette transition est du type,([a] , a, [i, A]) et alors la régle
S—a(i,A, f) fournit la dérivation voulue, ou bien du typés,, A] , ¢, [i , QA]) et
alors, quel que soit 1k laregle S— (i, Q, ky)(k1,A, f) fournit la dérivation voulue.

i) Considérons un cheminement par n transstigrartant de s(pile A) et arrivant a
I'etat i avec le contenu de pile,Pn.1...P2A et la chaine d’éetiquettes u . On le prolonge
par une (n+I)"transition qui méne de i al'état j, d’éticueeta (éventuellement vide).

- Si cette derniere transition empile strictementsymbole, disons R; , il s'agit de
(i, Pal, €, [] » Pn#1Pm]) - On se donne m balisesy Km-1 ... k1. Avec les m-1
dernieres de ces balises, par hypothése de récarren a une suite de dérivations a
gauche pour le cheminement jusqu’a i :

S ==> u(i,R , kn1 (Kmz,Pn1,Kkn2 ... (K, P, ki) (ki,A, T)
La derniére transition assure I'existence de léereg
(i Pn ko) = G, Pt k) (Ko, P, Kenet)

gu’il reste encore a appliquer pour obtenir la\d&ion cherchée
S ==> u (J , B+1 ;K’n) (km, P, km—l) (kz, P, k]_) (kl,A,f)

- Silatransition de i a | laisse la pilelangée, il s’agit de ([iPy], a, [j, Px]) -
Des balises ki1 km2 ... ki étant données, on a une suite de dérivationséhgau
S ==> u (I y R y kml) (km-l, Pm.1 y Mz) (k2 y P2 ; k]_) (kl,A, f)
La derniére transition assure 'existence de l¢gerdg, By , kn) @ a (j, B, kn-1)
qu’il reste a appliquer pour obtenir la suite dewdgions cherchée
S ==> ua(,R ,knd km1,Pn1,kn2 ... (ke, P, ki) (ki,A, T)

- Silatransition de i a j dépile stricterhnsymbole R, il s’agit de la transition
([i,Pn),e,[,¢€]) . On se donne m-2 balises,.XKkm3 ... ki. Avec ces balises plus
une balise supplémentaire en j, on a une suitkdeations a gauche

S ==> u (| , B ,j)(j,Pm_l,km_z) (kz, P, kl) (kl1A)f)
La derniére transition assure I'existence de lderé@ , R, , j) — ¢, qu'il reste a
appliquer pour obtenir la dérivation cherchée (et fa preuve par récurrence).
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Chap. 4 Quelques opérations sur les langages ahgigues

Il arrive frequemment qu’un langage a étudieisgal s’exprimer a l'aide d’opérations
simples appliquées a des langages algébriques €onnu

4.1 Opérations régulieres sur les langages algéques.

Proposition 4.1 Sur un alphabeX donné, les langages algébriques sont fermés pslir |
opérations suivantes sur les langages :

- réunion

- concaténation

- étoile de Kleene

Preuve
Considérons deux grammaires algébriquas=s &, V1, S, P1) . G =, Vo, $, P2)
et les langages 1L, L, qu’elles engendrent.

i) On obtient une grammaire algébrique qui engendrréunion L U L, en réunissant
tous les ingrédients et en ajoutant encore uneabiarisupplémentaire,S (qui sera
'axiome) et qui se réécrit ¢S— S | S . Il faut juste veiller a distinguer les variabldss

deux grammaires (sinon, renommer certaines vagabla réunion Y U V, doit étre une
réunion disjointe.

Un automate a pile reconnaissantULL, s’obtient en procédant de maniére analogue a
partir d’'automates a pile respectifs. Considéronslsgsont a pile initialement vide,
reconnaissance par état acceptant et pile videffit alors de les réunir de facon disjointe,
puis d’ajouter un nouvel état qui servira d’étdtiah Noter qu’une (unique) pile suffit.

V :SD Al
(s
h‘@ A

i) Une grammaire qui engendre le langage concatdnd , se construit tout aussi
facilement : réunir les deux grammaires, puis @ouwine nouvelle variable-axiome S
avec la regle de réécriturg S S;S;.

Un automate a (une seule) pile s’obtient en dirant les états acceptants (dorénavant
banalisés) dé; sur I'état initial (banalis€) da; .

iii) Pour écrire une grammaire algébrique produtisa langage {*, il faut étre attentif a

la question de la chaine vide qui, si elle n'est g@ns L, doit néanmoins étre dans*L
L’éventuelle récursivité de I'axiome;Sloit aussi étre prise en compte. Une réponse
générale consiste a ajouter un nouvel axiome I8setgles & S | ¢ .

Un automate a pile s’obtient selon le méme fpinc
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Remarque Si I'axiome de la grammaire donnée est non gif;uon pourrait boucler
directement sur lui. Mais seulement dans ce caspmle montre 'exemple suivant.

Notre langage L Ha"b" : n>0 } est engendré par la grammaire G -»SaSb [ ,
dans laquelle I'axiome est récursif. En bouclameaement sur S , on obtient la
grammaire G’ : S» SS|aShb4. Il est facile de voir que le langage engendrécptie
grammaire G’ n'estpas L*.

En fait, L(G’) est le «langage des parenthésesi I'on considére que le symbole a
(resp. b ) représente la parenthése ouvrante (@spante). Par exemple, les parentheses
dans l'expression (((x+x)+x)+(x+x)) correspondent mot aaabbabb , qui est dans
L(G’) mais non dans L*.

4.2 Intersections et compléments de langages.

Une instant de réflexion suffit pour s’aperce&vajue construire une grammaire
produisant’intersectionde deux langages algébriques s’avere étre umdéfi'a rien de
commun avec ce que nous avons fait pour une réufiorconsidérant des automates a
pile, le probleme n’est pas plus simple : pouteteane chaine, on en est réduit a devoir
cheminer « en paralléle » dans les deux automagtéde.a et donc a utiliser les deux piles
a la fois. On travaille, en somme, avec un automateleux piles ».

Proposition. Sur un alphabeE donné,
i) lintersection d'un langage algébrique et d'uangage régulier est un langag
algébrique.

117

i) les langages algébriques ne sont pas fermés [fmpération d’intersection : on pelt
trouver deux langages algébriques dont l'intersaatiest pas un langage algébriqu

1%

iii) les langages algébriques ne sont pas ferroés la complémentation : on peut trouyer
un langages algébrique dont le complémentaire p&sun langage algebrique.

Preuve

i) Un langage régulier est reconnu par un automaie I'on peut méme supposer
déterministe et complet (cf. [1]). Un cheminemeahsl un automate a pile s’accompagne
d’'un cheminement paralléle dans cet automate saoke pile est ainsi utilisée.

Un tel cheminement simultané dans deux disfegieut se formaliser de la maniere
suivante.

Soit A1=C,E,s,F,I,5) unautomate apile, e =2 ,E, 9, R,&) un
automate. Les langages reconnus sont notés resgaetit L, et L, (et L, estrégulier).
Cheminer « en méme temps » daAs et A, , c’est cheminer dans un automate a pile
dont 'ensemble des états es{xH,. L’état initial est bien sir {$s) . Les symboles de
pile et le mode de reconnaissance sont ceu&;deOn associe les transitions respectives
ayant méme étiquette : pour& , on admet la transition ({(ii), P], a, [(i, j2), M]) si
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et seulement si (i, P],a, [}, M]) estdans® et (kL,a,p) dans & .Avec une
transition d'étiquette vide dand\; , il faut un « état stationnaire » dafs : la transition
([(i1, i), Pl,&, [(j1, i2), M]) est admise si et seulement siy ([P],¢, [j1, M]) est dansd; .

On a tout fait pour que le langage reconnu par cet automate a pilg Soit, L
Noter qu’il n’est pas nécessaire que l'automAtesoit déterministe ou complet.

i) Sur X = {a, b, ¢}, voici un exemple de deux langages algébriques (ce sont des
concaténations de langages algébriques connus)

L;={a"b" : n=0}{c}* et L, = {a}*{b"c": n=0}
dont l'intersection {8b"c": n> 0} n’est pas un langage algébrique, ce qui sera prouvé
au chapitre suivant, avec le Lemme de I'Etoile.

iil) On avu que les langages algébriques sont fermés pour la réunion. S'’ils étaient fermés
pour la complémentation, ils devraient I'étre aussi pour l'intersection, puisque pour tous
langages L et L, ona: LiNL, = LU L, (loi de de Morgan)

Pour étre plus concret, donnons un exemple explicite.

Nous avons déja annoncé en i) que le langage L"HYa": n= 0} n'est pas
algébrique. Mais son complémentaire H&*: i,j, k=0,i#j ou j#k} est algébrique,
puisqu’il est la réunion des quatre langages algébriques suivants (chacun est algébrique
comme concaténation de langages algébriques connus) :

Lap=aa*{d'b": n>0 }c* Lpa={a"b" : n> 0 }ob*c*
Lpc = a*bb*{b"c": n>0} Lep=a*{b"c": n>0 }ec*

(on a allégé I'écriture en notant a* au lieu de {a}* etc..).

www.Mcours.com
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Chap.5 Le « Lemme de I'Etoile »
pour les langages algébriques

Le probleme: un langage L étant donné, comment savoir glitf@tre engendré par
une grammaire algébrique, et donc s'il est recqgrarwn automate a pile ?

Lelemme de I'Etoilgappelé ausst lemme du gonflementod « lemme de pompagég »
donne une condition que les chaines de L doivedtessairement satisfaire s'il y a une
telle grammaire. Cette condition nécessaire segaoi@&e pour prouver que certains
langages ne peuvent pas étre engendrés par unmgnanalgébrique.

Dans [1] , un lemme de I'Etoile pour les langagéguliers a été établi a partir de la
forme particuliére qu’ont les arbres de dérivatitams le cas d’une grammaire réguliere.
Dans le cadre plus général des grammaires alg@s;idiidée est exactement la méme : si
un arbre de dérivation est plus haut que le nordbreariables, il y a une variable répétée
sur un chemin issu de la racine S de I'arbre, pbliion de branche située entre ces deux
occurrences d’'une méme variable peut étre dupliquéant de fois que I'on veut. Seule la
mise en forme du lemme est un peu plus techniqudaitl que les arbres de dérivation
n’ont plus de forme particuliére.

5.1 Le Lemme de I'Etoile (cas d’'une grammaire ald@ique).

Soit G =&, V, S,P) une grammaire algébrique, ou V désigne I'enderdbs variables,
SOV estl'axiome, etP est 'ensemble des régles de production.

Les regles sont de la forme -AM ou AOV et MO (Z U V)*. Dans ce qui suit,
nous aurons a utiliser deux constantes liées eatamaire : le nombre |V| de variables, et
la longueur maximale des regles de production mex {{M| : A— M OP}.

On associe a toute suite de dérivations S =£»3% un arbre de dérivation. Appelons
hauteurde I'arbre le nombre maximal d’arétes sur les dhermdescendant a partir de la
racine de l'arbre. Si h est la hauteur de I'arbre a au plus th extrémités de branches.
Les symboles qui figurent aux extrémités des brasclus de gauche a droite, forment la
chaine w . Sa longueur |w| est donc certainemésrieure ou égale a 'm Si |w| est
strictement supérieure & la constant&' pon a donc h > |V| . Mais si h > |V|, l'arle
dérivation contient un chemin avec deux noceuds étgud’'une méme variable. Et ceci
guel que soit I'arbre de dérivation pouvant étisoai a la chaine w .

Sur un chemin de hauteur maximale, considérens shceuds étiquetés par une méme
variable A (cf. fig. suivante)On peut en trouver dans les |V|+1 derniers segment

La chaine w s’écrit alors comme la concaténativ = uxzyv de cing chaines que 'on
peut décrire de la maniére suivante : avant la @mrenoccurrence de A, les extrémités des
branches qui partent vers la gauche du chemin fartaechaine u; a partir du premier
nceud A et jusgu’a la deuxiéeme occurrence de @s,branches a gauche du chemin
forment la chaine x; vers le bas a partir duxéane nceud A, on obtient la chaine z;
a droite du chemin, les chaines y et v sonafedogues de x et u respectivement

Ces chaines correspondent a une suite de dénsat laquelle est associée le méme
arbre de dérivation (mais ce ne sont pas des diémsa gauche) :

S ==> UAV ==> UXAYV ==> UXZYV = W
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Nous pouvons greffer des clones du trongcon déagioi est compris entre les deux noeuds
étiquetés par la méme variable ; autrement dit,snpouvons répéter la séquence de
dérivations A ==> XAy, ou la supprimer, d'aillsuCeci produit les chaines
S==>UAv==>uzv et S ==>UAv ==> UXAyV =EXXAYYV ==> UXXZYyV

S ==> UAv ==> uxAyv ==> ... ==> lAy"v ==> ux'zy'v
En conclusion, toutes les chaines de la formfeylx avec >0 sont produites par la
grammaire.

u=ak

x=abs <

z=ak

Il nous reste toutefois a nous assurer que rpms/ons bien obtenir des chaines
distinctes de la chaine initiale w .

Une grammaire algébrique G quelconque peukeoandes regles vides, et de ce fait les
deux chaines x et y peuvent étre vides. Mans d& cas, le trongon d’arbre compris
entre les deux occurrences de A peut étre suppitarchemin est raccourci, sans que la
chaine produite soit modifiée ; on a obtenu unevalbel suite de dérivations S ==>w
associée a un arbre qui a strictement moins de sioeuals sa hauteur doit toujours étre
supérieure & |V| puisque |w| ¥'mCette suppression de « troncons vides » (désiat
de la forme A ==> A)) peut étre répétée tant qossjble. On a prouvé I'existence d'un
chemin porteur de nceuds étiquetés par une mémableaet pour lesquels xy est non
vide. De plus, on obtient une décomposition w zywx qui est telle que |xzyg| m'** en
choisissant les deux nceuds dans la partie basseedun (parmi ses |V|+1 derniers nceuds
étiquetés d’'une variable).

Théoréme(Lemme de I'Etoile). Si un langage L peut étre engendré par une rgeare
algébrique, alors il existe une constante K tglle toute chaine W L dont la longueu
est supérieure ou égale a K s’écrit sous la forme uxzyv , ou

* leschaines x et y ne sont pas toutes deus vide

* lalongueur de xzy est majorée par K

« ux"zy'vOL pourtout =0

Preuve Si L estinfini, prendre K =M, ol m est la longueur maximale des régles de
production et |V| le nombre de variables d’'ureagnaire engendrant L. Ona m>1 si
L est infini, donc M{""*>m"!. Le raisonnement précédent permet de finir layee

Si L estfini (cas ou le théoreme est sarer@t) : prendre K =max{ |w|: WL}+ 1.
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Note. Pour assurer xy non vide, une autre stratégg@itsde commencer par transformer
la grammaire, afin de travailler avec une grammadgeivalente sans regles vides (autres
qgue pour l'axiome) et ou I'axiome est non récurgiflec une grammaire sous forme

normale de Chomsky par exemple (cf. [1]), m =Aec une grammaire sous forme

normale de Greibach, les régles terminales sohirdgieur 1 , on obtient |xzy| m*! .

Pour finir, voici un petit exemple —pathologiqugdi montre que dans un arbre de
dérivation, il n’y a pas nécessairement deux ncemMgkitables ( xy non vide) parmi |V|+1
noeuds conseécutifs.

Une grammaire G étant donnée, il suffit dentadifier en lui ajoutant les regles—A
(pour tout A1V). Des trongons vides de n'importe quelle haufguvent étre insérés entre
toutes les arétes consécutives, dans un arbrerigato.

Avec G: S- Sa|S¢ lachaine a peut s’obtenir ainsi (pour tout k) :

S=>.=>S==>Sa=>..=>Sa==>%8a=>S4..==>Sd=>... ... .. => S3=> 4
— - -
k foisS—S puis S—>Sa

Voyons maintenant un exemple d'utilisation dutece «lemme de I'Etoile », pour
prouver que certains langages ne sont pas engguairése grammaire algébrique.

5.2 Exemples d'application du Lemme de I'Etoile.

L'exemple le plus simple d’un langage algébrigoa régulier est {&" : n>0}. En
observant, dans le lemme de I'Etoile pour les lgegaalgébriques, ces deux segments X
et y dupliqués de part et d’autre d’'une partieliange, on peut imaginer que pour obtenir
un exemple de langage non algébrique, il suffataithaines tripartites dans lesquelles les
trois parties dépendent les unes des autres.

Voici un exemple classique de ce type, sur halget {a, b, c }.

Proposition. Le langage L ={"a"c": n>0} n’est pas algébrique.
En corollaire, il existe des langages qui ne sastneconnaissables par un automate a pile.

Preuve On prouve que le lemme de I'Etoile n'est pasfiéé Quel que soit I'entier K,
nous exhibons une chaine (W , de longueur supérieure a K, qui a la prdprage pour
n'importe quel découpage w = uxzyv (ou Xxy esh nale), la chaine uxxzyyv ne soit
plus dans le langage.

Soit w = &b*c*. On écrit w=uxzyv avec xy non vide.

Tout d’abord, remarquons qu’en dupliquant dansine sous-chaine contenant au moins
deux symboles différents, la chaine obtenue n’egbinement pas dans L puisqu’elle
n’est méme pas de la forméba® .

Il reste a voir le cas ou chacune des chainegt xy est écrite avec un seul symbole
répété (éventuellement zéro fois). Mais dans celees(au moins) des trois symboles ne
figure ni dans x, nidans y . En dupliguantek y , ce symbole figurera K fois, donc
strictement moins de fois que I'un des autres, tlackaine uxxzyyv . On est sortide L.

(ici, le symbolea restera
en K exemplaires)
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Mais n’allons pas imaginer qu'’il est nécessaire d’avoir trois symboles distincts dans
I'alphabet ! Les exemples suivants sont a deux symboles :

Exemples 2 Le langage L={a"b"a": n>0} n’est pas algébrique.
Lo={a"b"d": m=n=>0} n'est pas algébrique.
Lz3={u.u : ul{a, b}*} n'est pas algébrique.

Preuves Quel que soit I'entier K, nous avons une chaine w, de longueur supérieure a
K, qui a la propriété que la chaine uxxzyyv ne soit plus dans le langage considére, pour
n’'importe quel découpage w = uxzyv Vérifiant [x2¥{§ et xy#ce.

La chaine w ="aba convient, aussi bien pour; lque pour L dailleurs. Ecrivons
ab“d = uxzyv, avec |xzy K et xy non vide. Il faut examiner toutes les dispositions
possibles pour la chaine xzy. La facteur x (resp.y ) ne peut contenir deux symboles
différents. En dupliquant X et y, on obtient la chaine uxxzyyv qui n'est dangans
aucun cas de figure. Dans le cas dg , lla condition [xzyf K doit étre exploitée (pour
interdire x = a dans le préfixe avec y = dans le suffixe) ; alors, uxxzyyM L, .

Pour I3, le raisonnement est analogue & partir de b & b*

Noter la différence de nature entre le langagedds chaines doublées et le langage des
palindromes de longueur paire { b.u uO {a, b}* } qui, lui, est algébrique (il est
engendré par une grammaire algébrique évidente &Sa | bSbe] ) .

Bien, mais méme avec un seul symbole, on peut trouver des langages non algébriques,
comme nous allons le voir.

Exemple 3 Le langage L = {%n : n=0} n'est pas algébrique.

s . . oK
Preuve Quel que soit I'entier K , considérons la chaing ,adont la longueur 2 est

évidemment supérieure & K . On écrft a uxzyv avec xy non vide et |xzyK . La
chaine uxxzyyv n’est pas dans L, puisque

2% < |uxxzyyv| = £+ |xy| < 2+ K < 21,

www.Mcours.com
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Chap. 6 Automates a pile déterministes

6.1 Définition et exemple.

Définition. Un automate a pile (a transitions généraliséssditdéterministesi, quelle
gue soit la configuration c, il y a au plus uneftguration qui dérive (en une étape) de c.

Un langage estéterministes’il peut étre reconnu par un automate a pilerdéteste.

Remarque A proprement parler, la définition précédentesigmifie pas qu'il y a au plus
une transition qui puisse s’appliqguer a la confagion donnée. Donnons un contre-
exemple (un peu pathologique). En appliquant a aordiguration ¢ donnée les deux
transitions formellement distinctes @l,, a, [j, M]) et ([i,P], a, [j, MP] ), onldient au
plus une configuration. Mais en présence de dellestéransitions, on peut évidemment
supprimer ([i,P] , a, [j, MP]) , la premiere p@mt s’appliquer sans imposer de condition
sur le contenu de la pile (cf. Chap. 1, 81.4. mReue 2).

Dorénavant, nous supposons que l'automate @&sgileettoyé de ces transitions parasites.
Le critére suivant permet alors de détecter lerdétésme directement sur les transitions.

Un automate a pile (a transitions généralisées) (% , E, $, F, I, 0) est déterministe
si, quels que soient I'étatli E , le symbole de pile BT etle symbole &z ,ilyaau
plus une transition de la forme ([i,P’],a ,M]) avec POO{P ,e}, al{a,e}, JUE,
et MOT*.

S’il y a une transition ([ig] , €, [j, M]), elle est l'unique transition issue detiat i .
Sinon, s’il y a une transition ([i, Ple, [j, M]), c’est 'unique transition issue de iuiq
dépile F1T ; s’il y a une transition ([ig] , a, [j, M]), c’est I'unique transition consommta
le symbole @ ; et s’il y a une transition qui dépile P ehsomme a, elle est la seule
dans son genre .

Dans un automate a pile déterministe, il y acdamicité du cheminement : a partir d’'une
configuration initiale donnée avec une chaine wesder, la suite des transitions pouvant
étre successivement empruntées est déterminéecde taique. La progression peut
evidemment étre bloquée avant la fin de la lectigew . Mais a cause du déterminisme
justement, il est possible de « compléter » 'awttama pile déterministe : en ajoutant un
nouvel état « puits perdu » et les transitions ssaiees pour lever les blocages, on obtient
un automate a pile déterministe complet, dans ldguecture de la chaine w peut étre
poursuivie jusqu’au bout.

Comme tous les automates peuvent étre effectimentransformés en automates
déterministes complets (cf. [1]), il est naturelssedemander s'il est possible de trouver un
procédé analogue pour les automates a pile. Lansgpest non: il n’existe pas
d’algorithme de « déterminisation ». Pire encoiley. a des langages algébriques qui ne
sont pas déterministes.

Exemple On peut prouver que le langage des palindromeszsa {a, b} n'est pas
déterministe : il n’existe aucun automate a pileedginiste qui le reconnaisse.

L'idée : il est impossible de vérifier la symétde la chaine testée en lisant ses symboles
un a un de gauche a droite. Le centre de symétrila c¢haine ne peut pas étre trouvé
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autrement qu’en essayant systématiquement tousatepossibles. Nous reviendrons plus
en détail sur cet exemple dans 6.3.

6.2 Discussion des modes de reconnaissance.

On a vu que pour les langages reconnaissabtasmpgutomate a pile, le choix du mode
de reconnaissance est indifférent puisque ceursti &quivalents via des transformations
des automates a pile (cf. Chap. 2).

Pour les langages déterministes, il en ira engrg. Mais commencgons par voir ce qui
peut étre sauvé, lorsque ces transformations gpmiigaées dans le cadre déterministe.

i) Latransformation 2.2. (& partir d’'un automate a pile qui reconnaitgtat acceptant),

appliguée a un automate a pfledéterministe, donne un résultat qui n’est pasraétéste
en général. Les transitions ajoutées pour vidpiléarendent le nouvel automate a pile non

déterministe s’il y a dan#\ une transition issue d’'un état acceptant.

A priori, 'exigence d’'une pile vide dans lesnfigurations acceptantes est donc une
contrainte supplémentaire, dans le cas déterministe

i) Voyons les transformations 22 et 2.23. a partir d'un A déterministe qui reconnait
par état acceptant et pile vide. S'’il y a, das une transition de la forme (], a, [j, M])
issue d’un état acceptant i, on obtient Ah non déterministe (que a soit vide ou non).

Bien entendu, dansA' , cette transition ([ig], a, [, M]) équivaut a la famille de
transitions ([i, P], a, [j, MP]), BT U{A}.

En revanche, si toutes les transitions issuesetis acceptants d& commencent par

dépiler un symbole de pile dA , alors le résultat est déterministe. Comme les
transformations locales de 1.3 et 1.4 conseneedéterminisme, on peut méme arriver a
un automate a pile déterministe dont la forme el clécrite dans la Proposition de 2.3 .

Définition. Soit L un langage algébrique. Le langage mihirvBn(L) est constitué de
toutes les chaines ML pour lesquelles aucun préfixe propre n'appattée L :
Min(L)={w OL : si w =uv avec u et v nonviddgra ullL }

Attention, le langage Min(L) n’a aucune raisbétre algébrique, a priori.

11}

Proposition 1L Soit L un langage que reconnait, par pile vide,automate a pil

déterministe dont toutes les transitions sont dertae ([i, P], a, [j, M]) avec le symbole

P non vidgl'étiquette a ou la chaine M peuvent étre sida non)
Alorsona L =Min(L).

Preuve Dans un tel automate a pile :
i) a cause du déterminisme, si w =\ avec ul Min(L), le cheminement menant a
I'acceptation de w doit étre un prolongement el@iaqui est associé a u
i) comme la pile est vide au moment ou u eseptEe, aucune transition ne peut plus
s’appliquer (a cause de la forme des transitions).

Si la reconnaissance se fait par pile videatadceptant, 'argument est le méme.

Définition. Un langage L est diréfixesi L = Min(L) .

Remargue La grammaire construite (cf. 3.4) a partir dautomate a pile satisfaisant aux
hypotheses de la Proposition précédente est noigaéb
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Proposition 2. Soit L un langage que reconnait, par étatspagots, un automate a pije
déterministe.
Alors Min(L) est algébrique et déterministeaBnu par états acceptants.

Preuve Soit A déterministe, reconnaissant L par états acotptad cause du
déterminisme, si w = uM L avec ull Min(L), le cheminement menant a l'acceptation
de w est un prolongement de celui associé aEm supprimant toutes les transitions
issues des états acceptants de, on obtient un automate a pile avec lequel seleles
chaines de Min(L) sont acceptées.

Mentionnons au moins les deux propriétés de darme suivantes pour les langages
déterministes reconnus par états acceptants.

Proposition 3. i) L’intersection d’'un langage déterministe @irdlangagerégulier est un
langage déterministe.

i) Le complémentaire d’'un langage déterministedéserministe.

Preuve

i) Tout langage régulier est reconnu par un autentterministe (et complet). La
construction faite en 4.2 Proposition i), appliguwedeux dispositifs déterministes, donne
un automate a pile déterministe.

i) Un automate a pile déterministe pouvant éompléte, il reste ensuite a inverser les
états acceptants et non-acceptants pour recontealéregage complémentaire.

A cette occasion, on rappelle que le complémentiun langage algébrique n’est pas, en
général, algébrique (cf. 4.2)

6.3 Des exemples parmi les palindromes.

Soit L le langage de tous les palindromes, {syib}. C’est un langage algébrique (on a
déja vu une grammaire adéquate). Mais le langaga(LM est dramatiqguement réduit,
parce que les préfixes (a un seul symbole) & sbnt déja des palindromes :

Min(L) ={a, b ,&}.

On en déduit que L n’est pas déterminister«opa vide », d’apres la Proposition 1 .
Mais L est-il déterministe « par états acoefsta ? Supposons que c’est le cas.

L'intersection de L avec le langage réguli@iba*(b u{e})a*ba* est un langage L’
algébrique (cf. 4.2), et il est aussi déterminidtapres I'hypothése (intersection d’un
langage déterministe et d’'un langage régulier).pB8a la Proposition 2 précédente,
Min(L’) doit donc étre un langage algébrique @atcessoirement, déterministe).

Les éléments de L’ sont les palindromes qutieanent deux ou trois b . Ceux qui
contiennent (exactement) deux b sont tous mimim@eurs préfixes propres sont
asymeétriques, ou ne sont pas dans L’ ). Ceux guoii@ennent trois b sont de la forme
a" bd' bd'bd" ; ils sont minimaux lorsque m >0 . Par exemple, abaabaaba n’est pas
minimal (préfixe propre : abaaba ) alors que babaa est minimal.

Résumons : Min(L’) ={8bd'bd": m>0, n=0} U {a"bd'bdbd": m>n=0}.

Or, ce langage n’est pas algébrique, d’aprésteme de I'Etoile : quel que soit K, en
écrivant &' bd bd'bd™! = uxzyv avec |xzyk K et xy# ¢, la chaine uxxzyyv est
asymétrique, ou avec trop de a en partie centrdf&" ba*¥ bd*Mpd** 0O Min(L’) .

Nous avons abouti & une contradiction.
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La proposition suivante est ainsi prouvée.

Incidemment, nous avons aussi obtenu un exedeplangage algébrique dont le langage
minimal n’est pas algébrique.

Proposition. Le langage algébrique des palindromes sur {anlgst pas déterministe.

Remarque Dans la littérature sur le sujet, on trouve géleénent une preuve de cette
proposition qui utilise un autre sous-langage edéant : celui des palindromes qui sont de
la forme (ab)*(ba)*(ab)*(ba)* . Les éléments mirgox en sont ceux qui ont la forme
(ab) (ba) (ab) (ba) avec i>j.On peut prouver que les langadgsbaiques sont fermés
par « automorphisme inverse » (une notion que ntsns pas abordée dans ce cours).
Dans le cas consideré, l'idée est qu'on a remplacépar ab et b par ba , et quen
revenant en arriére, on obtient le langaged db' : i>j}. Si L était déterministe, ce
dernier langage devrait étre algébrique. Or cetipas le cas (lemme de I'Etoile).
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