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Résume

Dans ce papier nous @entons les principales caratgstiques du langage Pro-
log IV, qui succele au langage Prolog Ill. Prolog IV est un langage de programmation
logique par contraintes quiintroduit au sein d’'un miedmique des contraintes sur les
arbres, les listes, leSeakbs, les rationnels, les entiers et les Bawls. Les algorithmes
gui servent de base la resolution de contraintes s’appuient sur un algorithme
naf sur les listes diffeent de celui de Prolog lll, des algorithmes de type Gauss et
Simplex pour le traitement dégeations, disguations et ihguations linaires sur les
rationnels, et un algorithme d’approximation forsie I'arithmdique des intervalles
pour les contraintes non-lia@es sur les'r@s, les contraintes sur les entiers ba;ne
et les contraintes boa@anes. Enfin, Prolog IV est tiei comme un Prolog aux
normes ISO, les contraintésaat introduites gree ades pféelicats preéfinis. Les
prétentions de ce papier se limitenfpaesenter un premier apparénformel mais
complet du langage, de ses possibilié¢des algorithmes des@ution de contraintes
sous-jacents.

Introduction

Le langage Prolog Il [8] fut avec CLB) [14, 15] et CHIP [13, 28] I'un des pionniers
des langages de programmation logique par contrdimlese qu’il convient d’appeler
premige generation.

L'utilisation de ces langages pour laatesation d’applications, ainsi qu€ Hieergence

de nouveaux concepts, dont'un des plus remarquable esttpelitgroduction de 'arith-
méique des intervalles en CLP, ont permis de mieux cerner les domaines de contraintes

LI nest pas ici dans nos intentions devédopper les concepts &l'introduction de la programmation

logique par contraintes. Le lecteur pourra se reporter aux travaux fondateurs [14, 8, ti@bqfaentations
géen&ales plus reentes (par exemple [16]).



(et les algorithmes pour leSseudre) da fois utiles en reolution de problmes continus et
discrets, tout en restant efficaces. Le langage Prolog IV est une tentative pguernices
consideations au sein d’'un langage uniforme muni d’uhmaatique clairement’diaie.

Le reste de cet article est organtela maniee suivante : la section 2 sente rapi-
dement un certain nombre dérgeealités sur le langage, le moletheorique sous-jacent,
sa syntaxe et sa smntique. Dans les sections suivantes sont alsosdecessivement
les contraintes sur les listes, les contrainteSdires sur les nombres rationnels et les
contraintes sur les eds, les entiers et les bo@les traites al’aide de I'arithmeique des
intervalles. Enfin, nous psentons quelques exemples de programmes avant de conclure.

2 Principes genéraux

Nous ne rendrons pas compte ici dans ldaitkede la Senantique du langage, dete par
Alain Colmerauer dans [12]. Nous @isons simplement les quelques points fondamen-
taux qui donnent une idegenerale du modke theorique global et de la seantique de
Prolog IV.

2.1 Ddinitions

Le langage Prolog IV estdiai a partir de trois ensembles de symboles, un ensemble de
variables dont la syntaxe estfatée par la norme Prolog ISO, un ensemble de symboles de
fonctions et un ensemble de symboles daljpas. Les termes sontfilds de la maniee
habituelle, les contraintes sontfotges apartir des symboles de mheats, du symbole
d’égalite, ainsi que des connecteurs logiques et des quantificateurs usuelstridrare
> est ddéinie comme une application qui assocCiel@aque symbole fonctionnel ou de
predicat une fonction ou une relation sur un domain€ Hoge

SoitZ une structure et une application de I'ensemble des variabledansDs. Tout
terme autorisdans> peut alors &e interpfée comme un Ement deDs et toute contrainte
p autorise dans peut alors &e interpféée comme urilément de{true, false} par une
fonction dinterpré&ation.

Un programme est une conjonction de la proposition.e et de propositions du type
Vry...Vo,,p1 A ... A pn = po, OUpg Ne doit pas &e un symbole de pdicat reserve
appeles par abus de langagkusesOn a alors la proptié suivante :

Propriété 1 ([12]) L'ensemble des structures qui satisfpm’est pas vide et admet un
plus petit'éément.

Semantiquement, un programmeeut donc &e vu comme la dition de la plus petite
structure qui satisfaji et qui complée 2.

2.2 Domaine

Le domaine de Prolog IV est 'ensemble des arbres rationigisetes par des identifi-
cateurs (au sens de la norme ISO) et par dels (@au sens matheatique). Les gquettes
numeigues sont interdites pour les noeuds ayant un ou plusieurs fils.



2.3 Opeations et relations

Les seules opations dénies en Prolog IV sont lespeaations de construction d’arbre
qui, pour tout symbole de fonctiohd’arité n associent @oute suite d’arbredy, . . ., a,)
l'arbre dgiquetepar f dont la suite des fils estiy, ..., a,). Les relations de typ&(p)
ou p est un symbole de pdécat prelefini sont ddinies extensivement dans [27]. Nous
en donnons ici quelques exemples significatifs. Par convention,; lespresentent des
arbres, leg; des listes, leg;, des nombres rationnels et lesdes nombres eds. Pour tout
intervalle abornes rationnelles, on noteF'(7) le plus petit intervalle &ornes flottantes
contenant.

numeric:  {(a1) | a1 est un nombrg
symbolic:  {(a1) | a1 n’est pas un nombie

dif : {(a1,a2) | a1 # az}

eqgbol : {(a1, a2, z3) | sia; = ay alorszz = 1 sinonzz = 0}

select : {(la, g2, a3) | g2 est entier, 0< g2 < |l1] etag est legzéme dément del; }
geqrat : {(q1,92) | 91 > g2}

geq: {(z1,22) |21 > z2}

plusrat : {(g1,92,43) | g3 = q1 + g2}

incc: {(z1,q1,92) [ 21 € F([a1, 2])}

inccbol : {(z1, g2, g3, ©2) | Si z1 € incc alorszy = 1 sinonz, = 0}

integer : {(x1) | z1 est entie}

nprime : {(x1) | ©1 est un entier non premigr

greater : {(z1,22) |1 > w2}

XOr : {(z1, 2, z3) | T1, 2, 23 € {0,1} et(z3=1) = (z1=1)P(z2= 1)}
gegbol : {(z1, 2, ®3) | Si (x1, z2) € geq alorsez = 1 sinonzz = 0}

pi: {(z1) | @1 =}

sqrt : {(z1,22) | @1 > O etay = \/71}

coth : {(z1, 2) | 2 = cothz}

Il est certainement notable que les fontions usuelles n-aires; ailigamme telles dans
la plupart des langages de type CLP (et notamment en Prolog Il ) sonfiltiedecomme
des pfélicats predinisn + 1-aires. Ce choix a le double avantage de respecter le taracte
relationnel de Prolog (et de correspondréaanorme ISO) et d'ge particuligement
adaptea I'arithmétique relationnelle d’intervalles sous-jacentBralog IV (voir sections
suivantes). De plus, la coincidence des structures de base et des stritetudes® peut
étre ddinie de faon naturelle sans introduire de transition entre fonctions partielles et
relations. Pour une discussiontdiiée sur les extensions de structures on pourra se
reporter g9, 12].

2.4 Syntaxe

La syntaxe de base est celle de la norme ISO (y compris pour les constantegnes)e
Le traitement des contraintes est effécfuiace al’utilisation de pralicats pfeéfinis. On
trouvera la liste de ces teats preéfinis dans [27]. Cependant, pour'@ks I'ecriture des
programmes une notation fonctionnelle des symboles t#qats prelefinis ainsi qu’'un
sucre syntaxique permettant une utilisation desateers et des symboles de relations
usuels (par exempkg *, >) est autorise en utilisant des symboles dé&ceture differents
pour les rgles et les reques . Ainsi, trois types de gées sont syntaxiquementfitgs en
Prolog IV différencies par le symbole d€ eeriture (ou d’'implication).

Le type principal est celui desgkes et reqiies Prolog I1ISO:

PO :- P1, ..., Pn.,

?- P, ..., Pn.



oulesPi sontdes preicats, @entuellement pragfinis sii # 0. Ces rgles sont suffisantes,
en utilisant les preicats preéinis decrits plus haut pour utiliser toutes les fonctionnaite
de Prolog IV. On notera cependant que les symboles de fonctions ne sont jamaistiegerpre
hormis par les pricats qui opeent explicitement unévaluation ( s/ 2 par exemple).

Deux autres types permettent d'@és I'ecriture des programmes et des régseen
autorisant les notations courantes pour les expressions et les contraintes. Il estimportant de
noter qu’il ne s’agit lague de sucre syntaxique. La transformation de base est la suivante:

1. pour chaque termede la formef(t4,...,t,), ou f est un symbole fonctionnel
correspondant an pralicat pralefini p, remplacet par une nouvelle variable, et
ajouter entee de la rgle le butp(t4, . .., t,, 1),

2. repéter cette opration jusqu’ace qu’elle ne puisse plus s’appliquer,

3. remplacer dans les buts chague symbole de relation pardiearerealefini corres-
pondant.

On ddinit deux nouveau types degles et reqlies pour fgler le cas des symboles
ambigus comme, *, > qui peuvent correspondre soit aux gieats preefinis correspon-
dants sur les nombres rationnels (et dotne &aites par les algorithmes dégselution de
contraintes linaires’&@entuellement retardg, soit aux prdicats preéfinis correspondant
sur les nombres ads (et donc e traites par approximation comme expgses avant).

Syntaxiquement ces deux types dgles sont dténis comme suit:

1. Pour les contraintes sur les rationnels

PO /:- P1, ..., Pn.
[/?- P1, ..., Pn.

2. Pour les contraintes sur lesls
PO .:- P1, ..., Pn.
.?2- P1, ..., Pn.

Ces diffeents types de gdes peuvent bien’siétre utilisees partout dans un pro-
gramme, puisqu’un simple fpeocesseur transforme tout programme en programme Pro-
log ISO.

Dans la seconde partie de cet article noUsrigens plus en dail le traitement des
contraintes sur les listes, les contraintesdines sur les rationnels et les contraintes base
sur I'arithmdique des intervalles, qui recouvrent les contrainte€slimes, polynomiales et
transcendantes sur lestg, les contraintes sur les domaines finis, sur les’leosleainsi
gue les contraintes qui mixent ces divers domaines.

3 Contraintes sur les listes

En ce qui concerne le traitement des listes munies de la cCoratate, la structure de
liste est celle dénie dans la norme Prolog 1SO. Structurellement, ces listes sont donc
construites sur la notion de paire pdetal’aide des deux symboles fonctionnels binaires
usuels repreentfes par. et[ ] . Les deux relations principales sur les listes sont:



e size(L,Q
e conc(L1,L2,L3)

La complexité des procédures de décision pour le problgéneal (problane du
mot) rend celui-ci inaplicable & ddinition d’'un langage de programmation dans lequel
la manipulation de listes est vraissemblablement I'opération la plus fréquente. Comme en
Prolog I, des restrictions sont donc apportées aux ensembles de contraintes que Prolog IV
résoud parfaitement (i.e. pour lesquels I'algorithme est complet). Ce sont les ensembles
constitués de contraintes du typenc(U, V, L1) etsi ze(l 2, N) qui vérifient les
conditions suivantes:

1. deux au moins des terme&, UetV représentent des listes de taille connue,

2. Nest un nombre entier positif connu b@ est une liste de taille connue.

Toute contrainte ne satisfaisant pas les conditions expriméesderament est re-
tardée, au sens de Prolog Il , a savoir qu’elles n’est ajoutée au systeme de contraintes
courant que lorsque suffisamment d’informations permettent de vérifier les conditions.
Par exemple, aucun des deux systémes suivants n’est reconnu comme incohérent par
Prolog IV :

?- { size(X,N, N<=1, X=1[1,2|Y] }

?-{ L =UYV,
si ze(L, 3),

u=1[12W,
V=1[12W}

Par rapport a Prolog Ill , le traitement des listeSta@ remodelé entierement pour
s’adapter aux structures de listes standard. De plus, le traitement retardé sur les listes
est simplifié par I'abandon de I'ajout systématique au systeme de contraintes numériques
descontraintes au longueurgqui expriment, dans toute concaténation retardée que la
somme des tailles des deux listes cofceds est égale a la taille de la liste résultat et
gue les tailles de deux listes égales sont égales. Cette simplification est motivée par le
surcodt, entermes de performances causé par I'ajout de ces contraintes numeériques inutiles
dans les cas courant. Ces contraintes peuvent cependant étre explicitement définies par le
programmeur. Une description compléte du traitement des listes en Prolog IV, on pourra
se reporter a [9].

4 Contraintes linéaires

Comme dans Prolog Il , la résolution des contraintes linéaires consigéeaminer

gu'un ensemble d’équations et d’'inéquations linéaires est soluble. Outre cenpeoble

de solubilité, le module de résolution de contraintes numériques de Prolog IV dispose
d’'un mécanisme de détection de variables contraintes a ne prendre qu’une seule valeur

MCours.com



(variables figeg. Ce meanisme est essentiel pour les communications entre les divers
modules de reolution de contraintes ainsi que pour le traitement desqdet@ns et
des buts retarde Signalons enfin que ce module dealeition de contraintes lirdéres
manipule des nombres en pr&on infinie.

La resolution des gquations linaires utilise une version inarentale de I'algorithme
de Gauss.

22 {X+Y=1 X-Y=1}
X=12 Y=-1/2

Quant ‘ala resolution des inhguations, Prolog IV utilise une version moddiale
I'algorithme du Simplex [32, 33, 34, 25] pour d’'une parttlide de la satisfaisabilitet
d’autre part la di=ction des variables figs.

2- { X+Y=<0, X>=0, Y>=0}
X=0 Y=0

Le traitement des diggiations numeques et la dieection des variables figs sont des
problames similaires. En effet; seudre{e # 0} oue est une expression lin@e consiste
aintroduire une nouvelle variableet arésoudre le systae{z = ¢, z # 0}.

Comme signale@recedemment, I'algorithme de Gauss et celui du Simplétedint
les variables figes. La difficulfede la deection des variables figs survient lorsque
I'expression linaire e contient ala fois des variables contraintégie non rigatives et
des variables non contraintes.

Pour des raison d’efficacitBrolog IV conserve dans le module desotution des
équations nurnques, une copie du systee des inquations. Ce systee dupligueet
codesous la forme normale requise par I'algorithme de Gauss reste inerte aux pivots
effectues par I'algorithme du Simplex et permet un gain important en efficaaiten
consommation rmaoire.

4.1 Implantation

Le mecanisme de base [24] du traitement dgsaions consiste @xprimer une variable
comme une combinaison liage d’autres variables. Etant donae sytene d’equations

S ete = 0 une nouvell€ guation, les variables figurant daasont remplaces par la
combinaison lihaire assocCie acette variable et ce tant qu'il est possible d’effectuer une
substitution. Ce processus s'@gavec I'une des trois forme suivantes:

1. 0= 0, I'équation est impligu@ar le systme S.
2. k =0, ouk est une constante non nulle; le sys&eS U {e = 0} est insoluble.

3. z9 — ayr1 — ...a,x, = 0 oUaucun desr; he s’exprime comme combinaison
linaire d’autres variables; la forme normale du syeeS U {¢ = 0} est alors
S U{xo = ar1 + ...a,z,}. Etant donne une relation d’ordre lexicographique
sur les variables, la variablg est telle que:;y < x;. La donrie de cet ordre permet



e |'optimisation du processus de substitution,
¢ |'optimisation de la d&ection des variables figs,
¢ lacommunication du module des@ution d'&uations et celui desig@ations.

Pour le traitement desigeations, la relation d’ordre sur 'ensemble des variables est
telle que siz est une variable nuinigue non astreinte @re non rigative ety une variable
astreinte &tre non rigative alors on a < y. Ainsi, lorque le processus de substitution
decrit plus haut aboutit a unejeation de la forme + a;z1 + - - - a,z,, = 0 outous lesr;
sont astreints atre non rigatifs, cette’ guation est ajougedans le module de€ selution
des inguations. Ce dernier'vifie que le systme reste soluble et exhibe, s'il en existe,
les variables figes induites par I'ajout de cette nouvelle contrainte.

5 Approximation par Intervalles

L'introduction de l'arithmd¢ique des intervalles en programmation logique initialement
presentes par John Cleary [6] et implaregar William Older et André/ellino dans leur
systene BNR-Prolog [21, 22] a ouvert la void'atude des algorithmes d’approximation
de contraintes par produits castens d’intervalles. Ces saltats ont pu'ee d@endus de
maniee naturelles au traitement efficace des domaines discrets et ingptharts le sys-
teme CLP(BNR) [4, 22]. Ces travaux ont par la suitegeneralises par Alain Colmerauer
[11]. Dans [5], il est’galement &bli que les propfigs de coheence partielle de type
consistance d’'arc’deloppes en Intelligence Artificielle peuvent s’exprimer simplement
en termes de points fixes d’'apgeurs der@uction (constraint narrowing operatorsjides
apartir des fonctions d’approximation.

Pour une description compéedes meanismes d’approximation par intervalles on
pourra se reporter par exemplg4 5]. Nous rappelons simplement ici |éEments
theoriques essentiels.

5.1 Elaments theoriques

Le principe de base consisteapproximer toute relation”dieie sur/R" par le plus petit,
au sens de I'inclusion) produit casien d’intervalles flottants (ou d’unions d’intervalles
flottants). On appelle intervalle flottant tout intervalle (au sens nnadiigue usuel) dont
les bornes sont des nombres flottants (en fait appartiennent sous-ensemble fini
privilégié deIR) ou les symboles repsentant les infinis. Ces fonctions d’approximation
(notees apy sont monotones, englobantes et idempotentes.

On ddinit ensuite pour chaque relation n-airdéinie surlR un opeateur de rduction
(constraint narrowing operator), riof&, qui associé #oute relation, = I; x ... x I,,, ou
les I; sont des intervalles flottants (ou des unions d’intervalles flottants) la reldtiimmede
par p’(u) = apXp N u). Ces opeateurs sont contractants, monotones, idempotents et
corrects.

Enfin, @ant donnain ensemble de contraintdémentaires sur des variables reggn-
tant des trels (ces relations correspondant exactement auhqats predinis sur les fels



dans Prolog 1V), et des domaines (intervalles flottants ou unions d’intervalles flottants)
associs aux variables, on applique un algorithme de type AC3 (pour plus aespmes

sur ces algorithmes de consistance d’arc on pourra se rep¢i@rk/]). Cet algorithme,
appelealgorithme de point fixe, calcule unag stable pour lequel les produits Caitns

des domaines constituent un point fixe pour chacun désatmes de réuction corres-
pondant aux contraintes du syste. On montre que cet algorithme termine et calcule des
résultats corrects, ingeendamment de 'ordre des propagations.

Comme il est sous-entendu dans cédimieaires, I'un des points importants concerne
le choix de la fonction d’approximation. Les deux approximations naturelles sont I'ap-
proximation par intervalles flottants et I'approximation par unions d’intervalles flottants,
notees ci-apre respectivement hukt union L'approximation_unionest bien entendu
plus preise (intuitivement, on peerve les “trous” dans les domaines), maisspree le
risque d’augmenter exponentiellement le nombre d’intervalles lorsque I'on introduit des
contraintes qui ne sont pas intervalle-convéxBes tests ont cependant mdriree cette
approximation donnait d’excellentsstats sur des prohiges discrets [26]. En ce qui
concerne Prolog IV les deux approximations sont disponibles et interchangefaids a
d’'un meta-prdicat.

Enfin, nous terminerons ce an@abule par une pogsion d’ordre terminologique. On
parlera dans le reste de ce document&delutionde systenes de contraintes. Or, comme
nous l'avons eoque l'algorithme utiliseest incomplet (on rappelle @ propos que le
problame de la solubilitede contraintes sur les entiers ou de contraintes transcendantes
estindeidable). On ne garantit jamais (si I'on excepte le cabaupeut utiliser des pro-
cedures d’@um@ation sur les domaines finis) I'existence de solutions dans les intervalles
calcules. En revanche, la proptede correction de I'algorithme permet d’affirmer la
validité des preuves de non-existence de solutions. On appelera donc par abus de langage
résolution d’'un systme de contraintes I'approximation de I'ensemble de ses solutions par
les divers algorithmes déselution utilises.

Lajustification therique de I'emploi de ce terme s’appuie surlmsatique delarative
du langage (voir [12]) qui utilise une extension de la structure naturelle pour laquelle les
algorithmes incomplets de Prolog IV sont préseemplets. Ces travaux poursuivent ceux
entrepris dans [8, 9] ou [1] et qui trouvent leurs racines dansfiaitien de I'algeore des
arbres rationnels pour justifier 'abandon du test d’occurence.

5.2 Appartenance aun intervalle

Dans la mesure des pralicats qui dénissent les relations d’appartenance d’une variable
a un intervalle sont les plus couramment ufiisgans cette section, nous les rappelons
brievement ici:

incc:  {(z1,92,93) | 21 € F([g2,43])}

inoc:  {(z1,42,93) | 71 € F((g2, 43))(22--q3]}

[

( )
inco:  {(z1,92,93) | 1 € F([g2,93))}
inoco:  {(z1,92,93) | z1 € F((92,93))}

2Les relations intervalle-convexes (on doit le noth &leary [6]) sont les relations dont les projections
de I'intersection avec un produit casten d’intervalles n’est pas toujours un intervalle. La relation ternaire
mult ou la relation unaire integer sont des exemples de telles relations. Pour un disclissll&e der les
relations intervalle-convexes on pourra se repor{dt.a



5.3 Contraintes non-linaires sur les reels

A partir de I'algorithme derit brievement ci-dessus, on peut traiter en Prolog IV des
ensembles de contraintestiea apartir des relations primitives construitepartir des
opeations et relations usuelles en mattaiques, y compris les relationSfohées apartir
des fonctions transcendantes. On donne ici quelques exempglesides de la'solution

de contraintes non-lireéres sur les’res.

.?- incc(VY,1,3), Y=X 2.
incc(Y,1,3), incc(X -1.73205089569091, 1. 73205089569091) .

.?- 1 =X+ 2Y, Y- 3X =0, incc(X 10000, 10000).
i ncc(0.142857134342193603, 0. 14285714924335479736) ,
incc(Y,0.428571403026580810, 0. 14285714924335479736) .

.?- X >=0, tan(X) =Y, X2 + Y2 = 5.
i noc(X, 1. 096424102783, 1. 0972573757171630) ,
i nco(Y, 1. 94833934307098388, 1. 94880855083465576) .

Lorsque les intervalles calc@da@loivent™¢re affines (speialement lorsque I'on utilise
la fonction d’approximation hullles solutions peuveritme sgares gfae au prdicat
preddini enumner at e/ 1 qui procele aune exploration dichotomique noritdeministe
des intervalles. Ce pdécat est aapprocher des prodares d’@umeation utilisees cou-
ramment sur les domaines finis. En voici deux exemples:

.?2- X3 +Y3=2Y X2+Y2 =1, X >= 0, enunerate(X).
i noo( X, 0.910759508609771728, 0. 910760223865509033) ,
i noo( X, 0.412935733795166, 0. 4129370152950286865) .

.?- incc(X 0,1), 0 = 35X (256) - 14X (17) + X, enunerate(X).
i noo( X, 0,1.9618178500547438992932e- 44) .

i noo( X, 0. 847943603992462158, 0. 847943723201751708) .

i noo( X, 0. 995842456817626, 0. 995842516422271728) .

5.4 Contraintes sur les entiers

Le traitement des contraintes sur les entiers bo oassiquement appele contraintes
sur les domaines finis (voir par exemple [28]) consiste principalemexjowder aux
predicats préédinis le pradicati nt eger/ 1 qui correspond pi@sanent ala relation
unaire usuellement detee par I'ensemblelNV. L'algorithme de point fixe dini plus
haut appliguea I'opérateur de rduction correspondant a un comportemémtiealent
aux algorithmes dits de “propagation d’intervalles” sur les domaines finis, dans le cas
ou la fonction d’approximation est hulbi on utilise I'approximation unigron retrouve
l'implémentation des algorithmes de consistance d’arc.

Il faut également noter que, dans la mesureiagu eger denote une relation (et
non un type) la preence dans les Tmees contraintes de variableslies et de variables



contraintes aepresenter des valeurs entgs se traite de manie tres naturelle. Pour la
méme raison, toute variable numgue peut&e dynamiguement contrainte@presenter

un entier au cours de I'éxation d’'un programme. Du point de vue des performances,
de nombreux benchmarksaleses al’aide du premier prototype du langage montrent un
comportement conipiéif par rapport aux temps d’éxetions publis dans la litteature.

5.5 Contraintes Bool&nnes

Les contraintes booémnes de Prolog IV sont, encore, un cas particulier des approxima-
tions par intervalles. Les variables boahmes sont des variables contraintedra des
entiers pris dans l'intervall@®, 1]. Les relations forrmes apartir des fonctions usuelles
(v, A, -, =) sont approximes de la mme fa®n que les autres relations sur léslse La
proceadure de deision implante par I'algorithme de point fixe est bien entendu incom-
pléte, ce qui sereoud classiquement par l'introduction de prieees d’@umeation. Les
résultats fournis par ce type de’thede sont, comme il dga été montrepar exemple
dans [1, 4, 7], particuliement compiitifs avec les m&hodes de r&olution classiques.
Voici deux exemples de ce type de contraintes:

.?- 1 =B&(C| "D.
B=1, incc(C0,1), incc(D0,1).
.?-1=B&(C| "D, 0=B&C
B=1, C=0, D=0.

5.6 Contraintes mixtes

Nous avons da remargueque les contraintes sur lesets et les entiers sont intimement
méées du fait de la dinition de la relation nt eger . On peut ajouter que les variables
booleennes, qui sont aussi des variables hugues entiees peuventtee utilisees dans
des relations commedd, par exemple, ce qui permet d’exprimer naturellement, entre
autres, les contraintes de cardina({itemme dénies dans [30]).

De plus, le simple fait de dimir a la fois les contraintes sur lesalg, sur les entiers et
sur les boolens dans un fmee modée permet d’introduire pour toute relation n-aje
une relation n+1-air@’ dont le dernier argument est un boeeagal a0 sip est vrai et
égal al dans le cas contraire. Toutes ces relations sontesagar le mme algorithme ce
qui permet d'éablir des liens explicites entre les relations riuiuees et les bookns, ce
gui n’est pas le cas des langages tels que Prolog Il ou CHIP.

5.7 Liens entre les contraintes rationnelles et'@les

Tout d’abord, il faut noter qu’en mode rationnel aussi bien qu’en modk taeutes les
constantes nunigiues sont lues en fxsion infinie. Elles sont ensuite coelesous forme
d’intervalles flottants lorsque c’est cessaire.

Les liens entre les contraintes portant sur les rationnels et celles portant swaides re
sont ddinis opeationnelement de la mamesuivante :



1. Pour toute variablX figée® a une valeurA par I'un des fsolveurs en preision
infinie, il existe une contraintencc( X, A, A) dans I'ensemble de contraintes
courant siA est une valeur exactement repeatable par un nombre flottant, ou de
la formei noo( X, A-, A+) dans le cas contraire. On ndie (respectivemeni+)
le nombre flottant imrmdiatement inféeur (respectivement sapeur) aA.

2. Pour toute contrainte de laformacc( X, A, A) presente dans le syste courant,
il existe ‘@alement une contrainte de la forrdeA.

3. La deection de I'incolieence de tout systee contenant une contrainkeA, avec
Xirrationnel est asstee

Ce dernier point riiite quelques explications. Considas les deux exemples sui-
vants:

1. Soit un systae contenant la contrainge ( X) et la contraintex=3. 14159. . .
2. Soitun systme contenant les contraintesl t ( X, X, 2) etX= 1,414.....

Supposons que, dans les deux cas, la varidisigit instancie avec un nombre rationnel
en preision infinie suffisamment pogs pour que le plus petit intervalle flottant contenant
X soit un intervalle ouvert dont les bornes sont deux flottants ‘coni$e Si I'on se
contente d’appliquer les gées (1) et (2), on ne peut pastdeter I'incolieence. Or, au
moins dans le premier cas, une simpleifi@ation en pfeision infinie suffit adecider
gue le systme est insoluble. Dans le second cas, cettdfigation ne suffit pas, mais
le calcul de I'opeateur de rduction appliquea la contraintei rr ati onal ( X), avec
incc(X 1,414...,1,414. . .) suffitadeecter I'incolieence.

Pour terminer, notons que les traductions de flottant ecigiom infinie, et de prasion
infinie dans I'un des deux flottants imhiatement supéeur ou infeieur sont accessibles
par le biais de prdicats preédinis.

6 Exemples de programmes

Nous terminons ce tesbref appene du langage par quelques exemples de programies tre
simples et bien connus dans la commundregrammation logique avec Contraintes, le
mangque de place ne nous permettant pas teepter autant d’exemples que nous aurions
voulu.

6.1 Concatemations
Voici Le programme qui inverse une liste ainsi que deuXcakens:

reverse([],[]).

reverse({[A]@¢,{YAA}) \:-

reverse(XY).

30n rappele qu’une variable figest une variable dont la valeur est identique pour chacune des solutions
du systene de contraintes courant.



?- reverse([1,2,3,4,5,6,7,8,9,10], L)
L =[10,9,8,7,6,5,4,3,2,1].

?- reverse(L,[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10])
L =[10,9,8,7,6,5,4,3,2,1].

6.2 Contraintes non-linéaires

L'un des benchmarks classiques dans la communauté d’analyse numérique par intervalle
est le polynébme de Wilkinson proposé initialement en [31]. Le probléme consiste a
résoudre I'équation suivante :

20
[[(X+i)+EX®=0.

i=1

Cette équation admet trivialement 20 solutions réelles lordgue 0. Ce qui est ici

mis en avant est qu’une perturbation minuscule peut avoir des effets spectaculaires sur les
solutions. Dans ce cas, 'ensemble des solutions réelles de cette équationorsdqie
estréduita 10 valeurs, ce que la plupart des codes de calcul numérique calculant en flottant
est incapable de vérifier. Voici le programme en Prolog IV et les résultats obtenus:

wi | ki nson(X) .:-
w | ki nson( X, 20, P)
P+ 27°(-23)*X(19) = 0.

wi | kinson(X,0,1)) .:- .

W I kinson(X, I, (X+l1)*P) .:-
X # 0,
w | kinson(X, 1-1,P).

.?- wilkinson(X), enunerate(X).

i noo( X, -20. 846910476684571, - 20. 846906661987305) .
noo( X, - 8. 9172506332397461, - 8. 9172496795654297) .
noo( X, - 8. 0072679519653321, - 8. 0072669982910157) .
noo( X, - 6. 9996976852416993, - 6. 9996972084045411) .
noo( X, - 6. 0000071525573731, - 6. 0000066757202149) .
noo( X, - 5, - 4. 9999995231628418) .

noo( X, - 4. 0000004768371583, -4) .

noo( X, - 3, - 2. 9999997615814209) .

noo( X, - 2. 0000002384185792, - 2) .

noo( X, -1, - 0. 99999994039535523) .

6.3 Suites magiques

Les contraintes mixtes peuvent étre utilisées pour résoudre des probléemes du type de
celui des suites magiques proposé dans [8, 28]. Le probleme consiste a trouver une suite
d’entiers non-négatifero, ...z, _1) qui vérifient que pour toutappartenant &0, ..., n—1},
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x; est le nombre d’occurences de I'entiedans la suite. En d’autres termes, pour tout
ie€{0,..,n—1}

ou la valeur de(z = y) est I'entier 1 si(z = y) est vrai et I'entier 0 s{z # y) est vrai.
De plus, on &ablit les deux propfigs suivantes:

n—1 n—1
in:n,Zixi:n
i=0 i=0

Pour desraisons de lisibilitee programme suivant exprime les contraintes principales sans
ajouter les contraintes redondantes. Pour |éme®eraisons, le pdicatnon_neg.i nt
n'est pas dwillé:

magi c(N, L) .:-
size(L, N,
non_neg int(L),
mai n_constraints(L, 0),
enunerate(l).

mai n_constraints(L,N) .:-
size(L,N).

mai n_constraints(L,l) .:-
size(L1,1),
L =11 @[X @L2,
sum(L, 1, X),

mai n_constraints(L, | +1).

sum([],1,0).
sum([ X L],1,S) .:-
S = eqgbol (X 1) + S1,
sunm(L, I, S1).

On notera I'utilisation fonctionnelle du pdeateqbol / 3. Voici un exemple d’ekeution
du programme:

.?- magic(7,L).
L=1[3 2,1, 1, 0, 0, 0].

7 Conclusion

Nous avons tentdans ce bref appancde Prolog IV de derire dans les grandes lignes
les fonctionnalite du langage ainsi que les principaux algorithmes qui sont &ipser
y résoudre des contraintes.

Nous terminerons en fgentant |'éat de deeloppement du systee. Un premier
prototype de compilateur est d’ores etjaepeationnel et intgre tous les solveurs



presentes ici. La phase actuelle concerne les tests et la validation de la syntaxe et du
systene en ge&al, le developpements de certains dreats ISO qui ne sont pas encore
définis ainsi que le deeloppement de I'environnement de programmation et thogeeur.
Historiquement, les premiers travaux autour de Prolog IV ébuths en 1991, et le
prototype actuel est le fruit de nombreuses investigations et de collaborations fructueuses.
Pour terminer, nous voudrions insister sur le fait que le travaitqteici est bien
entendu un travail dguipe qui dpasse largement la participation des auteurs de cet
article. Les principales ‘@ésions en matie de conception, ainsi que la faation du
modde theorique et des ‘seantiques opationelles et Aelaratives du langage sont dues
aAlain Colmerauer. La partie approximation par intervalléséedeveloppe par Michel
Van Canheghem et Sikane N’Dong. Les travaux d’'implantation du compilateur ont
été mene Jean-Framais Pique, Eric Vetillard et Jean Luc Massat ainsi que par 'un des
auteurs. Enfin, 'environnement et la syntaxe doivent beaucdtgsaal Bouvier.
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