Un bref apercu sur le cours

1. Notion d’algorithme et d’espace mémoire

L'objectif initial de I'informatique était de fourndesalgorithmespermettant de
résoudraun probléemedonné.

» Algorithme : ensemble de regles opératoires dapiplication permet de
résoudre le probléeme au moyen d’'un nombre fini éfapions:

- probléme : temps d’exécution des traitementsinimiser

» Espace mémoire : taille des données utiliséesldarstement et la
représentation du problem.

- probléme : espace mémoire occap@inimiser

Les notions detraitementset d’espace mémoiresont lies. Ces deux criteres
doivent servir de guide au choix d'une représantate donnée.

2. Approche intuitive de la complexité

Exemple de probléme: le voyageuradenmerce.

Ce voyageur doit trouver le chemin le plus courtirpaisiter tous ses clients,
localisés chacun dans une ville différente, et @sant une et une seule fois par
chaque ville.

On peut imaginer un algorithme naif :
1. on envisage tous les chemins possibles,
2. on calcule la longueur pour chacun d'eux,
3. on conserve celui donnant la plus petite longueur.

Cette méthode « brutale » conduit & calculer unbrerde chemin «exponentiel»
par rapport au nombre de villes. Il existe des r@iges plus « fins » permettant
de réduire le nombre de chemins a calculer etdespnémoire utilisé.

Mais on ne connait pas d'algorithme exact qui ag gomplexité (temps de
résolution) acceptable pour ce probleme.

Pour les problémes qui sont aussi «difficile», omerche des méthodes
approchées, appeléesuristiques.



3 Complexité en temps (et mémoire)

Si I'on souhaite comparer Igerformancesl’algorithmes, on peut considérer une
mesure basée sur let@mps d’exécutiarCette mesure est appeléecomplexité
en temps de l'algorithme

On utilise la notion dite « de Landau » qui traite 'ordre de grandeur du
nombre d’opérationgffectuées par un algorithme donné.

— on utilise la notation © » qui donneune majoration de I'ordre de grandeur
du nombre d’opérations
Pour déterminer cette majoration, il faudra :

e« Connaitre la taile n de la donnée en entrée du probléeme
(exemple: nombre de données a traiter, le degm ptlyndme, taille d’'un
fichier, le codage d’un entier, le nombre de sonsndain graphe, etc. )

« Déterminer lesopérations fondamentalesqui interviennent dans ces
algorithmes et qui sont telles que les temps digigt seront directement
proportionnels au nombre de ces opérations.

Exemple : calculer la puissance n-iéme d’un efftigrtant positif) en C :

int puissance (int a, int n)

{
inti, X ;
x=1;:
for (i=0;i<n;i=i+l) /I boucle de n iteratie
X=X*a; I/ opération fondamentale de muitation
return X ;
}

La complexité de cet algorithme est en temps Ineéa(n)

Remarque 1 : les performances de la machine rvietanent pas directement
dans l'ordre de grandeur de la complexité.

Remarque 2 : la théorie de la complexité a pourdeutonner un contenu formel
a la notion intuitive ddifficulté de résolution d’'un probleme.



Type de complexité algorithmique

On considere désormais un algorithme dont le temgpsmal d’exécution pour
une donnée de taille n en entrée est noté T(n).

Chercher l&complexité au pire- dans la situation la plus défavorable — c’est
exactement exprimer T(n) en général en notatioRad.exemple :

 T(n) = O(1),temps constanttemps d’exécution indépendant de la taille
des données a traiter.

e T(n) = O(log(n)), temps logarithmique on rencontre généralement une
telle complexité lorsque I'algorithme casse un goosbleme en plusieurs
petits, de sorte que la résolution d'un seul depeblemes conduit a la
solution du probléme initial.

e T(n) = O(n),temps linéaire cette complexité est généralement obtenue
lorsqu’un travail en temps constant est effectué chaque donnée en
entrée.

e T(n) = O(n.log(n)) : l'algorithme scinde le problénen plusieurs sous-
problemes plus petits qui sont résolus de maniac€pendante. La
résolution de I'ensemble de ces problémes plusspagbiporte la solution du
probléme initial.

* T(n) = O(n?),temps quadratiqueapparait notamment lorsque 'algorithme
envisage toutes les paires de données parmi Ierées (ex. deux boucles
imbriquées)
remarque : O temps cubique

« T(n) = O(2), temps exponentielsouvent le résultat de recherche brutale
d’une solution.

On distingue également d’autres type de complekdtéompelxité en moyenne et
la compelxité amortie.

La complexité en moyenne nécessite une connaissdecda distribution
probabliliste des données. La compelxité amortisure quant a elle mesure la
complexité moyenne d’'une opération quand cellestezécutée plusieurs fois de
suite. C’est en somme la complexité dans le pieeddane opération quand elle
est exécutée plusieurs fois. Cette mesure prermbmpte le fait que les données
peuvent changer de positions “lors de I'exécutionel opération plusieurs fois.

Complexité en place mémoire



L'analyse de la complexité en place mémoire re\aedtaluer, en fonction de la
taille de la donnée, la place mémoire nécessairelf@xécution de l'algorithme,
en dehors de I'espace occupé par les instructiopsajramme et des données.

Conclusion: Il s'agit donc d’obtenir le meilleur compromigpase-temps.

4. Structure de données et complexité

Implantation contigué de liste (tableau)

La premiére représentation d'un objet de type @etesiste a prendre une zone de
mémoire contigué, et a y mettre les contenus deeplsuccessives de la liste.

On peut constater que cette représentation pemeeimplémentation simple :

* complexité constante (indépendante de la longueuteg opérations
d’accés : v=L][i], v prend la valeur du i-eme éleinén tableau L

e linsertion d'un élément a la k-ieme place entraineléplacement de tous
les éléments situés derriere lui, donc N-k+1 déptamts.

» suppression d'un élément situé a la k-ieme platraier le déplacement de
tous les éléments situés derriere lui, donc N-Kabé&ments.

La complexité des opérations d'insertion et de eggon est donc au mieux (cas
de la fin de la liste) ef(l), au pire (cas du début de liste) &n), et en moyenne
en0B(n/2).

Implantation chainée des listes




Une liste chainée consiste a lier entre elles deeszde mémoire, chacune d'elles
contenant la représentation d'un élément de la, list un pointeur vers la
suivante.

liste | —f—> 1 1 s 1

On peut constater que cette représentation permetimplantation simple des
opérations premier, successeur, inserer, suppamétément 6 (1)

Par contre les acces par le rang ne peuvent plei®Btenus que par un parcours
séquentiel, donc ont une complexité au mieux (ddbdiste) erd (1), au pire (fin
de liste) erB(n), en moyenne eb (n/2).

Remarques :
- Une liste est une structure orientée vers letetments séquentiels.

- Les piles (LILO) et les files (FIFO) sont des qasticuliers de liste qui ont des
représentations contigués ou chainées efficaces.

- Les fichiers séquentiels sont une certaine falméste.

Structures arborescente

Les structures arborescentes sont les structurdsrdees les plus importantes en
informatique.

La notion d'arbre est une notion utilisée dans i aourante, ailleurs qu'en
informatique : Les résultats d'un tournoi de tennis

Noah
No;’ah Wilander

Noah Roger-Vasselin Wilander Higueras

\ / \

// \\ / / \\ / \
Lendl Noah Connors Roger-Vasselin McEnroe Wilander Vilas Higueras



Toute recherche d'un élément par comparaison &énfiéht racine sera
proportionnelle a la hauteur de I'arbre O(log (n)).

Exemple : Est-ce que Noah a battu McEnroe ?

Recherche dans une liste quelconque

L'algorithme de recherche d'un élément dans unt Iguelconque a une
complexité proportionnelle au rang de I'élémenheeché.

On peut en conclure que la recherche est alorseuxend(l), en moyenne en
B(n/2), et au pire ef(n).

Arbres de recherche

Si on peubrdonner une listeil est possible d’utiliser la recherche dichotque.

La recherche est alors 8(log,n), les adjonctions et suppressions sorfi(ai, ce
gui est un frein important a cette représentation.

Le principe méme de la dichotomie permet la stmatiton enarbre binaire de
I'ensemble des éléments : I'élément de rang (i€gtplacé a la racine, ceux qui
le précedent sont mis dans le sous-arbre gauclkeugtqui le suivent dans celui
de droite. On répéte recursivement cette opératiochacun des sous-arbres.

De tels arbres sont appekibres binaires de recherchet ils conduisent a des
opérations simples et efficaces (complexité en telongarithmique en moyenne,
linéaire dans le pire).

Arbres H-équilibrés

Les opérations sur les arbres binaires sont d'onglexité moyennd(log n),
mais il peut exister des arbres pour lesquels fiapbexité est e® (n) (peigne).

Il peut arriver que I'on ne puisse accepter lesdedavorables. Comme ces cas
sont dus a de grandes variations dans les longuesrdranches de l'arbre, on
peut essayer d'éviter ces variations.

Il est possible de construire des arbres de rebbergls que tous les niveaux
soient complets mais cela nécessite en générakdeganisations trop colteuses
lors des adjonctions et des suppressions pour emirtette propriété.



Dans les années 1960, Adelson-Velskii et Landisramduit une classe d'arbres
équilibrés qui se rapprochent de cette propriaiéngs AVL).

L'idée est que pour tout noeud d'un AVL, la diffeede hauteur entre ses sous-
arbres gauche et droit est au plus de 1.

La complexité de I'adjonction est au pire égale Bduteur de I'arbre, en terme de
comparaisons, ou de modifications du déséquilibre.

Arbres balancés

Lorsque le nombre d'éléments d'un ensemble dewrgrdrtant, la représentation
ne peut plus étre conservée en mémoire centrale.

La taille de I'espace mémoire nécessaire a laseptation d'un noeud d'un arbre
binaire de recherche est en général inférieurddilla d'un secteur de disque.

Aussi est-on amené a mettre plusieurs nceuds pausel bloc disque (groupe
de secteurs consécutifs transférés en une seulatiopg.

Si les nceuds de l'arbre, méme H-équilibré, sordrtidpn'importe comment sur
ces blocs, le parcours d'une branche de l'arbreaniéena autant d'accés disque
gu'il y a de nceuds sur cette branche.

Ce nombre n'est pas trés important, puisqu'il Bdben, mais le temps d'acces
disque étant de l'ordre de 50 ms, ceci peut coaduides temps de recherche
dépassant la seconde.

Pour réduire le nombre d'acces disque, on peuyersda faire en sorte que les
nceuds voisins sur l'arbre se retrouvent dans unem@loc, permettant de
parcourir plusieurs nceuds sans avoir d'acces disque

L'autre solution est d'augmenter la taille des reeerd mettant plus de valeurs
dans un neceud.

Ceci conduit a généraliser la notion d’arbre déneeche aux arbres généraux et
foréts. Un arbre balancé est appelé B-arbre.

Comme le degré des B-arbres est borné, les opesatm recherche, adjonction et
suppression ont une complexité, en terme d'opésatie traitement d'un nceud,
proportionnelle a la hauteur des arbres.

Diminuer la hauteur de l'arbre a donc essentiellénpour but de réduire le
nombre des acces disque, dont on sait qu'ils sastge 10 000 fois plus lents



gue les acces mémoire centrale. Méme si le traitedian noeud est é{m), il
restera inférieur au temps d'acces disque.

B-arbre d’ordre 2
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Conclusion

e Un algorithme peut avoir une complexité faible, sndans la pratique
présenter des temps d'exécutions prohibitifs.

* La complexité d'un algorithme est toujours relativeune ou plusieurs
opérations fondamentales qu'il faut préciser aalpbée. Elle dépend de la
taille des données, et pour une taille donnée,adeohfiguration de ces
données.

» Les seuls algorithmes pratiguement utilisables senk dont la complexité
est inférieure @ Entre A et ¥ on ne peut traiter que des problémes de
taille moyenne. Au-dela, on ne pourra traiter ges groblemes de trés
petite taille.

e L'amélioration des performances des machines nengehapas

fondamentalement I'efficacité d'un algorithme.

Référence Types de données et Algorithmigs. Froidevaux, M.C. Gaudel, M.
Soria, Ediscience international.



