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Organisation du cours

Programme o�ciel

Pr�esentation du cours :

Les probl�emes combinatoires : g�en�eralit�es, di�cult�es.

Th�eorie des graphes et algorithmes de base :

Introduction : vocabulaire et concepts de base (connexit�e, forte connexit�e, mise en

ordre); nombre cyclomatique, arbres et arborescences.

Repr�esentations des graphes : matricielles (adjacence, incidence); listes (successeurs,

pr�ed�ecesseurs). Les graphes en tant qu'outil de mod�elisation : exemples en Informatique

et en Recherche Op�erationnelle.

Parcours des graphes en largeur; en profondeur; application : tri topologique d'un graphe

sans circuit; d�etermination des composantes connexes.

Fermeture transitive; d�eterminations, m�ethode matricielle (I + Mn�1), algorithme de

ROY-WARSHALL; parcours en profondeur (cas d'un graphe sans circuit). �Evaluation

du nombre d'op�erations; initiation �a la complexit�e dans ce cas polynomial.

Algorithmes d'optimisation dans les graphes valu�es :

Chemins optimaux dans un graphe valu�e : algorithmes de FORD, de DIJKSTRA.

Application : ordonnancement de projets (m�ethodes M.P.M. et P.E.R.T.)

Flots maximaux dans un r�eseau de transport : l'algorithme de FORD-FULKERSON

(exemples, preuve, complexit�e). Notion de graphe d'�ecart et reformulation de cet algo-

rithme.

Flot maximal �a coût minimal : algorithme de ROY (en E.D.)

Programmes de transport (heuristiques et notion de \regret"; algorithme du stepping-

stone).

Arbres couvrants de poids extr�emal : algorithmes de KRUSKAL, SOLLIN.

Probl�emes d'a�ectation : la m�ethode hongroise (lien avec les ots maximaux).

Recherches arborescentes : en profondeur d'abord (probl�eme des reines sur l'�echiquier);

Branch and Bound : r�esolution du probl�eme du voyageur de commerce (T.S.P.) par

l'algorithme de LITTLE.

Programmation lin�eaire :

D�e�nition, historique; panorama des applications industrielles, performances et rentabi-

lit�e.

Approche g�eom�etrique : caract�erisation g�eom�etrique du cheminement vers le sommet

optimum. Caract�erisation alg�ebrique d'un sommet; m�ethode alg�ebrique du simplexe.

M�ethode des tableaux.
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Bibliographie

[1] Claude Berge, Graphes et hypergraphes, Dunod, 1970 (nombreuses r�e�editions). Ouvrage

de r�ef�erence sur la th�eorie des graphes, d�epassant largement le cadre du programme.

[2] Gondran et Minoux, Graphes et algorithmes, Eyrolles, 1978. Ouvrage dense, d'un niveau

�elev�e (�ecoles d'ing�enieurs), contenant l'ensemble du programme (et bien davantage).

[3] Robert Faure, Pr�ecis de recherche op�erationnelle, Dunod, 1979. Assez complet, mais

tou�u et embrouill�e.

[4] G�erard L�evy, Algorithmique combinatoire, Dunod, 1994. Tr�es bonne description des

algorithmes.

[5] Groupe ROSEAUX, Exercices r�esolus de recherche op�erationnelle, t. I : Graphes, t.III :

Programmation Lin�eaire, Masson, 1978. Publi�es par des enseignants du CNAM, exemples

et probl�emes couvrant le programme.

Renseignements pratiques

Comment joindre l'enseignante

Par courrier : Anne Dicky

LaBRI - Universit�e Bordeaux 1

351, cours de la Lib�eration

33405 Talence Cedex
Par t�el�ephone : 05 56 84 60 87 (bureau) ou 05 57 95 89 51 (personnel)

Par courrier �electronique : dicky@labri.u-bordeaux.fr

Examens et notes

Un contrôle de connaissances aura lieu en f�evrier (dans le cadre du cours), l'examen �nal

ayant lieu en juin. La note transmise sera

max(
note de contrôle + 2� note d'examen

3
; note d'examen)

Un examen de rattrapage aura lieu en septembre (la note de contrôle de f�evrier ne comptant

pas pour cette session).

Sur demande des auditeurs, un examen sp�ecial de rappel sera organis�e en juin 99.

D�eroulement des cours

En r�egle g�en�erale, il sera distribu�e �a chaque s�eance une feuille d'exercices (�a pr�eparer �a domi-

cile), ainsi que le corrig�e des exercices de la s�eance pr�ec�edente.

La premi�ere heure de cours sera consacr�ee �a l'explication et au corrig�e des exercices de la

s�eance pr�ec�edente; la deuxi�eme heure, au cours proprement dit.

3



Programme pr�evisionnel

S�eance Date Sujet

1 7/10 Pr�esentation; exemples de probl�emes

2 14/10 Graphes : vocabulaire, repr�esentations;

3 21/10 clôture transitive, algorithme de Warshall

4 28/10 Parcours d'arborescences

5 4/11 Parcours de graphes, applications :

6 18/11 accessibilit�e, connexit�e, tri topologique

7 25/11 Probl�emes de plus court chemin :

8 2/12 algorithmes de Floyd, de Ford, de Dijkstra

9 9/12 Probl�emes de plus long chemin : algorithme de Bellman

10 16/12 Ordonnancement : m�ethodes MPM, PERT

11 6/1 Arbres recouvrants de poids minimal : algorithmes de Kruskal, de Sollin

12 13/1 Flot maximal :

13 20/1 algorithme de Ford-Fulkerson

14 27/1 Probl�emes d'a�ectation :

15 3/2 algorithme hongrois

16 10/2 Contrôle de connaissances

17 24/2 Flot maximal �a coût minimal :

18 3/3 algorithme de Roy

19 10/3 Programmes de transport :

20 17/3 m�ethode des potentiels,

21 24/3 algorithme du stepping-stone

22 31/3 Programmation lin�eaire : r�esolution graphique,

23 21/4 algorithme du simplexe,

24 28/4 m�ethode des tableaux

25 5/5 Recherches arborescentes

Les modi�cations �eventuelles �a ce calendrier seront annonc�ees au moins 3 semaines �a

l'avance, et rappel�ees lors des s�eances suivantes.
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Partie I

Notions �el�ementaires sur les graphes

1 Exemples de probl�emes formalisables par des graphes

1.1 Choix d'un itin�eraire

Sachant qu'une manifestation d'�etudiants bloque la gare de Poitiers, et connaissant la dur�ee
des trajets suivants :

Bordeaux ! Nantes 4 h

Bordeaux ! Marseille 9 h

Bordeaux ! Lyon 12 h

Nantes ! Paris-Montparnasse 2 h

Nantes ! Lyon 7 h

Paris-Montparnasse ! Paris-Lyon 1 h (en autobus)

Paris-Lyon ! Grenoble 4 h 30

Marseille ! Lyon 2 h 30

Marseille ! Grenoble 4 h 30

Lyon ! Grenoble 1 h 15

comment faire pour aller le plus rapidement possible de Bordeaux �a Grenoble ?

Les donn�ees du probl�eme sont faciles �a repr�esenter par un graphe dont les arêtes sont

�etiquet�ees par les dur�ees des trajets :

H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
HH
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�
�
�
�
�
�
�
��
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H
H
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H
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�

�

�

�

�

��

Bordeaux

Nantes

Paris-

Montparnasse

Paris-Lyon

Lyon

Marseille

Grenoble

4h

9h

12h

2h

7h

1h

4h30

2h30 4h30

1h15

Il s'agit de d�eterminer, dans ce graphe, le plus court chemin (ou l'un des plus courts

chemins, s'il existe plusieurs solutions) entre Bordeaux et Grenoble.
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1.2 Le loup, le bouc et le chou

Un passeur se trouve sur le bord d'un euve. Il doit faire passer de l'autre côt�e un loup, un

bouc et un chou, mais ne peut transporter qu'un seul client �a la fois. Peut-il y arriver, sachant

qu'il ne peut laisser seuls ensemble ni le loup et le bouc, ni le bouc et le chou ? Si oui, comment

proc�eder de la fa�con la plus rapide ?

Le probl�eme peut être formalis�e par un graphe dont les sommets sont les con�gurations

acceptables du jeu, et dont les arêtes sont les travers�ees possibles du passeur (chaque travers�ee

pouvant �evidemment être faite dans les deux sens):

�

�

�
� @

@

@
@

Q
Q
Q
QQ

�
�

�
�

�
�

PBLC,-

LC,PB

PLC,B

C,PLB L,PBC

PBC,L PLB,C

L C

B B

con�guration initiale

B

LC

PB,LC

-,PLBC

B

B,PCL

-

-

con�guration �nale

Il s'agit de d�eterminer s'il existe dans le graphe un chemin allant de la con�guration initiale

(tous les acteurs sur la rive gauche du euve) �a la con�guration �nale (tous les acteurs sur la

rive droite); et, dans ce cas, on demande un chemin de longueur minimale.
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1.3 Organisation d'une session d'examens

Des �etudiants A, B, C, D, E et F doivent passer des examens dans di��erentes disciplines,

chaque examen occupant une demi-journ�ee :

Chimie : �etudiants A et B
�Electronique : �etudiants C et D

Informatique : �etudiants C, E, F et G

Math�ematiques : �etudiants A, E, F et H

Physique : �etudiants B, F , G et H

On cherche �a organiser la session d'examens la plus courte possible.

On peut repr�esenter chacune des disciplines par un sommet, et relier par des arêtes les

sommets correspondant aux examens incompatibles (ayant des �etudiants en commun) :

�
�
�
�
��

aa
aa

a
aa

aa

H
H
H
H
H
HH

�
�
�
�
�
��

Chimie

Physique

Informatique �Electronique

Math�ematiques
A

B

F,H

E,F

F,G

C

Il s'agit alors de colorier chacun des sommets du graphe en utilisant le moins de cou-

leurs possible, des sommets voisins (reli�es par une arête) �etant n�ecessairement de couleurs

di��erentes.
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1.4 Plani�cation de travaux

Pour r�enover une maison, il est pr�evu de refaire l'installation �electrique (3 jours), de r�eam�e-

nager (5 jours) et de carreler (2 jours) la salle de bains, de refaire le parquet de la salle de

s�ejour (6 jours) et de repeindre les chambres (3 jours), la peinture et le carrelage ne devant

être faits qu'apr�es r�efection de l'installation �electrique.

1. Si le propri�etaire d�ecide de tout faire lui-même, dans quel ordre doit-il proc�eder ?

2. Si la r�enovation est faite par une entreprise et que chacune des tâches est accomplie par

un employ�e di��erent, quelle est la dur�ee minimale des travaux ?

1. On peut repr�esenter les di��erentes tâches �a e�ectuer par les sommets d'un graphe dont

les arcs correspondent aux contraintes de pr�ec�edence :

-

-
�

�

�

�
��

�electricit�e
peinture

salle de s�ejour

r�efection

r�eam�enagement

salle de bains salle de bains

carrelage

parquet

Il s'agit de num�eroter les sommets du graphe de fa�con �a respecter les relations de

pr�ec�edence (les successeurs d'un sommet doivent avoir des num�eros sup�erieurs �a celui

de ce sommet).

2. On peut repr�esenter les di��erentes �etapes de la r�enovation sur un graphe dont les arcs

sont �etiquet�es par la dur�ee minimale s�eparant deux �etapes :

d�ebut parquet

salle de s�ejour

�
�
�
�
�
�
�
�3

- - -

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Qs

-

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPq

�
�
�
�
�
�
��3

�

�

�

�
��

r�eam�enagement

d�ebut

salle de bains

�electricit�e

r�efectiond�ebut
peintured�ebut

d�ebut
�n

d�ebut carrelage

salle de bains

5 2

3

3

6

3

Il s'agit de d�eterminer la dur�ee du plus long chemin du d�ebut �a la �n des travaux.
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2 G�en�eralit�es sur les graphes

2.1 Graphes orient�es et non orient�es

Un graphe orient�e (directed graph) est caract�eris�e par

� un ensemble S de sommets (vertices ; un sommet : a vertex)

� un ensemble A d'arcs (edges), chaque arc ayant une origine (source) et un but (target);

un arc a d'origine s, de but t, est g�en�eralement not�e s
a
�! t. On dit alors que t est un

successeur de s, et s un pr�ed�ecesseur de t.

��
��

��
��
-
-A B

b

��
��

��
�� ��
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��
��

��
��

-
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�
�*

H
H
Hj

?
6

�

C D

E

F

G

c d

e

f

g

h
i

a

Figure 1: Un exemple de graphe orient�e (not�e G0 par la suite)

Si l'on ne s'int�eresse pas au sens des arcs, on parlera de graphe non orient�e dont les

sommets sont reli�es par des arêtes, chaque arête ayant deux extr�emit�es (�eventuellement

confondues).

Tout graphe orient�e admet un graphe non orient�e sous-jacent (ayant pour ensemble

d'arêtes l'ensemble de ses arcs).

��
��

��
��

A B
a

b

��
��

��
�� ��

��

��
��

��
��

�
�
�

H
H
H

C D

E

F

G

c d

e

f

g

h
i

Figure 2: Graphe G1 (non orient�e) sous-jacent �a G0
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On peut restreindre un graphe (orient�e ou non) �a une partie de ses arcs ou arêtes (graphe

partiel), ou �a une partie de ses sommets (sous-graphe ou graphe induit : on ne consi-

d�ere que les arcs ou arêtes ayant leurs extr�emit�es dans l'ensemble de sommets auquel on se

restreint).
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�� ��
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Figure 3: Graphe G0
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G3 : G0 restreint aux somments C,D,E,F

Figure 4: Graphe partiel G2 et sous-graphe G3

��
��

��
�� ��

��

��
��

��
��

��
��

��
��

- �
�
�*

H
H
Hj

?
6

C D

E

F

G

c d

e

g

i

A B

G2 : G0 restreint aux arcs c,d,e,g,i

Un graphe est dit simple s'il existe au plus un arc (une arête, dans le cas non orient�e)

d'origine et de but donn�es; dans ce cas, l'ensemble A peut être d�e�ni comme une partie de

S � S (graphe d'une relation binaire), un arc (s; t) �etant g�en�eralement not�e s �! t.

Par exemple, G0 n'est pas un graphe simple (les arcs a et b ont même origine et même extr�emit�e),

mais les graphes restreints G2 et G3 sont des graphes simples.

Un graphe orient�e simple est dit antisym�etrique si, pour aucun arc s! t, le graphe ne

comporte d'arc t! s.

Par exemple, G2 est un graphe antisym�etrique, mais G3 ne l'est pas (il comporte des arcs C ! D

et D ! C; en outre, un graphe antisym�etrique ne peut comporter d'arc dont l'origine et le but sont

confondus, comme E ! E).
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2.2 Chemins, circuits et cycles

Un chemin d'un graphe orient�e est une suite d'arcs, l'origine d'un arc �etant le but de l'arc

pr�ec�edent : s0
a1
�! s1

a2
�! s2 : : : sn�1

an
�! sn d�esigne un chemin d'origine s0, de but sn, de

longueur n.

Un chemin est dit simple s'il ne passe pas deux fois par le même arc.

Un circuit, ou cycle, est un chemin dont l'origine et le but sont confondus; un circuit est

dit �el�ementaire s'il ne passe pas deux fois par le même sommet (les sommets sont deux �a

deux distincts, sauf l'origine et le but). Une boucle est un circuit compos�e d'un seul arc.

��
��

��
��

A B

��
��

��
�� ��

��

��
��

��
��

- �
�
�*

H
H
Hj

?
6

C D

E

F

G

c d

e

g

i

Figure 5: Le graphe G2

Exemples : C
c
�! D

d
�! E

i
�! F est un chemin simple de G2; C

c
�! D

e
�! F

g
�! C en est un

circuit �el�ementaire.

Un dag (pour directed acyclic graph) est un graphe orient�e sans circuit.

On parlera �egalement de chemin, de cycle1 ou de boucle d'un graphe non orient�e (ce

sont les chemins, circuits ou boucles des graphes orient�es admettant ce graphe pour graphe

non orient�e sous-jacent).

�Etant donn�e un graphe orient�e antisym�etrique, tout cycle �el�ementaire du graphe non

orient�e sous-jacent, muni d'un sens de parcours, peut s'�ecrire de fa�con unique comme somme

ou di��erence d'arcs.

Exemples : le cycle CDFC de G2 peut s'�ecrire c+ e + g; le cycle DFED peut s'�ecrire e� i� d.

Un cycle quelconque peut s'�ecrire comme une somme de cycles �el�ementaires (il su�t

d'entamer un nouveau cycle �el�ementaire chaque fois que l'on rencontre un sommet d�ej�a vu).

Une base de cycles est un ensemble de cycles �el�ementaires tels que tout cycle puisse

s'�ecrire, de fa�con unique, comme somme ou di��erence de cycles de la base; on admettra

que toutes les bases de cycles ont le même nombre d'�el�ements, qui constitue le nombre

cyclomatique du graphe.

Exemple : le nombre cyclomatique G2 est 2 (les cycles DEFD et CDFC constituent une base).

1On r�eserve souvent le terme circuit aux graphes orient�es, et le terme cycle aux graphes non orient�es;

mais la distinction n'est pas normalis�ee.
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2.3 Clôture transitive d'un graphe

La clôture transitive (ou fermeture transitive d'un graphe simple (orient�e ou non) G est

le graphe dont les sommets sont ceux de G, et les arcs (ou arêtes) sont les s �! t tels qu'il

existe dans G un chemin du sommet s au sommet t.

�
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��

�
��

�
��

�
��

�
�	

?

?

�
�

�
���

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
�	

?

?

�
�

�
���

�

�

�

�

�
�	

-

- �

Figure 6: Un graphe simple et sa clôture transitive
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2.4 Connexit�e, forte connexit�e

On dit qu'un graphe (non orient�e) est connexe s'il existe un chemin entre deux sommets quel-

conques de ce graphe; la composante connexe d'un sommet s est l'ensemble des sommets

qui lui sont reli�es.

��
��

��
��

��
��

��
�� ��

��

��
��

��
��

���

XXX

A B

C D
E

F

G

Figure 7: Les 3 composantes connexes de G1

On dit qu'un graphe orient�e est fortement connexe si pour tous sommets s et t, il existe

un chemin allant de s �a t; la composante fortement connexe d'un sommet s est l'ensemble

des sommets t tels qu'il existe un chemin de s �a t et un chemin de t �a s.

��
��

��
��

��
��

��
�� ��

��

��
��

��
��

-
-

���:

XXXz

6

�

-
�

B

C D
E

F

G

A

Figure 8: Les 5 composantes fortement connexes de G0

13



2.5 Arbres et arborescences

Un arbre est un graphe (non orient�e) connexe sans cycle simple; dans un tel graphe, deux

sommets quelconques sont reli�es par un et un seul chemin (le nombre de sommets et le nombre

d'arcs sont li�es par la relation jAj = jSj � 1).

��
��

��
��

��
��

��
����
��

��
��

��
��,, l

l

�
�

b
b
bb

#
#
##

1

2 3

4

5

6 7

Figure 9: Arbre

Une arborescence est un graphe orient�e poss�edant un sommet privil�egi�e, la racine, de

fa�con qu'il existe un et un seul chemin de la racine �a tout autre sommet.

On peut orienter les arêtes d'un arbre �a partir de n'importe quel sommet de fa�con �a obtenir

une arborescence :

��
��

��
��

��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

�

��	

@

@
@R

�

�
�	

@

@
@R? ?

1

5

4 6 7

2

3

Figure 10: Arborescence obtenue en prenant pour racine le sommet 1

En pratique, le mot arbre d�esigne aussi bien une arborescence qu'un arbre au sens strict

(non orient�e).
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3 Repr�esentation des graphes en informatique

3.1 Structure associ�ee �a la repr�esentation graphique

Un graphe peut être repr�esent�e par une liste de sommets, chacun �etant caract�eris�e par son

nom, une �etiquette �eventuelle, et la liste des arcs qui ont ce sommet pour origine (eux-mêmes

caract�eris�es par leur but, et une �etiquette �eventuelle):

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

-

Q
Q

Q
Q
Qk @

@

@@R?

?�

�
��

1 2

4 5

3

sommet 1 : 1!2
sommet 2 : 2!4,2!5
sommet 3 : 3!5
sommet 4 : 4!1,4!3
sommet 5 :

Figure 11: Repr�esentation par listes de listes d'arcs

Avantages : simplicit�e de la mise �a jour, facilit�e de parcours;

Inconv�enients : redondance de la repr�esentation pour les graphes non orient�es; temps

d'acc�es aux donn�ees (adressage); le parcours ne s'e�ectue que dans le sens des arcs pour

les graphes orient�es. (Ce dernier inconv�enient peut être supprim�e en ajoutant, pour

chaque sommet, la liste des arcs qui ont ce sommet pour but, au prix d'un encombrement

de la m�emoire.)
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3.2 Repr�esentations matricielles

Matrice d'adjacence (graphes simples)

Un graphe simple non �etiquet�e �a n sommets num�erot�es peut être repr�esent�e par une matrice

carr�ee (n; n) d'entiers : l'�el�ementM [i; j] vaut 1 s'il existe un arc allant du sommet i au sommet

j, 0 sinon :
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Figure 12: Repr�esentation par matrice d'adjacence

Dans le cas o�u les arcs sont �etiquet�es, la matrice sera constitu�ee des �etiquettes, �a condition

de pouvoir caract�eriser l'absence d'arc par une valeur particuli�ere d'�etiquette.

Avantages : rapidit�e des recherches, compacit�e de la repr�esentation, simplicit�e des algo-

rithmes de calcul;

Inconv�enients : repr�esentation ne convenant qu'aux graphes simples; redondance des in-

formations pour les graphes non orient�es; stockage inutile de cas inint�eressants (les z�eros

de la matrice), �a examiner quand on parcourt le graphe (pour la complexit�e des algo-

rithmes, jAj est �a remplacer par jSj2).
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Matrice d'incidence

Un graphe non orient�e �a n sommets num�erot�es et p arcs num�erot�es peut être repr�esent�e par

une matrice (n; p) d'entiers : l'�el�ement M [i; j] vaut 1 si le sommet i est une extr�emit�e de l'arc

j, 0 sinon :
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Figure 13: Repr�esentation par matrice d'incidence

Dans le cas o�u les arcs sont �etiquet�es, la matrice sera constitu�ee des �etiquettes, �a condition

de pouvoir caract�eriser l'absence d'arc par une valeur particuli�ere d'�etiquette.

Avantages : rapidit�e des recherches, compacit�e de la repr�esentation, informations non

redondantes pour les graphes non orient�es;

Inconv�enients : stockage et examen inutile de z�eros; les calculs de matrices classiques ne

s'appliquent pas.
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4 Calculs matriciels

4.1 Produit de matrices

�Etant donn�ees des matrices A et B de dimension (n; n), leur produit P est une matrice de

même dimension d�e�nie par

P [i; j] =
k=nX
k=1

A[i; k]�B[k; j]

La complexit�e de l'algorithme de calcul est de l'ordre de n3 (3 boucles imbriqu�ees dans

lesquelles on passe n fois).

4.2 Chemins de longueur donn�ee

Si M est la matrice d'adjacence d'un graphe G,Mp (puissance au sens du produit de matrices)

v�eri�e

Mp[i; j] = 1, il existe un chemin de p arcs allant du sommet i au sommet j

La complexit�e d'un algorithme na��f de calcul de Mp est de l'ordre de p � jSj3 (p � 1

multiplications de matrices). On peut la r�eduire �a log(p) � jSj3 en utilisant l'algorithme

r�ecursif

SI p = 1 ALORS

Mp := M

SINON

J := M b
p

2
c ;

K := J � J;

SI p est pair ALORS Mp := K

SINON Mp := K �M

FIN SI

FIN SI

4.3 Clôture transitive

S'il existe un chemin entre deux sommets de G, il existe un chemin �el�ementaire entre ces

sommets, de longueur < n : la matrice de la clôture transitive est donc la somme logique

M +M2 + : : :+M jSj�1.
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4.4 Algorithme de Warshall

On peut calculer la matrice T de la clôture transitive de fa�con plus rapide :

T := M;

POUR i allant de 1 �a n

POUR j allant de 1 �a n

SI T [j; i] = 1 ALORS

POUR k allant de 1 �a n

SI T [i; k] = 1 ALORS T [j; k] := 1

FIN POUR

FIN SI

FIN POUR

FIN POUR

Le principe de l'algorithme est le suivant : pour chaque sommet i, on examine tous les

sommets j et k : s'il existe un chemin de j �a i et un chemin de i �a k, on en d�eduit qu'il existe

un chemin de j �a k.

Preuve de l'algorithme : par r�ecurrence sur i, on montre qu'avant le i-i�eme passage dans

la boucle POUR ext�erieure, chacun des T [j; k] est �a 1 si et seulement s'il existe un chemin

du sommet j au sommet k dont les sommets interm�ediaires sont d'indice inf�erieur �a i : la

d�emonstration repose sur le fait que si l'on peut aller de j �a k en passant par i, on peut y

aller en ne passant qu'une fois par i.

Complexit�e : de l'ordre de jSj3. Inconv�enient : si la matrice est \creuse" (contient beaucoup

de z�eros, c'est-�a-dire que le graphe contient peu d'arcs), on fait beaucoup de calculs inutiles.
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5 Parcours des graphes

5.1 Parcours des arborescences en largeur

Le parcours en largeur (breadth-�rst search) d'une arborescence consiste �a visiter les n�uds

dans l'ordre \de gauche �a droite et de haut en bas" :

parcourir une arborescence en largeur :

enfiler la racine;

TANT QUE la file n'est pas vide

soit n le premier n�ud de la file;

f traitement de n g

defiler;

enfiler tous les fils de n

FIN TANT QUE
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Figure 14: Ordre de parcours en largeur : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
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5.2 Parcours des arborescences en profondeur

Le parcours r�ecursif en profondeur (depth-�rst search) d'une arborescence consiste �a visiter

la racine, la visite d'un n�ud �etant termin�ee lorsqu'on a visit�e tous ses �ls :

parcourir une arborescence en profondeur :

visiter la racine

visiter un n�ud n :

f pr�e-traitement de n g

visiter tous les fils de n

f post-traitement de n g

L'ordre de visite est \de haut en bas et de gauche �a droite" (ordre pr�e�xe).

L'ordre de post-visite est \de bas en haut et de gauche �a droite" (ordre post�xe).
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Figure 15: Ordre de visite : 1, 2, 5, 6, 3, 4, 7; de post-visite : 5, 6, 2, 3, 7, 4, 1

On peut e�ectuer un parcours en profondeur non r�ecursif en marquant les n�uds en cours

de traitement, et en utilisant une pile pour garder la trace des n�uds en attente :

parcourir une arborescence en profondeur :

empiler la racine;

TANT QUE la pile n'est pas vide

soit s le sommet de pile;

SI s n'a pas �et�e marqu�e ALORS

f pr�e-traitement de s g

marquer s;

SI s a des fils ALORS

empiler le fils a�̂n�e de s

FIN SI

SINON

f post-traitement de s g

d�epiler;

SI s a des fr�eres plus jeunes ALORS

empiler le fr�ere cadet de s

FIN SI

FIN SI

FIN TANT QUE
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5.3 Parcours de graphes

Les algorithmes de parcours des arborescences s'adaptent aux graphes, en consid�erant que l'on

parcourt chacune des arborescences associ�ees aux sommets du graphe; l'arborescence associ�ee

�a un sommet est celle des descendants de ce sommet que l'on n'a pas encore visit�es.

Parcours en largeur
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Figure 16: Ordre de parcours : 1, 2, 4, 5, 3

parcourir un graphe en largeur :

visiter tous les sommets

visiter un sommet s :

SI s n'a pas encore �et�e enfil�e ALORS

enfiler s ;

TANT QUE la file n'est pas vide

soit n le premier sommet de la file;

f traitement de ng

d�efiler;

enfiler tous les successeurs non encore enfil�es de n

FIN TANT QUE

FIN SI

Preuve du programme : chaque sommet est visit�e, donc en�l�e au moins une fois; or, on

ne peut en�ler que des sommets non encore en�l�es; par cons�equent, chaque sommet est en�l�e

exactement 1 fois.
�A chaque passage dans la boucle TANT QUE, on d�e�le un sommet di��erent, donc chaque

proc�edure visiter se termine. �A la sortie de visiter, la �le est vide; donc chaque sommet

aura �et�e d�e�l�e, et par cons�equent trait�e, exactement 1 fois.

Complexit�e : Chaque sommet est trait�e 1 fois, et chaque arc est examin�e 1 fois (lors du

traitement de son origine). La complexit�e est donc de l'ordre de max(jAj; jSj).
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Parcours en profondeur (r�ecursif)
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Figure 17: Ordre de visite : 1, 2, 4, 3, 5; de post-visite : 1, 5, 3, 4, 2

parcourir un graphe en profondeur :

visiter tous les sommets

visiter un sommet s :

SI s n'a pas encore �et�e visit�e ALORS

f pr�e-traitement de sg

visiter tous les successeurs de s

f post-traitement de sg

FIN SI

Preuve du programme : chaque sommet est visit�e exactement 1 fois.

Complexit�e : chaque sommet est visit�e 1 fois, chaque arc d'origine est examin�e 1 fois. La

complexit�e est donc de l'ordre de max(jAj; jSj).
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5.4 Applications des parcours de graphes

Accessibilit�e

Pour connâ�tre les sommets accessibles depuis un sommet donn�e d'un graphe (orient�e ou non),

il su�t de faire un parcours en profondeur �a partir de ce sommet, en marquant les sommets

visit�es :

marquage des accessibles depuis un sommet s :

visiter s

visiter un sommet t :

SI t n'a pas encore �et�e visit�e ALORS

marquer t;

visiter tous les successeurs de t

FIN SI

Composantes connexes d'un graphe non orient�e

La composante connexe d'un sommet s est l'ensemble des sommets accessibles depuis s. On

peut colorier les composantes connexes en adaptant l'un des algorithmes de parcours : par

exemple (parcours en profondeur)

colorier les composantes connexes :

POUR tout sommet s

SI s n'a pas encore �et�e visit�e ALORS

choisir une nouvelle couleur;

visiter s

FIN SI

FIN POUR

visiter un sommet s :

SI s n'a pas encore �et�e visit�e ALORS

colorier s;

visiter tous les successeurs de s

FIN SI
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Graphe orient�e sans circuit

Un graphe orient�e comporte un circuit si et seulement si, lors du parcours des sommets

accessibles depuis un sommet, on retombe sur ce sommet. Pour savoir si un graphe est sans

circuit, il su�t donc d'adapter l'un des algorithme de parcours, en maintenant une liste des

sommets critiques (en cours de visite):

graphe sans circuit :

POUR tout sommet s

SI s n'a pas encore �et�e visit�e ALORS

visiter s

FIN SI

FIN POUR ;

r�epondre ``oui''

visiter un sommet s :

SI s est dans la liste critique ALORS

r�epondre ``non'';

sortir

SINON

ajouter s �a la liste critique;

visiter tous les successeurs de s;

enlever s de la liste critique

FIN SI

Tri topologique d'un graphe orient�e sans circuit

Le tri topologique d'un graphe orient�e sans circuit est une num�erotation des sommets dans

laquelle les descendants d'un sommet de num�ero k sont n�ecessairement de num�ero sup�erieur

�a k.

L'ordre inverse de l'ordre de post-visite, dans le parcours en profondeur du graphe, permet

son tri topologique : en e�et, lorsqu'on a termin�e la visite d'un sommet s, on a termin�e la

visite de tous ses descendants. Par cons�equent, si t vient avant s dans l'ordre de post-visite,

s n'est pas un descendant de t.

num�eroter les n sommets du graphe :

k := n;

visiter tous les sommets

visiter un sommet s :

SI s n'a pas encore �et�e visit�e ALORS

visiter tous les successeurs de s;

affecter �a s le num�ero k ;

k := k � 1

FIN SI
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Partie II

Probl�emes classiques sur les graphes

6 Algorithmes de plus court chemin

On consid�ere des graphes simples valu�es , c'est-�a-dire dont chaque arc est muni d'un poids

(nombre r�eel). Un chemin a pour poids la somme des poids des arcs qui le constituent.

Le probl�eme des plus courts chemins consiste �a d�eterminer le poids minimal d'un chemin

d'un sommet �a un autre, en supposant les poids positifs.

6.1 Algorithme de Floyd

On repr�esente un graphe orient�e valu�e �a n sommets par une matrice carr�ee (n; n) de nombres :

M [i; j] a pour valeur le poids de l'arc i �! j (+1 si cet arc n'existe pas).

Une variante de l'algorithme de Warshall permet de calculer la matrice D telle que D[i; j]

soit le poids minimal d'un chemin de i �a j :

D := M;

POUR i allant de 1 �a n

POUR j allant de 1 �a n

SI D[j; i] < +1 ALORS

POUR k allant de 1 �a n

SI D[j; k] > D[j; i] +D[i; k] ALORS

D[j; k] := D[j; i] +D[i; k]

FIN SI

FIN POUR

FIN SI

FIN POUR

FIN POUR

Cet algorithme r�esout le probl�eme des plus courtes distances de tout sommet du graphe

�a tout autre sommet, mais ne donne pas le chemin correspondant.

Preuve de l'algorithme : on montre par r�ecurrence sur i qu'au d�ebut du i-i�eme passage

dans la boucle POUR ext�erieure, chacun des D[j; k] repr�esente le poids minimal des chemins

de j �a k dont les sommets interm�ediaires sont d'indice strictement inf�erieur �a i.

Complexit�e : jSj3.
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Les algorithmes qui suivent permettent de d�eterminer les plus courts chemins d'un sommet

particulier s du graphe �a tout autre sommet. On notera p(a �! b) le poids d'un arc a �! b.

6.2 Algorithme de Ford

POUR tout sommet t

d(s; t) := +1

FINPOUR;

d(s; s) := 0;

R�EP�ETER

POUR tout sommet t

SI d(s; t) < +1 ALORS

POUR tout successeur u de t

SI d(s; u) > d(s; t) + p(t �! u) ALORS

d(s; u) := d(s; t) + p(t �! u)

FIN SI

FIN POUR

FIN SI

FIN POUR

TANT QU'on modifie quelque chose

Preuve de l'algorithme : on montre inductivement qu'au i-i�eme passage dans la boucle

R�EP�ETER, chacun des d(s; u) a pour valeur le poids du plus court chemin de s �a u comprenant

moins de i sommets interm�ediaires. Il s'ensuit que l'algorithme termine (on ne peut passer

plus de jSj� 1 fois dans la boucle R�EP�ETER) et qu'il calcule bien les poids minimaux cherch�es.

Complexit�e : jSj � jAj.
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6.3 Algorithme de Dijkstra

POUR tout sommet t

d(s; t) := +1

FINPOUR;

d(s; s) := 0;

TANT QU'il reste des sommets non fix�es

choisir un sommet t non fix�e tel que d(s; t) soit minimale;

fixer t;

POUR tout successeur u de t

SI d(s; u) > d(s; t) + p(t �! u) ALORS

d(s; u) := d(s; t) + p(t �! u)

FIN SI

FIN POUR

FIN TANT QUE

Preuve de l'algorithme : l'algorithme se termine, puisqu'�a chaque passage dans la boucle

TANT QUE on �xe un et un seul sommet.

On montre par r�ecurrence qu'�a tout stade de l'algorithme, pour tout sommet �x�e t, d(s; t)

est le poids minimal d'un chemin de s �a t. Supposons en e�et cette propri�et�e v�eri��ee avant

que l'on ne �xe le sommet t; soit s = s0 ! s1 ! : : :! sn�1 ! sn = t un chemin quelconque

de s �a t; soit k le plus petit entier tel que s0; s1; : : : ; sk soient des sommets �x�es; la fa�con dont

t est choisi implique que la distance d(s; t) est inf�erieure ou �egale �a d(s; sk) + d(sk; sk + 1),

donc, a fortiori, �a la longueur du chemin s! s1 ! : : :! sn�1 ! t, et par cons�equent d(s; t)

est bien le poids minimal d'un chemin de s �a t.

Complexit�e : on passe exactement jSj fois dans la boucle TANT QUE, et on examine 1 fois

chacun des arcs (au moment o�u l'on �xe son origine). La d�etermination du sommet non �x�e

�a distance minimale de s peut se faire en log jSj op�erations �el�ementaires : la complexit�e est

donc max(jSj log jSj; jAj). Cet algorithme est donc plus e�cace que les algorithmes de Ford

et de Floyd.

Une variante de l'algorithme de Dijkstra permet de d�eterminer, pour chaque sommet t

accessible depuis s, un chemin de poids minimal de s �a t : il su�t d'associer un arc a(t)

�a chaque sommet t distinct de s, en mettant �a jour les arcs a(t) en même temps que les

distances :

...

SI d(s; u) > d(s; t) + p(t �! u) ALORS

d(s; u) := d(s; t) + p(t �! u);

a(u) := t �! u

FIN SI

...

Les arcs a(t) d�e�nissent une arborescence de racine s, correspondant �a des chemins de

poids minimal d'origine s.
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Exemple d'application de l'algorithme de Dijkstra

Soit �a chercher les plus courts chemins depuis le sommet A dans le graphe suivant :
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Le tableau suivant donne les distances depuis A et les arcs marqu�es au cours des di��erentes

�etapes de l'algorithme :

sommets A B C D E

initialement 0 +1 +1 +1 +1

on �xe A 8 (AB) 2 (AC) 1 (AD) +1

on �xe D 7 (DB) 2 +1

on �xe C 7 5 (CE)

on �xe E 6 (EB)

valeurs �nales 0 6 (EB) 2 (AC) 1 (AD) 5 (CE)

On obtient ainsi l'arborescence
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7 Algorithmes de plus long chemin

Le probl�eme consiste �a d�eterminer le poids du plus long chemin acyclique reliant un sommet

�a un autre du graphe.

Il n'est pas possible d'adapter directement les algorithmes de plus court chemin, compte

tenu de l'existence possible de cycles dans le graphe.

Dans le cas g�en�eral, on peut parcourir l'arbre des chemins acycliques partant d'un sommet

s, au moyen d'un algorithme de parcours en profondeur utilisant une liste :

parcourir le graphe :

POUR tout sommet t diff�erent de s

d(s; t) := +1

FINPOUR;

d(s; s) := 0;

visiter s

visiter un sommet t :

ajouter t �a la liste;

POUR tout successeur u de t qui n'est pas dans la liste

SI d(s; u) = +1 ou d(s; u) < d(s; t) + p(t �! u) ALORS

d(s; u) := d(s; t) + p(t �! u)

FIN SI;

visiter u

FIN POUR;

enlever t de la liste

Preuve de l'algorithme : on montre r�ecursivement que lorsqu'on visite un sommet t qui

n'est pas dans la liste, la liste comporte la suite des sommets d'un chemin acyclique allant de

s �a t; d'autre part, les �etats de la liste sont distincts �a chacune des entr�ees dans la proc�edure

visiter. Par cons�equent l'algorithme termine (il ne peut y avoir qu'un nombre �ni d'�etats

de la liste, correspondant aux chemins acycliques depuis le sommet s).

Pour tout sommet t, �a tout instant, si d(s; t) < +1, d(s; t) repr�esente le poids d'un chemin

acyclique allant de s �a t. Comme tous les chemins sont examin�es, on obtiendra bien le poids

maximal.

Complexit�e : dans le pire des cas (graphe complet), le nombre d'entr�ees dans la proc�edure

visiter est le nombre de chemins acycliques d'origine s, c'est-�a-dire

k=jSjX
k=1

(jSj � 1)(jSj� 2) : : :(jSj � k + 1)

(chaque terme de la somme est le nombre de chemins acycliques d'origine s comportant k

sommets). �A chacun de ces appels, on examine les jSj successeurs du sommet que l'on visite.

La complexit�e est donc de l'ordre de jSj!
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Dans le cas particulier d'un graphe acyclique, on peut adapter e�cacement les algorithmes

de plus court chemin �a la recherche des poids maximaux.

La modi�cation des algorithmes de Ford ou de Floyd consiste simplement �a changer le

sens de l'in�egalit�e; la modi�cation de l'algorithme de Dijkstra est un peu plus compliqu�ee

(algorithme de Bellmann).

7.1 Algorithme de Ford modi��e

POUR tout sommet t

d(s; t) := +1

FINPOUR;

d(s; s) := 0;

R�EP�ETER

POUR tout sommet t

SI d(s; t) < +1 ALORS

POUR tout successeur u de t

SI d(s; u) < d(s; t) + p(t �! u) ALORS

d(s; u) := d(s; t) + p(t �! u)

FIN SI

FIN POUR

FIN SI

FIN POUR

TANT QU'on modifie quelque chose

7.2 Algorithme de Bellmann

POUR tout sommet t

d(s; t) := +1

FINPOUR;

d(s; s) := 0;

fixer s;

TANT QU'il reste des sommets non fix�es

choisir un sommet t non fix�e dont tous les pr�ed�ecesseurs sont fix�es;

POUR tout successeur u de t

SI d(s; u) > d(s; t) + p(t �! u) ALORS

d(s; u) := d(s; t) + p(t �! u)

FIN SI

FIN POUR;

fixer t

FIN TANT QUE
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Exemple d'application de l'algorithme de Bellman

Soit �a chercher les plus longues distances depuis le sommet A dans le graphe suivant :
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Le tableau suivant donne les plus longues distances depuis A calcul�ees au cours des di��e-

rentes �etapes de l'algorithme :

sommets A B C D E

initialement 0 +1 +1 +1 +1

on �xe A +1 2 1 +1

on �xe C 7 6 5

on �xe D 7 5

on �xe E 8

valeurs �nales 0 8 2 6 5
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8 Probl�emes d'ordonnancement

Un probl�eme d'ordonnancement simple est caract�eris�e par un ensemble de tâches �a ex�ecuter,

chacune ayant une dur�ee d�etermin�ee, et des contraintes de pr�ec�edence entre les tâches : c'est-

�a-dire qu'une tâche, pour être ex�ecut�ee, requiert qu'une ou plusieurs autres tâches aient �et�e

accomplies. Le probl�eme consiste �a plani�er l'ex�ecution des tâches.

Dans la pratique, les probl�emes d'ordonnancement sont plus complexes : les dur�ees d'ex�e-

cution peuvent être impr�ecises (donn�ees sous forme d'intervalles, avec �eventuellement une loi

de probabilit�e); d'autres contraintes temporelles peuvent surgir (contraintes absolues : telle

tâche doit imp�erativement être commenc�ee apr�es telle date, ou termin�ee avant telle date;

contraintes disjonctives : telle et telle tâches ne doivent pas être ex�ecut�ees simultan�ement...)

On se limitera �a l'�etude des probl�emes d'ordonnancement simples.

Quelques d�e�nitions :

� une tâche est dite critique si son ex�ecution ne peut être di��er�ee ou allong�ee sans

retarder la �n des travaux;

� la marge libre d'une tâche est le temps maximal dont cette tâche peut être di��er�ee ou

allong�ee sans retarder la �n des travaux, ind�ependamment des autres tâches;

� la marge totale d'une tâche est le temps maximal dont cette tâche peut être di��er�ee

ou allong�ee sans retarder la �n des travaux (ce qui peut �eventuellement contraindre une

autre tâche non critique).

On reprendra l'exemple de la plani�cation de travaux donn�e en page 8 :

Pour r�enover une maison, il est pr�evu de refaire l'installation �electrique (3

jours), de r�eam�enager (5 jours) et de carreler (2 jours) la salle de bains, de refaire

le parquet de la salle de s�ejour (6 jours) et de repeindre les chambres (3 jours),

la peinture et le carrelage ne devant être faits qu'apr�es r�efection de l'installation

�electrique.

Quelle est la dur�ee minimale des travaux, et comment doit-on les ordonner ?
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8.1 La m�ethode des potentiels/tâches (MPM)

Dans la m�ethode MPM (Method of Project Management), on repr�esente chaque tâche par un

et un seul sommet d'un graphe dont les arcs sont les contraintes de pr�ec�edence; chaque arc

est valu�e par la dur�ee de la tâche source.

On ajoute deux tâches �ctives d�ebut et fin, et les arcs d�ebut �! s (de valeur 0) pour

tout sommet s sans pr�ed�ecesseur et s �! fin pour tout sommet s sans successeur (valu�e par

la dur�ee de la tâche s).
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Figure 18: Mod�elisation MPM

Il va de soi que le probl�eme n'a de solution que si le graphe obtenu est acyclique.

On peut alors calculer la date de d�ebut au plus tôt de chaque tâche (en supposant

que le d�ebut des travaux ait lieu au temps 0), comme le poids du plus long chemin allant de

d�ebut �a cette tâche; la dur�ee minimale des travaux est le poids maximal d'un chemin allant

de d�ebut �a fin (un tel chemin est dit critique, et tous ses sommets correspondent �a des

tâches critiques).

De même, on peut calculer la date de d�ebut au plus tard de chaque tâche, qui est la

di��erence entre la dur�ee minimale du processus et la dur�ee minimale des travaux restant �a

accomplir (poids du plus long chemin allant de cette tâche �a fin).

La marge totale d'une tâche est la di��erence entre ces deux dates.

Dans l'exemple propos�e, la dur�ee minimale des travaux est de 7 jours, et les contraintes

tâche par tâche sont les suivantes :

Tâches D�ebut au plus tôt D�ebut au plus tard Marge totale Marge libre

Parquet salle de s�ejour 0 1 1 1

R�eam�enagement salle de bains 0 0 0 0

Carrelage salle de bains 5 5 0 0

R�efection �electricit�e 0 1 1 0

Peinture 3 4 1 0
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8.2 La m�ethode potentiels/�etapes (PERT)

Dans la m�ethode PERT (Project Evaluation and Review Technique), on repr�esente chaque

tâche par un et un seul arc, valu�e par la dur�ee de la tâche, les sommets du graphe corres-

pondant aux �etapes de la r�ealisation du projet. On aura ainsi, pour chaque tâche, un sommet

d�ebut-de-tâche et un sommet fin-de-tâche.

Pour tenir compte des contraintes de pr�ec�edence, on ajoute des tâches �ctives de dur�ee

nulle, reliant la �n de la tâche contraignante au d�ebut de la tâche contrainte (ainsi qu'un �etat

d�ebut au d�ebut de chaque tâche non contrainte, et la �n de chaque tâche non contraignante

�a un �etat fin):
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Figure 19: Mod�elisation PERT (les tâches �ctives ne sont pas �etiquet�ees)

Le probl�eme est que le graphe ainsi obtenu peut être tr�es grand, et comporter des infor-

mations inutiles; on le r�eduira, de fa�con non d�eterministe, en appliquant les r�egles suivantes :

� tout chemin s1 �! s2
T
�! s3 peut être remplac�e par un arc s1

T
�! s3, le sommet s2

�etant supprim�e, �a condition qu'il ne soit le but d'aucun autre arc;

� tout chemin s1
T
�! s2 �! s3 peut être remplac�e par un arc s1

T
�! s3, le sommet s2

�etant supprim�e, �a condition qu'il ne soit l'origine d'aucun autre arc.
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Figure 20: Mod�elisation PERT apr�es r�eduction
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Comme dans la m�ethode MPM, le probl�eme d'ordonnancement n'a de solution que si le

graphe obtenu est acyclique.

On calculera la date de d�ebut au plus tôt de chaque �etape (en supposant que le d�ebut

des travaux ait lieu au temps 0), comme le poids du plus long chemin allant de d�ebut �a cette

�etape; la dur�ee minimale des travaux est le poids maximal d'un chemin (chemin critique)

allant de d�ebut �a fin. Toute tâche situ�ee sur ce chemin est une tâche critique.

De même, on calculera la date de �n au plus tard de chaque �etape, qui est la di��erence

entre la dur�ee minimale du processus et la dur�ee minimale des travaux restant �a accomplir

(poids du plus long chemin allant de cette �etape �a fin).

La marge totale d'une tâche s �! t est la di��erence entre la date de �n au plus tard de

t, et la somme de la date de d�ebut au plus tôt de s et de la dur�ee de la tâche.

Tâches D�ebut au plus tôt Fin au plus tard Marge totale Marge libre

Parquet salle de s�ejour 0 7 1 1

R�eam�enagement salle de bains 0 5 0 0

Carrelage salle de bains 5 7 0 0

R�efection �electricit�e 0 4 1 0

Peinture 3 7 1 0

Une solution de probl�eme d'ordonnancement est souvent repr�esent�ee par un diagramme

de Gantt :

� -

� - � -

� - � -

1 2 3 4 5 60 7

r�eam�enagement salle de bains carrelage

parquet salle de s�ejour

r�efection �electricit�e peinture

Dates

Figure 21: Diagramme de Gantt
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9 Arbres recouvrants de poids minimal

Exemple de probl�eme

Un r�eseau local comporte des machines A, B, C, D, et E qui doivent pouvoir communiquer

entre elles (certaines machines servant �eventuellement de relais). Les liaisons envisag�ees sont

repr�esent�ees par le graphe suivant (les arêtes sont �etiquet�ees par la distance entre les ma-

chines):
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Figure 22: R�eseau d'interconnexion

Comment câbler le r�eseau �a moindre coût ?

Il s'agit d'enlever des arêtes au graphe de fa�con qu'il reste connexe, et que la somme des

valuations des arêtes soit minimale.

Il est clair que le graphe partiel cherch�e est sans cycle (si on enl�eve une arête �a un cycle

d'un graphe connexe, le graphe reste connexe), c'est donc un arbre : le probl�eme se ram�ene

donc au

Probl�eme de l'arbre recouvrant de poids minimal: �etant donn�e un graphe non orient�e

connexe G dont les arêtes sont valu�ees par des nombres positifs (poids), d�eterminer un

arbre qui soit un graphe partiel de G (arbre recouvrant G) de poids total minimum.
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9.1 Algorithme de Kruskal

L'algorithme de Kruskal suppose que les n arêtes a1; a2; : : :an du graphe G sont num�erot�ees

par ordre croissant de poids :

soit A le graphe partiel de G sans arêtes;

POUR i allant de 1 �a n

SI l'arête ai ne cr�ee pas de cycle dans A ALORS

ajouter ai �a A

FIN SI

FIN POUR

Preuve de l'algorithme : A peut s'obtenir en enlevant successivement �a G des arêtes faisant

partie d'un cycle, donc A est connexe; comme A ne comporte pas de cycle, c'est un arbre.

Soit B un arbre recouvrant de G : �a chaque arête a de A, on peut associer une et une seule

arête b de B reliant les deux composantes connexes de A priv�e de l'arête a. Mais l'arête b n'a

pu être �elimin�ee par l'algorithme de Kruskal que si elle �etait de poids sup�erieur ou �egal �a a

(puisqu'elle ne cr�ee pas de cycle dans A priv�e de a): le passage de A �a B ne peut qu'augmenter

le poids total, et par cons�equent A est de poids minimal.

( �A noter que si toutes les arêtes sont de poids di��erents, la solution est unique; il ne peut

y avoir plusieurs solutions que si, parmi des arêtes de même poids, un choix d'�elimination se

propose.)

Complexit�e : la boucle POUR de l'algorithme est ex�ecut�ee jAj fois; le test permettant de

savoir si une arête cr�ee ou non un cycle dans A peut se faire en moins de jSj op�erations (le

nombre d'arêtes de l'arbre A �etant jSj� 1). La complexit�e est donc de l'ordre de jAj� jSj (le

tri des arêtes, qui peut se faire en jAj log jAj op�erations, est n�egligeable).
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Figure 23: Application de l'algorithme de Kruskal
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9.2 Algorithme de Sollin

soit A le graphe partiel de G sans arêtes;

TANT QUE A compte plus d'une composante connexe

choisir une composante connexe C de A ;

ajouter �a A une arête de poids minimal

reliant C �a une autre composante connexe de A

FIN TANT QUE

Preuve de l'algorithme : �a chaque passage dans la boucle, deux composantes connexes

distinctes de A sont reli�ees, ce qui ne cr�ee pas de cycle; l'algorithme termine (diminution

d'une composante connexe �a chaque passage dans la boucle), et �a la �n A est un arbre

(graphe sans cycle �a une seule composante connexe).

Soit B un arbre recouvrant de G : �a chaque arête a de A, on peut associer une et une seule

arête b de B reliant les deux composantes connexes de A priv�e de l'arête a. Par construction

de A, a est de poids minimal parmi les arêtes de G reliant ces deux composantes, donc de

poids inf�erieur ou �egal �a celui de b : cette propri�et�e �etant vraie pour toutes les arêtes, le poids

total de A est inf�erieur ou �egal �a celui de B.

Complexit�e : la boucle TANT QUE de l'algorithme est ex�ecut�ee jSj� 1 fois (�a chaque fois, on

ajoute 1 arête �a A); le maintien de la liste des composantes connexes est de l'ordre de jSj (il

su�t de maintenir une liste de couleurs de sommets, les sommets d'une même composante

ayant la même couleur); la recherche des arêtes de poids minimal partant d'une composante

connexe donn�ee est de l'ordre de jAj. La complexit�e est donc de l'ordre de jSj�max(jSj; jAj).
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Figure 24: �Etapes successives de l'application de l'algorithme de Sollin
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10 Recherches arborescentes

On consid�ere ici des probl�emes que l'on ne sait pas r�esoudre par un algorithme polynomial :

d'une fa�con g�en�erale, il s'agit de d�eterminer un �el�ement \optimal" (suivant un crit�ere donn�e)

dans un ensemble E �ni, mais trop grand pour qu'on puisse, en pratique, examiner tous ses

�el�ements.

Pour r�esoudre un tel probl�eme, on peut utiliser le principe \diviser pour r�egner" : on

divise l'ensemble en sous-ensembles plus petits, on r�esout le probl�eme dans chacun de ces

sous-ensembles, et on fait la synth�ese (en comparant les �el�ements optimaux obtenus).

Employ�e r�ecursivement, ce proc�ed�e correspond �a la construction d'une arborescence dont

les n�uds sont les sous-ensembles, et les feuilles, les �el�ements de E : l'int�erêt est de pouvoir

�elaguer l'arborescence, en �eliminant d'embl�ee certains n�uds, au lieu d'examiner tous les

�el�ements de E.

Les algorithmes de s�eparation et �evaluation (Branch and Bound) construisent l'ar-

borescence en �evaluant a priori les chances de trouver la solution optimale dans tel ou tel

sous-ensemble.

Cette �evaluation empirique donne un ordre de parcours de l'arborescence (on examine

d'abord les sous-ensembles qui ont le plus de chances de contenir la solution), ce qui peut

permettre d'arriver rapidement �a la solution cherch�ee dans de nombreux cas (am�elioration en

moyenne de l'algorithme de parcours).

On peut aussi l'utiliser comme heuristique pour d�eterminer rapidement une solution

approch�ee (c'est-�a-dire une solution \acceptable", même si elle n'est pas optimale), en exami-

nant seulement, �a chaque branchement, le sous-ensemble pour lequel l'�evaluation est la plus

favorable.
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10.1 Le probl�eme des Reines sur l'�echiquier

Comment peut-on placer n Reines sur un �echiquier de dimensions n� n de fa�con qu'aucune

ne soit en prise ?

On peut consid�erer le probl�eme comme la recherche d'une solution maximale (n Reines sur

l'�echiquier) dans l'ensemble E des fa�cons de placer des Reines sur les colonnes de l'�echiquier

sans qu'aucune ne soit en prise.

On peut alors s�eparer E en sous-ensembles correspondant �a une même position de la Reine

sur la premi�ere colonne; chacun de ces sous-ensembles peut être divis�e suivant la position de

la Reine de la deuxi�eme colonne, etc.

La construction de l'arborescence en profondeur d'abord permet de trouver une solution,

s'il en existe. Ce qui correspond �a l'algorithme suivant, o�u chaque n�ud de l'arborescence

est �etiquet�e par un �echiquier comportant des Reines, des cases ray�ees (en prise), et des cases

libres :

chercher une solution :

cr�eer la racine avec l'�echiquier vide;

p := 0;

visiter la racine

visiter un n�ud s :

SI p = n ALORS

succ�es (fin)

SINON

p := p+ 1 ;

POUR i allant de 1 �a n

SI la case (p; i) de l'�echiquier est libre ALORS

cr�eer un fils t de s avec le même �echiquier;

placer une Reine sur la case (p; i);

rayer la colonne p, la ligne i

et les diagonales passant par (p; i);

visiter t

FIN SI

FIN POUR

FIN SI;

�echec
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Lorsqu'on applique l'algorithme �a la main, on peut regrouper les n�uds de l'arborescence

correspondant �a des positions sym�etriques :
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Figure 25: Arborescence des placements de Reines sur un �echiquier 4� 4
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10.2 Le probl�eme du voyageur de commerce

Un voyageur de commerce habitant Bordeaux doit e�ectuer une tourn�ee passant par Lyon,

Nantes et Paris :
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Bordeaux

Nantes

Lyon

Paris

320

580

380

700

780

460

Dans quel ordre devrait-il e�ectuer ses d�eplacements de fa�con �a minimiser le trajet par-

couru ?

C'est le probl�eme classique du voyageur de commerce (TSP : Traveling Salesman Pro-

blem): il s'agit de d�eterminer dans le graphe un circuit �el�ementaire passant par chaque som-

met (circuit hamiltonien), de fa�con que la somme des distances d'un sommet �a un autre soit

minimale, les distances �etant donn�ees par le tableau

Bordeaux Lyon Nantes Paris

Bordeaux 780 320 580

Lyon 780 700 460

Nantes 320 700 380

Paris 580 460 380

Le probl�eme pourrait être r�esolu en examinant tous les ordonnancements possibles des

sommets au d�epart de Bordeaux; si l'on part d'un graphe �a n sommets, cela donne n! pos-

sibilit�es, ce qui conduit �a un algorithme irr�ealisable, en pratique.
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L'algorithme de Little

L'algorithme de Little est du type \s�eparation et �evaluation" : on e�ectue un parcours en

profondeur de l'arborescence binaire des choix possibles, en attribuant �a chaque n�ud n

une �evaluation par d�efaut e(n), et une valeur de regret �a chaque choix auquel on renonce

(�evaluation par d�efaut du prix �a payer pour renoncer �a ce choix).

On remarque tout d'abord que l'on ne change pas le probl�eme en soustrayant un nombre

quelconque �a une ligne ou une colonne de la matrice des distances entre les villes (cela re-

vient �a soustraire cette distance �a tous les circuits hamiltoniens). On appellera r�eduction

de la matrice l'op�eration consistant �a soustraire de chaque ligne le plus petit �el�ement, puis �a

soustraire le plus petit �el�ement de chaque colonne de la matrice ainsi obtenue.

L'�evaluation par d�efaut associ�ee �a la racine de l'arborescence est la somme des nombres

soustraits lors de cette r�eduction.

Chaque n�ud de l'arborescence correspond �a un choix (fait ou abandonn�e).

L'�evaluation par d�efaut associ�ee �a un n�ud de type \choix fait" est la somme de l'�eva-

luation par d�efaut associ�ee au n�ud p�ere, et d'une �evaluation par d�efaut du chemin restant

�a parcourir (obtenue par r�eduction de la matrice des liaisons encore possibles; il faut prendre

soin d'�eliminer les liaisons cr�eant des circuits parasites, par exemple Nantes-Bordeaux si l'on

a d�ej�a choisi d'emprunter Bordeaux-Lyon et Lyon-Nantes).

Le regret associ�e �a un choix abandonn�e est calcul�e de la fa�con suivante : si on renonce �a

une liaison s! t, il faudra sortir de s et entrer dans t par d'autres liaisons; la valeur de regret

associ�ee �a s! t est la somme du plus petit coût des liaisons s! s0 et du plus petit coût des

liaisons t0 ! t encore disponibles.

L'�evaluation par d�efaut associ�ee �a un n�ud de type \choix abandonn�e" est la somme du

regret et de l'�evaluation par d�efaut du n�ud p�ere.

On parcourt l'arborescence en profondeur, en ignorant les n�uds dont l'�evaluation par

d�efaut d�epasse la valeur d'un circuit hamiltonien d�ej�a trouv�e.
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algorithme de Little :

maxi := +1;

s(racine) := ville de d�epart;

calculer e(racine);

visiter la racine

visiter un n�ud n :

SI e(n) � maxi ALORS

SI s(n) 6= ville de d�epart ALORS

POUR toutes les liaisons s(n)! v possibles

calculer le regret de s(n)! v

FIN POUR ;

soit s(n)! v une liaison de regret maximal r;

cr�eer les fils v et v de n;

s(v) := v; calculer e(v);

visiter v;

s(v) := s(n); e(v) := e(n) + r;

visiter v

SINON

maxi := max(maxi; e(n))

FIN SI

FIN SI
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Figure 26: Application de l'algorithme de Little
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Partie III

Probl�emes de ots

11 G�en�eralit�es sur les ots

11.1 D�e�nition

Un ot dans un graphe est une valuation des arcs respectant la loi de conservation des

ux (dite aussi loi de Kirchho�): pour tout sommet s, la somme des valuations des arcs

d'origine s (ux sortant de s) est �egale �a la somme des valuations des arcs de but s (ux

entrant).
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Figure 27: Exemple de ot

Les ots sont un mod�ele des r�eseaux de communication (circuits �electriques, r�eseau de

machines, r�eseau de transport...)
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11.2 D�ecomposition d'un ot �a valeurs positives

Th�eor�eme de d�ecomposition :Tout ot non nul, �a valeurs positives ou nulles, peut s'�ecrire

comme une combinaison lin�eaire �a coe�cients positifs de ots dont chacun vaut 1 sur les arcs

d'un circuit du graphe, et 0 sur tout autre arc.

Preuve : par r�ecurrence sur le nombre d'arcs sur lesquels le ot n'est pas nul.

Soit f un ot non nul �a valeurs positives ou nulles sur un graphe G, s0 ! s1 un arc de

G sur lequel f n'est pas nul. Le ot entrant dans le sommet s1 est alors strictement positif,

donc le ot sortant aussi, et il existe un arc s1 ! s2 sur lequel f n'est pas nul. En r�ep�etant

le raisonnement, on peut construire une suite s0; s1; s2; : : : ; sn; : : : de sommets de fa�con que

le ot f soit strictement positif sur chacun des arcs sn ! sn+1.

Comme le nombre de sommets du graphe est �ni, le chemin s0 ! s1 ! : : : ! sn ! : : :

comporte n�ecessairement un circuit; soit r la plus petite valeur de f sur le circuit : alors f

peut s'�ecrire rc1 + f1, o�u c1 est le ot valant 1 sur le circuit et 0 ailleurs, et o�u f1 = f � rc1
est un ot �a valeurs positives ou nulles, qui est nul sur strictement plus d'arcs que f .
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Figure 28: f = 3c1 + 2c2 + 2c3 + 2c4
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11.3 Flots sur un graphe born�e

On se donne un graphe born�e, c'est-�a-dire un graphe orient�e simple antisym�etrique dont les

arcs sont �etiquet�es par des intervalles �a bornes enti�eres (�eventuellement in�nies); on notera

min(s! t) et max(s! t) les bornes inf�erieure et sup�erieure de l'intervalle.

On suppose que le graphe comporte un sommet entr�ee, un sommet sortie, et un arc

sortie �! entr�ee appel�e arc retour, �etiquet�e [�1;+1] (en g�en�eral, cet arc n'est pas

repr�esent�e dans le traitement du probl�eme).

��
��
E

��
��
C

��
��
A

��
��
B ��

��
S

�
�
�
�
��3

Q
Q
Q
Q
QQs

J

J
Ĵ
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Figure 29: Graphe born�e

Le probl�eme du ot compatible consiste �a trouver un ot pour lequel la valuation de

tout arc est dans l'intervalle d�e�ni par son �etiquette. On n'�etudiera pas ce probl�eme dans le

cours (en pratique, dans les probl�emes �etudi�es, la borne inf�erieure des intervalles sera 0, et

par cons�equent le ot nul sera un ot compatible).

Le probl�eme du ot maximal, que l'on �etudiera ici, consiste �a trouver un ot compatible

a�ectant la plus grande valeur possible �a l'arc retour.
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On dira qu'un arc est satur�e par un ot si sa valuation est la borne sup�erieure de l'in-

tervalle d�e�ni par son �etiquette, et antisatur�e si sa valuation est la borne inf�erieure de cet

intervalle.

Dans le cas o�u tous les intervalles sont de la forme [0; m], on dira que m est la capacit�e

de l'arc (qui sera simplement �etiquet�e [m]). Un arc satur�e est alors un arc dont le ot est sa

capacit�e; un arc antisatur�e, un arc sur lequel le ot est nul.

On dira qu'un ot est complet si tout chemin de l'entr�ee �a la sortie passe par au moins

un arc satur�e.

Si un ot n'est pas complet, il n'est pas maximal : pour l'am�eliorer, il su�t de consid�erer

un chemin de l'entr�ee �a la sortie dont aucun arc n'est satur�e, et d'augmenter les valuations

de tous les arcs de fa�con compatible avec les �etiquettes (cette technique permet d'obtenir un

ot complet par am�eliorations successives de n'importe quel ot compatible).

Un ot maximal est donc complet. Mais un ot complet n'est pas n�ecessairement maximal :
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Figure 30: Exemple de ot complet non maximal
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11.4 Graphe d'�ecart associ�e �a un ot compatible

�A un ot compatible f sur un graphe G, on associe le graphe d'�ecart Gf dont les sommets

sont ceux du graphe G, mais dont les arcs sont �a double sens : �a tout arc a = s �! s0 de G,

on associe dans le graphe Gf

� si f(a) < max(a) (arc non satur�e), un arc s �! s0 de capacit�e max(a)� f(a);

� si f(a) > min(a) (arc non antisatur�e), un arc s0 �! s de capacit�e f(a).

On ne repr�esente pas les arcs du graphe d'�ecart dont la capacit�e est nulle.
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Figure 31: Graphe d'�ecart associ�e �a un ot compatible

L'ajout d'une quantit�e d (positive ou n�egative) du ot sur l'arc a correspond, dans le

graphe d'�ecart, �a augmenter de d la capacit�e de s0 �! s, et �a retrancher de d la capacit�e

de s �! s0; la capacit�e d'un arc du graphe d'�ecart correspond donc aux possibilit�es de

modi�cation du ot (augmentation dans le sens s �! s0, diminution dans le sens contraire).
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12 Algorithme de Ford-Fulkerson pour optimiser un ot

On suppose donn�e un ot compatible associant �a tout arc s! t une valuation f(s! t) .

L'algorithme de Ford-Fulkerson consiste �a marquer les sommets de fa�con �a d�eterminer si

le ot est maximal, et, sinon, �a indiquer une fa�con de l'augmenter.

12.1 Algorithme de marquage

marquer + le sommet entr�ee;

R�EP�ETER

POUR tout sommet marqu�e s non encore trait�e

POUR tout arc s �! t

SI t n'est pas marqu�e et s! t n'est pas satur�e ALORS

marquer t par (+; s)

FIN SI

FIN POUR ;

POUR tout arc s �! t

SI t n'est pas marqu�e et s! t n'est pas antisatur�e ALORS

marquer t par (�; s)

FIN SI

FIN POUR

FIN POUR

TANT QU'on marque de nouveaux sommets;

SI le sommet sortie n'est pas marqu�e ALORS

le flot est maximal

SINON

augmenter le flot

FIN SI
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Figure 32: Marquage de Ford-Fulkerson

Complexit�e : il est clair que l'algorithme se termine, puisqu'on marque au plus jSj sommets

(on passe donc au plus jSj fois par la boucle R�EP�ETER); d'autre part, on examinera au plus 2

fois chaque arc (en traitant son origine et son extr�emit�e). La complexit�e est donc au pire de

l'ordre de max(jSj; jAj).
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12.2 Algorithme d'optimisation

calculer une augmentation possible du ot :

a := +1 ;

t := sortie;

TANT QUE t 6= entr�ee

SI t est marqu�e (+; s)

a := min(a;max(s! t)� f(s! t))

FIN SI;

SI t est marqu�e (�; s)

a := min(a; f(t! s)�min(t! s))

FIN SI

FIN TANT QUE;

augmenter le ot :

t := sortie;

TANT QUE t 6= entr�ee

SI t est marqu�e (+; s)

augmenter de a le flot sur l'arc s �! t;

FIN SI;

SI t est marqu�e (�; s)

diminuer de a le flot sur l'arc t �! s;

FIN SI

FIN TANT QUE

��
��
E

��
��
C

��
��
A

��
��
B ��

��
S

Q
Q
Q
Q
QQs

J
J
Ĵ
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Figure 33: Augmentation du ot sur un chemin marqu�e de l'entr�ee �a la sortie

Complexit�e : on traite deux fois de suite un chemin comportant au plus jSj sommets; la

complexit�e est donc au pire de l'ordre de jSj.
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12.3 Preuve de l'algorithme de Ford-Fulkerson

Si la sortie est marqu�ee �a la �n de l'algorithme, il est clair que l'algorithme d'optimisation

augmente le ot de la valeur a : en e�et, on a respect�e la loi de conservation des ux (on fait

varier de la même fa�con le ux entrant et le ux sortant de chaque sommet) et la compatibilit�e

du ot (l'augmentation �etant le minimum des variations possibles sur les arcs du chemin).

R�eciproquement, on montre que si la sortie n'est pas marqu�ee �a la �n de l'algorithme, le

ot f est maximal.
En e�et, soit M l'ensemble des sommets marqu�es, et soit N l'ensemble des sommets non marqu�es;

la loi de conservation des ux est globalement v�eri��ee par l'ensemble M , c'est-�a-dire que pour tout

ot compatible c X
s!t;s=2M;t2M

c(s! t) =
X

s!t;s2M;t=2M

c(s! t)

soit encore (puisque le sommet entr�ee est dans M et le sommet sortie est dans N )

c(arc retour) =
X

s!t;s2M;t2N

c(s! t)�
X

s!t;s2N;t2M

s!t6=arc retour

c(s! t)

et par cons�equent

c(arc retour) �
X

s!t;s2M;t2N

max(s! t)�
X

s!t;s2N;t2M

s!t 6=arc retour

min(s! t)

Or, par d�e�nition de l'algorithme de marquage, les arcs de M vers N sont satur�es, et les arcs de N

vers M sont antisatur�es, par le ot f : on a ainsi

f(arc retour) =
X

s!t;s2M;t2N

max(s! t) �
X

s!t;s2N;t2M

s!t 6=arc retour

min(s! t)

et par cons�equent f est maximal parmi les ots compatibles.

Toute partition des sommets en deux ensembles M et N tels que l'entr�ee soit dans M ,

la sortie dans N , que tout arc de M vers N soit satur�e, et que tout arc de N vers M soit

antisatur�e, est appel�ee coupe minimale du graphe. La d�emonstration pr�ec�edente prouve

qu'il su�t d'exhiber une coupe minimale pour montrer qu'un ot est maximal :
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Figure 34: Flot maximal
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12.4 Complexit�e de la m�ethode de Ford-Fulkerson

Pour r�esoudre le probl�eme du ot maximal, il su�t d'appliquer l'algorithme d'optimisation

de Ford-Fulkerson �a n'importe quel ot compatible jusqu'�a ce que le ot obtenu soit maximal.

Appliqu�ee sans discernement, cette m�ethode n'est pas bonne, car le nombre d'optimisa-

tions n�ecessaires peut d�ependre des bornes des intervalles. Ainsi, dans l'exemple suivant, il

faut 2n optimisations pour atteindre le ot maximal �evident (2n) �a partir du ot nul, en

saturant et en antisaturant alternativement l'arc A �! B :
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La m�ethode de Ford-Fulkerson peut cependant être am�elior�ee si l'on impose d'augmenter

le ot sur le chemin le plus court possible (en nombre d'arcs): l'ordre de complexit�e est alors

un polynôme en jSj et jAj, et ne d�epend plus des capacit�es2.

2Il existe des algorithmes polynomiaux plus e�caces pour optimiser un ot compatible, voir par exemple

ROSEAUX : Exercices r�esolus de recherche op�erationnelle, t. I : Graphes.
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12.5 Interpr�etation dans le graphe d'�ecart

Soit f un ot compatible sur un graphe G, Gf le graphe d'�ecart associ�e.

Le marquage de Ford-Fulkerson correspond au marquage des sommets accessibles depuis

le sommet d'entr�ee dans Gf (on cherche �a trouver un chemin de l'entr�ee �a la sortie):
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Figure 35: Marquage de Ford-Fulkerson dans le graphe d'�ecart

L'optimisation de Ford-Fulkerson correspond �a une modi�cation du graphe d'�ecart : on

diminue le plus possible les capacit�es des arcs du chemin marqu�e, en augmentant d'autant les

arcs r�eciproques. On obtient ainsi le graphe d'�ecart associ�e au ot augment�e :
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Figure 36: Optimisation de Ford-Fulkerson dans le graphe d'�ecart

Il est clair qu'�a partir du graphe d'�ecart modi��e, on peut retrouver le ot modi��e; par

cons�equent, il est possible d'appliquer la m�ethode de Ford-Fulkerson par modi�cations succes-

sives du graphe d'�ecart associ�e �a un ot compatible, ce qui permet d'utiliser les algorithmes

classiques de parcours de graphes.
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13 A�ectation de coût minimal

Exemple de probl�eme

Un �edile municipal a d�ecid�e de favoriser trois entrepreneurs A, B et C susceptibles de fournir

des produits x, y et z, �a des prix donn�es par le tableau suivant :

Produit x Produit y Produit z

A 1 MF 2 MF 3 MF

B 1 MF 4 MF 4 MF

C 1 MF 3 MF 5 MF

Comment acheter les produits au moindre coût ?

On cherche �a associer un produit di��erent �a chaque entrepreneur de fa�con �a minimiser la

somme des coûts : il s'agit donc de choisir 3 �el�ements dans la matrice

1 2 3

1 4 4

1 3 5

de fa�con que chaque ligne et chaque colonne contienne un �el�ement choisi, et que la somme

des �el�ements choisis soit la plus petite possible.

D'une mani�ere g�en�erale, un probl�eme d'a�ectation de coût minimal est donn�e par un

ensemble X = fx1; : : : ; xng, d'un ensemble Y = fy1; : : : ; yng, et une matriceM , de dimensions

n�n, des coûts d'a�ectation (si une a�ectation n'est pas possible, on consid�erera qu'elle est de

coût +1); on cherche une bijection f de X sur Y telle que la somme des coûts des a�ectations

CM(f) =
X
x2X

M [x; f(x)] =
X
y2Y

M [f�1(y); y]

soit minimale.
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13.1 Analyse du probl�eme

On a n�ecessairement

CM(f) �
X

1�i�n

min
1�j�n

M [i; j] et de même CM(f) �
X

1�j�n

min
1�i�n

M [i; j]

Le probl�eme de savoir si la borne inf�erieure des coûts est accessible, c'est-�a-dire s'il existe

une a�ectation f telle que

CM(f) = max(
X

1�i�n

min
1�j�n

M [i; j];
X

1�j�n

min
1�i�n

M [i; j])

est un probl�eme simple de ot maximum.

En e�et, on consid�ere un graphe dont les sommets sont les �el�ements de X et Y , plus

2 sommets entr�ee et sortie; chaque sommet de X est l'extr�emit�e d'un arc provenant de

l'entr�ee, chaque sommet de Y est l'origine d'un arc vers la sortie; les autres arcs du graphe

sont les xi ! yj tels que M [i; j] soit minimal parmi les M [i; k] (si la somme des �el�ements

minimaux des lignes est sup�erieure �a la somme des �el�ements minimaux des colonnes; dans le

cas contraire, on choisira les xi ! yj tels que M [i; j] soit minimal parmi les M [k; j]).
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Tous les arcs ayant pour capacit�e 1, il s'agit de savoir si le ot maximal traversant l'arc

retour a pour valeur n. Si c'est le cas, la bijection cherch�ee est donn�ee par les arcs xi ! yj
de poids 1 dans un ot maximal.
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Si ce n'est pas le cas, il est n�ecessaire d'ajouter des arcs au graphe. Pour choisir les

arcs suppl�ementaires, une technique consiste �a appliquer l'algorithme de marquage de Ford-

Fulkerson �a un ot maximal : on partitionne ainsi chacun des ensembles X et Y en sommets

marqu�es (XM , YM ) et sommets non marqu�es (XN , YN ).
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Pour tout ot compatible, le ot sur l'arc retour est la di��erence entre la somme des ots

des arcs allant d'un sommet marqu�e vers un sommet non marqu�e, et la somme des ots des

arcs allant d'un sommet non marqu�e vers un sommet marqu�e.

Or, le th�eor�eme de Ford-Fulkerson garantit que les arcs allant de l'entr�ee vers un xi non

marqu�e sont satur�es, que les arcs allant d'un yj marqu�e vers la sortie sont aussi satur�es, et

que les arcs allant d'un xi non marqu�e vers un yj marqu�e sont antisatur�es. La seule fa�con

d'augmenter le ot maximal consiste donc �a ajouter des arcs allant d'un xi marqu�e vers un

yj non marqu�e; pour minimiser le coût de l'a�ectation, on choisira les arcs dont le coût est le

plus petit possible.

La m�ethode hongroise (algorithme de Kuhn) pour r�esoudre un probl�eme d'a�ectation

repose sur le fait qu'on ne change pas le probl�eme en soustrayant d'une ligne (ou d'une

colonne) un nombre r quelconque. En e�et, si M 0 est la matrice ainsi transform�ee, on aura,

pour toute a�ectation f , CM(f) = CM 0(f) + r; les a�ectations de coût minimal seront ainsi

les mêmes pour M et pour M 0.

On appellera r�eduction de M l'op�eration consistant �a soustraire de chaque ligne le plus

petit �el�ement, puis �a soustraire le plus petit �el�ement de chaque colonne de la matrice ainsi

obtenue (on commencera par les colonnes si la somme des minimaux des colonnes est inf�erieure

�a la somme des minimaux des lignes).

S'il est possible de privil�egier, dans la matrice r�eduite (dont tous les �el�ements sont positifs

ou nuls), n z�eros de fa�con qu'il y ait exactement un z�ero privil�egi�e par ligne et un z�ero

privil�egi�e par colonne, le probl�eme est r�esolu (le coût de l'a�ectation correspondante �etant 0);

sinon, on introduit des z�eros suppl�ementaires par une technique correspondant �a l'algorithme

de Ford-Fulkerson.
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13.2 Algorithme hongrois

r�eduire M;

TANT QU'on ne peut affecter n z�eros, 1 par ligne et 1 par colonne

affecter le plus possible de z�eros

(au plus 1 par ligne et par colonne);

marquer toutes les lignes sans z�ero affect�e;

TANT QU'on peut marquer quelque chose

marquer les colonnes ayant un z�ero non affect�e dans une ligne marqu�ee;

marquer les lignes ayant un z�ero affect�e dans une colonne marqu�ee

FIN TANT QUE;

soit r le plus petit nombre �a colonne non marqu�ee et ligne marqu�ee;

soustraire r de chaque ligne marqu�ee;

ajouter r �a chaque colonne marqu�ee;

r�eduire M

FIN TANT QUE

Exemple d'application : on r�eduit la matrice

1 2 3

1 4 4

1 3 5

en

0 0 0

0 2 1

0 1 2

(en soustrayant les minimaux des colonnes), et on a�ecte le z�ero du coin Nord-Ouest :

X

0 0 0

0 2 1 X

0 1 2 X

Le plus petit �el�ement d'une ligne marqu�ee et d'une colonne non marqu�ee est 1, on modi�e

le probl�eme en

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Il y a deux solutions possibles de coût minimal 7 :

1 0 0

0 1 0

0 0 1

(A� y; B � z; C � x) et

1 0 0

0 1 0

0 0 1

(A� z; B � x; C � y)

59



Preuve de l'algorithme hongrois

La proc�edure de marquage des lignes et des colonnes est exactement l'algorithme de mar-

quage de Ford-Fulkerson dans le graphe associ�e, appliqu�e �a un ot maximal (correspondant

�a une a�ectation maximale de z�eros de la matrice).

Retrancher la valeur m aux lignes marqu�ees revient �a ajouter au graphe des chemins de

coût m allant de l'entr�ee �a la sortie, sur lesquels le ot �etait nul : la modi�cation du graphe

augmente donc d'au moins 1 le ot maximal. Comme ce ot ne peut d�epasser n, l'algorithme

termine.

Aucune des modi�cations de la matrice ne change l'ensemble des solutions du probl�eme;

la solution fournie �a la sortie de l'algorithme (qui est de coût 0 pour le probl�eme modi��e) est

donc une a�ectation minimale.

Le coût d'a�ectation de la solution retenue est exactement la somme des �el�ements que

l'on a soustraits �a une ligne ou une colonne de matrice.

Complexit�e

La complexit�e d'une r�eduction de matrice est de l'ordre de n2, de même que celle d'un

marquage des lignes et des colonnes (par analogie avec le marquage de Ford-Fulkerson).

La recherche d'une a�ectation maximale de z�eros peut se faire en n3 (au plus n applications

de l'optimisation de Ford-Fulkerson �a partir d'un ot nul).

On passe au plus n fois par la boucle TANT QUE ext�erieure (puisque le ot maximal aug-

mente d'au moins 1 unit�e �a chaque fois). La complexit�e au pire est donc de l'ordre de n4.
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14 Flot maximal de coût minimal

On se donne un graphe antisym�etriqueG = (S;A) dont les arcs sont �etiquet�es par des capacit�es

enti�eres positives, et par des coûts r�eels positifs ou nuls. On notera max(a) la capacit�e, et c(a)

le coût, d'un arc a.
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Figure 37: Graphe �etiquet�e pour un probl�eme de ot maximal �a coût minimal

Le probl�eme est de d�eterminer, parmi les ots maximaux sur ce graphe, un ot f dont le

coût total

c(f) =
X
a2A

f(a)� c(a)

soit le plus petit possible.

Il s'agit d'un probl�eme pour lequel on ne connâ�t pas d'algorithme polynomial : on le

traitera donc par optimisation, en am�eliorant progressivement une solution initiale.

Deux m�ethodes sont possibles :

� augmenter progressivement le ot nul, en choisissant �a chaque �etape la modi�cation la

plus rentable (dont le coût est le plus petit possible pour une augmentation donn�ee du

ot); on arrête le processus lorsqu'on a obtenu un ot maximal;

� d�eterminer un ot maximal, et en diminuer progressivement le coût.

La premi�ere m�ethode est utilis�ee par l'algorithme de Roy, tr�es proche de l'algorithme de

Ford-Fulkerson (il s'agit d'ordonner le marquage des sommets de la fa�con la plus �economique

possible).

La seconde m�ethode est celle qu'utilise l'algorithme de Bennington, qui consiste �a

e�ectuer des d�eplacements cycliques de ot de fa�con �a diminuer le coût.
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14.1 Graphe d'�ecart associ�e �a un ot �a coûts

�A un ot compatible f sur le graphe G, on associera le graphe d'�ecart Gf , dans lequel le coût

d'un arc s ! s0 est c(a) si a = s ! s0 est un arc de G, et �c(a) si l'arc de G correspondant

est a = s0 ! s :
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Figure 38: Graphe d'�ecart associ�e �a un ot compatible �a coûts

Crit�ere d'optimisation : Soit f un ot compatible. Il existe un ot de même valeur que f

sur l'arc retour, et de coût strictement plus petit que celui de f , si et seulement s'il existe, dans

le graphe d'�ecart Gf , un circuit dont la somme des coûts des arcs est strictement n�egative.

Preuve :

Si : s'il existe un circuit de coût unitaire n�egatif �c dans Gf , de capacit�e minimale r, il

su�t d'augmenter le ot f de r sur ce circuit pour obtenir un ot de même valeur sur l'arc

retour, et dont le coût sera celui de f , diminu�e de r� c.

Seulement si : soit f 0 un ot de même valeur que f sur l'arc retour, de coût strictement

plus petit que celui de f . Soit d le ot d�e�ni sur Gf par

d(s! s0) =

(
f 0(s! s0)� f(s! s0) si s! s0 2 G; f(s! s0) < f 0(s! s0)

f(s0 ! s)� f 0(s0 ! s) si s0 ! s 2 G; f(s0 ! s) > f 0(s0 ! s)

d est un ot �a valeurs positives : d'apr�es le th�eor�eme de d�ecomposition, d peut s'�ecrireP
aifi o�u les ai sont des coe�cients positifs, et o�u chaque ci est un ot valant 1 sur un circuit

de Gf et 0 ailleurs. Le coût de d est alors

c(f 0)� c(f) =
X

aic(fi)

et par cons�equent au moins l'un des c(fi) est n�egatif.
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14.2 Algorithme de Roy

Un ot f sur le graphe G peut être augment�e si et seulement s'il existe un chemin du point

d'entr�ee au point de sortie dans le graphe d'�ecart Gf (c'est une formulation du th�eor�eme de

Ford-Fulkerson); si c'est le cas, on peut augmenter le ot de de la plus petite des capacit�es

�gurant sur ce chemin (de la fa�con indiqu�ee par l'algorithme de Ford-Fulkerson).

L'algorithme de Roy consiste �a choisir, parmi les chemins de l'entr�ee �a la sortie de Gf ,

celui dont le coût unitaire (somme des coûts des arcs) est minimal, et �a augmenter le ot sur

ce chemin; on r�ep�ete le processus jusqu'�a l'obtention d'un ot maximal.
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Ĵ
J

J
J]

Q
Q

Q
Q

Q
Qk

?

6

�

augmentation de 2

sur le chemin ECS (coût 8)
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Figure 39: �Etapes successives de l'algorithme de Roy
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Preuve de l'algorithme de Roy

L'algorithme termine, puisqu'�a chaque �etape on augmente le ot, jusqu'�a ce que l'on ait

atteint le ot maximal (c'est la m�ethode de Ford-Fulkerson, dans laquelle on force l'ordre des

optimisations).

On montre par r�ecurrence qu'�a chaque �etape, on obtient un ot de coût minimal parmi

les ots de même valeur sur l'arc retour : la propri�et�e est �evidente pour le ot de d�epart (de

coût 0).

Supposons-la vraie pour un ot f obtenu �a une �etape : d'apr�es le crit�ere de minimalit�e,

il n'existe pas de circuit de coût n�egatif dans le graphe d'�ecart Gf . L'optimisation e�ectu�ee

consiste �a augmenter le ot sur un circuit C de Gf passant par l'arc retour, de coût unitaire

minimal parmi ces circuits; on obtient ainsi un ot f 0.

Soit C 0 un circuit de Gf 0 : les arcs de C0 qui ne sont pas des arcs de Gf sont n�ecessairement

des arcs dont les oppos�es sont dans Gf , et par cons�equent C + C0 est une somme de circuits

�el�ementaires de Gf (donc de coût unitaire positif ou nul), dont l'un au moins passe par l'arc

retour (donc a un coût unitaire sup�erieur ou �egal �a celui de C). Il s'ensuit que le coût unitaire

de C0, di��erence entre le coût unitaire de C + C0 et le coût unitaire de C, est positif ou nul :

d'apr�es le crit�ere de minimalit�e, le ot f 0 est minimal parmi les ots de même valeur sur l'arc

retour.

Par cons�equent, le ot obtenu �a la �n de l'algorithme est bien un ot de coût minimal

parmi les ots maximaux.

Complexit�e

Pour d�eterminer le chemin de coût minimal sur lequel augmenter le ot, on ne peut pas

appliquer un algorithme rapide de plus court chemin (en raison des coûts n�egatifs de certains

arcs): on doit au contraire calculer les chemins acycliques du graphe d'�ecart, ce qui dans le

pire des cas donne une complexit�e de l'ordre de jSj!
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14.3 Algorithme de Bennington

L'algorithme de Bennington consiste �a choisir, parmi les circuits �el�ementaires de coût unitaire

n�egatif du graphe Gf , celui dont le coût unitaire est minimal (maximal en valeur absolue),

et �a augmenter le ot de la plus petite des capacit�es �gurant sur ce circuit; on part d'un ot

maximal, et on r�eit�ere le proc�ed�e jusqu'�a obtention d'un ot de coût minimum :

��
��
E

��
��
C

��
��
A

��
��
B ��

��
S

��
��
E

��
��
C

��
��
A

��
��
B ��

��
S

�
�

�
�

��+

�������������)

J

J
Ĵ
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Figure 40: Application de l'algorithme de Bennington

Preuve de l'algorithme de Bennington

L'algorithme termine : en e�et, il n'existe qu'un nombre �ni de circuits �el�ementaires pos-

sibles, et, �a chaque �etape, on diminue le coût du ot d'une valeur au moins �egale au plus petit

des coûts unitaires (en valeur absolue) de ces circuits.

Les ots obtenus �a chaque �etape sont des ots maximaux. Le graphe d'�ecart obtenu �a

la �n de l'algorithme ne comporte pas de circuit de coût n�egatif; par cons�equent, d'apr�es le

crit�ere de minimalit�e, le ot obtenu est un ot de coût minimal parmi les ots maximaux.

On n'�etudiera pas ici la complexit�e de l'algorithme de Bennington (due �a la n�ecessit�e de

calculer les circuits �el�ementaires du graphe d'�ecart).
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15 Probl�eme de transport

Exemple de probl�eme

Une organisation terroriste dispose, chez ses militants de Nantes, La Rochelle, Besan�con et

Strasbourg, de stocks d'explosifs de respectivement 120 kg, 100 kg, 100 kg et 100 kg, pour

lesquels elle a re�cu des commandes de ses antennes de Bordeaux (80 kg), Paris (190 kg) et

Lyon (150 kg).

Les coûts de transport d'un kilo d'explosifs, suivant les liaisons routi�eres consid�er�ees, sont

donn�es par le tableau suivant :

Bordeaux Paris Lyon

Nantes 30 F 20 F

La Rochelle 40 F 10 F

Besan�con 40 F 80 F

Strasbourg 40 F 80 F

Comment r�epartir les envois de fa�con �a satisfaire les demandes, tout en minimisant le

coût du transport ?

D'une mani�ere g�en�erale, un probl�eme de transport est la donn�ee de m + n quantit�es

positives l1; l2; : : : ; lm; c1; c2; : : : ; cn et de m� n nombres c(i; j) 2 [0;+1] (coûts unitaires des

liaisons, un coût in�ni correspondant �a une liaison inexistante).

On repr�esente g�en�eralement les donn�ees du probl�eme par la matrice �a m lignes et n

colonnes des coûts, augment�ee d'une colonne (pour indiquer ligne �a ligne les quantit�es li) et

d'une ligne (pour indiquer les quantit�es cj):

30 20 +1 120

40 10 +1 100

+1 40 80 100

+1 40 80 100

80 190 150

Figure 41: Donn�ees d'un probl�eme de transport
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Une solution f du probl�eme est une fonction qui �a tout i et tout j associe une quantit�e

f(i; j) de fa�con �a satisfaire les m+ n �equations

li =

j=nX
j=1

f(i; j) et cj =

j=mX
i=1

f(i; j)

On supposera d�esormais que des solutions existent, c'est-�a-dire que la somme des quantit�es

demand�ees est �egale �a la somme des quantit�es disponibles :

X
1�i�m

li =
X

1�j�n

cj

Le probl�eme consiste �a trouver une solution au moindre coût.

Le probl�eme de transport �equivaut �a chercher un ot maximal de coût minimal dans un

graphe admettant m sommets Li, n sommets Cj , un point d'entr�ee E et un point de sortie

S, et dont les arcs sont

� les E ! Li, de capacit�e li et de coût 0;

� les Cj ! S, de capacit�e cj et de coût 0;

� les Li ! Cj , de capacit�e +1 et de coût c(i; j).
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Figure 42: Interpr�etation d'un probl�eme de transport comme un probl�eme de ot
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�A toute solution, on peut associer le graphe non orient�e dont les sommets sont les Li et

les Cj , et dont les arêtes sont les liaisons utilis�ees (correspondant aux f(i; j) 6= 0).

On dira que la solution est une solution de base si le graphe associ�e est acyclique, et une

solution non d�eg�en�er�ee si le graphe est connexe. Une solution de base non d�eg�en�er�ee est

donc une solution associ�ee �a un arbre, c'est-�a-dire comportant exactement n+m� 1 valeurs

non nulles (une solution est une solution de base si elle comporte au plus n +m� 1 valeurs

non nulles).

On remarquera qu'�a toute solution, on peut associer une solution de base de coût �equi-

valent (ou moindre) : en e�et, s'il existe un cycle dans le graphe associ�e, il correspond �a

deux circuits en sens inverse dans le graphe d'�ecart associ�e au ot correspondant; l'un de ces

circuits est de coût n�egatif ou nul, et on peut donc \couper le circuit" en modi�ant le ot sur

le cycle correspondant, sans augmenter le coût.
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Figure 43: Une solution et la solution de base associ�ee

On peut r�esoudre le probl�eme de transport en diminuant progressivement le coût d'une

solution de base.
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15.1 Algorithme du marchepied (stepping-stone)

L'algorithme du marchepied (oum�ethode des potentiels) consiste �a am�eliorer une solution

de base non d�eg�en�er�ee, en d�eterminant celle des liaisons non utilis�ees qui permettraient de

diminuer le plus le coût global. Il s'agit d'une simpli�cation de l'algorithme de Bennington :

l'ajout d'une arête �a l'arbre associ�e �a la solution cr�ee un et un seul cycle, et on cherche si le

circuit associ�e dans le graphe d'�ecart est de coût n�egatif.

Il su�t pour cela d'associer �a chaque n�ud n de l'arbre un potentiel V (n); on �xe arbi-

trairement �a 0 le potentiel d'une des lignes; pour chaque arête de Li �a Cj, les potentiels seront

li�es par la relation

V (Cj)� V (Li) = c(i; j)

ce qui permet de calculer de proche en proche le potentiel de chacun des n�uds.
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Figure 44: Potentiels associ�es �a une solution de base

On examine ensuite chacune des liaisons non utilis�ees : si toutes v�eri�ent la relation

c(i; j)� V (Cj)� V (Li), la solution est de coût minimal; sinon, on ajoute �a l'arbre une arête

de Li �a Cj pour laquelle la diminution de tension c(i; j)+ V (Li)� V (Cj) serait maximale, et

on modi�e le ot sur le circuit cr�e�e par cette arête, de fa�con �a couper ce circuit.
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Figure 45: Application de l'algorithme du marchepied

Bien que cet algorithme ne s'applique en th�eorie qu'aux arbres (solutions de base non d�eg�e-

n�er�ees), il s'adapte facilement aux forêts (graphes acycliques non connexes): il su�t d'ajouter

des arêtes Li | Cj de fa�con �a obtenir un arbre, correspondant �a des transports de quantit�es

in�nit�esimales f(i; j) = " que l'on met �a z�ero dans la solution d�e�nitive.
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15.2 Obtention d'une solution de base

Algorithmes gloutons

Lam�ethode du coin Nord-Ouest consiste �a a�ecter la valeur maximale possible �a la liaison

L1 | C1, puis, dans l'ordre, aux liaisons L1 | C2, L1 | C3, ... jusqu'�a �epuisement de la

quantit�e disponible en L1 (ou aux liaisons L2 | C1, L3 | C1,..., si la quantit�e disponible

en L1 �etait inf�erieure �a la quantit�e demand�ee en C1), et ainsi de suite. D'une fa�con g�en�erale,

chaque fois qu'une a�ectation a �epuis�e la quantit�e correspondant �a une ligne ou une colonne,

on cherche �a �epuiser le plus rapidement possible la quantit�e de la colonne ou de la ligne qui

reste.

Cet algorithme permet d'obtenir tr�es rapidement une solution (on examine au plusm+n�1

liaisons), mais le coût de cette solution peut être tr�es �elev�e.

80 40 120

100 100

50 50 100

100 100

80 190 150

Figure 46: Application de la m�ethode du coin Nord-Ouest

Une version un peu plus sophistiqu�ee consiste �a �epuiser les lignes et les colonnes en a�ectant

�a chaque fois la valeur maximale possible �a la liaison de coût minimal de la ligne ou de la

colonne que l'on est en train d'�epuiser.

Cet algorithme est plus coûteux du fait des comparaisons (de l'ordre de m � n), et, en

pratique, n'est pas e�cace.
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M�ethode de Balas-Hammer

Cette m�ethode consiste �a chercher les liaisons critiques (dont le rejet conduirait �a une a�ec-

tation de coût tr�es �elev�e).

Pour chaque ligne et chaque colonne non encore �epuis�ees, on calcule la di��erence (regret)

entre le coût minimal des liaisons encore disponibles et le coût imm�ediatement sup�erieur; on

a�ecte alors la plus grande valeur possible �a la liaison de coût minimal de la ligne (ou de la

colonne) pour laquelle le regret est le plus �elev�e.

Calcul des regrets :

30 20 +1 regret 10

40 10 +1 regret 30

+1 40 80 regret 40

+1 40 80 regret 40

regret 10 regret 10 regret 0

On a�ecte la valeur la plus grande possible, soit 30, �a la liaison L3C2 (en e�et,

on a au plus 80 sur L4C3, donc au moins 70 sur L3C3). Les a�ectations L3C3 : 70,

L4C3 : 80 et L4C2 : 20 sont obligatoires.

On calcule les regrets sur les liaisons restantes :

30 20 regret 10

40 10 regret 30

regret 10 regret 10

On a�ecte la valeur la plus grande possible, soit 100, �a la liaison L2C2, ce qui

conduit �a la solution de base

80 40 120

100 100

30 70 100

20 80 100

80 190 150

Figure 47: Application de la m�ethode de Balas-Hammer

La complexit�e est de l'ordre de m�n; cet algorithme est en moyenne plus e�cace que les

algorithmes gloutons.
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Partie IV

Programmation lin�eaire

16 Position du probl�eme

Exemple

Un agriculteur peut utiliser 2 types d'engrais X et Y , pour fertiliser ses terres : il sait que

celles-ci requi�erent, par hectare et par an, au moins 60 kg de potasse, 120 kg de calcium et 90

kg de nitrates.

Les deux types d'engrais coûtent le même prix au poids; pour 10 kg ils contiennent, en

plus d'un produit neutre :

pour X : 1 kg de potasse, 3 kg de calcium et 3 kg de nitrates;

pour Y : 2 kg de potasse, 2 kg de calcium et 1 kg de nitrates.

Comment l'agriculteur peut-il fertiliser ses cultures au moindre coût ?

Il s'agit d'un probl�eme �a 2 inconnues x et y (nombres positifs), repr�esentant les quantit�es

d'engrais de types X et Y �a acheter par hectare et par an.

Les contraintes impos�ees sur la fertilisation d'un hectare peuvent s'�ecrire8><
>:

x+ 2y � 60

3x+ 2y � 120

3x+ y � 90

Le probl�eme consiste �a trouver x et y de fa�con �a minimiser x+y (le coût �etant proportionnel

�a la quantit�e d'engrais achet�ee par hectare et par an).

D'une mani�ere g�en�erale, un probl�eme de programmation lin�eaire simple consiste �a

d�eterminer les valeurs num�eriques de m variables x1; x2; : : : ; xm satisfaisant n contraintes

a1
i
x1 + a2

i
x2 + : : :+ am

i
xm � ci (1 � i � n)

(o�u les aj
i
sont des constantes, c'est-�a-dire que a1

i
x1 + a2

i
x2 + : : :+ am

i
xm est une fonction

lin�eaire des variables)

de fa�con �a minimiser (ou �a maximiser) une quantit�e Z = z1x1+ z2x2+ : : : zmxm (donc encore

une fonction lin�eaire des variables).
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17 Interpr�etation g�eom�etrique

Dans un espace de dimension m, a1
i
x1 + a2

i
x2 + : : : + am

i
xm = ci est une �equation d'un

hyperplan (espace de dimension m� 1 : droite si m = 1, plan si m = 2...) s�eparant l'espace

en deux demi-espaces caract�eris�es par les relations a1
i
x1 + a2

i
x2 + : : :+ am

i
xm � ci et a

1
i
x1 +

a2
i
x2 + : : :+ am

i
xm < ci.

L'ensemble des solutions (x1; x2; : : : ; xm) v�eri�ant les contraintes est ainsi l'ensemble des

coordonn�ees des points d'un poly�edre convexe (s'il contient deux points, il contient le

segment de droite qui les joint).

Les ensembles de points d'�equations z1x1+z2x2+: : :+zmxm = Z sont des hyperplans tous

parall�eles �a une certaine direction; le probl�eme consiste donc �a trouver la valeur extr�emale

de Z pour laquelle l'hyperplan d'�equation z1x1 + z2x2 + : : :+ zmxm = Z coupe le poly�edre

des contraintes, et les solutions correspondant �a cette valeur de Z, c'est-�a-dire les points

d'intersection de l'hyperplan et du poly�edre.

On peut montrer que, du fait que le poly�edre est convexe, cette intersection est une partie

de la surface du poly�edre : soit un sommet, soit (cas d�eg�en�er�e) une arête ou une face du

poly�edre (en dimension n = 3; ce qui se g�en�eralise facilement �a n quelconque).
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Figure 48: Interpr�etation g�eom�etrique d'un probl�eme de programmation lin�eaire
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18 R�esolution graphique

Lorsque le probl�eme ne comporte que 2 �equations, il se prête �a une r�esolution graphique :

il su�t de chercher la position de la droite Z = z1x1 + z2x2 pour laquelle Z a une valeur

extr�emale, et le sommet (ou l'arête) du polygone des solutions pour laquelle cette valeur est

atteinte.
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Figure 49: R�esolution graphique d'un probl�eme de programmation lin�eaire
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19 Algorithme du simplexe

Le principe de l'algorithme du simplexe consiste �a am�eliorer progressivement une solution de

base non d�eg�en�er�ee (correspondant �a l'un des sommets du poly�edre), en se d�epla�cant le long

des arêtes.
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Figure 50: Algorithme du simplexe

Dans l'exemple ci-dessus, on peut partir de la solution correspondant au point A corres-

pondant �a x = 0, 3x+ y = 90. En posant u = 3x+ y � 90, on peut exprimer Z sous la forme

Z = u � 2x+ 90, et les contraintes sous la forme8><
>:

x; u � 0

5x� 2u � 120

3x� 2u � 60

On peut faire diminuer Z en gardant u �a z�ero, et en augmentant x de 20 (quantit�e maximale

respectant les contraintes): on obtient ainsi la solution B, correspondant �a 3x� 2u = 60.

En posant v = �3x + 2u + 60, on peut exprimer Z sous la forme �1
3
u + 2

3
v + 50, et les

contraintes sous la forme u; v � 0, 4
3
u � 5

3
v � 20. On peut faire diminuer Z en gardant v �a

z�ero, et en augmentant u de la valeur maximale respectant les contraintes, c'est-�a-dire de 15 :

on obtient ainsi la solution C, correspondant �a 4
3
u� 5

3
v = 20.

En posant w = �
4
3
u + 5

3
v + 20, on peut exprimer Z sous la forme 1

4
v + 1

4
w + 45, et les

contraintes sous la forme v; w � 0. On ne peut faire diminuer Z; le point C correspond donc

�a la solution optimale.
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D'une mani�ere g�en�erale, soit un probl�eme de programmation lin�eaire �am variables x1; x2; : : : ; xm,

que l'on suppose contraintes �a v�eri�er x1; x2; : : : ; xm � 0 (on peut toujours se ramener �a ce

cas), avec n in�equations de la forme

j=mX
j=1

a
j

i
xj � ci

(pour 1 � i � n), et une fonction �economique �a maximiser

Z =

j=mX
j=1

zjxj + c

En introduisant n variables d'�ecart xm+1; xm+2; : : : ; xm+n, on peut remplacer chaque

contrainte
j=mX
j=1

a
j

i
xj � ci

par l'�equation
j=mX
j=1

a
j

i
xj + xm+i = ci

et la contrainte xm+i � 0.

Une solution r�ealisable du probl�eme est la donn�ee de m + n valeurs x1; x2; : : : ; xm+n

satisfaisant les contraintes; la solution est dite de base si au moinsm de ces valeurs sont nulles

(ce qui correspond �a la surface du poly�edre); une solution de base est dite non d�eg�en�er�ee

si exactement m des valeurs sont nulles (ce qui correspond aux sommets du poly�edre).

Les variables correspondant aux valeurs non nulles sont dites variables de base, les

autres variables hors base.

L'algorithme du simplexe consiste �a am�eliorer une solution de base non d�eg�en�er�ee en

augmentant une et une seule des valeurs associ�ees aux variables hors base (ce qui revient �a

faire entrer dans la base l'une de ces variables), et en mettant �a z�ero une variable de base (ce

qui revient �a la faire sortir de la base). On poursuit cette am�elioration jusqu'�a obtention de

la solution optimale.
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20 M�ethode des tableaux

Dans la m�ethode dite \des tableaux r�eduits", on pr�esente �a la fois les donn�ees et contraintes

du probl�eme, et la solution en cours d'optimisation, sous forme d'un tableau

Variables de base x1 x2 : : :xj : : : xm+n Valeurs

xi a
1
i

a
2
i

: : : a
m+n
i

ci

Z z1 z2 : : : zm+n c

dans lequel les lignes correspondent aux �equations

j=m+nX
j=1

a
j

i
xj = ci

la derni�ere ligne du tableau correspondant �a

Z =

j=m+nX
j=1

zjxj + c

La solution �a optimiser correspond aux valeurs xj = 0 pour les variables hors base, xi = ci
pour les variables de base, et Z = c.

Remarque : dans le cas fr�equent o�u x1 = x2 = : : : = xm = 0 est une

solution de base r�ealisable, le tableau associ�e correspond exactement aux donn�ees

du probl�eme : les variables de base sont les variables d'�ecart xm+i, et les coe�cients

a
j

i
, zj , ci et c sont ceux des �equations d�e�nissant les xm+i et Z).

Si xi est une variable de base, alors on doit avoir ai
i
= 1, et aj

i
= 0 pour toute variable de

base xj 6= xi : c'est-�a-dire que l'�equation associ�ee �a xi permet d'exprimer xi en fonction des

variables hors base :

xi = �
X

xj hors base

a
j

i
xj + ci

De même, si xj est une variable de base, on doit avoir zj = 0, de fa�con que la fonction

�economique s'exprime en fonction des variables hors base :

Z = �
X

xj hors base

zjxj + c

Si tous les coe�cients zj sont n�egatifs, le maximum est atteint : en e�et, du fait des

contraintes xj � 0, Z ne peut d�epasser la valeur c.
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Sinon, il est possible d'am�eliorer la solution en faisant entrer dans la base une variable

hors base xq (on choisira celle qui correspond au plus grand des coe�cients zj positifs).

On obtient une nouvelle solution de base en faisant sortir de la base l'un des xp : pour que

les contraintes soient respect�ees, on doit choisir p de fa�con que le quotient
cp

a
q

p

soit minimal

parmi les ci

a
q

i

d�e�nis (tels que aq
i
6= 0) et positifs.

L'identit�e

xp + aq
p
xq +

X
xj hors base;j 6=q

aj
p
xj = cp

permet d'exprimer xq en fonction des nouvelles variables hors base :

xq = �
1

a
q

p

xp �
X

xj hors base;j 6=q

aj
p

a
q

p

xj +
1

a
q

p

cp

En rempla�cant xq par cette expression dans les �equations associ�ees aux lignes du tableau,

on obtiendra des �equations correspondant �a la nouvelle base :

X
xj hors base

a
j

i
xj + xi = ci

Z =
X

xj hors base

zjxj + c

Dans la pratique, le tableau associ�e �a la nouvelle solution s'obtient comme suit �a partir

du pr�ec�edent :

� dans la ligne d'indice p, on remplace l'indice p par l'indice q, et on divise tous les

coe�cients par aq
p
;

� pour toute ligne d'indice i 6= p, on remplace chaque coe�cient aj
i
par aj

i
�

a
j

p

a
q

p

a
q

i
; de

même, on remplace ci par ci �
cp

a
q

p

a
q

i
;

� dans la derni�ere ligne, on remplace chaque zj par zj �
a
j

p

a
q

p

zq, et la valeur c par c+
cp

a
q

p

zq.
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Exemple

La r�esolution de l'exemple du chapitre par la m�ethode des tableaux r�eduits commence par

l'introduction de variables d'�ecart u; v; w � 0, avec8><
>:

x+ 2y � w = 60

3x+ 2y � v = 120

3x+ y � u = 90

et la fonction �economique Z = �x � y �a maximiser. La solution de base non d�eg�en�er�ee

x = 0; y = 90 correspond �a la base y; v; w; en rempla�cant y par �3x+ u+ 90 on obtient8>>><
>>>:

5x� 2u+ w = 120

3x� 2u+ v = 60

3x+ y � u = 90

Z = 2x� u� 90

ce qui correspond au tableau

x y u v w

w 5 -2 1 120 120/5 = 24

v 3 -2 1 60 60/3 = 20

y 3 1 -1 90 90/3 = 30

Z 2 -1 -90

On fait entrer x dans la base, et sortir v :

x y u v w

w 4/3 -5/3 1 20 20/(4/3)=15

x 1 -2/3 1/3 20 20/(-2/3) est n�egatif

y 1 1 -1 30 30/1=30

Z 1/3 -2/3 -50

On fait entrer u dans la base, et sortir w :

x y u v w

u 1 -5/4 3/4 15

x 1 -1/2 1/2 30

y 1 1/4 -3/4 15

Z -1/4 -1/4 -45

Les coe�cients zj sont tous deux n�egatifs : le maximum est atteint. On retrouve ainsi la

solution x = 30, y = 15.
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