Elaboration d’un schéma a neuf
points paramétré par deux
scalaires
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Les schémas 9P1s et MDI1f décrits dans les chapitres précédents ont notablement réduit
Ueffet d’orientation de maillage sur des maillages peu allongés. Toutefois, force est de
constater qu’ils n'ont pas tenu leurs promesses lorsque le rapport des longueurs Ay/Ax
s’éloigne de 1. En particulier, la performance peu probante du schéma MD1f semble fermer
la porte a la piste d’une amélioration directe du schéma de transport en saturation.

Pour lutter plus efficacement contre [’effet d’orientation de maillage, le schéma 9P1s est
repris en le faisant dépendre de deux paramétres scalaires au lieu d’un, une minimisation
d deux variables étant « meilleure » qu’a une variable. Toute la difficulté réside cependant
dans la recherche d’une discrétisation o deux paramétres de [’équation en pression qui
puisse s’exprimer au moyen d’un bilan de flur au sens des volumes finis.

Une fois le nouveau schéma 9P2s défini, toute la machinerie de lanalyse d’erreur
des chapitres 3 et 4 peut étre relancée en §5.2 et §5.3 afin de déterminer les parametres
optimaux minimisant l’anisotropie. Comme au chapitre 3, une minimisation approchée est
retenue, donnant des formules explicites. Les résultats obtenus avec ce schéma 9P2s sont
les meilleurs comme le démontre la section §5.4.
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Chapitre 5. Elaboration d’un schéma & neuf points paramétré par deux scalaires

5.1 Description du schéma 9P2s

Pour insérer un deuxieme parametre de réglage dans le schéma, nous repartons de la
discrétisation du laplacien.

Construction sur le laplacien

La construction du nouveau schéma, appelé schéma 9P2s pour schéma a 9 points a 2
scalaires, repose sur celle du schéma 9P1s du chapitre 3. Cependant, la description des
flux ainsi que la prise en compte des mailles diagonales se font de maniere différente. Pour
ne pas alourdir les notations, les exposants en temps ne sont pas mis; en cas d’ambi-
guité, ils pourront étre précisés. Suivant chaque direction 1-D horizontale et verticale, les
approximations par différences finies sont obtenues

Hyy.  _ ~Pi-1j +2Pij — Pit1,
(A Pia A !
v\ _ ~DPij—1+2pij — Dijt1
(—Ahp)z,] — Ay2 s

et la combinaison linéaire suivante est réalisée pour obtenir la discrétisation du laplacien
en 2-D :

(—=ARD)ij = O (=AfP)ij1 + (1= 20)(=Afp)ij + 02(— A )i
+ 0, (= A} pir1j + (1—20,) (A} p)ij + 0y (=AY p)i-1,5.
Ce schéma 9P2s comprend deux parametres 6 = (6, 6,), soit un par direction, contraire-

ment a un unique parametre pour le schéma précédent. Cette discrétisation peut se réécrire
sous la forme

(=A9p)i; = — api_1j+1 — BvPijr1 — OPit1 i1
— Bupi-1,; + (28 + 28y — 4a)pij — BuPi+1,;
—api—1,j-1 — BvPij—1 — ODiy1,j-1 (5.1)
avec
6, 6, 1-20, 29, 1-20, 26,
BH = By =

CT A2 + Ay?’ A2 Ay?’ Ay2  Ax?

Proposition 5.1. Sous la condition

Ay Ax 1 Ax Ay
0p— +60,— < —min | —, — |,
an:—i_ YAy Qmm(Ay Ax)
le laplacien discret (5.1) posséde la structure monotone suivante :
o [’élément diagonal 285 + 20y + 4o est strictement positif ;
e les éléments extra-diagonauxr —a, —Bv, —Br sont négatifs ;

o la somme des éléments d’une ligne est nulle.
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5.1. Description du schéma 9P2s

En multipliant I’équation (5.1) par le volume de la maille AzAy, la discrétisation peut
se formuler comme suit

Ay Ay
AzAy(—Ap);; = 0, N (pz,g+1 Ditlj41) — 9905 (Pim1,j+1 — Pij+1)
Ax Azx

+ ayf (Pit1,j — Pit1,j41) — ayfy (Pit1,j—1 — Dit1,5)

Ay Ay
+ (1 — 260 )A (Pij — Piv1y) — (1 — 291*)5(1%—1,]' — Dij)

Az Ax
1—20,)——(pi;j — pij1) — (1= 20,)——(pij—1 — i
+ ( y)Ay(P g~ Pig+1) = ( y)Ay(p -1 —Dij)
Ay Ay
0o i1 = Piv1j-1) = Oa i (Dim1-1 = Pig-1)
Ax Az

Cette équation fait apparaitre des termes qui correspondent a des flux au sens volumes
finis. Ceux-ci sont

Ay Ay
Fip1 ;= WPig = Pivig); Fi1;= A, WPi-15 = Pij);
Az Az
Fi,j+% Ay (pz,y pi,j—H)» Fi,j_% = Ay (pm 1— pi,j)7
Ay Ay
Fipijn = E(M,frl — Pit1,j+1)5 Fiijn= Ax ~ (Pim1j+1 — Pij+1),
Az Az
Fi+1,j+% = Iy(]%‘—l—l,j _pi+1,j+1)a Fi+1, -1 Iy(]%—i—l,j—l _pi+1,j)>
Ay Ay
Fipija= Afm(pi,jq — Pit1,j-1); Fiija= Ai(pifl,jfl — Pij—1);
Az Az
Fiij1= Iy(pi—l,j — Pi-1,j+1); Fiyj1= Ay ~ (Pi-1,j-1 — pi—15)-

Il ne s’agit 1a que de flux horizontaux et verticaux, les flux diagonaux n’apparaissent pas
pour le moment dans cette discrétisation. A 'aide de ces flux, 1’équation (5.2) se réécrit
alors avec le bilan de flux

A$Ay(—Azp)z’ =0 Fer g1 — 0. F; 1]+1+9 i+1,5+4 —0 Fz+1,y~
(1= 200)Fy 1 ;= (1= 260)F 1+ (1= 20,)F, ;1 — (1-260,)F,

1
2
T O 1y =0 1 O 1 — O F, (5.3)

J—1 —Lj—3"
Cette discrétisation fait intervenir douze flux, représentés sur la figure 5.1. Or, pour la
maille M; ; et un schéma a 9 points, seulement huit flux doivent étre considérés : deux
flux horizontaux, deux flux verticaux et quatre flux diagonaux. Afin de créer ces flux

diagonaux, des flux horizontaux et verticaux sont ajoutés et soustraits a I’équation (5.3).
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Chapitre 5. Elaboration d’un schéma & neuf points paramétré par deux scalaires

Fiiijn Fipi i
A A A
i1+ Fii vl
Fi,j+%
 E— >
A F’L—% j A F’L+% j A
Fi—lvj—% Fiyij-1
Fij-3
Fiyia Fitrgi

FIGURE 5.1 — Représentation des douze flux de la discrétisation du laplacien.

La modification est la suivante :

AzAy(~Alp)i; = (1= 20,)Fyys — (1= 20)F, 1+ (1= 20,)F, ;1 — (1-20,)F,; s
+9F+ 10y F, Pn! 9FH+7
—0uFy 1y VO F, o — Oy F,
Oy F, 10 F L~ 0o F
= Oy Fyy o1 H0:F s — 0uFy
+0:F 1 eyFi’j_%wy i

- QxFZ-_1 ‘—1_021Fi,j—% + eyF;

57.7
+0yF,_y o1 —0oF, 1+ 0.F, 1
—OyF,_y; 1—0.F, 1 +0.F, 1.

En réarrangeant ces flux, une somme de huit termes peut étre mise en évidence, a savoir

AzAy(-A ) = (1 —406,)F, it+1j (1_4993)1:;—%,]‘_'_(1_49y)F’j+%_(1_49?!)Fi,j 1
+( Fijey T 01 i + 0,1 ]+€F+1J+>
( 1 1—{—9F %j“—eﬂcFifl,jfl_'_eyFi, 7%)

—0,F,, 1 . —0,F, 1+9yFi7j_%).

H—l,j z+ ] 7,+ J—

La discrétisation du laplacien s’écrit alors en faisant intervenir les flux diagonaux

0 ~ ~
AzAy(—ALDp)i; _Fz+ y FZ_7J+F’]+1 _Fi,j—%
P / PN
+FZ+27J+2 FZ_77]’_1 +FZ_77]+2 FZ+%7]_%
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5.1. Description du schéma 9P2s

avec
ﬁH%’j = (1-402)F; 1, ﬁi,%’j = (1—40.)F 1,
Fijp1 = (1-46,)F, 1, Fj1= (1-46,)F,; 1,
Fif%7j+é = OyF; ot +0uFiy L H02F 1+ 0y Fiyy 1
ﬁif%d_% = 0yF gy 1+ 0:F 1 40 F 15 g +0,F; 1,
ﬁ:%ﬁ_% = HillFi,j-s—é - efI?Fi—%.j-H_GTFi—%,j + gyFi—LjJr%’
ﬁ;é7j_% = HZ/F/L‘HJ*% N 9IE+%,.7_9$F1‘+%J*1 + QyFiJ*%' (5-4)

Les flux diagonaux sont désignés par les exposants * pour les diagonales positives (allant
du bas & gauche vers le haut a droite) et par un exposant \_pour les diagonales négatives
(allant du bas a droite vers le haut a gauche). Un flux diagonal est composé de deux
flux horizontaux et de deux flux verticaux, correspondant en quelque sorte aux chemins
possibles entre la maille centrale et la maille diagonale, voir figure 5.2.

N\ ./
By LR
2:J T2 2:J T3
Gt S R
T I I T
| | | |
| | | |
| | | |
“«-=-=-F--- it
A777 -== == 777/&
I T T I
| | | |
| | | |
| | | |
SR N PR R
fnid N\
Fry. o i+l -1
22073 T332

FIGURE 5.2 — Contributions pour les flux diagonaux.

Résolution de 1I’équation en pression

La généralisation de ce schéma au systéme diphasique (2.4) est aisée puisqu’il suffit de
reporter les flux F' utilisés par le schéma 5P et définis en (2.51a)- (2.51b) dans (5.4).
Ils englobent donc les facteurs kKA. En ajoutant les termes sources, la discrétisation de
I’équation en pression (2.4b) est alors

F.

Fiptg—Figy H P — Fijy
./ _ N\ N - ntl
+ Fi+%,j+% Fi_%’j_% + Fi_%7j+% Fi+%,j—% = AzAyq;;. (5.5)

Cette discrétisation est valable pour les arétes intérieures au maillage. Concernant les
arétes aux bords, les flux sont quelque peu modifiés de sorte & prendre en compte les
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Chapitre 5. Elaboration d’un schéma & neuf points paramétré par deux scalaires

conditions aux limites (2.9). Comme pour le schéma 9P1s, les flux diagonaux aux bords
sont pris nuls ce qui implique une modification pour les flux directs associés. Pour une
aréte sur le bord gauche, les flux F 1/2 it1//2 et F1/2 i—1//2 sont annulés et le flux F1/2 j est
identique a celui du schéma 5P. De plus, il vient

Fyjiaja = (1—20,)F i1, Fijip=0-20,)F ;1 (5.6)

ott Fy ji1/2 et Fyj_1/ sont donnés (3.7). Il en va de méme pour les flux horizontaux sur
le bord haut. Concernant les bords verticaux, la discrétisation sur le bord bas annule les
flux Ff 112 et F}l 1/2 et deux flux en sont impactés, a savoir

Fitijo0 = (1=20.)F; 1701, Fi_1j90 = (1= 20.)F;_1//25- (5.7)

Le flux 152-71 /2 est identique a celui du schéma 5P. Les flux verticaux sur le bord haut se
discrétisent de la méme maniere.

La discrétisation (5.5) avec les flux (5.4), (5.6),(5.7) aboutit & la résolution d’un systeéme
linéaire de la forme (2.56).

Résolution de I’équation en saturation

Une fois les pressions calculées, les huit flux F peuvent étre évalués et utilisés dans I’équa-
tion en saturation (2.4c), discrétisée de maniére identique au schéma 9P1s par

ntl o
AxAy¢W+(f(s)ﬁ)i+l/2,j (f()F);— 1/2,j
+ (F()F)ijraje — (F(8)F)ijo1y2
+(f(5)ﬁ)£1/2,]+1/2 (f(s)F)] 1/2,j-1/2
+ (F) )2 jpg1y2 = FOF)N 010 = Aedyqith,  (5.8)
avec
(f(S)ﬁ)7;+1/2,j = f(si;) [Fz+1/2 NI (CH z+1/2,g] ; (5.92)
(F(8)F)iji1jo = F(s75) [Fijirjol ™+ F(s501) [Fijinjol ™ (5.9b)
(P& Gy2g11/2 = Fsi5) [ﬁ/1/2 g+1/2] Flsirga) | z£1/2 jrayel (5.9¢)
(F(s)F)> 1/2,4+1/2 = f(sﬁj)[ﬁ;§1/2,j+l/2] flsi- 1J+1)[~z\1/2,]+1/2]_’ (5.9d)

[F]* = max(0, F), [F]~ = min(0, F).

La prise en compte des bords ainsi que les termes sources s’effectue de maniere identique
a celle du schéma 9P1s.

Etant explicite, la discrétisation de 1’équation en saturation nécessite le calcul d’une
condition CFL [32] de sorte que le pas de temps At" ne soit pas pris trop grand et alors
garantir la stabilité du schéma.
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5.2. Analyse de I'erreur en pression

La quantité )o F'(; j donnée en (2.62), est adaptée ici pour le schéma 9P2s. En reprenant
les définitions (2.61), celle-ci est écrite en chaque maille M, ; par

>0F<i,j =0i-1/2,5 [Fifl/2,j]+ —Oit1/2,5 [E‘H/z,jr

+ 0551721 Fij—12)" — 05512 Fijy1/2]”

+ Ui—l/Z,j—l/Q[Fiz‘l/g,j_1/2]+ - 0i+1/2,j+1/2[Fifl/zjﬂ/z]_

+ UiJrl/Z,j—l/2[Fi)}1/2,j—1/2rr - Gi—1/27j+1/2[Fi§1/2,j+1/2]_‘

Cette quantité est positive et correspond aux flux entrants dans la maille M, ;.

Proposition 5.2. Sous la condition

A VoF(;; < 1 (5.10)
bATAy 122N, 7T VI = '
155Ny

et en l'absence de termes sources (q" = ¢t = 0), le schéma (5.8), (2.60) satisfait le

principe du mazimum, c’est-d-dire que s?;'l est une combinaison conveze de si'; et des
I b

saturations des huit mailles voisines au temps n.

DEMONSTRATION. La preuve est semblable a celle réalisée pour le schéma 9P1s. O

5.2 Analyse de ’erreur en pression

Le schéma 9P2s va étre étudié dans cette partie grace a une analyse de Fourier. Les équa-
tions sont discrétisées de maniere similaire a celle du schéma 9P1s du chapitre précédent,
le raisonnement est alors semblable mais s’effectuant sur deux parametres plutét que sur

un seul. On commence par se focaliser exclusivement sur 1’équation —Ap"*t! = ¢"*+1 pour

voir si deux parametres y apportent un avantage par rapport a ce qui a été vu en §3.2.
5.2.1 Distribution angulaire

Comme pour le schéma 9P1s, 'analyse de Fourier va s’effectuer sur I'approximation du
laplacien. Il s’agit ici de la méme analyse que celle §3.2, utilisant cette fois deux parametres
et non un. Pour rappel, la discrétisation 2-D avec le schéma 9P2s est

(—ADp)ij = 0u(—AFp)iji1 + (1 —20.) (= A p)ij + 0. (—AFp)ij—1
+ 0y (=AY pliv1j + (1= 20,)(—AF )iy + 0y (=AY piz1,- (5.11)

k cos
<€> = |k| (Sm :j) (5.12)

de sorte a écrire les pressions comme en (3.12). Ainsi, en faisant passer une exponentielle,

Le vecteur d’onde utilisé est noté

il vient

(—Ap)iy = F[-Al(k)pi; et (=Abp)ij = F[-AJ)(k)pi
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Chapitre 5. Elaboration d’un schéma & neuf points paramétré par deux scalaires

ol .7 [—A] désigne le symbole exact du laplacien et .#[—Af] le symbole approché. L’erreur
entre les deux symboles est définie par

ERony(k) = F[-AJ](k) — F[-A](K).
De plus, on introduit S = sin? .

Théoréme 5.1. Pour Ax et Ay suffisamment petits, 'erreur du schéma 9P2s sur le
laplacien est

1
68 n (k) = = K[ 57 { (A 4 A7) — (6,097 + 6,00%) |

2
+S {—ém? + (0,092 + Hysz)} LAz

D +O0(Azh, Ay, (5.13)

DEMONSTRATION. Toutes les pressions pj;+1;+1 sont écrites sous forme d’exponentielle
comme dans (3.12). Dans chacune des formules, la pression au centre de la maille M, ;
apparait. Apres calculs a partir de (5.11), ce symbole approché vaut

_e—IkAa: +92 - eIkAw

F[-AY(k) = A (exelﬂAy +(1—20,) + Qxe*”Ay)
_ —ItAy 92 _ IlAy
4 A+y2 (0, 4 (1 - 20,) + 0, THAT),

Les formules de trigonométrie (3.15) sont utiles afin de réduire chaque partie de I’expression
pour aboutir a

4sin?(k5z) (Ay 4sin?(45Y) kA
TI_ A0 _ 2 _ 02 2 _ 02
J[ Ah](k) A2 (1 4933 Sin ( 5 )> + Ay2 (1 402,( sin ( 5 )) .

Ce symbole approché peut s’écrire autrement grace notamment aux développements limi-
tés du sin? détaillés en (3.16). Alors,

1
F-N(k) = k> + 2 — [m(kA‘A:vz + AP + K200, Ay + HyA:UQ)] + O(Az*, Ayh).

Le symbole exact du laplacien étant k? + ¢2, 'erreur d’approximation sur le laplacien est
définie par la différence entre ces deux dernieres quantités

1
ER o ny(k) = — [m(k%x? + AY?) + B2 (0,007 + eymﬂ)} + O0(Azh, Ay, (5.14)
En utilisant (5.12), I'erreur (5.14) devient alors

1
éagxyAy(w) = —|k|* [12(0054 eAz? + sin® 9 Ay?) + cos? psin? (0, Ay* + 0,Ax?)
+ O(Az, Ayh).

Le changement de variable S = sin? ¢ est également utilisé, il vient alors cos?¢ =1 — S.
En réarrangeant selon les puissances de S, le résultat (5.13) est obtenu. O
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5.3. Analyse de l'erreur en saturation

A une erreur d’ordre 4 prés, Verreur &9 Ay(K) est le produit de |k[* et d’un facteur
ne dépendant que de S = sin? ¢. Ce facteur, noté

~ 1
&9(9) = 52 {H(Agﬂ + Ay?) — (0:09% + eyAa;2)}

2
+8 {—ém? 4 (0,092 + eysz)} + Al—z

est désormais appelé erreur angulaire en pression du schéma 9P2s.

REMARQUE 5.1. Dans le cas ou 0, = 0, = 0, cette erreur (5.13) est égale & ’expression
(3.20) du schéma 9P1s. O

5.2.2 Minimisation de ’anisotropie

La dépendance de & 9(S) par rapport & 8 = (6,, 6,) ne se fait qu’a travers la combinaison
HIAyQ—i—HyAa:Q. Cette erreur est représentée pour différents couples (6, 0,) sur la figure 5.3.
Comme pour le schéma 9P1s, 'erreur la moins anisotrope

1

£(S) = 12

{(Ay2 — Az?)S + A%Q}

est atteinte lorsque l'erreur (5.13) est une droite, soit encore pour
1
E(Aﬁ + Ay?) — (0.A9% 4 0,Ax%) = 0.
Cette condition définit le couple (6,6, ) en fonction d'un parametre libre ¥ = 6, — 6, par

1 Ay?
et GZ:— y

o _ 1 Ax? 9
12 Ax? + Ay?’

—+
= TV AR AL
REMARQUE 5.2. Si ¥ est pris nul, alors les deux parametres 6, et 6, sont identiques et
cette condition donne la valeur optimale 6 = 1—12 trouvée pour le schéma 9P1s. O

5.3 Analyse de ’erreur en saturation

A ce stade, il apparait que lintroduction d’un deuxiéme paramétre n’améliore en rien
le résultat du probleme de minimisation de ’anisotropie de la pression. Nous allons a
présent voir qu’il n’en est pas de méme pour la minimisation de ’erreur d’anisotropie en
saturation, qui est la grandeur pertinente & analyser.

5.3.1 Distribution angulaire

Comme en §3.3, le flux fractionnaire est supposé linéaire (f(s) = s) et la vitesse d’écoule-
ment est considérée comme uniforme u = *(a,b) avec a et b positifs. Sans termes sources
et en choisissant des propriétés pétrophysiques simples (¢ = 1 et kA = 1), I"équation sur
laquelle 'analyse va étre réalisée est alors identique a celle utilisée §4.2 a savoir

Os + a0ys + b0y = 0.
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Chapitre 5. Elaboration d’un schéma & neuf points paramétré par deux scalaires

Maillage carré - Ax=Ay=1/20 Maillage rectangulaire - Ax=1/20, Ay=1/55
T T T T 3.10'4 T T T T
4.10% 1
2.10 1
5 3.10% 1 1 5
o o
w w
2.10% 1.10% + B
1104 k . 5 . . J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
s s

Couples (6, 6y)
(0,0) — (112, 1/12) (1/4,1/7) ——
(By, Ax) (1/6,1/8) —— (1/4, 1/4)

FIGURE 5.3 — Polynéme d’erreur (5.13) pour différents couples (6, 6,) - Mailles carrées (&
gauche) et rectangulaires (& droite).

Soit k = t(k, £) le vecteur d’onde utilisé pour I’analyse de Fourier. L’erreur d’approximation
sur I’équation en saturation (2.4c) est définie par

&%(k,u) = F ([u- V])(k) - F([u- V]})(k)

ot Z ([u - V])(k) correspond au symbole exact de 'opérateur spatial et .Z ([u - V]9)(k)
correspond au symbole approché.

Théoreme 5.2. Pour Ax et Ay suffisamment petits, [’erreur d’approximation du schéma
9P2s en saturation est
alAx

&% (k,u) = ?/8 + [b(l —40,) + 4a0x§5yc] %62 + 40,bAxkl + O(Ax?, Ay?) (5.15a)

st aAyl, — bAx0, > 0 et

A Az A
&9k, u) = bTyeQ n {a(l —40,) + 4b9y;} 7%2 + 40,aAykl + O(Az%, Ay?) (5.15b)
Yy

si aAyl, — bAzxd, < 0.

DEMONSTRATION. Les flux calculés grace a ’équation en pression s’écrivent a 1’aide des
composantes de la vitesse

Fi+1/2,j = ~i71/2,j = (1 —40,)aly,

Fyji12 = Fij_1)o = (1 —46,)bAx,

F‘ij—‘l/Q,j+1/2 = Fi{1/2,j—1/2 = 20,aAy + 20,bAzx,
F;El/?,j—i-l/z = Fi}1/2,j—1/2 = —20,aAy + 20,bAx.
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5.3. Analyse de l'erreur en saturation

Pour connaitre le signe des décentrements des saturations, il faut supposer 0 < 6,,6, < 1/4
pour les flux horizontaux et verticaux. De plus, il faut distinguer les cas ou —8,alAy +
0,bAx <0 et —0,aAy + 0,0Ax > 0 afin de déterminer les décentrements des saturations
selon le signe des flux diagonaux F"™. Le premier cas, qui revient a b/a < 0,Ay/0,Ax, est
d’abord considéré ici. Les décentrements des saturations sont alors entierement connus et
I'équation en saturation discrétisée par le schéma 9P2s (5.8) devient

n+l _ _n Atn

=T Raky

( (1 —40,)aAy(sij — si—15) + (1 —40,)bAx(s;; — sij-1)
+ (20 aAy + 20,bAx)(si 5 — si—1,j—1)
+ (20xaAy — 29ybAfL‘)(Si,j — Siflyj+1)>.

Le symbole de I’équation est déterminé sur la partie spatiale de cette équation, préalable-
ment divisée par le volume d’une maille AxAy. En s’aidant des transformées inverses de
Fourier (3.12), celui-ci s’écrit

AR val’s —(1_ a . _IkAx _ i _ —ItAy
F(w- V) = (1 40,) 2 (1= e 18%) 4 (1 4g,) (1 - 1)
a b —TkAz—I0A
2 (0, +6,— ) (1— v—Ithy
4 (9 AxwyAy)( ¢ )
a b —TkAz+I0A
2 (0, — —0,— ) (1— a+1tAy)
+ («9 AL 0yAy>( e )
Avec |k|Az < 1 et |[(|Ay < 1, les formules de Taylor donnant

2A 2
1— e 1kAr — TEAg + M Az

+ O(Az?),

2 2
1—e 1% = 1Ay + £ éy +O(AY?)

permettent de poursuivre les calculs du symbole approché. Ainsi,
2 A 1.2

x b

(kAx + ﬁAy)Q]
2

(kAx — (Ay)?
2

2 Ayy?

F(u-VI9(k) =1 - 4095)& [Ik:Ax -

—_

y) l[(kAx + (Ay) +

y) l[(kAa: — (Ay) +

qui apres simplifications devient

A Ayl A
F (- V) (k) = I(ak +b0) + 70 + [bu _40,) + 4aezAﬂ SV02 1 ap,pAake
+ O(Az?, Ay?).
Comme le symbole exact de I’équation en saturation est I(ak + bf), I'erreur en saturation

est retrouvée. Un raisonnement identique permet de conclure quant aux résultats pour le
cas ou aAyl,; — bAz0, < 0. O
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Chapitre 5. Elaboration d’un schéma & neuf points paramétré par deux scalaires

Les vecteurs d’onde et de vitesse sont passés en coordonnées polaires via

k cos a cos "y
<€> = [k] (sin :ﬁ) et (b) = |ul <sin'y> (5.16)
avec tany < 0,Ay/8,Ax pour respecter le critere b/a < 6,Ay/0,Ax. L’angle formé entre

le vecteur d’onde et le vecteur vitesse est noté 2 = ¢ — 7.

Théoréeme 5.3. Avec Ax et Ay suffisamment petits, l'erreur avec le schéma 9P2s sur
I’équation en saturation devient

&9 (k,u) = |k|*|ul (cos Q,sinQ) [gZEV) EG(V)] <cosQ> + O(Az2, Ay?),

7) C%(7)] \sinQ
ot
~ A Ay? A
A (y) = 7:6 cos® v + 2 cosysin? y l20yAx + HQA—yx + Ty(l — 46, sin® 7, (5.17a)
By = 2Y(1_ a0 in? y — 20, Az sin3
v) = 5 ( ) Cos 7y sin® y y Az sin®
Ay? A
+ cos® ysiny [ZHyA:B + QHITZ; - ;] ) (5.17b)
~ Ay? A A
C%y) = QHxA—?; cos® y + Ty(l — 46,) cos® ysin y + cos ysin® [; - 49yAl’:| (5.17¢)
sib/a < 0,Ay/0,Ax et
. A Az?| A
A(y) = 7:16(1 — 460,) cos® v 4 2 cos® ysiny [QOxAy + HyAa;] + 724 sin® 4, (5.17d)
0 Az 2 3
B%(v) = —7(1 — 40,) cos” ysiny + 20, Ay cos” v
Az A
+ cos? ysiny | —20,Ay — QHyTa; + 23/] , (5.17e)
- Ax? A A
Cy) = 26, Axy sin®y + Tx(l — 46, cos ysin? 4 + cos? 7 sin {Qy - 49$Ay] (5.17f)

sib/a > 0,Ay/0,Ax.

DEMONSTRATION. En injectant (5.16) dans (5.15), 'erreur sur le symbole approché peut
s’écrire sous la forme matricielle suivante

50(k,u) = |k|?|ul (cos @, sin 90) [Ae(’y) Be(’y)] <cos @)

B%(y) C%n)| \sine
en posant
Al () = % cos 7,
Bl(H) = 20, Ax sin vy,
A A
0.\ _ =Y _ . Ay
C%(y) = 5 [(1 40,) siny + 46, A COS’}/:| .
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5.3. Analyse de l'erreur en saturation

Grace aux formules de passage d'un angle a l'autre (4.22) et (4.23), le résultat souhaité
est trouvé. O

Les trois erreurs (5.17), appelées respectivement erreur longitudinale, erreur en terme
croisé et erreur transverse, sont représentées sur la figure 5.4 en fonction de l'angle S =
sin?y et pour différents couples (6,,6,). La courbe rouge représente les erreurs pour le
schéma 5P. Les autres courbes correspondent & des couples de parameétres pris sans jus-
tification. Le comportement de chacune de ces erreurs est semblable a celui des schémas
précédents, constaté sur le schéma MDI1f figure 4.5 et sur le schéma 9P1s figure 3.3.

Comme en §3.3.2, la quantité A® vue comme une fonction de S = sin? ~ est appelée
erreur angulaire en saturation du schéma 9P2s. Soit S* = sin?~* le point de transition
correspondant au changement de signe de —af,Ay + b, Az. Il vaut

2 22
w 270z

S*: pr—
1+ w? zQG%—I—Gg'

(5.18)

Contrairement, au schéma 9P1s, ce point de transition dépend des parametres 0, et 0,.
En variable S, les valeurs de A sont alors, si S < 5%,

2

~ 2
A8(S) = %(1 —5)32 4201 - 5)Y/28 [wym + axiy] + %(1 — 46,) 53/
X
et, si § > 5%,
_ 2
A%(S) = %(1 —40,)(1 — 8)*? +2(1 — 5)51/? lQHxAy + 9yAAi + AV
Yy

5.3.2 Minimisation de I’anisotropie

La référence la moins anisotrope pour 'erreur longitudinale est toujours la droite

_ A

A(8) =

(1-5)+ %S, (5.19)

pour les mémes raisons qu’en §3.3.2. La minimisation peut se faire de maniére exacte, a
savoir

1 ~
o — argmein/ 149(S) — A*(S)|2dS
0

ou de maniére approchée, en demandant ’alignement du point de transition (S*, A%(S*))
sur la droite idéale. Cela revient a imposer

A (5%) = A*(SY). (5.20)

La différence essentielle avec le Chapitre 3 est que cette fois, S* dépend aussi de 0 et
sa position influe sur la forme de la courbe AG(S). La position « idéale » du point de
raccordement se situe en S = 1/2, valeur pour laquelle la courbe d’erreur longitudinale
sera autant en dessous qu’au dessus de la courbe idéale (5.19). Le probléme de sous-
optimalité a résoudre concernant ’erreur longitudinale est alors
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Chapitre 5. Elaboration d’un schéma & neuf points paramétré par deux scalaires

Maillage carré Ax=Ay=1/20 Maillage rectangulaire Ax=1/20, Ay=1/35

Erreur Longitudinale Erreur Longitudinale

18 T T T T

Erreur Terme Croisé Erreur Terme Croisé
3 T T T T T T T T

S S
Erreur Transverse Erreur Transverse
T T T T 16 T T T T
10 . 14 + |
12 + 8
8 L -
10 8
W O 1 w0 8f
4+ i 6 1
4 F i
2
2 L,
O 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S S
Couples (6,,6y)
(0,0) —— (Ay, AX) (1/4,1/15) —— (1/6, 1/8)

FIGURE 5.4 — Erreurs longitudinales, termes croisés et transverses pour des maillages carrés
et rectangulaires selon différents couples (6, 6,).
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5.3. Analyse de l'erreur en saturation

Trouver un couple (62, 9;) tel que S* soit proche de 1/2 et tel que Am(S*) = A*(S*).

La résolution de ce probléeme se fait en deux temps. Dans un premier temps, le résultat
ci-apres permet d’exprimer 6’ en fonction de z = % et d’un parametre libre w représentant

w=20./0y.

b
Théoréme 5.4. Siw = ze—f est fizé, alors la solution au probléme de minimisation (5.20)
y
est
V1+w?(zw? +1) — (1 s
0 (5,0) = + w?(z2w? + 1) — ( +zw)’ (5.21a)
8zw
VI+w?(zw? +1) — (14 2w?)
0 (z,w) = 7 : (5.21b)
‘ Ay
nwz=——".
° Az

1

THo? Ainsi, la droite

DEMONSTRATION. Au point S*, on a sin?~* = 11’% et cos?y* =
idéale (5.19) prend la valeur
~ A A 2
2(1+w?)  2(1+w?)

L’erreur longitudinale (5.17a) évaluée au point de transition est

~ Az 1 Ay? w? A w3
(] *\ - Y 73/ _ -
A =5 T apn +2<29ym+ax Aﬂf) arapr b2 U

Ces deux dernieres expressions doivent étre égales, c’est pourquoi il vient, apres simplifi-
cation par le dénominateur 2(1 + w?)3/2,
2

V1+w2(Az 4+ Ayw?) = Az + 4| 260 A:):—FHIA—y w? + Ay(1 —46,) >
Yy Azr Y

L’expression de w permet d’écrire ¢, en fonction de 6, par

_ Wy

0 (5.22)

z

En divisant par Az afin de faire apparaitre z et en remplagant 6, par (5.22), cela donne
V14 w2(1+ 2w?) = 14 (86, + dwz0,) + 203(1 — 46,) w2
On en tire que

VIt w?(zw? +1) — (1 3
GZ(z,w): + w? (2w ;2) ( —|—zu})7
w

et en combinant avec (5.22), il vient

VI+w2(zw?+1) - (1+ zw3)'
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Chapitre 5. Elaboration d’un schéma & neuf points paramétré par deux scalaires

02/7 1 7/2 z

FIGURE 5.5 — Tracé de la fonction w*.

Ces fonctions (5.21) sont fortement non linéaires et possedent les relations de symétrie
suivantes

05,(1/2,1/w) = 05 (z,w) et 05(1/z,1/w) = 05(z,w).

Dans un second temps, il convient de préciser la dépendance de w par rapport a z. On
veut naturellement que w soit proche de 1, pour que S* soit proche de 1/2 (voir formule
(5.18)). Néanmoins, cela n’est pas possible car il faut aussi s’assurer que 6, et 6, soient
compris entre 0 et 1/4. Le compromis proposé est le suivant.

Proposition 5.3. Le couple de paramétres sous-optimal défini en (5.21) respecte la condi-
tion 0 < 0,(z,w), 0, (2,w) < 1/4 pour

L osi0<2<2/7,
wi(z) =<9 1 i2/7T<2z2<7/2,
2—7’2 sinon.

DEMONSTRATION. La positivité n’est pas un probléeme car (1 + 2w?)v1 +w? > 1 + 2w?

est toujours vérifié. Pour w = 1, il faut 1+; s <z<1+ 21/2 pour respecter la condition

d’infériorité a 1/4. Cependant, 92 dépasse 1/4 pour une valeur w > %z Ainsi et pour pré-
server les relations de symétrie, le parametre w est décrit par la fonction de la proposition
5.3 et tracée sur la figure 5.5. O

REMARQUE 5.3. Ce couple de parametres correspond au parametre sous-optimal du schéma
9P1s lorsque 8, = 6, et pour un maillage carré, a savoir

V2 -1

9:4.

Cette valeur est également celle trouvée par Eymard, Masson et Guichard dans leur article
de 2012 [43]. O

Sur la figure 5.6 sont tracées les erreurs longitudinales pour différents rapports de
mailles et pour différents couples de parametres 0. Pour les deux premieres images, le
rapport de mailles reste inférieur a 7/2, la valeur w vaut 1 et les courbes jaune et bleue
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5.4. Résultats numériques

sont alors confondues. Lorsque le rapport de mailles est plus grand (a droite sur la figure),
la valeur de w ne vaut plus 1 et alors la courbe jaune représentant I’erreur longitudinale
avec le couple de parameétres sous-optimaux 0’ et avec w* se dissocie de la courbe bleue
ouw=1.

Maillage rectangulaire Ax=1/20, Ay=1/10 Maillage carré Ax=Ay=1/20 Maillage rectangulaire Ax=1/20, Ay=1/80

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

S
Couples (6y, 6y)

(0,00 — (dy, Ax) 6,2,8,P )t —— (6,2, 6,P)

FIGURE 5.6 — Distribution angulaire longitudinale avec plusieurs couples (6, 6,) utilisés
dans le schéma 9P2s.

5.4 Résultats numériques

Le schéma 9P2s a été appliqué aux trois cas tests de référence et les résultats obtenus
sont présentés dans cette partie. Le premier cas test est celui ou la solution analytique au
probléme (2.69) caractérise un écoulement radial. Le second cas test permet de comparer
les résultats sur maillage diagonal et sur maillage paralléle ainsi que d’étudier les instants
de percées d’eau au niveau des puits producteurs. Enfin, le dernier cas test montre le
comportement de ce schéma face aux instabilités du systeme.

5.4.1 Cas radial

Sur ce cas radial, le schéma 5P avait montré une déformation de la solution sur maillage
carré (figure 2.15), le schéma MDI1f et le travail effectué sur le terme de transport n’avait
pas permis d’améliorer l'effet d’axes (figure 4.8) tandis que le schéma 9P1s obtenait une
solution parfaitement radiale sur maillage carré mais se déformait en ovale sur maillage
rectangulaire (figure 3.5). Ici, les résultats du schéma 9P2s sont présentés sur la figure 5.7.
A gauche, et comme pour le schéma 9P1s, la solution est bien radiale sur maillage carré.
A droite, le maillage est rectangulaire avec z = 1 /3. La solution est légérement déformée
mais garde un aspect radial tout de méme.

Pour compléter 'analyse visuelle, les figures 5.8 et 5.9 montrent les profils de pression
et de saturation sur maillages carré et rectangulaire. Les figures de gauche, représentant
les profils de pression, ne permettent pas de conclure sur une prédominance d’un axe en
particulier alors que, pour les profils de saturations & droite des images, seul le maillage
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Chapitre 5. Elaboration d’un schéma & neuf points paramétré par deux scalaires

rectangulaire (figure 5.9) met en évidence une légeére avance du choc sur l'axe médian
horizontal (en bleu) par rapport a la solution analytique (en rouge). Pour un maillage
carré, les trois courbes numériques se superposent parfaitement et correspondent bien au
profil radial attendu.

Le couple de parametres calculé §5.4 est sous-optimal pour un rapport de mailles
compris entre 2/7 et 7/2. Les précédents résultats faisaient partie de cet intervalle. La
figure 5.10 montre le résultat pour un maillage dont le rapport de mailles est z = 1/5,
soit inférieur & 2/7. Le parameétre w n’est alors plus égal a 1 et l'erreur longitudinale
ne croise pas l'erreur isotrope en S = 1/2 mais un peu avant. La forme de la solution
obtenue est plutot radiale et sans effet d’axes. Un petit décroché apparait cependant dans
les diagonales du maillage. Le profil de saturation a droite de la figure 5.10 montre que
la position du choc sur 'axe médian vertical est en retard (en jaune) par rapport a la
position du choc analytique (en rouge). Les profils sur les autres axes sont, quant a eux,
légerement en avance.

5.4.2 Cas a 5 puits

Le maillage utilisé pour ce cas test est formé de mailles carrées et reprend le probléme
étudié §2.4.2. Les résultats du schéma 9P2s étant bons pour une solution radiale §5.4.1,
ce cas test va conforter ces résultats sur maillage diagonal et parallele. En effet, sur la fi-
gure 5.11, les solutions obtenues en fin de simulation sont identiques sur les deux maillages.
Les résultats avec le schéma 5P (figure 2.21) montraient une forte différence entre les deux
maillages, l'effet de 'orientation de maillage a ici totalement disparu.

Les courbes de production d’eau au niveau des quatre puits producteurs sont présentées
sur la figure 5.12. La encore, les résultats sont encourageants avec notamment, un instant
de percée d’eau quasiment identique pour les deux maillages. Cette conclusion avait déja
été obtenue pour le schéma 9P1s (figure 3.9), cependant les courbes se dissociaient par la
suite, ce qui n’est pas le cas ici avec une bonne superposition des courbes de production
d’eau.

Bien que le schéma 9P1s aboutit a de bonnes conclusions, le schéma 9P2s a grandement
amélioré les résultats sur maillage diagonal et maillage parallele.

5.4.3 Cas digitations

La section §2.2 avait permis de mettre en évidence les instabilités du systéme pour des
rapports de viscosité supérieurs a une valeur limite et ce cas test, détaillé §2.4.3, corroborait
ces résultats en créant des digitations au niveau du front de saturation lorsque la résolution
s’effectuait avec le schéma 5P (figure 2.23). Pour ce cas, le rapport de mailles est de z = 1/2
ce qui correspond & une valeur de transition de S* = 1/2. La saturation obtenue avec le
schéma 9P2s a différents instants de simulation est présentée sur la figure 5.13. Le schéma
9P2s utilisé avec le couple de parametres sous-optimal calculé §5.4 ne fait pas apparaitre
les digitations au cours de la simulation.
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Warter_saturation
0,00 0,25 0,5 0,75 1,00

i\I\I\IH‘\I\IHHIUW

FIGURE 5.7 — Champs de saturation au temps 7' = 0.05s obtenu sur maillage carré (a
gauche) et sur maillage rectangulaire (& droite) avec le schéma 9P2s pour M = 200.
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. . . . . . . 0 L .
-0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 -0.8 -0.6 0.6 0.8
Rayon Rayon
Pression analytique Pres. num. mediane hor. Saturation analytique Sat. num. mediane hor.
Pres. num. diagonale Pres. num. mediane vert. —— Sat. num. diagonale Sat. num. mediane vert. ——

FIGURE 5.8 — Coupes selon différentes directions en pression (& gauche) et en saturation
(& droite) de la solution obtenue avec le schéma 9P2s pour M = 200 en maillage carré
101 x 101.
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4 T T T T T T T 1 T T
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Pression analytique Pres. num. mediane hor. Saturation analytique Sat. num. mediane hor.
Pres. num. diagonale Pres. num. mediane vert. Sat. num. diagonale Sat. num. mediane vert.

FIGURE 5.9 — Coupes selon différentes directions en pression (& gauche) et en saturation (&
droite) de la solution obtenue avec le schéma 9P2s pour M = 200 en maillage rectangulaire
101 x 301.
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FIGURE 5.10 — Champ de saturation (a gauche) et coupes en saturation selon différentes
directions (& droite) de la solution obtenue avec le schéma 9P2s pour M = 200 en maillage
rectangulaire 101 x 501.

132



5.4. Résultats numériques

Water_saturation
0,00 0,25 0,5 0,75 1,00
NERERENRRNRNEN

i\IHHI

F1GURE 5.11 — Champs de saturation au temps T' = 200 jours pour M = 100, obtenu avec
le schéma 9P2s en maillage diagonal (a gauche) et maillage parallele (& droite).
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FIGURE 5.12 — Courbes de production d’eau au cours du temps aux puits producteurs
pour M = 100 en maillages diagonal et parallele avec le schéma 9P2s.
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FIGURE 5.13 — Champ de saturation a différents temps de simulation pour le cas digitations
avec le schéma 9P2s.
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