BILAPLACIEN AVEC CHANGEMENT DE
SIGNE
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Introduction

()

ans le chapitre précédent, nous avons introduit le probléeme de transmission intérieur qui

apparalt dans la théorie de la diffraction. Ce probleme intervient lorsqu’on cherche a
5 reconstruire le support d’une inclusion noyée dans un milieu homogene a partir de la
mesure de champs lointains a fréquence fixée. On peut le résumer ainsi : pour une fréquence donnée,
existe-t-il un champ incident tel que le champ réfléchi par I'inclusion soit nul 7 Les fréquences pour
lesquelles la réponse a cette question est positive posent probléme pour les méthodes de recons-
truction. Une question importante dans la théorie consiste donc a prouver le caractere discret de
ces fréquences tres particulieres.

Lorsqu’on écrit la formulation variationnelle associée a ce probleme de transmission intérieur,
il apparalt un changement de signe dans la partie principale. Les techniques spectrales usuelles
sont inopérantes et ’étude de ce probleme n’est pas triviale. Pour faire face a cette difficulté du
changement de signe, nous avons employé la technique de la T-coercivité. L’utilisation de cette
approche se révele trés simple car les deux fonctions mises en jeu dans ce probléme vivent sur le
méme domaine. Il n’est donc pas nécessaire de recourir aux opérateurs de transfert géométriques
comme nous 'avons fait dans le Chapitre 1 relatif a ’étude du probleme de transmission entre un
matériau positif et un matériau négatif. Cependant, le point important du travail que nous avons
mené reste de tout de méme 'analogie forte existant entre le probleme de transmission intérieur
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258 Chapitre 11. Bilaplacien avec changement de signe

(P11) et le probleme de transmission matériau positif/matériau négatif (ZPrpn), la frontiere du
domaine pour (Z11) jouant le role d’interface pour (Zrpx). Pour (Z11), si nous modélisons le
matériau de I'inclusion € par deux coefficients physiques A et n avec € = gon, p = ppA~"L, le
probléme scalaire pour la composante E, du champ électrique est bien posé au sens de Fredholm
lorsque A est plus grand ou plus petit que l'identité au voisinage de 0f). Ceci est équivalent &
imposer un contraste supérieur ou inférieur & -1 dans un voisinage de l'interface pour (Zrpn).
Lorsque A —Id s’annule sur un ouvert non vide rencontrant 'interface, le probléme de transmission
intérieur n’est pas bien posé au sens de Fredholm en raison de singularités fortes localisées sur la
frontiere. Ceci empéche d’utiliser le théoreme de Fredholm analytique pour prouver le caractere
discret des valeurs propres de transmission.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas ou A est identiquement égale a l'identité. Au-
trement dit, nous considérons que le matériau de l'inclusion difféere du matériau de référence
uniquement par sa permittivité et non par sa perméabilité. Ce cas de figure semble pouvoir étre
rencontré en physique et I'intérét de notre probléme n’est pas simplement mathématique méme
si bien entendu, c’efit été suffisant! Lorsque A = Id, pour obtenir un probléme bien posé au sens
de Fredholm, on peut modifier le cadre fonctionnel en écrivant une formulation du quatrieme
ordre pour le champ diffracté dans l'inclusion. Celui-ci est alors cherché dans H3(2), fermeture de
%°(Q) pour la norme H? (cf. Section 11.1). Pour justifier la condition sur la frontiere, rappelons
que le champ diffracté doit étre nul en dehors du support de 'inclusion 2. La partie principale de
I'opérateur associé a cette formulation est égale & A(n — 1)~'A-. Lorsque n est plus petit ou plus
grand que un sur tout le domaine, cet opérateur est elliptique et son étude s’effectue sans difficulté.
Lorsque n — 1 change de signe sur €2, ’on voit apparaitre un nouveau probléme de transmission.
La question du caractere discret des valeurs propres de transmission dans cette configuration est
restée ouverte pendant longtemps. Récemment, dans [146], J. Sylvester a réalisé une jolie avancée
en démontrant ce résultat lorsque n — 1 est positif (ou négatif) dans un voisinage de la frontiere.
Son travail est basé sur une formulation encore différente. Dans ce chapitre, nous souhaitons nous
concentrer sur I’étude du probleme de bilaplacien avec changement de signe dans la partie principale.

Décrivons a présent le plan. Dans la Section 11.1, nous précisons les notations et introduisons
la formulation du quatriéme ordre. Dans un second temps, nous étudions cette formulation. Nous
prouvons que l'opérateur de H3(f2) dans H3(Q2) naturellement associé¢ & cette formulation est
toujours de type Fredholm lorsque n — 1 € L*>°(Q) reste positif ou négatif dans un voisinage de la
frontiére et vérifie (n — 1)~ € L>°(Q2). Ceci constitue un résultat surprenant car les hypotheses sont
relativement faibles. En particulier, la quantité n — 1 peut présenter les changements de signe les
plus divers a l'intérieur du domaine. Dans la Section 11.3, en utilisant la T-coercivité géométrique,
nous montrons le caractere discret des valeurs propres de transmission dans des cas ou n — 1 change
de signe dans un voisinage de la frontiére, complétant ainsi [146]. Malheureusement, le critére de
validité de ce résultat n’est pas tres explicite. Dans la derniere section, nous nous intéressons a
un probleme de bilaplacien avec changement de signe avec des conditions aux limites mixtes. Ce
probleme n’est pas en lien avec le probleme de transmission intérieur mais présente des propriétés
mathématiques amusantes.

11.1 Une formulation du quatriéme ordre pour le probléme de
transmission intérieur

Commencgons par introduire les notations que nous utiliserons dans ce chapitre. Considérons
Q c R% d > 0, un domaine borné & frontiere 99 lipschitzienne connexe. De facon générale,
si O est un ouvert de R?, nous notons indifféremment (-,-)o les produits scalaires de L2(O) et
L*(0) := (L*0))%, ainsi que | - [|o les normes associées. L’espace H3(Q) est défini comme la
fermeture de 6§°(Q2) pour la norme H?. En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, on vérifie que
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Papplication (u,v) (u,v)Hg(Q) := (Au, Av)q définit un produit scalaire sur H3(£2). Définissons
HuHH%(Q) := ||Aul|q pour tout u € H3(Q).

Reprenons le probleme de transmission intérieur du chapitre précédent avec A identiquement
égale & l'identité. Notons w le champ incident et u le champ total. Dans €2, on a Au+ k*n(z)u = 0
et Aw + k?>w = 0 ou k désigne le nombre d’onde. Imposons & u de satisfaire les relations physiques
de continuité du champ et de continuité du flux [ullsga = [v - Vu]lag = 0. Ici, []|sn désigne un
saut sur 0f), arbitrairement fixé. Si w est un champ qui ne rayonne pas, alors on a v = w et
v-Vu—v-Vw = 0 sur 0. Ici, v note la normale unitaire a 9€) dirigée vers I’extérieur de 2. En
résumé, si w est tel que le champ diffracté est nul, le couple (u,w) vérifie le probleme

Au + kE*nu = 0 dans(
Aw + k2w = 0 dans
U — W = 0 surodf (11.1)
v-Vu—v-Vw = 0 sur 9.

Le coefficient n est un élément de L°(Q2) a valeurs réelles tel que n # 1 dans 2. Nous supposons
de plus que (n — 1)~! appartient & L>°(Q).

Le probléeme (11.1) est analogue & un probléme de transmission entre un matériau positif et
un matériau négatif dans le cas d’un contraste dans la partie principale égal a —1. Cela vient du
fait que nous avons choisi A = Id. Nous savons que pour ce cas, H' ne constitue pas un « bon »
cadre fonctionnel, les opérateurs associés a ces problemes n’étant pas de type Fredholm. Ceci
empéche 'utilisation du théoréme de Fredholm analytique pour prouver le caractere discret des
valeurs propres. Nous allons donc modifier ce cadre fonctionnel.

Définition 11.1.1 Les éléments k € C pour lesquels il existe une solution non triviale au probléme

Trowver (u,w) € L2(Q2) x L2(Q) avec u —w € H3(Y) tel que :
Au+Fk*nu = 0 dansQ (11.2)
Aw+Ekw = 0 dansQ

sont appelés des valeurs propres de transmission.

Remarque 11.1.2 Physiquement, il peut paraitre étrange de travailler avec des champs apparte-
nant a L2(Q) et non a HY(Q). Est-ce simplement un artifice mathématique ? En réalité, les champs
incidents w sont des superpositions d’ondes planes. Ils sont donc trés réguliers. Mais il est possible
de montrer des résultats de densité de cet « espace d’ondes planes » dans H'(Q) et L2(Q). Autre-
ment dit, toute fonction de H'(Q) ou L2() peut étre approchée avec une précision arbitraire par
une superposition d’ondes planes. Par conséquent, si k est une valeur propre de transmission, on
peut toujours trouver une combinaison linéaire d’ondes planes qui rayonne « trés peu », le « trés
peu » pouvant étre choisi aussi petit que l’on veut. Le message important de cette remarque est donc
le suivant. Pour mettre en place les méthodes de reconstruction, il suffit de savoir prouver que les
valeurs propres de transmission forment un ensemble discret dénombrable, lesdites valeurs propres
de transmission étant définies dans un cadre fonctionnel dans lequel ’espace des ondes planes est
dense. Nous renvoyons le lecteur a [01] pour plus de détails concernant ce point.

Ecrivons & présent une formulation du quatriéme ordre pour le probléme (11.2). Considérons (u,w)
un couple d’éléments vérifiant (11.2). Définissons v := u — w. Notons que v n’est rien d’autre que le
champ diffracté dans l'inclusion. Il satisfait la relation Av+ k*nv = k%(1 —n)w dans Q. En divisant
de part et d’autre de 1’égalité par (1 — n) et en utilisant 1’équation Aw + k?w = 0, on obtient, au
sens des distributions,

(A + k‘2)%(Av + k*nv) = 0.

n —
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On déduit que si le couple (u,w) satisfait le probleme (11.2) alors v = u — w vérifie le probléme

Trouver v € HZ(Q2) tel que

1
/Q H(Av + k2nw) (Ap + E%p) = 0, Vo € H3(Q).

(11.3)

Réciproquement, on montre (voir [139, lemme 3.1] pour les détails) que si v est solution de (11.3)
alors le couple (u,w) := ((n — 1)7! (Av + k?nv) — k%v, (n — 1)~ (Av + k?nv)) vérifie le probléme
(11.2). Sur H3(2) x H3(€2), définissons la forme sesquilinéaire

ap(v,0) = ((n—1)7H(Av + E*nv), (Ap + k%p))a, V(v,¢) € HE(Q) x HE(Q).

Avec le théoréme de représentation de Riesz, introduisons 'opérateur continu Ay, : H3(Q) — H2(Q)
associé a ay tel que

(Akv, Pz = ar(v,9),  V(v, ) € HY(Q) x H{(Q). (11.4)

Supposons pour un court moment qu’il existe kg € C tel que Ay, définisse un isomorphisme de
H2(Q). Pour tout k € C, il est aisé de prouver que Ay, differe de Ay, d’une perturbation compacte.
Avec le théoreme de Fredholm analytique, on conclut alors, puisque Ay, est injectif, que Aj est
un isomorphisme de H3(Q2) pour tout k € C\., ot . est un ensemble discret dénombrable dans
C. Autrement dit, pour montrer que I’ensemble des valeurs propres de transmission est discret dé-
nombrable, il est suffisant de montrer qu’il existe ko € C tel que Ay, soit un isomorphisme de H3(2).

Lorsque n(z) > 1 p.p. sur ©, la forme bilinéaire ag est coercive sur H3(Q2) x HZ(Q) et donc
Ap est un isomorphisme de HZ(2). Dans cette configuration, le raisonnement précédent s’ap-
plique et l’ensemble des valeurs propres de transmission est discret dénombrable. Lorsque
0 < C1 <n(x) < Cy <1, ou Cp,Cy sont des constantes, ce résultat est également vrai car
—ag est coercive sur H2(Q) x H3(Q). Ces résultats sont connus depuis [139]. Lorsque n — 1 change
de signe, la forme aj n’est ni coercive ni « coercivedcompacte » sur H3(2) x H3(€2). Les valeurs
propres du probléme (11.3) constituent-elles encore un ensemble discret dénombrable dans ce cas
de figure 7

Pour tenter de répondre a cette question, nous allons nous concentrer sur la partie principale
(la partie qui contient les dérivées d’ordre le plus élevé) de l'opérateur Ay. Introduisons la forme
sesquilinéaire

b(v,¢) = ((n—1)""Av,Ap)a,  V(v,¢) € HF(Q) x H{(Q)
ainsi que l'opérateur continu B : H3(Q2) — H3(Q) associé tel que
(BU, (p)Hg(Q) = b(U, ()0)7 V(’U, 90) € H%(Q) X H%(Q) (115)

Pour simplifier la présentation, nous notons o := (n — 1)1 € L>(Q).

11.2 Etude de la formulation du quatriéme ordre

Avant d’étudier 'opérateur B, intéressons-nous au probléme obtenu en remplagant dans (11.3)
la condition « d,v = 0 sur 02 » par la condition « cAv = 0 sur 9 ».

11.2.1 Une premiére approche

Pour f € (H{(Q2) N H2(Q))*, considérons le probléme

Trouver u € H{(Q) NH2(Q) tel que :
AcAu = f . (11.6)
cAu = 0 sur 99
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Ici, nous imposons des conditions aux limites mixtes : la condition u = 0 sur 9 est qualifiée
d’essentielle, elle apparait dans I’espace, tandis que la condition cAu = 0 sur 0f2 est dite naturelle.
La trace cAu = 0 est définie au sens faible. Nous dirons que la fonction v € L2() telle que
Av € (H§() NH2(Q))* vérifie v = 0 sur 99 si et seulement si on a

(Av, 0", = /QUAU’, Vo' € HY(Q) NH?(Q),
la notation (-, ), désignant ici le crochet de dualité (H§(Q) N H2(Q))* x H5(Q) N H2(Q). Avec ces
conditions aux limites, nous allons voir qu’il est tres facile de résoudre le probleme (11.6) en deux
étapes. Pour fixer les idées, supposons Q de classe € et donnons-nous f € H™(Q). Il existe un
unique v € H}(2) vérifiant Av = f. Notons ensuite u I'unique fonction vérifiant u € H{(Q) et
Au = o~ 'v. Puisque € est régulier, nous savons que u appartient & H?(£2). Cet élément satisfait
donc le probléme (11.6). Remarquons bien que pour obtenir ce résultat, les seules hypotheses faites
sur o sont o € L®(Q) et o~ € L*(Q). Ainsi, 0 peut trés bien changer de signe. Cependant,

ce changement de signe ne semble pas avoir les conséquences du changement de signe de o pour
l'opérateur div (oV-) : H{(Q) — H=1(Q). Précisons 1'étude du probléme (11.6).

Avec le théoréeme de Lax-Milgram, on montre que le produit scalaire (u,v) (U,U)H(Q)(Q) =
(Au, Av)g que nous avons défini sur H3(2) x H3(2) constitue également un produit scalaire sur
H{(Q) N H2(Q) x H(R2) N H2(R). Introduisons la forme sesquilinéaire

bv,9) = (cAv,Ap)q, V(v, @) € H{(Q) N H2(Q) x H(Q) N HA(Q),
ainsi que l'opérateur continu de H}(Q2) N H2(Q) associé, défini par

(Bv,@)uz) = b(v,9),  V(v,9) € Hy(2) N HA(Q) x Hy(Q) NH(Q).

Nous allons voir qu’il est tres facile de construire 'inverse de 'opérateur B.

Théoréme 11.2.1 Supposons louvert 2 de classe €2. Pour tout o € L>°(Q) tel que 0! € L>®(Q),
Vopérateur B constitue un isomorphisme de H(2) NH2().

Preuve. Définissons l'opérateur T : H}(2) N H2(Q) — H(Q) N H2(Q) tel que, pour tout u €
HS(Q)NH2(2), Tu est défini comme 'unique solution du probléme « trouver Tu € H(€2) satisfaisant
A(Tu) = 0~ 'Au ». Puisque nous avons supposé 2 de classe €2, Tu est bien un élément de H?().
Pour tout u,v € H{(Q) N H3(Q), nous pouvons écrire

(B(Tu),v)Hg(Q) = (0 A(Tu), Av)q = (Au, Av)q.

Par conséquent, 'opérateur BoT est égal a I'identité de H{(Q) NH2(Q2). Puisque B est autoadjoint,
on déduit que B définit un isomorphisme avec B~ = T. ]

Proposons une autre preuve de ce résultat, légerement différente, en revenant a la résolution du
probléme (11.6) en deux étapes. Cela constituera un avant goiit de la fin de ce chapitre. Commengons
par démontrer le

Lemme 11.2.2 Supposons l'ouvert Q de classe €. Alors pour tout f € (Hy(2) NHZ(Q))*, il existe
une unique solution au probléme

Trouver v € L2(Q) tel que :

/QUAU’: (i), W € Hy(Q)NH*(Q) (11.7)

la notation (-,-)q désignant le crochet de dualité (H{ () N H2(Q))* x H(Q) N H3(Q).
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Preuve. Considérons v € L%(1) tel que [, vAv' = 0 pour tout v’ € H(Q)NH?(Q). En testant avec v’
I'unique solution du probleme « trouver v’ € H}(Q2) NH2(Q2) tel que Av' = v », on déduit [, v* = 0.
Ainsi, le probléme (11.7) posséde au plus une solution. Maintenant, considérons f € (H{(Q) N
H2(Q))*. D’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique F' € H}(Q2) NH2(Q) tel
que Jo AFAV = (f, V'), pour tout v’ € H}(Q2) NH2(Q). La fonction v = AF € L%(Q) est alors une
solution du probléme (11.7). Ceci termine la preuve. [ |

Preuve du Théoréme 11.2.1 (bis). Considérons u € Hj(2) N H2(2) tel que
/ cAuAY =0, W € HY(Q) nH2(Q).
Q

D’apreés le Lemme 11.2.2, on a alors nécessairement cAu = 0 et donc Au = 0. Ceci implique
u = 0 et prouve que le probléme (11.6) posséde au plus une solution. Considérons ensuite f €
(H(Q) N H2(Q))*. D’aprés le Lemme 11.2.2, il existe un unique v € H{(92) N H2(Q) tel que

/QUAU/ =(f,v")q, Vo' € H(Q) N H2(Q).

Définissons alors u I'unique solution du probléme « trouver u € H}(2) NH2(Q) tel que Au = o~ 1v ».
Cette fonction est une solution du probléme (11.6). |

Remarque 11.2.3 Pour démontrer le Théoréme 11.2.1, nous avons supposé Q de classe €%. Bien
entendu, cette hypothése peut-étre affaiblie. Il suffit en fait que l'ouvert Q soit tel que 'opérateur
Laplacien avec condition de Dirichlet homogéne soit un isomorphisme de Hy(Q)NH2(Q) dans L2(Q).
C’est par exemple le cas lorsque ) est convexe a frontiere lipschitzienne. Par contre, en 2D, lorsque
Q présente un ou plusieurs coins rentrants, le Laplacien avec condition de Dirichlet homogéne
n’est pas un isomorphisme de H(2) N H2(Q). Dans ce cas, nous verrons dans la Section 11.4 que
Vopérateur B : HY(Q)NH?(Q) — H(Q)NH2(Q) ne définit pas toujours un isomorphisme. Un noyau
de dimension finie peut apparaitre.

11.2.2 Caractere Fredholm de I'opérateur

Revenons a ’étude de 'opérateur B introduit en (11.5). Nous allons prouver qu’il est Fredholm
d’indice zéro sous 'hypothése

Supposons o € L*(Q) avec 0! € L>(Q). Supposons de plus que o(x) > C1 > 0 p.p.
() | sur Q\O ou o(z) < Cy < 0 p.p. sur Q\O, ott C1, Cy sont des constantes et O un ouvert
tel que O C Q.

FIGURE 11.1 — La fonction o est supposée uniformément positive ou uniformément négative dans
la région verte Q\O.
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En d’autres termes, nous supposons qu’il existe un voisinage de 9€2 sur lequel on a n > 1 presque
partout ou n < 1 presque partout. Par contre, en dehors de ce voisinage, n — 1 peut changer de
signe. Pour prouver que B définit un opérateur Fredholm d’indice zéro, nous allons construire une
paramétrix a droite pour B, i.e. un opérateur borné T tel que BoT = Z + K ot Z : H(Q) — H3(Q)
est un isomorphisme et K : H3(€2) — H2(Q2) un opérateur compact.

Théoréme 11.2.4 Supposons que o satisfasse U'hypothése (). Alors Uopérateur B : HE(Q) —
H3(Q) vérifiant (Bw, SO)Hﬁ(Q) = (0 Av, Ap)q, pour tout (v, @) € H3(Q)xH3(Q), est Fredholm d’indice
z€éro.

Preuve. Présentons la preuve dans le cas ¢ > C7 > 0 dans un voisinage de la frontiére 092. En
travaillant sur l'opérateur —B lorsque o < (s < 0 dans un voisinage de 0f), on peut en effet se
ramener & cette configuration. Introduisons ¢ € %5°(2, [0; 1]) une fonction de troncature égale a
1 sur O. Remarquons que 1 — ¢ est un élément de €>°(Q, [0;1]) qui vaut 1 dans un voisinage de
0. Considérons a présent v un élément de H3(€2). La fonction (1 — ¢)v appartient a H3(f2) et par
définition, on a pour tout ¢ € H3(£2),

(@A((1 = ¢)v), Ap)a = b((1 = (), ) = (B((1 = ¢)v), P)mz(0)-
Ceci permet d’écrire, en développant A((1 — ()v),
(1= QoAv, Ap)g = (B((1 = Q)v), p)uz) + (¢(2Ve - VC+vA(), Ap)q. (11.8)

Sur le support de (, il faut procéder un peu différemment car o change de signe. Définissons 1)
I'unique élément de H{(2) tel que Ay = o~ 1Av € L2(Q). Les résultats classiques de régularité
intérieure (voir [88, théoréme 2.1.3]) indiquent qu’on a, pour tout x € 65°(), x¥ € H3(Q) avec
Pestimation HXI/JHHg(Q) < Clle~tAv|q < CHUHHg(Q). En particulier, la fonction (¢ appartient a
H2(Q) et dépend continfiment de v. Puisque (cA((v), Ap)g = (B((i/}),cp)H(z)(Q), l'on déduit, en
développant A(C1),

(CAv, Ap)a = (6¢AYD, Ap)a = (B(CY), )uz(a) — (0(2Vi) - VC +PAL), Ap)q. (11.9)

Définissons l'opérateur T : H3(2) — H3() tel que Tv = (¢ + (1 — ¢)v pour tout v € H3(R).
Avec le théoréme de représentation de Riesz, introduisons les opérateurs Z : H3(2) — H3(Q) et
K : HZ(Q) — H3(Q) tels que, pour tout (v, ) € H3(Q2) x H3(Q),

(Zv, o)) = (C+ (1 —¢)o)Av, Ap)q
(Kv,@)mziy = (0(2V(¥ —v) - V(+ (¢ = v)AC), Ap)a. (11.10)

Avec ces définitions, nous avons la relation Bo T = Z + K. On vérifie sans mal que Z : H3(Q2) —
H2(Q) définit un isomorphisme car la forme (v,¢) — ((¢ + (1 — {)o)Av, Ap)q est coercive sur
H2(Q) x H3(Q2). Le Lemme 11.2.5 ci-dessous indique que K : H3(Q) — H3(Q) est compact. Par
conséquent, l'opérateur T définit bien une paramétrix a droite pour B. Puisque B est autoadjoint,
nous déduisons que c’est un opérateur Fredholm d’indice zéro. [

Lemme 11.2.5 L’opérateur K : H3(Q2) — H3(Y) défini en (11.10) est compact.
Preuve. Considérons () une suite bornée d’éléments de HZ(Q2). Montrons qu’on peut en extraire

une sous-suite telle que (K¢,,) converge dans H3(92). D’apres la définition (11.10) de 'opérateur K,
nous pouvons écrire

IKenllfiz) < Cllealza (Ioallm @) + 1tnlm @) ) -
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Ci-dessus « supp( » désigne le support de (. Rappelons qu’en vertu du résultat de régularité
intérieure, on a l'estimation ||¢n|lg2(suppc) < C’HcanHg(Q). Puisque l'injection de H2(Q) (resp.
H2(supp ¢)) dans H'(2) (resp. H(supp¢)) est compacte, nous pouvons extraire de (¢,) une sous-
suite telle que () et (1) convergent respectivement dans H'(Q2) et H'(supp () fortement. Défi-
Nissons PYpn ‘= ©m — Yn, pour tout m, n € N. En utilisant ’estimation

H’CsomnH%{g(Q) <C H‘PmnHHg(Q) (H‘PmnHHl(Q) + menHHl(suppC)) )
nous déduisons que (Kg,,) est une suite de Cauchy de H3(Q). Par conséquent, (Kp,) converge. m

Pour tout k € C, opérateur Ay défini en (11.4) difféere de B d’une perturbation compacte. Nous
pouvons donc énoncer le

Corollaire 11.2.6 Supposons que o satisfasse l’hypothése (). Alors pour tout k € C, 'opérateur
Ay défini en (11.4) est Fredholm d’indice zéro.

Remarque 11.2.7 De facon quelque peu surprenante, ces résultats indiquent que l’opérateur AcA-,
contrairement a 'opérateur div (oV-), n'est pas sensible aux changements de signe de o tant que
ceux-ci ont lieu a l'intérieur du domaine 2. Notons que les changements de signe de o peuvent
s’effectuer de fagon trés irréguliere. Ainsi, supposons 2 divisé en deux sous-domaines 2y, (o avec
Q=0 UQ, U1NQ =0, o(x) = o1(x) > C1 > 0 p.p. dans Q1 et o(x) = oz(x) < Cy < 0
p.p. dans Qo. Définissons Uinterface ¥ = 0 \ 02 = 0Q9 \ 0. L'opérateur AcA- reste de type
Fredholm méme lorsque ¥ présente des coins ou des « cusps ». Maintenant, considérons un domaine
symétrique par rapport a linterface située, pour fixer les idées, en y = 0. Supposons qu’on ait
oi1(z,y) = —oa(x,—y). Dans ce cas, on ne peut utiliser le principe de symétrie pour construire
un noyau de dimension infinie pour l'opérateur Ac/A- comme nous 'avons fait pour ['opérateur
div (oV:) (cf. Théoréeme 1.5.1). Le lecteur vérifiera en effet que les conditions de transmission d
Uinterface [u]|ls = [vs - Vu]|s = [cAu]ly = [vs - V(Au)||z = 0 sont trop « rigides ».

Remarque 11.2.8 Lorsque o change de signe dans tout voisinage de 052, il semble qu’il existe des
configurations pour lesquelles l’opérateur B ne soit pas de type Fredholm en raison de l’existence de
singularités ponctuelles qui « sortent » de H2. Le calcul de ces singularités fait actuellement l'objet
du stage de Jérémy Firozaly.

11.2.3 Etude de l’injectivité en 1D

Dans ce paragraphe, nous souhaitons savoir si le résultat que nous venons d’obtenir est sous-
optimal ou non. Plus précisément, nous avons prouvé que 'opérateur B est Fredholm d’indice 0
lorsque o reste positif ou négatif dans un voisinage de 9. Comme pour Popérateur B, il se pourrait
qu’on ait une propriété plus forte du type : B définit un isomorphisme de HZ(Q2) dés lors que o
reste positif ou négatif dans un voisinage de 9f2. Nous allons voir sur des exemples en 1D pour
lesquels on peut effectuer tous les calculs explicitement que ceci n’est pas vrai.

o EXEMPLE 1. Définissons les domaines 2 =la;b[, 1 =]a;0[, Q2 =]0;b[, avec a < 0 et b > 0.
Introduisons la fonction o telle que o = o1 sur Q1, 0 = o9 sur Q. Ici, o1 > 0 et 09 < 0 sont des
constantes. On s’intéresse au probleme

Trouver u € H3(Q2) tel que : (11.11)
AcAu = f € H2(Q). '

En utilisant la preuve du Théoreme 11.2.4, on montre que ’opérateur borné de H%(Q) canoniquement
associé a ce probleme est Fredholm d’indice zéro. Pour savoir si c’est un isomorphisme, il est donc
suffisant d’étudier la question de I'injectivité. Considérons donc u un élément de H3(Q2) vérifiant le
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probléme (11.11) avec f = 0. Puisque AAu = 0 de part et d’autre de Uinterface, en utilisant les
conditions aux limites u(a) = u(b) = u(V(a) = uM(b) = 0, on peut écrire

ur(z) = Aj(z—a)* +Bi(z—a)? pour z € Q1 et wug(x) = As(z —b)® + By(xz — b)? pour = € Qs.
Les conditions de transmission a Iinterface u1(0) = u2(0), ugl)(()) = uél)(O), alugz) 0) = agugz) (0)
ot o102 (0) = 5ou®(0) i .

14y (0) = oaus ’ (0) imposent :

—(I3Al + CL2B1 = —b3A2 + b2BQ ; 3a2A1 —2aB; = 3b2A2 — 2b2B2 ;
01(—60,141 —I-ZBl) = 02(—6bA2 +2BQ) ; 60141 = 609A45.

On trouve qu’il existe une solution non nulle si et seulement si le contraste k, = 09/01 satisfait
K2+ (—4(b/a) + 6(b/a)* — 4(b/a)?) e + (b/a)* =00

On peut vérifier que le déterminant de ce polyndme est toujours positif pour (b/a) € R*. Ainsi,
pour tout (b/a) € R*, il existe deux valeurs du contraste

ko = (2 3(6/a) + 200/ £ 21(6/a) ~ 11/ (/)2 ~ B/a) + 1)) (b/a)

pour lesquelles il existe une solution non nulle au probleme (11.11). Par un calcul de routine, on
montre que ces deux racines sont strictement négatives pour (b/a) € R*. Ceci est plutoét rassurant
car la forme bilinéaire associée au probleme (11.11) est coercive lorsque x, > 0. Dans le cas d'un
domaine symétrique par rapport a U'interface, i.e. pour b = —a, l'opérateur n’est pas injectif pour
ke = —4 + /3. Résumons l'idée apportée par ces calculs : & géométrie fixée, I'opérateur borné
canoniquement associé au probléeme (11.11) est Fredholm d’indice 0 mais n’est pas toujours injectif.

o EXEMPLE 2. Etudions & présent un probléme plus proche de celui présenté dans le §11.2.2,
avec un changement de signe de o a Uintérieur du domaine. Définissons les ouverts Q =| — 1;1],
Oy =] — 1;—0[U]d; 1], Q2 =] — §; 0], avec 0 < 6 < 1. Introduisons la fonction o telle que o = o7 sur
Qq, 0 = o9 sur {2y. De nouveau, o1 > 0 et 09 < 0 sont des constantes. D’apres le Théoreme 11.2.4,
pour tout contraste x, € R* , I'opérateur borné de H3(f2) canoniquement au probléeme (11.11) est
Fredholm d’indice zéro. En procédant comme dans I’Exemple 1, on prouve que c’est en fait un
isomorphisme si et seulement si

fio & {0°/(6° —1),6/(6 — 1)}.

De nouveau, ceci montre que le résultat du paragraphe précédent n’est pas sous-optimal au sens
ot B n’est pas toujours un isomorphisme de H3(Q2).

o EXEMPLE 3. Reprenons la géométrie de I’Exemple 1 ci-dessus. Intéressons-nous au probléeme

Trouver u € H{ () NH2(Q) tel que :
AcAu = f eH YQ) (11.12)
cAu = 0 surof.

Etudions l'injectivité du probleme (11.12). Considérons u un élément de H§(Q) N H2(Q) vérifiant le
probléeme (11.11) avec f = 0. En utilisant les conditions aux limites, nous pouvons écrire
ui(z) = Ay(x —a)® + Bi(x —a) pour 2 € Q1 et wug(x) = Ag(x — b)® + Ba(z — b) pour x € Qs.

Les conditions de transmission & Uinterface u1(0) = ug(0), ugl)(O) = uy ' (0), 01u§2) (0) = O'ng) (0)

et alu?) (0) = Ugug)’)(O) imposent :

adA;+aBy = Ay +bB;y; 3a2A; +aB; = 3b%As+bBy ;
601&141 = 602aA2 N 601A1 = 602A2.
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Ceci implique A1 = As = By = By = 0. Par conséquent le probléme (11.12) est toujours injectif.
Ceci est cohérent avec le résultat du Théoreme 11.2.1 qui indique que 'opérateur B associé a ce
probléme constitue un isomorphisme.

Pour prouver le caractere discret des valeurs propres de transmission, nous avons besoin de
savoir montrer qu'il existe k € C tel que Popérateur Ay, : H3(2) — H3(Q) défini en (11.4) constitue
un isomorphisme (rappelons que B = Ap). La technique que nous avons développée dans ce para-
graphe ne permet pas d’obtenir ce résultat. Nous renvoyons le lecteur & [146] pour une preuve basée
sur I’étude d’une formulation équivalente a (11.2). Dans ce papier, 'auteur a besoin de I’hypothese
n — 1 plus grand ou plus petit que zéro dans un voisinage de la frontiere 0f).

Remarque 11.2.9 Pour aller plus loin et montrer qu’il existe k € C tel que Ay soit injectif, sans
hypothése de signe de n— 1, on peut imaginer utiliser la technique d’addition de variable permettant
d’étudier les opérateurs a paramétre (cf. [1] ainsi que les preuves des Lemmes 3.1.11 et 8.3.6). L’idée
consiste a remplacer le paramétre spectral k par une dérivée i0, par rapport a une nouvelle variable
z. En établissant une estimation a priori en 3D, on peut alors prouver le résultat d’injectivité désiré
en 2D. Nous travaillons actuellement sur cette méthode.

Dans la prochaine section, nous allons étudier 'opérateur B en utilisant ’approche T-coercivité
géométrique du Chapitre 1. Cela permettra de prouver facilement l'injectivité pour B et donc
le caractere discret des valeurs propres de transmission. Indiquons également que nous serons en
mesure de démontrer ces résultats dans des configurations pour lesquelles n — 1 change de signe
sur la frontiere. Malheureusement, le critére que nous allons devoir imposer & n — 1 est difficile a
vérifier a priori.

11.3 Utilisation de la T-coercivité géométrique

Supposons 2 divisé en deux sous-domaines Q, s avec Q = Q; U Qq, Q1 N Qy = (. Faisons
Ihypothese o(x) = o1(x) > C; > 0 p.p. dans Q4 et o(x) = o2(x) < Co < 0 p.p. dans Qo.
Définissons 'interface ¥ = 9Q; \ 90 = 09y \ 9Q. Notons I'; := 90 N IN et Ty := 909 N ON.

Introduisons les constantes

ol i==supo; < oo, of :=suploa| <oo, o] ::glf01>0 et o5 ::ig111f|02|>0.
1 2

Ql Q2

91,0'1 >0

FIGURE 11.2 — Exemples de géométries considérées.

Cette fois-ci, nous avons & construire des isomorphismes T de H3(f)) tels que la forme
(v,0) — b(v,Tp) = (cAv, A(Ty))q soit coercive sur H2(Q) x HZ(Q). Au niveau de l'interface,
les éléments de H3(€2) se raccordent en trace et en trace normale. Plus précisément, si u € H3(Q)
alors on a [ul|lz = [vs - Vullz = 0 ou [-]|s correspond au saut sur X. Ici, vy, désigne le vecteur
unitaire normal & ¥ dirigé, pour fixer les idées, vers Qo. A cause de la condition de raccord de trace
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normale, nous n’allons pas pouvoir utiliser les opérateurs du Chapitre 1.

Pour k£ =1, 2, introduisons 'espace des restrictions des éléments de Hg(Q) aQp:
H3 1, (%) = {vlo,, v € HYQ)}.

Nous notons ﬁ(Hg’Fl(Ql),Hg’FQ(QQ)) I'espace des opérateurs bornés de Hg,rl(Ql) dans
HaFQ(Qg). L’espace E(H(Q)ym(ﬂz),H%’Fl(Ql)) est défini de fagon analogue. De plus, si R} €
Lﬁ(Hg,Fl(Ql),H%,F2 (Q2)) et Ry € E(Ha r,(£22), Hg,rl(Ql))7 nous définissons

[ Raf := sup [A(R1v)[lo, et ||Ref = sup [A(R2v)||e; -
vel 1 (), ]| Av]lo, =1 veH? 1 (22), | Av]o,=1

Introduisons les espaces d’« opérateurs de transfert »
Ry = {Rl S ﬁ(HaFl (Ql)7H(2),F2(QQ)) ’ Rl'l)’Z = U|E et VE‘V(Rl’U)‘Z = I/E‘V’Uk;, Yu € Hg,fﬁ (Ql)},
Ro = {RQ € E(I‘Ial~2(92),H(Z)’F1 (Ql)) ’ RQU’Z = ’U|§; et VE'V(RQ'U)‘Z = VE'V’U|§), Yu € H37F2(92)}.

Remarquons que ces espaces ne sont pas vides. Considérons par exemple l'opérateur Ry qui a
¢ € H3(Q) fait correspondre I'unique solution du probléme

Trouver Rip € H?(Q3) tel que :

AosA(Rip) = 0 dans Q9

Ryip =0 sur I'y

v-V(Rip) = 0 sur I'y (11.13)
Ry = sur X

vs-V(Rip) = ve-Ve surX.

De la méme fagon, notons Ry l'opérateur qui & ¢ € HZ(2) fait correspondre I'unique solution du
probléme
Trouver Rap € H?(Q) tel que :

AciA(Ryp) = 0 dans

Royp = 0 sur I'q

v-V(Rep) = 0 sur I'y (11.14)
Rop = sur X

vy - V(Rap) = vy-Ve surX.

On vérifie sans mal que R; appartient & R; tandis que Ry constitue un élément de Ro. Maintenant,
pour Ry € R1 et Ry € Ry fixés, définissons les opérateurs

Q -2 Q
1 sur C Typ i (il Rops  sur

T = .
1 —po +2R1p1  sur ( V2 sur )y

Pour tout ¢ € H3(2), on a [T1¢]|s = [vs - V(T19)]ls = 0 et [T2¢]|s = [vs - V(T2p)]|s = 0. Par
ailleurs, on note que T; o Ty = Tg o To = Id. Ceci prouve que Ty et Ty sont des isomorphismes de
Hg (©). Par conséquent, nous avons les équivalences

[v vérifie b(v, ) = l(¢), Yy € H%(Q)]
& [v vérifie b(v, T1p) = I(T1), Yo € HZ(Q)]
& [v vérifie b(v, T2p) = I(T2¢), Ve € H3(Q)] .

Evaluons & présent b(v, T1v) pour v € H3(Q). Avec I'inégalité de Young, nous pouvons écrire, pour
tout n > 0,

b, Tiv) = (0120, Av)g, + (02| Av, Av)g, — 2(|o2|Av, A(Riv))a,

> ((o1 = oF | Bi[*n~ 1) Av, Av)q, + (lo2|(1 — n)Av, Av)q,.

En calculant de la méme fagon b(v, Tev) pour v € H%(Q), nous pouvons alors énoncer le
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Théoréme 11.3.1 Supposons oy /oy > infg,cr, ||R1|? ou oy Jof > infg,er, || R2|?. Alors B :
HZ(Q) — H3(Q) définit un isomorphisme.

Remarque 11.3.2 Le résultat de ce théoréme est plus riche que celui du Théoréme 11.2.4 car ici,
on obtient également l'injectivité de B. Par contre, bien entendu, les hypothéses sont plus fortes
et surtout, ne sont pas vérifiables a priori car il est délicat d’évaluer les valeurs infgr er, || R1||* et
infRQERQ ||R2||2

En remarquant que I'opérateur Ay est inversible pour des k petits en valeur absolue et en utilisant
le théoréeme de Fredholm analytique, on déduit le

Corollaire 11.3.3 Supposons oy /oy > infg,er, |R1]|? ou o5 Joi > infr,er, || Ral|?. Alors l'en-
semble des valeurs propres de transmission est discret et dénombrable dans C.

Illustrations numériques

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’approcher par une méthode éléments finis la solution,
en supposant qu’elle est définie de fagon unique, du probléeme

Trouver u € H(Q)(Q) tel que : (11.15)

AcAu = f.

Nous prenons 2 := {(x,y) €]—5;5[x]—=3;3[}, Q2 := {(x,y) €]—2.5;2.5[x]|—1.5; 1.5[} et Q2 := Q\ Q.
Nous fixons le terme source f tel que f = 1 sur 1 et f = 0 sur Q9. Nous choisissons ¢ vérifiant
olo, = 01 = 1 et g|q, = o2 constant. Rappelons que nous définissons le contraste k, = o2/07.
Introduisons le probleme approché

Trouver up, € Vy, tel que : (11.16)

(cAup, Avy)o = (f,vn), Yun € Vh,

oil Vj est un espace d’approximation de H2(£2). Nous utilisons ’élément fini de Morley qui est codé
dans le logiciel Freefem++. Nous renvoyons le lecteur a [118, 32] pour une description de cet élé-
ment fini conforme. Pour la visualisation des résultats, nous utilisons les logiciels Matlab et Paraview.

D’aprés le Théoréme 11.2.4, nous savons que l'opérateur B associé au probleme (11.15) est
Fredholm d’indice zéro. Par conséquent, en supposant B injectif, nous savons que le probleme
(11.15) possede une et une seule solution. Mais méme sous cette hypothese, en raison du caractere
non fortement elliptique de 'opérateur B, il n’est pas évident de prouver que le probleme approché
(11.16) est bien posé, y compris pour h suffissamment petit. Nous laissons cette question de la
justification de la méthode d’approximation de c6té et supposons que 'on a bien convergence.
Autrement dit, nous supposons que le probléeme (11.16) est bien posé pour h assez petit et que sa
solution approche la solution du probléme (11.15). Ici, nous souhaitons surtout avoir une idée de
I'influence du changement de signe de o dans le probleme (11.15).

Sur la Figure 11.3, nous représentons la solution u; du probleme (11.16) dans la configura-
tion 01 = —o9 = 1, i.e. dans le cas ou kK, = —1. Nous n’observons pas de comportement singulier
au voisinage de l'interface contrairement a ce que nous aurions obtenu en discrétisant le probleme
« trouver u € H}(Q) tel que (cVu, Vo)o = (f,v)q, pour tout v € Hj(Q) ». Ce résultat est en accord
avec le caractere Fredholm de 'opérateur B. Lorsqu’on observe cette simulation numérique, il n’est
pas évident de retrouver le changement de signe dans ’équation. Ceci vient du fait que la solution
dans HZ(Q), a linterface, vérifie les conditions de raccord [u]|s = [vs - Vu]ls = 0. On n’observe
donc pas la « cassure » caractéristique de la solution du probléme « trouver u € Hé(Q) tel que
(oVu, Vv)a = (f,v)q, pour tout v € H§(Q2) », due & la relation de transmission [ovs, - Vu]|g = 0.
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La Figure 11.4 montre une vue en coupe dans le plan d’équation y = 0 des solutions du probléeme
(11.16) pour 01 = —o2 = 1 et 01 = 03 = 1. Il y a bien une différence entre ces deux solutions.

Sur la Figure 11.5, on trace la norme [[Auy|lq de la solution du probléme (11.16) en fonction
du contraste k, = o2/01. Plus précisément, on fixe o1 = 1 et on fait varier 9. On remarque la
présence de pics laissant penser que l'opérateur B n’est pas toujours injectif. Ceci concorde avec
les calculs menés en 1D dans le §11.2.3. Pour nous assurer que le calcul n’est pas completement
faux, nous avons affiché la norme de uj, pour des contrastes positifs (Figure 11.5, en haut). Pour de
telles valeurs de K, le probléeme (11.15) est bien posé et il n’y a pas de pics. La derniére remarque
concerne l'intervalle de contrastes dans lequel se situe les pics. Dans le §11.3, nous avons prouvé
que l'opérateur B est un isomorphisme pour x, << —1 et x;! << —1. Encore une fois, les deux
courbes de la Figure 11.5 sont en accord avec ce résultat.

.48661
6

-2.71le-5

FIGURE 11.3 — Approximation numérique de la solution du probléme (11.15) pour o1 = —og = 1.

Coupe en y=0

——0,=-0,=1

=)
T

——0,=0,=1

Amplitude de la solution
N w S Ul

[
T

FIGURE 11.4 — Vue en coupe dans le plan d’équation y = 0 des solutions du probléme (11.16) pour
01 = —o03 =1 (en bleu) et 01 = 02 = 1 (en rouge).
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Norme de la solution en fonction du contraste
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Norme de la solution en fonction du contraste
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Contraste

FIGURE 11.5 — Approximation numérique de la solution du probléme (11.15) en fonction du contraste
Ko = 03/01. On fixe 01 = 1 et on fait varier o9. En haut, o9 € [—40;20]\{0}. En bas, on fait un
zoom pour oy € [—3;0][.
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11.4 Etude du probléme de bilaplacien avec changement de signe
avec conditions mixtes

Revenons a I’étude du probléme de bilaplacien avec conditions aux limites mixtes, posé dans le

domaine Q C R2,
Trouver u € H{ () NH2(Q) tel que :

AcAu = f dans . (11.17)
ocAu = 0 sur N

Pour f € (H§(Q2) N H2(2))*, nous avons prouvé avec le Théoréme 11.2.1 que ce probléme est bien
posé quand (2 est convexe ou de classe €2, et lorsque o € L°°(Q) vérifie 0= € L>°(Q). Nous vou-
lons dans cette partie étudier d’autres configurations, notamment des situations dans lesquelles (2
n’est ni de classe €2 ni convexe. Nous supposons que € C R? est un ouvert a frontiere 92 polygonale.

De nouveau, nous munirons H}(Q) N H2(Q) du produit scalaire (u,v) — (u, ’U)Hg(ﬂ) = (Au, Av)q.
En intégrant par parties, on prouve l'estimation a priori (voir [88, théoréeme 2.2.3] ou [96, 110]) :

Jullpzi) < Cl|Aullg,  Vu € Hy(Q) N H?(Q)

ou C est une constante qui ne dépend que du domaine 2. Cette estimation apporte beaucoup
d’informations. Elle montre que 'opérateur A : H}(Q) NH2(Q) — L2(Q) est injectif & image fermée
(c’est un monomorphisme). On peut ensuite caractériser 'orthogonal de I'image de 'opérateur A
dans L2(Q). Le théoréme 2.3.7 de [88] indique qu’il est de dimension finie N ot N est le nombre
de sommets de J€) dont 'ouverture est plus grande que w. Ainsi, A est un opérateur injectif de
type Fredholm d’indice —N. Lorsqu’il n’y a pas de coin rentrant, i.e. lorsque {2 est convexe, on
retrouve le fait que le Laplacien avec condition de Dirichlet homogeéne définit un isomorphisme de
H{(Q) N H2(Q) dans L2(9).

Dans le paragraphe 11.2.1, nous avons défini la forme sesquilinéaire

b(v,p) = (0Av,Ap)a,  V(v,¢) € Hy(Q) NHA(Q) x Hy(Q) NH(Q)
et 'opérateur continu de H}(Q2) N H2(Q) associé tel que
(Bo, @)y = bo9), V(o,9) € HYQ) NHAQ) x HY(Q) NHA(Q).  (1118)

11.4.1 Le paradoxe de Sapongyan pour le cas ¢ positif

Supposons dans ce paragraphe qu’il existe une constante C telle que ¢ > C' > 0 p.p. dans €.
Dans ce cas, la forme b est coercive sur H) () N H2(Q) x H}(Q) N H2(R) que le domaine Q soit
convexe ou non. D’apres le théoréme de Lax-Milgram, le probléeme (11.17) posséde une unique
solution et B constitue un isomorphisme de Hj(Q2) N H2(K).

Maintenant cherchons a résoudre en deux étapes le probleme (11.17). Pour simplifier, supposons ici
que f appartient & H-1(Q). Notons vy € H}(€2) la fonction telle que Avg = f. Introduisons ensuite
up I'élément de H{ () satisfaisant Aug = o~ 1vg. Lorsque Q est convexe, on a ug € Hj(2) N H2(Q).
Dans ce cas, ug vérifie le probleme (11.17). Puisque celui-ci est bien posé, on déduit ug = u. Quand
Q n’est pas convexe, il peut arriver qu'on ait ug ¢ H(Q2) N H?(). Dans cette situation, on a
AcAug = f dans Q et ug = cAug = 0 p.p. sur 92 mais ug n’est pas la solution du probleme
(11.17). C’est ce que S.A. Nazarov et G.H. Sweers appellent, dans les articles trés instructifs
[120, 121, 122], le paradoze de Sapongyan. Ce dernier, mathématicien russe du début du XIxieme
siecle, obtenait, grace a des techniques de transformations conformes, une solution qui n’était pas
d’énergie mécanique finie. Puisqu’il n’avait pas d’explication, il a qualifié ce phénomene de paradoxe.
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Néanmoins, et c’est 1'objet des articles
[120, 121, 122], il existe un moyen de ré-
soudre le probleme de bilaplacien (11.17)
en deux étapes tout en obtenant bien la 0
solution d’énergie finie, c’est-a-dire celle
dans H}(2) N H2(€2). Pour simplifier, nous
commencons par supposer que {) ne pré-
sente qu’un seul coin rentrant O dont
louverture est égale & a €]m;2n| (cf. Fi-
gure 11.6). La méthode consiste a résoudre
de facon intelligente les deux problemes de
Laplacien avec condition de Dirichlet homogene qui apparaissent dans le probléeme (11.17). Avant
d’aller plus loin, nous devons rappeler quelques éléments classiques de la théorie des singularités
pour le probléeme du Laplacien dans un polygone non convexe.

FIGURE 11.6 — Frontiere polygonale non convexe pré-
sentant un seul coin rentrant — N = 1.

Introduisons ( telle que )
C(x) =y~ ™/gin (m0/a) + ((x). (11.19)

ot ¢ est 'unique fonction de H(Q) vérifiant Al =0 p.p. dans Q et { = —r~™/%sin (m0/a) p.p.
sur 0. Ici, (r,6) désignent les coordonnées polaires centrées en O avec = (rcos,rsinf). Nous
supposons {2 non convexe en O. Ceci impose 0 < 7/a < 1. Par un calcul direct, on montre alors
que x — 7~/ *sin (16 /a) appartient & L2(Q)\H!(Q). Cela prouve que ¢ n’est pas nulle. Résumons
les propriétés vérifiées par ¢. On a ¢ # 0, ¢ € L2(Q)\H'(Q), A = 0 p.p. dans Q et ¢ = 0 p.p. sur
09Q. En fait, ¢ constitue une base de I'espace des fonctions présentant de telles propriétés. Avec le
lemme 2.3.6 de [88], on prouve la

Proposition 11.4.1 Soit ¢ € L2() une fonction telle que Ap = 0 p.p. dans Q et ¢ =0 p.p. sur
09). Alors il existe une constante a telle que ¢ = a(.

On déduit que toute fonction v € L2(€) vérifiant Av = f € H71(Q) et v = 0 p.p. sur 9, admet la
décomposition
v(x) = vo(x) + a((x), (11.20)

avec vy € H§(Q) vérifiant Avg = f € H™1(Q), a constante. Autrement dit, I’ensemble des fonctions
de L2(Q) telles que Av = f € H1(Q) et v = 0 p.p. sur N est un espace affine de dimension un.

Remarque 11.4.2 Pour le domaine particulier @ = {(rcos@,rsinf)|0 < r < R, 0 < 0 < a},
avec R > 0 et o €]m; 2], on a {(x) = (r~™/® — R=2™/p™/) gin (10 a).

Présentons ensuite un résultat de décomposition en partie singuliere/partie réguliere des éléments
de H}(Q) a Laplacien dans L2(Q).

Proposition 11.4.3 Considérons ¢ € Hy(2) telle que Ap = g € L2(2). Alors ¢ admet la décom-
position
o(x) = cr™ ®sin (m0/a) + ¢(x), (11.21)

avec ¢ € H2(Q). Par ailleurs, le coefficient de singularité ¢ dans (11.21) est donné par ’expression

= 7(77)_1(.9’ C)Q
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Remarque 11.4.4 Pour montrer la deuxiéme partie de cette proposition, on travaille exactement
comme dans la Proposition 5.3.3 du Chapitre 5 : on intégre par parties dans (Ap,()q; ou Qs =

O\B(0,9), on utilise la relation A =0 p.p. dans 2, puis on fait tendre § vers 0.

En remarquant que x + r™/“sin (76/«) appartient & H'(Q)\H?(Q) (car 7/a < 1), on déduit le

Corollaire 11.4.5 Soit p € H}(Q) telle que Ap = g € L2(Q). Alors ¢ € H2(Q) si et seulement si
(9,¢)a = 0.

Nous disposons maintenant de tous les outils pour résoudre le probléme (11.17) en deux étapes.
Considérons f € H71(Q) et définissons v € L2(£2) comme en (11.20). D’aprés le Corollaire 11.4.5,
pour que la fonction uy € H}(Q) telle que Aug = o~ v soit dans H?(€2), il faut bien choisir v, grace
au degré de liberté que l'on a dans (11.20). Plus précisément, dans (11.20), il faut prendre a tel que

0= (c""0,0)a = (6""v,0)a+a(c7'¢,()a

(11.22)
& a=—(0"tv,a/(c71¢ Oa.

Résumons le processus pour obtenir la solution dans H}(£2) N H?(2) du probléme (11.17) :

—_——— e — e — — —

\ \
} o 1. On considére vy € H(€2) la fonction vérifiant Avy = f. }
\ !
} © 2. On introduit v = vy + a{ avec ¢ définie par (11.19) et a constante. :
. ©3. On choisit a = —(67 g, O)a/(67¢, ¢)q de sorte que (0 1v,¢)g = 0. }
‘ \
\ \
\ \
\ !
\ !

o 4. La fonction u € H}(Q) telle que Au = o~ 1v est alors la solution de (11.17)
car elle appartient & H2(Q).

11.4.2 Etude dans le cas ot o change de signe

Lorsque o change de signe, la forme sesquilinéaire b associée au probléme (11.17) n’est bien
stir plus coercive. Lorsque le domaine  est convexe ou de classe €2, en utilisant la technique
de la T-coercivité, nous avons montré dans le Théoréme 11.2.1 que le probléme (11.17) est bien
posé. D’autre part, dans la deuxiéme preuve du Théoreéme 11.2.1, nous avons prouvé que sous ces
hypotheses, le probléeme de bilaplacien (11.17) peut également se résoudre en deux étapes. Nous
souhaitons maintenant étudier le cas ot € n’est ni convexe ni de classe €. Rappelons que nous
avons supposé la frontiere 992 polygonale. Nous allons prouver que le probléme (11.17) est bien
posé au sens de Fredholm. Cependant, et c’est la nouveauté par rapport au cas {2 convexe ou de
classe €2, selon les valeurs de o, il peut apparaitre un noyau (et un conoyau) dont la dimension est
inférieure ou égale au nombre de coins rentrants du domaine.

Frontiére présentant un seul coin rentrant

Pour débuter, nous supposons que 0f) ne présente qu'un coin rentrant situé en O, d’ouverture
a €]m; 2mw]. Pour nous donner une intuition, étudions le noyau de 'opérateur B. Si u vérifie le
probléme (11.17) avec f = 0, nous savons d’apres la Proposition 11.4.1 qu'il existe une constante
a telle que Au = ao~1¢. Puisque u € H}(Q2) N H2(), en vertu du Corollaire 11.4.5, on a alors
nécessairement la relation

a(o™'¢, (o = 0. (11.23)

Ceci nous ameéne a considérer deux cas : ou bien o est tel que (671¢,()q # 0 ou bien o est tel que

(U_1C7 C)Q =0.
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* kK ok ok

Cas (671¢,Q)a #0

* Kk x K
Supposons d’abord (671¢,()q # 0. On a alors la

Proposition 11.4.6 Supposons que la frontiére de €2 soit un polygone comportant un coin rentrant.
Supposons que o € L>(Q) vérifie o=t € L®(Q) et (671¢,{)a # 0, ot ¢ est définie en (11.19).
Alors pour tout f € H-Y(Q), le probléme (11.17) posséde une unique solution avec l’estimation de
continuité

[ullmz ) < CllFlla-1(

Preuve. x INJECTIVITE. Soit v un élément du noyau de B. Nous venons de voir qu’il doit satisfaire
la relation Au = ac~!¢ avec a telle que a(c~1(,{)q = 0. Lorsque (671¢,¢)q # 0, nous déduisons
Au = 0. Puisque opérateur A : H{(Q) N H2(Q) — L2(£2) est injectif, ceci entraine u = 0.

* SURJECTIVITE. En reprenant la démarche du paragraphe précédent, on observe que lorsque
(c71¢,O)a # 0, on peut continuer & exploiter le degré de liberté dans (11.22) pour construire
une solution dans Hj(Q2) N H2(2) au probléme (11.17). Plus précisément, pour f € H™1(Q), on
considére vy € H(Q) la fonction vérifiant Avg = f. On introduit v = vg + a{ avec ¢ définie par
(11.19) et a = —(o7 vy, )a/(071(,()q. La fonction u € H§(Q) telle que Au = o~ 1o est alors
une solution de (11.17) car elle appartient & H?(£2). On a de plus les estimations suivantes, avec C
constante variant d’une ligne a ’autre,

lulliz) < Clle™vla
< C(llvolle + lal)
< C(llvollmy o) +!(0’1vo, Q/(U’lé,é)n\)
< Cllvolly ) < Cllfllu-1
Ceci termine la preuve. [

Pour la forme, montrons ce résultat avec la technique de la T-coercivité.

Proposition 11.4.7 Supposons que la frontiere de 2 soit un polygone comportant un coin rentrant.
Supposons que o € L>(Q) vérifie o7t e L®(Q) et (671¢, ¢ )a # 0, ot ¢ est définie en (11.19). Alors
B H{(Q) NH2(Q) — HY(Q) NH2(Q) définit un isomorphisme.

Preuve. Introduisons 'opérateur T qui & u € H}(Q) N H2(Q) associe la fonction Tu € H{(Q) telle
que A(Tu) = o1 (Au+a() avec a = — (0 Au, )a/(071¢, ()q. Puisque (67 (Au+a(),()q = 0,
nous savons que Tu appartient a H2(Q) d’apres le Corollaire 11.4.5. Ainsi, T constitue un opérateur
continu de H§(Q2) N"H2(Q) dans H{(Q) NH2(Q). Pour tout (u,v) € H(Q) NH2(Q) x H{(Q) NH2(Q),

on calcule alors
(B(Tu),v)Hg(Q) = b(Tu,v) = (0 A(Tu),Av)q

(Au+ ag, Av)g
= (Au,Av)g = (u,0)52(0)-

Le passage a la derniére ligne s’obtient en remarquant que (¢, Av)g = 0 car v € H(Q) N H2(Q)
(Corollaire 11.4.5). Ainsi, nous avons B o T = Id. Puisque B est autoadjoint, nous déduisons que B
constitue un isomorphisme avec B~! = T. [

Remarque 11.4.8 Le résultat de la Proposition 11.4.7 est un peu plus général que celui de la

Proposition 11.4.6 car il indique que le probléme (11.17) est bien posé pour un second membre dans
(H(Q) N H2(Q))*, espace plus gros que H1(Q).
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Arrétons 1a Iétude du cas (071, ()q # 0 et intéressons-nous & la situation (c71¢, )g = 0.

* )k Kk ok Kk
Cas (671¢,¢)a =0

* Kk ok ok

Nous n’allons plus pouvoir utiliser ce fameux degré de liberté pour construire une solution au
probléme (11.22) dans H§(©2) N H2(Q) et il va apparaitre un noyau ainsi qu’un conoyau.
Notons 1) la fonction de H}(§2) satisfaisant

Ay = o7 1¢. (11.24)

Puisque (671¢,¢)q = 0, le Corollaire 11.4.5 indique que 1 appartient & H?(£2). Par conséquent, 1)
constitue un élément de ker B. Pour caractériser le conoyau associé au probleme (11.17), introduisons
la fonction ¢ € H{(Q) telle que

(VE,VEa = (07"¢,&)a, v¢' € Hy(Q). (11.25)
On a alors la

Proposition 11.4.9 Supposons que la frontiere de £ soit un polygone comportant un coin rentrant.
Supposons que o € L°(Q) vérifie o= € L°(Q) et (671¢,()q = 0. Alors pour tout f € HY(Q), le
probléme (11.17) posséde une solution si et seulement si (f,£)q = 0. Dans ce cas, la solution est
définie a la droite vect(t)) pres.

Dans cet énoncé, les fonctions C, & et 1 sont respectivement définies en (11.19), (11.25) et (11.24).

Preuve. + NOYAU. Si u appartient & ker B alors, d’aprés (11.23), on a 0 Au = a{ ou a est une
constante. Ainsi, ker B C vect(1)). Comme indiqué précédemment, on a 1) € ker B et donc ker B =
vect(1)).

x CONOYAU. Considérons f € H™1(Q) tel que (f,€&)q = 0. Dans ce cas, la fonction vy € H(12)
telle que Avg = f satisfait la relation de compatibilité (0~ 1vg, () = 0. Par conséquent, toujours
en vertu du Corollaire 11.4.5, la fonction u € H{(Q) vérifiant Au = o~ lvy est dans H2(Q) et
constitue donc une solution du probléme (11.17). Maintenant considérons f € H™1(€2) tel que
(f,€)q # 0. Supposons qu’il existe une solution u au probleme (11.17). Alors, on a cAu = vy + a(,
oit vy € HY(Q) satisfait Avg = f et a est une constante. Ceci impose, (¢~ 1vg, ()q = 0. Mais 1’on
a (07 g, Q)a = (f, €)q- Nous sommes donc conduits & une absurdité. Ceci montre qu'il existe une
solution au probleme (11.17) si et seulement si (f, &), = 0. ]

Frontiére présentant plusieurs coins rentrants

FI1GURE 11.7 — Frontieére polygonale non convexe présentant trois coins rentrants — N = 3.

Supposons que la frontiére 92 présente N coins rentrants O; d’ouverture «; €]m;2n[, i = 1... N
(voir Figure 11.7). Nous notons (r;,6;) les coordonnées polaires associées a O;. Commengons par
rappeler quelques résultats de la théorie des singularités pour le probleme du Laplacien dans un
polygone comportant plusieurs coins rentrants.
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Pour i = 1... N, introduisons ¢; € L%(Q)\H!(£2) la fonction telle que

((x) = ri_w/a" sin (10; /i) + Gi(x). (11.26)

—7 /oy

ot {; est I'unique élément de H'(Q) vérifiant Aé; = 0 p.p. dans Q et {; = -, sin (76, /) p-p-
sur 992. Notons que (; # 0, ¢; € L2(Q)\H' (), A¢; = 0 p.p. dans Q et ¢; = 0 p.p. sur 9. Le résultat
suivant généralise la Proposition 11.4.1 au cas ou il y a plusieurs coins rentrants dans la frontiere
oq.

Proposition 11.4.10 La famille ((;)Y., constitue une base de lespace {p € L2(Q)|Ap =
0 p.p. dans Q et ¢ =0 p.p. sur ON}.

Preuve. Avec le lemme 2.3.6 de [88], on montre que si ¢ € L?(Q2) est une fonction telle que Ay = 0
p-p- dans et ¢ = 0 p.p. sur 91, alors il existe N constantes a1, ...,an telles que ¢ = Zfil a; G-
Ainsi, (¢;)X, est une famille génératrice de {p € L%(Q) | A¢ = 0 p.p. dans Q et ¢ = 0 p.p. sur 9Q}.
D’autre part, si Zﬁil a; ; = 0 p.p. dans €, puisque les fonctions x ri_ﬂ/ai sin (76;/c;) ne sont
pas H' localement au voisinage de O;, on déduit a; = --- = ay = 0. La famille (;)X; est donc
libre. [ |

La Proposition 11.4.10 montre que toute fonction v € L?(2) vérifiant Av = f € H™1(Q) et v = 0
p-p. sur 052, admet la décomposition

N
v(®) = vo(x) + ) a; Gi(). (11.27)
i=1

Ci-dessus, vg € H{(Q) est la fonction vérifiant Avy = f € H™1(2) tandis que ay,...,ay sont des
constantes.

En présence de N coins rentrants dans la frontiere, le résultat de décomposition en partie
singuliere/partie réguliere des éléments de H}(Q2) a Laplacien dans L2(Q2) devient (cf. théoréme
6.4.4 et paragraphe 6.6.1. de [102]) :

Proposition 11.4.11 Considérons ¢ € H}(Q) telle que Ap = g € L2(2). Alors ¢ admet la dé-
composition

N
o(x) = Z ci r:/ai sin (70; /i) + Gi(x), (11.28)
i=1

avec ¢; € H2(Q), i = 1...N. Par ailleurs, le coefficient de singularité c; dans (11.28) est donné
par la formule

¢i = —(m) g, G-
En remarquant que x — T‘Z-r/ai sin (m6; /c;) appartient & H(Q)\H?(€2), on déduit le
Corollaire 11.4.12 Soit ¢ € H{(Q) telle que Ap = g € L2(Q). Alors ¢ € H2(Q) si et seulement
si (9,¢i)o=0pouri=1...N.

Nous sommes maintenant en mesure de nous lancer dans I’étude du probleme (11.17). De nouveau,
pour nous faire une idée, considérons u une solution de (11.17) avec f = 0. D’apres la Proposition
11.4.10, on a alors o Au = Y-  a;¢; ot ay, ..., an sont des constantes. Puisque u € H2(Q), on doit
avoir (Zf\il a; o0 G, ¢j)o =0 pour j =1...N. Ceci nous conduit a introduire la matrice

(071, ¢)a - (071, Cv)a
M := : : (11.29)
(c7%n, Qo - (07NN, Cw)e

Divisons notre étude en deux cas selon la dimension du noyau de M.



11.4. Bilaplacien avec conditions mixtes 277

* % % K %
CAS M INVERSIBLE

* Kk Kk kK

Supposons la matrice M inversible. Construisons une base duale de vect((y, ..., {y) qui nous servira
dans la suite.

Lemme 11.4.13 Supposons o € L>(Q) avec o= € L>®(2). Supposons de plus o tel que la matrice

M soit inversible. Alors il existe N fonctions A\i, i = 1... N, appartenant d vect((y,...,(n), telles
que

(ailki,gj)g = 0ij, pour i, j€{l,...,N}.
Preuve. Soit A I'inverse de M. II suffit de prendre A; := Zé\f:l A Cr. [ |

On peut alors prouver la

Proposition 11.4.14 Soit Q un polygone comportant N coins rentrants. Supposons o € L>(Q)
avec o~ € L*®(Q). Supposons de plus o tel que la matrice M définie en (11.29) soit inversible.
Alors pour tout f € HY(Q), le probléme (11.17) posséde une unique solution avec I’estimation de
continuité

lullgz @) < Cllflla-1(0)-

Preuve. * INJECTIVITE. Si w est un élément de ker B, on a cAu = Zf\il a;¢; ou les a;
sont des constantes. Puisque u appartient & H2?(Q), les relations de compatibilité impliquent
(Zf\il a;o ! Gi,Gj)a = 0 pour j = 1...N. Ceci implique a; = --- = ay = 0 car la matrice M

est inversible. Ainsi, nous pouvons écrire Au = 0. Une nouvelle fois, on déduit u = 0 car 'opérateur
A H{(Q) NH2(Q) — L23() est injectif.

*x SURJECTIVITE. Considérons f € H71(£). Introduisons vg € H}(€2) telle que Avg = f. Définissons
ensuite v := vg — Zfil a; \i avec, pour i = 1... N, a; := (6 v, (;)q. La fonction u € H}(Q) telle
que Au = o~ 'v est alors dans H2(Q2) car le second membre vérifie les conditions de compatibilité.
Ceci termine la preuve. n

Prouvons ce résultat avec la méthode de la T-coercivité.

Proposition 11.4.15 Soit  un polygone comportant N coins rentrants. Supposons o € L>(Q)
avec ajl € L>(Q). Supposons de plus o tel que la matrice M définie en (11.29) soit inversible.
Alors B : H} () N H2(Q2) — HY(Q) N H2(Q) définit un isomorphisme.

Preuve. Introduisons I'opérateur T qui & u € H(Q) N H?(Q) associe la fonction Tu € H(Q)
telle que A(Tu) = o~ (Au + XN, a; \;) avec, pour i = 1...N, a; = —(67"Au, (). Puisque
(0" Au+ N a; \),¢)a =0 pour j = 1...N, on a Tu € H*(Q) d’aprés le Corollaire 11.4.12.
Ainsi, T est un opérateur continu de H{(Q2) N H2(Q) dans H}(2) N H3(Q). On vérifie alors comme
dans la preuve de la Proposition 11.4.7 1’égalité B o T = Id. Ceci montre que B et T sont des
isomorphismes de H{(2) N H?(Q) avec B! =T. |

Remarque 11.4.16 L’hypothése « M inversible » porte uniquement sur les valeurs de o en fonction
de la géométrie du domaine. En effet, les singularités (;, i = 1...N, ne dépendent que de la
géométrie de ).

Remarque 11.4.17 Lorsqu’il n’y a qu’un coin rentrant dans 052, la matrice M, un scalaire dans ce
cas, est inversible si et seulement si (071(1,1)q # 0. On retrouve ainsi le résultat de la Proposition
11.4.6.
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Remarque 11.4.18 Lorsque ¢ > C > 0, la matrice M est toujours inversible. En effet, si

(a1...an)! € kerM, alors la fonction T := Y1, a;(; vérifie (07 7,¢;)q = 0 pour j = 1...N,

et donc (c'7,7)q = 0. Cela implique 7 = 0. Puisque la famille (CG)N, est libre, on déduit

a; = -+ =ay = 0. Ceci est cohérent avec le fait que b est coercive sur H§(Q)NHZ(Q) x Hy(Q2)NH2(Q)
lorsque o > C > 0.

* % K Kk %
CAS M NON INVERSIBLE

* Kk k%

Supposons a présent que la matrice M définie en (11.29) posseéde un noyau de dimension M >
0. Introduisons by,...,by une base de ce noyau avec by, = (bpi...by,n)! pour m = 1...M.
Définissons ensuite les fonctions

N
=1

Lemme 11.4.19 La famille (By,...,By) constitue une famille libre de vect((q,...,(N).

Preuve. Supposons Ef\il a;B; = 0. Ceci implique

M N N M
0="2 ai( Y bi¢;) =D (D _aibiy)¢; = 0.
i=1 =1 j=1 i=1
Puisque la famille (1, ...,(x) est libre, on déduit Ef\il a;b;j = 0 pour j = 1...N. Autrement dit,
on a Zi]‘il a;b; = 0. Puisque b; ... by est une base de ker M, on a nécessairement a; = --- = ap; = 0.
Cela termine la preuve de ce lemme. [
Introduisons alors N — M fonctions 1, ...,vn_a telles que

vect(C1,y ..., () = vect(B, ..., Bar) ® vect(Y1, ..o, YN—M)-
Prouvons l'existence d’une base duale sur vect(y1,...,YN—n)-

Lemme 11.4.20 Supposons o € L*°(Q) avec 0= € L>®(Q). Supposons de plus o tel que la matrice
M définie en (11.29) posséde un noyau de dimension M > 0. Alors il existe N — M fonctions \;,
i=1...N — M, appartenant a vect(y1,...,YN-nm), telles que

(07N, vj)a = 6ij, pour i, j € {l,...,.N — M}.

Preuve. Définissons la matrice

(c7'vi,v)a o (7', v—m)a
M := : : :

: : (11.31)
(el yvom, ) oo (0TYyN—ML IN—M)0

t

Prouvons que cette matrice est inversible. Pour (ay,...ay_p)! € ker M, définissons la fonction

T = f\;_lM aiy;. Pour tout j = 1...N — M, on a (0~ 17,v;) = 0. Puisque (07!7,8;) = 0 pour
j=1...M, on déduit (c7'7,¢;) = 0 pour j = 1...N. Ainsi, 7 € vect(B1,...,Bn). Puisque, par
définition, on a également 7 € vect(yi,...,vn), on déduit 7 = i]i_lM aivi = 0. Or la famille
(71, - ,’yN:M) est libre. Par conséquent, a; = --- = ay_pn = 0. Ceci montre que M est inversible.

Soit alors A l'inverse de M. Il ne reste plus qu’a définir \; := sz\f:—lM Aspve. [
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Lorsque la matrice M présente un noyau de dimension M, il va apparaitre un noyau et un conoyau
de dimensions M pour le probleme (11.17).
Pour caractériser le noyau de B, introduisons, pour i = 1... M, la fonction 1; € H}(Q) vérifiant

Ay =o' B;. (11.32)

Puisque (0718;,¢;)o = 0 pour j = 1... M, nous savons d’apres le Corollaire 11.4.12 que v; ap-
partient & H?(€2). Par conséquent, 1; constitue un élément de ker B. Pour caractériser le conoyau
associé au probléme (11.17), introduisons, pour i = 1... M la fonction & € H{(2) telle que

(V&, V= (07"8i, )0, V& € Hy(Q). (11.33)
On a alors la

Proposition 11.4.21 Soit Q un polygone comportant N coins rentrants. Supposons o € L>(Q)
avec 0~ € L*>®(). Supposons de plus o tel que la matrice M définie en (11.29) posséde un noyau
de dimension M > 0. Alors pour tout f € H-1(Q), le probléme (11.17) posséde une solution si et
seulement si (f,&)q = 0 pour i =1...M. Dans ce cas, la solution est définie a vect(v1,...,¢¥n)
PrEs.

Dans cet énoncé, la matrice M et les fonctions &;, 1; sont respectivement définies en (11.29), (11.33)
et (11.32).

Preuve. » NOYAU. Si u appartient & ker B alors, d’apres (11.23), cAu = Zév:l a;¢; ou les

ai,...,ay sont des constantes. Puisque u € H?(Q), on a nécessairement ( ;\/:1 ajo™ (o = 0
pour j = 1...N. Ceci implique (a...ayn)! € ker M = vect(by,...,by). Autrement dit, il existe
des constantes ¢;, i = 1... M, telles que (a1 ...an)" = M, ¢;b;. On déduit

N N M M N M
ohu=3 a;G =3 (D ebig)¢ =D ci( 3 bisG) = D_cibss
j=1 j=1 i=1 i=1  j=1 i=1
On peut alors écrire u = Zi]\il cifi. Ceci montre la relation ker B C vect(vy,...,¢y). Puisque,
I'inclusion réciproque est vraie, on déduit ker B = vect(¢1,...,¥ar).

x CoNOYAU. Considérons f € H™1(Q) tel que (f,&)q = 0 pour i = 1...M. Introduisons
la fonction vy € H§(Q) vérifiant Avg = f. Définissons ensuite v := vy — ZZ]\; _1M a; A\; avec, pour
i=1...N—M, a; := (67 vy, (). Ona (07 v, ) = 0pouri = 1... N—M. Mais I'on a également
(07, Bi)q =0pouri=1... M. En effet, d’'une part, on (0 ~1vg, Bi)a = (Vvo, V&)a = (f,&)q = 0.
D’autre part, (671)j, B;)q = 0 pour tout i = 1...N — M, j =1... M. Ceci prouve (¢~ v, (;)q =0
pour i = 1...N. La fonction u est donc dans H?(2) d’apres le Corollaire 11.4.12 et constitue une
solution du probleme (11.17).

Maintenant considérons f € H™1() tel que (f, &), # 0 pour un certain i € {1,..., M}. Supposons
qu’il existe une solution u au probleme (11.17). Alors, on a cAu = vy + Z;VZI a;¢; - Ici, vg € HY ()
satisfait Avg = f et les ag,...,ay sont des constantes. On a alors nécessairement (o~ vg, 3;)q = 0
pour i = 1... M. Mais puisque (6~ 1vg, Bi)q = (Vvo, V&)a = (f, &i) g, nous sommes conduits & une
absurdité. Ceci montre qu’il existe une solution au probleme (11.17) si et seulement si (f, &) =0
pouri=1...M. ]

o EXEMPLE. Considérons 'ouvert §2 décrit par la Figure 11.8 qui présente la particularité d’étre
symétrique par rapport a 'axe (Ox). On choisit également de placer les sommets des coins rentrants
sur l'axe (Oz). Dans cette configuration, il est aisé de montrer que les singularités (; et (2 sont
symétriques par rapport a l'axe (Ox). En effet, pour ¢ = 1,2, la fonction G (z,y) — Ci(z,—y)
vérifie ¢; # 0, & € L2(Q)\HY(Q), A = 0 p.p. dans Q et {; = 0 p.p. sur Q. La Proposition 11.4.10
et le comportement de CAZ en O; imposent alors fl = ( pour i =1,2.

Par conséquent, lorsque o est antisymétrique par rapport a laxe (Oz), i.e. lorsque o(z,y) =
—o(z,—y) p.p. dans Q, la matrice M est égale a la matrice nulle. Dans cette situation, le pro-
bléme (11.17) posseéde un noyau et un conoyau tous deux de dimension 2.
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Y

FIGURE 11.8 — Domaine a frontiére polygonale symétrique par rapport a 'axe (Ox). Ici, Q présente
deux coins rentrants — N = 2.

11.4.3 Résultats en dimension supérieure

Présentons maintenant quelques résultats pour le probléeme (11.17) posé dans le domaine 2 C
R? avec d > 0. Comme nous I'avons vu, la nature de ce probleme dépend de facon cruciale des
propriétés de 'opérateur A : H3(2) N H2(Q) — L2(Q). En 2D, pour un ouvert polygonal, on a les
résultats suivants. Ou bien le domaine © est convexe et alors A : H{(Q) NH2(2) — L2(Q) constitue
un isomorphisme. Ou bien, 2 présente des coins rentrants et alors A : Hj(Q2) N H2(Q2) — L%(Q)
est Fredholm injectif avec un conoyau de dimension finie égale au nombre de coins rentrants. En
dimension d > 0 quelconque, les propriétés de A : H§(Q2) N H2(Q) — L2(9) sont plus variées.

Domaines réguliers en dimension d

Lorsque € est de classe 42 ([83, théoréme 8.12]) ou convexe ([87, théoréme 3.2.1.2]), pour tout
d > 0, l'opérateur A : H}(2) N H2(Q) — L2(Q) définit un isomorphisme. Dans ce cas, avec la
technique de la T-coercivité, on montre comme en 2D la

Proposition 11.4.22 Sup~posons QCR? d>0, de classe €2 ou convere. Supposons o € L>(Q)
avec 0=t € L®(Q). Alors B : H}(Q) NH2(Q) — HY(2) NH2(QQ) définit un isomorphisme.

Lorsque  n’est ni de classe €2 ni convexe, les choses se corsent quelque peu.

Pointes coniques non convexes en dimension d

Intéressons-nous d’abord aux « singularités géométriques non convexes » de dimension 0. Autre-
ment dit, nous étudions les domaines comportant des pointes coniques concaves. Pour simplifier la
présentation, nous supposons que §) ne présente qu’une telle singularité : Q C R? est & frontiere
09 de classe €2 mis a part en O. En ce point, Q coincide localement avec un cone. Précisons
cette notion en introduisant des notations qui serviront & étudier Popérateur B. Considérons w
un domaine de S?!, la spheére unité de R?. Définissons KF := {r0|0 < r < R, 8 € w}. Nous
supposons qu’il existe R > 0 et w C S ! de classe €2 tels que QN B(R,0) = K[ Ici, nous
définissons B(R,0) := {x € R¢||z| < R}.

Nous savons que le caractére bien posé du probleme (11.17) dépend des propriétés de
A HY(Q) N H2(Q) — L2(22). En vertu du théoréme de Lax-Milgram, cet opérateur est injec-
tif en toute dimension. Le travail se résume donc & obtenir des informations sur son conoyau.
D’apreés [100], nous savons qu'un bon point de départ consiste a déterminer les fonctions non

triviales de la forme
u(z) = r*®(0) (11.34)
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vérifiant le probleme
Au =0 p.p. dans K et u =0 p.p. sur OKS°.

Ici, nous avons noté K° := {r@|0 < r, @ € w}. Cette recherche de solutions a variables séparées
du probléme homogene s’apparente au calcul des modes dans les guides d’ondes. En coordonnées
sphériques, 'opérateur Laplacien s’écrit formellement

0 d—-10 1 -
A 942
Oor? r or rz2 7’

ott A désigne l'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphere unité. On peut alors obtenir les expres-
sions des exposants de singularité dans (11.34) :

d 2
Af = -5+ (1—) + g (11.35)

Ici, pg, est la k'™ valeur propre du probleme

~A®(0) = p®(H) dansw (11.36)

®0) = 0 sur Ow ’

et les fonctions ® dans (11.34) sont égales aux fonctions propres du probléme (11.36). L’opérateur
de Laplace-Beltrami est autoadjoint défini-positif. Par conséquent, les valeurs propres du probléme
(11.36) forment la suite

O<puy <pe<uz<... avec pp — oo lorsque k — oo.

Classiquement, la premiére valeur propre p; est simple (cf. [93, théoréme 1.2.5]). Les exposants
positifs de (11.34) vérifient alors

O<AT<A;§A§§... avecA;—>oolorsquek—>oo.

Les exposants négatifs sont eux donnés par A}’ =2 —d — AZ.

Introduisons maintenant des espaces adaptés pour mesurer les singularités (11.34). Notons
6 (Q\O) == {p € €=(Q)|supp(¢) N B(O,8) = 0 pour un certain § > 0}. Pour | € N et
B € R, définissons alors 'espace V%(Q) comme la fermeture de 6§°(Q2\O) pour la norme

1/2
.: 2(8—1+]al) | e |2 ) 11
lellvyey = (3 | - t+edlogel da) . (1137)
| <t
Dans la définition ci-dessus, pour le multi-indice o := (aq,...,aq) € N?, nous avons utilisé les
notations |a| == Y%, o et 9% = Og1...074. Attention, les « ici n’ont pas de rapport avec

I'ouverture du cone en O. Dans la suite, il n’y aura pas de confusion possible. Pour [ > 1, on peut
définir la trace des éléments de VZB(Q) sur 0L2. Celle-ci n’a aucune raison d’étre nulle. Pour prendre

en compte la condition de Dirichlet homogene, introduisons, pour | € N* et 8 € R, I'espace VlB(Q),
fermeture de 65°(Q2) pour la norme (11.37).

Pour [ € N* et § € R, nous pouvons alors définir les opérateurs

AL VEH @) NVE (@) = VEY(Q)

Co (11.38)
o = Agp =Ap

On a le théoréme fondamental (voir notamment [100, 102, 119, 114, 70, 71]
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Théoréme 11.4.23 Soit A{ défini en (11.35). Pour | € N* et 3 € R, 'opérateur A% : V?Ll(ﬂ) N

\7}34(9) — Vlﬁ_l(Q) constitue un isomorphisme si et seulement si

d
1—A{F<B—l+§<d—1+Af. (11.39)

Plus précisément,

i) siB—1+d/2<1—Af, A/ZB est de type Fredholm injectif mais pas surjectif;

i) si B —1+d/2>d—1+A], Allg est de type Fredholm surjectif mais pas injectif ;

iii) si B—1+d/2=1—A] ousi B—1+d/2 =d—1+AT, lopérateur Alﬁ n’est pas de type Fredholm

car son image n’est pas fermée dans VZB_I(Q).

AIJ n’est pas Fredholm Ag n’est pas Fredholm

A/ZB est injectif Alﬁ est surjectif

non injectif

, , B

I +2 I+3

R Afg est un igomorphisme
non surjectif :
1 1

-1 ; I+1

1—3 1—2

[ —(d/2—1+A)) l I+ (d/2 — 1+ A7)

FIGURE 11.9 — Propriétés de I'opérateur Alﬁ : VlﬁH(Q) N Véfl(Q) — V/lg_l(Q) en fonction de 3, d
étant la dimension de ’espace.

Pour notre probléme, nous nous intéressons a l'opérateur A}, i.e. All@ avec [ =1 et = 0. En effet,
on remarque que V)(Q) = L2(Q). D’autre part, on peut montrer (voir [121, lemme 3.4]) le

Lemme 11.4.24 On a V3(Q) NV, (Q) = HY(Q) N H2(Q).

Remarque 11.4.25 L’injection V3(Q) N VL (Q) c HL(Q) N H2(Q) est directe. L’autre sens se
montre en utilisant une inégalité de Hardy et Uinégalité de Poincaré sur w C S%1.

* * %k Kk x
POINTES CONIQUES EN DIMENSION d > 4

* Kk Kk kK

Le Théoréme 11.4.23 indique que Popérateur A} : V2(Q2) NV, (Q) — VI(Q) constitue un isomor-
phisme si et seulement si

1-Af <0-1+d/2<d-1+A] & d>4-2A7.

Ceci est toujours vrai en dimension d > 4. En vertu, du Lemme 11.4.24, on déduit que I'opérateur
A HY(Q) N H2(Q) — L%(Q) définit un isomorphisme. En procédant comme dans la preuve du
Théoreme 11.2.1, avec la technique de la T-coercivité, on montre alors sans difficulté la

Proposition 11.4.26 Soit Q C R, d > 4, un domaine dont la frontiére est de classe €% mis a
part en un nombre fini de points ot il coincide localement avec un cone mon convexe. Supposons

o € L®(Q) avec 0~ € L®(Q). Alors B : H)(Q)NH2(Q) — H)(Q)NH(Q) définit un isomorphisme.
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* Kk % Kk %k
POINTES CONIQUES EN DIMENSION d = 3

* kK kK

En dimension d = 3, on n’a pas nécessairement d > 4 — 2Af. Cela dépend de la valeur de Af,
donc de celle de 1, la premiere valeur propre de I'opérateur de Laplace-Beltrami sur la portion de
sphere w.

La valeur propre puj(w) dépend continiiment du domaine w (voir [98, 93]) et, d’apres le prin-
cipe du min-maz si w, C wp, on a p1(wy) > p1(wp). Par conséquent, lorsque 2 est convexe, on a
pa(w) > 1 (R? x Ry NS?) = 2. Cela implique AT > 1. Ainsi, lorsque la pointe conique est convexe,
onad > 4—2A] dés lors que d > 2 et Popérateur A : H}(Q) N H3(Q) — L2(Q) constitue un
isomorphisme. Ceci est en accord avec le théoréme 3.2.1.2 de [87] que nous avons utilisé et qui
indique que A : H}(Q) N H2(2) — L2(Q) est un isomorphisme en dimension quelconque dés lors
que le domaine €2 est convexe. Ce résultat reste vrai quand la pointe conique est non convexe avec
Af > 1/2 & py > 3/4. Ceci permet d’énoncer la

Proposition 11.4.27 Soit Q C R? un domaine dont la frontiére est de classe €° mis a part en un
en point O ot il coincide avec un cone d’ouverture w C S?. Supposons w tel que p1(w), la premiére
valeur propre de l'opérateur de Laplace-Beltrami définie en (11.36), vérifie uy(w) > 3/4. Supposons
o € L2(Q) avec 0= € L®(Q). Alors B : HY(Q)NH(Q) — HA(Q)NHZ(Q) définit un isomorphisme.

Remarque 11.4.28 Ce résultat n’est pas vide ! En effet, il existe des pointes coniques non convexes
pour lesquelles juy (w) > 3/4. Pour se persuader de cela, il suffit de se souvenir que ju1(R?xRNS?) =
2 et que py(w) dépend continiment de w.

Comme indiqué dans le lemme 5.1 de [121], il existe des pointes coniques telles que p;(w) < 3/4.
Ceci implique Dexistence de points coniques pour lesquelles p;(w) = 3/4 (cf. [68, 54, 4]). Pour ces
derniéres, d’aprés le Théoréme 11.4.23, 'opérateur A : HA(2) N H2(Q) — L2(Q) n’est pas de type
Fredholm car son image n’est pas fermée dans L2(Q2). L’on ne peut alors pas utiliser le procédé
de résolution itérative pour montrer que le probléme (11.17) est bien posé. Pour de telles pointes
coniques, ’exemple 5.3.2 de [121] montre que I'opérateur B n’est pas de type Fredholm pour o = 1.
Laissons ces cas de cOté et supposons maintenant € tel que p;(w) < 3/4.

Le lemme 5.2 de [121] indique que A3 > 1. Par conséquent le conoyau de A : Hj(Q)NH2(Q) — L%(Q)
est de dimension égale a un. Nous allons pouvoir remettre en place la démarche qui a permis de
démontrer les Propositions 11.4.15 et 11.4.21.

Introduisons la fonction ¢ telle que
((a) = r 1M D1(0) + (=), (11.40)

ot ¢ est I'unique élément de H'(Q) vérifiant AC = 0 p.p. dans Q et { = —T_I_A1+<I>1(0) p-p. sur 0f).
Considérons ensuite la fonction ¢ € H}(Q) telle que

Ay = o~ 1¢. (11.41)

Lorsque o change de signe, il peut arriver que (67 '¢,{)q = 0. Dans ce cas, on montre comme en
2D que ¢ € H2(Q) et donc ¢ € ker B. De plus, dans cette situation, le probléme (11.17) posséde un
conoyau. Pour caractériser ce dernier, introduisons la fonction ¢ € H{(2) telle que

(V& VE)a=(071¢, N, VE € Hy(Q). (11.42)

Nous pouvons énoncer a présent la
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Proposition 11.4.29 Supposons le domaine Q@ C R3 de classe €? mis a part en un point O o il
coincide avec un cone d’ouverture w C S%. Supposons w tel que p1(w), la premiére valeur propre de
lopérateur de Laplace-Beltrami définie en (11.36), vérifie pi(w) < 3/4.

Si o € L®(Q) vérifie o' € LO(Q) et (67¢, () # 0. Alors B : H{(Q) N H2(Q) — HL(Q) N H2(Q)
définit un isomorphisme.

Si o € L) vérifie o1 € L®(Q) et (671, ()q = 0. Alors pour tout f € H™Y(Q), le pro-
bleme (11.17) posséde une solution si et seulement si (f,&)q = 0. Dans ce cas, la solution est
définie a la droite vect(y)) pres.

Dans cet énoncé, les fonctions ¢, £ et ¢ sont respectivement définies en (11.40), (11.42) et
(11.41).

o EXEMPLE. Introduisons les coordonnées sphériques définies par les relations (x,y,z) =
(rcosf,rsinfcosp,rsinfsing). Pour R > 0 et 0 < a < 7 considérons le domaine

Q:={(rcosf,rsinfcosp,rsinfsing), 0 <r< R, 0<0<a,0<p<2r}.

Pour « €| /2; 7], on a ((x) = r_l_Af(Pl(O) RI-AT (T/R)Affbl(é’) Appelons a, > 7/2 la
valeur de « pour laquelle on a p;(w) = 3/4.

oo

Lorsque 0 < a < a, l'opé- Lorsque a = «, I'opé- Lorsque o« > a, si o vé-
rateur A : H{(Q) N H2(Q) — rateur A : H{(Q) N rifie (67'¢, () # 0, B est
L2(Q) définit un isomorphisme. H2?(Q2) — L2(Q) n’est un isomorphisme. Si o vérifie
Par conséquent, B : H{(Q) N pas de type Fredholm. (o71(,()q = 0, (11.17) pos-
H2(Q) — H{(Q)NH2(Q) consti- Par conséquent, méme séde une solution si et seule-
tue un isomorphisme. pour ¢ = 1, B n’est pas ment si (f,&)q = 0. Dans ce

de type Fredholm. cas, la solution est définie a

vect(¢)) pres.

Arétes non convexes en dimension d = 3

Le cas des « singularités géométriques non convexes » de dimension supérieure ou égale a 1 pré-
sente des difficultés supplémentaires. La Figure 11.10 montre des arétes en dimension 3 (singularités
géométriques non convexes de dimension 1). Effectuons quelques remarques concernant cette confi-
guration. Dans une telle géométrie, I'opérateur injectif A : H(2) N H2(2) — L2(Q) n’est pas de
type Fredholm. Pour faire court, cela vient du fait que les coefficients devant les singularités sont
remplacés par des fonctions. Le conoyau de A, égal a vect((, ..., x) en 2D (cf. Proposition 11.4.10)
est maintenant un espace fonctionnel de dimension infinie. Lorsque o = 1, dans [120], les auteurs
parviennent tout de méme & montrer que le probléeme (11.17) est bien posé en étendant 'idée du
cas 2D. Cette fois-ci les relations de compatibilité sont écrites contre des espaces fonctionnels tout
entier. On peut imaginer dérouler la méme démarche pour étudier le probléeme (11.17). On obtien-
drait un résultat du type : le probléeme (11.17) est bien posé si o vérifie une infinité de relations
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d’« orthogonalité ». Lorsque ce n’est pas le cas, on peut penser qu’il existe des configurations pour
lesquelles 'opérateur B associé au probleme (11.17) n’est pas de type Fredholm.

FIGURE 11.10 — Arétes non convexes (en rouge).

11.4.4 Probléme posé dans H}(A)

Jusqu’a présent dans cette section, nous avons imposé de facon faible la condition cAu = 0 sur
0N en travaillant avec la formulation

Trouver u € H{ () NH2(Q) tel que :
[ otuse=(fielg, Vo€ HY®) NHAQ).
Q

Notons que cette formulation variationnelle a encore un sens, pour un terme source suffisamment
régulier, lorsque les fonctions u, ¢ sont choisies dans I'espace des éléments de Hj(€2) dont le Laplacien
appartient & L2(£2). Dans ce paragraphe, nous souhaitons étudier une telle formulation. Dans cette
optique, introduisons H{(A) := {¢ € H{(Q) | Ap € L2(Q)}. D’apres le théoréme de Lax-Milgram,
on a Hg0||H(1)(Q) < C||Ap|lq pour tout p € Hi(A). Par conséquent, (u,v) — (u,v)Hg(Q) = (Au, Av)q
définit un produit scalaire sur Hj(A). Pour f € H}(A)*, considérons le probléme

Trouver uf € Hy(A) tel que :

11.43
Fhe) = (hedas Ve e HHA) )
avec
V(o.p) = (080,Ap)a, V() € H§(A) x Hi(A).
Introduisons I'opérateur continu de Hj(A) associé tel que

On a alors la

Proposition 11.4.30 Supposons 0 € L®(Q) avec o~! € L>(Q). Alors B* : H}(A) — H(A)
définit un isomorphisme.

Preuve. Introduisons 'opérateur T qui & v € H}(A) associe la fonction Tv € H{(A) telle que
A(Tv) = 0! Av. La continuité de T ne souffre d’aucune contestation. Pour tout (v,¢) € H§(A) x
Hi(A), on a

(BH(Tv), ©)mz (e = P (T0, ) = (0A(T0), Ap)o = (Av, Ap)a.

Par conséquent, nous avons BfoT = Id. Puisque B* est autoadjoint, nous déduisons que B* constitue
un isomorphisme d’inverse égal a T. ]
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Intéressons-nous & la régularité de la solution u* du probleme (11.43). On a HL(2) N H2(Q) C
H{(A) € HY(Q) et donc H-H(Q) € HY(A)* € (H{(Q2) NH2(2))*. Considérons f € Hi(A)*. Réécri-
vons le probleme (11.17).

Trouver 4 € H}(2) NH2(Q) tel que :

b(a, o) = (f,¥)q, Vo € Hy () N H2(Q). (11.45)

Nous voulons comparer uf & la solution @ du probléme (11.45) lorsque cette derniere est bien définie.

Dés lors que le domaine € est tel que l'opérateur A : H{(Q) N H2(Q) — L%(Q) constitue un
isomorphisme, on a H}(A) = H}(Q2) NH2(Q). Dans ce cas, par exemple lorsque  C R? est convexe,
de classe €2 ou égale & une pointe conique en dimension d > 4, on a u! = .

Etudions maintenant une situation dans laquelle, H{(A) # H{(2) N HZ(Q). Plagons-nous en
dimension 2, dans un domaine ) présentant, pour fixer les idées, un seul coin rentrant situé en
O. Réintroduisons la fonction ¢ définie en (11.19) vérifiant ¢ # 0, ¢ € L2(Q)\H}(Q), A = 0
p.p. dans Q et ¢ = 0 p.p. sur 9. Comme en (11.24), définissons 1) € H}() la fonction telle que
Aty = o~ 1¢. Puisque ¢ € L2(Q), on a ¢ € H{(A) et donc b (uf, 1)) = (f,0)q- Ceci s’écrit également
(Auf, Q) = (f,1)q. Ainsi, en vertu du Corollaire 11.4.5, on a uf € H}(2) N H2(Q) si et seulement
si (f,1)q = 0. Distinguons alors deux cas.

e Si (671¢,¢)q # 0, alors le probléeme (11.45) est bien posé d’aprés la Proposition 11.4.7. Par
conséquent, la solution @ du probléme (11.45) est définie de fagon unique.
~ Si (f,)q = 0, alors u* vérifie le méme probléme que @. On déduit u* = @ dans cette
configuration.
~ Si (f,¥)q # 0, alors u* ¢ H2(Q) et donc u* # 4. Plus précisément, puisque (cA(@ —
uf), Ap)q = 0 pour tout ¢ € H(Q) N H(Q), on déduit A(u* — @) = ao'¢, ot a est
une constante. En multipliant par {, en intégrant sur €2 et en utilisant le fait que u €
H(Q) N H2(Q), on déduit a = (Au,¢)/(071¢, Oa = (f, V)g /(071 O)q. Ainsi, dans cette
configuration, on a
(071¢, Qe
e Si(071¢,()q = 0, alors, d’aprés la Proposition 11.4.9, le probléme (11.45) posséde une solution
si et seulement si (f, &), = 0, en supposant pour simplifier f € H~1(Q). Supposons donc cela
vérifié. On a alors uf € H(Q) NH2(Q). Expliquons pourquoi ¢ appartient & ker B mais pas &
ker Bf. Pour constituer un élément du noyau de B, il suffit de vérifier (¢ A1), Ap)q = 0 pour
tout o € H(Q) NH2(Q). Puisque (0 A, Ap)g = (¢, Ap)q, on a bien 9 € ker B. Par contre,
W € ker B? si et seulement si on a (0 A, Ap)q = 0 pour tout ¢ € Hj(A). En testant avec ¢
tel que A = ¢, on voit que ¥ n’est pas un élément de ker BY. Bien siir, un tel ¢ n’appartient
pas & H{(Q) N H2(Q) car (¢,()q # 0.



	Partie I Étude du problème scalaire
	Problème scalaire et méthode de la T-coercivité
	Introduction
	Notations et résultat préliminaire
	Étude de cas élémentaires: des conditions globales
	Domaine symétrique
	Sommet intérieur
	Sommet extérieur
	Interface de classe C1

	Localisation pour une interface quelconque
	Description de la géométrie
	Énoncé du résultat
	Construction de la partition de l'unité
	Une estimation a priori pour les solutions de (¶)
	Conclusion

	Applications
	Coefficients réguliers par morceaux
	Coefficients constants par morceaux

	Discussion sur les hypothèses portant sur 
	Domaine symétrique
	Interface localement droite et contraste égal à -1
	Critère pour les sommets
	Autres cas

	Domaines de R3
	Domaine symétrique
	Arête prismatique
	Arête axisymétrique
	Pointe conique
	Coin de Fichera
	Géométries générales de R3

	Conditions aux limites de type Neumann
	Géométries particulières
	Interface quelconque en 2D
	Travail dans l'espace des fonctions à moyenne nulle

	Calculs manquants
	Calculs utilisés dans la Section 1.5
	Coordonnées toroïdales


	Étude numérique du problème scalaire
	Introduction
	Cadre général
	Point de départ
	La T-coercivité, une reformulation du théorème de Banach–Nečas–Babuška
	Approximation de la solution

	Problème de transmission scalaire : caractère bien posé
	Notations
	Exemples
	Régularité de la solution

	Approximation avec une hypothèse sur le maillage
	Approximabilité
	Approximation numérique: maillage T-conforme
	Approximation numérique: maillage localement T-conforme

	Approximation sans hypothèse sur le maillage
	Approximation numérique: maillage quelconque
	Approximation numérique: utilisation de la dissipation

	Expériences numériques
	Influence du maillage pour l'exemple de la cavité
	Deux propriétés caractéristiques du problème de transmission scalaire avec changement de signe


	Résultats de régularité
	Introduction
	Bande infinie
	Espaces de Sobolev à poids dans la bande : définitions, rappels
	Bande symétrique infinie
	Bande infinie non symétrique
	Comportement des solutions à l'infini
	Applications 

	Secteurs non bornés
	Espaces de Sobolev à poids dans les secteurs : définitions, rappels
	Sommet extérieur
	Sommet intérieur

	Ouvert borné
	Notations
	Problème considéré
	Résultat de régularité dans l'ouvert borné
	Asymptotique de la solution en domaine borné


	Milieux négatifs et dissipation
	Introduction
	Position du problème, notations
	Modélisation de la dissipation
	Modèles conduisant à des permittivités négatives
	Un modèle de perméabilité négative
	Bilan énergétique

	Comportement de la suite des solutions dissipatives
	Premières estimations
	Développement asymptotique par rapport à la dissipation

	Convergence en norme forte


	Partie II Extensions pour le problème scalaire
	Condition de radiation dans l'intervalle critique
	Introduction
	Position du problème
	Géométrie, notations
	Propriétés connues du problème

	Analyse modale
	Calcul des modes du guide d'ondes
	Un bref rappel d'un problème classique de guide d'ondes

	Caractère bien posé dans un cadre fonctionnel adapté
	Principe d'absorption limite
	Caractère bien posé du problème dans la géométrie initiale
	Analyse dans les espaces de Sobolev à poids
	Norme à paramètre
	Problème 1D dépendant d'un paramètre
	Espaces à poids et transformée de Laplace dans la bande infinie
	Problème dans la bande infinie
	Problème dans la demi-bande

	Aspects numériques

	Développement asymptotique
	Introduction
	Description du problème
	Géométrie
	Problème étudié

	Géométries limites
	Géométrie externe
	Géométrie interne

	Résultat de stabilité
	Développement en champ lointain
	Développement en champ proche
	Le principe de raccord
	Champ approché
	Estimation du reste
	Résultat de stabilité

	Développement asymptotique au premier ordre
	Construction du développement
	Champ approché et estimations d'erreur

	Illustrations numériques


	Partie III Équations de Maxwell
	Équations de Maxwell en 2D
	Introduction
	Approche « classique » pour le problème Transverse Magnetic
	Formulation scalaire pour Ez
	Formulation vectorielle pour bold0mu mumu HHGiRa86HHHH
	Bilan de l'approche « classique » pour le problème Transverse Magnetic

	Relation entre les opérateurs scalaires
	Une nouvelle formulation variationnelle pour bold0mu mumu HHMcLe00HHHH
	Résumé pour le problème Transverse Electric
	Approche « classique » pour le problème Transverse Electric
	Une nouvelle formulation variationnelle pour bold0mu mumu EEKres99EEEE

	Illustration sur un cas particulier

	Un résultat de compacité pour Maxwell 2D
	Introduction
	Notations
	Un résultat de décomposition des champs électriques
	Une étude de régularité
	Régularité au voisinage des arêtes internes 
	Régularité au voisinage des sommets extérieurs
	Régularité au voisinage des sommets internes
	Régularité globale

	Injection compacte de bold0mu mumu VVKoMR97VVVVN(;) dans bold0mu mumu LLKoMR97LLLL2()
	Un exemple d'injection non compacte de bold0mu mumu VVKoMR97VVVVN(;) dans bold0mu mumu LLKoMR97LLLL2()

	Équations de Maxwell en 3D
	Introduction
	Mise en place du problème
	Formulations équivalentes
	Problème pour le champ électrique
	Problème pour le champ magnétique

	Éclairage : T-coercivité dans bold0mu mumu VVBoCZ08VVVVN(1;) et bold0mu mumu VVBoCZ08VVVVT(1;) 
	Étude pour le champ électrique avec une permittivité =1
	Étude pour le champ magnétique avec une perméabilité =1

	Résultats de compacité
	Injection compacte de bold0mu mumu XXWebe80,Monk03XXXXN(;) dans bold0mu mumu LLWebe80,Monk03LLLL2()
	Injection compacte de bold0mu mumu XXWebe80,Monk03XXXXT(;) dans bold0mu mumu LLWebe80,Monk03LLLL2()

	Caractère bien posé des problèmes initiaux
	Illustrations
	Domaine symétrique
	Arête prismatique
	Coin de Fichera
	Cavité non symétrique

	Extension: problèmes scalaires non injectifs
	Problèmes scalaires non injectifs : formulations équivalentes
	Problèmes scalaires non injectifs : résultats de compacité
	Problèmes scalaires non injectifs : retour aux problèmes initiaux

	Extension : géométries non triviales
	Géométries non triviales : résultats de compacité
	Géométries non triviales : retour aux problèmes initiaux



	Partie IV Problèmes de transmission intérieurs
	Application au problème de transmission intérieur
	Introduction
	Étude du problème de Transmission Intérieur scalaire
	La T-coercivité pour le problème de transmission intérieur
	Cas AAId<Id dans un voisinage de 
	Cas Id< AId A dans un voisinage de 

	Étude du problème de Transmission Intérieur vectoriel
	Définitions et présentation du problème
	Propriétés pour le problème scalaire
	Une condition suffisante pour le caractère discret des valeurs propres de transmission
	Étude de l'espace bold0mu mumu XXHKOP10XXXX0
	Cas AAId, avec A<1, dans un voisinage de la frontière
	Caractère Fredholm de l'opérateur Akbold0mu mumu TTCess96TTTT
	Caractère discret des valeurs propres de transmission
	Localisation des valeurs propres de transmission
	Une estimation pour la première valeur propre de transmission
	Cas AIdA, avec 1<A, dans un voisinage de la frontière

	Quelques questions ouvertes

	Bilaplacien avec changement de signe
	Introduction
	Formulation du quatrième ordre
	Étude de la formulation du quatrième ordre
	Une première approche
	Caractère Fredholm de l'opérateur
	Étude de l'injectivité en 1D

	Utilisation de la T-coercivité géométrique
	Bilaplacien avec conditions mixtes
	Le paradoxe de Sapongyan pour le cas  positif
	Étude dans le cas où change de signe
	Résultats en dimension supérieure
	Problème posé dans H10()



	Conclusions et perspectives
	Bibliographie

