L’analyse du modéle de la digestion anaérobie
avec inhibition

A présent, on tient compte de 'inhibition de la croissance des bactéries acétogénes par
un excés d’hydrogéne dans le systéme et de celle des bactéries méthanogénes hydrogéno-
trophes et acétoclastes par 'acétate. Cela se traduit, respectivement, par les hypothéses
(H5), (H6) et (H7). De plus, on suppose que les fonctions gy (.,.) et gg(.,.) sont de classe
el sur Ri.

dgy
(H5) VYV > 0et H > 0, gv(0,H) = 0, g (V,0) > 0,

v
8gv .
H 1 H) =0.
o Vo H) <Oet  lim gy(V,H)=0

NV v,H) > 0,

(H6) V A > 0, ga(0) =0, lim ga(A) =0,3 Apge >0 dgA( A) > 0 pour
A—+o00

0< A< Apag et %(A) <0 pour A > Apas.

(H7) VH>0et A>0, gy (0,A) =0, gy (H,0) > 0, %—H(H A) >0, %—A(H A) <
lim gy(H,A)=0.

H—+o0
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Chapitre 2. Modé¢le de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

Le modéle avec inhibition et hydrolyse enzymatique s’écrit :

dX
dito = D(Xoim — Xo) — knyaXo
ds
a = D(Szn - S) - égS(S)XS + khdeO
dX
TtS = (9s(5) — D)Xs
dVv 1
E = —-DV +’YSvQS(S)XS - gQV(Vv H)XV
dX
= (ov(V.H) - D)Xy (2:3)
dA 1
E = _DA+75agS(S)XS +’YvagV(V7 H)XV - agA(A)XA
dX
ditA = (QA(A) - D)XA
dH 1
= ~DH 7955 Xs +yongy (Vo H) Xy — ogn(H, A)Xn
dX
TtH = (gy(H,A) — D)Xpg.

Soient Ay (H) et Ag(A) les solutions respectives des équations gy (Ay(H), H) = D et
gr(Ai(A), A) = D. On note aussi par Xy, i = 1,2 les solutions de 'équation g4(A) = D,
quand elles existent, avec /\h < )\?4.

2.2.1 Analyse des équilibres

Comme dans la section 2.1, les trois premiéres équations du modéle (2.3) peuvent étre
découplées du reste du systéme. A 1’équilibre, si Xg = 0 alors V = A = H = 0. Par suite,
Xy=Xa=Xyp=0,8=8}, = (gik;?:jd)XOi" + Sin et Xo = X = (#,W)Xom.

Mais, si Xg > 0 alors Xg = X, S = 5% := Ag et Xg = X7 := ¢4(S}, — As). En remplagant
les variables Xy, S et Xg par leurs valeurs a 1’équilibre dans les six derniéres équations du
systéme (2.3), on se rameéne a 'étude du systéme (2.4) :
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Chapitre 2. Modéle de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

/

av
dt

dXvy
dt
A
dt
dX 4
dt
i
dt
dXpyg
dt

(gv(V.H) — D)Xy

(9a(A) — D)X a

(gH(HaA) _D)XH-

D(V© —V) — Lgv(V,H)Xy

avec V(O = 'YSUX;‘ ) AO = ’YSaX;‘ ) HO = ’75th~

D(A© — A) + a9y (V, H) Xy — Lga(A)X4

D(H® — H) + yongv (V, H) Xv — = gr(H, A)Xn

(2.4)

On montre facilement que pour toute condition initiale positive, les solutions du sys-
téme (2.4) sont positivement bornées, pour tout ¢ positif.

Le sous-modéle (2.4) n’est autre que le systéme (9) de [34]. Il admet donc douze points
d’équilibre dont deux équilibres strictement positifs, notés Eq; et Ejo, voir Tableau 2.5.
(ot on a noté By = ¢eg, By = ey, B3 = 4, Ey = €%, Es = e\, B6 = %y, Er = ev, Es =
evH, 9 = E%/A, FEip = 8%/—A,E11 = Ei et Fio = 82)

[ Equilibre [ V Xy A X4 H X
Ey V() 0 A 0 HO 0
Eo v(0) 0 A©) 0 Y cn(H® —20)
E3 v (©) 0 A ca (A —XL) HO 0
Ey v (©) 0 2\ ca (A —X2) HO) 0
Es V(O 0 A ca(A® — A1) AL cn(H® —AL)
Fg VEU) 0 2\ ca(AD) —22) A cn(HO® —2%)
Er Vo e(v@ -V A 0 7Y 0
YvaV YohCoV
o V| (VO —V) AP 0 H cn(HY — 1
_'Vvacvv _’Y'Uhcvv)
Eo Vo | (VO -V AL ca(AY) = N} oY 0
_’Yvacvv) YooV
E1o Vo (v —v) 22 ca(AY) =22 oy 0
_’YUanV) 'Yvhcvv
En Ai/ cp (VO — Ai/) ,\;4 ca(A; — A%,) Aéf ch(H; — ’\21)
E1o 22 (VO =22 Ny ca(A% —X2) 2\ cn(H? = X2)

TABLE 2.5 — Les équilibres du modéle (2.4)
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Chapitre 2. Modé¢le de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

avec

o X = Ay (HO) Ny = A (A0),

o Ny = Amg(Ny) , Ay = Av(Ay) pour i = 1,2,

AP A0 S et HD O 4 e O

o Al = A%ﬁ)) — YaCoAl, , H = H‘(,O) — YonCu Ay, pour i = 1,2,

e V est solution de I'équation implicite V = A (HO + e, (VO — V))7
o 1 =HY — e,V , A= AY —q0e,V,

o H=2y(AD + 90c,(VO = Ay (H))) , V=M (H), et A= Agﬁ)) — Yoacs V.

Les conditions d’existence ainsi que les conditions de stabilité locale (qui sont obtenues
par le signe de la partie réelle des valeurs propres de la matrice Jacobienne et le critére de
Routh-Hurwitz, voir section 4.1 de [34],) sont données par le Tableau 2.6 et le Tableau 2.7 :

’ L’équilibre ‘ Conditions d’existence
Ey toujours
B, HO > )9
Es AD > \L
E, AD > )2
Es AD > AL et HO > )L
FEs AD > 22 et HO > )22,
E- VO > )0
Eg VO > A () et H < H‘(,O) — YonCoV
Ey VO S A0 et A> N,
E VO S X et A> N
En VO S AL AT S AL et HY > 0
Fia VO > 2042 > 02 et H? > )%

TABLE 2.6 — Conditions d’existence des équilibres du modele (2.4)
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Chapitre 2. Modéle de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

L’équilibre \ Conditions de stabilité locale ‘
E VO < X0 (A < X\ ou AQ > N2y et HO <)),
E, VO < A\ (\), (A® < X, ou A© > )\2)

FEs VO <\ et HO < )L

E, toujours instable

Es V(O) < )\%/

Es toujours instable

E; (A< Ay ou A>)\%)) et H < Ay(A)
Eg A< )\}4 ou A > )\124

Ey H < )\}{

Eig toujours instable

En lorsqu’il existe

i toujours instable

TABLE 2.7 — Conditions de stabilité locale des équilibres du modéle (2.4).

2.2.2 Diagrammes opératoires

On suppose, dans cette section, que les fonctions de croissance avec inhibition gy (V, H)
et g (H, A) sont données par les fonctions de Beddington suivantes :
myV mpH
VH=——— e ggyHA=—"+"-—,
gv(V, H) ko +V + unH gu(H, 4) kn + H + f1aA
my, my, et ky, kp, sont, respectivement, les taux de croissance maximale et les constantes de
demi-saturation, uy et g sont des facteurs d’inhibition. Ces fonctions de croissance,utilisées
par les biologistes, vérifient les hypothéses (H5) et (HT).
La fonction de croissance g4 est choisie de type Haldane :

mgA
ga(4)

T AL A
ko + A+ 42

k1 est le coeflicient d’inhibition de la croissance des bactéries méthanogénes acétoclastes
X 4 par lacétate. Lorsque la valeur de k; est trés grande, la fonction de croissance mi-
crobienne g4(.) de type Haldane se comporte comme une fonction de type Monod. Cette
fonction de croissance biologique g4(.) vérifie '’hypothése (H6). Pour le choix des fonctions
de croissance et des valeurs des paramétres, on utilise le Tableau Al de [34].

La fonction de croissance microbienne gy (-, -) est croissante en V' et décroissante en H,
voir Figure 2.7. La décroissance de la fonction de croissance microbienne gy (-,-) devient
plus rapide en augmentant la valeur de uy, avec uy le facteur d’inhibition par I’hydrogéne
de la croissance des biomasses acétogénes Xy . De méme, la fonction de croissance micro-
bienne g (-, -) est croissante en H et décroissante en A, voir Figure 2.8. La décroissance
de la fonction de croissance microbienne g (H, A) devient plus rapide en augmentant la
valeur de pg, avec pg est le facteur d’inhibition par 'acétate A de la croissance des bio-
masses méthanogénes hydrogénotrophes Xy .
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Chapitre 2. Modéle de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

FIGURE 2.7

La fonction de croissance avec inhibition gy (-,-), pour p, = 2.5 a
gauche, pu, = 0.1 au milieu et u;, = 0 a droite

I,
i
l Uiy

i
i
MWWWMM

FIGURE 2.8 — La fonction de croissance avec inhibition gg(-,-), pour u, = 2.5 a
gauche, p, = 0.1 au milieu et p, = 0 a droite

La fonction de croissance gg est choisie de type Monod et est donnée par

gs(S) =

meS
ks + S’
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Chapitre 2. Modéle de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

voir Figure 2.9 & gauche. La fonction de croissance g4 est choisie de type Haldane et est
donnée par :

mgA

A= ——M—
QA( ) k’a—FA-F%Q

voir Figures 2.9 & droite et 2.10. mg, m, et ks, k, sont, respectivement, les taux de croissance
maximale et les constantes de demi-saturation.

0s

07
0B

0s

04

AR

03

0z

1IR3

FIGURE 2.9 — La fonction de croissance gg a gauche et la fonction de croissance avec
inhibition g4 pour k; = 10000 & droite

gAA)
gAA

0.3

0.2

0.1

FI1GURE 2.10 — La fonction de croissance avec inhibition g4, pour k; = 100 a gauche
et kr = 1 a droite

Les valeurs des paramétres biologiques utilisés sont celles du Tableau Al. de [34].
Les Figures 2.11, 2.12 et 2.13 présentent les diagrammes opératoires du systéme (2.3) avec
inhibition, pour des valeurs de la matiére organique a ’entrée Xg;, = 1 et Xg;, = 10.

Notons qu’on ne peut déterminer, dans ce cas, ’expression analytique des courbes
délimitant les régions de stabilité des équilibres puisque les seuils de rentabilité sont les
zéros de fonctions implicites et ne peuvent étre déterminés explicitement. Les diagrammes
sont donc obtenus par simulation du systéme pour plusieurs conditions initiales et les
régions de stabilité sont dessinées point par point.
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Chapitre 2. Modé¢le de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

Pour les valeurs des paramétres de [34], les équilibres E3, FE7 et Eg sont instables.

Pour la valeur de la concentration de Xg;, = 0, on retrouve les diagrammes opératoires
de [34], voir Figures 5-8 de [34]. Dans la figure 2.12, on prend Xg;, = 10 et on suppose
que les facteurs d’inhibition p, et pp sont nuls et que k; prend une trés grande valeur
(kr = 100). On voit alors que les régions de stabilité pour de petites valeurs de S;, ont la
méme allure que celles trouvées pour le modéle sans inhibition. L’inhibition dans ce cas n’a
pas d’effet sur le systéme. Par contre, pour des valeurs de 5, entre 0 et 150, une nouvelle
région de stabilité apparait, celle de I’équilibre de I'extinction des bactéries méthanogénes
acétoclastes Fg. Il y a aussi apparition de régions de bistabilité : une premiére région ot
l’équilibre de Eg et 1’équilibre de coexistence E1; sont stables (la région en bleu-ciel) et une
seconde région ou I’équilibre Ej5 (extinction des bactéries acétogénes) et Es (extinction des
bactéries méthanogénes acétoclastes et des bactéries acétogénes ) sont stables, (la région
en mauve), voir Figure 2.11 et Figure 2.12 & droite.
Dans la figure 2.13, le facteur kj est petit et les facteurs d’inhibition sont non nuls
(g = pp = 1). Il y a apparition d’une autre région de bistabilité, ou Ej; et Ez sont
stables (la région en gris).
En augmentant, la valeur de la matiére organique sous forme particulaire, Xg;,, de 1 & 10
la région de stabilité de I’équilibre E5 (la région en rose) et la région de bistabilité de Ej
et de Ey (la région en mauve) disparaissent. Par contre, la région de stabilité de I’équilibre
de coexistence Fqp (la région en noir) et la région de bistabilité de F1; et de Es (la région
en gris) augmentent de taille, voir Figure 2.13 a droite.
En augmentant la valeur de la concentration Xg;,, on remarque que les régions de stabilité,
dans le plan (D, S;;,), translatent vers le bas et que la taille de certaines régions augmentent
tandis que d’autres disparaissent. Chaque région correspond soit & un seul équilibre stable
soit & un cas de bistabilité.

E11 E5 E2 E1

25

Sinis Sin

FIGURE 2.11 — Diagramme opératoire du systéme (2.3) pour Xy, = 1, avec pu, =
,uh:Oet k1:100

Cette étude montre que I'inhibition a un impact sur la stabilité des équilibres et qu’en
ajoutant I’étape d’hydrolyse, les régions de stabilité changent de taille avec apparition de
nouvelles régions de stabilité et de bistabilité. Pour maintenir un réacteur en bon fonction-
nement (pas de lessivage de biomasses), il faut choisir X, Sip et D dans la région de
stabilité de I’équilibre de coexistence E71; et non pas dans les régions de bistabilité.
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Sin

FIGURE 2.12 — Diagramme opératoire du systéme (2.3) pour Xg;, = 10, avec
ta = pp, = 0 et kr =100

En E11 Es En E2 E2E5 E2 E11 E11 Eg Ej1 E2

E2

FIGURE 2.13 — Diagramme opératoire du systéme (2.3) pour Xo;,, = 1 & gauche
et Xoin = 10 & droite, avec p, = pup = k=1

2.3 Le taux de biogaz produit pour les modeéles avec
hydrolyse sans compartiment microbien hydro-
lytique

A partir de Panalyse des équilibres du modeéle, nous déterminons le taux du méthane
et de ’hydrogéne produits en chaque équilibre et nous identifions la voie qui donne une
production maximale. L’étude est faite, dans la section 2.3.1, pour le modéle sans inhibition.
Nous déterminons le taux de biogaz du modéle avec inhibition dans la section 2.3.2.

37 Daoud Yessmine



Chapitre 2. Modé¢le de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

2.3.1 Le taux de biogaz produit pour le modéle sans inhibi-
tion
2.3.1.1 Taux de méthane produit

Le schéma réactionnel du modeéle complet de la digestion anaérobie (en ajoutant I’étape
d’hydrolyse) montre que le méthane (CHy) provient, d’'une part, de 'acide acétique (A)
provenant lui-méme du substrat soluble (S) ou de 'AGV (V) et qu’il provient, d’autre
part, de I'hydrogeéne (H) et du dioxyde de carbone (C'Os), provenant du substrat soluble
ou de 'AGV. Le taux de méthane produit est donné par la formule suivante :

QCH4 = OélgA(A\A:A* )XA‘XA:XZ + a29H(H|H:H* )XH‘XH:X;I

— 1— N . . PUREPN

avec o = % et ag = Tch et ou les transferts gaz-liquide sont supposés étre beaucoup
a

plus rapides que les autres phénoménes.

Remarquons que d’aprés le schéma réactionnel de la Figure 1.4, le méthane C' Hy est pro-
duit par les bactéries acétogénes X 4 ou par les bactéries méthanogénes hydrogénotrophes
Xp. Pour avoir un maximum de méthane produit, il faut choisir X4 # 0 et Xg # 0. Les
équilibres ou les concentrations des biomasses X 4 et Xy sont non nulles sont E, et Fap.
Donc, le taux de méthane produit peut étre maximal soit & ’équilibre E 4z ou a I’équilibre
positif E,.

On peut vérifier ce résultat en calculant le taux de méthane produit, pour chaque équilibre,
voir Tableau 2.8. On rappelle que A = A©) 4+ ~,.¢,(VO — ) et H = HO 4 ~,,¢, (VO —

’ Equilibre H Qcw, ‘
El, EO et EV 0

Ey e, D(H® — \y)

EA alcaD(A(O) — )\A)

EAH OéICaD(A(O) — /\A) + OéQChD(H(O) — /\H)
EVH OéQChD(E — )\H)

EVA CklcaD(A — )\A)

E, a1caD(A — Mp) + ase, D(H — \pp)

TABLE 2.8 — Taux de méthane produit en chaque équilibre du modéle (2.1) sans
inhibition, dans le cas ot 79 = kpyaXo-

Av).

Rappelons aussi que Ep existe si H©) > Ay et que E4 existe si A > X\ 4. Sous ces

deux conditions, F 4y existe et le taux de méthane Qcp, & I'équilibre E4p est plus grand
que celui a I’équilibre F 4 et a I’équilibre Ep.
De méme, Ey g existe si H > \g et 7AQUSS Ay et Ey 4 existe si A > Ay et VO > Ay. On
déduit que, si E, existe alors le taux de méthane Q¢ g, a ’équilibre F, est plus grand que
celui & ’équilibre Fy 4 et a ’équilibre Ey g. Donc, le taux de méthane produit est maximal
soit & I’équilibre E 4z ou a I’équilibre positif F.
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Si VO > Ay, alors A > AO et H > HO®. Dans ce cas, E, existe et est stable et le
taux de méthane produit, pour le modéle sans inhibition (2.1), est maximal pour I’équilibre
FE,. Dans ce cas, toutes les biomasses coexistent et le flux de méthane est donné dans la
figure 2.14.

FIGURE 2.14 — Le flux de méthane dans le cas VO > )\,

Maintenant, si V(© < Ay alors A < A© et H < HO. Dans ce cas, E4y existe et est
stable et le taux de méthane produit, pour le modéle sans inhibition (2.1), est maximal a
I’équilibre E4p. Dans ce cas, les biomasses Xg, X4 et Xy coexistent mais Xy = 0 et le
flux de méthane est donné dans la figure 2.15.

lx:l
(=~
C~ ) C =)
N

FIGURE 2.15 — Le flux de méthane dans le cas V(@ < )\

On représente, dans les Figures 2.16 et 2.17, le taux maximal du méthane produit en
fonction de la dilution D. On varie le substrat sous forme particulaire Xg;, et le substrat
sous forme soluble S;,, de telle maniére & maintenir la somme Xg;,, + S;, constante. Les
valeurs des parameétres sont celles du Tableau Al. de [34].

Pour [ = S,V, A et H, on prend les fonctions de croissance g; sous la forme g; (1) = %,
A1 est donc la solution de ’équation g;(A\;) = D. On a donc :

Dk, Dk, Dk, Dk,
Ng = — = Ry = PRy = R
s ms— D’ v my, — D’ A ma—D’e H mp, — D

avec 0 < D < min(ms, my, Mg, mp).
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< Sin= 0, X0in= 20-Sin

CHy

FIGURE 2.16 — La variation du taux de méthane pour 5;, + Xo;, = 20 : Les courbes
bleues représentent les taux de méthane dans le cas ot V(@ > X\ et les courbes
roses les taux de méthane dans le cas ott V(@ < Ay, selon les valeurs de Xo;, et de

Sin.-

X0in= 0, Sin= 10-X0in —>.:

<— X0in= 10, Sin= 10-X0in
CH

a 0.05 0.1 015 02 0.25 03 0.35 0.4 045 a5

FIGURE 2.17 — La variation du taux de méthane pour S;,, + X, = 10 : Les courbes
bleues représentent les taux de méthane dans le cas oit V(@ > X\ et les courbes
roses les taux de méthane dans le cas on V(O < Av, selon les valeurs de Xy, et de

Sin.-
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Dans la mesure ot il existe un rendement de conversion du substrat solide en substrat

soluble, selon que la matiére organique se trouve sous 'une ou ’autre forme, la production
de méthane différe. Les Figures 2.16 et 2.17 montrent que pour une méme valeur de S;;, +
Xoin, on produit plus de méthane en augmentant la concentration .S;, du substrat sous
forme soluble qu’en augmentant la concentration Xg;, du substrat sous forme particulaire
a l'entrée.
Remarque : Si les valeurs des concentrations a I'entrée S;, et Xg;, sont plus élevées alors
la courbe du biogaz en fonction de D garde la méme concavité et le maximum s’approche de
D = min(mg, m,, mg, mp). Mais, si ces concentrations sont assez faibles alors le maximum
s’approche de D = 0. Voir Figure 2.18.

Xlin=0.1 Xlin=0.1

Sin=10
Sin=0.3

CH4 (5 Bl CH4 1-
$in= | Sin=0.01

Sin=1

[migg

e I T
0 - 2 . 3 04 1 1€ (I 18 1 e [y} pli i3 [ e i3 0E 3 02
Sin=0.01 Sin0.5 075 D

FIGURE 2.18 — La courbe du méthane C' H, suivant les concentrations a l'entrée S;,
et Xoin, la figure a droite est un agrandissement du bas de la figure a gauche.

2.3.1.2 Taux d’hydrogéne produit

Le schéma réactionnel du modéle complet de la digestion anaérobie (en ajoutant 1’étape
d’hydrolyse) montre que I’hydrogéne (H) provient, d’une part, du substrat soluble (S) et
d’autre part, des AGV (V).

Le taux d’hydrogéne produit est donné par la formule suivante :

Qr2 = a3gs(S|s_s. ) Xy _xy T v (Viy_y)Xviy _yo
avec g = % et ay = 1;?“.

Le tableau 2.9 donne le taux d’hydrogéne produit en chaque équilibre.
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Equilibre H Qn, ‘
El 0
Eo, Eg, Ea et Eag asDX}
By, Byy, Bva et B, || azDX% + ayDe, (VO — \y)

TABLE 2.9 — Taux d’hydrogéne produit en chaque équilibre du modéle (2.1) sans
inhibition, dans le cas ot 79 = kpyaXo.

On peut déduire donc que :

1) Si VO > Ay alors le taux d’hydrogéne produit par le modéle sans inhibition est
maximal & I'un des équilibres Eyv, Eyvg, Eyva ou E., dés qu’ils existent et sont
stables.

-Si A < Mg et H < A alors le taux d’hydrogéne est maximal en Ey .

-Si H > Ay et A < A4 alors le taux d’hydrogéne est maximal en Ey .

-Si A> Mg et H < A\ alors le taux d’hydrogéne est maximal en Ey 4.

-Si A> My et H> Ay alors le taux d’hydrogéne est maximal en E,.

Notons que d’aprés le schéma réactionnel de la Figure 1.1, si Xg = 0 alors H
s’accumule dans le milieu. Ceci est vérifié par les équilibres Ey et Ey 4. Dans ce
cas VO > Av et H < Ay , les biomasses Xg et Xy coexistent mais Xy = 0 et le
flux d’hydrogéne est donné dans la figure 2.19.

FIGURE 2.19 - Le flux d’hydrogéne dans le cas V(@ > A\, et H < Ay

2) Si v <« Ay alors le maximum de taux d’hydrogéne est donné par Ey, Eg, Ea ou Eag :
ST AO < Xy, HO < Ay et S > Ag alors le taux d’hydrogene est maximal en
Ey.

-Si AO < Xy et HO > Ay alors le taux d’hydrogéne est maximal en Fp.

-Si HO < A et A > A4 alors le taux d’hydrogéne est maximal en F 4.

-Si A® > Ay et HO > Xy alors le taux d’hydrogéne est maximal en Fap.

Dans le cas V() < Av et H 0 < Ag , les biomasses X g et Xy sont nulles pour
I’équilibre E4 et Ey et le flux d’hydrogéne est donné dans la figure 2.20.
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FIGURE 2.20 — Le flux d’hydrogéne dans le cas V© < A\ et HO < Ay

Le taux maximal d’hydrogéne produit est représenté dans les figures 2.21 et 2.22.

) < sin= 0, X0in= 20-Sin

0 0.05 ot 0.15 0.2 025 03 0.35 04 045 1]

FIGURE 2.21 — La variation du taux d’hydrogéne pour Xo;, +9;, =20 et 0 < 5, <
10

Ici aussi, la production de ’hydrogéne différe, selon que la matiére organique se trouve
sous la forme soluble ou particulaire. On voit dans les Figures 2.21 et 2.22 qu’en mainte-
nant la somme Xy;, + S;, constante, le taux d’hydrogéne est d’autant plus élevé que la
concentration S;, est plus grande.
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<]
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Y
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X0in= 0, Sin=10—>~

FIGURE 2.22 — La variation du taux d’hydrogéne pour S;, + Xo;, = 10 et 0 < Xgip <
10

Remarque :
Pour les équilibres tels que Xy* = 0, le taux d’hydrogene est Qp, = a3DXg avec X5 =
cs(SE, — Ag) et Ag = Dks . D’ou

. a3D?cik,
QH2 = QHQ( ) = a3DCSS m

En dérivant par rapport & D, on obtient

asD?ckg _ 203Dcgks
(ms—D)2 (ms—D)Q.

Q10y(D) = agesSy, +
Par suite, Q' (D) = 0 est équivalent a

(S35, + ks)ascsD? — 2mgascs (S5, + ks)D 4+ m2azesSE, =0

Donc, on peut déterminer le taux de dilution qui maximise le taux d’hydrogéne produit en
résolvant cette équation de second degré. Le discriminant A = 4m2a3cks(ks + S,) >
et les racines sont :

ks ks
Dy =my(l—y)—2)>0 et Dy=my(l+ | —2_)>0.
1= ml Rrs) 0 ot Da=mallay [pmie) >

On remarque que Dy < mg, Dy > ms et D = m, est une asymptote verticale de () i,. Donc,
pour D € [0, ms], le maximum d’hydrogéne est donné pour D = D; et pour D € [0, D],
Qm, est croissante, et pour D €|Dy,ms[, Qu, est décroissante. Le taux maximal d’hy-
drogéne est atteint en une valeur entre entre 0 et mg. On peut déduire la position du
maximum, selon les cas suivants :
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— Si .S} est proche de 0 alors (ﬁ) est proche de 1. Par suite, D; est proche de 0.

— Si 5}, prend des valeurs importantes alors (ﬁ) est proche de 0. Par suite, Dy
est proche de mg.
— Si S}, = 3k, alors (k e ) est égal a 1. Par suite, Dy = Ze.
Le taux maximal d’hydrogéne, atteint en D = Dy est

asD?c ik
Qu,(D1) = azDicsS;, — ﬁ7
avec
ks
Dy =ms(1—4 | ——).
' 8< ks + Sz*n)

2.3.2 Le taux de biogaz produit pour le modéle avec inhibi-
tion
2.3.2.1 Taux de méthane produit

Le schéma réactionnel du modéle complet de la digestion anaérobie prenant en compte
I’étape d’hydrolyse montre que : d’une part, une forte concentration de 'acétate peut in-
hiber la croissance des bactéries méthanogénes hydrogénotrophes Xg. D’autres part, une
forte concentration d’hydrogéne peut inhiber la croissance des bactéries acétogénes Xy .

Le taux de méthane produit en un équilibre £ est donné par la formule suivante :

Qo (B) = e1ga(Ay,_o)Xa, oo +o29m(Hiy o, Ay ) Xnc,

On calcule pour chaque équilibre le taux de biogaz produit, voir Tableau 2.10.

| Equilibre || Qe |
E1 et E7 0
E, aacy, D(H© — )\9))
F; a1ca D(A® — \1)
E, alca D(AD —)\2)
Es a1Cq D(A(0 M) + o D(H® — 2L
Es 16, D(A® — \2) + agchD(H(O) — %)
Eg achh(H‘(B) —H - VohCo )
Ey acha(Ag)) — A = %ach)
Ei acha(Ag)) . %aCUV)
Eu OqDCa(Al - )\}4) + OéQDCh(Hl — )\}{)
E12 OélDCa(AQ - )\?4) + OéQDCh(HQ — )\%{)

TABLE 2.10 — Taux de méthane produit pour chaque équilibre du modeéle (2.4) avec
hydrolyse enzymatique et inhibition.
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Maq

Les seuils de rentabilité AL, A% sont définis, pour D < ar :
A A P 142, /4 P

(ma — D) — \/(D —mg)? — 4D2ks

2
2D ) >‘A
kr kr

Ay =

(me — D) + \/(D —mg)? — 4D2ks
pu— @ .

/\}{, A2, )\%/ et )\%, sont donnés par :

1 D(kh + :ua)\}q)

A 2 D(kh + /'La>\,24)
= _— - T A7

, A= , pour D < min(my,

mh—D mh—D

L)
ke

1+2,/ks

1 _ D(kv"‘ﬂh)\}q) Mg

v my—D

Ay = oD pour D < min(my, mp,

142, /fe

Notons que si X4 = 0 alors I'acétate A s’accumule dans le milieu. Par suite, la crois-
sance des bactéries méthanogénes hydrogénotrophes X sera aussi inhibée, ce qui inhibe
la production du méthane. Maintenant, si Xy = 0 alors 'hydrogéne s’accumule dans le
milieu, ce qui inhibe la croissance des bactéries acétogénes Xy . Par suite, la production de
I’acétate A et de I’hydrogéne H diminue et aussi celle du méthane.

Les équilibres ou les biomasses X4 # 0 et Xy # 0 sont Es, Fg, F11 et E12. Comme
Qcu,(Es) > Qcm,(Es) et Qcm,(E11) > Qcm,(E12) alors le taux maximal du méthane
produit est donné soit par I’équilibre E5 soit par I’équilibre Fy;.

Dans le cas A©) > maz(\l, A') et HO > maz(\}, H'), le taux maximal du méthane
produit est donné par I’équilibre E5. Dans ce cas, les biomasses Xg, X et X 4 coexistent
et Xy est lessivée et le flux de méthane est donné dans la figure 2.15.

Dans le cas A' > max(\Yy, A®) et H' > mazx(\};, H®), le taux maximal du méthane
produit est donné par I’équilibre Fq1. Dans ce cas, toutes les biomasses coexistent et le
flux de méthane est donné dans la figure 2.14.

Comme A}4 < /\i, le taux du méthane produit par ’équilibre F5 est plus grand que le
taux de méthane produit par Péquilibre Fy. Si A©) > Ve HO < Al et v < )\(‘)/ alors le
taux maximal du méthane produit est donné par I’équilibre E3. Dans ce cas, les bactéries
méthanogénes hydrogénotrophes X et les bactéries acétogénes Xy sont lessivées et les
bactéries méthanogénes acétoclastes X 4 existent et le flux de méthane est donné dans la
figure 2.23

Pour les simulations suivantes, on prend pup = puq = 1, ky = 100, kg = 1 et kpyq = 2.

On représente donc le taux du méthane produit, pour D < min(ms, mp, —=%—=), voir
142, /74
I

Figures 2.24 | 2.25 et 2.26 . On fait varier Xg;, entre 0 et 10 tout en maintenant la somme
Xoin + Sin = 10. Le taux de méthane est plus élevé quand la concentration du substrat
sous forme soluble S;;, est plus importante.

Dans la figure 2.26 , on a toujours S, + Xoin = 10, 0 < Xgin < 10, et 0 < D < 0.7.
En prenant d’autres valeurs de paramétres, par exemple celles de [35] : k7 = 10, up, =1 et
e = 5, on trace le taux du méthane produit pour 0 < Xp;, < 10 et S;, = 10 — Xo4n, voir
Figure 2.27 et Figure 2.28 .
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FIGURE 2.23 — Le flux de méthane dans le cas A® > A} et HO < )L
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FIGURE 2.24 — La variation du taux maximal du méthane pour S;, + X, = 10,
0< Xpin <10et 0K D<KO05

CHg4

FIGURE 2.25 — La variation du taux maximal de méthane pour S;, + Xy, = 10,

Dans les Figures 2.27 et 2.28 | le taux de méthane produit par 1’équilibre E7; est un
maximum global si S;, < 4, ¢’est un maximum local si 4 < S;,. A I'équilibre Ej5, c’est un
maximum global si 4 < 5.

Avec ce nouveau jeu de parameétres, le taux maximal de biogaz est toujours donné par
I'un des équilibres 11 ou Es5. Lorsque, les paramétres p, et/ou pp, augmentent et ky dimi-
nue, I'inhibition augmente et on produit moins de méthane, voir Figure 2.25 et 2.28. Dans
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FIGURE 2.26 — La variation du taux maximal du méthane aux équilibres E3, Fs5 et
Eyy

07

D.

3
Q
@
=y
=
o
[\
-3
|
—
&
S
=.
o
s
o
=
o
o
—
o
o
»
o
¢)
=
o
-+
=
o
=
)
i)
o
e
=
5
~
I
—_
\.O
=
=
I
—_
@D
-+
=
IS
I

(Xl 02 03 o4 05 5 07

FIGURE 2.28 — La variation du taux maximal du méthane pour S;, + Xo;, = 10,
0< Xpin <10,0<D <06

la Figure 2.25, on peut voir que le taux maximal de biogaz est de 3.5 mais dans la Figure
2.28, ce taux ne dépasse pas 3.
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Pour k; = 10, up = 1 et g = 5, on trace le méthane produit pour Xg;, = 0 et S;, = 5,
voir Figure 2.29. La Figure 2.30 présente le taux de méthane produit pour S, + Xoin = 5
et 0 g X()m < 5.

CH4 ~

FIGURE 2.29 — Le taux maximal de méthane pour S;, =5, Xp;,, =0et 0 < D < 0.6
aux équilibres F3, Fs5 et Eyqy.

12

CHy4

FIGURE 2.30 — La variation du taux maximal du méthane pour 5;, + Xgin = 5,
0< Xopin 5,0 D <0.6.

La Figure 2.29 montre que, pour 0 < D < 0.6 le maximum global du taux de méthane
est donné par I'équilibre Ej5. Ce résultat est analogue a celui trouvé dans [35]. Mais, comme
dans [35], voir Figure 5 (c), on tient compte des termes de mortalité des biomasses, le taux
de biogaz produit est légérement inférieur a celui illustré dans la Figure 2.29.

En tenant compte de I’étape d’hydrolyse de la matiére particulaire pour kg = 1 et
khya = 1, et en augmentant la somme de Xo;,, + Sip, de 5 & 10, Voir Figure 2.30 et Figure
2.28, on remarque que le taux de biogaz produit est plus important que dans la Figure 2.28
(il peut atteindre le double). Donc, 'augmentation du substrat solide Xy, & l’entrée, pour
la constante d’hydrolyse kp,q = 1, favorise bien 'augmentation du taux de biogaz produit.

Maintenant, si on augmente le coefficient d’inhibition k7, le taux de méthane produit est
donnée par les Figures 2.31 et 2.32, ot on prend k; = 100, pup =1, pg = 1, Sin + Xoin =5
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et 0 < Xpin < 5.

1

X0in= 0, Sin= 5-X0i e T -
CH, 2 p

, Sin= 5-X0in

u U 193 [} ua Us Uk [1X] [}

D

FIGURE 2.31 — La variation du taux maximal du méthane pour S;, + Xgin = 5,

(Xl 0.2 0.3 0.1 05 0& 0.7 08

FIGURE 2.32 — La variation du taux maximal du méthane aux équilibres E3, Ej5 et
FE4q pour £y = 100.

La Figure 2.31 montre aussi que le taux maximal de biogaz est atteint soit a l’équilibre
Eqy soit & I'équilibre E5. En diminuant les valeurs de p, et de pp et en augmentant la
valeur de kj, I'inhibition devient plus faible, et le taux de biogaz augmente, (comparer le
taux maximal de la Figure 2.31 et celui de la Figure 2.32).

2.3.2.2 Taux d’hydrogéne produit

La figure 1.4 montre que I’hydrogéne provient des acides gras volatiles (V) et du sub-
strat simple (5). Une forte concentration de I'acétate peut inhiber la croissance des bacté-
ries méthanogénes hydrogénotrophes Xp.
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Le taux d’hydrogéne produit est donné par la formule suivante :

QH? - Od3gS(S|S:S* )XS|XS=x§ + a4gV(V\v:v* ’ H|H:H* )XV‘szX:‘/

On calcule pour chaque équilibre, le taux d’hydrogéne produit :

| Equilibre | Qn, |
E\, By, Es, Ey, Fs5 et Eg asDX%
Er, Ey et Eig asDX% + ayDe, (VO — V)
Fy asDX% + ayDe, (VO — V)
E, azsDXE + ayDe, (VO — AL)
Eis azsDX% + ay,De,(V® —)2)

TABLE 2.11 — Taux d’hydrogéne produit pour chaque équilibre du modéle (2.4) avec
hydrolyse enzymatique et inhibition.

Si X4 = 0 alors 'acétate A s’accumule dans le milieu. Par suite, la croissance des bac-
téries méthanogénes hydrogénotrophes X g sera inhibée, ce qui augmentera la quantité de
I’hydrogéne Hy. Si X = 0 alors ’hydrogéne Ho s’accumule dans le milieu. Les équilibres
ol la biomasse X4 = 0 sont Es et Eg et les équilibres ot Xy = 0 sont Fq, Fs3, Fy, et
E;, Ey, Eqg.

Dans le cas V(0 < V, VO <« Vet VO < AL le taux maximal d’hydrogéne produit est
donné par I'un des équilibres E1, Eo, E3, Ey, E5 et Eg, lorsqu’ils existent. Dans ce cas, d’un
coté, si Xy et Xy sont nulles alors le taux maximal d’hydrogéne est donnée par F1, F53 ou
FE4 et le flux de I’hydrogéne est donné dans la figure 2.20. D’un autre coté, si X # 0 et
Xy = 0 alors le taux maximal d’hydrogéne est donné par Es et le flux de I’hydrogéne est
donné dans la figure 2.33.

FIGURE 2.33 — Le flux d’hydrogéne dans le cas V(0 < V, VO < Vet VO < A

Dans le cas VO >V, VO <« V et VO < AL le taux maximal d’hydrogéne produit
est donné par 1'un des équilibres F~, Eg ou FE1g, lorsqu’ils existent. Dans ce cas, lorsque
X =0et Xy # 0 le flux d’hydrogéne est donné dans la figure 2.19.
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Dans le cas V(0 < V, VO > Vet VO < AL , le taux maximal d’hydrogéne produit
est donné par I'équilibre Fg. Dans ce cas, lorsque X4 = 0, Xg # 0 et Xy # 0, le flux
d’hydrogéne est donné dans la figure 2.34.

FIGURE 2.34 - Le flux d’hydrogene dans le cas VO <V, VO >V et VO < AL

Pour VO <V, VO <V et VO < AL le taux d’hydrogéne Qu, = a3D X3 est repreé-
senté dans la Figure 2.35. Ici aussi, on varie Xg;, entre 0 et 10 avec Xo; + Sin = 10.

ol X0in= 0, Sin= 10-X0in
H, ~ ///

~X0in= 10, Sin= 10-X0in

1 | L | 1
B 1 TR B e

D

FIGURE 2.35 — La variation du taux d’hydrogéne pour V(© < V, VO < Vet
V(O) < )\%/ et Sm + Xoin, = 10.

Comme pour le méthane, dans la mesure ot il existe un rendement de conversion du
substrat solide en substrat soluble, selon que la matiére organique se trouve sous l'une ou
I’autre forme, la production de 'hydrogéne différe. La quantité d’hydrogéne est plus élevée
quand I’hydrogéne est produit du substrat sous forme soluble S;, que du substrat sous
forme particulaire Xo;,.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un modéle de chémostat avec dégradation enzy-
matique du substrat sous forme particulaire. Nous avons étudié un modéle a quatre étapes
et nous avons établi les conditions d’existence et le comportement asymptotique local et
global des points d’équilibre pour les modéles avec et sans inhibition. Prendre en compte
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I’inhibition dans le modéle influe sur la stabilité des équilibres. De plus, nous avons déter-
miné le taux de biogaz pour chaque équilibre pour les deux modéles et nous avons illustré
le taux maximal de biogaz produit. Pour des concentrations des substrats particulaire et
soluble a l'entrée fixée, selon les conditions initiales, on peut converger vers un équilibre
ol on a un taux maximum de biogaz ou un équilibre ou ce taux s’annule. On peut varier
les taux de dilution pour éviter les régions de bistabilité. D’autre part, on a montré que
la valeur des paramétres influe sur le taux de biogaz produit. De méme, ’augmentation
des concentrations des deux substrats a ’entrée pour un modéle avec hydrolyse et sans
mortalité des biomasses favorise bien I'augmentation du biogaz produit. Le modéle sans
inhibition produit plus de biogaz que le modéle avec inhibition. Pour des concentrations a
I’entrée fixées, il existe un taux de dilution qui maximise le taux de méthane. Pour ce taux,
la concentration des bactéries méthanogénes acétoclastes augmente et celle de l'acétate
deviennent assez faibles, ce qui affaiblit I'inhibition des bactéries méthanogénes hydrogé-
notrophes qui sont les producteurs de méthane. Pour I’hydrogéne produit, il existe un taux
de dilution qui maximise le taux d’hydrogéne, pour des concentrations des bactéries mé-
thanogénes hydrogénotrophes trés faibles.
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