Etatdel’art dela modélisatiormathématiquelansunchemostat

4.2 Introduction

Un chemostat est un type particulier de bioréacteur qui permet la culture continue de micro-
organismes dans un milieu contrélé, c’est-a-dire qui permet de faire croitre une population de micro-
organismes (algues unicellulaires, bactéries, levures, phytoplancton, zooplancton, moisissures...) sur
certains substrats, tout en conservant des conditions environnantes (température, luminosité, pH, aé-
ration). Il est utilisé pour la production de la masse cellulaire elle-méme, pour I'extraction et la dé-
gradation de certains polluants dans un milieu liquide, pour la production de substances organiques
résultantes de I'activité métabolique, ou pour I'étude de procédés physiologiques et métaboliques de
micro-organismes dans un milieu spécifique. On peut alors d’'aprés les variations de I'élément limi-
tant, quantifier I'influence de ce dernier sur la population cultivée. Ainsi le chémostat est un modéle
d’écosystéme contrélé dans lequel on peut quantifier précisément les relations entre un élément et un
organisme. L'appareil est constitué de trois réservoirs reliés entre eux.

Le premier contient des nutriments supposés étre en abondance excepté un parmi eux, nommé substrat
limitant & densité s. Un débit Q (provenant du premier réservoir) alimente le chemostat (deuxiéme ré-
servoir) ou inter-agissent et se mélangent la (ou les) biomasse(s) (une ou différentes espéces de micro-
organismes a densit§)xavec des nutriments. De plus, il est supposé que le substrat limitant a une
concentration d’alimentation constantg s- 0.

Le deuxiéme réservoir (chemostat) est supposé étre parfaitement mélangé, afin que I'on puisse assu-
rer que le milieu liquide est homogéne et par conséquent qu'il N’y a pas de variation spatiale dans la
concentration du substrat limitant et des especes. Par ailleurs, I'hypothése d’homogénéité assure que
les organismes et le substrat sont évacués du chemostat par action du flot au méme taux D.

Le troisieme réservoir (optionnel) réceptionne les échantillons prélevés dans le chemostat avec un dé-
bit Q. C’est dans le deuxiéme réservoir gu’'a lieu l'interaction entre le substrat limitant et les micro-
organismes ; parmi 'ensemble des procédés biologiques et chimiques susceptibles d’avoir lieu, on ne

considérera que les suivants :

— La consommation du nutriment par les espéces de micro-organismes.

— La croissance microbienne.
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4.3 Compétition dans le chemostat
4.3.1 Modelisation mathématique

Les nutriments pénétrent dans le chemostat, a une congientrs,, avec un débit volumique Q,
soit un taux de dilution B= \9/ A l'intérieur du chemostat, les organismes consommenthstsat pour
leur croissance. On le voit, la modélisation doit prendrecempte deux choses : la partie physique, qui
décrit les flux de matiére dus a la circulation de liquide ;&phrtie biologique, qui décrit les processus
biologiques ayant lieu a I'intérieur du chemostat. Danséte, nous noterons ¥a concentration de la
i-eme biomasse cellulaire totale, et s la concentrationdysgat.

En alimentation, il ne rentre pas d’organismes. La seuldataim de la biomasse des organismes est
donc le fait de la sortie, qui se fait au méme taux D que I'entfour le substrat, il faut tenir compte
du substrat entrant dans le chemostat, au taux D et & la cdratén s,, et de la quantité de substrat
présente dans le chemostat, qui est vidée par dilution.

Les organismes consomment le substrat pour leur croiss@hm®nsy (s) le taux de croissance spé-
cifigue des organismes et he taux de mortalité, correspondant a I'absorption d’'uneaqtité s de
nutriment. La consommation induit une diminution de la ditrde substrat & un taus;(s), que I'on
appelle taux d’absorption.

La variation de la masse du substrat limitant dans le deugiééservoir est donnée par le bilan du
substrat entrant, celui du substrat prélevé et celui du sabgonsommé par les especes de micro-

organismes :

n
$= Dsp — Ds - Ziai(S)xi
i=
Entrant — Sortant — Consommation

La variation de la masse de la i-eme espéce de micro-organesh donnée par le bilan de la masse
prélevé, celle de la biomasse morte et celle de la masse dsslzecroissance microbienne :
X = Hi(S)X — Dx - MmX
Croissance — Prélevement — Mortalité
Il existe une vaste littérature consacrée a la modélisaties fonctions de croissance et de consom-
mation. Nous ferons quelques hypothéses concernant lssarie des especes et la consommation du
substrat dans le chemostat :

Pour le moment, nous ne ferons que deux hypothéses contéadanctionsy; et g : La vitesse de
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FiG. 4.1 — Un chemostat

croissance est positive et nulle dans I'absence de subktatlation entre la consommation et la crois-
sance est linéaire, La fonction de croissance dépend aamimt et uniguement de la concentration du
substrat ety et g; sont localement lipschitziennes.

Nous supposerons que le taux de recyclage de biomasse moneugeau substrat limitant est né-
gligeable. Il découle des hypothéses que les fonctigrsont continues, nulles en 0 et prennent des

valeurs positives. De plusg(s) = M; ) ou ) > 0 sont les coéfficients de rendement. Alors on déduit les
1

équations du chemostat :

m.
I

Disn =)= Zlul y. (4.1)
( D—m)xi, i=1..n

4.3.2 Le taux de croissance

En étudiant les aspects quantitatifs de la croissance d#sres bactériennes en fonction de la
concentration du substrat limitant, J. Monod présente ()9des résultats expérimentaux relatifs a
la croissance de E. coli pour trois types différents de sabdimitant : glucose, mannite et lactose.

Pour ces résultats, Monod propose une relation entre lassiespécifique de croissance d’'un micro-
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organisme;, et la concentration en substrat limitant, s.

Hi (S) = IJrinax kiS—I—S'
Cette équation dépend de deux paramétres :

1. la vitesse spécifique de croissance maxinpdlg,

2. K, définie comme laffinité que le micro-organisme a pour lestal limitant. Sa valeur numé-
rique correspond a la concentration en substrat nécesgaingr obtenlré HUhnaxe L€ modéle de

Monod représente la base en matiére de modélisation de issenace microbienne.

En étudiant les données expérimentales sur la croissandditdebacter winogradski avec du nitrate
comme substrat limitant, B. Boon et H. Laudelot (1962) staygéque la fonction proposée par Monod
ne pourrait pas étre valable pour certains substrats quitdipnitant a concentrations modérées mais
qui a forte concentration s’avérent inhibiteurs pour laiggance des espéces. L'utilisation des fonctions
monotones devrait étre en conséquence un cas spécial celaten fonctionnelle entre le substrat li-
mitant et la fonction de croissance. Pour le cas avec intaibjtils proposent une courbe d’interpolation

définie par la fonction suivante, plus connue sous le nom ‘&tede Haldane” :

_ S
I"l(s)_umax ) 82
kIS+S+E

La constante kest la constante d’inhibition. Il faut noter que sidst assez grand, le modéle est équi-

valente a celui de Monod.

4 Remarque Dans toute la suite, nous supposerons en fait que le tauxdiedD est strictement positif,
puisque le ca® = 0 caractérise un chemostat en batch, qui n'est pas repréfefdda culture en
continu.

Nous voulons souligner la différence qualitative entrexdelasses de paramétres du systeme : Les
parametrey; etm; sont déterminés exclusivement par les propriétés biol@gqlu systéme. D’un autre

coté, les parametress, etD peuvent étre maodifiés par I'utilisateur du chemostat.

Lorsque les espéces interagissent et que cette interaetitraine la décroissance du taux de repro-
duction ou du taux de croissance de chaque espeéece (par exgonslqu’il y a une concurrence sur la
nouriture, I'espace, etc), on dit gu’on est en présence depgsition.

La question qui se pose est la suivante : deux (ou plusiesmoes dépendant d'une méme ressource,
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peuvent elles cohabiter ? Si c’est le cas, on parle de cadst (compétitive), et sinon, si une seule des
especes se maintient tandis que les autres s'éteignentarim giexclusion. Dans le cadre du chemo-
stat, la ressource est bien entendu le substrat. La notionodgistence peut se définire en termes de
permanence.

Dans la suite, nous allons rappeler quelques propriétéditpiizes et asymptotiques du systéinel(4.1)

quand les taux de mortalité sont négligeables ; c’est-a&-dir= 0 pour chaque i 1...n.

4.3.3 Positivité et conservation de masse

Les systéemes biologiques du type du chemostat sont demsgstidnt les variables d’état sont
positives. Il est important de vérifier que pour des condginitiales positives ou nulles, le systeme

&) reste positif ou nul.

Proposition

1. Pour toute condition initiale daf&, x R, la solution correspondante a des composantes posi-

tives, bornées et donc définie pour toat 0.

2. L'ensembleQ = {(s, X1,.., %) € RT /st Zl } est invariant et est un attracteur de toute

solution del{411).

Preuve :
L'invariance deR, x R} est garantie par le fait ques 0 entraineS= Ds;, > 0 et que x=0 entraine
xi = 0. Il reste & montrer que la solution est bornée.

n

Pour toute solution dd(4.1), soitzs+ Z? La dérivée de z par rapport au temps le long des solutions
i—= |

du systemd{4l.1) est donnée par :

<s+ Zl——sn> =D(sn—2

0
d0r1CS+Zl —Sn+KeDt avec K=s(0 +Zlﬁ_3n

Il est donc clalr gue 4, ...,X, sont bornés car ils sont tous positifs.

on vérifie aisément que le systemel(4.1) est équivalent gansys
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z =-Dz
% =xa<ui(z—_i§)—D>, i—1.n,

Alors, quelques propriétés asymptotiques du systEmle fdR)ent étre déduites en étudiant le systeme

suivant :
% =X (ui(sn - i%) - D), i—1.n

En effet, si les solutions de ce systéme sont convergemeavepoint d’équilibre on peut utiliser
quelques résultats de réduction d'ordre pour en déduiredavergence des solutions de ce systéme
vers un point critique. En plus, étant donné que les solstiunsystemé(4.1) sont bornées, celui-ci est
asymptotiquement autonome et a une limite définie par céragstTandis que la méthode précédente
permet d’obtenir des résultats de stabilité globale deswsocritiques, I'utilisation de la théorie des
systemes dynamiques asymptotiguement autonomes perenétiude plus approfondie des propriétés
asymptotiques des solutions du systéimd (4.1). Par exesiples 2, il existe une généralisation du
théoréme de Poincaré-Bendixson. Nous utiliserons a plusieprises ces deux techniques dans notre

étude des équations du chemostat.

4.3.4 Lexclusion compétitive

La compétition entre n especes sur k ressources est un ségettidié en écologie théorique. Un
postulat classique propose que sirk, alors au moingn — k) espéces ne peuvent pas coexister a long
terme : ce postulat est connu comme le Principe d’Exclusiomg®&titive. Dans le cas du systemel(4.1),
le principe d’exclusion compétitive signifie que, au plus especepde micro-organismes est capable
de survivre a long terme, tandis que les autfas- 1) doivent disparaitre. Ce principe a été démontré
mathématiquement et validé dans plusieurs expériencass Moons une hypothése complémentaire
pour les fonctions de croissangg: pour chaque i= 1...n, il existe au plus deux nombres réels étendus

Aj et tels qued; < f3;,

pi(s) > D+m,se [A;, B,

Hi(Ai) = ki(B) =D+m et {M(S)<D+mi,s¢()\i,ﬁi).

Le comportement asymptotique du systdme (4.1) est dénstldaésultat suivant
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8 Proposition (Wolkowicz et Lu, 1992 [100])

On suppose que I'ensembl® )] vérifie les inégalités suivantes :
M<Ah<. <Ay et AMi<sn<pfBa
S'il est possible de trouver des constanges 0 pour chaqueé > 2 satisfaisani; < sy, telles que :

max gi(s) <y < min gi(s)
O<s<Ay Ai<s<pi

oup; = min(sp, B) etg; est définie par :
w(9)(— (O +m) +p(9)) (sn— 1)
<D+m1> (— (D+m)+ui(s)) (sn —s)

alors toutes les solutions du systemeél(4.1) vérifient laggtgsuivante :

g =

- _ yib
Jim_ ()50 50(0), -0 (0)) = (A 5o (80 = 41).0.....0)
. . .\ y1D _ .
ainsi, le point cr/thue()\l, Drm (Sn—A1),0,..., 0) est globalement asymptotiquement stable.
1l

Le principe d’exclusion compétitive étant en général rifisu et al. [54] sont parmi les premiers,
en 1977, a étudier le probléme de la compétition dans le chnhdls considerent n populations en
compétition pour un méme nutriment, et montrent que I'eskafu compétitive est vérifié : celui des
compétiteurs qui utilise le mieux le substrat en faible dit@rsurvit, les autres s'éteignent. Dans le cas
de fonctions de croissance non monotones, Butler et Waikdd8] montrent en 1985 que le principe
d’exclusion compétitive est également vérifié. En 1992ktMatz et Lu [100] utilisent des fonctions
de Lyapounov pour montrer que, toujours dans le cas de fametie croissance de forme générales,
mais avec des taux de mortalité différents pour chaque esp@principe d’exclusion compétitive est
encore vérifié (I'équilibre résultant étant globalemergtde). Li [61] a récemment étendu ce résultat a
une classe encore plus large de fonctions de croissancen, Brfiith et Waltman [88] vérifient en 1994
ce principe pour le modeéle de Droop. EI-Owaidy et El-LeitB@][établissent des conditions suffisantes
pour qu’un systéeme de deux populations se nourrissant dibstgt, ou d’'une population se nourris-
sant de deux substrats, soit persistant.

Hsu et al. établissent également dans [54] que la seule ¢ondgui peut conduire a la coexistence
de plusieurs populations est que I&ssoient égaux. Ceci est confirmé par Keener [59], qui montre

gue dans le cas de deux populations, il peut y avoir des lafimes conduisant a des oscillations. La
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situation ou les\; sont égaux étant non générique dans la réalité (c.a.d., gaiudtre détruite par de
petites perturbations), quelques travaux sur la compétin chemostat se consacrent a la recherche
de situations pouvant permettre cette coexistence. L'esgibtes envisagées est I'action sur I'une des
variables de contréle du chemostat, c.a.d., la concemmatie substrat en entrég ®u le taux de dilu-
tion D. De cette fagon, on se place dans le cas de systemesmétiton en environnement variable,
dont on sait qu’ils sont a méme de générer un comportemenbedstence. Hsu [52] considere en
1980 le cas de la compétition dans un chemostat forcé péuednent par la concentration de sub-
strat §,. L'étude numérique a laquelle il se livre montre la posdibitle coexistence des compétiteurs.
Smith [86] reprend ce modéle en 1981, et montre que la camdstest en effet possible, dans le cas
de deux populations. Hale et Somolinos [41] étendent en 1©8&3avail de Smith au cas de n espéces
en compétition dans un chemostat périodique, en utilisamlidsipativité du systéme. lls montrent en
outre que malgré le forcage périodique, il existe des plateparametres pour lesquelles I'exclusion
compétitive a lieu. Parallelement, Stephanopoulos, Foidon et Aris [93] étudient en 1979 le cas de
compétition de deux espéces. lls montrent que trois sitasifpeuvent conduire a la coexistence : taux
de dilution périodique, préléevements périodiques de mafi@grganique et inorganique) dans le chemo-
stat, et enfin taux de dilution et concentration d’alimeisiaten substrat périodiques. Dans une optique
différente Butler, Hsu et Waltman [17] reprennent en 198%de d’'une dilution D périodique avec n
compétiteurs, établissent des conditions d’exclusionpgitive et montrent par des techniques de bi-
furcation, que la coexistence peut également avoir lieul#98, Wolkowicz et Zhao [105] montrent
gue dans un modele trées général de compétition en dimension b et § sont périodiques, et ou
chaque espéce a un taux de mortalité spécifique, il peut y pessistance. Un article intéressant de
Rao et Roxin [75] considere la coexistence de plusieurs espanes le chemostat comme un probleme
de contrble : quel type d’entrée (de dilution) faut il applar pour que la coexistence des compétiteurs
soit possible ? Hsu et Waltman [55] se sont penché sur le césaampétition de deux espéces, lorsque
I'une des espéces est potentiellement soumise a une iohibktérieure (par exemple deux espéces de
bactéries dont I'une est sensible a un antibiotique). Elisaitit des propriétés des systémes monotones,
ils montrent qu’outre les comportements classiques, it p&ister une coexistence oscillante entre les
deux espéces. Des articles, enfin, étudient le devenir denipétition lorsque plusieurs especes se nour-
rissent de plusieurs substrats différents. Ainsi Hsu g68]} considérent le cas de compétition, lorsque
les organismes dépendent de deux nutriments complénmemntBallyk et Wolkowicz [3] étudient le cas

de la compétition entre deux especes utilisant indifferentrtiun ou I'autre de deux nutriments. Elles
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montrent que pour certaines valeurs des paramétres, il essiple d'avoir extinction d’'une popula-
tion vivant seule sans compétiteur, alors que dans le caa derhpétition, cette population survivrait.
Toujours, dans le but d’expliquer le phénomeéne de coexistefairement visible dans la nature, les
membres du projet INRA-INRIA-MERE [38, 62—-64, 69], ont coméglée cas d’un taux de croissance
ratio-dépendant au sens de Arditi [1] et ont prouvés que lexéstence est possible dans ce cas.

Une autre piste suivie pour obtenir la coexistence est ahllegradostat [89] . Un gradostat est une
batterie de chemostats montés en chaine, générant par laadiiegt de nutriment. Ce type de modéles
pourrait étre classé dans les modeéles structurés. Towelos agit la plutdt de systéemes d’équations
différentielles ordinaires couplées, décrivant des papahs vivant dans des conditions différentes. De
plus, le nombre d'articles consacrés a ce sujet [31, 87] &faible, nous avons préféré les mentionner

ici.

4.3.5 Recyclage dans le chemostat

Sil'on suppose que le taux de dilution D est trés faible, @aletemps de résidence des cellules dans
le chemostat est grand, et il y a mortalité cellulaire. Cartaauteurs justifient par exemple I'utilisation
d’'une valeur trés faible de D par la modélisation des lacsnB& cas ou il y a mortalité, on peut soit
ignorer le devenir des cellules mortes, soit essayer deuieses Sur le plan expérimental, malgré I'ex-
tréme rigueur apportée a la filtration du milieu d’alimenita, il subsiste toujours dans ce dernier des
bactéries. Puisque le temps de résidence des cellulesasd,grela est vrai aussi des cellules mortes.
Par conséquent, les bactéries sont a méme de dégrader ceiemsr Cette dégradation fournit des
matiéres organiques, qui viennent s’ajouter au substrapalnible pour la croissance des cellules. La
guasi totalité des auteurs ayant considéré ce probleme Ldifisé pour justifier I'introduction de re-
tard dans les modéles de chemostat : la dégradation n’estipggocessus instantané, il y a donc un
retard entre la mort d’'une cellule et sa recirculation soosnfie de substrat. Les articles de Beretta et
Takeuchi [9, 10] établissent la stabilité de I'équilibremtrivial d’'un modéle de Monod avec recyclage
retardé des organismes morts. Dans le cas ou le recyclagm&sintané, I'équilibre est globalement
stable. Bien que n’étant pas les premiers articles sur letsilg sont a I'origine de bien des développe-
ments ultérieurs, du fait de leur rigueur et de la grande gélig& des résultats gu'ils établissent. Ainsi,
ils sont a I'origine des travaux de [45-47, 101], qui traitechacun d’extensions et de généralisations
de [9, 10], dans le cas de noyaux de retard plus généraux, nigtifms de croissance plus générales,

etc.
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Plusieurs études mathématiques ont adressé les modeletepawltures en continu (chemostat) avec
la réutilisation de substrat [7, 8, 35,56,57, 66, 80, 81,853, 104].

Quelques auteurs ont fait le lien entre les modéles aveclagy et les problemes de compétition.
Freedman, So et Waltman [36] sont les premiers qui ont étadi@robleme, dans un article qui est
également le premier (& notre connaissance) des articlesarés au retard dans le chemostat. lls
introduisent un retard dans I'absorption des nutrimenes gai est assez différent, dans le principe, des
retards dus au recyclage. Ruan et He [82] (repris dans [83{)isp/Volkowicz et Xia [101], et enfin Wol-
kowicz et al. [102], ont étudié le cas de la compétition damshemostat avec recyclage des organismes
morts, pour différents types de retards (discrets, dig@#). Lu et Hadeler [39] se sont intéressés quant
a eux au probléme du recyclage dans le cas de la compétitima @manismes porteurs de plasmides et
organismes dépourvus de plasmides, lorsqu’il y a recyctigenutriments et présence d’un inhibiteur.
Ceci est un probléme qui est assez spécifique de la micrgiol&nfin, Kandil [58] a étudié en 2000

le cas de compétition de trois espéces, si le recyclage gstnitané.

4.4 Conclusion

Nous avons introduit le modéle du chemostat le plus usitésMeons donné quelques propriétés
du modéle du chemostat, qui est le plus utilisé pour décardyinamique d’'une population dans un
chemostat et ont servi de base a nos travaux dans cette peepaétie. Ce modele, bien que peu

détaillé, est la base de la construction de la quasi totaliés modeéles de chemostat existants.



98

Chapitre 4 : Etat de I'art de la modélisation mathématiquesdar chemostat




Chapitre 5

Coexistence pratique en culture continue

5.1 Résumé

We show that the chemostat model with two species haviegedfitfout close break-even concentra-
tions exhibits a slow-fast dynamics. Considering smaltybations about the dilution rate for which
break-even concentrations are identical, the Fenichaebthallows us to show the coexistence of species
for large times. Then we determine the reduced dynamicghw$inon trivial and characterized by the

slopes of the growth functions about their break-even auinatons.

99
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5.2 Introduction

Considérons le modéle mathématique de la dynamique de dgpéxes en compétition dans un

chemostat pour un substrat essentiel non reproduisant :

S = —(S)x1— U(S)%+D(s" —s9),

X1 = (ul(s)—D>x1, (5.1)

Xo = (uz(s)—D>x2.

s est la concentration en substrat telle q8)s> 0. x; et % représentent les concentrations des deux
espéces telles que () > 0 et %(0) > 0. D est le taux de dilution et’sest la concentration d’alimen-
tation en substrat, supposés constants et positifs. Onosgpgue les taux de croissange et u, sont

deux fonctions positives, de classetélles queu; (0) = up(0) = 0.

On a vu au chapitré€l4 que, généralement, ce modeéle prévois, I&pport d’'un taux de dilution D
constant et une concentration d’alimentatidh sonstante, I'exclusion compétitive, c’est-a-dire qu’au
plus une des deux espéces peut survivre (voir, par exerapigohographe de Smith et Waltman [89]).
Le principe qui a été bien connu par Hardin [43] et qui a étégement, mathématiquement, étudier
dans la littérature (voir, par exemple, [2,18,92]).

Pourtant la coexistence de plusieurs espéces dans un ctarasslargement rencontré dans des situa-
tions particuliéres. Beaucoup d’efforts ont été faits poanfirmer, mathématiquement, un tel compor-
tement de coexistence, soit en considérant le cas d'un dtah@imenté périodiquement [17, 86], soit
en tenant compte d’'une considération spatiale [77, 94]t eniconsidérant la coexistence des masses
ou des filaments [19, 40], ou en considérant des taux de emocss ratio-dépendant au sens de Ar-
diti [62—64].

Dans le cas non générigue, pour lequel les deux espéeces acdtement la méme “break-even
concentration”, le principe d’exclusion n'est pas vériftdsu et al. [54] ont montré, théoriguement,
la coexistence pour deux taux de croissangede type Monod. Hansen et Hubbell ont montré, expé-
rimentalement, que la coexistence peut étre réellemerdrods si on s'arrange de telle sorte que les
especes auront le méme seuil de rentabilité "break-evenammation” pour une valeur précise du taux

de dilution D [42].
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Cette situation particuliére a I'effet d'une bifurcatiodans le sens que si le taux de dilution est lé-
gérement perturbé, une espéce ou l'autre devient le gagied compétition. Ce cas non générique
est, bien sdr, trés peu probablement rencontré dans la eamais on peut rencontrer des situations
trés proches (pour lesquelles le principe d’exclusion cétitige se tient), ce qui constitue le but de ce
chapitre. Il devrait étre souligné que le principe d’exéturs compétitive est un résultat asymptotique et
n'est pas informatif sur le comportement des trajectoigpiquement on peut se demander combien
de temps faut-il pour que la dynamique atteint un voisinagéédat stationnaire asymptotique.

Dans ce chapitre, on donne une extension du résultat de Hsu[&d] pour des fonctiongy; crois-
santes ayant la méme "break-even concentration”, et on mdatcoexistence des espéces. Dans une
seconde étape, on considére une petite perturbation dudawdilution D et on montre la coexistence
practiquedes espéces (dans le sens, un temps assez large de coe¥isbams ces coordonées origi-
nales, la dynamique n’est pas sous la forme connue des pneklée perturbations singuliéres, mais
en utilisant les résultats de Fenichel, on démontre I'exise d’'une variété invariante, attractive sur la
quelle, la dynamique est lente. Cette variété n’est pas é@mxplicitement, mais elle peut étre appro-
chée au premier ordre de la perturbation, aussi bien que senyque. Cette technique nous permet
d’obtenir I'expression analytique de I'approximation dedynamique réduite, et d’estimer la durée de
la coexistence. Des tests numériques sont présentés et la coexistence pratique, en comparant

les simulations du systéme initial avec celles de la dynaenigduite.

5.3 Généralités

Le modele du chemost&i(b.1) est un systeme dynamique défitfétquadrant positif, nous rappe-

lons pour cela quelques propriétés fondamentales [89].

9 Proposition :

1. Les solutions du systenle(b.1) sont définies pour toutseuogitif, et restent positives et bornées.

2. L’ensemble{(s, X1,X2) € Ri’ / S+ X1 +Xo = §”} est positivement invariant et est un attracteur

de toute solution dé_(3.1) sur I'orthant positif.

3 Corollaire Pour toute condition initiale sur le quadrant positif,

3To>0/ (s(t),xl(t),XZ(t)> €[0,8" x [0,8M)2, ¥t > To .
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Soit I'hypothése suivanteHO. Les fonctiongu; et p, sont croissantes telles quérp Ui(s) > D.
S—-+00

Sous I'hypothésel0, on définit par les "break-even concentrations?, &t s, les solutions respec-

tives de
pi(s)=D et [n(s)=D.

Geéneéralement, on g s~ s;. Un résultat classique, connu par le Principe d’Exclusioon@eétitive [89],
signifie que, au plus, une espéce de micro-organismes @eilai la plus petite break-even concentra-
tion) est capable de survivre a long terme, tandis que l'adit disparaitre.

Soient kg, E1(D) et Ex(D) les trois points d’équilibres de la dynamique du systdmiB) &ur le quadrant
positif définit par :

Eo= (Sin’0’0)7 El(D) = (Sflﬁ.’g.n _SLO)’ EZ(D) = (Sﬁaoagn _SE)
On obtient, donc, le résultat suivant :

10 Proposition L'équilibre
1. Ep sis" < min(s;,s)),
2. E1(D) sis; < min(s},s"),
3. Ex(D) sis; < min(s;,s"),

est globallement asymptotiquement stable sur le quadrsitifo

Preuve Voir [89]. [ |

On note par.# (D) le segment dd E1(D),Ez(D)}) dansR3. Pour le cas 2. (similairement pour le
cas 3.), on donne une preuve de la proposifioh 10, équivalemntlle dans [89], utilisant une fonction

de Lyapunov explicite.

11 Proposition supposons qug < min(s;,s"). Pour tous > s", 'ensemble.#/ = {(s, X1,%X2) € [0, 9] x
R, \ {0} x ]R<+} est positivement invariant, et la fonction

S .
V(S0 %) = Li (ul(o) - D)do+ K pio(S5)] s+ 0 + %o — &N

o mfo o o{o )
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est décroissante le long des trajectoires du systéme (6rly/s En outre,E (D) est globallement

asymptotiquement stable suf .

Preuve Pour simplifier, on note par

K = max(l, @D_D> . (5.2)

Le fait que.” (D) C .# implique que# est positivement invariant.

La dérivée de t—>V<s(t),x1(t),x2(t)> par rapport au temps le long des trajectoires du systdmé) (5.1
est donnée par :
V. = (1u(9~D) (D"~ 9) — (9 — Ha(s)e) ~ KD pa(s]) |50 + 30 — "
+ (D~ ka(s))) (1a(9) - D) (xa — "+ 57),

= (119 D) 1~ (1n(9) ~ D) (Ka(8) — pra(sh) %o~ KD po(sy)| s 1 43— &
~(1a(9)~ D) pa(s) (s+x2+ %~ $") =D (ka(s)~ D) (s~ ).

En tenant compte de I'hypothebk, on obtient(ul(s) - D) (uz(s) - uz(s_{)> >0et (ul(s) - D) (s—

s;) > 0 pour tout s> 0. L'inégalité suivante en découle
V < —o(s)D <K|s+x1+x2—si”| - M(S)T_D(s+xl+x2—§”)> .
Avec le choix[(5]2) du paramétre K, on obtient
VvV <0.

AinsiV est décroissante le long des trajectoires du systeiie L'ensemble dR?r ouV = 0 est exac-
tement le segmen¥’(D). En utilisant le principe d’invariance de Lasalle, on dédgue les solutions
convergent vers le plus grand ensemble invariant inclussd#iiD), qui est constitué des deux équi-
libres E1(D) et E;(D). Or I'équilibre Ex(D), qui n'appartient pas a# mais a sa frontiére, est répulsif.

On déduit la convergence asymptotique verH depuis toute condition initiale dang . |

Remarque V n’est pas une fonction Lyapunov stricte, mais elle donne estémation du taux de
convergence vers” (D), pour toute condition initiale loin de” (D). Notons que les valeurs propres

de la matrice Jacobienne du systémeg(D) sont—D, —(s" —si) i (s;) et a(s;) — D. Lorsques; et
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S, sont assez proche, la derniére valeur propre est assezepaeth Pour mieux comprendre le com-
portement transitoire des trajectoires lorsgji@ts; sont assez proches I'un de l'autre, nous étudions,

dans la section suivante, le cas non générique pour uner@utelle ques; ets; coincident.

Pour le reste de ce chapitre, on considére deux fonctigret u, telles que leur graphes se croisent

en un point loin de l'origine.
H1.ll existe § € (0,S") tel quep (') = La(S*) avecy](s') > uh(s*).

Sous I'hypothésel 1, on note par D = p;(S*) = po(s*). Par la propositiorID, I'espece 1 (resp. 2)
est asymptotiquement gagnante stD* (resp. D< D*). Ainsi, D= D* est le cas non générique, qui

sépare deux comportements opposés.

5.4 Cas nhon générique

Lorsque le taux de dilution D est exactemerif 8lors § = s, = s* et {Eg} U.(D*) est exactement
I'ensemble des points d’équilibre du systefmel(5.1). Najoies dans ce cas, les points d’équilibre dans
#(D*) ne sont pas hyperboliques (une valeur propre de la matriceld@nne est nulle). Nous mon-

trons la coexistence asymptotique des deux espéces daasierr générique.

Lemme Pour toute condition initiale d&(%.1) dans le quadranttifdsile que (xl(O),x2(0)> #(0,0),
ona

1 __
tleS(t)_S ,

autrement dit, la solution de(.1) converge asymptotiqerdmerss’ (D).

Preuve Considérons le vecteur

S S

b |=] 1tX
X1
b

et définissons la fonction suivante

fi(s,p) = p pa(s) + (1 - p) Hz(s) -
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Ainsi (s,b) est la solution du systéme non autonome suivant

$=—[i(s,p)b+D*(s" —9),

b= [i(s,p)b—D*b.

Définissons aussi les deux fonctions "envelopes” suivantes

WO =minp(s) et pT(s)=maxui(s),

et notons quei vérifie la propriété suivante

H(s)<RP(sp)<u'(s), Ypel01], Vs>0.

Alors, il est facile de montrer, par la comparaison standaes solutions d'équations différentielles

ordinaires scalaires, que
S (t)<st)<sT(t) et b(t)<bt)<b"(t), vt>0 (5.3)

ou (s ,b") et(s*,b™) sont les solutions des systémes suivants :

§ = —ut(s)bt+D*(s"—-s7), s (0)=s(0),
bt = ut(s )bt —D*bt, b+ (0) = b(0),
§F = —pu(shH)b™+D*(S"—s"), s7(0)=950),
b- = u(s")b-—D*b, b= (0) = b(0),

qui représentent le modéle simple d’'un chemostat pour unke gspéce avec un taux de croissance
U~ ou ™. En utilisant les résultats classiques du chemostat poeraspece [89], on montre que les

solutions(s™,b™) et (s™,b~) convergent asymptotiquement vers le méme point d’éqailirs” —s").

Finallement, en utilisant la propriété_(3.3), on obtient

; ok H _dn
t!rrms(t)_s et tleb(t)_§ s .
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Corollaire Pour toute condition initiale d&(5%.1) sur le quadrant gibigtle que (xl(O),x2(0)> # (0,0),

il existeT; > 0 tel que

S(t) <s', Vt>Tyous(t) >s", Vit >T; .

Preuve.Rappelons que(k) = s(t) + x1(t) + Xo(t) = s" + ke ', par conséquent() reste inférieure
ou supérieure a'%. Ainsi, pour tout { > 0 tel que $t;) = s*, le signe de3(t;) = —D*(z(t;) — s") est
constant. Comme s converge vetrsalors son trajectoire ne coupe pas lI'axe=ss* plus qu’une seule
fois. [ |

A l'aide du lemmél1 et du corollail@ 4, le résultat suivant ééise celui prouvé dans [52], pour

des fonctiongy croissantes plus générales.

Proposition Pour toute condition initiale de(3.1) sur le quadrant pbigltie quex; (0) > 0 etx,(0) > O,

ona

tIirr (xl(t),xz(t)> = (x’{,x§> ou x>0 et x;>0.

PreuveDu corollaire[4, il existe T> Otel que $t) < s* pour tout t> Ty, ou gt) > s* pour tout t> Tj.
Ce qui implique que les dérivéeagt) = (L (s(t)) — D*)xi(t) pour i= 1,2 ont un signe constant pour
t > Ty, (c.a.d. x est une fonction monotone tout le temps). Par la propos@oRr est bornée, on en
déduit que

X = tlTooX‘ (t) existe.

Nous montrons maintenant qugx 0 et x5 > 0.

Les fonctiongu (+) et to(-) sont deux fonctions de classé,@n définit les deux réels, pouri 1,2

(min (9. maxi(9) si s <t>Ta).
(rrﬁ,rrf) _ sc[0,s"] sc[0,s7]
( max (4 (s), min ui’(s)> si {s(t) >s* vVt >T;}.

se[0,s"] se[0,s]

Par la proposition[®, on sait que*s- x; +x; = s", et de I'hypothéséH1, on sait que s< s". Par

consequent, il existeq {1,2} tel que ¥ > 0. On montre maintenant qug % 0 pour kK# j.
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Rappelons que la solution de{b.1) peut étre écrite comme suit
't
ui(s(t)) —D*|dt
xj<t>=xj<0>e~/o s sm) -] ,

on en déduit I'inégalité suivante

/T:w [uj (s(r)) - D*}dr > —00 .

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, pour ot T; il existe un réel positif ¢ entre'®t 1) tel

gue
by (S(0) = (") + (S(1) = ") ] () = D" + (s(1) = ' ) f ).

ainsi on obtient
on en déduit que
D’ou

et par suite

Finallement, il résulte que

t
e o W)
=%(0) e/O H(s(m) — D ar

oo () —oar [ (sm) -ofar

6 Remarque Notons que le point d'équilibréx;,x;) dépend de la condition initiale, contrairement au

cas général.
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5.5 Caractérisation en dynamique lent-rapide

Considérons des valeurs du taux de dilution D assez proch¥ de
D=D*+¢,

ou € est un réel assez petit non nul. On montre la “coexistencéque’ des deux espéeces dans le sens
suivant ; bien qu’une espece soit seulement la gagnante a ldefia compétition, les concentrations

des especes peuvent rester loin de zéro pendant des iésrdal temps assez importants.

De la dépendance continue des solutions des équationsainelpar rapport a un paramétre (voir,
par exemple, section 2.3 dans [60]), on peut, immédiatendéuiuire de la propositioi12, la propriété

suivante :

Corollaire Fixons une condition initiale dari&, x (R*)2. Soit (x;,x5) I'état stationnaire des trajec-
toires poure = 0. Ainsi, pour tout voisinage’” de(s*,X;,x;), il existe un réel positiT ete tels que pour

toute € [—¢, €], la trajectoire correspondante atteifit

De la propositio_ID et du corollairfgl 5, on peut comprendredenportement qualitatif des trajec-
toires du systemé&(3.1) lorsque O (Figure[5.2). Elles convergent vers un point.ggD*) puis elles
convergent asymptotiquement vergE) ou E;(D).

Notre but est, donc, de décrire qualitativement la dernjgatie des trajectoires.

X2

LUS(D)

(x1(0) , %, (0) )

FiIG. 5.1 — Trajectoires typique dans le pleq, x2).
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Pour € = 0, notons que les valeurs propres de la linéarisation de laadyigque de[(5]1) autour des
points de”(D*) sont0, —D* et —p; (S*)X} — U5(S*)%5.
Définissons le réel

. D* e ! [ i *
k=min (m»ﬁll(s ) Ha(s )) (s"—s")>0.

Ces deux derniéres valeurs propres sont minorées-amuniformément dans”(D*).

Notons, aussi, qu’en remplacant D paf B €, la dynamiquel(&]1), en coordonnées originales, n'est
pas sous la forme de Tikhonov des perturbations singuli®@8p C’est pour cela gu’on va utiliser
un changement de coordonnées pour caractériser la dynaméant-rapide en utilisant un résultat de
Fenichel.

Ecrivons la dynamiqud{d.1), pour & D* + &, comme suit :

§=F(.¢€). (5.4)
Notons paré (&, €,t) la solution de[[Z4) & un instant t avec une condition inii&} € R3. On définit

I'ensemble# des conditions initiales telles que, dans les coordoniriges,X»), on a x + Xz > 0.

Proposition Il existegy > 0 et un voisinage/p de.” (D*) tels que pour tout € (—&p, &), il existe une
variété invariante unidimensionnelle C ¥4. Ainsi, pour toute condition initialéy € .# ete suffisam-

ment petit, il existao, € X, etM, < 4o Vérifiant 'inégalité suivante :

€@ 8.0~ &0, <Mee ™0z~ &]|, =0

Preuve L’approche de Fenichel consiste & considérer la dynamiqugmentée’ dang?.

é = F(E?‘E))
{é _ 0 (5.5)

Pour € = 0, en tout point d’équilibre de F,0) appartenant &7 (D*), la dynamique linéarisée admet
deux valeurs négatives et une valeur propre nulle. De plkrissémble monodimensionngl(D*) est
compact. Ainsi, le théoréme de Fenichel [32, Theorem 9 .4li@sl'existence d’'une variété invariante
bi-dimensionnelle, attractives’® de la dynamique augmentde{5.5), telle gti€D*) x {0} C €5 (voir,
par exemple, [22] pour une application similaire du théorae Fenichel). De plus ils existent une

constante et un voisinage?” de . (D*) x {0} tels que pour tou{o,¢) € 7, il existe o tel que
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(0,€) € €S et Hf(a,s,t) - E(E,s,t)” < Cse—ktHa - 5” pour tout t> 0.

7 (D*) est un compact, il existent, dorgg,> 0 et un voisinage/p de.”(D*) tels que¥y x (—&, &) C

¥ . Ainsi, pour toute dans(—¢&p, &), il existe une variété&, C ¥p monodimensionnel, invariante pour
la dynamique[(5]4).

Fixons une condition initial€p € .#. Pour e = 0, on sait que d’aprés le Lemrfik 1, la solution del(5.1)
converge asymptotiquement vers I'ensem#léD*). Par conséquent, il existe un temps fini>TO tel
que & (0,0, T) entre dans¥p. Par la continuité de la solutiog (&o, €, T) par rapport au parameétre,

on a doncé (&o,&,T) € ¥ pour € assez petit. Ainsi, il exisie; € > tel que

HE(GS,E,t ~-T)- E(Eo,s,t)H < Cse‘k“‘”Hos —&(&,&,T)

TS

Définissonss; = & (0:, &, —T), qui appartient a la variété invariantg,. Soit L la constante de Lipschitz

de F(-, &) sur 'ensemble compact qui contienf et I'orbite positive allant d&y. On obtient donc,

HE(O’S,E,T) — E(Eo,e,T)H < e'-T‘

-2l

d’ou finalement

&G —&(E0.e.0)| < Mee™]

G: — &

avec M = Cl-thT, []

Sin =S —=

Sin A, (D € )=

X

N 1
Sin Ap (D € T)Tsin -s

FIG. 5.2 — Exemple typique de la vari€lg¢ dans le plar(xi,X2)(€ > 0).
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Remarque Les variété< . sont des attracteurs “lents”, assez proches de I'ensefibl*) ou la dy-

namique est lente lorsqugeest assez proche de zéro.

On s’intéresse, maintenant, a donner une approximationrdmier ordre enc de la variété inva-

riante Z; et de la dynamique restreinte3a. Il est convenable de considérer les coordonnées

S S
b |=]| xt+x
p x1/b

dans les quelles la dynamiqUe(b5.1) s'écrit comme suit

§ = —(pm(9)+(1-p)pe(9))b+D(s" -9),
b = (ppa(9)+ (1 p)pa(s))b-Db, (5.6)
p = pL—p) (k9 kals).

Remarque Lorsque les fonctiongl; sont, partout, assez proches (sans obligation d’intécsedes
graphes), le systemeb.6) s'écrit sous la forme connue elgsrpations singulieres, en écrivant sim-
plementux(s) — pi(s) = €n(s) pour touts > 0, oun est une fonction bornée sur tout compact. Une
telle situation n’est pas de grand intérét dans le cas de dspéces, mais elle devient plus intéres-
sante lorsqu'il s’agit d’une gamme compléte d’espéces.asedifférent du présent travail, a été étudier
dans [76].

Proposition La variété mono-dimensionnelle
s + £
PH1(S*) + (1= p)Hy(s")
ie = §'n —s' — £

PUL(S") + (1= p) (")

P pe(0.1]

est une approximation d'ordiede la variété. ..

La dynamique mono-dimensionnelle, donnée par

H(S) — (S)
PH(S) T (1 PIL(S) .7)

est une approximation d'ordeede la dynamique restreintea.

p=¢ep(l-p)
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Remarque L’hypothéseH1 assure que les expressions données ci-dessus sont biciesiéfia.d.

Hi(S7) # Ha(s"))-

Preuve Notons que la propositidd 9 implique que la varigtgévérifie
S, C {(s,b, p) € R2 x [0,1] /s+b: sf'"}.

Poure =0ona

*

S
Zozy(D*)Z Sin—S*

P p<[0,1]
On s'intéresse, ainsi, a la variété invariante mono-dimemselle>; de la forme

h(e, p)

T = s"—h(e, p)
P pe(0,1]

ou h est une fonction réguliére telle quh) = s*. Ceci permet d’écrire la condition suivante

d /
a(s— h(e, p)) =0, V(sbh) eZ,

par équivalence, en utilisant les expressidnsl(5.6), ladian
~(Pra(h(e, p)) + (1= p) elh(e, p))) (" (e, p)) + (D" +¢) ($" — h(e. p))
- PP (1 p) (ulhie, p) - pa(hie.p)) 0. vpe 0.

Soit une approximation, de premier ordre, £de la fonction h de la forme suivante :

(5.8)

h(e,p) =s"+¢€hi(p) .

Remplacanty; (h(g, p)) par D* + e (p)ui(s") (i = 1,2) dans [2B) et en identifiant I'expression de
premier ordre ere, on obtient

1
T pui(s) + (1 pp(s)

de la méme maniére, en utilisant les équati@nd (5.6), orenbliapproximation au premier ordre de la

h1(p)

dynamique de p

pi(s°) — pao(s’)
PU;(S) + (1= p)y(s)

p=ep(1—p) (Hi(s)—1a(s") ) m(p) = £p(1—p)
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[ |
L'expression[(5]7) donne une estimation simple de la duégessaire pour que I'espece gagnante

atteint une proportion fixée, de la biomasse totale.

Corollaire Supposons qup;(s") > Hy(s") > 0, € > 0 et définissons le paramétre positif suivant

_ (s
My (s*

Une estimation du temps qui permet & la dynamique de conkiesggece 1 d’un étgs; a un étap, > p1

~—

a -1.

~—

est donnée par I'expression suivante

T(p1,p2) = 1 (Iog (%) +(1+a)log (1_ p1>> . (5.9

ea 1 — P2

Remarque L'expression[(519) est décroissante en fonctiormde

Preuve La séparation des variables dafis{5.7) nous donne

1+ap
— " dp=-c¢adt
pi-p) "
autrement
dp dp
—+(1+a)—— =¢cadt,
5 ( )1_p

ce qui entraine
dlog(p) — (1+ a)dlog(1—p) = €adt,

En intégrant, on obtient
p P1 at

(1_ p)1+a - (1_ pl)l-i-aeE

Le résultat en découle. [ |

5.6 Simulation numérique

Afin de confirmer les résultas précedents, on considére, ediaux de croissances, les deux fonc-

tions monotones suivantes :
S(1+5s) 4s
I.,l]_(S) = ) HZ(S) = m ;
— _|_ S

telles que leur graphes sont sur la figlirel5.3.
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] My

e e L N s m
0.0 0.5 1.0 S* 15 2.0 25 30

FiG. 5.3 — Graphes des fonctiops et L.
Le deuxieme point d’'intersection, autre qieest determiné numériquement et est donné par :
s'~1220, D*~2198.

Les simulations sont faites pour une concentration d’alitation 4" = 3 et une condition initiale @) =

1, x(0)=01, x2(0)=0.9, pour différentes valeurs de

Lorsquee est positif, on sait d’aprés la propositiénl10 que I'espe@stlla gagnante de la compétition.
La question qui se pose maintenant est, peut-on estimerriedwur que la concentration de cette
espece atteint une proportion fixée de la biomasse totale.

Pour s = 1072, la figure[5.2 montre I'évolution des concentrations du stab®t de biomasse totale.
Comme on I'a montré théoriquement, ces concentrationsergemt rapidement vers I'équilibre. Ceci
peut étre montré aussi par la fonction de Lyapunov donnés tapropositiorIlL, ou son évolution en
fonction du temps est dessinée dans la figurk 5.5 présemasttangement soudain de pente.

Nous décidons (arbitrairement) que le systéme devientprde.” (D) (qui est elle méme proche

d s L
de%;), Iorsqueav > —2.51072. Ce critére donne numériquement les tempst ~ 4.

Sur la figurd 5B, on peut comparer I'évolution lente de lagandion p calculée dans la dynamique
réduite [5.Y) integrée a partir du temps Ainsi, la formule[[5P) donne une estimation du tempour

atteindre la proportionp= 0.4 :

to =t +T(p(t1),p) =502,

gui est tout a fait précis, comme on peut le vérifier sur la fiffi.
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FIG. 5.4 —setb en fonction du temps pour= 102,
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FIG. 5.6 —p en fonction du temps pour= 102

Les simulations poug = 10~! donnent 1 ~ 6 et le calcul d’'une estimation de pour p = 0.9 par la

formule [29) donnet~ 34.29, qui trés proche de la valeur réelle, £ 35 (Figure[5.9).



116 Chapitre 5 : Coexistence pratique en culture continue

FIG. 5.7 —setb en fonction du temps pour= 101,
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