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Estimation pour les TDS non lineaires
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7.1 Introduction

Par rapport aux TDS linéaires, les systémes non linéaires a retard sont encore plus réalistes et
leurs études permettent de se rapprocher au maximum des systémes réels. Ce type de systeme
est généralement trés complexe. Mais de nombreux chercheurs ont effectué des travaux sur des
systéemes non linéaires a retards et des résultats existent sous certaines conditions. La complexité

augmente considérablement si ’'on doit considérer ces systéemes en réseau.

Dans les Chapitres 5 et 6, nous avons évoqué l'identifiabilité topologique d’un réseau de
systemes dynamiques non linéaires. Dans ce chapitre, nous allons considérer le probleme d’iden-
tification de la topologie comme un probleme d’observation partielle ou globale des états et des
parametres inconnus d’un systeme non linéaire avec retards. Nous serons donc amener a utiliser

les résultats obtenus précédemment dans ce manuscrit.
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7.2 Formulation du probleme

Considérons une fois encore un réseau de k systemes dynamiques ou (k € N,k > 2) et dont le

modéele mathématique général est donné par :

ou

x(t) = f(x(t—s7))+@(x(t))0 + g(x(t —s7))d, seN,steS
(1) = h(x(t-s1)) (7.1)
x(t) =xq Vte[-st,0]

X; = (x,-ll, ,Xi g ) eR" et x = (xlT, ,x,{) eR";

9= (Vi i) €RP ety =(ylyf) €RY;

9= (S1reerSim,) €R™M et 9 =(37,...,07) eR";

0: = (0:1,.-,0;,) €R¥et0=(67,...,07) eRrS;

Gi(xi(t=57)) = (i1 (i (E = 5T))s o, i, (Xi (£ = 5))) et
g(x(t =s7)) = (&1 (x1 (t =5T)),..., G (xxk(t =9)));
9110) = (91000 @))€ R, i) = (@] (x1)ees L, (%)) R et

P(x(t)) =diag{p

Flx(t - 1) =

LX(0), o i (x(2))} € RO,

fi(xy (t=s7)) hy(xq(t —s7))

, et h(x(t—st)) =

Se(x(t = 57)) hye(xg(t =)

k k k k
avec n = Zi:1 nj, m= Zi:1 mj, p= Zi:1 pietg= Zi:1 qi;

Le vecteur x; € R" représente le vecteur des états du sous systeme ¥; du réseau, y; € RPi le

vecteur de sorties et 9; € R le vecteur des entrées inconnues. La constante positive T représente

un retard commensurable. Le parametre 6; € RY représente le coefficient (constant mais inconnu)

de connexion entre deux sous systéemes du réseau. La constante positive s; est le coefficient du

retard commensurable de base T et S est un ensemble fini des coefficient du retard.

Connaissant la dynamique des parametres inconnus mais constants par intervalles, nous

pouvons alors les considérer comme des états additionnels. Par conséquent, le modele du réseau

A S . e X . .
(7.1) peut alors étre réécrit sous la forme suivante en définissant & = [ 0 ) et en introduisant

l'opérateur de retard o tel que x(t —st) = 6°x(t) :

E(t)=f(&,0)+g(&,0)9
y(t) = h(&,0) (7.2)
z(t) = P&(1)
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ou & € R™4, £(&,8) = f(x(t—s)) + @(x(t))0 et h(&,8) = h(x(t — st)). Comme dans le Chapitre 5,
la matrice P est choisie en fonction des états et des parametres inconnus dont on veut étudier
I'identifiabilité. Etant donné la complexité du systéme (7.2), nous allons entamer notre étude avec

le cas le plus simple, c’est-a-dire en supposant qu’il n’y a pas d’entrées inconnues.

7.3 Etude du cas sans les entrées inconnues

Dans cette section, on suppose que ¥ = 0. Le systeme (7.2) peut alors étre écrit sous sa forme

simplifiée suivante

y(t) =h(&,0) (7.3)

En considérant les parameétres inconnus du systéme (7.1) comme des variables d’état avec des
dynamiques nulles, I'identification des parameétres inconnus peut alors dans ce cas étre résumée
a un simple probléme d’observabilité des états. Nous allons donc rappeler les définitions de
l'observabilité algébrique (pour 1’état x dans (7.1)) et de l'identifiabilité algébrique (pour les
parametres 6 dans (7.1)) pour un systéme non linéaire a retards.

Auparavant, définissons K comme un domaine des fonctions méromorphes d’un nombre fini
de variables dans

{x(t-j7), j=0,1,...,5; s e N}

Notons K(6] 'anneau non-commutatif du polynome de l'opérateur 6 avec des coefficients définis

sur :

K(8] = Zaiéi, a; € K.

Introduisons aussi un opérateur d’avance V tel que x(t + st) = V°x(t) et K(0, V] un anneau
polyndmial tel que K(5,V] =Y a;6' + Y b; V', a;,b; € K.

Définissons M = spanys){dele € K} comme étant un module a gauche défini sur (6] et ) =
spany(s)1dy,dy,...} comme étant un sous mudule de M. Soient X’ = spany(s){dx}, © = span{dO} et
P C R1 tels que O € P. Soient Z un ensemble des fonctions initiales défini sur [-st,0] et W =P x T
tels que

(6,x0) = (6,81y(t), i,j:=0,1,...,1).

Définition 7.1. (Identifiabilité algébrique pour les TDS)[ZHANG et al., 2006] Le systéme (7.1), est dit
étre algébriquement identifiable s’il existe un entier positif | > 0, un ensemble ouvert WV et une fonction

méromorphe ¢ tels que 6 = p(y\)(t—j), i,j=0,1,...,1) est vrai pour tout (6,xy) € W.

Dans la suite, des conditions nécessaires a 'identification partielle ou globale des états et des

parametres inconnus seront déduites pour le systeme (7.3). Sans perte de généralité, supposons
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que les composantes de h du systéeme (7.3) sont linéairement indépendantes. Notons E = {X' + ©} et
Ji = ENspangs){dy, dy...,dy")
pour / € N. Il a été montré dans [ZuaNG et al., 2006] que F; C F, C -+ C Fyyy.
Définissons le matrice d’observabilité dQ) comme suit :

-1 -1
_a[hl,thl,...,L” hl,...,hp,...,L]’lk hy)T

1
f
Q) I

et le résultat suivant a ét présenté dans Zuang et al., 2006.

Théoréme 7.1. Le parameétre 6 du systéme (7.1) est identifiable (respectivement z du systéme (7.3) est

observable) si le rangy(5)0Q) = n+ q dans le sens oil ses colonnes sont indépendantes sur K(0] . o

La condition requise dans le théoreme ci-dessus pour 'observabilité des états ainsi que pour
I'identifiabilité des parametres du systeme est relativement forte. Cette condition suffisante exige
que tous les états du systéme soient observables. Sachant que tous les parameétres ne dépendent
pas de tous les états du systeme, on proposera ci-apres un algorithme pour relacher la condition du
Théoréeme 7.1. Ainsi, on pourra identifier tout ou partie des parametres du systéme méme si tous
les états ne sont pas observables.

Notons K, comme étant une fonction méromorphe d’un nombre fini de variables dans {w(t —

jt), j=1,...,5,s € N} et K, (6] un anneau polynomial défini sur I, tel que

K, (8] = Zciél} ¢ ek,

Lalgorithme suivant est proposé pour assouplir la condition suffisamment forte énoncée dans le
Théoreme 7.1.
Algorithme 7.1.
1. Initialisation :
— b] = O, ] = 1,...,p,‘
— wo = {wy,0,...,wp 0}, avec wj o = ENspanygs)th;};
— Fo={F1,0,---» Fpo} avec Fj o =EN spanwj’o{da)j,o};
— i=1
2. Itération i : Calculer L; = spang,, ldwi_1};

T
dw;_,

3. Calculer 0Q); = 5%
que P = K;(£,0)dQ;. Notons K;(£,0) la jeme ligne de la matrice K{(E,é);

et pour la matrice P correspondant d z, déterminer la matrice K;(&, 0) telle

4. — Verifier si tous les Kij(é,é) & L;, alors aller au 5;

— Dans le cas contraire, aller au 8;
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5. Déterminer :
— w; ={wy..., wp} avec w;j; =EN span,c(é]{hj,...,h;bﬁl)};
— Fi={Fip-., Fpit = ENspan, {dw;} avec F;; =EN spanwj'i{dwjli};
6. Verifier si J; @ {Fi_y U{F\Fji}}, alors bj =b;j +1;
7. Verifier :
— si F,_1 C F;, alors incrémenter i puis retourner au 2 pour 'itération suivante;
— Sinon, aller au 8;
8. Stopper la boucle. Alors noter dQ = dQ;, w = w;_1, L =L;, et K(&,0) = K;(&,0).
9. Fin de l'algorithme.

A la fin de l'application de l'algorithme, si K(&,0) & L, alors z n’est pas observable.

Théoréme 7.2. Sila matrice K(&, d) existe aprés l'application de U'Algorithme 7.1 telle que P = K(&, 6)9Q)
et que les composantes de tous les éléments des lignes de K(&,0) satisfont Ki(&,0) € L, alors z est
observable. o

Preuve. D’apres la définition de £;, celui-ci définit I'espace observable a chaque itération i. Apres
I'application de I’Algorithme 7.1 au systéme (7.3), on obtient des matrices KC;(&) et dQ telles que
P =K(&£)dQ. Si ICj(E) € L, alors tous les éléments dans (&) sont générés par L. Et donc, cela
implique que z = P& est observable. [

Remarque 7.1. La matrice dQ € K™("+0)(5] étant de rang plein dans le sens des lignes, il existe son
inverse a droite [0Q]" € K47 (5, 7] telle que dQ[IQ]R! = I,.
Alors, la matrice K(&, 0) peut étre déterminée comme suit :

K(&,0) = P[0Q]R. (7.5)
En supposant que la matrice P est choisie de sorte que K(&,0) € £ (ce qui signifie que z

correspondant a P choisie est observable), le lemme suivant est valable.

Lemme 7.1. Il existe deux fonctions Fy(5,v,7,...,9%) et F5(5,9,9,...,p%)) telles que :

F1(8,9,9,...,v%)z = F5(8,9,7,...,9%). (7.6)

Preuve. A partir du systeme (7.3), on a z = P£ dont la dérivée nous donne dz = d(P&) = Pd¢.
Sachant que P = K(&,6)dQ et en remplacant P dans la relation précédente, on obtient
dz = K(&,6)dQdE&. Notons dQ) = dQdE, alors on a dz = K(&,0)dQ).

Remarquons que dz est une 1-forme fermé, cela implique que K(&,9)d() est aussi une 1-forme

fermé. Par conséquent, nous avons d(F(v,7,...,vX))) = dz, ce qui implique que

_ 86,99, 9Y)

Z:F(é,y,}),...,y(k))oﬁF(é,y,y,_”’y(k)) . .
g(é,y,y,,y(k))
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Apres avoir déduit la condition suffisante moins restrictive sur I'observabilité de z, un observa-
teur approprié, comme par exemple un observateur par modes glissant, peut alors étre proposé

pour l'estimation de celui-ci.

7.4 Etude du cas avec des entrées inconnues

Dans cette partie, nous allons étendre les résultats en prenant en compte les entrées inconnues.
Pour rappel, ces entrées inconnues peuvent étre des perturbations ou des bruits.

Etant donné que nous prenons en compte les entrées inconnues, l’algorithme 7.1 ne convient
donc plus pour I’estimation des états et des parametres inconnus du systeme considéré. Comme
dans le Chapitre 6, la méthode la mieux adaptée est d’annihiler l'effet des entrées inconnues
afin d’aller plus loin dans la dérivation des sorties. Il parait donc nécessaire d’optimiser I’Al-
gorithme 7.1 pour étendre les résultats au systémes avec des entrées inconnues. Pour cela, en
se référant toujours aux résultats présentés dans [Barsor et al., 2009], définissons un espace
G = spani(5){§1(&,9),...,&m(&E, 0)} dont on note son annihilateur G* tel que GG = 0. Définissons

aussi un vecteur

b b
V= (Lflhl,...,Lf”hp)T
et la matrice b b
LyLihy - Lg Ll
r=| i
b b
Lgl pr hp Lgmpr hp

L'algorithme 7.1 peut étre adapté comme suit pour estimer les états et les parametres inconnus
en présence des entrées inconnues.
Algorithme 7.2.
1. Initialisation :
—_— b] = 0, ] = 1,...,[7,‘
— wo ={w1,0,...,wp 0}, avec wjo = E Nspangs)th;};
— Fo={F,00---» Fpot avec Fjp=EN spana,j,o{da)]’,o};
— G=span{gi(&,0),...,&m(&, 0)};
—i=1letl"=0.

2. Calculer L; = span;gm,_l(é]{dwi_l} et Gt Uannihilateur de G tel que
G =span{S € £;|9§ =0,Yg € G};

T
i1 .

JdE 7
4. Pour la matrice P correspondant a z, déterminer la matrice K;(&,0) telle que P = K;(&,6)0Q;.
Notons K;(&,0) la jéme ligne de la matrice K{(E,(S);

3. Calculer 0Q); =
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5. Vérifier si tous les Kij(é,é) & L;, alors aller au 6; Dans le cas contraire, aller au 11;

6. Calculer V; = (Lj’)hl,...,L?hl)T et
b b
T LgLihy - Lg Lih
L= ¢ [= : : ;
T, L, L7h L, L7h
p1 S&f T R f p

— Veérifier si I; = 0 alors aller au 8;

— Sinon, aller au 7;

7. Déterminer G+ N L; et noter Y; ={§ € GL N L;|V; 9 ¢ w;);
Si Y; = 0, il existe une nouvelle sortie fictive. Alors, incrémenter 1* puis calculer § = V;9 et
Yp+1» =Y modw. Ensuite, recalculer I; = (I“U,...,FPH*,Z-)T avec Ly, p- i = 0.

8. Calculer :

h(.bj+1)} etpourj=1,...,p+1*;

— w; = {a)l’i,...,wp”*,i} avec wj; = 2N span,c(b-]{hj,..., j

— Fi={FRis-- s Fpsrit = ENspang, {dw;} avec Fjj = ENspan,, {dw;;i};
9. Verifier si F; @ {Fi_1 U{F\Fj i}t et que Tj; =0, alors by =b; +1;
10. Vérifier si F;_y C F;, alors incrémenter i puis retourner au 2) pour l'itération suivante; sinon, aller

aull;
11. Noter Q) = 801-, w=wj_1, L= 'Cir et K(E,b) = Kl(é,é)
12. Fin de l'algorithme.

A la fin de l'application de 'algorithme, si K(&,0) € L, alors z n’est pas observable.

Apres l'application de I'algorithme, le Théoréme 7.2 et le Lemme 7.1 peuvent alors s’appliquer

pour la suite de I’étude de I’estimation des états et des parameétres inconnus du systéeme considéré.

7.5 Estimateur par modes glissants d’ordre supérieur

L’étude de l'observabilité des états et de I'identifiabilité des parameétres inconnus ayant été
réalisée dans la section précédente, un observateur peut alors étre proposé pour estimer les états
observables et les parametres identifiables.

Si le vecteur des parameétres inconnus 0 est identifiable, selon la Définition 7.1, il est possible
de déterminer algébriquement 6 comme une fonction des sorties y du systéme et de ses dérivées
@9, 90},

En se référant au Lemme 7.1, il parait clair que (7.6) aurait un probleme de la singularité si
g(©,9,...,v!")) passe par zéro a certaines valeurs de v et de ses dérivées. [X1a, 2003]. Ainsi, nous nous
proposons d’utiliser un observateur a mode glissant pour l’estimation des états et des parametres
du réseau considéré.

Le principe des observateurs par modes glissants consiste a contraindre, a I’aide de fonctions

discontinues, les dynamiques d’un systéme d’ordre n a converger vers une variété S de dimension
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(n—p) dite surface de glissement (p étant la dimension du vecteur de mesures). Nous ne détaillerons
pas plus ici les développements théoriques afférents a cette méthode. Le lecteur intéressé pourra
se référer aux ouvrages [EDWARDs et al., 1998; PErrUQUETTI et al., 2002; UtkiN, 1992] ou aux
tutoriaux [BArTOLINI et al., 1999; Sira-Ramirez, 1992]. Ici, nous allons utiliser ce qu’on appelle
"un différentiateur exacte robuste en temps fini par modes glissants d’ordre supérieur" (real-time
exact robust HOSM differentiator) [LEvanT, 2003; LEvaNT et al., 2012] (une forme similaire de
différentiateur avec une preuve de convergence par fonction de Lyapunov peut étre trouvée dans
[BArBoOT et al., 2010]). Une procédure de conception d’un tel différentiateur est rappelée dans ce
qui suit. Considérons un signal y(t) € C*" ( c’est & dire au moins k* fois dérivable), et supposons
que (v,---,9*)) = (Z1,-++, Z41). Le différentiateur robuste proposé pat Levant dans [LEvanT, 2005]

prend la forme suivante :

A 1 A e A A

Zy = =AMF|Zy —y|FTsign(Zy —y) + Zp = vy;

X 1 A k-1 N N

Zy = —AMFT|Zy —vy| ¥ sign(Zy —v1) + Z3 = vp;

A 1 A 1. A A

L = =Ap_1M? |Zk* —vk*_llzszgn(Zk* —vk*_l) +Zji1 = Vi

Zies1 = = A Msign(Zgeq = vpe)-

ou M est choisi pour étre plus grand que la k*-ieme dérivée de y(t), A; sont des parametres de
conception définis positifs. Il est a noter que le réglage de ces parametres est décrit en détail dans
[LevaNT, 1998] et [LEvAaNT, 2003]. Soient les erreurs d’observation définies comme : ¢; = Z; — Z;. Les

dynamiques des erreurs d’observation sont alors données par :

€1 221—%

1 k*
ey = €1 = AgMF |ey|[F+Tsign(e;);

: 1 L.
e = b = Ap 1 M2 ey |7 sign(er_y);
epp1 = € = Ay Msign(ey).
Il a été prouvé dans [LevanT, 2003] qu’il existe un f, tel que Yt > ty, nous avons
e; = Zi - Zi =0
pour 1 <i <k*+1. Ceci nous permet donc d’obtenir les dérivées des sorties souhaitées en temps
fini.
Comme le systéme considéré posséde p sorties mesurées et [* sorties fictives, alors il nous faudra

construire p + [* différentiateurs. Dans la section suivante, un exemple est proposé pour illustrer

les résultats obtenus.
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7.6 Exemple illustratif

Considérons le réseau de systemes non linéaires a retards suivant (Figure 7.1) :

J’Cl = xz —5x1

Xy = —X1Xp
Yi=X1

0

S I (WD

i B X3
X3 = =Xz — X4

Xy = =463

Y2 = 6x3

FIGURE 7.1 — Réseau formé par 2 systemes dynamiques d retards

Le modele de I'ensemble du réseau est décrit par la forme groupée suivante :

X1 =% —0x1

Xy =—X1Xp +01x3

X3 =—X3+ X4 (7.7)
X4 = x40x3 + 6,x;

Y1 =X1; ¥y = 0x3

ol x = (x1,%,%3,%4)" représente le vecteur des états et y = (y;,v,)7 le vecteur des sorties. Soit

z=(60,,0,)T les paramétres inconnus a identifier.

Le systeme (7.7) peut alors étre réécrit sous la forme de (7.3) :

e=(oror)
&= f(&0)
Y= (yl;yz)T

ou f(é, 5) = f(xl,xz, X3,X4, 61, 92, 5)
On a alors & = (xq,x,, x3,X4,601,0,)". La matrice P correspondant a z est donnée par :

p_[000 010
oo 0001

Ensuite, en appliquant I’Algorithme 7.1 au systéme, on a :

— Initialisation : On initialise wg = {y1, >}, 1,0 = spany, {d&1}, Fa 0 = spany, {d(0&3)},
Fo =span, {d&;,d(0&3)} et by = by = 1. En suite, on procede a la premiere itération.
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— Itération 1 (i=1) : On détermine £; = span,cwo(é]{dwo} = span,cmo((g]{dél,d653};

100000 0 0
Q= et K{(&,0) = .
O005000] 1((S)(oo]

On vérifie que K{(cf,é) ¢ L pour j =1,2. Alors on calcule

w1 = {¥1,91, Y2, Y2}
F,1 = spangy, 5 {dér,dés)
Fo1 = span{%};z}{d653,d5£4} et
ﬂ = spanwl {dél, déQ,déEg,d(SEzl}.
On vérifie aussi que 71 ¢ {Fy N {F\Fj1}} avec j = 1,2, alors on fait by = by =2;

Notons que Fy C F;, donc on entame la deuxiéme itération.

— Itération 2 (i=2) : On détermine

Lo =spang,, (s){dw} = spang, {d&1,dEr,d6Es,dOE4);

1 0 0 00O
-6 1 0 0 0O 0 00O
0y = et Ky(€,0) = ;
0 6 0 0O 0 00O
0 0 -6 6 00

Ensuite on vérifie que Ké(é) ¢ L,,j=1,2, et donc on calcule :

wy = {1, V1,91, V2,92, V2b,

Fr,2 = span{yy, 1, Y1 Hd &1, d &, d(E3E5)},

a2 = span{yy, V2, Yo Hd6&3,d0E4, d(6E1 &)}, et
Fr =spanwy{d&y,dEy,doEs,d0Ey, d(E5E5),d g}

On peut alors vérifier que

— F2 ¢ (A N{FK\FA,}) donc by = 3;

— Fop ¢ { A N{FK\F,t} donc by = 3.

On peut aussi vérifier que F; C F,, donc on procede a ’itération suivante.



7.6. Exemple illustratif 133

— Itération 3 (i=3) : On détermine d’abord

L3 =span,, (s){dwy} =span, {d&1,dEr,d0Es,d0E,,d(E3E5),dEe);
1 0 0 0 0 0
-5 1 0 0 0 0
6% - -5— 0 0 0
90, = & & 1 &3 ,
0 0 S 0 0 0
0 0 -5 S 0 0
0,6 0 85,0+8 —6+0280 0 8&
1 0 0 0 0 0
S 1 0 0 0 0
U 0 0 0 v 00| .
P =l o o o v v o |©9on€
52& 52+6& S5 -0
5% a5 8, 3 00
=0, 0 0 -0%&  1-6°%; 1
5%, FI S TIN5
828 8+0& 5 -6 0
_| 3, Tn G w
KE=1 % °p ) 2L a1 |
5E, T A

avec 9Q), € K(8]LY et [0Q,]3! € K (8, V&b,

Pour j=1,20ona Ké(é) € L, donc on stoppe l'algorithme. On remarque que le Théoreme 7.2 est

satisfaite, et z du systeme (7.7) est alors observable.

D’ou, les parameétres 0, et 6, du systéme (7.7) sont identifiables. L'observateur proposé peut

donc nous permettre d’estimer ces parametres identifiables.

Par un simple calcul algébrique, nous avons P = K(&,0)dQ) et z = P&, dont la dérivée nous
donne dz = Pd&é = K(&,06)0Qdé.

En définissant dQd& = dQ = (dy;,dy,,dy,,dy,,dv,,d3,)T, on obtient

$2 $2 c
{ SU gy, + SO0 ;fyl dy; + %di"l - %dlfz =dé&s

)
£ 09> 1-09, 4. 1oge
—5 491 — 5, AV + =AYy + 5mdYy, = dE

lequel équivaut a

d(019,) = d(10°y1 + 91 (8% + 691) + 671)
d(0,691) = d(=y2692 + (1 = 692)92 + 72)

et au final on obtient

{ 6 _ y]62y1+y.1(62+6}]] )+"{/1()
1 =

N -,
0, = =209 +92(1-03,)+7,
2 - b})l
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A partir de ce résultat, nous pouvons alors concevoir un observateur par modes glissants pour

estimer les parametres inconnus du systeme.

La simulation numérique a été réalisée sous Matlab en utilisant la méthode d’Euler avec un pas
fixe h = 0.001. Les conditions initiales sont are x(0) =[1,1,1,1,1,1, 1]T, %(0)=[1,0,-1,-2,3,2, 1]T et
0(0) =[3,5]7. Les valeurs réels des paramétres sont [61,6,4]" = [2,4]T. Le figures 7.2 et 7.3 suivantes

montrent les résultats de simulation pour l’estimation des parametres 0 et 0,.
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7.7 Conclusion

Dans ce chapitre, une étude sur l'identification paramétrique d’un réseau de systemes non
linéaires a retard commensurable a été présentée. Le probléeme de l'identifiabilité partielle ou totale
de parameétres inconnus a été étudié et un algorithme a été proposé pour résoudre ce probleme. Un
exemple illustratif a également été proposé pour prouver l'efficacité de la méthode proposée. Les
résultats obtenus sont l’extension des résultats que nous avons obtenus dans le chapitre précédent

pour des réseaux de systémes non linéaires sans retard.
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