Introduction a la digestion anaérobie
dans un chémostat

1.1 Le chémostat

Le chémostat est un appareil de laboratoire pour la culture et I’étude des espéces
microbiennes. Il est également utilisé comme un modéle du processus de traitement
des eaux usées. En fait, il peut étre utilisé pour cultiver des micro-organismes sur
des éléments nutritifs trés toxiques dans le but de réduire leurs concentrations.

Il existe dans la littérature plusieurs travaux relatifs au chémostat dans des
revues de mathématiques et de biologie. Monod [18] et Novick [20] ont introduit le
chémostat depuis 1950. Les chémostats de laboratoire contiennent généralement de
0.5 a 10 litres de culture, en revanche les cultures du chémostat industriel peuvent
impliquer des volumes allant jusqu’ & 1300m? pour la production continue de la
biomasse microbienne. Dans un chémostat, les nutriments nécessaires a la croissance
cellulaire alimentent en mode continu le récipient de culture par une pompe reliée
au réservoir. Les micro-organismes a 'intérieur du chémostat se nourrissent sur ces
nutriments. Les résidus et les micro-organismes sont retirés du chémostat a la méme
vitesse ce qui permet le maintien de la culture, dans le fermenteur, & un volume
constant, voir Figure 1.1.

Les trois modes de fonctionnement possibles dans un bioréacteur sont : le mode
continu (qui est les cas du chémostat) dont lequel le débit de la sortie est égal au
débit de l'entrée et dans ce cas le volume est constant dans le réservoir, le mode
semi-continu (fed batch) dont lequel seulement la sortie est nulle et qui est le mode
préféré pour le controle de la population et enfin le mode discontinu ou (batch) dont
lequel I'entrée et la sortie sont nulles et dans ce cas les micro-organismes ont une
croissance exponentielle.

1.1.1 Modéle mathématique du chémostat simple

Le modéle mathématique classique du chémostat qui est basé sur une seule ré-
action ol un substrat s est dégradé par une bactérie (ou un consortium bactérien)
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FIGURE 1.1 — Le chémostat

x est donné par le systéme suivant :

5(t) = D(s™—s)— f(s)x
) = (f(s) - aD)z (L)

ou D est le taux de dilution, s;, est la concentration du substrat a I’entrée et « est
un paramétre dans [0, 1] qui permet de considérer un taux de dilution spécifique (y
compris la mortalité dans le chémostat) pour 1'espéce z. f est le taux de croissance
spécifique a la bactérie. Deux types de fonctions de croissance les plus connues sont
les fonctions de type Monod et de type Haldane. Une fonction de croissance f de
type Monod satisfait ’hypothése (H1), alors quune fonction de croissance de type
Haldane satisfait I'hypothése (H2).

— (H1) f(0) =0, pour tout s >0, f'(s) >0 et Im >0/ E{.I.}f@) =m.

— (H2) f(0) =0, 3Symaz > 0/ f'(s) > 0, pour tout 0 < s < Spar €t f/(s) <0
pour tout s > Spaz-
Le comportement du systéme (1.1) est bien connu (voir [28]et [13]). Nous donnons
dans la suite quelques propriétés du systéme dans chacun des cas précédents.

1.1.2 Le cas Monod

On suppose que ’hypothése (H1) est satisfaite. Soit D < m. On note s*(D) =
/~HaD) la solution de I'équation f(s) = aD. Si D > m, cette équation n’admet
pas de solution et on a s*(D) = +o0. La fonction D — s*(D) est croissante sur
[0, m].

Le systéme (1.1) posséde deux équilibres :

— L’équilibre de lessivage Ey = (S, 0).

— L¢quilibre positif ) = (s*(D),z*), avec z* = L(s;,, — s*(D)).

Lorsque s;, > s*(D), I'équilibre positif F; est globalement asymptotiquement stable
et I’équilibre de lessivage est instable.
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On utilise les diagrammes opératoires pour illustrer le comportement asympto-
tique du systéme lorsqu’on varie les paramétres de contrdle s;, et D. La courbe
D = é f(sin) sépare le domaine opératoire en deux régions nommeées Ry et Ry, voir
Figure 1.2.

Ro

Sin

FIGURE 1.2 — Diagramme opératoire du modeéle (1.1) : cas Monod

Le comportement du systéme dépend de la région a laquelle appartient le point
(Sin, D). Le tableau suivant résume les régions de stabilité des équilibres Ey et Ej
dans le plan (s;,, D) :

Condition Région Ey E;
Sin < s*(D) (sin, D) € Ry S
Sin > $*(D) ($in, D) € Ry I S

TABLE 1.1 — Régions de stabilité des équilibres du modele (1.1) : cas Monod

La lettre S (resp. I) signifie que 1'équilibre correspondant est localement expo-
nentiellement stable (LES) (resp. instable). L’absence de lettre signifie que I’équilibre
n’existe pas.

1.1.3 Le cas Haldane

On suppose que 'hypothése (H2) est satisfaite. On note fraz := f(Smaz) €t s0it
D < Dy := fraz/a. On note s'*(D) < s**(D) les solutions de 'équation f(s) = aD.
Si D = D,, cette équation admet une unique solution et on a s**(D) = s*(D). Si
D > D,, cette équation n’admet pas de solution et on a s*(D) = +o0. La fonction
D + (D) est croissante sur [0, Dy et D + s2*(D) est décroissante sur |0, Ds).

Le systéme (1.1) posséde trois équilibres :

— L’équilibre de lessivage Ey = (8in,0).

— Les deux équilibres positifs E; = (s*(D),z™), 1 = 1,2,

avec 2 = L(s;, — s™(D)).
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Pour illustrer le comportement asymptotique du systéeme, on utilise les dia-
grammes opératoires en faisant varier les paramétres de controle s;, et D. La courbe
D= é f(sin) avec la droite D = Dy et s > S,q, Séparent le domaine opératoire en
trois régions nommeées Jy, J; et Jy , voir Figure 1.3.

FIGURE 1.3 — Diagramme opératoire du modele (1.1) : cas Haldane

Le tableau suivant résume les régions de stabilité des équilibres Ej et F; dans le
plan (s, D) :

Condition Région Ey Ei E,
Sin < 87*(D) ou D > Dy (Sin, D) € Jo S
s*(D) > sy > s™(D) (Sin, D) € Jy I S
Sin > s°*(D) (Sin, D) € Js S S 1

TABLE 1.2 — Régions de stabilité des équilibres du modele (1.1) : cas Haldane

1.2 La digestion anaérobie

La digestion anaérobie ( DA) est un processus biologique qui convertit la matiére
organique en un mélange gazeux composé principalement de méthane et de dioxyde
de carbone par l'action d'un écosystéme bactérien. Elle est souvent utilisée pour
le traitement des eaux usées concentrées ou pour convertir les boues excédentaires
produites dans les stations de traitement des eaux usées en produits plus stables
[21, 30]. L’un de ses avantages est que le méthane produit peut étre utilisé de maniére
rentable comme source d’énergie.

1.2.1 Les étapes de la digestion anaérobie

De maniére la plus générique possible, on peut décrire synthétiquement la DA
comme un processus comprenant quatre grandes étapes. La digestion anaérobie est
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un processus en quatre grandes étapes comprenant 1’hydrolyse, I'acidogenése, 1’acé-
togenése et la méthanogenése hydrogénétrophe et acétoclastes, voir Figure 1.4. Au
cours de la premiére étape, les molécules organiques complexes (Xj) sont décom-
posées en substrat simple (5). Pendant 'acidogeneése, les bactéries acidogénes (Xg)
convertissent le substrat simple en acide acétique (A), acide gras volatiles ou AGV
(V), alcools, hydrogéne (H) et dioxyde de carbone. Ensuite, les AGV et les alcools
sont utilisés par les bactéries acétogénes (Xy ) et ils sont convertis en acide acétique
ainsi qu’en dioxyde de carbone et en hydrogéne. Dans la phase finale, les bactéries
méthanogénes acétoclastes (X 4) convertissent 1'acide acétique en méthane et en di-
oxyde de carbone, tandis que les bactéries méthanogénes hydrogénotrophes (Xp)
convertissent I'hydrogéne et le dioxyde de carbone en méthane. (Figure 1.4)

(Matiére organique : XOJ

@ 1- Hydrolyse

B. hydrolytiques

( Substrat simple : S ]
1

2. Acidogénése

B. acidogénes X g

A4

AGV @ V

B. acetogenes LY

== ),;/@\_,(Hzm, )

|

B. meéthanogénes B. méthanogénes
acétoclastes Xp "[ CH, + CO, )(hy(lrogéno:rophes XH

FIGURE 1.4 — Les étapes de la digestion anaérobie

Plusieurs modeéles de la digestion anaérobie existent dans la littérature, voir
par exemple [34, 35]. Généralement, un certain nombre de groupes métaboliques de
microorganismes sont impliqués d’une maniére séquentielle, dans plusieurs étapes de
la DA, en série et en paralléle, pour produire finalement du méthane et du dioxyde
de carbone. Le modeéle de digestion anaérobie n°l (ADM1) du groupe de travail
de 'IWA pour la modélisation mathématique des procédés de digestion anaérobie
[2, 15] est le modele le plus complet. Cependant, il est trop complexe pour permettre
une analyse mathématique de sa dynamique non linéaire et seules des recherches
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numériques sont disponibles, [5].

1.2.2 Un modéle a trois étapes

Un modéle ou trois des quatre étapes principales de la digestion anaérobie : ’aci-
dogeneése, I’acétogenése et la méthanogenese sont décrites par un systéeme d’équations
différentielles, modélisant 'intéraction des populations microbiennes dans un chémo-
stat, est celui décrit dans [34]. Les micro-organismes consomment et/ou produisent
des substrats simples, des alcools et des acides gras, de I'acide acétique et de ’hydro-
géne. Les bactéries acétogénes et méthanogénes hydrogénotrophes interagissent par
une relation de syntrophie. Le modéle comprend également 'inhibition des bactéries
méthanogénes acétoclastiques et hydrogénotrophes. Ce modéle s’écrit :

)
= D(Sw~ )~ Los(5)Xs
dXg
ads _ — D)X
i (95(5) ) Xs
dV
i —DV +5095(S) Xs — +gv(V, H) Xy
L= (r(V.H) - D)Xy
(1.2)
dA
% = —DA+ ”)/sagS<S>XS + VvagVG/y H)XV - igA<A)XA
dX
= (9a(4) - D) X4
t
dH
e —DH + 75195(S) Xs + yongv (V. H) Xv — —-gu(H, A) Xp
BXH (A - D)X,
\ dt

Sin est la concentration du substrat soluble & I’entrée du chémostat, D est le
taux de dilution, ¢, ¢,, ¢., cp sont les coefficients de rendement des bactéries, 7s,,
Ysas Vsh> Yoa, Yor Sont des rapports entre le rendement du produit et le rendement
de la biomasse. Par commodité, nous utilisons les notations de [34].
gs(.) est une fonction de croissance microbienne strictement croissante. ga(.) , gv (., .)
et gu (., .) sont aussi des fonctions de croissances microbienne qui prennent en compte
les inhibitions.

La premiére étape de la digestion anaérobie qui est 1’étape d’hydrolyse n’est pas mo-
délisée dans [34]. Cette étape permet la dégradation des substrats sous forme solide
(matiére organique) en substrats sous forme soluble (substrat simple). Ce processus
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d’hydrolyse est modélisé de deux maniéres différentes :

On peut considérer que I'hydrolyse se fait d’une maniére enzymatique. Dans ce cas,
les bactéries produisent des enzymes qui dégradent le substrat, ou on tient compte
des bactéries qui dégradent la matiére organique pour produire du substrat simple,
le modéle est dit avec compartiment hydrolytique microbien. Dans ce cas, 'activité
des enzymes dépend de la densité de la biomasse hydrolytique, voir [31].

Nous nous proposons d’étudier le modéle (1.2), en ajoutant I’étape d’hydrolyse.
Le modéle avec hydrolyse enzymatique est étudié dans le chapitre 2. Ensuite, nous
étudions le modeéle avec compartiment hydrolytique microbien et un taux de crois-
sance microbienne des bactéries hydrolytiques strictement croissante. C’est I'objet
du chapitre 3.

1.2.3 Des modéles & deux étapes

Au cours du processus de la digestion anaérobie, un certain nombre de méta-
bolites intermédiaires peuvent s’accumuler et conduisent a la déstabilisation des
réactions biologiques. Pour mieux comprendre et controler ce processus, de nom-
breux modeles ont étés proposés dans la littérature, |6, 10, 16, 17, 23, 32, 36, 37].
Voir aussi [1, 25| ou I’étude mathématique des modeéles proposés est illustrée par des
diagrammes opératoires qui permettent de décrire le comportement asymptotique
du systéme en fonction des paramétres de controle.

Des modeles de la digestion anaérobie en deux étapes, qui représentent une partie
du modéle plus complexe (1.2), sont couramment utilisés pour décrire des relations
entre deux populations bactériennes. Ces modéles se présentent sous la forme d’une
cascade de deux réactions biologiques. Dans ces réactions biologiques, un substrat s
est consommé par un micro-organisme x pour produire un produit s;. Ce substrat s;
est consommé par un second micro-organisme x;. Ceci est représenté par le schéma
réactionnel suivant :

S()i)l’o—f—sl, 81i>$1

avec fy et fi sont les fonctions de croissance microbienne qui peuvent dépendre de
plusieurs substrats. Les substrats sy et s; sont introduits avec une concentration
d’entrée s et si" respectivement et un taux de dilution D.

soEt; = D(a‘g” — so}z)fo(,)xo

Zo(t) = —aDxo+ fol.)ro — apo

s1(t) = D(si" —s1) + fol)xo — fr()ay (1.3)
Z1(t) = —aDx+ fi(.)r — airy

a est un coefficient dans [0, 1]. La quantité (1 — «) représente la proportion de
biomasse retenue dans le réacteur.

Le modele (1.3) comprend les termes de maintenance (ou de mortalité) agzg et
a1x1. La maintenance, dans son contexte le plus général, est la consommation d’éner-
gie par tous les processus autres que la croissance : elle est modélisée soit en ajoutant
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un terme négatif sur la dynamique du substrat sans ’associer a la croissance, soit en
considérant un terme de désintégration sur la dynamique de la biomasse. Pour plus
d’informations sur la modélisation de la maintenance, voir [19]. Si la fonction de
croissance fy dépend uniquement du substrat sg et que la fonction de croissance f;
dépend uniquement du substrat s, c’est-a-dire que (fo(.) = fo(so), f1(.) = fi(s1)), le
systéme, dans ce cas, est un systéme décrivant une relation de commensalisme : une
espéce grandit sur le produit d’une autre, voir [22, 29]. Le systéme a une structure
en cascade : on résoud la premiére et la deuxiéme équations pour sg et xg, puis on
utilise ce résultat pour les équations restantes pour trouver s; et x;. Les équilibres
du modéle et leur stabilité, en fonction des substrats d’entrée et des paramétres du
modeéle, ont été étudiés dans 3, 4, 26]. Si fo dépend des deux substrats sy et s; et
f1 dépend uniquement du substrat s;, c¢’est-a-dire (fo(.) = fo(s0,51), f1(.) = f1(s1)),
le systéme est un systéme décrivant une relation de syntrophie. Par exemple, si le
premier micro-organisme xy est inhibé par de fortes concentrations du produit si,
alors le substrat sy qui est dégradé par le micro-organisme xy dépend de effica-
cité de I’élimination du produit s; par la bactérie z;. L’analyse mathématique du
modele de syntrophie est plus délicate que les modéles de commensalisme, voir par
exemple [16, 17, 36] et les travaux plus récents [10, 14, 23, 32, 37]. Un modéle d’une
chaine alimentaire microbienne a deux niveaux avec une inhibition de rétro-action
a récemment été proposé dans [37].

Dans ce qui suit, nous définissons les différents types d’intéractions biologiques
entre les espéces vivants qui sont : le commensalisme, le mutualisme et la syntrophie.

Le commensalisme

Le commensalisme est un phénoméne d’intéraction biologique naturelle entre
deux étres vivants dans lequel ’hote fournit de maniéres diverses une partie de sa
propre nourriture au commensal sans bénéfice réciproque. Si I’hote fournit une partie
de sa propre nourriture au commensal, il n’obtient en revanche aucune contrepartie
de ce dernier. Donc, le commensalisme est une association non-destructrice pour
I’hote, ce dernier peut tout a fait continuer a vivre et a évoluer en présence du
commensal. Les survies des deux organismes sont indépendantes.

D’apres [29], la situation ot deux populations bactériennes qui coexistent dans
une culture mixte et qui interagissent de telle sorte qu'une population (la population
commensale) dépend dans sa croissance de 'autre population et bénéficie ainsi de
'intéraction alors que I'autre population (I’hdte) n’est pas affectée par la croissance
de la population commensale constitue un exemple de commensalisme.

Les analyses faites sur la classe de modeéles (1.3), disponibles dans la littérature,
différent essentiellement de la maniére dont les fonctions du taux de croissance sont
caractérisées et si une entrée spécifique pour un substrat s; ou un coefficient o ou
les termes de la mortalité agzg et a1z, est considéré ou pas. Pour plus de détails et
d’informations sur les différents modéles considérés dans la littérature existante, on
peut consulter les tableaux 2 et 3 dans [33].

[22] est le premier papier dans lequel les auteurs ont proposé une étude mathéma-
tique d'un modéle de commensalisme de type (1.3) ou fo(.) = fo(so) et fi(.) = fi(s1),
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avec ag = a; = 0 et @ = 1. Une contribution importante a la modélisation de la
digestion anaérobie en tant que systéme de commensalisme est le modeéle de [4].
Les auteurs ont considéré une fonction de croissance de type Monod pour fy et une
fonction de croissance de type Haldane pour fi. Dans [26], les auteurs ont étudié le
modeéle (1.3) pour a = 1 alors que le cas intéressant, ot 0 < a < 1 et les fonctions
de croissance étaient caractérisées par des propriétés qualitatives, a été étudié dans

[3].
Le mutualisme

Le mutualisme est un phénomeéne d’intéraction entre deux espéces, dans lequel
les micro-organismes tirent tous les deux profit de cette relation. On parle alors d’une
interaction a bénéfice réciproque. Toutefois, le mutualisme peut étre défini comme
une situation ot deux organismes coopérent pour produire mutuellement le substrat
nécessaire a la croissance de 'autre espéce. On peut formaliser cette réaction comme
suit : on suppose qu’une premiére espéce notée xy croit sur un substrat sy formant un
produit s;. Ce produit s; est nécessaire pour la croissance d’une seconde espéce 7.
L’espéce x1 produit le substrat sg qui est nécessaire pour la croissance de I'espéce x.
Donc, la deuxiéme bactérie x; ne peut pas se développer si la premiére bactérie x
n’est pas présente et la premiére bactérie xy ne peut pas se développer si la deuxiéme
bactérie x; n’est pas présente, voir [9].

La syntrophie

La syntrophie est un phénomeéne biologique qui permet a deux bactéries de se
multiplier dans un milieu ot manquent les facteurs de croissance nécessaires a 1'une
des deux. Ces facteurs sont retrouvés dans le milieu, surtout en fin de culture, issus
de la lyse d'une partie de la cellule des bactéries ou bien provenant des substances
rejetées par I'autre bactérie. Une relation syntrophique est donc une relation entre
deux bactéries qui ne peuvent pas se développer séparément. On peut formaliser
cette réaction comme suit : on suppose qu’'une premiére espéce notée x, croit sur un
substrat sy formant un produit s;. Ce produit s; est nécessaire pour la croissance
d’une seconde espéce x1. Donc, la deuxiéme bactérie x; ne peut pas se développer
si la premiére bactérie xy n’est pas présente. Pour ce phénomeéne, la croissance de la
deuxiéme bactérie peut influencer la croissance de la premiére.

Une relation syntrophique entre deux organismes se référe a des fonctions de
croissance de la forme fo(.) = fo(so,s1) et fi(.) = fi(s1) ou les espéces présentent
un mutualisme mais o1, contrairement a ce qui se passe dans une relation purement
symbiotique, 'une des espéces peut croitre sans l'autre.

Dans [36], les auteurs ont étudié les intéractions d’une population mixte de bac-
téries sur le méthane. Ils ont considéré le cas des fonctions de croissance de la forme

mopSo 1 miSy

Rl o) = b sy M T R

ol so et s; sont les concentrations d’oxygéne dissous et de méthanol, respective-
ment. Les paramétres m; et K;, ¢ = 1,2, sont les constantes classiques de Monod

(1.4)
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(ou Michaelis-Menten) et L; est la constante d’inhibition du méthanol (voir [36], for-
mules (1) et (2) et Table V). Les résultats importants de cette étude ont porté sur
les conditions dans lesquelles un équilibre de coexistence stable pourrait se produire.

Les auteurs dans [16] considérent le cas ou f; est une fonction Monod et la
fonction de croissance fy prend la forme

mO(SO—Sl/L)

fo(s0,81) = { (I)(0+80+K181 si so—s1/L>0

sinon

(1.5)

Dans ce cas, my et Ky sont les constantes Michaelis-Menten et K; agit comme
une constante d’inhibition liée a I'influence négative du substrat s; sur sa propre
production. En outre, le premier organisme est incapable de croitre & moins que
le quotient 2 soit assez petit, par exemple s; < Lsg, ou L désigne une constante
appropriée (V01r [16], formules (6a) et (7)).

Dans [6], les auteurs ont étendu les résultats de [16, 36] pour une grande classe de
fonctions de croissance plus génériques. Ils ont précisé les conditions sous lesquelles
il y a persistance ou disparition.

Dans [10], les auteurs ont été motivés par I'analyse des principales étapes de
la digestion anaérobie ou les bactéries acétogénes producteurs de ’hydrogéne sont
inhibés par le Hy. Ils considérent le cas général ou les fonctions de croissance fo(.) =
fo(so,s1) et fi(.) = fi(s1) satisfont les propriétés suivantes :

%>07 %<0, %>0 (1.6)
850 881 d81
Une autre extension est étudiée dans [17], qui considére le cas ou sy apparait aussi
dans f7 :
mi81 1
Ky + 511+ s0/Lo

Ici, my et Ky sont des constantes de type Michaelis-Menten et L est une constante
d’inhibition qui représente l'effet négatif de sq sur la croissance de x;. L’analyse
mathématique de ce modéle a montré ’apparition d’une bistabilité qui ne peut étre
observée lorsque fi(.) dépend uniquement de s.

Dans [23], les auteurs ont considéré la situation générale d’une fonction de crois-
sance fi(.) = fi(so,$1), qui augmente en s; et diminue en fonction de sy et ont
montré, contrairement au cas o fi(.) ne dépend que de s;, qu'une multiplicité
d’équilibres positifs peut se produire. Ce travail a été motivé par ’étude de I'in-
fluence de la présence d’un terme d’entrée dans la dynamique de s; et par la prise
en compte de formes plus générales pour les taux de croissance afin d’étudier 'inhibi-
tion des acétogenes productifs de I’hydrogéne et des bactéries utilisant I’hydrogéne.

D’autres modeéles pour lesquels fo(.) = fo(so, 1) et fi(.) = fi(so, s1), présentent
la multiplicité des équilibres positifs, se trouvent dans [32]. Toutes ces études ne
tiennent pas compte des termes de maintenance. Cette courte revue de la littérature
existante montre que sous les conditions (1.6) et sans termes de maintenance (ay =
a; = 0), Péquilibre positif est unique et stable, 8'il existe, [6, 10, 16, 36]. D’autre
part, dés que fi(.) peut dépendre de so, (fi(.) = fi1(so, $1)), U'instabilité de I’équilibre

f (807 Sl)
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Chapitre 1. Introduction a la digestion anaérobie dans un chémostat

positif peut se produire [17, 23, 32]. Les auteurs dans [37| ont été les premiers a
considérer les effets des termes de maintenance dans (1.3), en particulier dans le cas
des fonctions de croissance :

MoSo 1 misy

S0, S = s S = =,
fO( 0 1> K0+801—|—81/L1 fl( 1) K1+81

avec s" = 0 et o = 1. Ces auteurs n’ont pas pu montrer que I'équilibre positif est
stable, s'il existe. Dans [24], les auteurs ont examiné le cas général de (1.3) ou les
fonctions de croissance sont de la forme (fo(.) = fo(s0, 51), f1(.) = f1(s1)) et satisfont
(1.6) et avec les termes de maintenance (ag > 0,a; > 0), st = 0 et a = 1. Ils ont
prouvé que I’équilibre positif est stable dés qu’il existe. Ils ont généralisé le travail de
[37] en prenant des classes de fonctions de croissance générales et ils ont généralisé
[10] en prenant en compte les termes de maintenance. Une extension intéressante
est effectuée dans [34], ot on propose un modéle mathématique a huit dimensions,
qui comprend la syntrophie et I'inhibition, avec les deux mécanismes considérés par
[4, 10]. Les effets des termes de maintenance sont considérés dans [35].

1.2.4 Un modéle de syntrophie & deux étapes

Ce modeéle, qui est une restriction du modéle (1.2) avec une entrée supplémentaire
st décrit la relation de syntrophie entre les consommateurs de I'acide AGV (qui
produisent de I'hydrogéne Hj) et les consommateurs d’hydrogéne (qui produisent
du méthane C'Hy). En effet, la dégradation de I'hydrogéne - qui inhibe le taux de
croissance microbien des acétogénes - permet leur coexistence avec les consomma-
teurs de 'acide : cet équilibre fragile a été étudié en profondeur ces derniéres années.
Dans [37], un modéle d’une telle relation de syntrophie a été étudié. Comme souligné
dans ce travail, pour des raisons thermodynamiques, la dégradation du propionate
est extrémement sensible & 'accumulation d’hydrogéne. Ainsi, dans des écosystémes
méthanogenes, la dégradation du propionate n’est possible qu’en présence des micro-
organismes hydrogénotrophes. Pour étudier la syntrophie, les auteurs ont considéré
un systéme impliquant précisément des dégradants du propionate et la méthanogé-
nése hydrogénotrophe. Les variables substrat / produit sont le propionate (AGV)
et ’hydrogéne (Hs) (voir Figure 1.5 ).

En utilisant des valeurs de paramétres réalistes pour ce modeéle a deux étapes,
Xu et al. (Voir [37]) ont montré que I'introduction des termes de maintenance (équi-
valents a des termes de mortalité) ne déstabilise pas I’équilibre positif du systéme.
Ce résultat a été rendu générique par Sari et Harmand (voir [24]) dans le sens ou
ils ont montré que pour une grande classe de cinétiques et quelles que soient les va-
leurs des parameétres du modéle, la stabilité de ’équilibre est maintenue. Cependant,
dans ces études, un seul substrat a ’entrée - la concentration du substrat d’entrée
du propionate - a été considéré. En réalité, une certaine quantité d’hydrogéene est
produite par d’autres réactions se déroulant en paralléle des réactions principales
considérées dans le modéle d’intérét. Ainsi, nous nous proposons dans les chapitres
4 et 5, d’étudier les propriétés du modéle de syntrophie lorsquun second substrat
a l'entrée - la concentration de ’hydrogéne - est considéré. En ce qui concerne les
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Chapitre 1. Introduction a la digestion anaérobie dans un chémostat

AGV : s,

: B. acétogenes

L'hydrogéne inhibe la croissance
des acétogénes

: B. méthanogénes Méthanogénése

hydrogénotrophes

FIGURE 1.5 — Deux étapes de la digestion anaérobie

systémes purement commensalistes décrits par [22], notre modéle est différent en
raison de la dépendance du taux de croissance des micro-organismes de la premiére
étape par le produit de la réaction.

Le modéle a deux étapes qu’on se propose d’étudier s’écrit :
( dSO

dt
dZL‘O

= D(Sf)n — 50) — o(So, 51) %o

o — Do + (50, 51)T0 — aoTo
7 (1.7)

ds ,
_dtl = D(slln — 31) + No(So, 81)xo - M1(81)$1
dx

\ d_tl = —Dxi+ u(s1)r1 — a1y

avec sg et s1 sont les concentrations des substrats introduits dans le chémostat, avec
des concentrations a 'entrée respectives, si* et si" et D est le taux de dilution. x
et x1 sont les consommateurs des substrats sg et sq, respectivement, appelés bio-
masses. Ce modéle contient les termes de maintenance (ou de mortalité) agzg et
a1x1. fo(.,.) et ui(.) sont les fonctions de croissance des bactéries acétogeénes et des
bactéries méthanogénes hydrogénotrophes, respectivement.

On s’intéresse, dans le chapitre 4, au systéme (1.7) en considérant que la croissance
de I'espéce x; est limitée par s;, ce qui se traduit par une fonction de croissance iy
croissante.

Le modele (1.7) a été aussi étudié en tenant compte de l'inhibition des bactéries
méthanogénes hydrogénotrophes par une forte concentration de 'hydrogéne, ce qui
revient a considérer une fonction ;1 non monotone (ayant les propriétés d’une fonc-
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Chapitre 1. Introduction a la digestion anaérobie dans un chémostat

tion de type Haldane), dans le cas si" = 0 , voir [12, 38|. Nous généralisons cette
étude, dans le chapitre 5, au cas ou s{" est strictement positif.
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Modéle de digestion anaérobie avec
hydrolyse enzymatique

Les bioprocédés de dépollution par voie biologique offrent d’importants poten-
tiels pour la production de bioénergie. La digestion anaérobie est tres étudiée ces
derniéres années. Parmi les modeéles qui ont été étudiés, on trouve le modéle proposé
par Weedermann et coll., [34], qui présente une analyse mathématique partielle d'un
modéle en trois étapes. Ce modéle permet notamment de prendre en compte la com-
pétition entre plusieurs voies métaboliques d’intérét dans un chémostat. Dans leur
travail, les auteurs ont considéré un sous-modeéle décrivant trois principales phases de
la digestion anaérobie : I’acidogenése, l'acétogenése et la méthanogenése, I’hydrolyse
étant considérée comme une phase préliminaire au processus. Comme ’étape d’hy-
drolyse n’est pas modélisée dans [34], on se propose d’étudier le modeéle en ajoutant
la phase d’hydrolyse et d’étudier le comportement de ce nouveau systéme. On sup-
posera dans un premier temps que les concentrations des inhibiteurs potentiels sont
faibles, de sorte que I’on néglige les phénomeénes d’inhibition et on analyse le modéle
sans inhibition. On détermine le nombre et la nature des équilibres du modéle ainsi
que leurs propriétés de stabilité et les régions de stabilité de chaque équilibre grace
a des diagrammes opératoires. Hormis I’étude des propriétés du modeéle proposé, le
but de ce travail est de déterminer laquelle des voies métaboliques permet de maxi-
miser respectivement le taux de méthane et d’hydrogéne, dans un modéle qui tient
compte de I'hydrolyse.

On considére donc le modéle suivant :
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Chapitre 2. Modé¢le de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

( % = D(Xoin — Xo) — 70
4 = D(Sin — S) — égS(S)Xs + koro
d% = (QS(S) - D)XS
G =DV +7095(8)Xs — -gv(V, H) Xy
&Y = (gv(V,H) — D)Xy
4 = — DA+ 74095(5) Xs + Yoagv (V. H) Xv — igA(A)XA

X = (ga(A) — D)X 4

% = _DH + fYSth(S)XS + 7vth<V7 H)XV - igH([ZL A)XH

Gt = (gu(H, A) = D)Xp.

Xoin €st la concentration du substrat lentement dégradable ou matiére organique
a I'entrée du chémostat. ry est la vitesse de réaction de I'hydrolyse.

Nous supposons, dans ce chapitre, que 74(t) = kpyaXo(t) ott X est la concentra-
tion du substrat lentement biodégradable. Nous commencons par étudier, dans la
section 2.1, le modéle sans effet d’inhibition. Nous généralisons, dans la section 2.2,
notre étude au cas de 'inhibition par ’acétate et par I'hydrogéne. Nous déterminons
le taux maximal de biogaz produit pour les modéles avec et sans inhibition dans la
section 2.3.

2.1 L’analyse du modéle de la digestion anaérobie
sans inhibition

On suppose ici que la fonction de croissance gy ne dépend pas de H, que gy
ne dépend pas de A et que g4 est une fonction croissante en A. On pose donc
gv(V) = gv(V,0) et gu(H) = gu(H,0).

Le modeéle avec hydrolyse enzymatique et sans inhibition qui considére toutes les
étapes de la D.A. est le suivant :
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Chapitre 2. Modéle de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

( dX
d_to = D(Xoin — Xo) — 10
d
d_f — D(Sin—S) — Lgs(S) X + koro
dXg
el A S)—D)X
o5 = (9s(5) - D)Xs
dV
E = —DV —+ fysng(S)XS - égV(V>XV
dX
dA
E = —DA + ’)/sagS(S)XS + eragV(v)XV - igA(A)XA
dX
dH
—r = ~DH +795(5)Xs + 790 (V) Xy - ogu (H) X
dX
. dt

(2.1)

avec 1o = kpyaXo. On suppose que les fonctions de croissance gs(.), ga(.), gu(.,.)

et gy (.,.) sont de classe C! et vérifient :

(H1) VS >0, gs(0) =0 et %(S) > 0.

d
(H2) ¥V >0, gv(0) = 0 et %(V) > 0.

d
(H3) ¥V A >0, ga(0) =0 et ﬁ(m > 0.

dgm

(H4) ¥V H >0, g5(0) = 0 et “22L(H) > 0.

dH

Pour [ = S,V, A et H, on note \; la solution de I’équation g;(\;) = D, si elle

existe et \; = +00, sinon.
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Chapitre 2. Modé¢le de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

Remarquons que, d’apres le principe de la conservation de la matiére, on a

1
1+73U+73a+75h < —
S
C’est a dire que la quantité de S dégradée est supérieure ou égale a la quantité
de Xg qui s’est développée et de V A et H produite. De la méme maniére, on a
L+ Yoa + Yon < L 1<—et 1<
Les solutlons du systeme (2.1) Verlﬁent la proposition suivante :

Proposition 2.1.1. Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systéme
(2.1) restent positives et bornées, pour tout t > 0.

Preuve :

Pour toute condition initiale Xy(0) > 0, s’il existe un premier temps tg > 0 tel
que Xo(to) = 0, alors on a £ (¢y) = DX > 0. Alors, Xo(t) > 0, pour tout ¢ > .
Comme Xo(t) > 0, pour tout ¢ € [0, to], alors Xy(¢) > 0, pour tout ¢ > 0.

D’autre part, pour toutes conditions initiales X;(t) > 0 pour i = S, V, A, H, s’il
existe un premier temps ¢y > 0 tel que X;(to) = X (ty) = 0. Par suite,
X;(t) est nul & partir de ¢y, donc X;(t) > 0, pour tout ¢ > 0.

Pour toute condition initiale S(0) > 0, s'il existe ¢, > 0 tel que S(ty) = 0, on
a %(to) = DS™ + koknyaXo(to) > 0. Alors, S(t) > 0, pour tout ¢ > t;. Comme
S1(t) = 0, pour tout ¢t € [0, o], par suite S(t) = 0, pour tout ¢ > 0.

D’autre part, pour toute condition initiale V(¢) > 0, s'il existe ¢y > 0 tel que
V(to) = 0, alors on a 9 (tg) = 75,95(5)Xs(to). Par suite, d’apres (H1), V(t) > 0,
pour tout t > ty. Comme V (t) > 0 pour tout ¢t € [0, %], donc V(¢) > 0, pour tout
t>0.

De méme, pour toute condition initiale A(t) > 0, 8'il existe ¢ty > 0 tel que A(ty) = 0,
alors on a % (t)) = Ysags(S)Xs(to) + Yeagv (V) Xv (to). Par suite, d’aprés (H1) et
(H2), A(t) > 0, pour tout ¢t > to. Comme A(t) > 0, pour tout ¢ € [0,%], donc
A(t) = 0, pour tout t > 0.

Finalement, pour toute condition initiale H(t) > 0, s’il existe ¢, > 0 tel que
H(to) = 0, alors on a UL (tg) = 7,,95(5) Xs(to) +Yongv (V) Xv (to). Par suite, d’apres
(H1) et (H2), H(t) > 0 pour tout t > ty. Comme H(t) > 0, pour tout ¢t € [0, ],
donc H(t) > 0, pour tout t > 0.

Ceci prouve la positivité des solutions de (2.1).

Pour démontrer que toutes les solutions de (2.1) sont bornées, on pose

1 1 1 1
7 = kOXO+S+C_XS+V+C_XV_’)/SUXS—FA—FC_XA_fYUaXV_fYSCLXS_FH—i_C_XH
S ) a h

_’Y’UhXV - ’yshXS“

Donc,

dz D D D

T = koD (Xopin — Xo) + D(Sin —5) — —Xs— DV — — Xy + v, DXs— DA— —X4
Cs Co Ca
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Chapitre 2. Modéle de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

D
+Yo, DXy + 75, DXs — DH — c_XH + Yo, DXy + 75, DXs.
h

On déduit que, £ = D(S;, — Z), avec Si, = (koXoin + Sin)-

Maintenant, on pose

V =D(Z-85}),

alors, 92 = —DV. En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient V (¢) = V/(0)e~?*,

pour tout t > 0. Par conséquent,

Z(t) = S;; +(Z(0) — S;;L)e_Dt, pour tout t = 0.
On déduit que

Z(t) = koXoin + Sin + (Z(0) = (koXoim + Sin))e” ", pour tout t > 0.
Finalement, on obtient :
Z(t) < max(Z(0), koXoin + Sin), pour tout t > 0.

Comme Z = kOXO + S + (é — Ysv = Vsa — Wsh)XS + V + (é — Yva — '}/vh)XV + A +
iXA + H + %XH. D’aprés la remarque précédente, on a Ci — Yeo — Vsa — Ysh > 0
et Ci — Yoa — Yor > 0. Par suite, on peut conclure que les solutions de (2.1) sont
borrvlées, pour tout ¢ > 0.

O

2.1.1 Analyse des équilibres

La premiére équation du modéle (2.1) peut étre découplée du reste du systéme.
En effet, I’évolution de la variable X est indépendante de I’évolution des autres
variables. L’étude de la premiére équation du modéle (2.1) montre qu’a I’équilibre,

Xy converge globalement vers X = %,MXom > 0.
Y

De méme, I’évolution du couple (5, Xg) est indépendante de 1'évolution des va-
riables V', A et H. A 'équilibre de X, la deuxiéme et la troisiéme équation de (2.1)
peuvent étre découplées des équations suivantes, elles se réduisent aux équations
d’un chémostat simple. On peut en déduire que si S}, = Si, + ko%yd X§ < Ag alors
(S5,,0) est le seul équilibre dans [0, +o0o[x [0, +00]. Il est globalement asymptoti-
quement stable. Si S}, > Ag alors I’équilibre (Ag, X%) existe dans |0, +-00[x]0, +o0.
Il est globalement asymptotiquement stable et I’équilibre (S}, ,0) est instable, voir

(28], Chap. 1, Sect. 4).

Le systéme (2.1) posséde neuf équilibres donnés dans la Proposition 2.1.2.

Proposition 2.1.2. Sous les hypothéses (H1) - (H4), le systeme (2.1) posseéde neuf
points d’équilibre qui sont donnés par :
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[ Equilibre [ Xo [ S [Xs [ V ] Xv [ A ] Xa [ H | Xu |
E, X5 S5 [ o 0 0 0 0 0 0
Eo X5 [ as [ x5 [ vO 0 A 0 HO 0
Ey Xg | as | x5 [ vO 0 A0 0 Ag | cn(HO

—Am)
EA X5 [ as | x5 [ vO 0 A | ca(AO =X ) | HO 0
Ean Xg | as | x5 [ vO 0 A | ca(AD X)) | 2y | ch(HO
—H)
Ey X[ xs [ X5 2w [aVO -] A 0 H 0
Eyvpy X [ As [ XE ] xv [ (V@ —2y) | 4 0 Ay cn(H
_/\H)
Eva X5 A [ XE T v [ V@D =Xy) | A4 ca(A—=X4) H 0
E. X xs [ X5 ] MW [ ceWVO =2xy) | x4 ca(A=X4) A cn(H
*)\H)

TABLE 2.1 — Les équilibres du modele (2.1) sans inhibition, dans le cas ro = kpyaXo.

avec

o Xo = ()Xo » Sy = (552 Xoin + Sin » X§ = ¢s(Sf, — As)
b V(O) = ’yst;' s A(O) = ’ysan' s H(O) = ’ysth‘

o A=AD 4 7,,c,(VO = A\y) , H=HO 4 7,,¢,(VD — Ay)

O

En ajoutant I’étape d’hydrolyse enzymatique dans le modéle étudié dans [34],
une nouvelle composante X apparait dans les composantes de chaque équilibre et le

koknyd . .
D ) Xoin + Sin- Ainsi, la concen-

tration des bactéries acidogenes X§ augmente quand 5;, augmente. De méme, pour
les bactéries Xy, X4 et Xy et les concentrations de V, A et H. La condition de per-
sistance de Xg pour le modéle sans hydrolyse est S;, > Ag et pour le modéle avec
hydrolyse est Sf, > \g, avec Sf, = ( Dkikéf;d)Xom + Sin > Sin. Xg se trouve donc
favorisé par I'ajout du terme d’hydrolyse, puisque recevant davantage de substrat.

substrat a l'entrée S;, devient plus grand S;;, = (

Pour déduire un résultat de stabilité globale des équilibres du systéme (2.1), on
utilise la méme technique que [34]. Ce résultat est basé sur le lemme suivant, voir
Lemme 3.1 de [34] :

Lemme 2.1.1. Soir F': R™ — R™ une fonction de classe C'. On suppose que le
systéme

4y
— =F(Y
o (Y)

posséde un équilibre globalement asymptotiquement stable Y*. Soit g : [0, +oo[—
0, +00[ une fonction de classe C', croissante telle que g(0) = 0. Pour D > 0 et
¢ > 0 fizées, soit A la solution de l’équation g(S) = D et soit f : R™ — [0, 4o00]
une fonction de classe C. On considére le systéme :

22 Daoud Yessmine



Chapitre 2. Modéle de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

e = F(Y>7

“dt

& =-DS+f(Y) - 1g(9)X,

dt

X — DX +g(95)X

at
avec S(0) > 0 et X(0) > 0. On a alors le résultat suivant :

1. St A > f(g*), alors toutes les solutions convergent vers (Y™, @, 0).

2. Si0< A< @, alors toutes les solutions convergent vers (Y*, X\, X*), avec

X* = c(@ —A).

O

Pour les détails de la preuve du Lemme 2.1.1, voir preuve du Lemme 3.1 de [34].
On peut donc déduire un résultat de stabilité globale des équilibres du systéme (2.1).
Les conditions d’existence et de stabilité globale des équilibres du systéme (2.1) sont

résumées dans la proposition suivante :

Proposition 2.1.3. Sous les hypothéses (H1) - (H4), les conditions d’existence et
de stabilité des équilibres du systéme (2.1) sont données par :

‘ Conditions de stabilité globale ‘

’ L’équilibre H Conditions d’existence
E, toujours Sy < Ag
E, St > Mg A < Xy, HO < )y
et V(O) < Ay
Ey H(O) > >\H A(O) < )\A et V(O) < >\V
E4 A0 > N, HO <\ et VO < )y,
Ean AO > Nyet HO > 2y VO <)y
Ey VO > Ay A<daet H< My
EVH V(O) >)\V 6tﬁ>)\H Z<)\A
Eyva V(0)>>\V €tZ>/\A ﬁ<>\H
E, VO S Ay, A> Ay et H> Mg Lorsqu’il existe

TABLE 2.2 — Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres du systéme

(2.1), dans le cas ot 79 = kpyaXo.

O
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Chapitre 2. Modé¢le de digestion anaérobie avec hydrolyse enzymatique

2.1.2 Diagrammes opératoires

Les diagrammes opératoires décrivent, dans le plan, les régions de stabilité des
équilibres selon les paramétres de controle D, S;, et Xy;,. Dans un premier temps,
Xoin est fixé et le comportement du systéme (2.1) est décrit dans le plan (D, S;y,).
Ensuite, nous fixons la valeur de S;, et nous tracons les diagrammes opératoires
dans le plan (D, Xo;n).

2.1.2.1 Diagrammes opératoires dans le plan (D, S;,)

Pour illustrer nos résultats, nous définissons les fonctions F', Ky, K4 et Ky par :

kokh d )\H /\A )‘V
F(D) = \s— Y2 Xoin, Kpu(D) = , Ka(D) = t Ky(D) =
( ) 5 D + khyd 0 H( ) VshCs A( ) VsaCs ‘ V( ) VsvCs
et nous nous plagons dans le cas ot :
gv (V) < ga(A) < gu(H) < ga(A”) < gu(H) < g5(S7,)- (2.2)

Ces conditions sont vérifiées par le jeu de paramétres choisi dans [34], voir le tableau
Al. Dans ce cas et en utilisant la proposition 2.1.3, on a le résultat suivant :

Proposition 2.1.4. Le plan (D, S;,) est divisé en cing régions décrites dans le
tableau 2.3 :

’ Condition H Réglon H El ‘ EO ‘ EH ‘ EA ‘ EAH ‘ EV ‘ EVH ‘ EVA ‘ E* ‘
S < KA(D)+F(MD) | Ry || 1| 1] S
Sin > Ka(D) + F(D)
S < Ky(D)+F((D)| R [T 1] 1] 1] S
Sw>KyD+FD)| Ry |11 |1 |1 ] 1 | 1|1 /|1]/]S

TABLE 2.3 — Existence et stabilité des équilibres du systéme (2.1) sans inhibition,
dans le cas ot 79 = kpyqaXo, selon (D, S;,)

Preuve
On déduit le résultat en utilisant la Proposition 2.1.3, I'inégalité (2.2) et les inégalités
sulvantes

— Sin < F(D) est équivalent a S}, < Ag.
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— Sin < F(D)+Kp(D) est équivalent & H® < \g. Or HO®) < A\ est équivalent
a gy(H©®) < D. D’aprés (2.2), on obtient gy (V) < g4(A®) < D, ce qui
donne A® < Xy et VO < )y

— Sin < F(D) + K4(D) est équivalent & A® < )\4. Or A < )\, est équivalent
4 ga(A®) < D. D’aprés (2.2), on obtient gy (V(®) < D, ce qui donne V) <
Av.

— Sin > F(D) + K4(D) est équivalent & A® > X\,. Or A® > X\, est équivalent
4 ga(A®) > D. D’aprés (2.2), on obtient g5 (H®) > D, ce qui donne H©® >

Ag.

— Sin < F(D) + Ky(D) est équivalent a V(© < Ay

— Sip > F(D)+ Ky (D) est équivalent & V(© > Xy, Or VSO) < Ay est équivalent
a gy(V©®) > D. D’aprés (2.2), on obtient D < ga(A) < gu(H). Or D <

ga(A) est équivalent & Ay < A et D < gy(H) est équivalent & Ay < H .

O

Dans ce qui suit, nous tracgons les diagrammes opératoires dans le plan (D, S;,)
pour des valeurs différentes de la concentration X, du substrat solide a ’entrée,
en prenant des fonctions de croissance de type Monod :

mll

a(l) = [t avec |=S,V,A H.

Les valeurs des paramétres m; et ki, [ = S, V, A, H, sont celles du tableau Al de
[34]. Ces fonctions vérifient les hypothéses (H1) — (H4). Pour [ = S,V, A et H, les
solutions respectives \; des équations g;(A;) = D sont données par :

Dk, Dk, \ Dk, ¢ Dk,
— T =——2 ¢ = —.
ms — D’ AT . =D’ T, =D

s =

Elles sont définies pour 0 < D < min(mg, m,, mg, my). Les Figures 2.1, 2.2 et 2.3 re-
présente les diagrammes opératoires, dans le plan (D, S;,), pour Xo;, = 0, Xoip = 1
et Xoin = 10, respectivement.

Pour Xy;,, = 0, on obtient le méme diagramme opératoire de [34] (voir Figure 4 de
[34]), puisque dans ce cas, X} = 0 et S, = S;,, = S©

En augmentant la valeur du substrat solide Xy;,, on peut remarquer que les
régions de stabilité s’élargissent de plus en plus. Par suite, en ajoutant I’étape d’hy-
drolyse, les régions de stabilité des équilibres dans le plan (D, S;,) augmentent de
taille en fonction de la concentration du substrat solide a I'entrée. D’apreés la Figure
2.3, quand la concentration du substrat solide Xy;, devient importante et que le
taux de dilution D est faible alors pour n’importe quelle valeur de substrat soluble
Sin, le systéme converge vers 'équilibre de coexistence E*. Par contre, si le taux de
dilution D est important, le systéme converge vers 1’équilibre de lessivage Ej.

Les équilibres E4, Ey, Eyvy et Ey 4 sont instables dans ce cas.
La région de stabilité R5 de ’équilibre de coexistence £* est la région la plus inté-
ressante pour les biologistes. Le diagramme opératoire, pour un substrat solide X;,
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X0in=0 X0in=0

R5

FIGURE 2.1 — Diagramme opératoire pour Xg;, = 0, (la figure a droite est un
agrandissement du bas de la figure a gauche)

X0in=1 X0in=1

sin| RS

FIGURE 2.2 — Diagramme opératoire pour Xp;,, = 1, (la figure a droite est un
agrandissement du bas de la figure a gauche)

X0in= 10 X0in=10

o RS
Sin

FIGURE 2.3 — Diagramme opératoire pour Xp;, = 10, (la figure a droite est un
agrandissement du bas de la figure a gauche)
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choisi, peut aider les biologistes a fixer le taux de dilution D et le substrat soluble &
Ientrée S;, de telle maniére que le réacteur, en régime stationnaire, converge vers la
coexistence bactérienne, afin de faciliter I'optimisation du taux de biogaz produit.

2.1.2.2 Diagrammes opératoires dans le plan (D, Xy;,)

Nous fixons, a présent, S;, et nous tragons les diagrammes opératoires dans le
plan (D, Xo;,). Pour cela, nous définissons les fonctions :

()\S — Sm)(D + khyd) )\H(D + khyd)
G(D) = , Lg(D)=———-—7""—"
D) koknya #(D) VshCskoknya
D D
LA(D) = Aa(D + Enya) Ly(D) = Av (D + knya)

VsaCs kOkhyd ’stcskokhyd .

Dans ce cas et en utilisant la proposition 2.1.3, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 2.1.5. Le plan (D, Xoin) est divisé en cing régions décrites dans le tableau

2.4 :
| Condition | Région || By | By | En | Ea | BEan | Bv | Bvu | Eva | B, |
Xoin < G(D) J1 S
XOm > G( )7
et Xoin < LH(D) + G( ) Ja I S
X()m>LH( )+G( )
et Xoin < LA(D) + G( ) J3 I I S
Xoin > La(D) + G(D),
et Xoim < Ly (D) + G(D) Jy I I I I S

Xoin > Ly(D) + G(D) Js 1|11 | 1| 1 |1 I I | S

TABLE 2.4 — Existence et stabilité des équilibres du systéme (2.1) sans inhibition,
dans le cas otl 79 = kpyaXo, selon (D, Xo).

Preuve
On déduit le résultat, en utilisant la Proposition 2.1.3, I'inégalité (2.2) et les inégalités
suivantes

— Xoin < G(D) est équivalent a S, < Ag.

— Xoin < Ly(D) + G(D) est équivalent a H© < \p.

— Xoin < La(D) + G(D) est équivalent a A©) < 4.

— Xoin < Ly(D) + G(D) est équivalent a V) < Ay

g
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Sin=0 Sin=0

FIGURE 2.4 — Diagramme opératoire pour S;, = 0, (la figure a droite est un agran-
dissement du bas de la figure a gauche)

Sin=1 Sin=1

FIGURE 2.5 — Diagramme opératoire pour S;, = 1, (la figure a droite est un agran-
dissement du bas de la figure a gauche)

Sin=10 Sin=10

L 5

FIGURE 2.6 — Diagramme opératoire pour S;, = 10, (la figure a droite est un agran-
dissement du bas de la figure a gauche)
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