STATISTIQUE

Gilles Mauffrey Bureau 5-W2 Tel 7261

OBJECTIFS

L'objectif de ce cours est de permettre aux étudiants d'HEC en Formation Fondamentale de
comprendre les principes de base des méthodes statistiques utilisées dans les entreprises et
d’en appréhender les limites.

La Statistique est une discipline regroupant des techniques et méthodes permettant de
» collecter des données
> les organiser pour décrire et réesumer
> expliquer et modéliser leur évolution et leur variabilité

Les données utiles une entreprise étant de plus en plus nombreuses, il est nécessaire de les
recueillir par des méthodes "“fiables", pour pouvoir en tirer des conclusions sur I'ensemble de
la population :

» Sondages

> Inférence statistique : Estimation et Tests

Les traitements statistiques interviennent sous deux formes :

» Lastructuration des donnéé&wrsqu'il s'agit de décrire, en les visualisant ou en les
résumant, une masse importante de données, ceci afin de mieux comprendre un
phénomene étudié; outils de premiere approche d'un domaine ou outils de synthése,
ces méthodes sont fréquemment utilisées en marketing et en sciences humaines.

» Lamodélisatioriorsqu'il s'agit de construire un modéle mathématique d'une réalité
observée; on rencontre fréquemment une telle démarche en Finance, en Production, en
Comptabilité ou en Economie.

L'analyse factorielle, I'analyse des proximités, des préférences, la typologie correspondent
plus au premier type de méthodes. La régression multiple, la régression logistique, la
segmentation, l'analyse discriminante, I'analyse des séries chronologiques correspondent au
second type d'approche statistique. Ces différents themes sont enseignés dans la formation
fondamentale et dans des électifs plus spécialisés.

CONTENU DU COURS
Les thémes suivants seront traités lors de ce cours

Statistiques descriptive
» Concepts de base : population, unités statistiques, variables statistiques
» Etude d'une variable : Résumés statistiques (tendance centrale, dispersion),
représentations graphiques (histogrammes, boites a moustaches, courbe Q-Q)
* Etude de deux variables : liaison( étude graphique), tableaux croisés, indicateurs de
liaison entre deux variables (covariance, corrélation)

Inférence statistique
* Sondage, échantillon

» Estimation d'un paramétre : estimation ponctuelle, précision, estimation par intervalle,
taille d'un échantillon

e Test statistiques : les hypothéses et les erreurs, tests de comparaison bilatéral et
unilatéral.
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La régression linéaire
* Notion de modele statistique
* Hypothéses du modele de la régression linéaire
» Estimation des coefficients
» Tests du modele (Fisher global, Student et Fishergb)
» Construction et validation d'un modele

METHODES PEDAGOGIQUES
La présentation des différentes méthodes s'effectieix niveaux :

Théorique

Il est important de connaitre le modele mathématigumant I'hypothése de travail. La
diversité des origines des étudiants HEC nous ispedimiter au minimum, et donc a
I'essentiel, I'étude des bases mathématiques daédsl@soPrécisons cependant que cette
restriction ne nous parait pas étre un handicagilshtion des méthodes quantitatives en
gestion. L'objectif du cours étant plus de perreditde futurs gestionnaires de dialoguer avec
des spécialistes que de former des experts.

Pratique

Chaque méthode est illustrée par des exercicesuggpar les étudiants, nous utiliserons le
logiciel SPSS(Statistical Package for Social Sciences), diddersur le Campus. Deux
séances de travaux pratiques seront consacrégsatitpue de ce logiciel. Un cas final sera a
remettre par groupe de 5 étudiants au maximum.

Il est recommandé aux étudiants d'installer ceclebsur leur ordinateur (se renseigner
aupres des Moyens Informatiques du Campus).

CONTROLE DES CONNAISSANCES

Il est organisé de la maniére suivante :
» Un projet informatique SPSS a préparer par grogpe étudiants au plus (Easton
agency 30%)
» Un test final individuel (70%)
Il est nécessaire d’avoir une moyenne entre la nateprojet et la note au test individuel au
moins égale a 10/20 pour obtenir la validation daurs.

PROJET STATISTIQUE

Pour le projet SPSS a remettre, il est impératif deédiger un rapport professionnel,tant
au niveau de la forme que du fond/otre travail doit étre soigné et approfondi. Undes
objectifs du cours est l'apprentissage du logicieSPSS. Il est donc obligatoire de
travailler le cas avec ce logiciel.

Site WEB

Les documents du cours et les fichiers de donr@dsdssponibles sur le site :
www.hec.fr/mauffrey

a la rubrique Statistique.
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Statistiques descriptives

1. STATISTIQUES DESCRIPTIVES

Nous présenterons ici le vocabulaire de la stqtistiet les éléments de base de la statistique
descriptive a une et deux variables.

1.1.Vocabulaire de la statistique

Population

La populationp est I'ensemble des éléments (objets, personnesatisjaisant a une
définition commune auxquels on s'intéresse au abure étude.

Chaque élément de la population est appelé umitistsjue ou individu.

On noteraN la taille de cette population (cette taille njgs$ toujours connue avec
exactitude)

Exemples :

1 — Ensemble des Francais se connectant au magniseume par jour a Internet.
2 — Ensemble des comptes clients d'une entreprise

3 — Ensemble des consommateurs achetant des wrédisten hypermarché.

Variables
Une variable statistiqu& est une application qui a chaque individu ou ustigédistique
associe une valeur prise dans un enserahl€ette valeur peut étre numérique ou non.
Suivant la nature de I'ensemlite on distingue trois types de variables statissque

» Les variables quantitatives associées a une casdicjée mesurable de la population,
dans ce cas I'ensembie est un sous ensemble de I'ensemble des nombse pael
exemple I'age, le montant d'une facture, le tengpsothnexion etc...

* Les variables qualitatives qui permettent d'orgamle population en classe, par
exemple la profession, le fait d'acheter sur irgera marque du produit acheté, la
satisfaction du consommateur, les tranches d'&ge €in fait parfois la distinction
entre les variables qualitatives nominales ou lesses sont sans hiérarchie (CSP,
département,...) et les variables qualitatives otdmpour les quelles les classes
adjacentes peuvent étre regroupées (tranches d&mgye, de satisfaction..).

La valeur prise par la variabbe pour l'individui sera notée; .

Parametre

Un parameétred est une valeur numérique associée a une populatienune variablex . La
valeur de ce parametre est calculée a partindesleurs prises par la variable :

6= f(x., %,,...., Xy )

Pour connaitre la valeur d'un paramétre, il fautcdmonnaitre chacune des valeurs prises par
la variable.

Exemples :

e Temps moyen passé sur les sites de recherche
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Statistiques descriptives

» Pourcentage d'internautes faisant des achats teunén

* Moyenne et écart-type des comptes clients

» Coefficients de corrélation entre deux variables

» Coefficient d'une variable dans une équation deessipn....

Remarque: Dans ces deux derniers cas la variablest en fait un couple ou un n-uple de
variables.

1.2.Collecte données — Tableau statistique

Les données peuvent étre internes a l'entreprisxtaunes. Il est quelque fois possible
d'obtenir les informations sur I'ensemble de laybapon a partir d'unbase de donnéegpar
exemple.

La plupart du temps, il ne sera pas possible, gesrraisons de codt si la population est trés
nombreuse ou simplement de connaissance parfaitepigulation, de faire un recuell
exhaustif de I'ensemble des valeurs prises paalgables que l'on veut étudier. On
recueillera alors des données soitgmardagesoit sur urpanel. On traitera donc alors une
sous population appelé échantillon.

Dans la suite nous considérerons la varixlestreinte a la sous population.

Il faudra ensuite organiser et traiter ces donnéesr cela les données sont regroupées dans
un tableau statistique ou les colonnes représelgentariables et les lignes les individus,
I'intersection d'une ligné et d'une colonng donnant la valeur de la variabjepour

I'individu i . Exemple de tableau utilisé sous SPSS :

Kims Fevision
1 25500 Révision
2 25700 Révision
3 21700 Pas de révision
4 27300 Révision
5 29900 Révision
b 21600 Révision
7 202200 Révision
g 14800 Révision
2, 19800 Révision
10 29800 Reévision
11 22500 Reévision
12 27000 Pas de révision

1.3.Statistiques descriptives d'une variable

Pour une variable, les statistiques descriptiveagposent de résumeés numériques et de
graphiques, nous ne donnerons ici que les élémnasattiels.
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Statistiques descriptives

Variable qualitative
Une variable qualitative partageant la populatimnl@ sous population) en classes, le résumé
gue l'on va obtenir est constitué de I'effectites classes et de leur pourcentage par rapport a
la population (ou sous population) totale.

Dans le cas d'une variable qualitative ordinake pleurcentages cumulés peuvent avoir un
sens si I'on regroupe des catégories voisinesefmanple tranches d'ages ou degré de
satisfaction).

Voici un exemple de résumé fourni par SPSS, pouailble qualitative Marque du fichier

Pfrais.sav :

MARQUE
Pourcentage Pourcentage
Effectifs Pourcentage valide cumulé

Valide  Marque 1 9 18,4 18,4 18,4
Marque 2 18 36,7 36,7 55,1
Marque 3 10 20,4 20,4 75,5
Marque 4 12 24,5 24,5 100,0
Total 49 100,0 100,0

La colonne pourcentage valide est le pourcentageléasur les individus ayant renseigné
cette variable.

La représentation associée est le diagramme endyatoi se distingue de I'histogramme par
le fait que les rectangles représentant les eféeati les pourcentages sont disjoints :

40,0%

30,0%]

20,0%

Pourcentage

10,0%=

Margue 2 Margue 3 Margue 4

MARQUE

Margue 1

Ici apparait dans chaque rectangle I'effectif deldase.

Variable quantitative

Le résumé pour une variable qualitative est pluspiet, car il doit éventuellement donner
des indications sur la loi de probabilité sous-jde& ces données, en statistique en effet de
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Statistiques descriptives

nombreuses méthodes supposent des hypothésestsdoicdlous ne verrons ici qu'une
partie de ces indicateurs. Nous noterdhda taille de la population ou sous populationxet
la variable quantitative.

Indicateur de position centrale

Deux indicateurs sont particulierement utilisés :

13 . S s

La moyenne ju = Wz X; , cette valeur est celle qui est associée a laaneétr
i=1

euclidienne habituelle. La moyenne est la valeur la plus proche de toutes les

observations pour cette métrique, c'est-a-direpmque cette valeur la fonction :

N
dz(y) = Z(xi - y)2 est minimum. Le principal défaut de cet indicat@@mme il

i=1
est facile de le voir, est sa sensibilité aux vaextrémes, une erreur de saisie peut la
modifier profondément.

La médianem est la valeur qui partage I'ensemble des donmédsex parties
égales : 50% des observations sont inférieuregale® a cette valeun et 50% sont
supérieures an . Cette valeur est associé a la métrique défini¢gpaaleur absolue,

c'est cette valeum qui minimise la fonctiorﬂ(y) = Z|xi - y| . Cette valeur est
beaucoup moins sensible aux valeurs extrémes.

Indicateurs de dispersion

L'indicateur de dispersion le plus simple est dgoarela valeur la plus petite et la valeur la
plus grande. La différence entre ces deux valéappslle I'étendue :

etendue= max—min .

Les autres indicateurs de dispersion sont liésradigateurs de position centrale.

A la moyenne est associé I'écart-type qui estdeeacarré de la distance moyenne au

carré, appelée variance :
1 .
V= WZ(Xi — u)’ etl écart-type o =WV
i=1

A la médiane on pourrait associer de fagon "ndelréécart absolu moyen défini par

1 N
e—ﬁgl]xi —m|

mais on préfere utiliser les quartiles, décilexentiles qui partagent respectivement
les données en quatre, dix ou cent parties ayanéilee nombre d'éléments.
L'intervalle interquartile est la différence eniggoremier et le troisieme quatrtile.
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Statistiques descriptives

Voici un exemple (fichier Forfait.sav) de résumarfa par SPSS (I'étendue étant nommeée
plage ou intervalle) :

Statistiques
Km
N Valide 42
Manquantg 0
Moyenne 128,10
Médiane 120,00
Ecart-type 54,134
Variance 2930,479
Intervalle 233
Minimum 32
Maximum 265
Centiles 25 89,50
50 120,0(
75 152,5(

Les représentations associées aux variables duaggpermettent de visualiser ces résumés
et de se faire une idée de la distribution théarique I'on pourrait associer a cette variable,
dans les cas les plus fréquents on cherchera &ivaette distribution peut suivre une loi
normale. En dehors des histogrammes bien connus,présenterons ici les boites a
moustaches (Box Plot) et les diagrammes Q-Q (Qed).PI

Boite & moustaches

Une boite a moustache est une représentation assamciréesumeé mediane-quartiles, la boite
(rectangle) représente le premier et le troisiemetie avec un trait pour la médiane, les
moustaches (traits verticaux) représentent (auxéesexceptionnelles prés —outliers) le
minimum et le maximum. Ces moustaches sont limiées fois la distance interquartile.

300

250

200

E jz04
I~ 150

100

S04

o
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Statistiques descriptives

Ici deux stations ont un domaine skiable "anormaletthétendu, mais pour le reste la boite
est assez symétrique et I'hypothése de normalitéladois sous jacente ne parait pas
absurde.

Diagramme Q-Q

L'idée d'un diagramme Q-Q est de comparer les ple des observations avec les
percentiles d'une loi théorique. Nous ne traitegumes le cas de la loi normale centrée réduite,
le cas général étant facilement compréhensible.

Dans un premier temps les données sont reduiéss;azdire que I'on soustrait la moyenne
aux observations et on divise par I'écart-typ@gdavelle variable est donc définie par :

Les N données sont ensuite ordonnées par ordre croissamieur de la premiere

. ) 0 . o
observation est alors comparée au perceﬁliél&ede la loi normale centrée réduite, la seconde

.15 N N-05 , :
au percentlleﬁ etc.. la derniere au percentf‘gN—. On représente alors graphique cette

comparaison en mettant en abscisse les valeursvélsest en ordonnées les valeurs
théoriques. Si I'ajustement a la loi normale gtaifait les points seraient alignés sur la
diagonale.

Sur notre exemple on obtient le graphique suivant :

Valeur de Normale théorique
o
1

Valeur de Normale théorique
% o
L

& T T T T T = T T T T T
-3 2 A 0 1 2 3 -3 =2 -1 0 1 2 3
Valeur observée standardisée Valeur observée standardisée

Figure 1 : Toutes les données Figure 2 : Sans Shegalier et Samoens

L'ajustement est correct, bien que I'on retrousevdeurs extrémes en queue de distribution
(Figure 1) mais bien meilleurs apres élimination daleurs éloignées (Figure 2)

1.4.Statistiques descriptives d'un couple de véegmb

L'objectif de I'étude descriptive d'un couple dealales statistiques est de mettre en évidence
une relation éventuelle entre ces deux variables.
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Statistiques descriptives

Variables quantitatives

L'indicateur de liaison entre deux variables quatitie est la corrélation. Cet indicateur est
calculé a partir de la covariance :

cov(X ,Y)

ou u, et u, désignent respectivement les moyennes des vasidbletY . Pour se
débarrasser des effets d'échelle, on divise padad-type des variables ( ce qui revient a
prendre la covariance des variables centrées e&juit

N

> (%= ),

13
N 0,0,

- )

30 -y

i=1

- )

p(X,Y)=

Cette corrélation est toujours comprise eniret 1 La liaison entre les variables est d'autant
plus forte que la valeur absolue est proche de 1.

Une corrélation positive indique une variation maye dans le méme sens des deux
variables, une corrélation négative une variati@y@mne en sens inverse.

Remarque: cette corrélation n'est un indicateur que dliagon lin€aire entre les variables
(cf infra). Une corrélation nulle n'indique pas waiEsence de liaison entre les variables.

La représentation graphique associée est le diageacartésien :

Prix

3004

2509

4,00

3,00

2,00

200 o

]

150 o o o 1,007
% oo 9o o o
@ °
o§ o o o o o

o 9 o %, o
o @ = = Op a®

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Km

Corrélation = 0,756 Corrélation =0

Une variable qualitative et une variable quantitaé
Ici on donnera pour chaque modalité de la varighbditative, les indicateurs de tendance
centrale et de dispersion de la variable quantéatstreinte a cette modalité.

Par exemple (fichier Pib.sav) pour les pays deidbizuropéenne, nous avons relever le PIB
en $, et la période d'adhésion avec les modalités :

1 - adhésion avant 1980
2 — adhésion entre 1980 et 2000
3 — adhésion apres 2000
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Statistiques descriptives

Le résumé donné par SPSS (apres) simplificatioke estivant :

Descriptives

Période Statistique |Erreur standard
PBen$ 1 Moyenne 38133,31 4411,16¢
Médiane 32100,0
Variance 1,751E§
Ecart-type 13233,48
Intervalle interquartil 9300
Moyenne 28600,0 2409,841
Médiane 29800,0
Variance 3,484E]
Ecart-type 5902,88!
Intervalle interquartilg 1085(¢
Moyenne 17600,0 1352,49%
Médiane 17850,0
Variance 2,195E]
Ecart-type 4685,18
Intervalle interquartilg 7200

On constate que les moyennes et médianes soulifféentes pour la période postérieure a

2000, ce que I'on peut vérifier en demandant uplggaie de boite a moustaches :

PIBen$

714007
44500+
371004
347007
335007
330004
322007
321007
31900
31800
31200
302007
274009
24000
234007
23000
220007
21300
20300
195007
182004
175007
16000
15300
14400
10700

9100+

T

T T T
Avant 1980 Entre 1980 et 2000 Aprés 2000
Période
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Statistiques descriptives

Variables qualitatives

On testera ici I"'indépendance” de deux variableditptives. Comme en probabilité, mais ici
les variables statistiques ne sont pas des vasialdatoires, on dira que deux variables sont
indépendantes si les répartitions de la variableselon les modalité de la variabfe sont

les mémes quelque soit la modalité Xeprise en compte (et bien sur réciproquement si les
répartition de la variabl®¥ selon les modalités de la variab¥e sont les mémes quelque soit
la modalité dey prise en compte). Comme les effectifs de chaqudalité ne sont pas
identiques pour que cette définition est un sefautl raisonner en fréquence, on doit donc
avoir en cas d'indépendance (en notgnt la fréquence dans la population de la présence

simultanée des modalité®t j :
N, xN,
N

Comme résumé numérique on donnera le tableau caris@ettant en ligne les modalités de
X et en colonne les modalités de Y, chaque cetluléableau contenant I'effectif réel
(constaté) ainsi que I'effectif calculé en casd#pendance noté effectif théorique.

f,; = f, xf, soiten effectifsN, ; =

Exemple (fichier pfrais.sav) relation entre margtieegion :

Tableau croisé MARQUE * REGION

REGION
Nord Est Centre Ouest Sud Total
MARQUE Marquel  Effectif 3 0 2 1 3 9
Effectif théorique 1,7 1,5 1,7 2,4 1,8 9,0
Marque 2 Effectif 2 4 4 2 6 18
Effectif théorique 3,3 2,9 3,3 4.8 3,7 18,0
Marque 3  Effectif 2 2 1 4 1 10
Effectif théorique 1,8 1,6 1,8 2,7 2,0 10,0
Marque 4  Effectif 2 2 2 6 0 12
Effectif théorique 2,2 2,0 2,2 3,2 2,4 12,0
Total Effectif 9 8 9 13 10 49
Effectif théorique 9,0 8,0 9,0 13,0 10,0 49,0

Remarquons qu'un tel tableau est difficile a iné&gr puisque les écarts se répercutent sur
plusieurs cellules (cf test du Khi-2).
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On peut associer a un tel tableau un diagrammétemd en mettant les pourcentages en
ordonnée, en cas d'indépendance stricte tousdes béront alors identiques. Avec I'exemple
précédent on obtient le graphique suivant :

MARQUE

W wmargue 1
Emarque 2
Omargue 3
W margue 4

50,0%

40, 0%

30 0%

Pourcentage

20,0%

10 0%

0,0%—
Mord Est Centre Ouest Sudl

REGION
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2. SONDAGE-ESTIMATION

2.1.Un exemple.

Monsieur Martin, chef de produit d’'une voiture deyanne gamme, lancée depuis trois ans,
veut savoir si la promotion qu'‘il a mis en placaipkes révisions annuelles a eu un impact sur
les clients.

D’ordinaire 60% des clients font leurs révisionsaglles chez les concessionnaires, il
aimerait avoir une idée de la proportion des atiésirs du modele qui ont fait leur révision
chez un garagiste du réseau ; malheureusemenusigetme Iui permet de faire des
interviews de tous les clients ayant acheté uncuéidepuis plus d’un an (au nombre de

42 612 pour les deux années) et il ne pourra deemandn institut de marketing téléphonique
gue d’interroger 500 personnes.

Monsieur Martin se demande comment va procédaestitirt et quelle est la fiabilité du
résultat obtenu, non pas sur les 500 personnessmaiensemble des clients. Il aimerait par
la méme occasion savoir quel kilométrage parcowitren un client type par an pour pouvoir
affiner son offre.

Posons le probleme de Monsieur Martin en termésttaes. Monsieur Martin s’intéresse a
une population precise, les personnes ayant aghetgoiture du modele donné depuis plus
d'un an, et l'ayant gardé ; en fait pour le kilonagfe la population n’est pas la méme, c’est
seulement les clients ayant cette voiture depuis glun an. Nous noterons P cette
population.

Sur cette population deux variables statistiquesement Monsieur Martin, une variable
qualitative a savoir le lieu ou le client a faitdsrniére révision variable que nous noterons X,
une variable quantitative le nombre de kilomet@xpurus en 1 an que nous noterons Y.

Présentation mathématique
Nous noterondN la taille de la population.

La variable qualitative X, étant a deux modalit€&vision chez le concessionnaire ou non),
peut étre considérée comme une variable a valems {@ ;1}, 1 signifiant que la révision est
faite chez le concessionnaire :

PO {01}

Le paramétre qui nous intéresse, le pourcentagéaies faisant leur révision chez le
concessionnaire, peut s’exprimer facilement entfonale cette variable :

p=ﬁi2:;xm

c’est en effet la moyenne de la variable X surdemble de la population, il suffit en effet de
compter les clients qui vont chez un concessiornalest a dire ceux pour lesquels X prend
la valeur 1, et de diviser par la taille de la dagan.

Pour la variable Y qui est numérique nous pouvartohsidérer comme une application de la
populationP dans I'ensemble des nombres réRls

POM R
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Les parameétres qui peuvent étre intéressants ganaiable sont la moyenne et la variance
(ou sa racine carrée 'écart type) de cette vaziabl

L’écart type donne une indication sur la disperglen valeurs prises par la variable Y, mais
jouera aussi un role sur les moyennes prises surckantillons, comme nous le verrons plus
loin.

Parametres de la population.

Dans le fichier Martin.sav, vous trouverez le tablstatistique relatif a ces populations et a
ces variables, nous connaissons ces données, rmlisureusement pour lui Monsieur Martin
n'y a pas acces.

Ce fichier contient 42540 données, la premierergmacontient le nombre de kilometre
parcouru dans lI'année, la deuxiéme colonne lgjfaatle client aie fait sa révision chez un
concessionnaire ou non.

Nous pouvons obtenir des résultats exacts surdalation (analyse descriptive de SPSS)
pour les deux variables qui nous intéressent (Maissieur Martin lui ne les aura pas) :

Statistiques descriptives

N Minimum Maximum Moyenne | Ecart type
Kms 42540 8600 41600 25005,16] 3978,211
Revision 42540 0 1 ,76 ,428
N valide (listwise) 42540

Remarquons tout d’abord que Monsieur Martin fai premiére erreur, il croit connaitre le
nombre des clients, mais en fait un certain nordletre eux ont revendu ou casse leur
voiture et le fichier client ne peut pas étre &mknt a jour ; cela peut le conduire a sous
estimer le colt de son enquéte car pour obteniréfénses (méme en supposant que toute
personne interrogée veut bien répondre), il fasdraacter plus de 500 personnes. C’est pour
cela que le fichier de données fourni ne contiexet 42540 clients (cellule nommée Taille).

Les données relatives au kilométrage se trouvard @apremiere colonne, celles relatives a
la révision dans la deuxiéme, et pour les donnéesarnant la révision, nous avons noté 1 le
fait de faire la révision chez un concessionndirginon ; avec des étiquettes affichant
respectivement Oui ou Non.
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2.2.Constitution d’'un échantillon

Pour qu’un échantillon puisse nous donner un rasfidtble, il semble naturel gu’il soit
représentatif de la population, c’est a dire gsoiit une image fidele de la diversité des
individus constituant la population.

Pour atteindre cet objectif il est possible de pd®r de différentes fagons, nous ne parlerons
ici que de deux méthodes les plus frequemmensésijiles sondages par quotas et les
sondages aléatoires, nous illustrerons ce deraraept avec le fichier de données.

La méthode de sondage par quotas, méthode utiagéexemple dans les enquétes d’opinion,
repose sur une constitution raisonnée de I'écthamtiEn partant du fait que les variables qui
vont étre analysées dépendent d’autres caractenesis de la population (par exemple la
catégorie socioprofessionnelle) on tachera de otspdans I'échantillon les mémes
proportions de chacune des catégories dans lagtapukentiere. Ensuite on chargera chaque
enquéteur d’interroger un nombre donné d’individucaque catégorie, I'avantage de cette
meéthode est qu’elle est moins colteuse que la Métal@atoire indiquée ci-dessous,
I'inconvénient est que I'on ne connait pas exactdrteeprécision des résultats obtenus. On
peut cependant utiliser les résultats des sonddga®ires pour avoir une idée de la
précision. Remarquons qu'il ne faut pas confonéteeanéthode avec la méthode des
sondages aléatoires stratifiés, qui permet sotgices conditions de diminuer de facon
significative la taille des échantillons pour umégision donnée ; cette derniere méthode est
une méthode aléatoire et permet d’évaluer la pagcdes résultats.

La méthode de sondage aléatoire permet de congliégeéchantillons qui ont une forte
probabilité de reconstituer la diversité de la gapon originelle. Pour cela on procéde a un
tirage aléatoire uniforme dans la population iteti@’est a dire que chaque individu de la
population a la méme probabilité d’étre le kieman#&nt de I'échantillon, c’est a dire que

I'on transforme la population statistiqgue en uneenisle probabilisé, les variables statistiques
devenant alors des variables aléatoires ; nouyems le lecteur intéresseé a I'annexe pour la
suite de l'illustration mathématique du sondagataiée simple. On peut alors procéder soit
par tirage sans remise dans la population soitifa@e avec remise, nous supposerons
toujours que le tirage effectué est avec remisguce’est pas trop contraignant si la taille de
I'échantillon est faible par rapport a la taille ldgpopulation, ce qui est généralement le cas.

Remarquons dés maintenant gu’il est malheureusepoesstble de « tomber » sur des
echantillons aberrants et que donc la notion deigioh sera sGrement liee a I'élimination de
ces échantillons, donc a un pari sur le fait dpaseavoir tiré ce type d’échantillon.

Pour pouvoir réaliser ce type de sondage, il estssaire de connaitre explicitement toute la
population, ce qui n'est pas toujours le cas. Oménote les individus de la population de 1 a
N, et on effectue, grace a des nombres aléatairetirage au hasard dans cet intervalle ; on
va ensuite « interroger » (dans certains cas ctanstdctures, stocks) les individus tirés au
hasard. Quand les individus ont des localisaticesreparties géographiquement, il est
possible, pour diminuer les colts du sondage degdey a un tirage hiérarchisé (choix d'une
commune proportionnellement a son nombre d’halsitgntis choix d’'un quartier etc..).

L’échantillon ainsi tiré s’appelle I'échantillondividu, en lui-méme cet échantillon n’a que
peu d’intérét, ce sont les valeurs prises pardembles étudiées qui nous intéresse, c’est ce
gue I'on appelle I'échantillon image.
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Présentation mathématique
Le tirage aléatoire simple consiste, tout d’abardhunir la populatio d’'une loi de

probabilité uniforme, c’est a dire que chaque iiliva la méme probabilitr% d’étre tiré.

Les deux variables statistiques deviennent alsssvdgables aléatoires, précisons les deux
cas gue nous trouvons ici.

La variable qualitative X, ne prend que deux vaduet 1, la valeur 1 ne peut étre prise que
par les clients allant faire leur révision chezd@cessionnaire, c’est a dire que cette valeur a
une probabilitgp d’étre tirée, on a donc a faire & une variabl8emouilli de parametrp,

dont I'espérance eptet I'écart-type,/ al—pj :

La variable quantitative Y, prend un grand nomlee/aleurs distinctes, on peut la considérer
comme une variable aléatoire continue, tres fréguent on fera I’hypothese que cette
variable quantitative peut étre considérée comneeapproximation d’'une variable suivant

une loi normale de parameétgeeto N(,U,O’).
Dans le cas de tirage avec remise, un échantitidinidu est un élément d&, un échantillon
image pour les valeurs de la révision est un éléme{o;]}n , pour le kilométrage un élément

de R" (on pourrait donc considérer I'échantillon imagenene un élément d{Eé);:I}nXR”). En

appelantX; (respectivemeny, ) la valeur prise paX (respectivement) pour le premier

individu de I'échantillon, et de méme pour les astindividus de I'échantillon, on peut mettre
en évidence un_uple de variables aléatoires indépendanteapii permettent de passer de
I’échantillon individu a I'’échantillon image :

pn B@E'DXEJ{O;J}” ou

pn %'E ’[ED’YZ)RH

lllustration de cette procédure avec SPSS.
Nous conseillons au lecteur de refaire lui-mémedeail.

Avec SPSS nous allons construire de fagon aléataikechantillon image de taille 500.
» Construction de I'échantillon image

Dans le menu données, sélectionner des observations choisissons échantillonage
aléatoire et une taille de 500 sur 'ensemble demdes :
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Sélectionnez

ﬁ Kmz _

__ () Toutes les observations
% Revision

() Selon une condition logigue

(2] Par échantilonnage sléstaire

i:i Sélectionner obgervations : Echantillon aléatoire Xl

Taille de I'échantillon

() Environ % de toutes les observations

'3}:3' ohservations & partir des premigres Obzervations :I

| Paourzuivre _J | Annuler | | Aljcle |

(#) Fittrer les observations non sélectionnées

() Copier les observations sélectionnées dans un nouvel ensemble de données

() Supprimer les observations non sélectionnées

Etat actuel : Me pas fitrer les ohservations

| oK | coler || Reinftmiser || snnuer || side |

Il apparait une variable filter_$ qui indique si¥servation est choisie dans I'’échantillon
(valeur 1) ou non. Les observations écartées sonéds. On obtient ainsi 500
observations qui pourront étre utilisées pour lhgsa

2.3.Estimation — Estimateur

Généralités
Une fois que notre échantillon est obtenu, il niaws prévoir les résultats sur I'ensemble de la
population, c’est a dire extrapoler des valeursuléks sur I'échantillon comme valeurs des
parametres sur la population. Bien évidemmenteaetteur calculée sur I'échantillon va
dépendre de I'échantillon que nous aurons tirésrappellerons estimation (ou estimation
ponctuelle) cette valeur. Cette estimation est demésultat de I'application d’'une formule,
d’une fonction sur I'échantillon, cette fonctiorappelle I'estimateur.

Aspects mathématiques

Soit donc X une variable statistique définie sug population P (ici soit la variable X
caractéristique de la révision, soit la variable€¢ au kilométrage), sofi un parametre de
cette variable. On appelle estimateur du paran#tsar un échantillon de taille n, une

application notée, :

PrOoO%® 0O LR
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et on appellera estimation la valeur prise paedettction sur un échantillon particulier. D’'un
point de vue mathématique, I'estimation n’a enqeaa peu d’intérét, alors que pour
I'utilisateur c’est le plus important ; mais ce stas propriétés de I'estimateur qui sont
intéressantes et qui vont garantir la fiabilitd’dstimation.

Les deux propriétés intéressantes pour un estimsoei :

o Etre non biaisé, c’est a dire que les valeurs piise I'estimation se répartissent
autour de la vraie valeur du parametre, et ne gasisystématiquement trop
grandes ou trop petites, mathématiquement cegbsrarra parE(On)zﬁ, pour
toutn.

o Etre consistant, ceci signifie que plus la taikel’échantillon est grande, meilleur
est I'estimation, c’est a dire qu’elle a moins dehances » d’étre éloignée de la
vraie valeur, ceci se traduit mathématiquementepfait que la variance de

I'estimateur diminue quand la tailfede I'’échantillon augmente, de facon plus
précise on dira que I'estimateur est convergemgdiacas d’'un estimateur non

biaisé) si lim Var(®©p)= Q
n- oo

Estimation de la moyenne ou d’une proportion

Intuitivement, puisque I'échantillon est représéhtie la population, pour estimer la
moyenne du kilométrage ou le pourcentage de clfargant leur révision chez un
concessionnaire, il suffira de prendre les mémesctéistiques sur I'échantillon. C’est a dire
gue nous prendrons comme estimation du kilométmamgen sur la population, la moyenne
du kilométrage sur I'’échantillon et comme estinratile la proportion sur la population, la
proportion de clients faisant leur révision chezancessionnaire dans I'échantillon.

Suivant les conventions statistiques habituelleasmoteronsp I'estimation de la proportion
p sur I'échantillon de taille n, et nous noteraps!’estimation de la moyenne du kilométrage

sur ce méme échantillon. Remarquons qu’il serag pbhérent de note, plutét que
p I'estimation de la proportion puisque c’est en faistimation de la moyenne de la variable
X.

Propriété mathématique de I'estimateur de la mogenn

Nous ne traiterons ici que le cas de la moyenniegpa comme il vient d’étre noté la
proportion en est un cas particulier pour une éeigndicatrice (a valeur {0 ;1}).

L’estimateur de la moyenne d’'une variable statistd sur un échantillon de taillesera noté

Xn est défini en fonction de I'échantillon aléato(bél,xz,...,xn) par :

Puisque les variable§ sont toutes de méme loi et que I'espérance mattigueaest linéaire,
il vient immédiatement :

E()?n)zﬁiE(xi ):E(X)
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ce qui signifie que I'estimateur de la moyennengst biaisé.
D’autre part comme les variabl¥ssont de plus indépendantes, nous avons :

Var(Xn)=LZVar( \_nVar(X) Va:](X)

ce qui montre que I'estimateur de la moyenne est@gent, en augmentant la taille de
I'échantillon, les estimations sont généralemeus proches de la vraie valeur ; nous
préciserons plus loin cette notion de "généralemkrst proche".

Estimation de la variance

Il peut sembler naturel d’estimer la variance dpdpulation par la variance de I'échantillon ;
cependant comme dans ce cas on ne centreraitgpalsdervations par rapport a la « vraie »
moyenne (celle de la population) mais par rappdatmoyenne de I'échantillon, on aura
certainement un biais, on aura méme certainemedatee a sous estimer la valeur réelle de
la variance de la population. Il est facile de datrer (voir ci-dessous) qu’un estimateur non
biaisé de la variance est donné par la formule :

. 2
S%=n%1§i(xi ‘Xn)

c’est a dire qu’au lieu de diviser la somme desésgpam, taille de I'échantillon, il faut
diviser cette somme parl. L’estimation est alors :

2
n
. P (___)
o Pour une variable quantltatl\é —n_1i§=1><I Xn

0 Pour une variable indicatrice, comme dans le cd@elﬁmation de la proportion
de clients faisant leur révision chez un concessifra sf=_ p(l— p)

Et pour I'écart type on prendra comme estimateuiade carré de I'estimateur de la
variance ; il faut noter que cet estimateur essbjanais contrairement a la variance on ne
sait pas déterminer pas son biais et donc le "t&hfall est cependant asymptotiquement
sans biais, ce qui signifie que le biais tend Gerdonc diminue quand la taille de
I’échantillon augmente.

Propriétés mathématiques de I'estimateur de la \faréa

Partant de I""estimateur naturel" de la varianéestca dire la variance de I'échantillon, nous
allons montrer que c’est un estimateur biaisé, maésl’'on peut calculer ce biais.

2
Soit doncVy ——Z(X Xn) la variable aléatoire qui permet de calculer laarece de
=1

I‘échantillon.

Comme les variableXi et Xn ont méme moyenng , nous pouvons écrire que

E((Xi —Xn)zj:E((xi —y—()?n—y))zj:Var(xi )FVar()?n)QCO\;(Xi ,Xn)
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: > 1 :
En notanto? la variance commune de§ nous avons vu qu‘tz»l‘ar(xn):—a2 , il ne nous
n
reste plus qu’a calculer la covariance ieet Xn. CommeXi et X j sont indépendants pour

iZ], cette covariance est en fait égale a la covagidecKi et % c'est adire=c?. Onen
n

déduit donc :

- X 2 - 2 1 2—3 2: —E 2 'Ar) :E \ —1 2 :n__l 2
E((Xi Xn)) o0t -0 (1 nja d'ou EV, ) n(;(l nja} o

L'estimateurV,, est donc biaisé, puisque son espérance n’esigades & paramétre?, de

plus commen?_1 est strictement inférieur & 1, cet estimateur sstisne la vraie variance. En

revanche, il est facile d’obtenir un estimateur baisé en prenant :

n 2
=Ny, =L (x- =X )
n—1'" n-1&\i N
i=1
On peut de plus monter que cet estimateur est cgene(a condition que les moments
d’ordre inférieur ou égal a 4 existent), mais cd@tenonstration beaucoup plus lourde est

laissée au lecteur.

lllustration du comportement de I'estimateur de taoyenne.

Nous avons tiré des échantillons de taille 100, 300, 400 et 500. Pour chacun de ces
échantillons, vous trouverez dans le tableau cales: la moyenne estimée, I'écart-type
estimé, I'estimation de I'écart-type de I'estimatee la moyenne :
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Taille Statistiques descriptives
100
N Moyenne Ecart type
Statistique Statistique Erreur std Statistique
Kms 100 25162,00 435,648 4356,483
Revision 100 ,80 ,040 ,402
N valide (listwise) 100
200
N Moyenne Ecart type
Statistique Statistique Erreur std Statistique
Kms 200 24996,50 285,776 4041,486
Revision 200 79 ,029 ,408
N valide (listwise) 200
300
N Moyenne Ecart type
Statistique Statistique Erreur std Statistique
Kms 300 25063,67 209,248 3624,274
Revision 300 ,78 ,024 417
N valide (listwise) 300
400
N Moyenne Ecart type
Statistique Statistique Erreur std Statistique
Kms 400 25015,50 188,294 3765,875
Revision 400 79 ,020 ,406
N valide (listwise) 400
500
N Moyenne Ecart type
Statistique Statistique Erreur std Statistique
Kms 500 24964,60 178,842 3999,019|
Revision 500 77 ,019 421
N valide (listwise) 500

A la lecture de ce tableau on constate que sidk=ivs ponctuelles de la moyenne et de
I'écart-type estimés sur les échantillons ne "sla&mént pas”, en revanche I'écart-type de

I'estimateur de la moyenne diminue, c'est a dieesguprécision augmente.

2.4.Estimation par intervalle, précision d’un sogéa

Les estimations obtenues pour un paramétre a partirechantillon de méme taille sont trés
variables, il nous faut donc associer a ces esbmatine précision qui nous permettra dans
un certain sens d’encadrer la vraie valeur du pam@anCette notion de précision est plus
délicate que celle des mesures en physique, dioa gain pése 400g a 5g pres, cela signifie
gue le poids du pain est compris de facon ceriiiee 395 et 405g. Il n’est pas possible en
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statistique d’obtenir cette méme notion, nous alldanc introduire une autre notion de
précision, associée a un degré de confiance.

Nous nous intéresserons ici qu’au cas de la moyeuam pourcentage, mais ce que nous
dirons est généralisable a d’autres parametres.

Tout d’abord, une mauvaise nouvelle : dans la neesumous effectuons des tirages avec
remise, nous ne pouvons pas espérer diminuer igeedes valeurs obtenues, en effet il est
toujours théoriguement possible de tirer un échantconstitué n fois de l'individu

présentant la plus petite (ou la plus grande vgaldutonc inutile d’espérer pouvoir majorer

de facon certaine I'erreur commise lors d’un soed&m revanche dans la mesure, ou I'écart
type de I'estimateur tend vers 0 quand la taillé@shantillon augmente, les valeurs extrémes
vont avoir des probabilités de plus en plus faiblepparaitre, et donc ne seront observées
gue dans des échantillons de plus en plus excegi®nC’est cette notion que nous allons
formaliser en étudiant la loi de I'estimateur dwpmentage et de la moyenne.

Geénéralités : Précision de I'estimation au degré cenfiance 1a

On appellera intervalle de I'estimation au degréa&fiance 1a (a étant un nombre plus
petit que 1), I'intervalle dans lequel se trouviestvaleurs I'estimation, quand on a décidé de
négliger les échantillons les plus extrémes ayaptdbabilitéa d’apparaitre.

C’est a dire que I'on fait un pari, on pense goe laura la « chance » de ne pas tirer un de ces
échantillons extrémes, etdfeprésente la probabilité que I'on a de gagnerace; o

représente le risque d’erreur (ou la malchancejoMobien que nous ne saurons jamais si oui
Ou non ce pari a été gagné.

Formellement, nous pouvons écrire : la précisian degré de confiance 1-a, est définie par :
Prﬂ)?n—,u‘sg)zl—a

Xn étant I'estimateur du parameéjweOn voit donc sur cette formule qu'il nous faut
connaitre la loi de I'estimateun pour pouvoir détermines en fonction dex et den.

Quelgues remarques générales :

= Pourn fixé, quanda augmente diminue, il faudra donc faire un arbitrage (poar u
colt donné) entre la précision que I'on désire etdque que I'on a de perdre son pari.

= En se fixanta et & on peut déterminer une taille d’échantillon caralde permettant

d’atteindre une précision voulue avec un risquenéopuisque la variance @n tend
vers 0. Toutefois, il faudra dans ce cas arbitvecde budget disponible.

= Une fois la taille de I'échantillon fixée, la formeuci-dessus peut étre inversée et nous
obtenons, un intervalle d’estimation qui est uerivialle a|éat0il’€[Xn—E,Xn+£], dans

le quel la vraie valeur du parameétre a une probé@litta de se trouver. En
remplacant la variable aléatoire par sa valeurrBgesur m'échantillon réellement
tiré, on dira souvent, par un raccourci un peudrafu’il y a une probabilitd-a que

le parametre soit dans I'intervall[a‘m—ain%], ce qui n'a aucun sens puis que toutes
les valeurs sont certaines et que I'on n’a plussatie loi de probabilité.

Page 24



Estimation

Cas du pourcentage

Loi de probabilité deXn

La loi deX sur la population initiale est, comme nous I'aveng0), une loi de Bernouilli de
parametrep.

Il est possible dans ce cas de déterminer exactdenkri de I'estimateur du pourcentage,
puisque nous avons a faire la moyennendeariables indépendantes de Bernouilli. La
variable nX, est donc la somme de n variables de Bernouilépetidantes, et suit donc une

loi binomiale bien connue. Il est donc possibleldénir la loi de X, en fonction du
parameétrg (pourcentage a estimer).

Cependant comment faire pour donner la précisianalestimation quand on ne connait pas
la vraie valeur ? Comme dans la pratique la tdiéle échantillons est généralement beaucoup
plus grande que 10 (les sondages d’opinion sesiandes échantillons d’au moins 500
personnes, le plus souvent un millier), nous alfmsvoir répondre a cette question en
regardant I'évolution de la loi d¥n en fonction de n. On obtient les graphiques sus/an

n=10 n=50 n=100

0 \ \ \ 0 \ \ 0 : :
030 050 070 090 050 0,70 090 050 0,70 090

On obtient rapidement une loi de probabilité camstique : en forme de cloche, symétrique
autour de la valeur moyenne, on reconnait la ldsdass ou loi normale. C’est une simple
illustration du théoreme de la limite centrée, gicas particulier la variable aléatoire

7(—(—)—””_;)(” tend, quand n tend vers l'infini, en loi versdamormale centrée réduite. On peut
n

en pratique considérer que la limite est atteioter m>30, on pourra donc assimiler la loi de
Xn & une loi normale de moyenBfXn =E(X )=p, et d'écart-type

of )= V21X,

Nous pouvons maintenant utiliser ce résultat pomnér une estimation par intervalle a un
degré de confiance donnée.
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Calcul de la précision

Nous noterong, le fractile d’ordrea de la loi normale centrée réduite, c’est a dire le
nombre défini par :

Pr(Z<za)=a ou Z-N(31)

Comme Xn suit une loi normale, en la centrant et

Xn—p
réduisant, on en déduit qui= suit une loi
d E‘an
normale centrée réduite. La définition de la pliéciet
du degré de confiance peut donc se réécrire ceetanf

al2 al2 .
sulvante :

£ |- - -£ £ |
P{|Z|<E(mj—1 a smtencorePr(o()?n) Z<o()7n)j 1-a

Comme la loi normale centrée réduite est symétrigete probabilité s’exprime aussi :

Pr( O(‘fn)/k d§n)j:1—2p{225(§7)j donc P(Zz;&—n)jz% ouPr(Z<E(‘;%—n)):1—%

on obtient alors I'expression de la précision amcfmn du fractile d’ordrd—% lu sur une

-35 0 3

w

table de la loi normale inverse :

5221_%*0()%):21_4*,/@ :

Malheureusemenﬂ;()?n) dépend du parametre que I'on veut estimer (leqaniage), et

n’est donc pas connu. L'usage veut que I'on rengtatte valeur inconnue par son
estimation sur I'’échantillon avec la correction aquoeis avons signalée :

£=21_%*6(Yn)=zl_é*,{% .

L’estimation par intervalle au degré de confianeg, kst alors le suivant :

vy PP s R

Le tableau suivant donne les valeurs des fraalidéels loi normale pour les degrés de
confiance les plus souvent utilisés :

Dégré de confiance(l) 1a/2 Fractile (z1-or2)

90% 0,95 1,645
95% 0,975 1,960
99% 0,995 2,576
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Sur notre échantillon de taille 500, nous obteraloss les résultats suivants pour les
intervalles de confiances :

Dégré de confiance(da) | Intervalle de confiance

90% | [0.739; 0.801 ]
95% | [0.733; 0.807 ]
99% | [0.721;0.819]
Remarque : Les intervalles de confiance ont demuvslfixes, donc la valeur réelle est dans
cet intervalle ou n'y est pas, la "confiance" indiggimplement que si lI'on répétait le calcul de
ces intervalles sur un nombre tres grand d'échamgil 95% des intervalles ainsi calculés
contiendrait la "vraie valeur", donc 5% ne la cendrait pas!

Détermination d’une taille d'échantillon

La formule donnant la précision peut étre utiliaéesi, pour déterminer la taille d’échantillon
nécessaire pour obtenir une précision voulue degnédde confiance donné. Nous allons
distinguer deux cas, suivant que I'on possede ouune premiéere estimation du pourcentage.

Détermination d’une taille a priori
Dans ce cas nous allons partir de la formule ex@eta précision :

5221—%*0(%1):21-4* /p(]':]_ p)

Pour un niveau donné du degré de confiance, faege de déterminer la taille d’échantillon
la-a; Po-p)

g2

n permettant d’obtenir une précisiemonnée :n> , et ceci doit étre vérifié

pour toute valeur de p sur la population, puisqugsm’avons aucune connaissance a priori
sur cette proportion. Or quart& p<1 la quantité p(1-p )reste toujours inférieure ou égale a

1/4*. En conclusion la taille nécessaire pour obtené précision donnée e, & un degré de
confiance a, sans information a priori sur le peatage est donnée par la formule :

e, P

42

n=EntierSu

EntierSup(x) désignant le plus petit entier supgraa égal a x.

Remarquons que cette formule peut étre toujoysbcae, elle seule assurera d’obtenir la
précision voulue, mais bien évidemment elle coradaides tailles importantes d’échantillons
pas toujours nécessaires mais toujours colteuses. iNustrerons ceci au paragraphe
suivant.

Détermination de la taille apres pré échantillomnag

Si nous disposons d’une estimation du pourcentags pouvons espérer diminuer la taille de
I'échantillon nécessaire, en prenant comme valeaivgble de la proportion, la derniére

valeur estimée. On utilisera alors la formule appé® de la précision a un degré de confiance
donnée. Avec les mémes notations qu’au paragrajgeégent nous obtenons :

! Comme il est facile de le voir par dérivation,euremarquant que la surface maximale d’un reatese|
périmétre donné (ici 2) correspond au carré.
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la-a; Poa-p)
)

1
g2

n=EntierSu

La seule différence avec le calcul théorique (czedire utilisant la "vraie" valeyr, est le +1
final, qui est souvent négligeable dans la pratique

Dans les deux cas nous pouvons constater quedsiprécodte cher en statistique, en effet la
taille de I'échantillon varie comme l'inverse dum@ade I'estimation, donc pour diviser par 2
la précision (donc I'imprécision), il faut multigli par 4 la taille de I'échantillon.

Calculs sur notre exemple
Nous allons calculer de deux facons la taille éiehlantillons nécessaire pour avoir une
précision de 3% avec un degré de confiance de 95%.
a) Calcul a priori (avant tout sondage)

Nous prendrons ici un pourcentage "pessimiste”,fde 0

n = entiersu{196* (,/05* (.- 05)) /003 =1068
La taille a priori nécessaire est donc de 1068vidds

b) Calcul a posteriori (apres échantillonnage d#él¢és500)

Nous prendrons ici le pourcentage estimé 0,77

n = entiersuf196* (/077 - 077) ) 1003f +1=757

La taille de I'échantillon est alors nettement gieste, il suffirait d'ajouter 250
individus environ pour espérer atteindre la précisioulue.

Remarquons enfin, que dans tous les cas il ests@ice apres avoir fait le sondage de
recalculer la précision obtenue, qui ne peut ge’'ateilleure (inférieure) si I'on utilise la
premiere méthode de majoration, mais qui peutséipérieure a la valeur désirée dans le cas
de la seconde méthode, si la nouvelle valeur esteséplus proche de 50% que celle qui a
servi a la détermination de la taille de I'échidonti

Cas de la moyenne

Sur la population nous avons une variable aléataireériqueY qui a une moyenne notge
et un écart type not&

L’estimateur de la moyenne que nous avons utilisgaaagraphe 0 noté (de moyenne m et
d’écart type%ﬁ) a la méme propriété asymptotique que I'estimadeupourcentage, c’est a

. vt s oepe , .. , Yh— . .
dire qu’il vérifie le théoreme de la limite centr.ezn:7/”l tend en loi vers la loi normale
Jn

centrée réduitdN (0,1)Cependant la vitesse de cette convergence ppahdée de facon tres

significative de la forme de la loi initiale & tres souvent il est fait I'hnypothese que cette lo
est proche d’une loi normale, ce qui assure ungargence rapide. Dans le cas ou la variable
Y suivrait exactement une loi normale, la variaBBte précédemment définie suit toujours une
loi normale.
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Cas ou la variance est connue

Dans le cas ou la varianoeest connue, ce qui est tres rare en pratiqueeonuiliser le
théoreme central limite, pour des échantillonsaileetsuffisante (n>30, si la loi de Y ne
semble pas trop « anormale »). La précision, avéddg confiancer, est alors donnée par :

- a
ez 2
-2, Jn
z désignant le fractile d’ordrb—cy de la loi normale centrée réduite.
-, 2

Cas ou la variance est inconnue
Dans ce cas, il nous faut ajouter une hypothéskisde Y. L’hypothése de normalité de

permet de connaitre exactement la loi de la vaial#latoireT, =:/{M (oest remplacé par
n

I'estimateur de I'écart type), cette loi est ladei Studerita n-1 degrés de liberté. Cette loi est
une loi symétrigue comme la loi normale centréaiitégdcependant les queues de distribution
sont plus épaisses que celles de la loi normalguiceeut dire qu’il y a une probabilité plus
forte d’obtenir des échantillons dont la moyenneégsgnée de la moyenne de la population ;
toutefois quand n augmente la loi de Student &gnédede libertés se rapproche de la loi
normale centrée réduite qui en est la limite quando . En pratique, quand>500, on

pourra sans probléme utiliser la loi normale plopde la loi de Student.

Loi Normale

On obtient alors comme intervalle d’estimation td&a au degré de confiance, I'intervalle
dont les bornes sont des variables aléatoires :

{%—t{‘_}l/z\/% ;%+t{‘_}1/2\/%}

ou tln_?}/ désigne le fractile d’ordré—% de la loi de Student & n-1 degrés de liberté. Les
n

valeurs de ces fractiles sont lus dans les tabd¢istejues.

2 Voir I'annexe pour quelques indications sur céite
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Si I'on construit tous les intervalles de cetterieren remplacant les variables par leurs
valeurs prises sur les échantillons (ou du moingasigrand nombre), il y en aura une
proportiona qui contiendra la valeyr du paramétre, et doncd.gui ne contiendra pas la
valeuru. On retrouve la notion de pari que nous avons ®au debut de ce paragraphe.

En pratique, on remplacera les variables aléatpaeseurs valeurs, et on dira que I'on a une
robabilité de 1a, que la moyenne se trouve dans l'inter tn—1 7 'Yn+tn1 7 :
p q Y v{aﬁﬁ 1_/2 Jn Yn _0/2 /n

0 étant I'estimation de I'écart type.

La précision au degré de confianzest donc donnée par la formule :

g=th-1 7
1-9, /n

Application au cas de notre exemple
Avec un degré de confiance de 0,95 et un nombredees de liberté de 500-1=499, nous

obtenons :
£ =1965* 399/W ~ 35km
. /500

D'ou l'intervalle de confiance pour le kilométrageyen parcouru :
[24965- 35124965+ 351] =[2461425314

Détermination de la taille d'un échantillon

Comme il a été vu pour le cas d’'une proportionfdesiules que nous venons de voir
permettent aussi, une fois le degré de confiaxéedi une valeur de la précision donnée, de
déterminer la taille nécessaire de I'échantillonublne traiterons ici que le cas ou I'écart type
de la variable est inconnu, signalant au passagasiele I'écart type connu.

Remarquons tout d’abord, qu’il est dans ce ca®togjnécessaire d’avoir procéder a un pré
sondage, de fagon a obtenir une premiere estimdédiécart type. Ce pré sondage se fait
généralement sur un échantillon d’individus domdenbre est compris entre 20 et 50. C’est a
partir de cette premiére estimation de I'écart tggpe sera évaluée la taille de la population
nécessaire a I'obtention d’une précision donnée.

Si nous voulons, comme pour le cas d’'une proportiéterminer la taille a partir de la
formule de la précision nous obtenons, pour uneigicgh e donnée et un degré de confiance
a, le résultat suivant :

{32

il apparait un probleme, car le fractile de ladeiStudent dépend du nombre de degré de
libertés, c’est a dire de la taille de I'échantilldNous avons donc une équation implicite que
nous ne savons pas résoudre analytiquement ;pbsstble cependant de la résoudre par
approximation de deux facons différentes.
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Cas des grands échantillons

D’apres ce qui a été dit plus haut quand n estdydarioi de Student a n degrés de libertés
peut étre confondue avec la loi normale centréeited_a formule établie ci dessus est dans
ce cas exploitable et nous obtenons :

2
nu 0
ou u ‘/ est le fractile d’ordrd—% de la loi normale centrée réduite. Cette formule
/2
s’applique pour toute taille d’échantillon si osgldbse de la valeur de I'écart type sur la
population.

Application a notre exemple :

En partant du sondage réalisé sur 100 individuiegtaelle d'échantillon est-elle nécessaire
pour atteindre une précision de 200 km avec unédégrconfiance de 0,95 ?

Seule la valeur de I'écart-type estimé de ce presoiedage nous importe :
0 = 4357
D'ou le calcul de n :

n = (196* 4357/200)* =1823

Dans ce cas évidemment, il faudra vérifier suhbdtillon final que la précision est bien
atteinte, d'autant plus que I'estimation de I'éggoé peut-étre trés volatile.

Cas général
Si 'on ne veut pas utiliser I'approximation pareuloi normale, il faut alors utiliser des
méthodes itératives pour déterminer la taille élehlantillon, mais les résultats trouvés
différent peu de I'approximation normale, dont onipa se contenter en la majorant
éventuellement si la valeur trouvée est faible.

2.5.Annexe 1 : La loi de Student

William Sealey Gosset (1876-1937) était chimista Brasserie Guiness a Dublin, puis
ensuite a Londres. C’est pour le controle de qaglifil fut conduit & s’'intéresser a
I'échantillonnage et surtout aux petits échantsloihpublia ses travaux sous le nom de
Student. C’est lui qui mit en évidence la loi qorge son nom et qui permet de faire des tests
sur la moyenne d’une variable quantitative.

Gosset étudia la fonction de répartition de laatala (dite variable de Student a n degrés de
Iiberté)T:X/?, X étant une variable aléatoire normale centréaité et Z une variable
n

aléatoire suivant une loi du khi-dél& n degrés de liberté, X et Z étant de plus
indépendantes.

% Une loi du khi-deux & n degrés de liberté espiativie par la somme des carrés de n lois nosredatrées
réduites indépendantes
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Dans le cas de l'estimation la variable X est ifasteur de la moyenn)e(gl qui est bien
7
une variable aléatoire normale centrée réduitia, mﬂable2=ﬁn—_12E qui suit une loi du
o

khi-deux a n-1 degrés de libertés. Le nombre deédedg libertés estl car lesn variables

i=1
donc de rang n-1, ce qui détermine le nombre deédigyliberté de la loi du khi-deux.

_ n _ n _
Y —Yn sont liees par la reIatioEYi -Yn =0 ; la forme quadratiquén—l)S@=Z(Yi —Yn)2 est
i=1

La distribution de la loi de Studentadegrés de liberté est donnée par la formule :

_v+l

Jorr(g) "V

fy (x):

(o]
ou la loi F(t):je‘uut‘ldt est la fonction Gamma. Remarquons que cette lolision peut étre
0

étendue aux valeurs non entieresde

2.6.Annexe 2 : Intervalle de confiance de la vareanc

Bien que moins utilisé que pour la moyenne, ilpestsible de déterminer un intervalle de
confiance pour la variance d’'une variable quanatsi I'on fait 'nypothése que cette

. . : n-1 . . . N .
variable suit une loi normale. Dans ce «Z’E:\s(—zg suit une loi du khi-deux a n-1 degrés de
o

libertés, en notany; le fractile d’ordrea/2 de cette loi, ejy, le fractile d'ordre 1a/2, on a:

(n-1)s8.(n-1)sf
X2 X1
que cet intervalle n’est pas centré autour deiltestion s§, mais est centré en probabilité :

c’est a dire que I'on élimine « autant » d’échadmti$ sous estimant la variance que
d’échantillons surestimant cette variance. La motle précision n’a donc pas ici le sens
physique habituel comme pour la moyenne.

pr(,y1<Z<)(2)=a, on en déduit I'intervalle de confiance pam? : . Notons

En prenant les racines carrées des bornes on eiraéd intervalle de confiance pour I'écart
type.
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3. EXERCICES ESTIMATION

3.1.: RadioLook

RadioLook est une radio privée émettant sur Grienefosa région depuis deux ans. Apres un
an de fonctionnement, une enquéte faite aupre2@@ drenoblois a donné les résultats
suivants:

— 240 personnes ont déclaré écouter régulieremestati@n
— parmi ces 240 personnes, 30 ont un statut d'étudian

Précisons que sur les 1200 personnes interrog@@stdient des étudiants. Actuellement, la
direction commerciale veut mener une enquéte ageetudiants. Elle désire connaitre de
facon précise, la proportion d'étudiants écoutagulierement RADIO-LOOK et envisage
donc un deuxiéme sondage.

1. Préciser la population, la variable de descripéble paramétre faisant I'objet de I'étude.

2. Exploiter le sondage fait auprés de 1200 grenolplois obtenir une premiere estimation
(ponctuelle et par intervalle) du parametre defimil.

3. Combien de personnes faut-il interroger au coula deconde enquéte, si le degré de
confiance (ou seuil ) retenu est de 0.95 et laigigt (absolue) désirée 3%.

4. Alissue du deuxieme sondage, il a été conste@éaBéiteurs. Donner une estimation et
un intervalle de confiance du paramétre faisabjdiode I'étude (avec un degré de
confiance de 0.95).

5. Peut-on affirmer que l'audience du segment étu@diantgmenté d'une enquéte a l'autre?

3.2.La société ABC

La société ABC se propose de lancer un nouveauupirathns I'ensemble des 25000
magasins distribuant sa marque. Elle veut évalaarapacité de production hebdomadaire
nécessaire, pour cela elle a choisi un march&d&eg00 magasins. Les résultats obtenus sur
cet échantillon sont les suivants :

Moyenne des ventes par magasin et par semaine 0 urtés

Ecart-type estimé des ventes : 360 unités

1°) Donner une estimation ponctuelle, puis un inteevd# confiance a 0,95 du volume total
espéré des ventes.

2°) Quelle taille d’échantillon aurait été nécessawmarmtteindre une précision de 200000
unités sur les ventes totales ?

3.3.Une foire au vin

Un magasin organise une foire au vin pour dynansssiventes.

Avant la foire, la fréquentation moyenne s’étadlit500 clients jour, avec un panier moyen
de 23 articles (écart type 7) et un CA moyen pantide 175 € (écart-type 46 €) mesurés sur
un échantillon de 200 clients.

Pendant la foire, la fréquentation moyenne s’étalb#i500 clients jour, avec un panier moyen
de 18 articles (écart type 8) et un CA moyen pantide 130 € (écart-type 34 €) mesurés sur
un échantillon de 200 clients.
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Analysez ces résultats d’'une part en terme de @Bagljour, d’autre part en terme de panier
moyen (nombre d’articles et CA par client). On @rbera a I'aide d’intervalles de confiance
de 95%.

3.4.Une société d'études ...

Une société d’études a proposé a un de ses diratétude semi quantitative (mixte de
guestion fermées et ouvertes) pour investiguerjende la marque auprés des quatre
principaux segments de clientele.

Sachant que les populations des segments sonttespeent :
* S1 540 000
* S2 310000
*+ S3 115000
* S4 430 000

La société d’études a proposé d’interroger :

» Dans le segment 1 un échantillon aléatoire dechéfts.

» Dans le segment 2 un échantillon aléatoire decBi&fts.

» Dans le segment 3 un échantillon aléatoire decli¢hts.

» Dans le segment 4 un échantillon aléatoire decliaats.
Madame Renard, directrice du marketing, s’engaeptrées de la société d’études de la
pertinence de ce choix, et demande quelle précamigreut attendre de la mesure dans
chacun des segments.

Pour permettre a la société d’études de lui répmredie lui fourni un ordre de grandeur du
taux moyen de clients ayant une bonne image detgue (c’est cette mesure qui
l'intéresse), environ 65% (taux constaté lors deréxédente étude d'image de marque).

Elle indique gu’elle souhaite disposer d’'une priétisemblable dans chacun des segments.

1. Calculez a partir de ces informations la précislea mesures par segment.

2. Ce résultat correspond-il aux souhaits de madamerdae

3. Sice n'est pas le cas quelle stratégie aurait &adlopter pour répartir au mieux les
1400 questionnaires que madame Renard est prigtenadr pour cette étude. Quelle
précision obtient-on alors dans chaque segment ?

4. Pouvez-vous expliquez la démarche de la sociétadbé?. Savez vous comment
s’appelle le type de sondage proposé par cettétécei

3.5.La société UvIM

La société UVJIM a unompte clienteomposé de 7 000 clients. L'auditeur, chargé de la
vérification du compte, désire estimer le montanyem d'une créance a l'aide d'un sondage
aléatoire. Le montant de la créance due par untait le solde positif de son compte. Un
échantillon constitué de 25 comptes a été prélamdigdes 5 000 comptes ayant un solde
positif. Chaque compte a été vérifié et son sabdwalué. Cette opération de révision
comptable est donnée dans le tableau suivant :
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Moyenne

Ecart type

Variance

Solde

25

164,820

63,7349

4062,132

N valide (listwise) 25

Préciser la population, la variable de descripéble parametre faisant I'objet de I'étude.

2. Donner les estimations ponctuelles de la moyende &écart type du montant des
créances

3. Etablir un intervalle de confiance de la moyenng stddes positifs avec un niveau de
confiance de 0.95.

4. Le niveau de confiance étant égal a 0.95, qudlle théchantillon faut-il envisager pour
obtenir une précision de 8 € (la précision esteégdh demi-longueur de l'intervalle de
confiance).

5. Un sondage complémentaire permettant d'obtenichardillon de taille égale a celle
établie en 2 a été mené. Les résultats sont leardsi:

N Moyenne | Ecarttype | Variance

Solde 219 156,5958 70,14788 4920,726

N valide (listwise) 219

En fusionnant les deux échantillons, donnez unmagbn du montant total des créances
et un intervalle de confiance avec un niveau ddiaoce de 0.95.

3.6.La société de contrble et de régulation (d’'apdeObadia)

La société de contr6le et régulation est une enseefabriquant des matériels électroniques en
moyennes séries : appareils de contrble, de régulet de mesure. Elle travaille essentiellement su
catalogue et sur devis. L'auditeur responsableodtr@e de la comptabilité de I'entreprise a décidé
d'effectuer un sondage pour déterminer la valeslleréu stock des piéces détachées (petites piéces
mécaniques, composantes électroniques, sous-ereseatbletées a I'extérieur, etc... ).Ce stock fait
I'objet d'un inventaire permanent assuré par tatgiur a partir des bordereaux d'entrée (livraison
fournisseurs) et des bons de sortie émis par ldugtmn.

La diversité des articles constitutifs du stock piéses détachées a conduit a distinguer :

— les articles de faible valeur regroupant esseati@int les petites pieéces mécaniques
dont le co(t unitaire est inférieur a un euro.

— les articles de valeur moyenne qui regroupentdigss des composants électroniques
dont les codts unitaires sont compris entre unxe¢wros.

— les articles considérés comme codlteux et dontdeuwataire dépasse dix euros et qui
sont suivis un a un.

Ces trois catégories se trouvent dans des magéiffiérents et sont gérées séparément.
L'ordinateur peut fournir a tout moment, une ligés valeurs stockées. Pour chaque
référence, il est possible de disposer des infoomsisuivantes:
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- le numéro de la référence ou code - article : u

— le nombre d'articles N(u) comptabilisés dans leksgmus cette référence
— le codt unitaire auquel ces articles sont valorigegu)

— la valeur stockée correspondante da&eur comptableY (u) = N(u)*C(u)

Au jour du contréle, les chiffres comptables réasiux trois catégories sont donnés par
'annexe 1. La catégorie des articles les plusatpita été contrblée en totalité; la premiere
catégorie a été contrblée a I'aide d'un sondagargaur 100 références.

L'annexe 3 donne les résultats de ces deux cositiddecontréle de la seconde catégorie doit
étre réalisé. Il s'agit donc d'estimer, pour cedtiggorie, la valeur réelle du stock. Les erreurs
sur les quantités et les colts étant globalemésggpen compte dans la valeur, on ne se
préoccupera pas des quantités et des colts usis@parément mais du produit des deux. Si
I'estimation de la valeur constitue I'objectif mial du sondage, l'auditeur souhaite
egalement déterminer la proportion des valeurnégs.

Vous étes chargé par l'auditeur d'établir un plasahdage de la deuxieme catégorie de
pieces détachées.

Un plan de sondage doit indiquer :
— la population, les variables et les parametres
— le nombre de références constituant I'échantillon
— le mode de sélection de ces unités

— comment, en utilisant les observations ou valeanstatées faites sur les unités
prélevées, établir les estimations des paramétres

— la précision du sondage

Pour établir ce plan de sondage vous disposeattasiations fournies par un échantillon
préliminaire concernant la variable X = "valeurli@ées références". L'analyse de cette
information pourra se faire suivant les deux poaigessous.

Examen de l'information apportée par I'échantillopréliminaire sur la variable X =
"valeur réelle des références”

1) Déduire une estimation de la valeur totale réalistidck et la précision de cette
estimation

2) On constatera que la précision obtenue n'est fsasiie. Quelle est la taille de
I'échantillon permettant d'obtenir une précisiais§aisante égale a 0,5% de la valeur
comptable du stock. Conclusion.

Examen de l'information apportée par I'échantillopréliminaire sur la variable D = X -
Y écart entre la valeur réelle et valeur comptablie stock.

1) Donner une estimation de I'écart entre valeureat@tlle et valeur totale comptable du
stock. Quelle est la précision de cette estimation?

2) Utiliser les résultats du point a) pour calculee @stimation de la valeur totale réelle
du stock et sa précision

3) Quelle est la taille de I'échantillon permettanbtinir la précision fixée au point 1.
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1

Estimation

Données comptables relatives aux trois catégories

Colts Unitaires | Nombre de références Valeur totate stock
Moins de 1 € 2140 231843
DelalO€ 1500 3366495
Plus de 10 € 180 625380
Total 3520 4223728
Annexe 2
Sondage préliminaire
Taille de I'échantillon : 50 références

Variable Moyenne Variance Ecart-typ€g
Val. Comptable 2315.88 604281 777.35
Val.Réelle 2304.1 568128 753.74
Ecart -11.73 12170.1 110.37

Nombre de références pour lesquelles I'écart D-=¥)'est pas nul : 6

Annexe 3
Résultats des contrdles des catégories 1 et 3

Catégorie d'articles de valeur élevée

Le contrdle complet des 180 références a montrdagqualeur totale réelle était de 612
750 €.

Catégorie d'articles de faibles valeurs

Un sondage portant sur 100 références a donnédalats suivants:
Valeur totale : 228 660 €
Précision du sondage :
- degré de confiance : 0.95
- seuil de précision : 4540 €

3.7.La société de contrble et de régulation — Dexnne partie

Un deuxieme sondage a permis de constituer un gibbvale 321 références. Ce deuxieme
échantillon a été fusionné avec I'échantillon prnéiaire de taille 50 (cf. partie I) pour
constituer un échantillon de 371 références et estislonné dans le classeur CasSCR.xls.

Les résultats vous sont donnés dans le tableaarguiv

Statistiques descriptives

N Moyenne | Ecart type Variance
Valeur Comptable (Y) 371 2225,76 767,631 589256,992
Valeur réelle (X) 371 2222,54 770,019 592928,536
Différence (D) 371 -3,23 74,734 5585,100
N valide (listwise) 371
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Le pourcentage d'erreurs est de 14%.

1. Utiliser les résultats de ce deuxiéme sondage @lot@nir une estimation de la valeur
réelle des références de la deuxieme catégoridéBuire une estimation de la valeur
réelle de tout le stock et la précision obtenue.

2. Pensez-vous que l'approximation normale soit jéstipour la variable D=X-Y ? Justifiez
économiquement ce fait.

3. Donner une estimation par intervalle du pourcentbgeeur dans la seconde catégorie.
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4. TESTS DHYPOTHESE

4.1.Un exemple

Monsieur Dupond, directeur commercial d'une chdimenagasins de distribution, veut tester
un nouveau type de promotion sur les produits t& foéquence d'achat, le client recoit des
coupons en fonction des achats effectués et duanbde la facture. D'ordinaire dans la
chaine de magasin le taux de retour des coupomne &€1% (c'est a dire que 40% des coupons
distribués sont utilisés), le nouveau type seraickEmé comme plus efficace si le taux de
retour est supérieur a ce taux. Dans un magassid&né comme représentatif de la chaine,
Monsieur Dupond installe son nouveau systeme, ratetee trois semaines d'essais sur 1000
coupons distribués 452 ont été réutilisés. Mondmiypond se demande si ce pourcentage
(45,2%) est significatif d'une augmentation du tdexetour ou si la difference observée n'est
imputable qu'aux incertitudes d'échantillonnage.

4.2 .Généralités

Soit une variable X statistique définie sur uneylafon P, etd un parametre lié a cette
variable, nous appellerons hypothése sur ce paratedtait de limiter les valeurs prises par

ce parametre a une partie non vide et non totalemtgemble des valeurs possibles #gte

le complémentaire de cet ensemble ndt&era associée a I'hypothese alternative. La
premiere hypothése est appelée hypothese nulle.

Sur I'exemple précédent, la population est I'enéends coupons distribués pour les produits
a forte fréquence d'achat, la variable X est |@abde indicatrice de I'utilisation du coupon, le
parametred est le pourcentage de coupons utilisés. L'enseddslevaleurs possibles est
l'intervalle [40%, 100%], puisque le directeur coermial n‘envisage pas que sa méthode de
distribution puisse étre moins efficace que leseamumnéthodes. Une hypothése ici serait par

exemple que la nouvelle methode ne soit pas pficaeé, c'est a dire qué = 6, = 40%

(ensemble noté\, ={40°/<}), une autre hypothese serait par exemple quetagiion

personnalisée soit réellement plus efficace, dekite queg>6,=40% (ensemble noté
A =140%:100%]).

Il arrive souvent que les ensembles associés guathgses soient plus complexes que ceux
présentés en exemple, nous le verrons plus laindes tests portant sur deux échantillons,
ou lors de la régression par exemple.

L'objectif des tests d'hypothése est de déterminerégle de décision permettant de rejeter
une hypothése a partir de I'examen d'un échantifemme nous l'avons vu au chapitre sur
I'estimation, on ne peut pas prétendre prendrdell@edécision sans risque d'erreur, ce risque
est lié a la probabilité d'apparition d'échantil@xceptionnels (statistiquement aberrants).

Nous allons donc formaliser cette demarche. NotsraosH  I'hypothesed [ A, cette

hypothése est appelée hypothése nullé] gthypothésefd [ A, appelée hypothese
alternative (nous reviendrons plus loin sur le ght# I'hypothése nulle).

L’application d’'une régle de décision peut cond@ilain des quatre cas suivants :
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Etat Réel (Valeur d@)
60A 60 A
Choix (A partir | H, Pas d’erreur Erreur de type |
de I'échantillon) H, Erreur de type | Pas d'erreur

A chaque erreur peut étre associée une probafdjiélée risque :

» Lerisque de premiére espece nat@st la probabilité de I'erreur de type | c’est a
dire le fait de choisir I'hypothése H1, alors gaé€\rai" parametre appartient au
sous-ensemblé\,; on dira plus simplement la probabilité du choextd, alors

que H, est vraie.

* Lerisque de seconde espece nBtést la probabilité de I'erreur de type Il, c'est a
dire le choix deH alors queH, est vraie.

La définition d'une régle de décision se fait padéfinition d'un ensemblR [ A, appelé

zone de rejet, tel que pour toute estimation dampatre se trouvant dans cet ensemble on est
conduit a rejeter I'nypothedd, c'est a dire a accepter I'hypothése La détermination de

la zone de rejet se fait en fixant le risque dereee espéce : le risque de premiere espéce est
en effet défini a partir de cette région paprok(estimateL(rparamétre)]R/ paramétr@Ab).

Une autre facon de procéder est de détermineplzapilité (appelée niveau de signification
ou significativité du test) d'obtenir un échantilloonduisant au résultat observé (appelée
niveau de signification du tgssous I'hypotheseél, si cette probabilité est inférieure au

risque de premiere espece, on rejettera alorsdthggeH . Ces deux procédures sont

équivalentes, toutefois il est possible dans aesteas de définir la région de rejet avant
méme d'avoir procéder au sondage, ce qui bien'sstrpas possible pour le niveau de
signification.

Remarquons que les hypothéses ne sont pas trdédagon symétrique, on veut étre assuré
que I'hypothesdHy n'a qu'une probabilité tres faible d'étre vérifiéenc, en fait, on cherche

a se convaincre de I'hypothé$e En général quand on rejettétg, on sera assuré d'avoir

une faible probabilité de se tromper, en revanshen est conduit par le test a ne pas rejeter
I'hnypotheése nulle, il est possible que la prob&biie se tromper soit trés grande, comme nous
le verrons dans les cas traités dans ce chapitre.

4.3.Comparaison d'un pourcentage a un standard

Dans ce cas la variable est une variable indieattiene caractéristique de la population, c'est
a dire, en termes probabilistes, une variable dad#glli, le parametre a estimer est
I'espérance de cette variable, c'est a dire leceotige d'individus présentant la
caractéristique dans la population. Dans tousded'ensembley, est réduit & un seul

élément{ po}, I'ensembleA étant I'un des trois ensembles suivants

s A =]p0;1J c'est a dire le testl,: p=p, contreH, : p>p,, ce test est dit
unilatéral a droite, la région de rejet est deotarie R=[c;1] avecc>p, : il faut que
la valeur observée sur I'échantillon soit signifie@ment supérieure @, pour que

Page 40



Tests d'hypothese

I'on soit convaincu de I'hypothesg, . C'est le cas de notre exemple avec
Py=40%.

Y =[O; pO[c'est adire le tedtl,: p=p, contreH, : p<p,, ce test est dit unilatéral
a gauche, la région de rejet est de la fom@;c] avecc<p, : il faut que la
valeur observeée sur I'échantillon soit significathent inférieure g, pour que
I'on soit convaincu de I'hypothest, .

s A =[O; pO[D]po;lj c'est a dire le testl,: p=p, contreH, : p#p,, ce test est dit
bilatéral, la région de rejet est de la forrﬁéc[O; po—c[DJpo+c] avecc>0 : il faut
que la valeur observée sur I'échantillon soit $igativement différente dep,
pour que I'on soit convaincu de I'nypothese Dans ce cas il est d'usage de
choisir la zone de rejet symétrique par rappopyacomme l'est 'ensemblg ,
toutefois comme nous le verrons plus loin, un acii@x pourrait étre fait.

Nous allons maintenant voir comment sont déternsitgs valeurs critiques bornes ouvertes
de la zone de rejet, pour cela revenons sur I'lngsetH ;, et analysons les conséquences de

cette hypothese sur la loi de I'estimateur du pEntage.

Loi de I'estimateur X, sous I'hypothése bi
Sous I'hypotheseH,, la loi de la variableX définie sur la population est parfaitement
connue, c'est une loi de Bernouilli de parampgrevaleur dep sous I'hypothése retenue. Pour
un échantillon de taille, la loi de )Tn peut donc en étre déduite soit de facon exacte, Ipe
petites valeurs de n, soit de fagon asymptotique |gs grandes valeurs de n.
De facon exacte, la variabr@)?n somme de variables de Bernouilli indépendantes suit une
loi binomiale de parameétreset p,, on peut donc en déduire la loi d_@r;

Pour les grandes valeurs de n, on pourra se centéat'approximation normale:

)Tn M -N (pO" / poll— Po i/n) (voir chapitre sur I'estimation).

Pour déterminer les régions de rejet de I'hypothaséliminera les échantillons les plus
improbables correspondant a des valeurs d'estimdtios le sous-ensemble, c'est a dire des
échantillons donnant des valeurs exceptionnellememdes dans le cas de test unilatéral a
droite, exceptionnellement petites dans le cagsteunilatéral a gauche ou exceptionnel-

lement éloignees dg, dans le cas de test bilatéral.

Remarquons que cette loi ne fait pas interveniréggltats obtenus par sondage, il est donc
possible ici de définir la zone de rejet avant mé@@rocéder au sondage. C'est ce que nous
allons faire pour les trois cas décrits plus hauts.

Tests unilatéraux
Nous traiterons simultanément les deux cas gauadth®ite :
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o - P=P

H, @ p<p,

o - P=P

H, @ p>p,

¥a

pa0

Cas des grands échantillons, approximation normale

Nous allons ici utiliser, la convergence de |
Xn ~ Po

JPo(L-po)/n

déterminer dans les deux cas la valeur crit
associée au test.

variableZ =

Nous avons ici :

“ P _; (<0) donc
\_/po(l—poj/n a( )

C=Ppyt2,"/ po(l_ po)/ n

strictement inférieur fo.

qui est bien

On en déduit la régle suivante: si la valeur
observée sur I'échantillon est inférieurg a
on rejettera I'hypothéde; avec un risque
d'erreur dez, on dira que la valeur observés
est significativement inférieurepg avec un
risque inférieur a.

adei>_(n vers la loi normale Comme la

suit une loi normale standard (centrée réduitektifacile de

iqueette variable Z est appelée statistique

Nous avons ici :
C—p,

;/ po(l_ po)/ n o)

C=Py+Z_,*+ Poll— P )/n|qui est bien

strictement supérieura.

On en déduit la regle suivante: si la valeur
observée sur I'échantillon est supérieuce a
on rejettera I'nypothedd; avec un risque
od'erreur deg, on dira que la valeur observée
est significativement supérieur@@avec un
risque inférieur a.
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Niveau de signification du test

Comme nous l'avons signalé, une autre méthodesterssdéterminer le niveau de
signification du test, c'est a dire la probabitit@btenir un échantillon conduisant a une
valeur plus intérieure a I'ensemileque celle obtenue par sondage; cette valeur s¢éa n

p . Nous noteronasce niveau de significati
prend en rejetant I'hypothebig.

Pour le test unilatéral gauche, le niveau de
signification est défini par :

ns=prob(X,<p, sousH )

ou encore en centrant et réduisant, et en
prenant le complémentaire :

ns= prot{N(O,l)<
La regle de décision est, dans tous les cas
inférieur a a, on rejette I'hypotheds, .

f’_po

v Po (1_ po)/n

Courbe de puissance du test
Pour terminer nous allons nous intéresser

on, il représente le rssquaximum que l'on
Pour le test unilatéral gauche, le niveau de
signification est défini par :

ns=prob(X,>p, sousH,)

ou encore en centrant et réduisant, et en
prenant le complémentaire :

,Vasid :si le niveau de signification est

N Po(1=py)/n

1-ns= prot{ N(0,1)< P~

au ridguseconde espépece risque dépend

bien sdr de la valeur prise par le paramétre dassuis-ensembig, on a donc en fait une

fonction de la valeur du paramépeplus le p
le risque de seconde espéece, en revanche
seconde espéce sera proche de Ik vitesse

arametre est loin de la valpyrplus faible est
si lardhlp est trés proche dm, le risque de
de décroissance de la fonction ears&t de

Po est donc un indicateur du pouvoir discriminantekt. (Les courbes présentées ci-dessous

sont dans le fichier PropPuissance.xIs)

[of I'ensembIeAL:[O; pO[, tragons la courbe d
puissance du test poyy,=40 & n=100.

Pour une valeur donnée du risque de pren
espéecear, la valeur critique c est calculée.

Pour une valeur donnée gepo , le risque de
seconde espéce représente la probabilité
choisir a tort I'hypothés,, c'est a dire que
la valeur estimée de la proportion est
supérieure &. Si la proportion dans la

population esp, )_(n suit approximativemen

une loi normaleN (p, p(1- p)/n), le risque
de seconde espéce est alors donné par :

B=proX >c) prot{N(O,l) j

c—p

VP(@=p)/n

dci I'ensembIeAL:]pO;lj, tragons la courbe de
puissance du test poyy,=40 & n=100Q

56ur une valeur donnée du risque de premiere
especear, la valeur critique c est calculée.

jPour une valeur donnée gepo , le risque de
€econde espeéece représente la probabilité de
choisir a tort I'hypothés,, c'est a dire que

la valeur estimée de la proportion est

inférieure ac. Si la proportion dans la
r[population esp, )Tn suit approximativement

une loi normaleN (p, p(1- p)/n), le risque
de seconde espéce est alors donné par :

[= prot{>_(n >c)= prot{ N(O,l)<ﬁ]
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100X

nx T
(1 1 B
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Remarque : le test De méme le test
Hy : p2p, Hy @ p<py
contreH,; : p<p, contreH,; : p>p,
se ramene a ce test unilatéral se ramene a ce test unilatéral

Test bilatéral
Faire le test

Hy : P=py
contreH,; : pzp,
au risque de premiere espéaraevient a faire deux tests unilatéraux :

Ho @ P=py Hy @ P=py
et

H1 L P<P, H, : p>p,

au risqueq; au risqueq,

Avec a,+a,=a , l'usage est de prendmg=a,=a/2.

La determination des valeurs critiqugset c, se fait comme nous I'avons vu précédemment,
ces deux valeurs sont, avec la conventigra,=a/2, symétriques par rapport@g . La régle

de décision est alors la suivante :

Si sur I'échantillon la valeur du pourcentage alvee est extérieure a I'interval[q;czj, on
rejettera I'hypothesed, avec un risque d'erreur inférieur@ sinon on conservera
I'hypothéseH, mais sans connaitre le risque d'erreur.

Détermination du niveau de signification

La détermination du niveau de signification estipaliere dans ce cas, elle ne peut se faire
qu'avec la convention signalée, c'est a difen,=a/2.

Soit p la valeur du pourcentage observé sur I'échantilans le cas de test bilatéral, le
niveau de signification est par définition :

si H, est vraie protﬂ)?n— Po>{ P~ po‘) ,
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c'est a dire la probabilité pour un échantillog 8ous I'hypotheskl, de donner un écart
(absolu) par rapport a la vraie valepy supérieur a I'ecart (absolu) constate lors du agad

Compte tenu de la symétrie de la loi normale, agpration de la loi de)?n, le niveau de
signification est donné par I'équation :

ns=2* protb_(n— p0>‘ p— po‘)

soit apres centrage et réduction :

* f)_po‘ —o%| 1_ ‘ﬁ_po‘
ns=2 prot{N(O,l)>W}—2 [1 prot{N(O,1)<\/Wn

La regle de décision dans ce cas est toujours laagn8éi le niveau de signification du test est
inférieur aa, on rejette I'hypothesel ;.

Courbe de puissance du test
La courbe de puissance du test est symétriqueapport ap,, elle n'est pas exactement

obtenue comme "recollement” des deux courbes défiiécédemment pour les tests
unilatéraux. Indiquons rapidement comment on penstuire cette courbe. Ici I'ensemble

AL:[O; pO[D]po;lj, pour une valeur donnée du risque de premierecespées valeurs critique
¢, etc,sont calculées.

Pour une valeur donnée gé po , le risque de seconde espéce représente la fiitgbdé
choisir a tort I'hypothés, c'est a dire que la valeur estimée de la prapodst intérieure a

l'intervalle [cl;czj. Si la proportion dans la population pst>_(n suit approximativement une

loi normaleN (p, p(1- p)/n), le risque de seconde espéce est alors donné par :

= X <c fprolf ——2_P __ __G7P
B=probc<X <c,) prot{\/p(l_ip)/nsN(O,l)s p(l—p)/n] ou encore

) o ). 9P
ﬂ-pfO{N(O'l)‘Jp(Tp)/n] pmb{N(o’l)s p(l—p)/n}

En utilisant cette deéfinition, on obtient alors tudbe suivante avep,=40 %t n=100:

1NNANY -

s

IR

AL

s

s y T Y T
]| i ] ]

10l izl
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4.4.Application a notre exemple.

La population est I'ensemble des clients achetgptdduit en promotion, la variab¥eest la
variable booléenne indicatrice du renvoi du coup@nparameétre p est le pourcentage de
coupons renvoyes, l'estimateur sur un échantilotadle n est la moyenne c'est-a-dire la

variable X, .

Ici I'hypothése nulle estdpo=40%. La taille de I'échantillon est n=1000. L'hipEse
alternative sera :

Hi: p>p

Analyse des erreurs.

L'erreur de premiére espéce consiste a penseequ@itcentage de coupons retournés a
augmenté alors que ce n'est pas le cas, la déeissmtié sera de continuer a tort le nouveau
systéme de coupons qui est sans doute plus onéreux.

L'erreur de seconde espéce sera de penser querteptage n'a pas augmenter alors qu'en
fait c'est le cas, donc de continuer l'ancien systé&e qui entrainera un mangue a gagner
eventuel (qui ne sera pas décelable toutefois).

C'est donc bien l'erreur de premiére espece quis faut contréler. Le pourcentage de retour
doit étre suffisamment supérieur a 40% pour quedtrepte I'hypotheseHC'est le risque

de premiére espéce qui va nous aider a précissuffsamment”, ou le degré de
significativité qui va nous assurer d'avoir atteintpourcentage suffisant.

Détermination a priori de la région critique.
Dans ce cas, il faut se fixer un risque de prenggpece, par exemple 5%.

En appliguant la formule du paragraphe 3.2.1, mdisnons :

c=p,+2_,* P, (L- p,)/n = 04+ 165* ,/04* 06/1000= 0,425= 425%

D'ou la regle de décision suivante (avant tout dage) :

Régle: Si dans un échantillon de taille 1000, on obseitus ge 42,5% de retour de coupons,
on conclura que la proportion de retour a augmegitée avec un risque inférieur a 5%

Comme le pourcentage observé est de 45,2%, onuwargiie le pourcentage a augmenté.
Calcul de degré de significativité (aprés échartilthage)
Apres avoir réalisé le sondage, il est possibldéterminer la probabilité d'oberver un tel

pourcentage pour un échantillon de taille 1000 $bypothése bl c'est le degré de
significativité ou signifiance.

En utilisant la formule du paragraphe 3.2.2 :

1—ns=pror{N(o;)< P~ Py }=pro{w(ol)< 0452- 04 ]=prob((N(0,1)<336)

VP @=py)/n 04* 06/1000

En utilisant la table de la loi normale nous obtenp

1-ns=0,9996 soit ns=0,0004 qui représente la probabilité deetlir un tel échantillon
sous I'hnypothese ¢A0On conclura donc que le pourcentage a réellemegnente.
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4.5.Comparaison d'une moyenne a un standard

Un exemple

Monsieur Durlan, nouveau chef de produit chez Nesnenvisage le lancement (dans les
supermarchés) d’un nouveau petit déjeuner biolagifapres le service économique le
produit ne sera rentable que si les ventes moyedretedomadaires par magasin dépassent 320
unités. Monsieur Durlan a obtenu de 332 magasitils guésentent ce nouveau produit, au
bout de quatre semaines, il vient de recevoirdssltats. Quelle décision doit-il prendre ?

Avant de consulter les résultats de I'échantilfonmalisons sous forme de test d’hypothése
le probléme de décision de Monsieur Durlan :

La population que I'on étudie est 'ensemble dgeesmarchés, la variable statistique est une
variable numérique qui a chaque magasin associefdgss hebdomadaires du produit. Le
parametreu est la moyenne de ces ventes sur I'ensemble mEplalation.

Ce paramétre peut prendre des valeurs sur I'idte[()a-oo[, ce qui intéresse M. Durlan c’est

de placer le parametgepar rapport a la valeur (seuil de rentabilité).320us allons montrer
sur cet exemple comment définir les hypothesesmectibn du contexte économique.

Nous avons deux hypothéses candidate au role geotheseH;, hypothése que I'on cherche
a valider par le test puisque la région de rejdiglest déterminée par le risque de premiere
espéecer. Notons ledH etHg :

H, : ©£>320
Hg @ #<320

Analysons dans chacun des cas I'erreur de typeégigondant au choix de cette hypothése
comme hypothesi; :

Cas A : Dans ce cas I'hypothebk, : y<  326rreur de type | (choix dd, alors queHy

est "vraie") revient a croire que le produit veeétntable alors qu’en réalité il ne le sera pas,
cette erreur conduira a une perte qui sera tangibfacilement constatée par le supérieur
hiérarchique de M. Durlan. En revanche I'erreutyge 1l conduirait a ne pas saisir
I'opportunité de lancer un nouveau produit rentabdequi en fait ne pourra jamais étre
directement constaté. Poser le test ainsi reviélireague I'on veut vraiment étre convaincu de
la rentabilité du produit (observer sur I'échaatilline valeur significativement plus grande
gue 320) pour se décider a le lancer.

Cas B : Dans ce cas I'hypothéblg : p> 3P6rreur de type | (choix dd3, alors queHy

est "vraie") revient & croire que le produit vashjgas rentable alors qu’en réalité il le sera,
cette erreur conduira a ne pas lancer le prodeiitena pas constatée par le supérieur
hiérarchique de M. Durlan, mais pourrait a longrteétre catastrophigue pour l'entreprise si
ce type de produit prend une importance trés grandie marché des petits déjeuners. En
revanche l'erreur de type Il conduirait lancer waduit non rentable et le risque associé ne
sera pas maitrisé. Poser le test ainsi revieneagdie I'on veut vraiment étre convaincu de la
non-rentabilitéé du produit (observer sur I'écHimmtiune valeur significativement plus petite
gue 320) pour se décider a ne pas le lancer.

Suivant I'importance stratégique du produit etdaifité de la position de M. Durlan on sera
conduit a privilégier I'une des deux approches. @enci M. Durlan est un jeune chef de
produit, il ne veut pas commencer sa carriére pdancement raté, il privilégiera le cas A, il
voudra contrdler le risque associé a l'erreur @tabte par son supérieur. La valeur du risque
de premiére espéce dépend des conséquences égoesmil sociales de l'erreur, c'est un
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arbitrage entre I'erreur de premiére espece ca@atiétl I'erreur de seconde espéce non
contrblée. Généralement il prend une des troisuval£0%, 5% ou 1%, plus sa valeur est
faible, plus on laisse de "place" a l'erreur deade espéce.

Enfin comme dans le cas des proportions on pejdguaise ramener pour I'hypothése nulle a
une hypothése simple du type :
Ho @ =1

Notons enfin qu'il est d'usage en statistique @@aser que la variable quantitative étudiée
est distribuée sur la population (munie d'une épdobabilité équiprobable) suivant une loi
normale.

Comme dans le cas d'une proportion nous traitdesisois cas de tests possibles, mais plus
succinctement dans la mesure ou seule les loiggenhan

Statistique utilisée sous I'hypothéseyH
Sous I'hypotheseH,, la loi de la variableX définie sur la population est supposée normale de

moyenneu= Lp et d'écart type, nous supposerons cet écart type inconnu, letcdsst
connu est peu différent il suffit se supposer ilketde I'échantillon suffisante pour que la loi
de Student se confonde avec la loi normale, ou'lqgyeothése de normalité puisse étre
abandonnée.

Comme pour I'estimation nous utiliserons la stgtist, dont la loi est connue sadg
T - Yn - /'10

n
S

n

O ™, LoiStuden#n -1degrésdeliberté

Pour déterminer les régions de rejet de I'hypoth@seéliminera les échantillons les plus
improbables correspondant a des valeurs d'estimdtos le sous-ensembde, c'est a dire

des échantillons donnant des valeurs exceptionmetiegrandes dans le cas de test unilatéral
a droite, exceptionnellement petites dans le cdestainilatéral & gauche ou exceptionnel-
lement €loignées dg, dans le cas de test bilatéral.

Remarquons qu'ici cette loi fait intervenir desuiteds obtenus par sondage, il est donc
impossible ici de définir la zone de rejet avantmaéle procéder au sondage. Il nous est
nécessaire d'avoir une estimation de |'écart tgpla @ariable, en revanche I'estimation de la
moyenne n'est nécessaire que pour l'applicatida dEgle de décision.

Les résultats obtenus sur le sondage commandé paulan sont les suivants :
Taille de I'échantillon 332

Moyenne des ventes par magasin : 326

Ecart type des vente$1,82

Sont notées en gras les valeurs qui nous senaroanstruire la région de rejet.
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Tests unilatéraux

hypothése

Nous traiterons simultanément les deux cas gauadth®ite :

Ho T =1
Hy o p< i

Ho =1,

Hy o p>

Cas de la loi normale, détermination exacte aveoiae Student

En utilisant la variabld,, definie plus haut,
de la fonction LOI.STUDENT.INVERSE(pr

il est facile de déterminevdéeur dec a l'aide
obabilité; dég de liberté) qui donne la plus

valeur pour laquelle la variable suivant la loi®tedent est supérieure ealeur absolue

cette valeur a une probabilité donnée, c'es

t & dire

pronTn| > t;‘) =(q, Tn désignant une variable suivant une loi de Studentegrés de liberté.

Attention la fonction est toujours bilatérale, darpour les tests unilatéraux il faudra
mettre comme valeur de la probabilité le doublerikgue de premiére espece

Nous avons ici :

C— Uy = —t n-1
OA_/\/E 2a
I'écart type deX donc
c= 4, ~t3; % d/\/n
inférieur ap.

ou 0 est I'estimation de

gui est bien strictemen

On en déduit la regle suivante: si la valeur
observée sur I'échantillon est inférieurg a
on rejettera I'nypothéde; avec un risque
d'erreur dex au maximum, on dira que la
valeur observée est significativement
inférieure gup avec un risque inférieura

Niveau de signification du test

Nous avons ici :

c-— _ R :

— Ho =t)-!, avec les mémes notations
6/n

C=p, +tot* 6/x/ﬁ qui est bien strictement

'tsupérieur ab.

On en déduit la regle suivante: si la valeur
observée sur I'échantillon est supérieuce a
on rejettera I'nypothedd; avec un risque
d'erreur der au maximum, on dira que la
valeur observée est significativement
supérieure ap avec un risque inférieura

Comme nous l'avons signalé, une autre méthodesterssdéterminer le niveau de
signification du test, c'est a dire la probabititébtenir un échantillon conduisant a une
valeur plus intérieure a I'ensembleque celle obtenue par sondage; valeur qui sefeRQt

Nous noterongs ce niveau de signification,
en rejetant I'hypotheédd,.

Pour le test unilatéral gauche, le niveau de
signification est défini par :

il représente le resguaximum que I'on prend

Pour le test unilatéral gauche, le niveau de
signification est défini par :

)?n_l'lo <Xn_

Hy
JSZ/n &/vn

ns= pro

,SOUsH,

>zn_,uo >Xn_

Ho
Jsi/n  /n

ns= pro

,SOUsH,

C’est a dire la valeur de la fonction de

C’est a dire 1 - la valeur de la fonction de
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répartition de la loi de Student a (n-1) degnggpartition de la loi de Student a (n-1) degrés
de liberté, pour la valeur (standardisée) : |de liberté, pour la valeur (standardisée) :

Xn _,UO )_(n _IUO

&/+/n 6/+/n

La regle de décision est, dans tous les cas, Varsié :si le niveau de signification est
inférieur aa, on rejette I'hypothesel ;.

Test bilatéral
Faire le test

Ho @ 1= 1
contreH, : u# U,

au risque de premiere espéaraevient a faire deux tests unilatéraux :

Ho © =1 Ho @ =t

Hy D <py)et| Hy o pu>p,
au risqueq; au risqueq,

Avec a,+a,=a , l'usage est de prendmg=a,=a/2. Remarquons que dans le cas du test sur la

moyenne cette convention et sans doute a 'origesefonctions de Student généralement
tabulées.

La determination des valeurs critiqugset c, se fait comme nous I'avons vu précédemment,
ces deux valeurs sont, avec la conventmra,=a/2, symétriques par rapporta, . La

regle de décision est alors la suivante :

Si sur I'échantillon la valeur du pourcentage alvée est extérieure a l'intervalle;c,|, on
rejettera I'hypothésed, avec un risque d'erreur inférieur@ sinon on conservera
I'hypothéseH, mais sans connaitre le risque d'erreur.

Détermination du niveau de signification

La détermination du niveau de signification estipaliere dans ce cas, elle ne peut se faire
qu'avec la convention signalée, c'est a difen,=a/2.

Soit X, la valeur de la moyenne observée sur I'échantitlans le cas de test bilatéral, le
niveau de signification est par définition :

X]

Sous I'hypothésed, ns= pro }\/’:S%//”:F X;/:/’%O% :

c'est a dire la probabilité pour un échantillog 8ous I'hypotheskl, de donner un écart

(standardisé absolu) par rapport a la vraie valeusupérieur a I'écart (standardisé absolu)
constaté lors du sondage.

Page 50



Tests d'hypothese

La regle de décision dans ce cas est toujours laegm8éi le niveau de signification du test est
inférieur aa, on rejette I'hypothesel ;.

Application a notre exemple
Le test a été posé au paragraphe 5.1.

Remarguons que nous ne pouvons pas, comme daas de pourcentage, mettre en place
notre regle de décision (numériqguement) sans alesirgsultats de I'échantillon.

Seuil de rejet de I'hnypotheseg H

En utilisant la formule du paragraphe 5.3.1, ave832 et un risque de premiere espéce de
0,10=10%

C= py +t0t* 5/y/n = 320+1,649* 5 /1822 = 320+ 009* &

D'ou la régle de décision :

Reégle: si sur un échantillon de taille 332, on observe uakeur de la moyenne des ventes
supérieure a 320+0,09*|'écart-type de I'échantiljam pourra conclure que les ventes sont
supérieures en moyenne a 320, avec une erreurairire espéce inférieure a 0,05.

Ici I'écart-type observé sur I'échantillon ést 5182, le seuil critique est donc
c =320+ 009* 5182 = 324,7. Comme la moyenne observée est supérieure avedtiar, on

peut en conclure que les ventes moyennes sonsbjggrieures a 320 et qu'il convient de
lancer le nouveau produit.

Degré de significativité
Ce degré nous donne, rappelons le, la probabditérer un échantillon ayant les

caractéristiques observées, sous I'hypothgdeadr le calculer il nous suffit d'appliquer la
formule du paragraphe 5.3.2 :

326-320
ns= prold Sudent33]) >———— | = prob|(Studen{331) > 211) = 0,018
pt{ ¢J)51M@pr( {331) > 211)

Il y a donc moins de "2 chances sur 100" d'obsamdel échantillon sous I'hypothésg Bn
décidera donc de lancer le nouveau produit.

4.6.Comparaison de deux pourcentages

Reprenons I'exemple de Monsieur Dupond, il a concie sa nouvelle politique de
distribution de coupons était plus efficace quecianne. Il serait intéressé par savoir si le
comportement des clients est différent suivant daehat : semaine ou week-end. Le détail
de I'enquéte est le suivant :

Semaine Week-End
Taille échantillon 60(QTaille échantillon 400
Nbre de retours 26MN\bre de retours 188
Pourcentage 44%ourcentage 47%

Les pourcentages constatés sur I'échantillon sadéd@ment différents (44% pour la semaine
et 47% pour le week-end), mais cela peut étre duabias de I'échantillonnage et non pas a
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un comportement différent entre la clientele deaamet la clientele de week-end, ce que
voudrait détecter M Martin.

Formalisation du probléme

Nous pouvons ici présenter la formalisation de dagrns différentes, soit comme la
comparaison de pourcentages sur deux populationg,cnme I'étude d'une liaison entre
deux variables indicatrices définies sur une méapailation (cas particulier de la liaison de
deux variables qualitatives présentée en annexe).

Formalisation sous forme de deux populations

La premiere population est I'ensemble des coupistisbdiés en semaine que nous noterons
P,, la seconde est I'ensemble des coupons distrédyueeek-end notée,. Sur chacune de
ces populations nous définissons une variable &tidie booléenne, notées respectivenxgnt
et X, qui correspond au retour du coupon.

P O ~{og pouri=12

en désignant pgn etp; les pourcentages respectifs, c'est a dire les nm@gesur I'ensemble
des variableX; et X, sur chacune des populations I'hypothése null@siar alors sous la
forme :

Hy P =,

I'nypothese alternative dans le cas de M Dupondiegilement la différence entre les deux
valeurs (test bilatéral), mais pourrait étre unrpentage supérieur a l'autre (test unilatéral) :

H, p#p, ou p, <p,

Formalisation a l'aide de deux variables

Dans ce cas la populatiéhunique est I'ensemble des coupons distribuésggeeoit le jour
de la semaine, la variabkeest toujours la variable indicatrice du retoummn du coupon, et
nous allons introduire une nouvelle variable inttica Y de la date de distribution du
coupon : cette variable vaut 1 si le coupon egtibig en semaine et 0 s'il I'est le week-end.
Le probleme de M Dupond se résume a savoir siees dariables sont indépendantes, une
fois la population munie d'une loi de probabilitéfarme.

En effet, le pourcentaga représente la probabilité conditionnelle, pour gueoupon soit
retourné sachant qu'il a été distribué en semdmelémep, est la probabilité conditionnelle
pour que le coupon soit retourné sachant qu'ieastribué le week-end.

L'hypothéseH, revient alors a écrire :
p, = prob(X =0/Y =0) = prob(X =0/Y =1)=p,

et comme X est une variable de Bernouilli (don@renant que deux valeurs O et 1) on a
aussi :

1- p, = prob(X =1/Y =0) = prob(X =YY =1)=1-p,
Ce qui est bien la définition de l'indépendancedirsx variables.

L'hypothese alternative dans le cas bilatéraliegtlement la supposition d'une liaison entre
les deux variables sans en indiquer le sens, lami&géral étant I'existence d'une corrélation
de signe donné.
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Remarque : On retrouve aussi l'interprétation des dhypotheses (nulle et alternative) sous
la forme de moyenne, c'est a dire d'espérancenegrgeiant que pl et p2 sont aussi les
espérances conditionnelles de X sachant Y=0 ou ¥rleut aussi retrouver l'interprétation

en terme de population en prenant respectivemsiitniages réciproquéé‘l(o) =P et
Y1) ="P,.
Dans la suite nous utiliserons la formalisationegmes de deux populations, la deuxiéme

formalisation sera généralisée aux variables qiaigs (du moins pour le test bilatéral) lors
du test du Khi2 de contingence.

Statistique associée au test
L'hypothése nulle peut aussi s'écrire

Ho p—p,=0
Sur un échantillon de taille, tiré de la populatiof,, le parametr@, aura pour estimateur
)7}11, de méme pour un échantillon de tail}iré de la populatio,, I'estimateur du

paramétrep, sera X ; la statistique utilisée sera donc la variabletmige Z = X - X? .

Pourn; etn, suffisamment grands, nous connaissons une appativimormale des lois
estimateurs, comme les échantillons sont tirésdenfindépendante dans chacune des
populations nous connaissons la loi (approchédg dariableZ :

pl(l_ pl) + pz(l_ pz)
n, n,

Z - N(u,0) avecu=p,-p, et o=
sous I'hypothesHy, en désignant parla valeur commune d& etp,, nous aurons donc :

u=0eto?=pl- p)(i +ij

1 n2

Méme si I'hypothése HO est vérifiée dans les pdioms, les estimations obtenues ppuet
p. seront différentes, quelle estimation devons maumsidérer comme estimation commune?
Dans la mesure ou I'estimateur du pourcentagenesstimateur convergent, plus la taille de
I'échantillon est grande meilleure est la précislefestimation, la meilleure estimation sera
donc obtenue en "regroupant” les deux échantibongn seul échantillon de tailhen;+n, et
np, +n,p,
n +n,
calculer une approximation de I'écart type de il@éola statistiqué.

cette estimation serp = . C'est cette valeur que nous utiliserons comme pou

Test bilatéral

Dans ce cas I'hypothése alternativeldst p, # p,, comme pour le test contre un standard,

nous éliminerons de I'hypothéldg, les échantillons conduisant (sous cette hypojtesea
écart en valeur absolue entre les moyennes dentéltmes trop improbable, c'est a dire dont
la probabilité est inférieure au risque de premesgece fixé.

Détermination de la valeur critique

La valeur critique au-dela de laquelle on rejetténgothéseH, est donc définie par la valeur
c telle que :
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probﬂZ| >c/ HO) = soit encore en tenant compte de la symétrie tie teormale
prob(Z <c/ HO) =1-qa/2. La valeur critique c correspond donc au fraatitedrel—a/2

de la loi normale de moyenne 0 et d'écart ty@fini au paragraphe précédent. On peut bien
évidemment se ramener au cas de la loi normaleéeeréduite, en notarg,_, , le fractile de

la loi normale centrée réduite, on a alors :

c= 21_0/2\/ pl- p)(i +iJ oup désigne la valeur commune pheet p,
nl n2
Dans les applications la valgpiest bien sure inconnue, il n‘est donc pas posdile

déterminer la valeur critique avant de connaitseésultats du sondage ; on remplacera alors
cette valeur par I'estimatiop obtenue en "regroupant” les deux échantillons.

La régle de décisioast alors la suivante, si sur les échantillonsalféabsolu observé est

supérieur &, alors I'’hypotheseél, est rejetée au risque d’erremr sinon on conservera
I’hypotheseH, sans toutefois connaitre le risque d’erreur.

Application :

En supposant que M. Martin veut simplement constate différence entre la
semaine et le week-end, nous allons faire un tkgetal. Nous avons dans notre
exemple :

n; =600, n =400
P, = 044, p, = 047 donc p = (044* 600+ 047* 400)/1000= 0,452

D'ou la valeur critique au risque de premiere espukc0,05=5%:

c=196* /0,452* 0,54 1 +i = 0,0630.
600 400

Comme cette valeur est supérieure a la différebsergée, nous ne pouvons pas
rejeter I'nypothése nulle, et nous en concluondajdéférence observée est due aux
aléas de I'échantillonnage.

Calcul du niveau de signification

Le niveau de signification est dans ce cas la foitit& sous I'hypothése HO, d’observer un
écart entre les deux estimateurs qui soit en valesolu au moins égal a I'écart absolu
observé sur les échantillons :

ns= pronZ| >= | p, - |€)2|) = (1— prob(Z < | P, — f)2|))* 2
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Puisque la loi normale suivie parest de moyenne nulle sous I'hypothBiseEn normalisant
cette loi (c'est-a-dire en divisant par son écgre}, nous pouvons écrire :

A A A 1,1
ns=| 1- prob{N(o;t)<|p1—pz|/Jp(1- p)(n_+n_n “2
1 2

Si ce niveau de signification est inférieur auuisgle premiere espécel’hypothéseHy est
alors rejetée.

Application :

En supposant que M. Martin veut simplement constate différence entre la
semaine et le week-end, nous allons faire un tkg€lal. Nous avons dans notre
exemple :

n; = 600, n = 400

P, = 044, p, = 047 donc p = (044* 600+ 047* 400)/1000= 0,452

D'ou le degré de significativité :

ns= (1- prob(N(01) < 003/0,0322)* 2 = (1- prob(N(01) < 0,934))* 2= 035.

Ce qui signifie que dans 35% d'échantillons ainsstitués, on pourrait observer une
différence supérieure a 3% sous I'hypothése mitire échantillon n'est pas assez

"exceptionnel” pour que I'on puisse rejeter ceygeothese. Nous considérerons donc
qu'il n'y a pas de différence entre la semaine atdek-end.

Test unilatéral

Dans ce cas I'hypothese alternativeldst p, > p,, il est inutile de distinguer ici le test droit

du test gauche puisque cela revient simplemenaagdr les indices, comme pour le test
contre un standard, nous éliminerons de I'hypothigskes échantillons conduisant (sous cette
hypothése) a un écart entre les moyennes des @éldrentrop improbable, c'est a dire dont la
probabilité est inférieure au risque de premiepees fixé.

Détermination de la valeur critique
La valeur critique au-dela de laquelle on rejetténgoothése kest donc définie par la valeur
c telle que :
prob(Z >c/H,)=a soit encore en prenant le complémentgireb(Z <c/H,)=1-a. La

valeur critique c correspond donc au fractile defd-a de la loi normale de moyenne O et
d'écart typeo défini au paragraphe précédent. On peut bien éuitent se ramener au cas de
la loi normale centrée réduite, en notani, le fractile de la loi normale centrée réduite aon

alors :

c= zi_a\/ pd- p)(i +iJ ou p désigne la valeur commune peet p».

1 n2

Dans les applications la valepiest bien sure inconnue, il n‘est donc pas posdible
déterminer la valeur critique avant de connaitserésultats du sondage ; on remplacera alors
cette valeur par I'estimatiop obtenue en "regroupant” les deux échantillons (pinis haut).
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La régle de décisioast alors la suivante, si sur les échantillonsaféobservé p, - p, ) est

supérieur &, alors I'’hypothésel, est rejetée au risque d’erremr sinon on conservera
I’hypotheseH, sans toutefois connaitre le risque d’erreur.

Calcul du niveau de signification

Le niveau de signification est dans ce cas la fnititd sous I'hypothése HO, d’observer un
ecart entre les deux estimateurs qui soit en valesolu au moins égal a I'écart absolu
observé sur les échantillons :

ns= prob(Z >=p, - f)z) = (1_ prob(Z <p - f"z))

Ou encore en utilisant la loi normale centrée régugi il suffit simplement de réduire,
puisque sous I'hypothesh, la loi deZ est déja centrée

ns=1- prot{N(O,l)<Mj avec g = \/p(l— p)(i+iJ

o L

p étant la valeur commune geetp,, sous I'nypothese HO ; cette valeur est inconstiseza
bien entendu remplacée par son estimation dampf@iations numeriques.

Si ce niveau de signification est inférieur auuisge premiere espécel’hypothéseHy est
alors rejetée.
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5. EXERCICES SUR LES TESTS DHYPOTHESE

Sauf indication contraire, on prendra pour tousebesrcices pour risque de premiere espece
les deux valeurs 5% et 1%.

5.1.Taux de phosphate

Un fabricant de lessive affirme que le taux de phases contenu dans les lessives de sa
marque est inférieur a 6% du poids total. Un iostiie consommation a fait analyser un
échantillon de 150 paquets dont les résultatsdmmbiés dans le fichier "phosphates.sav",
dont l'analyse vous est donnée dans le tableaarduiv

N Moyenne Ecart type

Taux 150 5,89% 1,03%

N valide (listwise) 150

Questions

1. Définissez la population, la variable et le paramébncernés par I'analyse.
2. Formulez sous forme de test le probleme de l'ustié consommation.

3. Quelle conclusion tirez-vous de I'analyse de I'étitan?

5.2.AntiSmoke

Un laboratoire pharmaceutique envisage de lanadesnarché un nouveau "patch" anti-
tabac "Antismoke", que s'il assure au moins 25%¢édssite, c'est a dire qu'au moins 25% des
utilisateurs ne doivent pas recommencer a fumersapm mois de traitement.

Des essais ont été faits sur un panel de 100 fuavetles résultats sont donnés dans le fichier
"tabac.sav", la reprise=1 indique que le fumewrchuté avant la fin du mois sinon il est
indiqué 0.

Reprise
Sexe Moyenne N Ecart-type
F 66% 41 48%
H 71% 59 45,7%
Total 69% 100 46,5%

Questions

1. Définissez la population, la variable et le paramébncernés par I'analyse.

2. Formulez le test du laboratoire

3. Le laboratoire doit-il lancer son produit?

4. Peut-on faire une différence sur I'efficacité dudimément selon le sexe de la personne?
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5.3.Le groupe de presse AES

Le groupe de presse AES (Avenir et Société) estigime dans I'édition de livres et de revues
scientifiques. L'une de ces revues Sciences du,Fegudiffusée exclusivement par
abonnement. La direction commerciale désire praspézsegment de clientele des
professions médicales par des offres d'abonnended farifs préférentiels. Pour cela elle
envisage d'acqueérir le fichier des abonnés devizerenédicale CADUCOR.

CADUCOR annonce que I'expérience passée montrate’'8 a 12 % environ des médecins
du fichier répondent positivement aux offres qurlsont faites par correspondance
(abonnements, livres, objets etc...). Aprés unutale rentabilité, AES estime que le fichier
peut se révéler intéressant s’il présente un dewéponse supérieur a 10%.

Questions
1. Préciser la population, la variable de descripéble paramétre faisant I'objet de I'étude.

2. Formuler le probléeme sous forme d'un test. Dornméorime générale de la région de rejet
de I'nypothése gl Donner une interprétation des deux types d'erreur.

3. AES désire controler I'erreur de type | en fixantisque associé a a = 0.05. Préciser la
région de rejet du test si la taille de I'échamniltetenue est de 400.

4. Une proposition d'abonnement a été envoyée a 4deamss; 58 d'entre eux ont répondu
favorablement.

D'apres ce résultat AES doit-il acheter le ficli&DUCOR ?

5.4.Contrdle de qualité

Un fabricant de coque de téléphones portablestestér la solidité de sa fabrication,
effectuée sur deux machines. Il préleve 50 élémantsasard sur la chaine de fabrication et
les soumet a un essai de chocs. Une machine feappe coque jusqu'a rupture de celle ci ;
un bon modeéle doit résister a plus de 260 chocs.

Les données résultant du test vous sont fournies ledfichier "quali.sav" :

N Moyenne | Ecarttype | Variance

Nombre de chocs 50 267,16 24,408 595,770]

N valide (listwise) 50

Questions
1. Définissez la population, la variable et le paramébncernés par I'analyse.
2. Formulez le test du fabricant
3. Le produit vous parait satisfaisant au point deréséstance?

5.5.Rola-Cola contre Moka-Cola

Monsieur Poulain responsable des études du sdviadeeting de Rola-Cola vient de recevoir
les résultats d'un test de goQt dont 'objectifdestiéterminer laquelle des deux marques -
Rola-Cola ou Moka-Cola - était préférée des consatanrs de boisson a base de cola .
Rappelons que Moka-Cola est le principal concurderiRola-Cola.
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Pour cela 200 consommateurs de boisson a basdadiei@nt sélectionnés pour participer a
un test de godt dit "en aveugle". Chaque partidiftrinvité a godter les deux boissons
servies dans des verres "anonymes" marqués resgaetit des seules lettres A et B. Les
marques d'origine des deux boissons étaient daieea au participant mais connues des
organisateurs.

Questions

1. Sachant que sur 200 participants, 112 ont décl&féner Rola-Cola faire un test
statistiqgue permettant de rejeter ou d'acceptgpdthese que la boisson Rola-Cola est
préférée a Moka-Cola. Apres avoir formulé les deyxothéses du test en, on
précisera la région de rejet et la procédure peamietle conclure. On prendra un
risque de type | de 0.05.

2. Pour éviter que l'ordre dans lequel les deux bas&arent présentées n'affecte les
préférences émises, les participants furent pastagé&eux groupes egaux; le premier
golta Rola-Cola avant Moka-Cola et le second opérsens inverse. Les résultats
obtenus furent les suivants :

Groupel Groupe?2
Rola —Cola avant | Moka-Cola Avant
Moka-Cola Rola-Cola
Nombre de participants 100 100
Nombre de participants 54 58
préférant Rola-Cola

Ces résultats permettent-ils de retenir I'hypotluygeel'ordre de présentation des deux
boissons n'a effectivement aucune influence supréfgrences déclarées pour Rola-
Cola ?

5.6.La société SVC

La société SVC vend par correspondance des CD-ARdior cela elle procéde par
publipostage dans lequel on trouve une descrighio@D proposé, accompagnée d’une offre
promotionnelle (remise ou cadeau en cas d’achatpublipostage est envoyé aux 120000
personnes figurant dans le fichier clients de aé&té.

En 1996, la cinquieme symphonie de Beethoven rfijigsée avec une remise de 10 % en cas
d’achat sous huitaine une fois recu le publipost&tje fat vendue a 18 000 exemplaires.

La direction Marketing désire renouveler I'opératavec la neuvieme symphonie de
Beethoven. Elle hésite entre deux formules :

La formule F1 déja utilisée pour promouvoir la airgme symphonie.
La formule F2 offrant un mini dictionnaire de tesmausicaux en cas d’achat.

Il a été décidé de tester ces deux formules eruranba deux sondages dans le fichier des
120 000 clients : la formule F1 étant proposéa premier échantillon et la formule F2 a un
second différent du premier. L’objectif des cesxdsondages est d’estimer la proportion
d’acheteurs suivant chacune des deux formules@avseuil de précision de 1%La taille
retenue pour chaque échantillon est de 4 900.

* Le seuil de précision est la demi-longueur dediinalle de confiance. Il s'agit d’un seuil de pséan absolue.
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Les deux sondages ont donné les résultats suivants

Formule F1 | Formule F2
Nombre d’acheteurs 801 914

Questions

1. Vérifier que la taille de I'échantillon retenue mEspond bien a I'objectif de précision de
1%.

2. La direction marketing en se fondant sur les réasuliiu tableau 1 pense que la neuvieme
symphonie pourrait se vendre a un nombre d’exemgsl@upérieur a celui de la
cinquieme. Confirmer ou infirmer cette hypothése.

3. Des deux formules F1 ou F2 laquelle faut-il reténir

4. Donner les nombres minimum et maximum de CD delavieme susceptibles d’étre
vendus.

Remarque pour traiter ces questions on utilisera
un degré de confiance de 0.95
un risque de type | égal a 0.05

5.7.Télémara

L’hebdomadaire Télémara souhaite effectuer uneadipérde recrutement sur fichier externe.
A cet effet, madame Beller, responsable des aboamendécide de contacter plusieurs
fournisseurs et de réaliser des tests sur lesfigliroposés avant de choisir ceux qu’'elle va
acheter.

Les trois fournisseurs contactés sont :
» Un opérateur de cable : 670 000 abonnés.
» Une méga base de consommation, sous segment das fegardant la télévision au
moins deux heures par jour : 450 000 foyers.
» Un fichier client de Vépéciste sous segment demtdiayant acheté dans les 18
derniers mois une télévision ou un magnétoscopedBRClients.

Le colt d’envoi du message est de 1 €, le privodation de I'adresse de 0,4 €, la marge sur
abonnement peut étre estimée a 28 €. Malgré |efibérsiecondaire apporté par
'augmentation d’audience (impact sur le revenulipithire) et un taux de renouvellement
d’abonnement d’environ 50%, madame Beller estimig Ilgufaut financer ses codts de
recrutement sur la premiere année, et conservemange nette d’au moins 4 €.

Madame Beller propose a chacun des fournisseutsstisur 5 000 adresses.
Les résultats obtenus sont les suivants :

» Cable : 350 abonnements

» Méga base : 330 abonnements

» VPC : 260 abonnements

Questions

1. Compte tenu de ces informations quel est le taalkalinement minimum qui doit étre
observé sur les fichiers achetés ?
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2. Quels fichiers, madame Beller peut-elle achetepairvant affirmer, avec un risque de
5%, que le taux d’abonnement dépassera le mininwén f

3. Madame Beller peut-elle dire, au risque 5%, quectaer du cable est meilleur que celui
de la méga base ?

4. Pour les fichiers sélectionnés, pouvez vous doanéntervalle de confiance a 95% de la
marge globale attendue lors de la généralisation.

5.8.La société Votre Santé

La sociétéVotre Santést une entreprise de vente par correspondanpeodaits de beauté
dits «naturels». Elle gére un fichier de 350 000 clients et ps®chaque mois une offre
promotionnelle accompagnée d’'un cadeau. Le tawépiense a cette offre est généralement
de 15%, la marge moyenne par réponse de 68 €.QV&aire, nouvellement en charge de ce
fichier, a retenu comme cadeau un abonnement goEEix Mmois, au mensuehotre beauté
Madame». Elle pense que cela pourrait augmenter le teuréponse a la prochaine offre ;
toutefois cette proposition ne serait rentable gjuke taux de réponse dépassait les 17,5%
(avec la méme marge moyenne évidemment). Elle agwidle tester la réalité de ces
hypothéses sur un échantillon de clientes. La gi@tivoulue pour son estimation est de
I'ordre de 2%.

Questions

1. Quelle taille d’échantillon doit-elle choisir aféiatteindre la précision voulue (avec un
degré de confiance de 0,95) ?

2. Les résultats d’'un sondage sur un échantillon @ tHentes vous sont donnés en
annexe 1.

3. Donner une estimation par intervalle au degré adiace 0,95 du pourcentagede
réponses positives attendu a l'offre.

4. Mlle C. Claire se propose de procéder au test aithgse suivant :
Ho T<=17,5%
Him>17,5%

Expliquer pourquoi elle envisage ce test. Indicetedéterminer la région de rejet associé a
ce test (risque de type | égal a 0,05). Que comeloes ?

5. Mlle C. Claire pense que les nouveaux clients (itssdepuis moins de 6 mois) ont un
taux de réponse supérieur aux anciens. Confirméarfsmer cette hypothese.

6. Il s’agit dans cette question de déterminer urrvatiée de confiance au degré de
confiance 0,95 de la marge de la campagne pronmailen

Peut-on considérer que la marge moyenne attendoetecampagne sera la méme que
pour les campagnes précédentes. On posera cetteatilie sous forme de test et on
prendra un risque de premiere espece de 0,05

En déduire une estimation par intervalle de la mantale attendue.
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Annexe 1 Résultats du sondage
Taille de I'échantillon : 1225 individus

Total Anciens Clients
Nombre d’individus 1225 850
Nombre de réponses 258 193
Résultats sur la marge
Marge totale Marge Moyenne Ecart-type de la marge
17028€ 66 € 33 €

5.9.La société Bricoplus

La société Bricoplus a lancé pendant un mois ungegne publicitaire avec bons de
réduction dans la presse régionale. Le montant mdysme commande avant la campagne
était de 60 €. Le colt de la campagne a été d&£08 la fin du mois elle a recu 20000
commandes (avec ou sans bon de réduction). Avanaitier I'ensemble des commandes, la
société voudrait avoir une estimation du succésette campagne. Pour cela elle étudie un
échantillon de 900 commandes prises au hasardékaltats de cet échantillon sont donnés
dans le tableau suivant :

Origine Avec Bon Sans Bon Total
Nombre 473 427 900
Valeur moyenne 64 €
Ecart-type(Valeur) 40 €

Questions

1°) Peut-on considérer qu’il y a autant de commandegemant de la campagne publicitaire
(avec bon de réduction) que de commandes “ordsia{gans bon de réduction) ? (On
prendra un risque de premiere espece de 0,05)

2°) Le montant moyen des commandes a-t-il augmenté laveampagne ? (On prendra un
risque de premiére espece de 0,05)

3°) Donner une estimation ponctuelle et un intervalednfiance a 0,95 du chiffre d’affaires
du mois.

4°) Le directeur financier doute de la performance cd¢te campagne en termes de
rentabilité, il envisage méme une diminution defipr&achant que le Chiffre d’affaires
mensuel avant la campagne était d’environ 900080diie le taux de marge par produit
est de 50%, poser sous forme de test la conjedtutkrecteur financier. Qu’en concluez-
vous ?

5.10. Une enquéte de satisfaction

Une enquéte de satisfaction sur les utilisatewsalvoiture urbaine a montré que sur 1000
personnes interrogées 640 se déclarait satisiaiseivice apres vente du constructeur.

Donner un intervalle de confiance au degré de aoné 0,95 du pourcentage de personnes
satisfaites

Peut-on considérer que plus de 60% des utilisatiuce service aprés vente sont satisfaits.
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La répatrtition des personnes satisfaites par tead&ge est la suivante :

Tranche d’age 18-35 andlus de 35 an$
Nombre de personnes interrogees 600 400
Satisfaits 350 290

Question

Peut-on conclure que chez les moins de 35 ansitedia satisfaction est significativement
plus élevé que chez les plus de 35 ans(on premdriague de premiére espéece de 0,05) ?

5.11. Exercice 11 : La Société Sogec (d'apres J. Obadia)

La SociétésoGEeg filiale de la banqueERVA est spécialisée dans le crédit a la consommation.
En 1998, le montant des crédits accordés a segscheait de 2 4120 000 F et la provision

pour créances douteuses estimée a 1 206 000 kr'elud®97, cette provision était calculée
apres un examen exhaustif de tous les compteds;lgermettant de mettre en évidence les
créances douteuses (une créance étant déclare@uselnrsqu'il est constaté deux échéances
non payées sur les quatre derniéres dues).

En 1998, le chef comptable abandonne cette proegdrgsentant I'argument suivant :

« Lorsque I'on examine les données des dix dernaraées, on constate que la proportion

de créances douteuses varie, suivant les années3tet 6%. Aussi afin d'éviter un travalil
long et fastidieux a mon service (3 employés nsdslpendant 45 jours), il est préférable
d'estimer la proportion de créances douteuses &bétappliquer ce taux au montant global
des crédits accordés pendant I'année. Cela suppesesir que la valeur moyenne des
créances douteuses soit égale a la valeur moyeatierdsemble des créances. Ce qui a été le
cas ces dernieres années

M. Allais, chargé par la maison mére du controle dennées comptables de la Société
SOGEG demande a M. Salmain de réaliser un sondageoriZtiage devrait permettre, apres
examen d'un échantillon de comptes clients, ddieéhes deux hypothéses sur lesquelles
repose la procédure adoptée par le chef comptebl8almain considéra que I'estimation du
pourcentage des créances douteuses établie adeactr sondage n'était pas suffisamment
précise (avec un degré de confiance de 0.95)odguta a un autre sondage, permettant
d'obtenir une précision de l'ordre de 4% (toujawsc un degré de confiance de 0.95). Les
résultats de ce deuxieme sondage sont donnés ereal. Salmain avait en main tous les
éléments pour estimer la valeur des créances dsrgeu

1 Lorsqu'il présente la nouvelle procédure qu'il apée, le chef comptable précise :« Cela
suppose bien s(r que la valeur moyenne des crédougsuses soit égale a la valeur
moyenne de I'ensemble des créanc&spliquez pourquoi ?

2 Examen des résultats du premier sondage

2.1 Le premier sondage permet d'établir une estimateamproportion des créances
douteuses. Donner cette estimation. Quelle es€lgigione obtenue si I'on adopte
un degré de confianeceégal a 0.95 ?

2.2 En déduire un intervalle de confiance. M. Salmansidere I'estimation des
pourcentages des créances douteuses peu préaisguéica?

3 Examen des résultats du second sondage
3.1 Lataille de I'échantillon retenue est3R8. Justifier ce choix.
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Donner la région de rejet de I'hnypothése du chefatable concernant la
proportionttde créances douteuses :

H,:7< 005
H,:7> 005
Le risque de type | o, est fixé a 0.05.

Quelle conclusion concernant la valeurrdestenue par le chef comptable faut-il
adopter ?

Etablir un intervalle de confiance du paramgigjemoyenne des créances
douteuses.

Tester I'hypothése du chef comptable concernardléur moyenngyy des
créances douteuses pour lI'année 1992 :

Ho @ tq = 402

Justifier la formulation de I'nypothese).Hbréciser I'hypothese H1. Conclusion ? (le
risque de premier typed fixé a 0.05).

Etablir un intervalle de confiance du parameti@egré de confiance égal a
0.95).

Déduire des questions 5 et 6, une estimation delér totale des créances
douteuses. Quelle est la précision obtenue ? Emrgéah intervalle de confiance.
(degré de confiancer égal a 0.95).

Résultats du premier sondage

Taille de la population SONAEE.............. e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeieeee 60 000
NomMbBre de CreéanCeS EXAMINEES. .. .. .c.. e et e e eenaes 50
Nombre de créances douteuses dans I'échantilloN .. ....ooovveveeeeiiieiinne, 8

Résultats du deuxiéme sondage

Taille de la population SONAEE.............. e eeeeeeeeeeeeeeeeeieeeeee 60 000
Nombre de Créances eXamiNEES. .............coeeemmemerrrrriiriiieieeeeaeeeaaaaannannns 323
Nombre de créances douteuses dans I'échantillon..............cccccooineeee. 43
Valeur moyenne des créances douteuses dans |'icmant.................... 408
Estimation de I'écart-type de la valeur des créadogiteuses..................... 92

NB : Pour réaliser le second sondage, il a été temmpte des cinquante créances
examinées au cours du premier sondage.
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6. ANNEXE : TEST DUKHI-DEUX

Nous allons présenter ici le test du Khi-deux étimné son importance en marketing, bien
gu'il ne soit pas au programme du cours.

Le test de contingence du Khi deux a pour obje&ifmettre en évidence un lien éventuel
entre deux variables qualitatives. Nous allonsi$trer sur un exemple : le fabricant de
shampoing DIP, veut déterminer quels sont lesrestde choix d'un shampoing suivant les
catégories d'ages, de facon plus précise il veuiissi ces criteres différent suivant les
tranches d'ages. Aprés une enquéte aupres d'untdélohade 535 consommateurs, il a été
constitué un fichier de données ou sont relev@siheipal critere de choix, I'age et le lieu
d'achat habituel du consommateur.

6.1.Formalisation du probléme

La populatiorE est constituée de I'ensemble des consommatesisadgoing, sur cette
population sont définies plusieurs variables gatlies, dont les deux variables qui nous
intéressent notées X et Y concernant le choix galeche d'age.

La variable "choix" est une variable qualitativené= 4 modalités notées, pourl<i<m :

E (Tf . { distributon, marqe, odeurfexturg .

na

La variable "age" est une variable qualitative & 3 modalités notéeb,; pourl< j < p:

E (7 - { < 25,25-45,> 45

L'hypothése nulle, que I'on cherche a rejeteriest&pendance des deux variables,
I'hypothese alternative est la liaison entre lasxdariables sans toutefois préciser de quel
type est cette liaison.

L'hypothese nulle peut se formuler de la faconanti :
H, DiO[Lm|0iO[, p] prob(X =a,Y =b;)= prob(X =& )* probly =b,)

Les probabilités correspondent aux fréquences wéssgrsur la population toute entiére,
puisque la loi mise pour I'échantillonnage équiptmb est la loi uniforme.

6.2.Tableaux croisés ou de contingence (obserilé@etique)
Sur un échantillon de taille n, nous utiliserorssetations suivantes :

n, désigne le nombre d'individus de I'échantillonsgatant la modalite; pour la variableX

n.
et la modalitdy; pour la variabléf. — est donc l'estimation dprob(X =a,,Y =b, ).
n

m
n, = Znij désigne le nombre d'individus de I'échantillomladalitéb; pour la variabley.
i=1

n,; : .
—1 est donc l'estimation dproblY =b, ).
n
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p
n. = Z n, désigne le nombre d'individus de I'¢chantillomiadalitéa; pour la variableX
j=1

n, _—
—* est donc I'estimation dprob(X =a,).
n

On regroupe ces €léments dans un tableau, app&tauacroisé ou tableau de contingence
des deux variables, les éléments et n, s'appellent les marges du tableau. On a donc la

présentation suivante :

Y
X by Total
aQ L | e n.
Total n,, n

Sous I'hypothésél,, on peut construire le tableau théorique qued®rrait obtenir si

l'indépendance était parfaitement respectée sinatdillon ; on suppose que I'échantillon
parfait a les mémes marges que I'échantillon obs&twus noterong; les effectifs theéoriques
correspondant a l'indépendance. Nous aurons aerglations suivantes :

n.Cn, j

0i Oy, m|0j O[1, p] Q_ri:”_ri]-*n;ni soit ¢ ="

On pourra donc construire le tableau théoriqueespondant a I'nypotheds, :

Y
X by Total
aQ ] . g | e n,
Total n., n

Seules les cellules grisées différent du tableatodéngence observé sur I'échantillon, si ces
deux tableaux sont suffisamment différents nousttezjons I'hypothésel, . Il nous faut donc

définir une distance entre tableau et connaitlei lde cette distance sous I'hypothese nulle,
pour appliquer la méme démarche que dans lespextgdents.

6.3.Distance du Chi2 — Test

Pour mesurer la distance entre deux tableaux Aganlignes efp colonnes, l'idée naturelle
est de prendre la distance euclidienne ®dfisc'est a dire :
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m,p

d(A’ B)2 = Z(aij —b, )2
ij=11

cependant dans notre démarche, cette distancemespond pas exactement a ce que nous
recherchons. En effet, les deux tableaux (obsdriéerique) ne jouent pas des roles
symétriques, nous voulons calculer la distanceatiledu observé au tableau théorique
puisque nous nous placons sous I'hypothiysd est donc naturel d'accepter un écart plus
grand pour une case du tableau théorique présemasifectif plus grand, on va donc tenir
compte dans la distance des effectifs théoriqueads, et nous utiliserons comme distance,

- molpn —e J

la distance, dite distance du Chi2, définie gar= 2¥
ij=1 j

paragraphe précédent, I'effectif observé; deffectif theorique.

oun; désigne, comme au

Une fois les marges fixées, les valegirsont des constantes et sous I'hypoth&s@our les
échantillons présentant les marges données, sgftestif n; change suivant la loi d'une
variable aléatoir®\;;, nous pouvons donc considérer la distdb@®mme une variable
, . .. e . m’p(Nij _elj )2
aléatoire (statistique) définie par = Z—
— e
ij=1 ij
indépendantes, car elles doivent respecter lesaintds :

, les variables aléatoiré ne sont pas

m

pour toutj Zm:Nij =>e =n,
i=1

i=1

pour tout Zp: N; = Zp:qj =n,
j=1

=1

ce qui revient a dire que seul@s-1)*(p-1)d'entre elles sont indépendantes, comme on peut
le voir quand on veut remplir "au hasard" un tablam lignes etp colonnes en respectant
des marges données a l'avance.

On peut alors démontrer le résultat suivaquand n tend vers l'infini (et si aucune; n'est
borné), la variable D? tend en loi vers une loi du Chi2 §m-1)*(p-1) degrés de liberté

Remarque : la condition imposée surdgeest a rapprocher du cas de convergence d'une loi
binomiale vers une loi de Poisson.

L'hypothéseH, est rejetée si la distance entre le tableau théeret le tableau observé est
trop grande, c'est a dire si la probabilité d'obsesous I'hypothédd, une telle distance est
inférieure au risque de premiére espaa®nné.

La valeur critiquec de rejet de I'hypothedd, est donc déterminée en fonction du risque

assumee par la formulprob()((zm_l)(p _1) > c) =¢a. On voit que la valeur critique peut

étre fixée avant tirage de I'échantillon. La redgedécision est alors la suivante : si la valeur
de la statistiquel * observée sur I'échantillon est supérieucglfypothésed, est rejetée et
on conclut a une liaison entre les deux varialdesi avec un risque d'erreur inférieur a.

On peut aussi raisonner en terme de niveau ddisafiiité, en calculant la valeur de la

statistiqueazsur I'échantillon, le degré de significativité (oweau de signification ou
significience) est alors défini par
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2 2 N P . < . L
ro >d° | =ns, laregle de décision consiste a rejeter I'h sile
P -9 ) ‘ jeter hypeih

niveau de significativité est inférieuraa dans ce cas le risque d'erreur est inférieurgalli &

ns

6.4.Utilisation de SPSS

Nous allons illustrer ce test avec le fichier "B#". Le lecteur intéresseé pourra refaire les
calculs "a la main", nous utiliserons ici le logicEPSS, menu "analyse descriptive : tableau

Croisé".

Nous avons choisis dans l'option cellules de figparer les effectifs réels et théoriques et

dans l'option test le test du chi2.

Les résultats sont les suivants :

Tableau croisé Age * Choix

Choix
Distribution | Marque Odeur Texture Total

Age <25 Effectif 63 28 76 12 179
Effectif théorique 68,3 34,1 51,2 25,4 179,0

>65 Effectif 50 66 25 33 174

Effectif théorique 66,3 33,2 49,8 24,7 174,0

25-45 Effectif 91 8 52 31 182

Effectif théorique 69,4 34,7 52,0 25,9 182,0

Total Effectif 204 102 153 76 535
Effectif théorique 204,0 102,0 153,0 76,0 535,0

La ligne Effectif contient I'effectif réel, I'effé€théoriques est calculé avec les formules du

paragraphe 2 ; par exemple :

La valeur du Khi-deux est calculée suivant la folerdu paragraphe 3, nous n'interpréterons

683 =
53¢

179* 204

la rapport de vraisemblance qui sort du domaineedaoly.
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Tests du Khi-deux

Signification

asymptotique

Valeur ddl (bilatérale)
Khi-deux de Pearson 100,517% 6 ,000]
Rapport de vraisemblance 105,040 6 ,000
Nombre d'observations 535

valides

a. 0 cellules (.0%) ont un effectif théorique inférieur a 5. L'effectif

théorique minimum est de 24.72.

La signification asymptotique correspond a ce qugésravons nommé degré de significativité,
nous pouvons conclure ici (presque certainemem)egicriteres de choix dépendent
effectivement de I'age de I'acheteur.

6.5.Exercice : La société LOCVIDEO (fichier Videas/)

La sociéeté LOCVIDEO est une entreprise de locatiewidéos du Sud-Est de la France, il est
principalement implanté dans la région Lyonnaise&n@bloise et Marseillaise. Jusqu'a
présent I'approvisionnement des points de ventéssat de la méme facon quelle que soit la
ville, au bout d'un an d'existence la directiomiemande si elle ne devrait modifier sa
politique. Vous disposez d'un échantillon de lasconmation de 1192 clients sur un mois
pour faire vos recommandations.

1. Y at-il une relation entre le premier ou le secohdix de location et la ville?
2. Y atilune relation entre le sexe et le choix de&os?

3. Pouvez-vous classer les trois régions en foncteoledr consommation : quelle est la ville
qgui consomme le plus de vidéos?
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7. LAREGRESSION LINEAIRE

7.1.Un exemple (fichier Pubradio.sav)

Une entreprise de produits de grande consommaésinedmesurer I'efficacité des campagnes
de publicité et promotion pour différents médigseSalement trois types de médias sont
utilisés régionalement, la presse, la radio etdaibdution d'extraits de catalogue gratuits. Un
échantillon de 22 villes de méme grandeur a étésighilles pour lesquelles différents
budgets de publicité ont été attribués aux troea une période d'un mois, les ventes du
produit (en milliers d'euros) ont été enregistrgiesi que les dépenses publicitaires.

Ville |Vente | Radio |Journau | Gratuit | Ville |Vente | Radio [Journau |Gratuit

S ( 000€) X S S ( 000€) X S

( ( 000€) | (00€) ( ( 000€) | (00€)

000€) 000€)

1 894 0 19 9| 12 1452 19 19 17
2 1032 0 19 3] 13 960 23 0 16
3 804 9 9 71 14 840 23 0 15
4 576 9 9 11| 15 1224 26 9 10
5 840 13 13 12| 16 1224 26 9 12
6 894 13 13 8| 17 1296 29 13 14
7 858 16 16 11| 18 1320 29 13 12
8 1086 16 16 17] 19 1404 33 16 21
9 810 19 9 15| 20 1602 33 16 19
10 906 19 9 10] 21 1722 33 19 20
11 1500 19 19 15| 22 1584 33 19 15

La direction commerciale peut-elle utiliser ces miées pour prévoir les ventes en fonction
des budgets dépensés?

7.2.La notion de modele en statistique

Un modele statistique met en relation une varidiikevariable dépendante wariable a
expliqueret des variables dites indépendantesarables explicatived_e vocabulaire
dépendant, indépendant est plutét anglo-saxoeriaitiologie francaise correspond a la
notion de variables explicatives et a expliques;deux terminologies sont sujettes a caution,
dans la mesure ou les variables explicatives nemmforcément indépendantes au sens
probabiliste (sur la population munie de la loifarmne), mais ne sont pas non plus cause des
variations de la variable a expliquer. Dans laesndus conserverons la terminologie
francaise, variable a expliquer, variables exphest Les variations des variables explicatives
sont simplement supposées influencer les variatieria variable a expliquer, le fait d'en étre
la cause ne peut étre prouveé statistiguement, rdsistera d'un raisonnement économique ou
autre, étranger a la statistique.

Un tel modele statistique doit permettre :

— D'établir une relation analytique ou structureliére la variable a expliquer et les
variables explicatives (généralement a partir dcimantilion).

— Dr'analyser l'influence simultanée et/ou individaales variables explicatives sur
la variable a expliquer. Dans certains cas d'élmdes variables qui ne
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s'avéreraient pas influentes ou de préciser las lie causalité supposés par
ailleurs.

— De prévoir la valeur espérée de la variable a guplisi les valeurs des variables
explicatives sont connues, et de préciser un iatlerde confiance pour cette
prévision.

Dans la suite nous noterons toujoMis variable a expliquer e(1>(k)k=1’p les variables

explicatives (au nombre de p) ; si la variable egpive est unique nous la noterofisans
indice. Toutes ces variables sont définies suma@me populatioi.

Exemples :

- Dans notre exemple : population des villes ou sont distribués ledpits
pendant une période donnée

Y = ventes mensuelles des produits en milliers d&ur

X1 = budget mensuel publicitaire radios locales dters d'euros
X2 = budget mensuel publicitaire presse locale eharsld'euros
X3 = budget mensuel publicitaire pour les gratuitsnglhiers d'euros

L'objectif est alors de prévoir les ventes mengsedin fonction des budgets
attribués aux deux médias.

— P population des ménages en France pendant uinel@éionnée
Y = consommation d'un ménage pendant cette période
X =revenu du ménage pendant cette période
Ou encore
Y = consommation d'un ménage pendant cette période
X = revenu du ménage pendant cette péeriode

L'objectif pourrait alors étre de prévoir I'impaltine politique de revenus sur la
consommation ou I'épargne.

- P population des appartements d'un quartier dis Rame période donnée
Y = prix d'un appartement
X1 = surface de l'appartement
Xz = I'existence d'un parking
Etc..

— P population des zones géographiques de représentaédicale pendant une
période donnée

Y = nombre trimestriel de prescriptions d'un médieain
X1 = durée moyenne de la visite

Xz = nombre d'échantillons distribués

X3 = nombre de visites par médecins

Etc..
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Relation déterministe/statistique
Une variable Y est dite en relation déterministecagtes variable(sxk)kﬂ’p s'il existe une

fonctionf bien définie telle queY = f(Xl, ) ST Xp). Ce type de relation associe une et

seule valeuy aY pour des valeurs = (x, )., des variablesx = (X, ),_, , . Un tel modele

I1<k<p
appligué au deuxiéme exemple du prix d'un appamésignifierait par exemple que tous les
appartements de 108ravec un parking ont le méme prix de vente. Cestrévidemment
pas réaliste, dans un méme quartier des appartemiembéme surface sont a des prix
différents, ceci est du a des éléments tangiblegjtee I'orientation, I'étage, la présence d'un
gardien..., ou a des éléments plus subjectifs re@®apuvent sous le terme de charme.

L'exemple précédent montre que pour une valeur@wdes variables explicatives ne
correspond pas une seule valeur de Y, mais toehsemble de valeur de Y, qui bien sur
s'appliqueront a différents individus de la popolapour lesquels les variables explicatives
ont les mémes valeurs : un appartement donné auj@uts un prix et un seul, mais le fait de
connaitre sa surface et la présence ou non d'kimpare suffiront pour que I'on connaisse de
fagon déterministe son prix.

On exprimera cette notion en disant que les vagbkplicatives déterminent une loi de
probabilité de la variable a expliquércette loi sera notéé. Les parametres de la loi dg

seront des fonctions déterministes de la variXbIe(Xk)k:Lp, en particulier la moyenne sera

notée i, et sera l'espérance de Y conditionnée par la valése par les variables
explicatives :

u, =E(Y/X =x)
on peut alors écrire sans perdre de généralité que
Y, = u(x)+e,

ou &, estune variable aléatoire de moyenne nulle (elete@pres centrage de la variaglg
et dont les autres paramétres dépendent théoriquetada valeux prise par les variables
explicatives.

Ainsi sur le prix d'un appartement on aurait pourappartement de 100 m2 avec parking
(cette derniere variable valant 1 pour I'existetioa parking 0 sinon) :

Yioor = H (100,1) * &0z

se décompose en deux parties, une partie détetenqusdonnera le prix moyen d'un tel
appartement et une partie aléatoire écart enfgeXenoyen et le prix de lI'appartement, qui
prend en compte les autres éléments pouvant imierdans la fixation du prix. On écrira
souvent de maniere abusive, le modele sous la forme

Y = f(X)+E,

La modélisation statistique consiste a spécifierdfure de la fonction déterministe de la
moyenne, et les relations définissant les parameétieda variable aléatoisg en fonction des
valeurs dex. C'est a dire de se fixer a priori une certaimeilfe de fonction dépendant de
parametres qu'il faudra estimer a partir de dond&sséchantillon, il faudra aussi a I'aide de
tests valider la forme prédéfinie des differentasctions.

Exemple sur le prix d'un appartement
Il est possible pour ce probléeme d'envisager trmgélisations :
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1. La présence d'un parking n'influence pas le prikaggartement dans ce cas seule la
surface est un élément déterminant du prix, latfonaéterministe définissant la
moyenne est une fonction d'une seule variable :

f(X,,X,)=a+bX, douY =a+bX, +E,
pour une valeur donnée de la surfagenous aurons alors

Yox, =athx +&

Xq, X

b représente le prix du métre carré dans le quddiserait en quelque sorte le colt
d'entrée dans le quartier)

2. Laprésence d'un parking est un co(t fixe donc amgende fagcon constante le prix de
'appartement dans ce cas la fonction détermidistimissant la moyenne est une fonction
de deux variables :

f(X,,X,)=a+bX, +cX, dodY =a+bX, +cX, +E,
pour des valeurs donnéesetx,, nous aurons alors

Yix, =atbx +cx, +&,

Xq, X

b représente le prix du métre carré dans le quatiereprésente le prix d'un parking
dans le quartiera(serait en quelque sorte le colt d'entrée dansadiqr).

3. On peut aussi envisager que la présence d'un garilne aussi sur le prix du métre
carré, auquel cas nous aurions la fonction détesteisuivante :

f(X,,0)=a+bX, en l'absence de parking
f(Xl,l) = a'+b' X, en présence d'un parking

en notanfa'=a+c etb'=b+d nous pouvons réécrire ces deux équations soosneef
unique suivante :

f(XLX2) =a+bX, +cX, +dX, X,

ou encore en notadg la variable définie paXs=XiX,, nous avons un modele linéaire a
trois variables explicatives :

Y =a+bX, +cX, +dX; +E,
pour des valeurs donnéesetx; (Xxs=X1X2), hous aurons alors

Yix =athx +ox, +dx +¢,

A partir d'un échantillon d'appartement, la moddien statistique nous permettra d'estimer
les coefficients et de tester la validité de chades modeéles sur I'ensemble de la population.
La modélisation fait donc appel aux deux techniguesnous avons présentées
préecédemment I'estimation et les tests d’hypothése.

7.3.Le modele de régression linéaire

Nous allons ici faire des hypothéses tant sur thgdéterministe, fonctionnelle de la
moyenne conditionnée, que sur la partie aléataies conditions vont nous permettre d'avoir
des outils pour estimer les éléments du modelel@ppedele de régression linéaire.
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Hypothése déterministe du modele de régressiondire

La premiere hypothése du modéle de régressiondnéansiste a modéliser I'espérance
mathématique conditionnelle par une fonction lireé&bu plus exactement une fonction
affine) :

/'I(Xl’XZ""’Xp)ZﬁO Xt ByX, Tt BX,

Remarque : si I'on ajoute la variable "artificiéld& égale a 1 sur toute la population (dagc
vaut toujours 1), la formule peut alors s'écrire :

k=p
,U(XO,Xl,XZ,...,Xp)Z,BOXO +BX + BoX, +ot BX, = Zﬂkxk
k=0

ce qui justifie le nom de linéaire.

Dans le cas d'une seule variable explicative,deession est dite simple dans tous les autres
cas la régression est dite multiple.

Les coefficients(, )....,
inconnus, ce sont des coefficients valables suetiaupopulation, si I'un d'entre ey est

sont appelés coefficients de la régression eté&ademment

nul cela veut dire que la variable assock¥gn'a pas d'influence marginale linéaire sur les
variations de la variable Y, mais cela ne veutdiesque la variableX; n'a pas d'influence

sur les variations de Y, cette influence peut émetre nature (logarithmique, exponentielle
etc...) ou peut étre cachée par des corrélations gatrables explicatives, la part explicative
de la variableX; etant déja prise en compte par d'autres variabtegariable aléatoire

conditionnée par les valeu(xl,...,xp) s'écrit alors :

k

p
Yxi,“.,xp = ﬂkxk -'-‘E‘xi,“.,xp
k=0

ce qui peut s'écrire de maniére abusive, sans ledpse valeurs spécifiques des variables
explicatives :

k=p
Y =) B X, +E,
0

k

E, désignant une famille de variables aléatoires tesnparameétres dépendent des valeurs

prises par les variables explicativ(ésk )Kkgp. C'est sur cette derniére famille de loi que vont

porter les autres hypothéses du modéle de régndgséaire.

Hypotheses probabilistes du modele de régressioédire.

Trois hypothéses sont formulées sur la famille @&ables aléatoirek, , ces hypothéses sont
nécessaires soit pour I'estimation des parametiepaur les tests du modele.

— Homoscédasticité : La premiére hypothése portéasuariance des lois de la famile, ,
on suppose que cette variance est constante, indape de la valeur prise par les
différentes variables explicatives. L'écart typgoa#e sera note. Il est important dans la
pratique de comprendre ce que cela signifie, pamgke pour le prix d'un appartement,
cela voudrait dire que la dispersion des prix @sh&éme pour les appartements de 20m
ou pour les appartements de 150@ette condition peut conduire parfois & limiter |
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population pour gu'elle soit réalisée, on pourpait exemple se limiter aux appartements
dont la surface est comprise entre 60 et 220m

- Indépendance : on suppose que les variahles, ete. . sontindépendantes, quelles
X,

gue soient les vaIeUt(xl,...,xp), (xlxp) ; cette hypothese est particulierement

importante lorsque I'on traite des données indepaete temps. Par exemple cela signifie
gu'un mois de surconsommation n‘a pas plus de telsam'étre suivie d'un mois de sous
consommation qu'un autre (pas d'effet de stockage).

— Normalité : on suppose enfin (et ceci pour lesstparticulierement) que toutes les
variables aléatoires de la famille, sont normales, donc suivent une loi normale de

moyenne nulle et d'écart type

Compte tenu de ces trois hypothéses, on pourra pésrabus de langage utiliser une notation
générigue unique en confondant toutes les lois di@nhille E, en une seule, et le modele
sera alors noté :

K=
Y:fﬁkxk+£ ou £ - N(0,0)

k=0
En définitive un modéele de régression linéaire cortgp + 2 parametres a estimer, lgst 1
coefficients de régressio(tﬁo, Bir--es ,BP) et I'écart typer de la partie aléatoire.

Estimation des parametres du modéle

Nous présenterons sous forme géométrique la méthesigmation des coefficients, le lecteur
peu amateur de mathématiques peut ignorer cettiersgouisque les valeurs des estimations
seront données par SPSS et I'utilisateur n'aura pessretrouver, ces formules ne seront
d'ailleurs données qu'en annexe, nous nous limised a une interprétation géométrique,
permettant de mieux comprendre les notions de daetgdiberté attachés au modele.

Les parameétres du modeéle sont estimés a partirgdtantillon de taille n, sur lequel sont
relevées les valeurs des variables explicativee ¢ variable a expliquer. On obtient ainsi un
tableau de données :

Yo | X | X | | X | le
Yo | Xog | Xop | oon | Ko | o sz
Yi | Xo | Xig | | X || Xpp
Yo | X | Xo2 | | X | an

Si le modéle de régression linéaire est validesrdmyons avoir les relations suivantes entre

les valeurs prises par la variable a expliquet les variables explicative(g(k)Eksp :

Yi =By + BXy + BoX +---+/8pxip t€

ou e, appelée valeur résiduelle, correspond a la sdadis de la variable aléatoisgour la
i“"®observation.
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Critére des moindres carrés
Les valeurs résiduelles dépendent des valeursatamptres du modé(gﬁo,ﬁl,...,ﬁp), plus

'amplitude de cette valeur est grande, moins bafaservation est représentée par le modéle,
il est donc naturel de penser que si le modelégeession est bien adapté aux données sur
I'ensemble des observations les valeurs résidusge®nt pas, en valeur absolue, trop
élevées, cette démarche est a rapprocher, biediffi@ieente mais liée (voir plus loin), de la
méthode du maximum de vraisemblance en estimation.

On cherchera donc des valeurs des coefficientégtession telles que I'ensemble des
amplitudes des valeurs résiduelles soit le pluddgossible, pour des raisons historiques de
commodité de calcul analytiques on utilisera las@nes carrés pour mesurer cet ensemble.
Le critere des moindres consiste donc a déterneseraleurs des coefficients qui

minimisent :

n

0By By By) = 67

i=
Ces valeurs seront notées{bo,bl,-~-,bp), nous aurons alors :

hiby.by.....b, )= minh(B,. B..... 3,)

Ce minimum peut étre déterminé en résolvant leesystdep+1 équations @+1 inconnues
obtenu en, dérivant la fonction h a chacunmek coefficients (on suppose que ce systeme
d'égquations a une solution unigue, ce que nouggterons géométriquement au paragraphe
suivant).

Nous noterons dans la suife I'estimation de la moyenne correspondant a labkei

aléatoire de 1a5" observation :

Yy, =by +hyx, +b,x, +... +prip

et & l'estimation de la®™valeur résiduelle & =y, - ¥,

Interprétation géométrique du critere des moindragés

Nous allons interpréter geométriquement la méthutmdemoindres carrés, ce qui nous
permettra d'expliciter certaines propriétés desnasions et estimateurs associés. Pour cela
nous allons nous placer dans I'espace des indivithst a dire que nous allons considérer un
espace vectoriel a n dimensions, chaque dimension &ssociée a un individu de
I'échantillon. Par exemple pour un échantillonallet 3 nous aurons un espace de dimension
3, c'est ce que nous utiliserons pour les reprasens graphiques.

Dans cet espace nous pouvons associer a chagablegplus exactement a chaque
échantillon image de chaque variable) un vecteuwg,rmpus noterons avec des lettres
majuscules :

Y1 Xi1 le 1 €
Y=| | X;=| ] ... X,=|: |pluslesdeuxautresvectedis=|:| E=|:
yn an an 1 en

les n relations écrites au paragraphe précédemetdnine seule relation vectorielle :
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Y =B Xot BX + B, X, +.. .+ B, X, +E

F 3

i3

Le vecteur3 X, + B X, + B, X, +...+ B, X, appartient au plafil engendré par les vecteurs
(XO, Xl,...,Xp) gue nous supposerons indépendants (ce qui reviearsidérer que le

systeme d'équations évoqué au paragraphe pré@dantsolution unique), quelles que
soient les valeurs d¢&, d'autre part le critere des moindres carréssfintte comme la
norme (au carré) du vecteldr Pour satisfaire le minimum de la norme de ceeugctl faut
donc projetely sur le plan[] . Les estimations des coefficients de la régression donc les

coordonnées du vectelir projection deY sur le plan[] . Le vecteur E est alors orthogonal a
ce plan (donc a tous les vecteurs de ce plan).
Propriétés des estimations des moindres carrés

1. La somme des résidus est égale a 0. En effet tewee correspond au minimum de la
norme, critere des moindres carrés, est perpemielwdu vecteuX,, dont toutes les
coordonnées sont égales a 1, donc le produit sealaices deux vecteurs est nul :

(E ) =0=ié, M= Zn:e
i=1 i=1
2. Les estimations des moyenngsont méme moyenne que les observatipngn effet :
n R n n " _ l n l n "
=0=2(v-%)=2y -2 9 donc y=—3y=-37
i i=1

i=1 i=1 i=1 i i=1 i=1

'l\’)Js

3. Le centre de gravité du nuage de points est dgpiame(sur la droite) de régression, c'est
a dire que I'on a la relation suivante :

y=Db, +bXx +...+b X,
ouy,X,...,X, désignent les moyennes des variables sur I'édbantCeci résulte
immédiatement de la somme nulle des résidus.

4. Le vecteurY des estimations est dans le p[@n donc orthogonal au vecte@r on a
donc la relation suivante :

Pager7



La régression linéaire

<\?,I§>:Zn:§/ié =0 ouencore i(yi -y) :iyie —yzn:é, =0 car la somme des
i=1 i=1

i=1 i=1
résidus est nulle.

5. On ala décomposition suivante, appelée décompngits carres :

n

S -9 =20 -y + 3y -9

n
i=1 i=1 i=1

ce qui résulte de la propriété 4 et du fait que-y)=(y, - 9, )+ (9, - y). Cette
décomposition peut s'interpréter de la fagcon suevan

- La somme du c6té gauche est indicatrice de la digpetotale initiale, elle est
appelée Somme des Carrés Totale :

n
=\2
sCT=>(y, - V)
i=1
— La premiére somme du coté gauche, représentedardien due aux variables
explicative, ce que le modele permet d'expliquiés,est appelée somme des carrés
reconstituée par le modéle de régression, ou plygdament Somme des Carrés
Expliquée :

scE=3.(% - 3)
i=1

— La derniére somme donne une indication de la dispeautour du plan de
régression, c'est a dire de la dispersion non g@x@é par le modele, elle est
appelée Somme des Carrés Résiduelle :

n

SCR= Z(Yi -V, )2 = ZéIZ

i=1 i=1
En conséquence la décomposition des carrés s'expenta fagcon suivante :
SCT=SCE+ SCR

Cette décomposition exprime que la variabilité esurs observéey, ),.... mesurée
parSCTest la somme des variabilités des valdgrg,.._. reconstituées par le modéle de

<i<n

régression mesurée fAECE et de la variabilité des résidus mesuréeStaR En
conséguence comn¥CTest constant, on peut étre tenté de dire quilrendreSCEle
plus grand possible ; il faut toutefois faire atiem que seul I'échantillon est reconstitué
et que nous sommes concerneés par lI'ensemble dpudagion, et que cette
"optimisation" ne doit pas étre obtenue a n'impqctel prix.
6. L'estimation de la variance commune des variablés@rese, est donnée par :
n
éZ
SZ = i=1 I
n-p-1
Dans la mesure ou I'estimation se fait a partin échantillon de taill@, il ne peut 'y
avoir plus den-1 variables explicatives, ceci résulte de la dimamsie I'espace des
individus. Mais de facon plus précise, quelles spient les n-1 variables choisies
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(qu'elles soient économiquement explicatives o) @asrrivera toujours a une somme
des carrés résiduelle nulle

— La somme des carrés totale est donc prise danspace a n-1 degrés de libertés.

— La somme des carrés expliquée se trouve dansdesigs variables explicatives,
dans un espace de dimensmrar il ne faut pas prendre en compte le vecteur
constaniXo.

— La somme des carrés résiduelle est dans un esghoganal a I'espace des
variables explicatives etX, donc dans un espace de dimensignrl Pour avoir
la moyenne sur un axe de la somme des carrégppdisentera une estimation de
la dispersion moyenne inexpliquée donc de la vagates, il faut donc diviser la
norme carrée de par la dimension de l'espace dans lequel il sv&0

4. On peut enfin démontrer les résultats suivantsesuestimateurs obtenus par la méthode
des moindres carres :

— Les estimateurs des coefficients de régressiondamntombinaisons linéaires des
observations de la variable a expliquer. lls suivkmc une loi normale.

— Les estimateurs des coefficients de régression &t dariance de, sont sans biais
et convergents.

— Les estimateurs des coefficients de régressionlesmheilleurs estimateurs non
biaisés, linéaires, c'est a dire que ce sont pasrestimateurs linéaires non biaisés
ceux qui ont la variance minimum.

— Les estimateurs des coefficients de régressionpaéthode des moindres carrés
sont les méme que ceux obtenus par la méthode ximona de vraisemblance.

Ce n'est pas le cas pour l'estimatiorode
Certains de ces résultats seront démontrés en @ngiagn on pourra consulter

Indices de qualité d'un modéle de régression

Dans la mesure ou nous travaillons sur un échantdt non sur la population toute entiere, il
nous faut disposer d'indicateur, permettant deisavec quelle confiance on peut étendre les
résultats a la population entiére, et avec quéllalité on peut faire des prévisions, a partir de
valeurs connues des variables explicatives. Conous Favons vu au paragraphe précédent
il est toujours possible de réduire l'incertitudeéo, sur I'échantillon mais cela n'a aucun
intérét pour la population, c'est un simple effetsdturation mathématique.

Les logiciels statistiques donnent toujours la mémecture a un listing de régression
linéaire. Cette présentation est faite sous tho@pitres : indicateurs resumes, validité globale,
validité marginale.

Résumes de la régression

Cette rubrique contient trois éléments : le coadfitde détermination, le coefficient de
corrélation multiple, I'écart type des résidus.

Le coefficient de déterminatid®’
Le coefficient de détermination est le pourcent@géa somme des carrés totale expliqué par
le modéle. Il est défini par le rapport :
R? = SCE
SC1
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trés souvent, mais par excés de langage on diRgreprésente le pourcentage de variance
expliqué par le modele. L'exces est double, en Effesommes des carrés (totale et
expliguée) ne sont pas des variances, ensuit@poriane porte que sur I'échantillon. Plus ce
rapport est proche de 1, meilleure est la recartistit de la variabilité de la variable a
expliquer sur I'échantilloilComme nous l'avons vu au paragraphe précédepteaant n-1
variables explicatives quelconques on reconstittar@urs a 100% la variabilité de
I'échantillon.

Cet indicateur est donc un indicateur biais€, graaentera de fagcon systématique avec le
nombre de variables explicatives. Sans qu'il gaitegle rationnelle donnant le nombre de
variables explicatives maximum pour un nombre daliobservations, en pratique il est
recommandé de prendre au moins 5 a 6 observatansapable explicative.

Enfin plus que la valeur d&, ce qui est intéressant, c'est la variation de sefleur par ajout
de variable, si cette variation est trop faibledaiable (ou les variables) ajoutée(s) sont sans
intérét pour le modéle, comme nous le verrons lplins

Le coefficient de détermination est un indicatedrinseque d'adéquation linéaire, un mauvais
R® n'est pas le signe d'une non influence des vasabtplicatives choisies, mais le signe
d'une absence de liaison linéaire. Si des raiscoisagniques poussent a croire a une
influence des variables explicatives choisiesquldra alors peut-étre utiliser des
transformations non linéaires.

Enfin pour terminer, coefficient de déterminatioe, peut en aucun cas servir a choisir une
régression parmi plusieurs régressions n'ayantlpaséme nombre de variables

Remarque : certains logiciels utilisent, pour dingnle biais du au nombre de variables
explicatives, un coefficient de détermination agér{ou ajusté):

R’C =1-(n-1)1-R*)/(n- p-1)

Le coefficient de corrélation multiple
Ce coefficient est simplement la racine du coedfitide détermination, mais il s'interprete
comme la corrélation entre la série des valeursrobs(y, )._._. et la série des valeurs
calculées par le modelg, )._._.. Plus ce coefficient est proche de 1, meilleutdees
reconstitution des données par le modéle.

Estimation de I'écart type des résidus

Aussi appelée Erreur type de la régression, catatelir donne une idée de la dispersion des
valeurs autour de la valeur moyenne estimée pgaartée déterministe du modele. Plus cette
estimation est faible meilleure est la prévisioe tjan pourra faire a partir du modele.
Comme nous l'avons plus haut cette valeur est gdopagela formule :

né2
,_ &' _ SCR

S = =
n-p-1 n-p-1

Bien que liée au coefficient de détermination,ecgtlleur n'en a pas les défauts, en effet le
dénominateur corrige I'effet de l'augmentation\d@sables, cette quantité n'est d'ailleurs pas
définie dans le cas de modele saturé pour I'édlmemtc'est a dire a=n-1 variables.

Entre deux modéles on aura tendance a choisir dehtil'erreur type est la plus petite.
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Validité globale du modéle
La question posée ici est la suivante : les donabssrvées permettent-elles d'inférer (sur la

population) qu'aucune des variables explicat@é§)Eksp n'a d'influence sur les variations de

la variableY. Ou en prenant la contraposée de cette proposji@rt penser qu'au moins unes
des variablet{xk)Eksp a une influence significative (au niveau de layapon) sur les

variations de¥. Comme d'habitude, quand nous parlons d'influemmes sous-entendons le
terme linéaire.

Si aucune des variabléX, ) n'avait d'influence sur les variations de Y, agnifierait

I<k<p
gue seul resterait le terme aléatoire autour deolgenne de la population, le modele serait
alors :

Y=p8,+& ou p[,=u moyenne d& sur la population

Nous pouvons donc poser notre probléme sous foemesti d'hypothése, I'hypothese nulle

correspondant a la non influence des variab)(ag)jsksp :

Hy @ B=B,=..=fB,=0

H, : il existeaumoinsunindicek telqueg, #0

La région du rejet de I'hypothese HO est basésiatistique dite du "Fisher global”. L'idée
du test est de comparer I'apport explicatif moyes \hriables choisies par I'analyste avec le
pouvoir explicatif moyen de variables complémemsiiotalement arbitraires (correspondant
aux résidus). Pour cela on va donc faire le rapgatre la diminution de la somme des carrés
due en moyenne a chaque variable explicativeditdanution moyenne résiduelle, c'est a

dire I'estimation de I'écart type des résidus.eSiapport n'est pas suffisamment grand
(significativement plus grand que 1), ceci sigmdigue les variables explicatives n'ont pas de
pouvoir explicatif plus important que les variabtésiduelles et n‘ont donc pas a en étre
distinguées. On utilisera donc la statistique :

SCE
- p_ _CME
¢ SCR CMR
n-p-1

CME désigne le carré moyen expliqué, c'est a direranse des carrés expliquée par le
modele, divisée par la dimension de I'espace exfflip = le nombre de variables
explicatives) CMR désigne le carré moyen résiduel, c'est a dirertanse des carrés

résiduelle divisée par la dimension de I'espadduébk(n-p-1). La région critique de rejet de
I'hypotheseH,, sera de la form{afa,+oo[, fo étant déterminé en fonction du risque de premiere

espéce paprob(F, = f,)=a.

Pour pouvoir poursuivre la procédure de test, ilsiaut connaitre la loi d&. sous
I'nypothese nulle, c'est ici qu'intervient I'hypegle de normalité de la varialzleéSous
I'hypotheseH,, la statistiqué-; suit une loi dite de Fisher-Snedecopan(p-1 degré de
libertés. On peut alors détermirfgsoit a l'aide de tables. En pratique, on calculalaurf,
de la statistiqué&. sur I'échantillon, puis on détermine le niveasigmification

ns= prob(FS(p,n- p-1) > f_)du test correspondant a cette valeur, si ce niesainférieur

a a on rejette I'nypothese. Le test est présentégmfalassique, dans un tableau nommeé
Analyse de la Variance :
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Source de | Degrés de Somme des Carré Moyen fc Niveau de
variation liberté carrés signification
Régression | p SCE CME = SCE f= CME | ns
p CMFk
Résiduelle |n-p-1 SCR CMR = SCR
n-p-1
Totale n-1 SCT

Validité marginale de chaque variable du modéle

L'objectif est ici de savoir si le modele n'est pasdéfini, c'est a dire gu'aucune des variables
explicatives du modele n'a un I'apport marginalsdaaxplication des variations denul. Ceci
revient a dire qu'il faut vérifier que pour chacwes variables individuellement (les autres
étant supposées rester dans la régression) laeaieeff n'est pas nul. Le test se pose de la

facon suivante, pour une variable explicatXge et une seule, les autres variables étant
supposées dans le modeéle :

Hy @ B.=0

H, @ B.#%20

Evidemment I'estimatioib, du coefficient n'est pas nul, mais est la valeigeppar un
estimateur sans biaB, , sur I'échantillon de taille. Cet estimateur suit une loi normale (si

les résidus suivent une loi normale), dont I'étgoe est inconnu, mais peut étre estimé par un
estimateurS(B, ), la statistique utilisée pour le test sera alors :

qui sous I'hypothédd, suit une loi de Student(a-p-1)degrés de liberté.

L'hypothese nulle sera rejetée si la valeur obseteda statistique est significativement
différente de 0, c'est a dire si lI'estimation dafficient est assez éloignée de 0, compte tenu
de l'incertitude de cette estimation (incertitugprenée par I'écart type). La région critique

de rejet de I'hypotheddy.est de la form}a— oo,—t]U [t,+oo[ , la valeur de est déterminée en

fonction du risque de premiére espeacele facon préciseest le fractile d'ordré-a/2 de la
loi de Student a-p-1degres de liberté.

Tous les logiciels statistiques préférent donneiiveaunsde signification, c'est a dire en
notantt_ la valeur de la statistiquE observée sur I'échantillon :

ns= probﬂStuden@n -p —1] > |tc|) = 2pr0b(Studen¢n -p-1)> |tc|)
si ce niveau de signification est inférieus,aon rejette I'hypotheddy.

Les éléments nécessaires a cette validation maggoat toujours présentés, dans les
logiciels statistiques, dans un tableau donnantdefficients du modele. Ce tableau a la
forme suivante :

Variable | Coefficient| Ecart type (du t Niveau de
coefficient) signification
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X, b, s(B,) b, ns
s(8,)
X p b p S(BP ) bp nSP
sB,)
Constante| b, s(B,) by ns,
s(B,)
Remarques :

1. Si plusieurs variables explicatives ne conduisastau rejet de I'hypothése nulle,
ceci ne permet pas de penser que tous leurs deafficsont nuls, c'est a dire
gu'aucune d'entre elles n'est influente sur leiatians de Y. En effet, la non
influence d'une variable peut résulter de corr@aéintre les variables explicatives,
Oter alors unes de variables non influentes sicatifrement peut rendre les autres
significativement influentes. Ne jamais oublier gquetest porte sur une variable
vis a vis de toutes les autres.

2. Sila constante n'est pas significative (et elldegeil est possible d'essayer un
modele sans constante, en forcant a 0 sa valens &acas il faut modifier en
conséquence les degrés de liberté des résidug gaint plus-p-1 maisn-p.

7.4.Utilisation de SPSS pour la régression

Le listing produit par SPSS contient les élémenigamts :

Le premier tableau indique quelles ont été lesabdes entrées dans la régression,
généralement celles indiquées par I'utilisateuf sawcas de multicolinéarité, rendant
impossible le calcul.

Variables introduites/supprimées

Variables Variables
Modéle introduites supprimées Méthode
1 Gratuits, . Entrée

Journaux, Radio®

a. Toutes variables requises saisies.

Vient ensuite un tableau donnant I'écart-type deétaession et le coefficient de corrélation
multiple. L’écart-type de la régression est nommgeéur standard de I'estimation”.

Comme la valeur dufaugmente structurellement avec le nombre de Je(i8PPS fournit
un R ajusté comme indiqué plus haut.

Récapitulatif des modeéles

Erreur standard

Modele R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation
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1 ,916° ,839 ,813 138,034

a. Valeurs prédites : (constantes), Gratuits, Journaux, Radio

Le troisieme tableau correspond a la validatiomagle du modéle, avec la décomposition de
la somme totale des carrés entre somme des caxgigqués” ici sur la ligne intitulée
"Régression” et la somme des carrés résiduelsoloame suivante contient les degrés de
liberté associés a cette décomposition, puis VéeRtcalculé et enfin la significativité de ce F,
c'est-a-dire la probabilité (en respectant les thgmes de la régression) d’observer une telle
valeur du F si les variables n’avaient aucune erfie linéaire, c'est-a-dire si tous les

coefficients étaient nuls.

ANOVA®
Somme des Moyenne des
Modeéle carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 1793129,948 3 597709,983 31,370 ,000?
Résidu 342959,506 18 19053,306
Total 2136089,455 21

a. Valeurs prédites : (constantes), Gratuits, Journaux, Radio

b. Variable dépendante : Ventes

Le dernier tableau donne les coefficients des wffées variables explicatives ainsi que le
terme constant. L’erreur standard est I'estimatierfécart de I'estimateur des coefficients.
Les coefficients standardisés sont les coefficidatss le cas ou toutes les variables (a
expliquer et explicatives) seraient centrées réguit

Comme pour le F, ici vous est donnée la signifididtidu t calculé, c'est-a-dire la probabilité
d’observer une telle valeur du t sous I'hypothése'ekt-a-dire si I'apport marginal de la
variable était nulle (cf Gratuits).

Coefficients 2

Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés

Modele A Erreur standard Béta t Sig.

1 (Constante) 238,458 112,242 2,124 ,048
Radio 23,850 4,524 , 749 5,272 ,000]
Journaux 32,629 5,369 ,585 6,078 ,000
Gratuits -,619 10,228 -,009 -,060 ,952

a. Variable dépendante : Ventes

Nous remarquons sur ce listing que la variable itsatn'est marginalement pas significative,
ceci est peut-étre du a une corrélation entredeiales explicatives, nous reviendrons plus
loin sur cette question. Il est d'ailleurs rasstidenconstater que cette variable n'est
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statistiguement pas significative, car son coedfitinégatif, signifiait qu'une fois les budgets
publicitaires Radio et Journaux fixés, le fait d&tribuer des extraits de catalogue gratuit
faisait diminuer les ventes!

Il faudrait donc faire une autre régression en supgnt cette variable.

7.5.Pratique de la régression - Analyse d'un Iigtite régression — Choix d'un modele

Avant de tester un modele de régression, il ek dé veérifier graphiquement que les
hypothéses du modele de régression linéaire, rtgpasrviolées de fagcon évidente. Une fois
cette vérification faite et les changements deatdes éventuels effectués, on peut procéder a
I'élaboration de plusieurs modeles, et obteniéddiits listings de régression.

L'analyse d'un listing de régression consiste ard@her si un modele est acceptable
statistiquement et économiquement. Le problemesmmose que si la régression est faite sur
un échantillon, et si on envisage d'étendre ladtais a I'ensemble de la population.

Analyse préalable des données — Changement de bkt

Généralement on se contente d'une représentatiphigue des données, en mettant en
abscisse les difféerentes variables explicativesmairdonnées la variable a expliquer. On
pourra obtenir différents types de graphiques :

figure 1 figure 2 figure 3 figure 4

Les figures 2, 3, 4 montrent des distributions dendes qui ne satisfont les hypothéses du
modele de régression linéaire. Sur la figure Iresanche, rien ne semble a priori contrarier
ces hypothéses (sauf éventuellement la normaléés infaut d'abord estimer le modele) : les
données semblent bien étre réparties autour dame ¢hypothese de linéarité) et I'épaisseur
du nuage de point parait a peu pres constanteéf@nsystématiquement d'un coté ou de
l'autre de la tendance linéaire.

Les figures 2 et 3 indique clairement une allure lwéaire de la moyenne dggour une
abscissex donnée, on pourra dans les deux cas essayeramsfoimmation puissance
d'exposant supérieur a 1 pour la figure 2(par exemp) et inférieure & 1 pour la figure 3

(par exemple&). Les cas les plus accentués (les plus loin dialie) étant représentés par
la fonction exponentielle pour la figure 2 et ladtion logarithmique pour la figure 3.

La figure 4 ne met en cause fondamentalementdatité de la moyenne, mais elle montre
clairement que la dispersion autour de cette moy@iest pas constante, les données ne
respectent pas I'hypothése d' homoscédasticitéedielis, on peut penser ici que la dispersion
est proportionnelle a une puissance (ou au logadjtde la variable explicativ,

représentée en abscisse. On pourra alors utidéisgrangement de variable pour la variable a

expliquer%( 2 OU %n(x)'
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Toutes ces transformations, simples a réaliser 8R&S, doivent étre validées par un
nouveau graphique (faisant intervenir ou non latemde régression) et aussi par le calcul des
corrélations simples éventuellement.

Application a notre exemple, les trois graphiqua $es suivants :
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Radio Journaux Gratuits

|
Radio/Ventes

Journaux/Ventes Gratuits/Ventes

Les graphiques n'infirment pas les hypothéses dietaale régression, ce qui est confirmé en
calculant les corrélations simples entre la vaei@éxpliquer et les variables explicatives :

Corrélations

Ventes Radio Journaux | Gratuits
Ventes Corrélation de Pearson 1 707" 539" 589"
Sig. (bilatérale) ,000 ,010 ,004
N 22 22 22 22

** | a corrélation est significative au niveau 0.01 (bilatéral).

Validation d'un modeéle

La partie résumé ne fournit que des indication®ggas sur le modele sans permettre de
valider ou non statistiguement le modéle, ellesastiout utile quand on veut choisir parmi
plusieurs modéles.

Validation statistique

La validation statistique se fait en fonction dfisgque de premiéere espéce fixé, généralement
5% ou 1%.

La premiere validation est la validation globalette validation se fait a l'aide du tableau
d'analyse de la variance. Il suffit de vérifier dei@iveau de signification de la statistique de
Fisher est inférieur au risque de premiere espiiame n'est pas le cas, I'ensemble des
variables explicatives est a rejeter, au moins sansformation nouvelle, I'analyse s'arréte la.
Si le modéle est globalement accepté, il faut eagasser a la validation marginale. Sur
notre exemple le niveau de signification est quasitres inférieur a 1%, donc nous validons
globalement notre modéle.

La validation marginale se fait a I'aide du tabldaunodéle, pour que le modeéle soit
statistiquement acceptable, il faut que le niveasignification de chacun dgssoit inférieur
au risque de premiere espéce. Si ce n'est pas,|lé eat nécessaire d'éter au moins une des
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variables explicatives prises en compte, généraleoreenlévera une et une seule des
variables dont I'apport marginal est non signiffcat

Sur notre exemple, seule la variable Gratuits pastmarginalement significative nous
pouvons alors tester un modéle sans cette variabl@ableau du modeéle est alors le suivant :

Coefficients 2

Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modéle A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) 235,168 95,577 2,461 ,024
Radio 23,646 2,935 , 742 8,058 ,000
Journaux 32,571 5,140 ,584 6,337 ,000]

a. Variable dépendante : Ventes

Cette fois toutes les variables sont marginalersigmificatives et le modele est donc
acceptable statistiquement.

Validation économique

Une fois le modéle accepté statistiquement, ibestde vérifier que les signes des
coefficients sont cohérents avec ce que I'anagtst@dait ; sinon des raisons de cette
incohérence sont a rechercher économiquement giasstatistiguement.

Sur notre exemple, le modele valide statistiquerashtohérent d'un point de vue
économique, les deux coefficients sont positifsnee il est naturel de le supposer : la
publicité fait augmenter les ventes. Le modele mmrset d'ailleurs de quantifier cet effet, a
budget Radio fixé, 1000€ de publicité dans lesijaux font augmenter les ventes de 32 500€
environ, et a budget Journaux fixé 1000€ de publizila Radio fait augmenter les ventes de
23 600€ environ.

Remarque : en comparant les deux listings de reigreson obtient les resumés suivants :

Modéle R2 Erreur Standard
3 variables 0,83945 138,034
2 variables 0,83941 134,37

Comme nous l'avions dit le coefficient de déteriamaest plus grand dans le modele a trois
variables que dans le modeéle a deux, ce qui esthpnt mathématique, mais ne garantit en
rien une meilleure adéquation du modéle aux doni&esevanche l'erreur type, estimation
de I'écart type des résidus est nettement pluefpdur le modéle a 2 variables que pour le
modeéle a 3 variables, ce qui confirme bien l'intétitle I'une des variables.

Analyse des résidus

Quand un modele est satisfaisant statistiguemeatomomiquement, il nous reste a vérifier
gue les hypothéses faites sur les résidus, la ibénlandépendance et I' homoscédasticité.
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L'indépendance n'est facilement vérifiable quegoesles variables sont temporelles, dans ce
cas le plus simple est de représenter sur un grapluartésien le résidu en t en fonction du
résidu en t-1 (on peut aussi utiliser la statistige Durbin-Watson).

On appelle résidu standardisés, les résidus dipaeberreur standard. L'option "enregistrer”
du menu régression linéaire de SPSS permet dedeéerariables associées aux résidus
standardisés ou non, ainsi que les valeurs prégitegennes) par le modele et I'intervalle de
confiance de cette moyenne.

Normalité et homoscédasticité des résidus
Pour vérifier I'indépendance, on pourra utilisegiaphique normal ou un histogramme, pour
I'hnomoscédasticité, plutét que de faire un graphianec chacune des variables explicatives, il
est plus simple de faire un graphique des résolusgsidus standardisés) en fonction des
estimations(¥, ),._. ce qui résume I'ensemble des graphiques. Surdélmeetenu pour

I'exemple, les deux graphiques sont les suivants :

Diagramme gaussien P-P de régression de Résidu

standardisé Variable dépendante : Ventes

Variable dépendante : Ventes
10 1750
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o
o
o
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024 3 2 1 a 1 2
Régression Résidu standardisé

0
0,0 0.2 04 06 0.8 1,0
Prob cum observée

Su le graphique de gauche, les points sont bignedisur la diagonale, il n'y a pas lieu de
remettre en cause la normalité des résidus, grafghique de gauche on ne remarque aucune
forme particuliére du nuage, qui est bien "équéitautour de I'axe des abscisses,
I'hnomoscédasticité ne semble pas non plus a rem@itcause.

Choix d'un modele de régression

En pratique, il est fréquent de se trouver fackisigurs modeles satisfaisant tant
statistiquement qu'économiquement, se pose al@®eme du choix du modéle. Nous
avons vu que le coefficient n'était pas un boncatiur pour choisir entre différents modeles,
guand le nombre de variables explicatives n'estqpag@me pour tous les modéles.

L'indicateur qui nous semble le plus approprié phaisir un modele est l'erreur type de
régression, elle donne une indication non biassgéa dispersion autour de la valeur
moyenne calculée par la partie déterministe du teotleest toutefois important de distinguer
entre un modele descriptif et un modéle prédistife modele est uniqguement descriptif (pour
valider une théorie par exemple), le modéle de dreierreur type s'impose, c'est celui qui
fournira le plus d'indications sur les variatiomsld variable a expliquer. En revanche, si le
modele est a usage prédictif, il sera importantsade prendre aussi en compte la facilité
gu'aura le décideur a prévoir la valeur des vagmbkplicatives, on aura alors tendance a
privilégier un modele ne faisant intervenir que dasables explicatives sous le contréle du
décideur.
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7.6.Les variables qualitatives dans le modéle dgassion

Trés souvent I'étude des variations d'une varialeepliquer peut se faire a I'aide de variables
guantitatives, par exemple les ventes d'un pratkigrande consommation dans une
population de points de points de ventes peuverpljuer par la région, le type de magasin;
le type de promotion du produit etc.. Nous prendr@xemple dont les données sont dans le
classeur Enseignes.xls : un fabricant distribuepteduits de jardinage sous trois enseignes
de magasin (codées de 1 a 3) et dans quatre rédjftérentes (codées de 1 a 4). Il a recueilli
les résultats de 25 magasins et voudrait détermsiri@nseigne et/ou la région ont une
influence significative sur les ventes :

Ventes | Enseigne Région Ventes | Enseigne Région

(100€) (100€)
266 2 3 103 1 1
179 3 4 261 3 3
178 3 2 360 2 2
112 1 1 324 2 2
117 1 1 463 2 4
107 1 1 260 1 1
265 3 4 215 3 3
146 1 1 384 2 2
279 2 4 121 1 1
171 1 1 125 3 1
233 1 1 214 1 4
365 3 3 144 1 2

Il est donc nécessaire de coder convenablemeniaciedbles pour pouvoir les utiliser dans
notre modele de régression. Il nous faudra enpomevoir décider si une variable qualitative
a une réelle influence sur les variations de |éabée a expliquer.

Le codage d'une variable qualitative — Les indicags.
Une variable qualitative organise les unités digties en catégories identifiees par une
modalité, qu'il est d'usage de coder numériquemhehtam, m étant le nombre de modalités.
Il n'est pas possible d'utiliser directement ceageg supposons en effet que ce soit le cas,
nous aurions alors le modéle théorique suivanhéefaisant intervenir que cette variable) :

Y, =B, + B,x+& oux prend les valeur2,...,m.

Ce qui impliquerait donc, en notapt la moyenne de la variab¥erestreinte a la sous
population présentant la modalité

=B+ Bty = By + 2Byl = By 1By, iy = By + MBy

ce qui signifie que les modalités sont ordonnéegittzfacon que ces moyennes soient
croissantes (s, est positif) ou décroissantes [&siest négatif), et que de plus la différence
entre deux moyennes pour de modalités consécudstaonstante (). Clairement ces
hypothéses ont peu de chances de se réaliseralpretitjue, il nous faut donc coder
differemment les variables explicatives qualitagividous devons isoler les influences de
chaque modalité sur les variations de la varialdrpiquer, il est alors naturel d'introduire
des variables indicatrices de chacune des modaidig=t a dire pour chaque modalité une
variable prenant la valeur 1 si l'individu statisie présente cette modalité, O sinon.
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Donc siX; est une variable qualitative présentarnnodalités on introduiren variables
indicatrices :

pourls jsm X; =1 si X;=m , X;; =0 sinon

Toutefois ce codage n'est pas encore parfait @gamesure ou les variables ainsi créées ne
sont pas indépendantes, mais sont liées par koreta

> Xy =1
j=1

ce qui signifie gu'un individu statistique présemte modalité et une seule. Un modéle de
régression incluant les m variables ne peut damcdgterminé, puisqu'il suffirait de

remplacer l'une des variables par I'opposé dentarsdes autres pour avoir un modéle
equivalent. Il nous faudra donc éliminer I'une goaljue de ces variables pour obtenir un
modeéle déterminable. Si toutes les variables iedwans le modéle prennent la valeur 0, ceci
signifie que l'individu pris en compte présentenladalité associée a la variable absente de la
régression.

Création des indicatrices sous SPSS
La création des indicatrices se fait sous SPSSiksaat le menu Transformer/Créer de
nouvelles variables. Il n'est bien sur utile deecrguem-1 indicatrices. Nous avons créer ici
les variables Enseignel, Enseigne2, Régionl, R2gRégion3.

Interprétation des coefficients du modele
Nous allons nous placer par le cas d'une seulablarexplicative qualitative a m modalités
X, représentées par m-1 variables indicatr(c)éﬁjsjsm_ldans la régression, le modele est

alors le suivant :
Y=B+B X+ B X+ B X +E

Les seules valeurs possibles podr sont 1 ou 0, mais une seule des variables aweptuson

nulle, si toutes les variables sont nulles, cecguiespond a I'appartenance a la modalité
absentan par exemple, la moyenng.. = f3,, si seule la variable indicatric€, est non nulle

la moyenne correspondante ggt= 3, + 3,, de maniere générale si seule la variakbleest
non nulle la moyenne correspondant a cette modasttg; = S, + 5, . Aux coefficients de la
régression on peut donc associer :

— Pour le coefficient constant : la moyenne de l@abde Y restreinte a la sous
population présentant la modalité absente. Cettaliié sera la modalité de
référence.

— Pour les autres coefficients : la difféerence degenaes entre variabMrestreinte
a la sous population présentant la modal@gla variableY restreinte a la sous
population présentant la modalité absente.

Le test partiel de Student revient donc a vérijiee les moyennes entre une modalité et la
modalité absente sont différentes. On a donc unérghsation du test de comparaison de
deux moyennes, vu dans le chapitre précédent. Napendant que I'hypothése
d'homoscédasticité des résidus revient a ne faitesk qu'en supposant les variances égales
sur chacune des sous populations.
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L'estimationb, est simplement la moyenne des valeur¥ geur les individus de
I'echantillon présentant la modalité absente, deenkestimationb, +b; est la moyenne des
valeurs deY pour les individus de I'échantillon présentannitzdalité;.

Sur notre exemple nous obtenons le tableau du medélant :

Coefficients #

Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modéle A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) 226,857 25,295 8,968 ,000
Enseignel -69,766 32,357 -,353 -2,156 ,043
Enseigne2 119,143 37,233 ,524 3,200 ,004

a. Variable dépendante : Ventes

La modalité de référence est la modalité 3, lamesions des moyennes des ventes dans les
magasins par enseigne sont les suivantes

- Enseigne 3 (constante de la régressipn: 226,86*100€=22 686€.

- Enseigne ](bO + bl) : (226,86-69,77)*100€ = 157,09*100€=15 709€

— Enseigne 1b, +b,) : (226,86+119,14)*100€ = 346,10*100€=34 610€
Comme tous leg sont significatifs au risque de premiére especgdeon peut donc

considérer qu'il y a une différence significativere les enseignes, qui seront classées dans
I'ordre croissant des ventes : Enseigne 1, Ens@ghaseigne 2.

Test de l'influence d'une variable qualitative
Si nous introduisons dans le modéle précédentdeables indicatrices de la région (des trois

premiéeres régions) nous obtenons le tableau du lmed#&ant :

Coefficients #

Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés

Modele A Erreur standard Béta t Sig.

1 (Constante) 235,559 37,096 6,350 ,000
Enseignel -21,465 45,861 -,109 -,468 ,645
Enseigne2 121,836 40,856 ,536 2,982 ,008
Régionl -66,740 47,968 -,334 -1,391 ,181
Région2 -26,367 43,623 -,109 -,604 ,553
Région3 10,732 47,196 ,041 ,227 ,823

a. Variable dépendante : Ventes
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Il y a dans le modéele, plusieurs variables indica non significatives marginalement. Nous
pourrions éliminer les unes apres les autres lgablas non significatives marginalement,
mais en faisant cela nous ne tiendrions pas cothptait que les variables ont une
signification "par bloc".

Principe du test

Comme nous l'avons fait pour une variable quantéat serait en fait plus intéressant de
pouvoir tester l'influence marginale d'une variajpalitative quand d'autres variables sont
dans la régression. Le probléme est ici différemtsda mesure ou nous serons conduits a
tester I'influence marginale d'un groupe de vaesifles variables indicatrices associées a la
variable qualitative) et non plus d'une seule \@e&aNous nous intéresserons ici au test de
I'influence d'un groupe da variables explicatives parmij que ces variables correspondent a
une variable qualitative ou non.

Pour simplifier les notations, et sans rien ped#rdéa généralité du propos, nous supposons
gue le groupe de variables dont nous voulons tester l'influencegimale sont lesn
dernieresX X ., X,. Le test se posera alors de la fagon suivante :

Ho & Bo-ms = Boemez == By
H, : OOLm| g, #0

Nous serons donc conduits a comparer deux modeles :

p-m+17 Y p-m+23 -

- Le modéle dit complet, comprenant fegariables explicatives. Nous noterons
respectivemerBCECet SCRCla somme des carrés expliguée et la somme des

carrés résiduel de ce modeleR& son coefficient de déterminaticBCT
désignera la somme des carrés totale qui est laerpénr tous les modeles.

- Le modéle dit partiel ne comprenant quedes premieres variables explicatives.
Nous noteronSCEPIla somme des carrés expliquée de ce modeson
coefficient de détermination.

Le principe du test sera identique a celui dugéstal : si lesn variables explicatives
supplémentaires ne sont pas plus intéressantdsgjuariables associees a la partie résiduelle
du modéle complet, autant les laisser dans cettie pBour juger de I'apport des m variables
explicatives supplémentaires, il suffit de prenclvsenme indicateur la diminution de la somme
des carrés due a leur introduction dans le modabeir, pouvoir le comparer aux résidus on
utilisera en fait la diminution moyenne par varabitroduite dans le modele. La statistique
gue nous utiliserons, appelée statistique de FRh#iel, sera alors :

(SCEC—SCE?/

FP = SCR M an divisant numérateur et dénominateur par SCadbtient une
(n-p-1)
(R? - Ré)/
m .

définition équivalente souvent utilisée dans lgfdture statistiquéP = (1 R )
(h-p-1)

Sous I'nypothese nulle cette statistique suit aned Fisher-Snedecor en(n-p-) degrés de

liberté, comme pour la statistique F globale, gette I'hypothéseél, si la valeur observée est
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suffisamment grande, la valeur critigbagest déterminée en fonction du risque de premiére
espécer par la formuleprob(FS(m,n— p-1) > F,) = a . Nous utiliserons le niveau de
signification définie en fonction de la valeur oh&ee pour la statistique sur I'échantilléR. :
ns= prob(FS(m,n- p-1) > FP,). Si ce niveau est inférieurd I'hypothéseH, est rejetée.

Remarques :

- Dans le cas particuliem = p, on retrouve le test global de la régression.

- Dans le casn=1, on retrouve le test marginal sous une autre foongeut en
effet démontrer les deux résultats suivatit = FP, et la loi de Fisher-Snedecor
a (1n-p-1) degrés de liberté est égale au carré de lel@tddent &-p-1 degrés

de liberté.

Tableau d'analyse de la variance

Il est d'usage de présenter le résultat du tedip#ableau, permettant I'analyse marginale de
deux groupes de variables. Supposons que Vesiables explicatives soient divisées en deux
groupesGy, etGy.,m de variables contenant respectivenmarmt p-mvariables. Nous noterons
SCE, la somme des carrés expliquée par le groupa dariables eSCE,.m celle du groupe
dep-myvariables. Le tableau dit d'analyse de la variagcprésente sous la forme suivante :

Source | Somme des DL Carré Moyen F ns =Prob >F
Carrés
Complet [SCEC P SCEC_ o\ _ SME | problF,, , > f,)
p ¢ SCRN
Gn [SCECSCEm m [S, _ g, o~ SMu | problF,,._,. > f°)
= Sm m "| »  SCRN
Gy [ SCECSCR| P=M [ s, _ s _SMy |problF, ., ps > 17 )
=Som p-m P P SCRN
IRésidus [SCRC n-p-1| SCRC — SCRM
n-p-1
Totale SCT n-1

La premiére ligne du tableau correspond a l'analgsia variance du modéle complet, elle
permet de tester l'influence globale des variablgdicatives, les deux lignes suivantes
permettent de tester l'influence marginale de chales groupes de variablgs etGy.y, Si

I'un des deux niveaux de signification est supéréea, ce groupe de variables peut étre 6té de

la régression.

Mise en oeuvre sous SPSS

Sous SPSS, on utilisera dans le menu Analyse uke m@nu Modele Linéaire

Geénéral/univarié. La variable dépendante est @bk a expliquer, les facteurs fixes sont les
variables qualitatives non recodées, les cofactsumtles variables quantitatives explicatives
(ici aucune). Dans l'option modéle on ne demangesad’interaction :
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& Univarié x| & Univarié - Modéle
“ariable dépendante : ‘ Modle | Spécifier le modéle
bt & Wentes S () Factoriel complet ( 23
i Contrastes...
Gb En’St.algne2 Facteur(s) fixels): ‘ — | Facteurs et covariahles hiodéle :
:55 229:2:12 —— | & Enseigre ‘ Diagrammes.. | I# Enseigne Enseigne
’Q | - | & Région ‘ ot e | L Région Région
&5 Région3 — S
. Erregigtrer... Terme(s) construit(s)
Facteur(s) aléatoirs(s) : ‘ s | T
— Options /-
| N | _ optors | [Ettets principaws |
B3
Covariahlels) : —
|—» Paids VLS :
R Somime des Cates || Typal ‘ Inclure une constante su modéle
ok || coler | Rantisiser || morwer || sige T | |

Ce qui donne les valeurs (modéle corrigé prenacsbemte enseigne et région) :

Tests des effets inter-sujets

Variable dépendante:Ventes

Somme des Moyenne des
Source carrés de type llI ddl carrés D Sig.
Modele corrigé 150023,457% 5 30004,691 6,536 ,001
Enseigne 53141,374 2 26570,687 5,788 ,011
Région 11427,890 3 3809,297 ,830 ,495
Erreur 82627,876 18 4590,438
Total corrigé 232651,333 23

a. R deux =,645 (R deux ajusté = ,546)

On constate sur ce tableau que la variable Rédgigoautun apport marginal significatif,
puisque son niveau de signification est de 50%renyires largement supérieur au risque
habituel de 5%.

Comme nous avons vu plus haut que le modéle Vé&mssigne était valable statistiquement
nous ne garderons que la variable qualitative Bnsei

7.7.La régression pas a pas

Pour un nombre donmngde variables explicatives candidates pour un neodélrégression
linéaire, le nombre de modele possible est égabaubre de parties non vides d'un ensemble
ap éléments soit?21, pourp=5 cela fait déja 31 modéles possibles, parmi lelsqufaudra
choisir un ou plusieurs modeles statistiguemegatehomiquement valable. Il serait donc
utile d'avoir une méthode systématique permettabtehir un bon modéle.

Principe de la méthode

Dans la mesure ou il n‘existe pas de critere raébpermettant de dire si un modele est
meilleur qu'un autre, il n'est pas ici questiorptifmisation, mais simplement d'obtenir un
modele valable statistiqguement. Les méthodes pteindre ces résultats sont des méthodes
pas a pas reposant sur la statistique t de Stuglehfaque étape on introduit la variable la plus
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marginalement significative ou on retire la varala moins significative. Nous n'exposerons
ici que la méthode la plus "naturelle”, la procé&ddescendante ou "backward".

La méthode retire a chaque étape une variable di¢l@construit a I'étape précédente. Au
début de l'algorithme Igsvariables sont présentes dans le modele. Undewsibrtiea est

fixé qui correspond a la valeur maximale du nivedatsignification d'une variable pour qu'elle
soit conservée dans la régression ( ou ce quinegie méme une valeur minimaletge

A l'étape Kk, si toutes les variables du modéleuoniveau de signification supérieunala
méthode s'arréte et le modele est conservé ; giaoni les variables qui ont un niveau de
signification inférieur ar, on élimine la variable ayant le plus grand nivdatsignification et
on itére la procédure.

La procédure s'arrétera donc lorsque I'une des dendtitions suivante sera vérifiée :
» Toutes les variables sont retirées du modele

» Les variables présentes dans le modéle ont toutesseau de signification
Supérieur ar.

Bien évidemment, le modéle final dépend de la vadeuseuil retenu, plus ce seuil est faible,
moins il restera de variables dans le modéle final.

Cette procédure n'est en rien optimale, elle neetgamais en cause I'élimination d'une
variable. Or il est possible qu'une variable gét@sortie du modéle au cours des premieres
étapes, du fait de sa corrélation a d'autres Magatu modele, se trouve finalement avoir un
apport marginal significatif par rapport au mod@hal, dans la mesure ou certaines des
variables corrélées ont été éliminées apres elle.

Un exemple
Nous avons déja vu une illustration de cette métaadparagraphe 0 pour le premier
exemple, il était possible de pratiquer cette piace car les données étaient bien disposées
pour I'élimination de la variable non significatiqpi ne séparait I'ensemble des variables
explicatives. Nous allons illustrer cette méthodels deuxieme exemple, les ventes en
fonction des enseignes et des régions, en prenaigque de premiére espéeze5%. Dans la
boite de dialogue régression de SPSS, nous clarisiskns le bloc de variables explicatives
(ou indépendantes) la méthode descendante.

Le listing produit est composé des éléments susvant
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La liste de la variable éliminée a chaque étape :

Variables introduites/supprimées b

Variables Variables
Modéle introduites supprimées Méthode
1 Région3, . Entrée
Enseigne2,
Région2,
Enseignel,
Région1?
2 . Région3 Elimination descendante (critere : Probabilité de F
pour éliminer >=,100).
3 . Enseignel Elimination descendante (critere : Probabilité de F
pour éliminer >=,100).
4 . Région2 Elimination descendante (critere : Probabilité de F
pour éliminer >=,100).

a. Toutes variables requises saisies.

b. Variable dépendante : Ventes
Les caractéristiques de chaque modéle (on peurgerague le Rdiminue, mais ni le R

ajusteé, ni I'erreur standard) :

Récapitulatif des modeles

Erreur standard
Modéle R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation
1 ,803% ,645 ,546 67,753
2 ,802b ,644 ,569 66,040
3 ,799° ,638 ,584 64,883
4 ,789¢ 623 587 64,642

a. Valeurs prédites : (constantes), Région3, Enseigne2, Région2,
Enseignel, Régionl

b. Valeurs prédites : (constantes), Enseigne2, Région2, Enseignel,
Régionl

c. Valeurs prédites : (constantes), Enseigne2, Région2, Régionl

d. Valeurs prédites : (constantes), Enseigne2, Régionl
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Les différents tableaux d’analyse de la variance :

ANOVA®
Somme des Moyenne des
Modele carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 150023,457 5 30004,691 6,536 ,001%
Résidu 82627,876 18 4590,438
Total 232651,333 23
2 Régression 149786,081 4 37446,520 8,586 ,000°
Résidu 82865,253 19 4361,329
Total 232651,333 23
3 Régression 148454,479 3 49484,826 11,755 ,000°
Résidu 84196,854 20 4209,843
Total 232651,333 23
4 Régression 144900,958 2 72450,479 17,339 ,000¢
Résidu 87750,375 21 4178,589
Total 232651,333 23

a. Valeurs prédites
b. Valeurs prédites
c. Valeurs prédites

d. Valeurs prédites

e. Variable dépendante : Ventes

Enfin les différents modéles, ou il est possibleateouver la démarche "backward" :

: (constantes), Enseigne2, Régionl

: (constantes), Enseigne2, Région2, Enseignel, Régionl

: (constantes), Enseigne2, Région2, Régionl
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Coefficients 2

Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés

Modele A Erreur standard Béta t Sig.

1 (Constante) 235,559 37,096 6,350 ,000
Enseignel -21,465 45,861 -,109 -,468 ,645
Enseigne2 121,836 40,856 ,536 2,982 ,008
Régionl -66,740 47,968 -,334 -1,391 ,181
Région2 -26,367 43,623 -,109 -,604 ,553
Région3 10,732 47,196 ,041 ,227 ,823

2 (Constante) 241,224 26,791 9,004 ,000
Enseignel -23,975 43,389 -121 -,553 ,587
Enseigne2 119,987 39,026 ,528 3,074 ,006
Régionl -70,147 44,416 -,351 -1,579 ,131
Région2 -30,421 38,808 -,125 -,784 ,443

3 (Constante) 236,229 24,778 9,534 ,000
Enseigne2 126,979 36,271 ,558 3,501 ,002
Régionl -86,729 32,170 -,434 -2,696 ,014
Région2 -34,417 37,460 -,142 -,919 ,369

4 (Constante) 227,625 22,854 9,960 ,000
Enseigne2 118,375 34,911 ,521 3,391 ,003
Régionl -78,125 30,662 -,391 -2,548 ,019

a. Variable dépendante : Ventes

Le dernier modele est a la fois valide globalenstmharginalement, il est donc acceptable
statistiguement.

Remarques :

Le modéle obtenu par régression pas a pas backvesidpas le méme que celui
obtenu par analyse du F partiel.

La variable explicative Régionl n'était pas siguifive dans les deux premieres
étapes du processus, ceci était du a une fortélatan entre cette variable et la
variable Enseignel, c'est ce qui explique le rasiilial : les enseignes sont en fait
un facteur explicatif des variations des ventesa $gion apparait ici c'est
uniquement du a un biais qui est la sur reprédentde I'enseigne 1 dans la
régionl.
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Un dernier tableau donne pour chaque régressivalildité éventuelle de chacune des
variables qui ont été exclues, si elle était intibdans le modéle de cette étape. La tolérance
est une indication de colinéarité entre la varidlales régression et I'ensemble des variables
dans la régression :

Variables exclues

d

Statistiques de

Corrélation colinéarité

Modele Béta dans t Sig. partielle Tolérance
2 Région3 ,0412 227 ,823 ,054 ,618
3 Région3 ,06lb ,358 124 ,082 ,656
Enseignel -,121b -,553 ,587 -,126 ,389
4 Région3 ,109¢ ,726 476 ,160 ,813
Enseignel -,153° -,718 481 -,159 ,403
Région2 -,142° -,919 ,369 -,201 , 758

a. Valeurs prédites dans le modeéle : (constantes), Enseigne2, Région2, Enseignel, Régionl

b. Valeurs prédites dans le modéle : (constantes), Enseigne2, Région2, Régionl

c. Valeurs prédites dans le modeéle : (constantes), Enseigne2, Régionl

d. Variable dépendante : Ventes
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La régression linéaire

8. Exercices de regression linéaire

8.1. Régression simple : Prix des forfaits de ski (Fibrgav)
On veut étudier le prix des forfaits en fonction'deendue en kms du domaine skiable. On a
relevé un échantillon de 42 stations :

Station Kms Prix Station Kms Prix
Auron 135 km 125 € Morillon 145 km 154 €
Ax les thermes 75 km 140 € Morzine 107 km 141 €
Chatel 83 km 140 € Orcieres Merlette 100 km 126 €
Isola 2000 120 km 125 € Praloup 180 km 136 €
La Clusaz 128 km 150 € Praz sur arly 120 km  115€
La Joue du Loup 100 km 143 € Risoul 180 km 149 €
La Mongie 100 km 150 € Saint Jean d'Arves 90 km 129€
La Norma 65 km 115 € Saint Lary soulan 100 km 166 €
La Plagne 225 km 192 € Saint Sorlin 120 km 132 €
La Rosiéere 150 km 161 € Samoens 265km 187 €
La Tania 150 km 174 € Serre Chevalier 250 km 281 €
Le Corbier 90 km 125.5 Superdévoluy 100 km 143 €
Le grand bornand 82km 121 € Valcenis 80 km 126 €
Les 2 Alpes 220 km 172 € Val d'Allos 180 km 141 €
les Arcs 200 km 198 € Val thorens 140 km 169 €
les Menuires 160 km 169 € Valfréjus 65 km 110 €
Les Orres 88 km 122 € Valloire/Valmeinier 150 km 140 €
les saisies 62 km 142 € Valmorel 150 km 175 €
Méribel 150 km 178 € Vars 180 km 149 €
Molines 38 km 107 € Vaujany 32 km 116 €
Montgenevre 100 km 144 € Villard de Lans 125 km 134 €

Analyse de I'ensemble du fichier
En utilisant les annexes 1, 2, 3:

1) L’hypothese d’une liaison linéaire vous semblel¢-edaliste ?
2) Analyser les résultats de la régression simplmtetpréter les coefficients.
3) Analyser les résidus standards.

Analyse sans Serre Chevalier
Un statisticien propose de faire I'analyse sarstdtion Serre Chevalier (pourquoi ?)

Les résultats vous sont donnés en annexe 4.

1) Analyser les résultats et interpréter les résul@teels serait la prévision ponctuelle
pour Serre Chevalier ?

2) Donner un intervalle de confiance des coefficiéatsdegré de confiance de 0,95).
Qu’en concluez-vous ?
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La régression linéaire

Annexe 1 — Graphique et corrélation

3004

2504
Corrélations
00 Prix Km
Prix 1 , 756
1504 Km ,756 1
100 T T T
] 100 200 300
Km
Annexe 2 — Résultats de la régression
Récapitulatif du modéle
Erreur standard
Modéle R-deux R-deux ajusté | de I'estimation
1 , 756 571 ,560 20,594
ANOVA
Somme des Moyenne des
Modele carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 22596,541 1 22596,541 53,280 ,000
Résidu 16964,418 40 424,110
Total 39560,958 41
Coefficients
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) 92,366 8,247 11,200 ,000
Km 434 ,059 , 756 7,299 ,000
Annexe 3 - Résidus
Station Résidus StandardsStation Résidus Standards
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Auron

AXx les thermes
Chatel

Isola 2000

La Clusaz

La Joue du Loup
La Mongie

La Norma

La Plagne

La Rosiére

La Tania

Le Corbier

Le grand bornand
Les 2 Alpes
les Arcs

les Menuires
Les Orres

les saisies
Méribel
Molines
Montgenevre

-25,91106
15,10917

11,6398 0,56521 Orcieres Merlette

-19,406
2,12464
7,26741
14,26741
-5,55413
2,05861
3,58389
16,58389
-5,89589

La régression linéaire

-1,25819 Moirillon
0,73367 Morzine

-0,94232 Pra loup

0,10317 Praz sur arly

0,35289 Risoul

0,6928 Saint Jean d'Arves

-0,2697 Saint Lary soulan
0,09996 Saint Sorlin

0,17403 Samoens

0,80528 Serre Chevalier
-0,28629 Superdévoluy

-6,92653 -0,33634 Val cenis

-15,77304 -0,76591 Val d'Allos
18,90037 0,91776 Val thorens

7,24718

0,35191 Valfréjus

-8,52855 -0,41413 Valloire/Valmeinier

22,74688
20,58389
-1,84503

8,26741 0,40145 Villard de Lans

1,10454 Valmorel
0,99951 Vars
-0,08959 Vaujany

Diagramme gaussien des résidus standardisés

Prob cum théorique

0.2

-1,24776
2,23171
-9,73259

-34,42623

-29,406

-21,42623

-2,39589
30,26741
-12,406
-20,28821
80,21685
7,26741

-1,05919

-29,42623

15,92059

-10,55413
-17,41611

17,58389

-21,42623

9,75699

-12,57435

0,5

o
i

=
T
1

0,0 0.2

04 06

Prob cum observée

Annexe 4 — Régressions sans Serre Chevalier

Récapitulatif des modeéles
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La régression linéaire

Erreur standard

Modele R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation
1 , 749 ,560 ,549 15,539
ANOVA
Somme des Moyenne des

Modéle carrés ddi carrés D Sig.
1 Régression 12001,429 1 12001,429 49,707 ,000

Résidu 9416,376 39 241,446

Total 21417,805 40

Coefficients

Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) 102,354 6,474 15,810 ,000
Km ,338 ,048 749 7,050 ,000]

8.2.L'entreprise Elec (Elec.sav)
L'entreprise Elec vend du matériel électrique ehsite évaluer lI'importance relative de
l'influence de ses vendeurs et des prix sur seeyeRour faire cette évaluation, l'entreprise a
réparti ses clients en un certain nombre de zoéegrgphiques. Pour chacune de ces zones,
les variables suivantes ont été mesurées :

* Lesventes

* Le nombre de vendeurs pour la zone

* La moyenne des prix facturés par I'entreprise datte zone

» La moyenne des prix facturés par la concurrence dette zone

» L'indice des prix dans cette zone; l'indice 100€tande de la France
métropolitaine.

Les données ont éteé recueillies sur 18 zones. @rdpa pour toutes les questiars0,01
comme risque de premiére espece.

1) Analyser la matrice de corrélations données enxane

2) Quelle est la meilleure variable explicative, pisg#ément? Quel est le meilleur couple
de variables explicatives?

3) Que pensez vous des résultats de la régressionéaeni@vec les quatre variables
explicatives)? En particulier, le modele est-ilida? Quelles sont les variables dont la
significativité peut étre affirmee ?

Pagel03



La régression linéaire

4) Comment expliquez-vous que certaines variablesfgigtives dans un modeéle a deux
variables ne le soient plus dans le modéle a quatrables?
5)
a) Comment est choisie la premiere variable explieatig la méthode "Stepwise"?
b) Etla seconde?
c) Pourquoi le modele "Stepwise” ne comporte-t-il daax variables?
6) Quel est le meilleur modeéle possible, en foncties dariables explicativesdisponibles?

Annexe 1 — Tableau des corrélations et graphiques

Ventes Vendeurs Pri_ent Pri_conc ind_prix
Ventes 1 969" 954" 966" 962"
Vendeurs 969" 1 889" ,906" ,906"
Pri_ent 954" 889" 1 ,098" ,098"
Pri_conc 966" ,906" ,998" 1 ,098"
ind_prix 962" ,906" 998" ,998" 1
500 8 ° o0

4007
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T
15 20

Vendeurs
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La régression linéaire

Régressions a une seule variable

Variable explicative : Vendeurs

Récapitulatif des modeéles

Erreur standard

Modele R R-deux R-deux ajusté | de l'estimation
1 ,969% ,939 ,935 39,670
a. Valeurs prédites : (constantes), Vendeurs
ANOVA"
Somme des Moyenne des
Modele carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 384514,013 1 384514,013 244,332 ,000?
Résidu 25179,765 16 1573,735
Total 409693,778 17
a. Valeurs prédites : (constantes), Vendeurs
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients °
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) -21,634 23,544 -,919 372
Vendeurs 13,018 ,833 ,969 15,631 ,000
a. Variable dépendante : Ventes
Variable explicative : prix de I'entreprise
Récapitulatif des modeéles
Erreur standard
Modele R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation
1 ,954% ,910 ,905 47,904
a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_ent
ANOVA"
Somme des Moyenne des
Modele carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 372976,916 1 372976,916 162,531 ,000?
Résidu 36716,861 16 2294,804
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Total

La régression linéaire

409693,778|

17] |

a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_ent

b. Variable dépendante : Ventes

Coefficients

a

Coefficients non standardisés

Coefficients

standardisés

Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) -35,263 29,785 -1,184 ,254

Pri_ent 6,195 ,486 ,954 12,749 ,000
a. Variable dépendante : Ventes

Variable explicative : Prix de la concurrence

Récapitulatif des modeles
Erreur standard
Modéle R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation
1 ,966° ,933 ,929 41,501
a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_conc
ANOVA®
Somme des Moyenne des

Modeéle carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 382135,883 1 382135,883 221,867 ,000?

Résidu 27557,895 16 1722,368

Total 409693,778 17
a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_conc
b. Variable dépendante : Ventes

Coefficients °
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés

Modéle A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) -6,783 23,783 -,285 779

Pri_conc 5,835 ,392 ,966 14,895 ,000

a. Variable dépendante : Ventes

Variable explicative : indice des prix

Récapitulatif des modeles
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La régression linéaire

Erreur standard

Modele R R-deux R-deux ajusté | de l'estimation
1 ,962° ,926 921 43,525
a. Valeurs prédites : (constantes), ind_prix
ANOVA"
Somme des Moyenne des
Modeéle carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 379382,724 1 379382,724 200,261 ,000?
Résidu 30311,053 16 1894,441
Total 409693,778 17
a. Valeurs prédites : (constantes), ind_prix
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients *
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) -49,024 27,767 -1,766 ,097
ind_prix 1,922 ,136 ,962 14,151 ,000
a. Variable dépendante : Ventes
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La régression linéaire

Annexe 3 : Régressions a 2 variables explicatives

Récapitulatif des modeles

Modele

R

R-deux

R-deux ajusté

Erreur standard

de l'estimation

1

,990°

,980

977

23,545

a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_ent, Vendeurs

ANOVA"
Somme des Moyenne des
Modele carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 401378,056 2 200689,028 362,005 ,000?
Résidu 8315,721 15 554,381
Total 409693,778 17
a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_ent, Vendeurs
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients *
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modéle A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) -47,480 14,739 -3,222 ,006
Vendeurs 7,726 1,079 ,575 7,158 ,000
Pri_ent 2,876 ,522 ,443 5,515 ,000

a. Variable dépendante : Ventes

Récapitulatif des modeles

Modele

R

R-deux

R-deux ajusté

Erreur standard

de l'estimation

1

,991%

,982

,979

22,258

a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_conc, Vendeurs
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ANOVA®
Somme des Moyenne des

Modéele carrés ddi carrés D Sig.

1 Régression 402262,635 2 201131,317 405,990 ,000?
Résidu 7431,143 15 495,410
Total 409693,778 17

a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_conc, Vendeurs

b. Variable dépendante : Ventes

Coefficients ®
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés

Modele A Erreur standard Béta t Sig.

1 (Constante) -30,728 13,297 -2,311 ,035
Vendeurs 7,034 1,104 ,523 6,374 ,000
Pri_conc 2,970 496 ,492 5,985 ,000

a. Variable dépendante : Ventes

Récapitulatif des modeles
Erreur standard

Modele R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation

1 ,989° ,978 ,976 24,245

a. Valeurs prédites : (constantes), ind_prix, Vendeurs

ANOVA"
Somme des Moyenne des

Modele carrés ddl carrés D Sig.

1 Régression 400876,703 2 200438,351 340,995 ,000?
Résidu 8817,075 15 587,805
Total 409693,778 17

a. Valeurs prédites : (constantes), ind_prix, Vendeurs

b. Variable dépendante : Ventes
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La régression linéaire

Coefficients 2

Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) -51,655 15,473 -3,338 ,004
Vendeurs 7,271 1,202 ,541 6,047 ,000
ind_prix ,943 ,179 472 5,276 ,000
a. Variable dépendante : Ventes
Récapitulatif des modeles
Erreur standard
Modele R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation
1 ,979% ,958 ,952 34,056
a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_conc, Pri_ent
ANOVA®
Somme des Moyenne des
Modéele carrés ddi carrés D Sig.
1 Régression 392296,763 2 196148,382 169,122 ,000?
Résidu 17397,015 15 1159,801
Total 409693,778 17
a. Valeurs prédites : (constantes), Pri_conc, Pri_ent
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients ?
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) 80,894 35,473 2,280 ,038
Pri_ent -16,464 5,562 -2,536 -2,960 ,010
Pri_conc 21,128 5,177 3,497 4,081 ,001

a. Variable dépendante : Ventes
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La régression linéaire

Récapitulatif des modeles

Modele

R

R-deux

R-deux ajusté

Erreur standard

de I'estimation

1

,968°

,937

,929

41,440

a. Valeurs prédites : (constantes), ind_prix, Pri_ent

ANOVA®
Somme des Moyenne des
Modele carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 383934,960 2 191967,480 111,787 ,000?
Résidu 25758,818 15 1717,255
Total 409693,778 17
a. Valeurs prédites : (constantes), ind_prix, Pri_ent
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients *
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) -67,250 28,709 -2,342 ,033
Pri_ent -11,291 6,935 -1,739 -1,628 ,124
ind_prix 5,390 2,134 2,698 2,526 ,023

a. Variable dépendante : Ventes

Récapitulatif des modeles

Modele

R

R-deux

R-deux ajusté

Erreur standard

de I'estimation

1

,966°

,933

,924

42,743

a. Valeurs prédites : (constantes), ind_prix, Pri_conc
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ANOVA®
Somme des Moyenne des
Modéele carrés ddi carrés D Sig.
1 Régression 382288,695 2 191144,348 104,622 ,000?
Résidu 27405,082 15 1827,005
Total 409693,778 17
a. Valeurs prédites : (constantes), ind_prix, Pri_conc
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients *
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) 6,387 51,710 124 ,903
Pri_conc 7,567 6,000 1,252 1,261 ,227
ind_prix -574 1,983 -,287 -,289 776

a. Variable dépendante : Ventes

8.3.Les stylos Runild (Runild.sav)

Dans le cadre d'une étude sur l'efficacité commakrde I'entreprise Le responsable des

études a recueilli les informations suivantes :

Chaque trimestre les grossistes sont évalués suéahrelle de 1 a 4. La valeur 4 indiquant
gue le grossiste est jugé trés bon, la valeur grassiste jugé tres mauvais. Dans chaque zone
la publicité est faite essentiellement par la prdssale et la distribution a domicile. Le

grossiste et peut varier d'une zone a l'autre.

classeur Runild.xls donne pour les 40 zones gébgraes :

— Le volume des ventes mensuelles

— Le nombre mensuel de page de publicité

— Le nombre de représentants de I'équipe commerciale

— La note de qualité attribuée au grossiste
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La régression linéaire

1) Etude des ventes en fonction des deux variableicpgélet nombre de représentant.
a) Le modéele de régression linéaire vous sembledapté?

b) Quelle est l'influence de chacune des variablee méparément sur les variations des
ventes?

c) Le modéle a deux variables est-il valide statigtigant et @conomiquement?

d) Sachant que le colt mensuel moyen d'un représezgtide 2000€ et le colt moyen
d'une page de publicité de 650€, pour quelle mangtaire sur le produit est-il plus
intéressant d'embaucher un représentant ou deufaéreage de publicité
supplémentaire.

2) Etude des ventes en fonction de la qualité du gptess

a) Le chargé d'étude considére que la note de qesliténe variable quantitative et
procede a une régression simple sur cette variAblayser les résultats obtenus.

b) Le directeur commercial n'est pas d'accord, il pepge I'on doit considérer cette
variable comme qualitative a quatre modalitésethdnde de procéder a une étude en
prenant la modalité 4 comme modalité de référefnalyser les résultats. En prenant
un risque a de 0,05 peut considérer que les méddiet 4 sont différentes? Qu'en
conclure?

c) Quel modéle explicatif des variations des ventefeation de la qualité du grossiste
vous parait le mieux adapté?

3) Analyser le modéle construit avec les trois vagabl
Représentations graphiques
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1200

1000

800

Ventes

800

400+

200+

d

7T

T T
Trés mauvais Mauvais

T T
Bon Trés Bon

Qualité Grossiste

Régression a 1 variable quantitative

Récapitulatif des modeles

Modele

R R-deux

R-deux ajusté

Erreur standard

de l'estimation

1

,744°

,554

,542

207,907

a. Valeurs prédites : (constantes), Pages de Publicité

ANOVA®
Somme des Moyenne des
Modéele carrés ddi carrés D Sig.
1 Régression 2040677,624 1 2040677,624 47,210 ,000?
Résidu 1642561,876 38 43225,313
Total 3683239,500 39
a. Valeurs prédites : (constantes), Pages de Publicité
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients °
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) 172,902 90,432 1,912 ,063
Pages de Publicité 53,105 7,729 744 6,871 ,000

a. Variable dépendante : Ventes
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Récapitulatif des modeéles

Modele

R

R-deux

R-deux ajusté

Erreur standard

de I'estimation

1

,801°

,642

,633

186,182

a. Valeurs prédites : (constantes), Nombre Repr.

ANOVA"
Somme des Moyenne des
Modeéle carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 2366018,184 1 2366018,184 68,256 ,000?
Résidu 1317221,316 38 34663,719
Total 3683239,500 39
a. Valeurs prédites : (constantes), Nombre Repr.
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients *
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modéle A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) -17,775 97,684 -,182 ,857
Nombre Repr. 155,460 18,817 ,801 8,262 ,000

a. Variable dépendante : Ventes
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La régression linéaire

Récapitulatif des modeéles

Erreur standard

Modele R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation

1 ,872° ,761 , 755 152,220

a. Valeurs prédites : (constantes), Qualité Grossiste

ANOVA"
Somme des Moyenne des
Modeéle carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 2802742,540 1 2802742,540 120,959 ,000?
Résidu 880496,960 38 23170,973
Total 3683239,500 39
a. Valeurs prédites : (constantes), Qualité Grossiste
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients *
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modéle A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) 58,305 67,489 ,864 ,393
Qualité Grossiste 271,939 24,726 872 10,998 ,000

a. Variable dépendante : Ventes

Regression a 2 variables (Publicité, Représentants)

Récapitulatif des modeéles

Erreur standard

Modele R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation

1 ,828° ,685 ,668 177,091

a. Valeurs prédites : (constantes), Nombre Repr., Pages de Publicité
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ANOVA®
Somme des Moyenne des
Modele carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 2522878,407 2 1261439,204 40,223 ,000?
Résidu 1160361,093 37 31361,111
Total 3683239,500 39
a. Valeurs prédites : (constantes), Nombre Repr., Pages de Publicité
b. Variable dépendante : Ventes
Coefficients *
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.
1 (Constante) -32,463 93,146 -,349 729
Pages de Publicité 22,734 10,165 ,319 2,236 ,031
Nombre Repr. 108,366 27,636 ,559 3,921 ,000
a. Variable dépendante : Ventes
Régression qualité du grossiste (qualitatif, toutesmodalités )
Récapitulatif des modeéles
Erreur standard
Modele R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation
1 ,928% ,862 ,850 118,876
a. Valeurs prédites : (constantes), Bon, Trés Mauvais, Mauvais
ANOVA"
Somme des Moyenne des
Modeéle carrés ddl carrés D Sig.
1 Régression 3174504,930 3 1058168,310 74,880 ,000%
Résidu 508734,570 36 14131,516
Total 3683239,500 39

a. Valeurs prédites : (constantes), Bon, Trés Mauvais, Mauvais

b. Variable dépendante : Ventes

Pagell’



La régression linéaire

Coefficients #

Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés

Modele A Erreur standard Béta t Sig.

1 (Constante) 1028,000 44,931 22,880 ,000
Trés Mauvais -690,000 63,542 -,864 -10,859 ,000
Mauvais -510,818 57,476 -, 752 -8,888 ,000
Bon -40,067 54,414 -,064 -,736 ,466

a. Variable dépendante : Ventes

Régression qualité du grossiste (3 modalités)
Récapitulatif des modeles
Erreur standard

Modéle R R-deux R-deux ajusté | de I'estimation

1 ,927° ,860 ,852 118,138

a. Valeurs prédites : (constantes), Mauvais, Trés Mauvais

ANOVA®
Somme des Moyenne des

Modéele carrés ddi carrés D Sig.

1 Régression 3166843,091 2 1583421,545 113,453 ,000?
Résidu 516396,409 37 13956,660
Total 3683239,500 39

a. Valeurs prédites : (constantes), Mauvais, Trés Mauvais

b. Variable dépendante : Ventes

Coefficients ®
Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés

Modele A Erreur standard Béta t Sig.

1 (Constante) 1000,682 25,187 39,730 ,000
Trés Mauvais -662,682 51,266 -,830 -12,926 ,000
Mauvais -483,500 43,625 -, 711 -11,083 ,000

a. Variable dépendante : Ventes
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Régression avec 3 variables (qualité grossiste gatie)

Récapitulatif des modeles

Modele

R R-deux

R-deux ajusté

Erreur standard

de l'estimation

1

,994%

,989

,987

34,761

a. Valeurs prédites : (constantes), Mauvais, Pages de Publicité, Trés

Mauvais, Nombre Repr.

ANOVA®
Somme des Moyenne des
Modéle carrés ddi carrés D Sig.
1 Régression 3640948,817 4 910237,204 753,317 ,000?
Résidu 42290,683 35 1208,305
Total 3683239,500 39

a. Valeurs prédites : (constantes), Mauvais, Pages de Publicité, Trées Mauvais, Nombre Repr.

b. Variable dépendante : Ventes

Coefficients 2

Coefficients
Coefficients non standardisés standardisés
Modele A Erreur standard Béta t Sig.

1 (Constante) 568,102 27,004 21,038 ,000
Pages de Publicité 22,880 2,053 321 11,146 ,000
Nombre Repr. 24,835 6,215 ,128 3,996 ,000
Trés Mauvais -489,047 17,856 -,612 -27,388 ,000
Mauvais -374,904 15,340 -,552 -24,440 ,000

a. Variable dépendante : Ventes
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La régression linéaire

8.4.Produits frais (fichier pfrais.xIs)

On a mis a votre disposition les données concedtapbints de ventes (constituant un
échantillon représentatif) pour faire une étudelesiventes de yaourt de difféerentes marques.
Une unité statistique étant constituée d’une maveguelue dans un magasin.
Les données recueillies concernent les variablesisies :

» Chiffre d’affaires du produit en KF

* Budget publicitaire régional du magasin en KF

« Distribution en valeur (DV)pour la marque dans la zone de chalandise coreerné

(entre O et 1)

» Prix moyen du Kg de produit dans le magasin pouandaque concernée en F

e Marque du produit (codée de 1 a 4)

* Région du magasin (codée de 1 a 5)
Votre objectif est de déterminer un modéle explicat Chiffre d’affaires.

Etude des variables quantitatives

Dans un premier temps, on n'utilisera que les tvairsables explicatives quantitatives
(Publicité, DV, Prix moyen). Apres avoir effect@s 4 régressions linéaires de la variable
Ventes (Chiffre d’affaires) en fonction d'au modeux des variables explicatives, répondre
aux questions suivantes.

Analyse du modele a 3 variables
Quelle est la validité statistique et économiquerthaele ?
Analyse des modéles a deux variables

Analyser rapidement les modéles a 2 variables exfplies. Quelles remarques pouvez-
vous faire ? Quel est le meilleur modeéle a 2 véemB Utiliser ce modéle pour faire une
estimation du chiffre d’affaires espéré avec lesndes suivantes :

» Budget Publicitaire 100KF

» DVde0,95

* Prix moyen du Kg : 8F

Choix d'un modele

Quel est pour vous le meilleur modéle ne faisaetriuenir que les variables explicatives
guantitatives ? ?

Etude des variables qualitatives

Ici ne sont prises en compte que les variablestgtiaés Marque et Région. Effectuer les
trois régressions, ainsi que le tableau d’analgskadariance (test de Fisher partiel).

Etude de chacune des variables individuellement

1- Rappeler comment est traitée en régression unablamualitative a k modalités.
2- La marque a-t-elle une influence significative kuchiffre d’affaires ? Classer les
marques en fonction du chiffre d’affaires moyen.

®La DV est égale au rapport des CA des magasinsniffa marque divisée par la somme des CA delésus
magasins de la zone. La DV donne une idée de tégeptation, pondérée par I'importance des magadinis
marque dans la zone de chalandise.
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La régression linéaire

3- Larégion a-t-elle une influence significative ichiffre d’affaires ? Classer les régions
en fonction du chiffre d’affaires moyen.

Etude des deux variables qualitatives simultanément

1- Quelle est la validité statistique du modele obée?u

2- Analyser le tableau de I'analyse de la variancesexwez-vous les deux variables
explicatives ?

3- Quel modéle a variable(s) explicative(s) qualia¢s) conseillez-vous ?

Etude avec I'ensemble des variables

En conservant les variables qualitatives et quatités jugées satisfaisantes aux deux
guestions précédentes, effectuer une régressiopreoant ces trois variables.

4- Que pensez-vous de la validité du modele obtenu ?

5- Quel est le modéle retenu finalement ?

6- Comment pouvez-vous expliguer la non-validitéé el'das variables explicatives
(statistiquement et économiquement) ?

7- Utiliser ce modéle pour donner le chiffre d’affairespéré pour un produit et un magasin
présentant les caractéristiques suivantes :
» Budget Publicitaire 100KF
» DV de0,95
* Prix moyen du Kg : 8F
 Marque 3
Conclusion :

Quel modele vous semble-t-il le plus adapté paxpllication et la prévision du chiffre
d’affaires ?
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