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Elasticité plane 1

Introduction

Dans ce texte nous présentons la résolution d’un probleme d’élasticité plane par la méthode des élé-
ments finis.

Nous adopterons les hypotheses suivantes :
— Les déplacements et les déformations sont petits.
— Le comportement du matériau est élastique et linéaire.

— Le matériau est homogene et isotrope. E, v, a et p sont respectivement le module de Young, le
coeflicient de Poisson, le coefficient de dilatation et la masse volumique du matériau.

- =

Le repere {O;x,y, z} est un repere orthonormé. 7, 7 et k sont les vecteurs unitaires des axes.

1 Rappels

1.1 Hypothése contraintes planes
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Figure 1 — Plaque sollicitée dans son plan

Un solide (figure [I]) est en état de contraintes planes par rapport au plan {O;x,y}, s'il existe un
repere {O;x,y, z}, tel qu’en tout point M du solide, le tenseur des contraintes soit de la forme :

T(M7) T(M.7) T(MF)

7 Oz Oy 0 (1.1)
composantes sur{ 7 Oyz Tyy 0 '
k 0 0 0

oll Oy , Oyy €t 0gy = 0y, sont indépendants de z. L'axe k est donc, pour tous les points du solide,
direction principale et la contrainte principale associée est nulle.

—

Dans la formule (L)), T'(M, 1) est le vecteur contrainte sur la facette 77 en M.



2 Méthode des éléments finis

Le tenseur des déformations se réduit a :

6II % ’ny 0
[S(M)] = %’Yzy gyy 0 avec ¢&,, =
0 0 e

fy(dwz +0yy) + QAT (1.2)

ou AT est la variation de température.

La loi de comportement s’écrit :
{o} =[D]({e} —{ew}) (1.3)

ou :

— {e} est le vecteur déformation :

ou
) oz
(=] 1= gy (1.4)
ey = Sy ou Ov
oy oz )

La figure () montre la signification des composantes €., €yy €t Yz du tenseur des déformations.

) dy(1+z )
. [F)

.] MO dxo ﬁ
R v dx (1+¢ )
Ji xx

Figure 2 — Transformation d’un rectangle infiniment petit

— {0} est le vecteur contrainte :

Ozx
{o} = oy (1.5)
Oy
— [D] est la matrice des coefficients élastiques :
1 v 0
_ B v 1 0
PI=1=0 0 o LoV (1.6)
2
— {e,} représente les déformations d’origine thermique :
{em} g
1
{em} =a AT 1 (1.7)
0

Les déformations et les contraintes ne dépendent que des déplacements suivant x et y :
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1.2 Hypothese déformations planes

Un solide est en état de déformations planes par rapport au plan {O; x, y}, s’il existe un repere {O; x, y, 2z },
lié au solide, tel qu’en tout point du solide, le champ de déplacements soit de la forme :

u(w,y;t)
v(z, y;t) (1.9)
0

Le tenseur des déformations se réduit a :
1
Exz 3 Vwy 0

(M) = |57y ey O (1.10)
0 0 0

Le tenseur des contraintes est alors de la forme :
Ozz Ogzy O

[0(M)] = |02y 0yy O avec 0., =V (Ogg + 0yy) — Ea AT (1.11)
0 0 0.,

La loi de comportement s’écrit :
{o} =[D] ({e} —{ew}) (1.12)

ou :

— {e} est le vecteur déformation :

@ 3\
ox
Exx
ov
{e} = Eyy = ay (1.13)
Yoy = 2y Ju v
(dy " oc )
— {0} est le vecteur contrainte :
Ozzx
{o} =4 ow (1.14)
Ty
— [D] est la matrice des coefficients élastiques :
At2 A0
Ev E
D] = A A+2p 0 A= = — 1.15
D] tap ’ Q+v)(1—20v) @ M7 20+ (1.15)
0 0 W
A et u sont les coefficients de Lamé du matériau.
— {ew} représente les déformations d’origine thermique :
1
{em}=aAT (1 (1.16)

0



2 Forme différentielle
Le solide V' limité par la frontiere S est soumis a :
— H . _ f Va
un champ de forces volumiques : {fy} =
ny
— des déplacements imposés sur la frontiere S, : {up} = ZP
P

— des forces surfaciques sur la frontiere : S, =S =S, : {f,} = {‘}e‘m}
oy

i

(M,n)=f, sur S,

§=S,uUs_, S,NS =0

S

Figure 3 — Charges et conditions auz limites

Résoudre un probleme d’élasticité plane consiste a chercher un champ de déplacements :

{u(z,y;t)} = {“(9071;;15)}

v(z,y;t)

tel que :
d%u 004y | Oogy

P o = ox oy v
v 0o do
P a5 = - 2 + f Vy
ot oz oy
en tout point du solide avec :
— les relations cinématiques :
ou ov ou  Ov
53:9::% ) 5yy:67y» ny:@+%

— la loi de comportement (ou loi constitutive) :
{o} =[D] ({e} — {em})
— les conditions aux limites :
3 B e R R
v vp Ozy Oyy| | My foy
S=8,U 8,8 N S:=10

ou S est la surface du solide et {Zr
y

Méthode des éléments finis

(2.1a)

(2.1b)

(2.1¢)

(2.1d)

(2.1e)

} la normale unitaire a S dirigée vers I’extérieur de V.

Remarque : en pratique, il y a une partition de la surface S pour chaque composante du dépla-

cement.
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— les conditions initiales a l'instant ¢ = ¢ :
{U(fﬂ,y;to)} _ {UO(m,y)} {u(fc,y;to)} _ {uo(w,y)}
v(z,y; to) vo(z,y)J 7 oz, yito) bo(z,y)

Le vecteur {r} = {7::} dont les composantes sont :
y

_ 0 000e 0wy
e =P g Oz oy Ve

0*v Doy, oy,
NIRRT e oy

est le résidu de 1’équation (Z1]). Il est nul si le champ de déplacements {u(z,y;t)} = {

solution de cette équation.

3 Forme intégrale faible

u(z,y;t)
v(z,y;t)

(2.1f)

(2.2)

} est

Pour résoudre I'équation (ZI) par la méthode des éléments finis, nous utilisons la méthode des

résidus pondérés. Multiplions le résidu

={)

* u*
wr={4}
puis intégrons sur le domaine V :
Wi(u, u*) :/{u*}T ) dV:/(u* rotviry) dV =0V {u'}
v v
00ze 004y .
av
/v( or ' dy > !
puis utilisons le théoréme de la divergence (ou théoreme d’Ostrogradski). Il vient :
003y 004y
*dv
/v< gr oy >u
(U ozy)  O(u*ogy) / ou* ou*
= av — — — | dV
/V ( Ox * Oy v 7 B oy oy

. ou* ou*
= /S U* (Opg N + Ozy Ny) dS — /v (Umé?x + agcyay> dV

Imposons la condition v* = 0 sur .S,,. La premiére intégrale se réduit a :

/ U fyp dS
So

par un champ de déplacements arbitraire

Intégrons par parties la quantité

De méme :

ey | Ooyy\ . _ * _ ov* ov*
/V<ax + (")y)v dV—/ng foy dS /V <ny8x+ayyay>dv

(3.1)

(3.2)

(3.3)



6 Méthode des éléments finis

En portant les expressions (8.4), (B5) et (3.0) dans ’équation ([B.3]), vient :

W(u, u™) —/V p {u YT {i} dV + /V {1 {0} dV

(3.7)
[Ty av - [y as
1% Se
ou l'on a posé :
6*
. e . ou” . O . Ou"  Ov* L 0?
{6 } - i@iy » Epx = ox ) Eyy = 8y ) Yoy = aiy + % ) {u} - @{u} (38)
zy

{e*} est le champ de déformations virtuelles induit par le champ de déplacements virtuels {u*}.
La forme intégrale faible d’un probleme d’élasticité s’écrit finalement :

Trouver le champ de déplacements

{u(z, y;)} = {u(x’y;t)} (3.9a)

v(x,y;t)
tel que :
W(u, u") —/Vp {u YT {ii} aV + /V {3 {0} aV
- [y av - [ ey gy ds =o (3.90)
1% So
V{u*} tel que {u*} = {0} sur S,
o Exx Ozx
{e} =< ey , {of=q oy (3.9¢)
Vay Ozxy

— les relations cinématiques :

ou ov ou Ov

Exx = % y  Eyy = aiy v oy = aiy + % (39d)

— la loi de comportement (ou loi constitutive) :

{o} = [D] ({e} — {em}) (3.9¢)

— les conditions aux limites :

{u} = {up} sursS, (3.9f)

les conditions initiales :

{u(z, y;to)} = {uo(z,y)} ,  {ilz,y;to)} = {io(z,y); , {u} = gt{u} (3.92)
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Remarques :

— Les fonctions {u} et {u*} doivent étre suffisamment régulieres pour que les expressions ci-dessus
aient un sens.

— La fonction {u*} est appelée champ de déplacements virtuels.

— Le champ de déplacements {u} est dit cinématiquement admissible (CA).

La formulation intégrale (3.9]) est I’expression du principe des travaux virtuels.

— Dans I'équation ([B.3)) la fonction {u}] doit étre dérivable deux fois et une fois dans I’équation
B9). Ces équations sont dites respectivement forme intégrale forte et forme intégrale
faible de ’équation différentielle (21).

— Sous certaines conditions de régularité, les formulations (2.I]) et (B.9]) sont équivalentes.

4 Forme discrétisée : éléments finis

La solution analytique de I’équation (3.9) est en général inaccessible. On est donc conduit a chercher
une solution approchée par une méthode numérique : la méthode des éléments finis. Cette méthode
est un cas particulier de la méthode de Galerkin : le champ de déplacements cherché {u} et les
fonctions test {u*} appartiennent au méme espace de dimension finie.

4.1 Discrétisation du domaine : maillage

Le domaine V' est décomposé en sous-domaines V¢ de forme géométrique simple (les éléments) reliés
entre eux en des points appelés noeuds (figure ). Cette opération s’appelle maillage.

Figure 4 — Domaine plan discrétisé en 12 éléments (8 triangles, 4 quadrangles) reliés entre eux
par 15 neuds

Le maillage est défini par deux tables :

— La table des noeuds contient les coordonnées des nocuds.

Tyl | T2 | T3 | T4 | T
Y | Y2 | Ys | Y4 | Y5

— La table des éléments contient, pour chaque élément, le type (triangle a trois nceuds, qua-

drangle & quatre noeuds, ... ) et les numéros des nceuds dans le sens trigonométrique.
| TRI3 | QUAD4 | ... |
1 4
4

5
2 3
2
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4.2 Représentation élémentaire (ou locale) du champ de déplacements

Le champ déplacements dans chaque élément est défini en fonction des déplacements des nceuds de
I’élément : 'approximation est dite nodale. Dans ’élément (e) (figure [ :

uf(t)
vi(t)
{U(x,.%t)} _ [Nf(x,y) 0 oo NE(z,v) 0 : (4.1)
v(x, y;t) 0 Ny ... 0 Nie(z)] 0 '
v (1)

soit sous forme matricielle :
{ule,y; )} = {N°(z,9)}" {u“(t)} (4.2)
ol
— n° est le nombre de nceuds de 1’élément.
— les fonctions Nf(z,y) sont les fonctions d’interpolation élémentaires.

la matrice [N¢(z,y)] est la matrice d’interpolation élémentaire.
— le vecteur {u®(t)} regroupe les composantes des déplacements des noeuds de I’élément (e).

()

Ll}(l) u(x’y;t)
u(x,y31)
T u, (1)
s
* 3(x3,y3) O l(xl,yl)

Figure 5 — Champ de déplacements dans un élément a trois neuds

4.3 Représentation globale du champ de déplacements

Le champ de déplacements a pour expression sur l’ensemble du domaine V :

ul(t)
v1(?)
{u(x,y;t)} _ [Nl(%y) 0 ... Nulwy) 0 : (4.3)
v(z,y;t) 0 Ny(z,y) ... 0 Ny (z,y) y (t)
Un (1)
soit sous forme matricielle :
{u(z,y; 1)} = [N(z,y)] {U(t)} (4.4)

ou

— n est le nombre de nceuds du maillage.

— les fonctions N;(z,y) sont les fonctions d’interpolation (ou fonctions de forme).
— [N(z,y)] est la matrice d’interpolation.

— {U(t)} est le vecteur des déplacements nodaux.
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4.4 Discrétisation de la forme intégrale faible

De P’expression du champ de déplacements sur le domaine :

{u(e,y; 1)} = [Nz, y)] {U(1)} (4.5)
on déduit : )
{iiy = [N] {U} (4.6a)
o
oz
{e} =B {U} avec [B]=][B B; B,] , Bi=| 0 aajzi (4.6b)
ON; ON;
L dy  Ox
(uy = [NJ{U*} , {u}T = (U} [N]" (4.6¢)
e}y =B {U7} . {) ={U)"(B" (4.6d)
En portant ces relations dans 1’équation (3.9b)), il vient :
WHUL AU = {U*}" (M {0} + [K]{U} - {F} ) (4.7)
)= | o INTN] av (4.8)
1%
K] = /V (B]" (D] [B] dV (4.9)
(F} = /V N (s} v+ [ VT (S} dS + /V (BI (D] {em} dV (4.10)

[M] est la matrice de masse (kg).

[K] est la matrice de rigidité (N/m).

{F'} est le vecteur force équivalent aux charges réparties (N).

{U} est le vecteur des déplacements nodaux (m).

{U} est le vecteur des accélérations nodales (m/s?).
Remarques :

— les matrices [M] et [K] sont par construction symétriques (car la matrice des coefficients élas-
tiques [D] est symétrique).

— dans I'équation (4.1), il convient d’ajouter la contribution de I'amortissement : {U*}T [C] {U}
ou [C] est la matrice d’amortissement (kg/s) et {U} le vecteur des vitesses nodales (m/s).

Effectuons une partition des degrés de liberté en déplacements inconnus (L) et imposés (non
nuls : P, nuls : S) ([1], [14], [15]) :

U} =" ;)
Uy =3 {Up} £ {0} ot {U"} = { {Up} = {0} § = {3U) (4.11a)
{Us} = {0} Uz} = {0}
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{6U} est une variation quelconque du vecteur {U}.
Cette partition induit une partition de [M], [C], [K] et {F} :

(Mpr] [Mpp] [Mgs)
;K]

[M] = (4.11b)

{F1}
, A= q{Fr} (4.11c)
{Fs}

[Mpr] [Mpp] [Mps]
[Msr] [Msp] [Mss]

[Crr] [Crp] [CLs]
[CpL] [Cpp] [Cps]
[Csz] [Csp] [Css]

[C] =

La forme faible discrétisée s’écrit finalement :

Trouver {Uy(t)} tel que :

wiwi ) =) () ) {170} + fiew tewr) {721

U U
{ IE Z } {Up) (4.12)
+ (K1) [K ML {Fr}) =0 v{U;
i) () { E - ) =0 v
avec les conditions initiales {Ur(t0)} = {Uro} , {UL(to)} = {ULo}
Les déplacements nodaux inconnus {Uf,(t)} sont donc les solutions de I’équation :
(M J{ULY + [CLol{ULY + Ko J{UL}
.. | (4.133)
={Fr} — [MLp{Up} — [CLP{UP} — [KLp{Up}
avec les conditions initiales :
{Ur(to)} = {Uro} » {Us(to)} ={Uo} (4.13b)
Remarque : par construction, les matrices (K| et [Mpr] sont symétriques.
4.5 Problemes particuliers
4.5.1 Probleme stationnaire
Dans un probléme stationnaire, I’équation ([£.I3) se réduit a :
(KL {UL} = {Fi} — [Kpp{Up} = {FL} (4.14)

Si le nombre de liaisons est suffisant, la matrice (K] n’est pas singuliere (det [KLr] # 0) et les
déplacements inconnus sont égaux a :

{UL} = [Kpo] ™' {Fr} (4.15)

Les déplacements étant connus, les actions de liaison sont égales a :

(= (et e () - { )} (419
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4.5.2 Modes propres de vibration

Les modes propres de vibration de la structure sont les solutions de I’équation :

[Mr{Ur} + [Krr{Ur} = 0

En posant :
{Up(t)} ={UL} sinwt

ot {U7} est indépendant du temps, il vient :

[Kre{UL} = w? [Mp{UL}
oll w est une pulsation propre de la structure et {U7} le vecteur propre associé.
Les pulsations propres sont les solution de ’équation :

det ([KLL] — w2 [MLL]) =0

4.6 Mise en ceuvre pratique : calculs élémentaires et assemblage

11

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Dans la pratique, [M], [K] et {F} sont construits élément par élément. Cette opération s’appelle

assemblage.

De l'expression du champ de déplacements dans 1’élément (e) :
{ulz, y;t)} = [N°(z, y)] {u* ()}
on déduit :

{wh=INT{u}  {u} = {u}" [N

{a} =[N {a}
_aNle -
Ox 0
e e e e e e e ON?¢
(e} =[B{u} , [B|=[Bf ... B ... Be] , Bf=| 0 8;
ONE  ON¢
L Oy Oz |

{e=[B7{u"} , (&} = {u} B

En portant ces expressions dans I'équation (B3.9D)), il vient :
WHULAU™Y) =Y {u}" ([m€] {i} + [k {u} = {f°})

me)= | o VTN av

)= [ 187D (B av

el _ e1T e1T e1T e
U= [ T av s [N sy as [ 1897 D] <5 av

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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Figure 6 — Elément e

Dans ces formules, V¢ représente le volume de 1’élément (e) et S¢ la partie de S, qui appartient a la
frontiere de ’élément (e) (figure [6]).

Les matrices et les vecteurs élémentaires sont évaluées numériquement.
L’équation (B.9D)) s’écrit :

WHUL AU = YUY (M9 {0} + (K {U} - {F°})

={U}t (Z[Me] {Uy+ > [K9 {U}—Z{F6}>

€ €

(4.27)

d’ou :

(M=) M9, [K]=) [KT , {F}=) [F] (4.28)

€ €

Dans les matrices [M€] et [K€| et dans le vecteur { F°}, obtenus par expansion respectivement de [m€],
[k€] et {f€}, les seuls termes non nuls sont les termes associés aux degrés de liberté de 1’élément (e).

Remarques :

— La partition des degrés de liberté est effectuée avant la phase d’assemblage.
— Dans le logiciel « RDM » seuls les blocs de matrice (LL) et (LP) sont assemblés.

5 Probleme élastostatique : énergie potentielle et méthode de Ritz

Si le probléme est indépendant du temps, la forme intégrale faible (3.9)) se réduit & :

W(u, u") = /V ()T (D] {e} av — /V ()7 (D] {em} v
- / (WY {fy} dv - / WYt {f,} dS =0 (5.1)
\% So
V {u*} tel que {u*} = {0} sur S,

5.1 Calcul des variations

Le probleme fondamental du calcul des variations consiste a chercher la fonction u(x) qui rend sta-
tionnaire la fonctionnelle (ou « fonction de fonctions ») :

b ou 0"u
j(u):/GF<x,u,ax,...,a$n> dx (5.2)
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ce qui s’écrit :
6FJ =0 Véu

Les principales propriétés de 1'opérateur variation § sont ([2, [9] [17]) :

6% (u) = §(du) =

5 @ _8(5u)
ox )  Ox
ou oF oF ou
o=
ox

..) et G(u

0F (u,

0(F+G)=06F+6G

ou ou
e e
0(F G)=0F G+ F 6G (regle de Leibniz)
6(F”) =n F" 1 §F

=c0F ou c est une constante

5/Fda:—/5Fdac
\

5.2 Energie potentielle

ou F(u

Considérons la fonctionnelle :

Epot({u}) = Eaet({u}) = Wext ({u})

ou :
— {u} est un champ de déplacements cinématiquement admissible.
Eqe({u}) est I'énergie de déformation du champ de déplacements {u} :
Eaus({u}) = / ()T [D] {e} dV — / ()T (D] {em} AV
Wext ({u}) est travail des forces appliquées pour le déplacement {u} :
Wosl{u)) = [ )™ (5} av+ [ )T (£} as
Epot({u}) est énergie potentielle du systeme pour le déplacement {u}.

La condition de stationnarité (5.3]) s’écrit :
5Ep0t = (SEdef — 5Wext =0 V {(511,}

soit :

5By — /V (67 [D] {e} aV /V (67 (D] {em} dV
- / (5u)" {fu} AV — / {6u)T (o} dS =0 {5u}
1% So

ou

..) sont deux fonctionnelles de u

13

(5.3)

(5.4)

(5.8)

(5.9)
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— {du} est une variation quelconque du champ de déplacements (en particulier : {éu} = {0}

sur Sy).
5 ou d(ou)
5 ox ox
€
v ov (o)
R el (5) ay
5 Ou n v 0(du) n d(dv)
dy Oz oy oxr )

Cette équation est identique a (5.1]) si on choisit {u*} = {du}.
La seconde variation de la fonctionnelle est égale a :
52 By = / (67 (D] {6} AV (5.10)
1%

La matrice [D] étant définie positive, on en déduit :
62 Epot >0V {du} <> {0} (5.11)

De plus

1
Epor({ttosact} + {64}) = Bpor ({texact}) + 8Bt |y (uumae) + 5 0 Eot (5.12)

= pot({uexact}) + % 52Epot > Epot({uexact}) v {6’&} <> {O}

Le champ de déplacements {u} = {uexact} + {0u} étant cinématiquement admissible (CA), on en
déduit :
EPOt({UCA}) > Epot({uexact}) v {UCA} (513)

On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Parmi I’ensemble des champs de déplacements cinématiquement
admissibles, le champ de déplacements exact est celui qui minimise
I’énergie potentielle.

5.3 Méthode de Ritz et éléments finis

Si on restreint la recherche de la solution aux champs de déplacements définis au paragraphe (4.3),
I’énergie potentielle discrétisée est égale & :

Fpo({U) = 5 (VYT IKIU} — {U)"{F)

_ 1 {{UL}}T [[KLL] [KLP]} {{UL}} B {{UL}}T {{FL}} (5:14)
2 {Ur}) |[KPL] [Kppl] |{Upr} {Up} {Fp}
et la condition de stationnarité s’écrit :
Bn((U1)) = (002" (1K) e {1} = 5} ) =0 viawi}  Gas)
d’ou :
(K {UL} = {Fr} — [Krp{Up} (5.16)

Cette équation est identique & celle obtenue au paragraphe (Z5.1]).
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6 Calculs élémentaires : éléments isoparamétriques

6.1 Elément isoparamétrique : définition

A chaque élément réel, on associe un élément de référence (figure [1).

n 5(x59y5)
O

y
O & O £
1(0,0) 3(1,0) L, X 3(x,.p)

Figure 7 — Transformation géométrique

6.1.1 Représentation de la géométrie
La transformation géométrique (figure [7]) qui fait passer de I'élément de référence a 1’élément réel

possede les propriétés suivantes :

— elle est de la forme :
i=1 ‘
ou :

n est le nombre de nceuds de 1’élément.

— £ et 1 sont les coordonnées d’un point de I’élément de référence.
x(&,1n) et y(&,n) sont les coordonnées d’un point de I’élément réel.

— x; et y; sont les coordonnées du ° noeud de I’élément.

les N;(&,m) sont les fonctions d’interpolation ou fonctions de forme

La matrice jacobienne de la transformation est :

[0x Oy n n ON;
loe a| 28& = eV
[J(&m)] = = |, n AN
o ool 7| oM, o,
Lon  In =1 = oon
r1r U
FON, oN,  oN,1 | (6.2)
_ | o e S 013 96 [T i
ON; ON; ON,, ! y_l Jo1 Jao
R T
| Tn Yn |

— elle est nodale : un noeud de I’élément de référence devient un nceud de 1’élément réel (les deux
éléments possedent donc le méme nombre de nceuds) :

xz*xgzanz ZN 527771 9 517772 ZN 5@7771 ) i:la"'an (63)
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ou (&;,m;) sont les coordonnées du i® noeud de ’élément de référence. On en déduit :

1 sii=j

0 sii#j
N;j(&mi) = { (6.4)
— une frontiere de 1’élément de référence devient une frontiere de 1’élément réel.

elle est bijective : le déterminant de la matrice jacobienne ne doit pas changer de
signe sur I’élément. Nous imposerons la condition :

det [J(&,m)] = Ji1 Ja2 — Jiz Ja1 > 0 (6.5)

ce qui implique que I’élément de référence et ’élément réel soient numérotés dans le méme sens
(en général positif).

6.1.2 Maillage conforme

La transformation géométrique doit assurer la continuité de la géométrie entre les éléments (figure ).

Figure 8 — Maillage conforme (a gauche) et non conforme (a droite]
Si deux éléments ont une aréte commune :

— les deux éléments doivent avoir le méme nombre de nceuds sur 'aréte.
— les coordonnées d’un point de ’aréte ne doivent dépendre que des coordonnées des noeuds de
I’aréte ; elles se réduisent a :

2(0) =3 Ne(@)w; , ya) =S Ni@)y . —l1<a<l (6.6)
=1 =1

oll ng est le nombre de noeuds situés sur 'aréte et les N (o) sont les fonctions d’interpolation
de I’élément & une dimension et n, noeuds (figure [I5]) et (§ : transformation d’une aréte).

6.1.3 Représentation du champ de déplacements

Les fonctions N;(&,n) qui définissent la transformation géométrique sont les fonctions d’interpola-
tion pour le champ de déplacements (élément isoparamétrique) :

n

=1

i=1

ou u; et v; sont les déplacements du nceud 1.

Critere de complétude : pour que la solution « éléments finis » converge vers la solution exacte quand
la taille des éléments tend vers zéro, I’élément doit pouvoir représenter un champ de déplacements qui
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correspond a des déformations nulles (mouvement de corps rigide) ou constantes. Considérons donc

le champ de déplacements :
wx,y) =az +byx+cey , v(x,y) =ay+byr+cyy
d’ou les valeurs nodales :
W=az +bpxi+cyi , vi=ay+byxitcyy ., i=1,...,n

Le champ de déplacements sur x s’écrit sous forme paramétrique (équation [6.7]) :

n n

u(€n) = Ni(&m) ui =Y Ni(&n) (a + by 7i + o i)
i=1 i=1

n n n
i=1 i=1 i=1
En utilisant les relations (6.1]), il vient :

n

u(l"y) = dag ZN1(5>77) +brx+cpy
=1

On retrouve le champ de déplacements (6.8)) si :
n
i=1

Cette condition est vérifiée par les éléments décrits ci-dessous.

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

Remarque : si le maillage est conforme, le champ de déplacement est continu entre les éléments.

6.2 Bibliotheque d’éléments
6.2.1 Triangle a 3 nceuds

3(x,
30.1) ()

y
£ 10x,.) 4
1(0,0) 2(1,0) T_, ; 2(6,,)

Figure 9 — Triangle a 3 neuds

La transformation géométrique est de la forme :

a

(n) =a+bé+en=[1 & n|qby=I[PE&n)]{A}

[P(&,7n)] est la base polynomiale de la transformation.

(6.13)
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La transformation est nodale d’ou :

x1 x(0,0) 1 00 a
e p=<x(l,0)p=11 10 by =I[C]{A} (6.14)
x3 z(0,1) 1 01 c
On en déduit :
T X1
2(&m) = [PI[C]" qaap = [Ni(&m) Na(&m) Na(€,n)] 4 z2 (6.15)
T3 xs3

Il vient pour les fonctions d’interpolation et leurs dérivées (programme [tri3 int)) :

1

1=8=m oN1T | L AL
NIT = , [] = 1 , {] =1 0 6.16
[V] g o€ : o : (6.16)
N1(§a77) Nz(éﬂ) N3(§’77)

Figure 10 — Triangle a 8 neeuds : fonctions d’interpolation

Matrice jacobienne de la transformation : elle est égale a (équation (6.2)) :

1 Y1
_|-1 10 _ T2 =1 Y2 — Y1
[J(&m)] = {_1 0 1] [302 yz} = LCB_QH Yo — 1 (6.17)
3 Ys
d’ou son déterminant :
det[J(§,n)] = (2 —21) (y3 —y1) — (w3 —21) (Y2 —y1) =24 (6.18)

ou A est laire de I’élément réel.

6.2.2 Triangle a 6 noeuds

5(0,1) 6(x6’y6)

6(0,1/2) 4(1/2,1/2)
10x,.)

y 2(x., 4
1(0,0) ¢ G 3(x,.,)
2(1/2,0) 3(1,0) .

Figure 11 — Triangle a 6 neuds
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Base polynomiale :
[PEmI=[1 &€ n & n* & (6.19)
Fonctions d’interpolation (A =1 — ¢ —n) (programme [tri6_intl) :

A2\ —1)] [1—4)] 14N
A€ - 4\ —¢) T —4¢
T |&(2&-1) ON|~ | =1+4¢ ON _ 0
n2n—1) 0 —1+4n
dnh | L —4n | [4(A—n)]

Transformation d’une aréte : considérons I'aréte de I’élément de référence passant par les noeuds 3,
4det 5;elleest définiepar \=1—¢—n=0doun=1—¢ avec 0 < ¢ < 1; elle devient dans 1’élément
réel la courbe d’équation paramétrique :

2(§)=1[0 0 £2¢6-1) 4£(1-¢) (1-¢(1-2¢ 0

=82&-Dag+46(1-ua+ (1 -8 (1 -2 x5
Y(§) =2 -Dys +460-Hua+ (1 -1 -20ys , 0<E<1

d’olt en posant £ = (1 —a)/2 :

z(o) = w z3+ (1 —a®) x4 + alatl) x5 = Ni(a) 23 + Na(a) 24 + N3(a) =5
y(a) = Ni(a) ys + Nao(@) ya+ N3(a) ys , —-1<a<1

Les N;(a) sont les fonctions d’interpolation de 1’élément isoparamétrique & une dimension et trois noeuds.
Si le noeud 4 est au milieu des noeuds 3 et 5, la transformation se réduit a :

11—« 1+« l—« 1+ «
r(a) = 5 3 5 5 y(a) = 5 Ys + 9

Ys
Remarque : le champ de déplacements des points de I'aréte est :
u(a) = Ni(a) uz + No(a) ug + N3(a) us , v(a) = Ni(a) v3 + Nao(a) vg + N3(a) vs

1l ne dépend que des déplacements des noeuds de Paréte (élément conforme).

6.2.3 Quadrangle a 4 nceuds

sy M aa 4x,v,) T 3(x,p)
4 &
g 1) 2(x2,y2)
1(-1-1) 2(1-1) .

Figure 12 — Quadrangle a 4 neeuds
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Base polynomiale :

[P =11 & n &0
Fonctions d’interpolation (programme [quad4_int) :

(1= -mn) —(1—mn) —(1-
SR [CRINCER) [M]T Ll (- PNF_I ~(1+
4 1(14+&(1+n) ¢ 41 (1+n) on| 4] 1+
(1-891X+mn) —(1+n) (1-

6.2.4 Quadrangle a 8 ou 9 noeuds

Quadrangle & 8 noeuds :

Figure 13 — Quadrangle a 8 ou 9 neeuds

Base polynomiale :
[PEn]=[1 ¢ n & & v &n &y
Fonctions d’interpolation (programme [quad8_int]) :

(1 =)A= +&+n)]
2(1-&)(1—n)
—1+HA=n)(1=E+n)
I:N]Tzl 2(1+§)(1_ 2)
4 1-1+HA+n)1-E—n)
2(1-&)(1+n)
—1-9HA+n)(1+E&—-mn)
2= -»*) |
(—(1=n)(2&+n)] [ (1-&)(E+2n) T
—4(1-n)¢ -2(1-¢?)
. (1=n)(2§—n) . —(1+8(E—2n)
5]\7] 1 2(1—7n?) [aN] 1 =41+ 8n
[85 41 (1+828+mn) "L on 41 (14+&(E+2n)
—4(1+n)¢ 2(1-¢%)
(1+n)(2§—n) (1= —2n)
2(1—=n%) | —4(1=&n

Quadrangle a 9 noeuds :

Base polynomiale :
P =[.. €7 ...] 4,j=0,...,2

(6.21)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)
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Fonctions d’interpolation (programme [quad9_int)) :

[L1(8) La(n)] [DLA(E) Li(n)] [L1(§) DL1(n)]
Ly(&) La(n) DLy (&) La(n) Lo(€) DLx(n)
Ls(&) La(n) DL3(€) La(n) Ls(§) DL(n)
Ly(&) La(n) aN1T | PLa(§) La(n) oN1T [ L8(§) DL2(n)
V= (@ | |G| = (D@ nm| 5] = |29 DLat)| - 02)
Lo(&) Ls(n) DLy(€) Ls(n) 7 Ly (§) DL3(n)
L1(€) La(n) DLy(§) Ls(n) L1(§) DL3(n)
L (§) La(n) DL1(€) La(n) Ly1(§) DLy(n)
[La(&) La(n). LDLy(8) La(n)] [ La(§) DLa(n)

ou :

pel = [SE0 e SEEDE L prg - [2 e 2H o)

6.3 Calcul des matrices et des vecteurs élémentaires
6.3.1 Transformation des dérivées

Les dérivées d’une fonction f(z,y) par rapport a & et n sont :

0F\ (2f0x ofoy) oz oy] (9f of
o6\ )oxog oyoc|  |oE o ox | ] O 629
op (“Norow oroy (" |or oy| Yor (Vs ‘
I Oz On = Oy On on onl 0y oy
On en déduit 'expression des dérivées de f par rapport a x et y :
of of
ox | 1) 8¢
of [~ 7] af (6.30)
Ay on
avec )
b Je —Jie _ B
U= det[J] [—ng Ji1 ] , det[J] = Jiy Jag — Jiz Ja (6.31)

6.3.2 Transformation des intégrales

La surface infinitésimale d¢ dn au point (£,n) de 1’élément de référence se transforme en la surface dA
au point (z(&,n),y(§,n)) de élément réel.

dgdn

Figure 14 — Transformation des surfaces

On a la relation :
anb=kdA (6.32)
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soit
ox oz
o€ on
{a} A{b} = q Oy pdENQ Dy pdn={k} det[J(§,n)] d§ dn = {k} dA
o0& on
0 0
d’ou :

dA = det[J(§,n)] d§ dn

/Vf(:r,y) av

L’intégrale sur I’élément réel

devient donc sur 1’élément de référence
s an= [t pem.v€n) detlaen) de dn
ref

ou t est I’épaisseur supposée constante de 1’élément.
Remarques :

on a la relation

/ det [J(€, )] d€ dn = A
Ares

ou A est 'aire de ’élément réel.

— si I’épaisseur de 1’élément est variable et donnée par ses valeurs nodales ¢;, on a :

&m) =Y Ni(&.n)t
i=1

6.3.3 Evaluation numérique des intégrales

Les intégrales sont évaluées par intégration numérique ([2, 3, 9, [15]) :

npt

/ / e dcan=3 i &) (auadrangl

1-¢ npi
/ / f(&,n) d¢dn ~ Zwl (&, mi) (triangle)
ou :

— npt est le nombre de points d’intégration.
— &; et m; sont les coordonnées du ¢ point d’intégration.
— w; est le poids du ¢ point d’intégration.

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)
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6.3.4 Calcul des matrices

La matrice de rigidité est égale a :

(k] = / (B] (D] [B] dV = / £ (B, )" [D] (B, )] det [J(€,n)] d€ dn
Vv A’r‘ef

npi

NZt (&, m)]™ (D] [B(&,mi)] det [T(&mi)] wy

ou :
_8NZ 0 -
Ox ON; ON;
N o 8Nz aCL' . -1 85
[Bl=[B1 ... B; ... B, ] avecB;=| 0 a9 , N, =[J] ON;
ON; ON; dy on
L dy  Ox J
De méme, la matrice de masse s’écrit :
)= [ oI IN v = [t p &))" IN(E ) det (6 )] de
'ref
npi
~ Zt p IN(&mi)]" [N (&,mi)] det [J(&,mi)] wi
ou :
_|N1 0 N; O N, 0
[N] [ 0 M 0 N 0 N,
6.3.5 Calcul des vecteurs
Force volumique
Le vecteur force du a une force volumique est égal a :
= /V T (v} av = /A NG )T () det [7(6m)] de di
ref
& fv
; Vy
Gradient thermique
Le vecteur force du a gradient thermique est égal a :
Uk = [ BT DNend av = [ ¢ (BT D] {eu} det (€] e d
ref

npt

~ Zt (&, m)]" [D] {em} det [J (&, )] wi

Force surfacique

23

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)
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Le champ de déplacements des points situés sur la frontiere d’un élément est égal & (élément conforme (§6.1.2)) :

n

2(€) =Y Ni(©wi , Y€ =D N(&wi (6.47a)

w@)=> Ni®u , v©)=> Ni(&uv (6.47b)

i=1 i=1
ot n est le nombre de nceuds situés sur la frontiere et les N;(¢) sont les fonctions d’interpolation de
I’élément de référence a une dimension et n neeuds (figure [I5).

v nlx.y)

n
-1
1(x,.0)
Figure 15 — Transformation des frontiéres
On en déduit :
", ON; "L ON;
dr = — x| dE=J,dE , dy= i | dE=Jy, d 6.48

ds = \/da? + dy? = [ J2 + J2 d€ = J, d¢ (6.49)

d’ou l'expression des composantes des vecteurs 7 et ¢ (77 est la normale unitaire a S, dirigée vers
Pextérieur de I’élément ; ¢ est le vecteur unitaire tangent a S,) :

dx dy
ds 1 (J ds 1 J,
N — L R = i y 6.50
=107 {J} UEIA R {_Jw} (6.50)
ds ds

Le vecteur force du a une force surfacique d’intensité f, appliquée sur 'une des frontieres d’un élément
est égal a :

1
()= /S N (/) dS = / NT™ {f,} dS = / VO (O (0 de

o

& (6.51)
~ Y HINENT {fo(E)} (&) wi
=1

ou : _ _ _
— [Nl o ... N; ... N, 0}
0

0
INI=179 n, N, ... 0 N, (6.52)

Pour une force perpendiculaire a la surface d’intensité p : f, = p7 , 'expression ci-dessus se réduit
a:

S e { 6 Ly, (6.53)
; g {—J:r(&)}



Elasticité plane 25
6.4 Qualité du jacobien.
La condition det [J] > 0 impose certaines conditions a la géométrie d’un élément.

Exemple 1 : considérons le quadrangle & 4 noeuds représenté sur la figure ([IG]).

2L,0)

Figure 16 — Quadrangle a 4 neeuds

La matrice jacobienne est égale & (équations (G.2) et (G22])) (programme :

] = {—(1—77) (I=n) (1+n) —(1+77)}

-(1-¢ -(+¢ A+ (1-9¢

N
=ReNel

NN o A

{M—d(l—n) —d(l—n)]
-d(1-¢§) 2L-d(1-9)

d’olt
8det[J] =2L% —dL(2—¢&—n)
det [J] est minimal pour { =n = —1:
min(det [J]) = L (L —2d)/4
La condition det [J] > 0 dans tout I’élément impose donc : d < L/2.

Remarque : sid = L/2, les nceuds 1, 2 et 4 sont alignés. Si d > L/2, la transformation qui fait pas-
ser de I’élément de référence a I’élément réel géneére des points en dehors du quadrangle réel (figure[IT).

Figure 17 — Quadrangle a 4 neeuds : d > L/2

Exemple 2 : considérons le triangle & 6 noeuds représenté sur la figure (I8]).
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5(0,L) @

6(0,L/2) & o 4(L/2,L/2)

h>1Ll4
O
100,009 2(L/2,h)

3(L,0)

Figure 18 — Triangle a 6 neeuds & bords curvilignes

La matrice jacobienne est égale a (équations ([G.2) et (6.20)) (programme :

(L 4n(1-2¢—n)
=19 L—4h¢

d’on
det[J] = L(L—4h¢)

La condition det [J] > 0 dans tout I’élément impose : h < L/4.

Remarque : si h = L/4, la parabole qui passe par les noeuds 1, 2 et 3 est tangente a la droite qui passe
par les nceuds 3, 4 et 5.

On appelle qualité du jacobien la quantité :

Aj 1élé £
ire de I’élément de référence min(det [J(€, 7)]) (6.54)

= Aire de ’élément réel

Remarques :

— La qualité du jacobien est comprise entre 0 et 1. La qualité maximale est 1 : dans ce cas, le
déterminant du jacobien est constant dans 1’élément.

— Dans la pratique, on se contente d’évaluer le déterminant du jacobien aux nceuds de I’élément.

— D’autres définitions sont possibles. On rencontre souvent celle-ci :

min(det [J(&,n)])

max(det [ (&, 7)) (6.55)

qj =
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A Programmes Maple

Les programmes suivants sont dans le fichier map_elas_2d.txt.

A.1 trid_int : triangle a 3 noeuds

restart:with(linalg):
n:=3;
# base polynomiale

P:=(xi,eta)->[1,xi,etal;
# coordonnées nodales

xi_nod:=[0,1,0]:
eta_nod:=[0,0,1]:

# fonctions d’interpolation
C:=matrix([seq(P(xi_nod[i],eta_nod[i]),i=1..n)]);
N:=multiply(P(xi,eta),inverse(C));

dNxi:=map(diff,N,xi);
dNeta:=map(diff,N,eta);

A.2 tri6_int : triangle a 6 noeuds

restart:with(linalg):

n:=6;

# base polynomiale
P:=(xi,eta)->[1,xi,eta,xi*xi,eta*eta,xi*etal;
# coordonnées nodales

xi_nod:=[0,1/2,1,1/2,0,0]:
eta_nod:=[0,0,0,1/2,1,1/2]:

# fonctions d’interpolation

C:=matrix([seq(P(xi_nod[i],eta_nod[i]),i=1..n)]1);
N:=multiply(P(xi,eta),inverse(C));
N:=map(factor,N) ;

dNxi:=map(diff ,N,xi);

dNeta:=map(diff,N,eta);

27
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A.3 quad4_int : quadrangle a 4 noeuds

restart:with(linalg):

n:=4;

# base polynomiale
P:=(xi,eta)->[1,xi,eta,xi*eta];
# coordonnées nodales

xi_nod:=[-1,1,1,-1]:
eta_nod:=[-1,-1,1,1]:

# fonctions d’interpolation

C:=matrix([seq(P(xi_nod[i],eta_nod[i]),i=1..n)]1);
N:=multiply(P(xi,eta),inverse(C));
N:=map(factor,N) ;

dNxi:=map(diff,N,xi);

dNeta:=map(diff,N,eta);

A.4 quad8._int : quadrangle a 8 noeuds

restart:with(linalg):

n:=8;

# base polynomiale
P:=(xi,eta)->[1,xi,eta,xi*eta,xi"2,eta"2,xi"2%eta,xi*eta"2];
# coordonnées nodales

xi_nod:=[-1,0,1,1,1,0,-1,-1]:
eta_nod:=[-1,-1,-1,0,1,1,1,0]:

# fonctions d’interpolation

C:=matrix([seq(P(xi_nod[i],eta_nod[i]),i=1..n)]1);
N:=multiply(P(xi,eta),inverse(C));
N:=map(factor,N);

dNxi:=map(diff,N,xi);

dNeta:=map(diff,N,eta);
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A.5 quad9_int : quadrangle a 9 nceuds
restart:with(linalg):
n:=9;
# base polynomiale
P:=(xi,eta)->[1,xi,eta,xi*eta,xi"2,eta"2,xi"2%eta,xi*eta”2,xi " 2*eta"~2];
# coordonnées nodales

xi_nod:=[-1,0,1,1,1,0,-1,-1,0]:
eta_nod:=[-1,-1,-1,0,1,1,1,0,0]:

# fonctions d’interpolation
C:=matrix([seq(P(xi_nod[i],eta_nod[i]),i=1..n)]1);
N:=multiply(P(xi,eta),inverse(C));
N:=map(factor,N);

dNxi:=map(diff,N,xi);
dNeta:=map(diff,N,eta);

A.6 Qualité du jacobien : quadrangle a 4 nceuds

restart:with(linalg):

n:=4;

# base polynomiale
P:=(xi,eta)->[1,xi,eta,xi*etal;
# coordonnées nodales

xi_nod:=[-1,1,1,-1]:
eta_nod:=[-1,-1,1,1]:

# fonctions d’interpolation

C:=matrix([seq(P(xi_nod[i],eta_nod[i]),i=1..n)]);
N:=multiply(P(xi,eta),inverse(C));
N:=map(factor,N) ;

dNxi:=map(diff,N,xi);

dNeta:=map(diff,N,eta);

dN:=matrix([dNxi,dNetal);

coord:=matrix([[d,d], [L,0], [L,L],[0,L]1]1);

J:=multiply(dN,coord) :J:=simplify (%) ;
detJ:=det(J);
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A.7 Qualité du jacobien : triangle a 6 noeuds

restart:with(linalg):

n:=6;

# base polynomiale
P:=(xi,eta)->[1,xi,eta,xi*xi,eta*eta,xi*etal;
# coordonnées nodales

xi_nod:=[0,1/2,1,1/2,0,0]:
eta_nod:=[0,0,0,1/2,1,1/2]:

# fonctions d’interpolation

C:=matrix([seq(P(xi_nod[i],eta_nod[i]),i=1..n)]1);
N:=multiply(P(xi,eta),inverse(C));
N:=map(factor,N) ;

dNxi:=map(diff,N,xi);

dNeta:=map(diff,N,eta);

dN:=matrix([dNxi,dNetal);

coord:=matrix([[0,0], [L/2,h], [L,0],[L/2,L/2],[0,L],[0,L/2]1]);

J:=multiply(dN,coord) : J:=simplify (%) ;
detJ:=det(J);
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