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Chapitre 1

Rappels et hypotheses

1.1 Définitions

Une poutre droite (figure [[I]) est un solide engendré par une surface plane A, constante ou non, dont
le centre de gravité G décrit le segment G1Ga, le plan qui contient A restant normal a GG1Gs. De plus,
les dimensions de A sont faibles (sans étre négligeables) par rapport a G1Ga.

G1Gs est la fibre moyenne de la poutre.

A est la section droite de la poutre.

AY
VYV VY —
/4 x ZzZ< G
GZ
A

Figure 1.1 — Poutre droite

1.2 Hypotheses

Nous adopterons les conventions et les hypotheses suivantes :
—
— x est 'axe porté par le vecteur G1Gs.

— Le plan {z,y} est un plan de symétrie de la poutre.

L’axe z forme avec z et y un triedre direct.

—

— 7, 7et k sont les vecteurs unitaires des axes.

Les axes y et z sont les axes centraux principaux de la section droite :

/ydA:/sz:/ysz:() (1.2.1)
A A A



2 Flexion des poutres a plan moyen

— Le matériau est homogene et isotrope ; son comportement est linéaire et élastique ; F, v, et p sont
respectivement le module de Young, le coefficient de Poisson et la masse volumique du matériau.

— Les déplacements et les déformations sont petits.

— Au cours de la mise en charge (figure [[.2) :

1. les sections droites restent planes.

2. chaque section droite subit :
— une translation suivant y : v(x).

— une rotation autour de 'axe Gz : 0,(z).

1.3 Champ de déplacements, déformations, contraintes et efforts
résultants dans une section droite

6 (x)\ 4|
z /
P Y
Y
G
— T
I v(x)
y P ‘

0

> |

» X
| G,

Figure 1.2 — Déplacement de la section droite d’abscisse x
Compte tenu des hypotheses précédentes, le champ de déplacements s’écrit (figure [[2)) :

(dom =yt e

On en déduit :

— les déformations

ou 00, ou Ov ov
xr — A — 9 Ty — A~ - = *ez ~ ]. 2
c Ox Y ou oy 8y+81’ +0:E (1.3.2)
— les contraintes (figure [[3) :
00,

Opz = FEeze = —Fy

y Opy =Gkyvey =Gky (01} — 92> (1.3.3)

ox ox
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Figure 1.3 — Contraintes dans la section droite d’abscisse x

— les efforts résultants :

N

0

N = / Opy dA = —F 0 / ydA =0 (effort normal) (1.3.4a)

A O )4

ov
T, = / Ozy dA =G Ak, (830 - 0Z> (effort tranchant) (1.3.4b)

A
MEF = / (7) A (O dAT)  dod (1.3.4¢)
A

Mf, = / —Y Opg dA=FE 99 / y* dA = EI, 99 (moment fléchissant) (1.3.4d)
A 0x Ja Ox

ou :

— A est ’aire de la section droite.

I, = / y2 dA est le moment quadratique de la section par rapport a Gz.
A

FE
— G = ————— est le module d’élasticité transversal.

2(1+v)

le coefficient d’aire cisaillée k, traduit le fait que le cisaillement n’est pas uniforme dans la
section ; il est défini par :

T2
A’I’f :/Aagy dA (1.3.5)
Yy

oll 04y(y, 2) est le cisaillement di & I'effort tranchant 7; déduit de la théorie de I'élasticité
[6], 13], 24, 25], 27, 29, BT, 37, [38]. Ak, est 'aire cisaillée ou section réduite.

Remarque : la contrainte normale dans la section droite est égale a :

Ogx = _%Mfz (136)

On en déduit la valeur maximale de |oy4] :

Mf
Omax — |Uxx|max = |We1_zz| (137)
. I, D .
ou W, ., = —— est le module de flexion élastique par rapport a z.

|y‘max



4 Flexion des poutres a plan moyen

1.4 Equations d’équilibre
La poutre porte une force et un couple répartis d’intensité linéique respectivement p, et m..

L’équilibre du morceau de poutre (figure [[L4)) compris entre les sections droites d’abscisses x et x + dx
s’écrit au premier ordre pres :

T,
—Ty+Ty+%xydaE+pydaE:</ pi)dA) dr=pAidx (1.4.1a)
A
OMf, ) .
— Mf, + Mf, + o de +dx Ty +m.dx = —ypidA)dx=pl.0,dx (1.4.1b)
A
o 02 o2 %0
u . U . 2
“:7:— z s ":7 5 Z: ].42
U=z =yl YT o b: = S (1.4.2)
pv(x) A
m(x) oT

y
L,x { _Ty(x)} k$\ 4\ T (x+dx)=T (x)+ axy dx

Mf (x+dx)=Mf (x)+ aé\f{z

dx

X x+dx
Figure 1.4 — Efforts sur le troncon de poutre compris entre x et x + dx

Apres simplification, on obtient les deux équations d’équilibre :

o7, .
87; +py=pAv (1.4.3a)
OMT, .
Ces équations s’écrivent en fonction des déplacements :
0 ov ..
E (GA ky (837 — 0z>> +py=pAD (1.4.4a)

9 00, o )
9 9w, =L, 1.4.4
o (Elzaw>+GAky<aw 0>—i—m pI 0 (1.4.4b)
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1.5 Modele de Bernoulli

Le modele ci-dessus est dit modele de Timoshenko. Si la poutre est longue, on admet hypothése
de NavierZ Bernoulli¥ : 1a section droite reste normale & la déformée de la fibre moyenne (figure [L5)
d’ou la relation cinématique :

v
0, =— 1.5.1
= Oz ( )

0.(x)=2% <]

Ox —

P Y
G y
A
—
R v(x)
y p ‘
0
y
> X
| G
| | 0
Figure 1.5 — Modéle de Bernoulli
Dans ce cas, la relation de comportement (L.3.4d]) s’écrit :
0%v
Remarque : si la probléme est stationnaire, la fleche v(z) est solution de I’équation :
ot

1. Stephen P. Timoshenko (1878-1972).
2. Louis Navier (1785-1836).
3. Jacques Bernoulli (1654-1705).



Chapitre 2

Modele de Bernoulli

2.1 Matrices élémentaires

2.1.1 Introduction

L’élément de poutre (i — j), de longueur L, de moment quadratique I, et de module de Young E est

soumis & une force et a un couple répartis d’intensité linéique p, et m..

[_Tyi} P Pyr ™ Ty
_Mfzi A& A A f Mfz]

) 7

J
0

E

Figure 2.1 - Elément de poutre
(Tyi, Mf;) et (T, Mf.;) sont les efforts résultants dans les sections i et j.
(vi,0i) et (vj,0;) sont les déplacements nodaux.

En l'absence de forces d’inertie, les équations d’équilibre (LL4.3) se réduisent & :

ar, dMfF, B
E—pr—o 5 dr —|—Ty—|—mz—0

En intégrant ces deux équations entre 0 et x, il vient :

() =T~ [ oyl ds

X X
Mf,(x) = Mf, —/ Ty(s) ds —/ m.(s) ds
0 0
Remarque : I’équilibre de 1’élément s’écrit :
L
—Tyi +Ty; —1—/ py(x) dr =0
0

L L
—Mfzi—l—Mfzj+LTyj+/ x py(z) dx—f—/ my(z) de =0
0 0

(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)



Modeéle de Bernoulli

L’intégration de la relation de comportement :

de
Mf, = EI,—=
dz
et de la relation cinématique (modele de Bernoulli) :

dv
—
dx

(2.1.5)

(2.1.6)

entre 0 et x conduit & l'expression de la rotation des sections droites (pente) et du déplacement

suivant y (fleche) :

T Mf.(s)

ez(x) :Hzi+ A El

ds v(x)zvi—i-/ 0.(s) ds
0

Remarque : la fleche peut étre obtenue & 'aide de la formule de Bresse :

T Mf,(s)

v(r) =v; + 0+ . BL

(z —s)ds

Des conditions aux limites :
U(L) = Uy s QZ(L) = sz y Ty(L) = Tyj 5 MfZ(L) = Mfzj
on déduit 'expression des efforts nodaux en fonction des déplacements nodaux :

{fooa} = [k {u} —{f}

ou :
—T,(0) Ty i
_ _Mfz(o) - _Mfzi ul = ezi
{fnod} - Ty(L) - Tyj ) { } v;
p,,m 1 /3]
Af[ ] A
S s T
| I »x = /4]

Figure 2.2 — Vecteur force équivalent auz charges réparties

{fnod} est le vecteur des forces nodales.

oooooo

{f} est le vecteur force équivalent aux charges réparties (figure 2.2)).

{u} est le vecteur déplacement élémentaire.

1. Jacques Bresse (1822-1883).

(2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10a)

(2.1.10Db)



8 Flexion des poutres a plan moyen
2.1.2 Elément de poutre a section constante
Remarque : les éléments décrits dans ce pararaphe sont utilisés par le logiciel RDM — Flexion.

L’élément de poutre (i — j) (figure 2.3]), de longueur L, de moment quadratique I, et de module de
Young F est soumis sur toute sa longueur a une force et & un couple d’intensité linéique :

x x
py(x) :pyi“‘(pyj_pyi)z s mz(x) :mzi+(mzj_mzi)z (2-1-11)
Figure 2.3 — Element rigide-rigide
L’équilibre de I’élément s’écrit :
L
—Tyi + Ty + 9 (Pyi + pyj) =0
L? L
~Mfei+ Mfej + LTy + = (pyi + 2pys) + 5 (mai +mz5) =0
La relation {fnoda} = [k ]{u} — {f} s’écrit (programme [ber_mat) :
~Ty; 12 6L —12 6L7 (v
—Mf; | _EL 4L —6L 2L*| |0,
Tyj - L3 12 —6 L Uj
Mf,; sym. 412 0,
T Y ~ (2.1.12)
21 9 -6 —6
_£ 3L 2L Dyi _i L —L| [my
60 | 9 21 Dyj 12| 6 6 M
—2L -3L —L L
Remarque : si py; = pyj = p et mz; = m,; = m, le vecteur {f} se réduit a :
6 —m
wr)rl )
{f} = 26 (T m (2.1.13)
—L 0

Elément rotule — rigide

L’origine de I’élément est une rotule d’ou : Mf,; = 0.
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Figure 2.4 — Element rotule-rigide

Avec cette condition, la relation {fuoq} = [k]{u} — {f} se réduit & (programme :

~ Ty 1 0 -1 L7 (v
0 | 3EL 00 o]0
Tyj - L3 1 —L ’Uj
MFf, sym L? 0
T Y 7 (2.1.14a)
33 12 -5 -3
L 0 0 Dyi L1 0 0] [my
120 | 27 48 Dyj 8|5 3 M
—7L —-8L -L L
avec :
1 L’ ?
=Ygy, o LO) 4+ —(3pu 2 Y (may—m,; 2.1.14
0 2L( 3v +3’Uj 9])+240EIZ(3py + py])+48EIZ(m mj) ( b)

Elément rigide — rotule

L’extrémité de 1'élément est une rotule d’ott : Mf,; = 0.

- Tyi
_Mf zi

Figure 2.5 — Element rigide-rotule

Avec cette condition, la relation {fuoq} = [k]{u} — {f} se réduit & (programme :

~Tyi 1 L -1 0 Vi
_Mfzi _SEIZ L2 —-L 0 921’
T,; ? 10|
0 Sym. 0 0
(2.1.15a)
48 27 -3 =95
_i 8L TL| [pyil| _ 1 L —L| [my
120 |12 33| \pyiJ 8|3 5| \msy
0 0 0 0
avec :
1 3 L?
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Elément rotule — rotule

Les deux extrémités de I’élément sont des rotules d’ou : Mf,; =0 et Mf.; = 0.

_Tyi
_Mfzizo

Figure 2.6 — Element rotule-rotule

Avec ces conditions, la relation {fuoq} = [k]{u} — {f} se réduit & (programme [ber_rot rotl) :

~Ty; 2 1 -1 -1
0 L {0 0 [py 1{0 o0 M
= —— - = 2.1.16
T,; 6|1 2 {pyj 211 1| \msy (2.1.162)
0 00 0 O
avec :
1 L3 L?
bui = T = o)+ gy g, (8w + TP ) & g (mei = msy) (2.1.16b)
1 L? L? o
Remarque : la matrice de rigidité est nulle.
Contraintes et déplacements
L’effort tranchant et le moment fléchissant sont donnés par :
T $2
Ty(z) =Ty — / py(s) ds = Tyi — pyix — (pyj — Pyi) 2L (2.1.17a)
0
T X
Mf,(x) = Mf,; — / Ty(s)ds — / m(s)ds
0 2 . 2 (2.1.17b)
= Mfzz - Tyix +pyi? + (pyj _pyi)67L — My — (mzj - mzz) ﬁ
La contrainte normale dans la poutre est égale a :
Oza(T,y) = —[E Mf.(x) (2.1.18)
z
La rotation des sections droites et la déformée sont données par :
1 x
HZ(.CL') = 021‘ + E,IZ/O MfZ(S) ds
1 x?
=0 + L (Mfzi x— Ty 2) (2.1.19a)

1 a3 xt a2 a3
+ E712 Dyi g + (pyj *pyi) m - mzi? - (mzj - mzi)i
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v(x) =v + /Ox 0.(s)ds

2 3
<Mfzi % — Ty ‘T6> (2.1.19b)

Zvi+9zz’ﬂf+Elz

1 x4 x® a3 xt
+ E71-2 Dyi 24 + (pyj _pyi) ﬁ - mzz‘g - (mzj - mzi)m

Cas particulier : si le chargement se réduit a une force uniformément répartie

Pyi = Dy; =P mzi:mzj:O
les relations ci-dessus deviennent :
Ty(z) =Ty —px
2

1 x? x3
0.(x) =0.; + L (Mfzix =Ty 5 +P6>

1 x? x3 x*
U(CC) = V; +02,-a:+ EIZ (Mfzz ? —Tyi E —|—p24)

T .
Sip # 0, leffort tranchant s’annule pour & = z,,, défini par Ty (x,,) = 0 soit z,, = % Si z,, est

compris entre 0 et L, le moment fléchissant passe par une valeur extrémale :

T2
yi
Mfz(xm) = Mfzi - 2p

2.1.3 Fonctions d’interpolation

Le déplacement suivant y est représenté par le polynome du 3¢ degré :

v(z) =ag + a1z +aza® +aza® (2.1.20)
d’ou la rotation des sections droites :
0.(x) = g; =a; +2ayz + 3azx? (2.1.21)
avec les conditions aux limites :
v(0)=wv; , v(L)=wv; , 0,(0)=0, , 60.(L)=260 (2.1.22)
On en déduit expression de v(x) en fonction des déplacements nodaux :
o(@) = [No()] {u} (2.1.23)

d’ou :
b.(0) = | | () = o o)) (2.1.21)

avec les fonctions d’interpolation (programme : [ber_intl) (figure 27 :

13624288 6(6%—¢)
T [E(E-284€) N, }T:[dmrzl L(1-4¢+3¢%
0 3¢ — 268 Lo dx L| 6(-¢)
3 ¢2 2 _
L(&-¢%) s L(3¢%-2¢) (2.1.25)
AN, 1" [N, 1T 2 |LBe-2)| . . =
[dm] _[dﬁ} ~ 12| 3-6¢ ou &=7

L(3e-1)
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AN ) AN

V() 2L/3 L

4L/27

L/3 1

Figure 2.7 — Fonctions d’interpolation

— Remarque 1 : le champ de déplacements :

v(x) = [No(z){u}

est le champ de déplacements exact pour un élément de poutre a section constante et non

chargé :
d*v

EIZ@:pyZO

— Remarque 2 : le champ de déplacements s’écrit sous forme paramétrique :
1
{x@jﬁL<1q<n
v(§) = [No(OHu} ,  0:(§) = [No. ({u}
avec les fonctions d’interpolation (programme :

2(2+8)(E-1)
[N]T:E LE+1)(E—1)°
YT 2(2-9)(E+1)?
LE-1)(E+1)°
6(2—1)
Ny ]T:[de]T_l L(¢E-1)BE+1)
: dz AL 6(1—¢?)
L(E+1)(3¢—1)
6¢
dNg. 1" [&N,T 1 | L3E-1)
[dx] _{daﬂ} A —6¢
L(3¢+1)
et les relations :
d:vzgzdff:Jdﬁ:gdf d’ot ng
af 10 O2f 1 & L '
ool BN [wae= [ see i

J est le jacobien de la transformation géométrique z(§).

2.1.4 Utilisation des fonctions d’interpolation

En utilisant I’expression du champ de déplacements :

{ u(@,y) = —y0:(z)

v(z,y) = v(x)

(2.1.26)

(2.1.27a)

(2.1.27h)

(2.1.27¢)

(2.1.27d)

(2.1.28)
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et les relations :

v(z) = [Ny[{u} - o(x) = [N,]{u} L_d
{QZ(JS)Z[NQZ]{U} dou {(;Z@):[NQZHQ} il =) (2.1.29)

on déduit I'expression de I’énergie de déformation et de I’énergie cinétique en fonction des déplace-
ments nodaux.

L’énergie de déformation est égale a :

1
Edef - 2/ Oxx Exx dVv (2130)
\%4
avec 5 o6
T T
d’ou : . )
1 00,
) S —— EI, d 2.1.32
def 2/0 <8x) x (2.1.32)
En utilisant la relation : 96.(x) N
2\ 6.
il vient : )
Eqet = 5{u}T [k]{u} (2.1.34)

ou la matrice de rigidité [k] est égale a :
L
(k] = / EL [B)" [B] dx (2.1.35)
0

Le travail des forces extérieures pour le déplacement v(x) et la rotation 6,(x) est égal a :

L L
W = / o() py () da + / 0, (2) mo () dit{ud™ {faod} = {3 T({F} + {faca})  (2.1.36)
0 0

ou le vecteur force est égal a :

L L
()= /0 INT py () i + /0 (No.]" . () da (2.1.37)

L’énergie cinétique est égale a :

Ecin = / p(u2—|—v2)dV
2 Jv

1 [E 1 [L )
:/ pAi}zdx—i—/ pl. 0% dz (2.1.38)
2 Jo 2 Jo

1.. T . 1 . T o 1. T .
= (" ] (i) + 5 () ) ) = 3 (i) ] )
ou la matrice de masse [m| est égale a :
[m] = [my] + [mq,] (2.1.39)

avec

L L
o] = /0 pANT[Ndz , [mg] = /O p L. [Np.|® [Np.] da (2.1.40)
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Le principe de Hamilton :

5 [ (Bein — (Bt — West)) dt =0 V{6u} avec {6u}|_, = {0u}|,_,, ={0}  (2.1.41)
~—_———

t1
énergie potentielle

conduit aux équations de Lagrange :

d (OFEcin OE et OWext _ —
dt(c‘)ui >+ B, — o, =0 i1=1,...,4 (2.1.42)
soit sous forme matricielle :
{fooat = [m]{i} + [k ]{u} — {f} (2.1.43)

Cas particulier : la section droite est constante

Si la section droite est constante, on obtient pour la matrice de rigidité et le vecteur force le méme
résultat qu’avec la méthode précédente (programme [ber_int matl). On obtient de plus la matrice de
masse :

156 22L 54 —-13L

_ pAL 4% 13L -3L2
[l = =55 156 991 (2.1.44a)
Sym. 412
36 3L —-36 3L
ol 412 3L L?
[mg.] = 302 I (2.1.44b)
Sym. 412
Si I’élancement de I’élément A\ = AZQ est petit, la contribution de la matrice [mg_| & la matrice de
1 (D)’
masse est négligeable. Pour un rond plein de diametre D : \ = 16 <L) .

Intégration numérique par la méthode de Gauss
Dans la pratique les matrices [ k] et [m ] et le vecteur { f} sont évalués numériquement par la méthode
de Gauss [5, [15, 17, 26] :

npi

1
RGN (2.1.45)
- =1

ou npi, w; et & sont respectivement le nombre de points d’intégration, le poids et I’abscisse du ¢ point
d’intégration (table 2.T]).



Modeéle de Bernoulli 15

npi %
1 2
2 +0.57735026918962576 ( + /1 /3) 1
X 0.83388833888338889 (8/9)
10.77459666924148338 (i 3/5) 0.55555555555555556 (5/9)
3-2,/6/5 1 1
40.33998104358485626 | + 0.65214515486254614 | — +
4 7 2 6,/6/5
L0.86113631150405258 | £/ S 2V6/5 0.34785484513745386 [ ~ —
7 2 6./6/5
0 0.56383388338838889 (128/225)
1 161 13
£0.53846931010568309 <i 5—4./5 /14> 0.47862867049936647 y—
5 3 450 ' 1801/5/14

1 161 13
£0.90617984593866399 (j:3 5—1—4\/5/14) 0.23692688505618909 < )

450 180./5/14

TABLE 2.1 — Points d’intégration et coefficients de pondération pour la méthode de Gauss

Remarque 1 : un polynéme de degré inférieur ou égal a 2 npi—1 est intégré exactement par la méthode
de Gauss a npi points.

Remarque 2 :

/()L‘q(l‘)d]":§/1~"<1+§ > %ww(H& > (2.1.46)

2.2 Exemples

2.2.1 Poutre soumise a une force nodale

Une poutre droite (1,2,3) de section droite constante est encastrée en 1 et repose en 2 sur un appui
simple. Soit FI, la rigidité linéique de flexion.

Ay l_ P
7
—>» x
1 2 3
<L—>@_+q

Figure 2.8 — Poutre soumise a une force nodale

Elle porte en 3 une charge ponctuelle de composantes (0, —P,0) avec P > 0.
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Partition des degrés de liberté

Effectuons une partition des degrés de liberté en déplacements connus et inconnus ([1], [26]) :

ezg =7 Ul:O
{UL}=q v3=" , {Us}=40.1=0
0.3 =" vo =10
d’ou :
0,0 =7)
113:?
ULy ) 03 =7
{U}_{{Ug}}_ v =0
0,1 =0
L v2 =0

On en déduit la localisation des degrés de liberté dans les matrices globales :

vy — 0 )
Hzl — 0
i vy — 0
{DDL} = 0,0 — 1
vy — 2
ﬂzg — 3
Etude élémentaire
Les matrices élémentaires sont :
v — 0 vg — 0
0,1 — 0 0,0 — 1
{ddl 2} = 1121% 0 o {ddlys} = UZ3Q—> 2
922 —1 (923 —3
12 6L —-12 6L 12 6L —-12 6L
EI, |6L 41> —6L 2L° EI, |6L 4L> —6L 2L?
kiol="75 15 610 12 —6r| 0 Fsl=T7m 0 6r 12 6L
6L 21> —6L 4L? 6L 2L> —6L 4L?

Assemblage et calcul des déplacements inconnus

Les déplacements inconnus sont les solutions de I’équation [K1r){Ur} = {Froa,r} :

8L2 —6L 2L2 6.9 0
EIL,
T3 —6L 12 —6L|{vgp=<K-P
2I%2 —6L 4L2 0.3 0
d’ou (ber_exT)) :
PIL? 7PL3 3PL2
922 = - y U3 = — ) 23 — —
4FI, 12 EI 4ET,

Efforts et déplacements élémentaires

Les efforts nodaux sont calculés & 'aide de 1'équation { fuoq} = [k]{u} (her_ex])) :
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— élément 1 — 2 :

~T, 6L -3
“Mf, | EL |212 Pl -L
T, T3 02} = 5
V2 % |-6L 2] 3
Mfz2 4L2 —2L
3P
Px Pa?
L (z) = 2L — : - L—
0.(0) = 1o (2L -32) ., vla) = - (L)
— élément 2 — 3 :
—Tyo 6L 12 6L] ., 1
~Mfn,| FEL [41* —6L 2L%| )| _ pl L
T,s ( L% |-6L 12 —6L 9”3 I |
Mf.3 2L2 —6L 4I2 = 0
Ty(x)=—-P , Mf.,(x)=Px—-1L)
P 2 2 Px 2 2
g —_ —4 — — J—
0,(x) 4EIZ( L Lx+2z%) , v(x) 12EIZ( 3L —6xL+2x%)

Actions de liaison

Elles sont déduites des efforts élémentaires :

3P —PL 5P
Py=-Tp=—— , M.= —Mfa = — 0 Py =Tpp-o—Tppg=—4

L’équilibre de la structure est vérifié :

F1y+F2y+F3y:O , Mlz—i-MQZ—l-Mgz—l-LFQy—i-QLng:O

Représentations graphiques

L’effort tranchant T}, (z) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

AT, MY,
3P/2 PL/2

Application numérique

On donne : L = 90 cm, E = 200000 MPa, o = 300 MPa , P = 1500 daN.

Le moment fléchissant maximal est Mf,.x = PL. Le dimensionnement en contrainte s’écrit :

Mfmax  PL
Omax = = <0p

Wel.z Wel.z

d’or :
o PL_ 15000 x 900
bz = o T 300

= 45 cm?
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2.2.2 Poutre soumise a une force répartie

AY 2p
-p
1 v v v v ¥V 7T 71
x
i = = 1
<L—>H¥>{

Figure 2.9 — Poutre soumise a une force uniformément répartie

La poutre droite représentée sur la figure est encastrée en 1 et repose sur un appui simple en 2
et 3. Soit E'I, la rigidité de flexion linéique de la poutre. La poutre porte une force répartie d’intensité
linéique —2 p entre les noeuds 1 et 2 et —p entre les noeuds 2 et 3 avec p > 0.

Partition des degrés de liberté
Effectuons une partition des degrés de liberté en déplacements connus et inconnus ([1], [26]) :

v = 0

_ 922 =7 _ (921 =0
10} = {9z3 :?} - sk = vy =0
v3 =10
d’onr :
922 =7)
0.3 ="
{UL}} V1 = 0
U = =
{ } {{Ug} gzl =0
Vg = 0
V3 = 0 )

On en déduit la localisation des degrés de liberté dans les matrices globales :

( vy — 0 )
921 — 0
. vy — 0
{DDL} = 0,0 — 1
vy — 0
\023 — 2
Etude élémentaire
Localisation des degrés de liberté :
V1 — 0 vy — 0
_ 921 — 0 . 922 —1
{ddh—} = vy — 0 o Addls} = v3 — 0
022 —1 923 — 2
Matrices de rigidité :
12 6L —12 6L 12 6L —12 6L
i ]_% 6L 4L* —6L 2L? 0 ]_% 6L 4L* —6L 2L?
=278 12 -6 12 —6L| 0 WEITIZ -12 —6L 12 —6L

6L 2L? —6L 4L2? 6L 2L? —6L 4L?
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Vecteurs force :

—6 —6

_pL )L _pL )L
{fi2} = 6\ -6 , Afost = 5 ) 6
L L

Assemblage et calcul des déplacements inconnus

Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Krr|{Ur} = {FL} :
EIL [8L* 2L%] [6.5] _ pL* f1
L3 |2L% 4L%] \6.3) 12 |1

pL? pL?
922 - ) 23 —
163 EL 56 E1L

d’ou (programme [ber_ex2])

Efforts et déplacements élémentaires

Les efforts nodaux sont calculés a 'aide de I'équation { fuoq} = [k]{u} —{f} (programme [ber_ex2) :

— élément 1 — 2 :

~Tp 6L —6 29
~Mfa\ _ EL |27 (020} — pL)-L| _pL) 5L
Tp [ L3 |-6L| V"~ 6 ) —6( 287 27
Mf.o 412 L —4L

Ty(m)zz%(—ZQL—56x) . Mf.(z) = L (~5L%+29 Lo — 2827)

~ 28
29 281 )
L’effort tranchant s’annule pour x,,, = — L : Mf,(x,,) = —— pL* = 0.090 pL~.
56 3136
2
pT 2 2 b 2 2
0 = —30L TLx—5 = —15L 29Lx — 14
() 168EIZ( 3 +87Lx —56x7) , wv(x) 168EIZ( + x x)
— élément 2 — 3 :

—Tyo 6L 6L —6 9
—Mfo | _ EL |4L* 2L*| [0, pL)—-L| _pLJ2L

Ty (L3 |—-6L —6L| |63 12)-6( 14)5

Mf.3 2L% 4L? L 0

T _p _ b 2 2
y(x)—ﬁ(—QL—l—lllx) , Mfz(x)—ﬂ(—ZL +9Lx —Tx%)

9 25 5 9

L’effort tranchant s’annule pour z,, = 1 L: Mf,(zy,) = @pL = 0.064 pL~.

p 3 2 2 3
0 = L°—24L 54 Lx* — 28
() 168EIZ( T+ x x?)
pr 3 2 2 3
= L°—12L 18 Lx” —
(z) 168EIz( x+ 18 Lz* — 7x”)
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Actions de liaison

Elles sont déduites des efforts élémentaires :

29pL 5pL?
Fly = _Tyl = TJSD ) M, = _Mle = 12)8
45pL
Fyy = Typ (élément 1-2) — Typ (élément 2-3) = %
5pL
Fy,=T,3=——
3y y3 14

L’équilibre de la structure est vérifié :

L?  3pL?
Fiy+ Foy+ Fyy —3pL =0 , My, + My, + Ms, + LFy, +2LF;, — 2 — 222

0
2 2

Représentations graphiques

L’effort tranchant T} (x) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

T 27 pL128
T y /I 5pLl14
MM > X
—9pL/14

—29pL/28
Mz 5
0.090 pL 0.064 pL*
/ -\ | TN
—5pL~/28 297,/56 L 23L/14 2L

Application numérique

On donne : L = 1.4 m, o = 230 MPa , P = 2000 daN/m.

Le moment fléchissant maximal est :
5pL?

Mfmax = 28

Le dimensionnement en contrainte s’écrit :

. Mfmax . 5pL2 <
B Wel.z - 28 Wel.z oF

Omax

d’ot :
5pL? 5 x 20 x 14007

— — 30.44 cm?
~ B®op 28 x 230 o

Wel.z
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2.2.3 Prise en compte d’un appui élastique

AY

Figure 2.10 — Poutre soumise a une force uniformément répartie

La poutre droite représentée sur la figure 210 est encastrée en 1 et 3. Le nceud 2 repose sur un appui
élastique de raideur k. Soit E1, la rigidité de flexion linéique de la poutre. La poutre porte entre les
noeuds 2 et 3 une force uniformément répartie d’intensité linéique —p avec p > 0.

Partition des degrés de liberté

Effectuons une partition des degrés de liberté en déplacements connus et inconnus ([1], [26]) :

e 0
o Vo = ? o 921 =0
et = {9z2 Z?}  Ush= vz =0
9,23 =0
d’otr :
Vo = 7
0.0 ="
UL} v = 0
U —_ { =
{3 {{U@}} 0,1=0
v3 =20
(0.3 =0
On en déduit la localisation des degrés de liberté dans les matrices globales :
vy — 0
9:41 — 0
_ vy — 1
{PDL} = 0.0 — 2
vy — 0
923 — 0
Etude élémentaire
Localisation des degrés de liberté :
vy — 0 vy — 1
_ Hzl — 0 o 0z2 — 2
{ddh—} = vy — 1 o {ddls} = vy — 0
922 — 2 923 — 0
Matrices de rigidité :
12 6L —12 6L 12 6L —12 6L
EI, |6L 4L> —-6L 2L* EI. |6L 4L> —6L 2L*
[k1-2] = —5 o [ka—g] =

3 |-12 6L 12 —6L 3 |-12 6L 12 —6L
6L 212 —6L 4I2 6L 212 —-6L 4L?
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Vecteur force :

_pL -
{fo3} = 23 -6

Assemblage et calcul des déplacements inconnus

Les déplacements inconnus sont les solutions de I"équation [Krr|{Ur} = {Fnoda,r} + {FL} :

% 24 0 V2 . —k:vg +& —6
I3 |0 8L?| 6. 0 12 | -L

d’ont
pL4 1 pL3 kL?
vy = — — o ba=- , C=
48FEI, 1+C 96 E1, 24 F1I,
et : I o
p
Foy=—kvyg="S ——
2 2T 15c
v2 A F2v
ﬁ > k pLI2—
-pL'/48EL > k

Figure 2.11 — Déplacement vo et action de liaison Fyy, en fonction de la raideur k du ressort

Les autres réactions d’appui sont données par I’équation {Fyoq.p} = [Kpr]{UL} — {Fp} :

Py, -12 6L 0
My | _PEL |-6L 2L*| fw)| 0
Fy, [ L3 | —-12 —6L| |0x —pL/2
M, 6L 2L? pL?/12
d’on :
_pL3-C _pl?5-C _pL134+9C A\ _ pL?1145C
W61+ 0 T 8 1+0 0 T 16 140 0 T 48 1+C

L’équilibre de la structure est vérifié :

F1y+F2y+F3y—pL:0
Mlz+M32+LF2y+2LF3y—3pL2/2:O

2.2.4 Poutre avec une rotule interne

La poutre représentée sur la figure 2.12] a une section droite constante de moment quadratique 1.

AY

¥4
7 33 ]
() —>» X
1 . T 24 I 3
-~

Figure 2.12 — Poutre avec une rotule interne
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Soit E le module de Young du matériau. Les deux éléments (1 — 2) et (2 — 3) sont liés entre eux par
une rotule. L’ensemble est encastré en 1 et 3. L’élément (2 — 3) est soumis & une force uniformément
répartie d’intensité linéique —p avec p > 0.

Partition des degrés de liberté

La structure est représentée par un élément rigide-rotule (1 — 2) et un élément rotule-rigide (2 — 3).

Effectuons une partition des degrés de liberté en déplacements connus et inconnus ([1], [26]) :

vy =0
0.1=0
{UL} = {'UQ :?} s {US} = ng =0
V3 = 0
923 =0
d’otur :
( V2 =7
v1 =0
_ UL} _ ) 00=0
r= {{Us}} " )6.2=0
V3 = 0
(0.5 =0

On en déduit la localisation des degrés de liberté dans les matrices globales :

v — 0
Hzl —0
B vy — 1
{DDL} = B0 0
vy — 0
923 —0
Etude élémentaire
vy — 0 1 L -1 0
)04 —0 _3EL|L L[* —-L 0
ddho} =3 ¢ > Bdd=— 1 2
0,0 — 0 0 0 0
1
«92«2 = ﬁ(—?wl + 3vg — Lé?zl)
vg — 1 1 0 -1 L -3
)02 —0 _3EL {0 0 0 0 _pL )0
tdlsy =3 0o Pesl="5 10 0 1z 0 V=T
0.3 — 0 L 0 —L L2 L

1
022 = 7(—3122 + 3vz — Lezg) —

2L ASEI,
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Assemblage et calcul du déplacement inconnu

Le déplacement inconnu vy est solution de I’équation :

6E.  —3pL . _ —pL*
r 2?7 s o TG R
On en déduit la valeur de la pente au noeud 2 :
—3pL3 TpL3
2= 0 %Iz sur Pélément (1 —2) et 6,0 = 96pEIZ sur Iélément (2 — 3)

Efforts et déplacements élémentaires

Les efforts nodaux sont calculés a 1’aide de 1’équation {fnoq} = [k]{u} — {f} :

— élément 1 — 2 :

~Ty ~12 6L 3
~Mfa | _ EL |-6L 2L*| fvy| _pL)3L
Ty2 L3 12 —6L| |0, 16 ) -3
Mf.o —6L 412 0
3pL 3pL
Ty(x) 6 Mf.(z) = 1—6(:5 —-L)
3pLx p L z?
= —-2L = —-3L
— élément 2 — 3 :
—Ly2 1 -3 3
—Mf.o| 3EIL |0 (0o} — pLJo{ _pL) O
Tys (L3 |1V 8 )-5( 16) 13
Mf.3 L L —5L
_ b p 2
Ty(:c)—E(IGJ:—?)L) , Mfz(x)zl—6(3L$—8:L’ )

Hz(ac)z%%l (TL>+9Lx* —162%) | v(x):%%I (—6L* + 7Lz +3La® — 42"

Remarque : on obtient le méme résultat en utilisant la relation {fuoa} = [k]{u} — {f} de I'élément
rigide-rigide.

Actions de liaison

Elles sont déduites des efforts élémentaires :

3pL 3pL?
Fiy=-Ty = ST My, = —Mf, = — 16
13pL 5pL?
FSyZTy3:T ’ MSz:MszZ_ 16
L’équilibre de I’ensemble est vérifié :
3pL
F1y+F2y+F3y_pL:0 s Mlz+M2z+M3z+LF2y+2LF3y_7:0

2
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Remarque : autre modélisation

La poutre est représenté par deux éléments « rigide — rigide » 1 — 2 et 4 — 3 avec la condition vy = vy
(cette méthode est utilisée dans le logiciel « RDM—Ossatures »).

La localisation des degrés de liberté dans les matrices globales s’écrit :

( v — 0 )
021 —0
vy — 1
o 9Z2 — 2
{DDL} = o — 0
9z3 —0
vg — 1
924 -3
Les matrices élémentaires sont :
v; — 0 12 6L -12 6L
_)0.4—0 _EI |6L 4L* —-6L 2L?
{ddh 2} = vy — 1 (2] = I3 |-12 —6L 12 —6L
0,0 — 2 6L 2L° —6L 4L
vy — 1 12 6L —12 6L 6
_)0.4—3 _EI |6L 4L* —6L 2L? _—pL ) L
{ddls—s} = v3 — 0 Fisl=—75 | 19 61 19 _gr| West=—731
0,3 =0 6L 2L* —6L 4L? —L
L’assemblage conduit a 1’équation :
24 —6L 6L V9 6
EI L
6L 412 0 |[d6,8=-L=0)p
L3 12
6L 0 4L?| |6, L
d’olt :
—pL* —3pL3 7pL3
Vg = s 22 = s 24 =
16 EIL, 32FEI 96 EI,

2.2.5 Probleme a déplacement imposé
Enoncé

La poutre droite représentée sur la figure ci-dessous est en acier de module de Young E et de limite
élastique o ; elle a une section constante de moment quadratique I,.

AY
7
Zh i 3
-d 7‘%
L L Z

La section 1 est encastrée et la section 3 repose sur un appui simple ; la section 2 subit un déplacement
vertical vo = —d avec d > 0.
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Partition des degrés de liberté

Effectuons une partition des degrés de liberté en déplacements connus (nuls {Ug}, non nuls {Up}) et
inconnus {Ur} ([, [26]) :

’01:()

0,0 ="
{UL}: {0 2:7} 5 {UP}:{U2:_d} , {US‘}: 0.1=0
= v3 =0
d’ou :
922 =7
=7
{UL} UQZ?’: —'d
{Uy=q{Up}p=4""_
{Us} !
0,1 =0
v3 = 0

On en déduit la localisation des degrés de liberté dans les matrices globales :

v — 0
(9;;1 — 0
o vy — 3
{DDL} = 0,0 —1
vy — 0
9;;3 — 2
Etude élémentaire
Localisation des degrés de liberté :
v, — 0 v — 3
B Hzl —0 . 022 —1
{ddl 2} = vy — 3 o Addly-s} = v3 — 0
922 —1 (923 — 2
Matrices de rigidité :
12 6L —12 6L 12 6L —12 6L
i ]_% 6L 4L* —6L 2L* k ]_% 6L 4L* —GL 2L
A= s o126 120 —6L| 0 MEFYT IR |12 6L 12 —6L
6L 2L° —6L 4L? 6L 2L> 6L 4L

Assemblage et calcul des déplacements inconnus

Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Krr]{UL} = {Fr} — [Krp|{Up} :

EI [8L* 2L7%| [0, _ [0\ EL [0 (—d)
L3 |2L% 4L%| 10,5 )0 L3 |6L
d’o :

3d 12
bo=—"=  f=
2 7L 377

|
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Efforts et déplacements élémentaires

Les efforts nodaux sont calculés a l'aide de I’équation { fnoa} = [k] {u} :

élément 1 — 2 :

Ty ~12 6L 66
—Mfa| _FL |-6L 2L*| fvy=-d| _FLd )36L
Ty [ L3 | 12 —6L 0 | TL3 )66
Mf.o —6L 4L? 30L
— ¢élément 2 — 3 :
~Tyo 12 6L 6L —30
~Mfs,| EL |6L 41> 2IL2 2 0. _ ELd |30L
Ty [ I3 |-12 —6L —6L 022 T 7L3 ) 30
Mf.3 6L 21> 4I2 =3 0
Actions de liaison
Elles sont déduites des efforts élémentaires :
66 El.d 36 El.d
Fly:_Ty1:77 ’ Mlz:_Mfz1:7 12
96 EI.d
Fyy = Tyo (6lément 1-2) — Ty (élément 2-3) = - L;
30 ELd
By =Ty =773

L’équilibre de la structure est vérifié :

Fiy+Foyy +F3, =0 , My, + Mo, + Ms, + LFyy +2LF3, =0

Représentations graphiques

L’effort tranchant T}, (z) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

AT 30EI1,dI7L° TMfZ 30E7.dI7L
1 2 3 0, 1 2 3.

N

3

Application numérique

On donne : L = 0.2 m, £ = 200000 MPa, o = 300 MPa , d = 3 mm. La section droite est un
rectangle plein de hauteur h.

Le module de flexion élastique étant égal & Wy, =21, /h, on a :

Mfuax 18 Edh
g = =
max Welz 7 L2

< ORE
d’ou :
7L%g

R Fd = 7.77 mm
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2.3 Programmes Maple

Les programmes suivants sont dans le fichier bernoulli_xy.txt.

2.3.1 ber_mat

# calcul de la matrice de rigidité et du vecteur force
# d’un élément de poutre & section constante

restart;with(linalg):

# charges
py:=x->pyi+(pyj-pyi)*x/L;
mz:=x->mzi+(mzj-mzi)*x/L;

# effort tranchant et moment fléchissant
Ty:=x->Tyi-int (py(s),s=0..x);
Mfz:=x->Mfzi-int(Ty(s),s=0..x)-int(mz(s),s=0..x);

# pente et fléche
rotz:=x->rotzi+int (Mfz(s)/EIz,s=0..x);
v:=x->vi+int (rotz(s),s=0..x);

# calcul des efforts nodaux en fonction des déplacements nodaux
solve({rotzj=rotz(L) ,vj=v(L)},{Tyi,Mfzi}) :assign(%):
Tyj:=Ty(L) :Mfzj:=Mfz(L):

# matrice de rigidité et vecteur force
unod:=[vi,rotzi,vj,rotzj]:
fnod:=[-Tyi,-Mfzi,Tyj,Mfzj]:
k:=jacobian(fnod,unod) ;
f:=jacobian(-fnod, [pyi,pyj,mzi,mzjl);

# remarque : fonctions d’interpolation
Nv:=grad(v(x) ,unod) ;
Nrotz:=grad(rotz(x) ,unod) ;

2.3.2 Dber_rot_rig

Ajouter les lignes suivantes au programme ber_mat :

# élément rotule-rigide
solve({Mfzi},{rotzi}):assign(%):
k:=jacobian([-Tyi,Tyj,Mfzjl, [vi,vj,rotzjl);
f:=jacobian([Tyi,-Tyj,-Mfzj]l, [pyi,pyj,mzi,mzjl);
simplify(rotzi);
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2.3.3 ber_rig_rot

Ajouter les lignes suivantes au programme ber_mat :

# élément rigide-rotule

solve({Mfzj},{rotzj}) :assign(%):
k:=jacobian([-Tyi,-Mfzi,Tyj]l, [vi,rotzi,vjl);
f:=jacobian([Tyi,Mfzi,-Tyjl, [pyi,pyj,mzi,mzj]l);
rotzj;

2.3.4 Dber_rot_rot

Ajouter les lignes suivantes au programme ber_mat :

# élément rotule-rotule

solve ({Mfzi,Mfzj},{rotzi,rotzj}) :assign(%):
k:=jacobian([-Tyi,Tyjl, [vi,vjl);
f:=jacobian([Tyi,-Tyjl, [pyi,pyj,mzi,mzj]l);
rotzi;rotzj;

2.3.5 Dber_int

# calcul des fonctions d’interpolation
restart:with(linalg):

# champ de déplacements
v:=al+al*x+a2*x"2+a3d3*x"3;
rotz:=diff (v,x);
drotz:=diff (rotz,x):

# calcul des coefficients du polyndme d’interpolation
eql:=vi=subs(x=0,v) :eq2:=vj=subs(x=L,v):
eq3:=rotzi=subs(x=0,rotz) :eqd:=rotzj=subs(x=L,rotz):
solve({eql,eq2,eq3,eq4},{a0,al,a2,a3}) :assign (%) :

# fonctions d’interpolation et dérivées
unod:=[vi,rotzi,vj,rotzj]l:
Nv:=grad(v,unod) ;
Nrotz:=grad(rotz,unod) ;
dNrotz:=grad(drotz,unod) ;

# représentation graphique pour L=1
plot([subs(L=1,Nv[1]),subs(L=1,Nv[2]),subs(L=1,Nv[3]),subs(L=1,Nv[4])],
x=0..1,legend=[N1,N2,N3,N4] ,color=[red,blue,green,cyan] ,thickness=2,
title="Poutre de Bernoulli : fonctions d’interpolation");
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2.3.6 ber_int_par

# calcul des fonctions d’interpolation sous forme paramétrique
restart:with(linalg):

# représentation de la géométrie et jacobien
x:=(1+x1)*L/2;J:=L/2;

# représentation du champ de déplacements
v:=al0+al*xi+a2*xi~2+a3*xi~3;
rotz:=diff(v,xi)/J;

drotz:=diff (rotz,xi)/J:

# calcul des coefficients du polyndme d’interpolation
eql:=vi=subs(xi=-1,v) :eq2:=vj=subs(xi=1,v):
eq3:=rotzi=subs(xi=-1,rotz):eqd:=rotzj=subs(xi=1,rotz):
solve({eql,eq2,eq3,eq4},{a0,al,a2,a3}) :assign(’%):

# fonctions d’interpolation et dérivées
unod:=[vi,rotzi,vj,rotzj]:
Nv:=grad(v,unod) :
Nrotz:=grad(rotz,unod) :
dNrotz:=grad(drotz,unod) :
Nv:=simplify(map(factor,Nv));
Nrotz:=simplify (map(factor,Nrotz));
dNrotz:=simplify(map(factor,dNrotz));

# représentation graphique pour L=1

plot ([Nv[1],subs(L=1,Nv[2]),Nv[3],subs(L=1,Nv[4])],xi=-1..1,
legend=[N1,N2,N3,N4],color=[red,blue,green,cyan] ,thickness=2,
title="Poutre de Bernoulli : fonctions d’interpolation");

2.3.7 Dber_interpolation

# fonctions d’interpolation sous forme paramétrique

# représentation de la géométrie et jacobien
x:=(1+xi)*L/2:J:=L/2:

# fonctions d’interpolation
Nv:=[(xi+2)*(xi-1)"2/4,L*x(xi+1)*(xi-1)"2/8,
-(xi-2)*(xi+1)"2/4,L*x(xi-1)*(xi+1)~2/8]:
Nrotz:=[3/2%(xi~2-1)/L, (3xxi+1)*(xi-1)/4,
-3/2*%(xi"2-1) /L, (xi+1)*(3*xi-1) /4] :
dNrotz:=[6/L"2%xi,1/L*(3*xi-1),-6/L"2%xi,1/L*(3%xi+1)]:

2.3.8 ber_int_mat

# calcul des matrices élémentaires d’un élément & section constante
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# & 1l’aide des fonctions d’interpolation
restart:with(linalg):

# représentation de la géométrie et jacobien
x:=(1+x1)*L/2:J:=L/2:

# fonctions d’interpolation
Nv:=[(xi+2)*(xi-1)"2/4,Lx(xi+1)*(xi-1)"2/8,
-(xi-2)*(xi+1)"2/4,Lx(xi-1)*(xi+1)"2/8]:
Nrotz:=[3/2*(xi"2-1) /L, (3*xi+1)*(xi-1)/4,
-3/2*%(xi"2-1) /L, (xi+1)*(3*xi-1)/4]:
dNrotz:=[6/L"2%xi,1/L*x(3*xi-1),-6/L"2%xi,1/L*x(3*xi+1)]:

# matrice de rigidité
k:=Matrix (4,4, (i,j)->int(dNrotz[i]*dNrotz[j]*EIz*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric);

# matrice de masse
mv:=Matrix (4,4, (i,j)->int (Nv[i]*Nv[jl*rhoxA*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric);
mrotz:=Matrix (4,4, (i,j)->int (Nrotz[i]*Nrotz [j]*rho*Iz*J,xi=-1..1),shape=symmetric);

# vecteur force

py:=pyi+(pyj-pyi)*x/L:

fpy:=vector(4,i->int (Nv[i]*py*J,xi=-1..1)):
fpy:=simplify(jacobian(fpy, [pyi,pyjl));
mz:=mzi+(mzj-mzi)*x/L:

fmz:=vector(4,i->int (Nrotz[i]*mz*J,xi=-1..1)):
fmz:=simplify(jacobian(fmz, [mzi,mzj]));

2.3.9 Dber_exl

restart: # initialisation

with(linalg): # calcul matriciel

# calcul des déplacements inconnus
KLL:=matrix([[8+L"~2,-6%L,2+«L"2], [-6*L,12,-6*L], [2*xL"2,-6%L,4*L"2]]):
c:=ExIz/L"3: KLL:=scalarmul (KLL,c);

FL:=vector([0,-P,0]);

UL:=linsolve(KLL,FL);

# efforts et déplacements élémentaires

element:=1;

# vecteur déplacement

if element=1
then unod:=vector([0,0,0,UL[1]]); # élément 1-2
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else unod:=vector([0,UL[1],UL[2],UL[3]]); # élément 2-3
fi:

# matrice de rigidité

k:=matrix([[12,6%L,-12,6%L], [6*L,4*L"2,-6*L,2*xL"2],
[-12,-6%L,12,-6*L], [6%L,2*L"2,-6*L,4*xL"2]]) :
k:=scalarmul (k,ExIz/L"3);

# vecteur force nodal

fnod:=multiply (k,unod) ;

# effort tranchant

Ty:=x->-fnod[1]; Ty(x);Ty(L);
# moment fléchissant

Mfz:=x->-fnod[2]-int (Ty(s),s=0..x); Mfz(x);Mfz(L);

# rotation des sections droites : pente

rotz:=x->unod[2]+int (Mfz(s)/E/Iz,s=0..x) ;simplify(rotz(x));rotz(L);
# déplacement suivant y : fléche

v:=x->unod[1]+int (rotz(s),s=0..x) ;simplify(v(x));v(L);

# représentations graphiques

assign(E=1,Iz=1,L=1,P=1);

plot(Ty(x),x=0..L,title="Effort tranchant",
thickness=2,color=blue,labels=["x","Ty"]);

plot(Mfz(x) ,x=0..L,title="Moment fléchissant",
thickness=2,color=blue,labels=["x","Mfz"]);
plot(rotz(x),x=0..L,title="Rotation des sections droites : pente",
thickness=2,color=blue,labels=["x","rotz"]);

plot(v(x),x=0..L,title="Déplacement suivant y : fléche",
thickness=2,color=blue,labels=["x","v"]);

2.3.10 ber_ex2

restart: # initialisation
with(linalg): # calcul matriciel
# calcul des déplacements inconnus

c:=ExIz/L: KLL:=matrix([[8%c,2%c], [2%c,4*c]]);
c:=p*L"2/12: FL:=vector([c,c]);
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UL:=linsolve(KLL,FL);

# efforts et déplacements élémentaires

element:=1;

if element=1 then py:=-2%*p; else py:=-p;fi:

# vecteur déplacement

if element=1

then unod:=vector([0,0,0,UL[1]]); # é&lément 1-2

else unod:=vector([0,UL[1],0,UL[2]]); # élément 2-3
fi:

# matrice de rigidité

k:=matrix([[12,6%*L,-12,6%L], [6%L,4%xL"~2,-6*L,2*xL"2],
[-12,-6%L,12,-6*L], [6*L,2+«L"2,-6%L,4*L"2]]):
k:=scalarmul (k,ExIz/L"3);

# vecteur force di & la force répartie
c:=py*L/12:f:=vector([6*c,L*c,6*c,-Lxc]);

# vecteur force nodale
fnod:=matadd(multiply(k,unod),f,1,-1);

# effort tranchant

Ty:=x->-fnod[1]-int (py,s=0..x);simplify(Ty(x));Ty(L);
# moment fléchissant

Mfz:=x->-fnod [2]-int (Ty(s),s=0..%) ;simplify (Mfz(x)) ;Mfz(L);
xmax :=-fnod [1]/py;

if (xmax/L>0) and (xmax/L<1) then Mfmax:=Mfz(xmax):fi;
# rotation des sections droites : pente
rotz:=x->unod[2]+int (Mfz(s)/E/Iz,s=0..x) ;simplify(rotz(x));rotz(L);
# déplacement suivant y : fléche

v:=x->unod[1]+int (rotz(s),s=0..x);simplify(v(x));v(L);

# représentations graphiques

assign(E=1,Iz=1,L=1,p=1);

33
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plot(Ty(x),x=0..L,title="Effort tranchant");

plot (Mfz(x) ,x=0..L,title="Moment fléchissant");

plot ([Ty(x) ,Mfz(x)],x=0..L,title="Effort tranchant et moment
fléchissant",color=[red,blue],legend=["Ty","Mfz"]);
plot(rotz(x),x=0..L,title="Rotation des sections droites :pente");
plot(v(x),x=0..L,title="Déplacement suivant y :

fléche");



Chapitre 3

Modele de Timoshenko

3.1 DMatrices élémentaires

3.1.1 Introduction

L’élément de poutre (i — j) (figure B.1]), de longueur L, est soumis & une force et & un couple répartis

d’intensité linéique p, et m..

Figure 3.1 - Elément de poutre

(Tyi, Mf.i) et (T, Mf.;) sont les efforts résultants dans les sections i et j.
(vi,0i) et (vj,0;) sont les déplacements nodaux.

En Pabsence de forces d’inertie, les équations d’équilibre (L4.3)) se réduisent & :

dT, AMF
T;+py:o ’ dg;z+Ty+mz:O

Les efforts résultants dans la section d’abscisse z sont :

T,) =T~ [ py(s)ds

0
M) = M- [ " (s) ds — / " ina(s) ds

(3.1.1)

(3.1.2a)

(3.1.2b)

Le déplacement sur y et la rotation des sections droites autour de 'axe z sont donnés par les formules

de Bresse ([10} 28, [36]) :

B T Mf.(s)
0.(x) =0, + . TEL ds
o A T Mf,(s) T Ty(s)
v(z) =v;+0,x+ . TEL (x s)ds—i—/o kaAdS

(3.1.3a)

(3.1.3b)
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Des conditions aux limites :
Tyj = Ty(L> , Mfz] = Mfz(L) y Uj = ’U(L) y sz = 92(L> (314)

on déduit I'expression des efforts nodaux en fonction des déplacements nodaux :

{fooa} = [k {u} = {f} (3.1.5a)
| 0} (-
{fnod} = _%{2()0) = _%fzz , {U} = f}zj (3.1.5b)

{fnod} est le vecteur des forces nodales.
[k] est la matrice de rigidité élémentaire.

{f} est le vecteur force équivalent aux charges réparties.

{u} est le vecteur déplacement élémentaire.

3.1.2 Elément de poutre a section droite constante

Pour un élément de poutre de section droite constante, soumis sur toute sa longueur a une force et a
un couple d’intensité linéique :

Py(x) = pyi + (Pyj — Pyi ) % o (@) =mai + (ma; —me) % (3.1.6)
il vient (programme : [fim _maf]) :
12 6L —12 6L
_ kL L*(44+¢y) —6L L*(2—¢y)
[k]= B+ ay) T 6L (8.1.7a)
sym. L? (4 + ¢y)
12+40¢,  18+20¢, ]
o L | L(6+5¢y) L(4+5¢,) | [py
1201+ ¢y) | 18+20¢, 42 + 40 ¢, Dyj
_L(4j65 by) —L(G_Z 5¢y)__ (3.1.7b)
L L |L(H4dy) L(=1424,)| [me
12(1 + ¢y) 6 6 mej
(=1+2¢,) L(1+4¢y) |
ol
12EL,  24(14v)1, (3.1.7¢)

T GR AT kA
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3.1.3 Fonctions d’interpolation
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Pour un élément de poutre & section constante et non chargé, les deux équations d’équilibre (T4.4)

se réduisent a : 5 /8
v
P (ax B 92) =0

%0, ov
EI, 52 +GAky ((% - 9z> =0

d’ou
o*v

gzt Y

ce qui implique

v(x) =ag+aiz+ayx? +aza®

ol ag, a1, as et ag sont des constantes. De I'équation ([B.I.8]), on déduit :

ov .
0.(x) = 9z + ¢ ou c est une constante
x
et "équation (B.1.9) devient :
9%0.  12c 5 12EL,
— = avec =
oz? ¢, L? Y L2GAKy,

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)

permettent le calcul des cinqg coefficients ag, a1, a2, a3 et ¢ en fonction des déplacements nodaux puis

les fonctions d’interpolation :
v(z) = [No(@)[{u} , 0.(z) = [Np.(2)]{u}

On obtient (programme [fim inl) :

2028 —¢—¢y—1)(E-1)

[N ]T: 1 L§(2§_2_¢y)(§_1)
b 2(1+ ¢y) —2£(26* -3¢~ ¢y)
LE2E+ dy)(—14€)

1262 — 126 -2 ¢,

dN, 1"
[dx} O 2L(1+ ¢y) —12€%+ 126+ 2 ¢,

L(6&% —4E+2E0y — dy)

6£(§—1)
T 1 LE-1)BE—1—¢y)
L(1 + y) —6€(E 1)
LE(-2+ ¢y + 3€)

—6+12¢
dNp, 1" _ 1 L(—4— ¢y +6&)
{ dz ] O L2(1+ ¢y) 6—12¢

L(-2+ ¢, +6¢)

[No.

1 L(2+ ¢y +6& — 86— 2£0,)

ou &= —

(3.1.15)

(3.1.16a)

(3.1.16D)

(3.1.16¢)

(3.1.16d)



38 Flexion des poutres a plan moyen

Le champ de déplacements s’écrit sous forme paramétrique (programme : [fim_int_par]) :

{w(ﬁ)l‘;% (—1<e<1)
0(€) = IO {u}  0-(6) = [No. ()] {u}

avec les fonctions d’interpolation :

2(6-1)(E+E-2-2¢),)
[N ]T: 1 L(£2_1)(£_1_¢y)
TRy |2+ 1) (€ —E-2-20))
LE-1)(E+1+¢y)

62 —6—40,
[dNU]T_ 1 L3226 26,6 —1)
dr | 4L(1+¢y) —682+6+40y
LBE2+26+2¢,€—1)
6(£2—1)
r_ 1 JLE-1BE+1-2¢)
Ml Siravey | sate)
§+1)(3§—1+2¢y)
[dNez]T L i
dz —|—¢y —6¢
L(3BE+1+¢y)
et les relations :
oz L of 10f O*f 1 9*f
dx 8§d£ Jds o, T=5 G-I TP o@

[ 1w ae= [ ey i

J est le jacobien de la transformation géométrique x(§).

Remarque : autre méthode.

Le champ de déplacements est donné par les formules de Bresse (B.13)) :

1 xT
GZ(I):G”JFH/O Mf,(s)ds

v(z) =v; i

1 v L? v
EIz/O Mfz(s)(x—s)ds—i—lzgi/o Ty(s)ds

Ty(x):Tyz ) Mfz( ) Mfm_ yi T

avec :

Des conditions aux limites :

v(L)=v;  0:(L) =0

(3.1.17a)

(3.1.17b)

(3.1.17¢)

(3.1.17d)

(3.1.17¢)

(3.1.17f)

(3.1.17g)

(3.1.18a)

(3.1.18b)

(3.1.18¢)

on déduit I'expression de Ty; et Mf,; en fonction des déplacements nodaux, puis les fonctions

d’interpolation (programme EIm Int reml).
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3.1.4 Utilisation des fonctions d’interpolation

De 'expression du champ de déplacements :

{Hon = —wio 5110

on déduit les déformations et les contraintes :

€ _al__ 90, _@_’_@__ +@
w= oy~ Yar 0 T oy O0xr  ° Oz (3.1.20)
Ore = Eeze Oy = ka Yxy

puis ’énergie de déformation :

1
Eget = 5 /V (Ux:c Exx T Oy 'Ya:y) dv
3.1.21)
1 (b 00.\ 1 (b v ? (
En utilisant les relations :
00.(x)  [dNy, ov(x)  [dN, B
S s B ) = ) (31.22)
il vient : )
Boet = 5 ()™ [k] {u) (3.1.23)
ou la matrice de rigidité [k] est égale a :
L L
(6] = lky) + (ko) = [ BL 1B, (Bldo+ [ Gk, (BT (B ds (3.124)
0 0
avec :
_ | 9Ns. || i Py g _
[By] = [ o ] . (B = [ d£] [No.] = YL 1+ -2 —L 2 —L] (3.1.25)

Le travail des forces extérieures pour le déplacement v(x) et la rotation ,(x) est égal a :

L L
W= [ 0@ pyfa)da+ [ 0.(a)mela) do+{u}" {fuoa} = {0} ({7} + {fuoa}) (3120
ou le vecteur force est :
L L
= [ W@ e+ [N (o) de (3.0.27)
L’énergie cinétique est égale a :
Egin = ;/Vp(ff + 92 dV (3.1.28)

En utilisant les relations :

{ u((x,y) i —y)ez(x) = —y [No [{u} , {a) = %{u} (3.1.29)
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il vient :

2
= S ] (i + g (" o] £} = 3 ()" ) )

ou la matrice de masse est égale a :

1 [E 1 [E :
Ecin:/ pAf[)Qda?—i-/ pIZQEda?
0 2 0

[m] = [my] + [me.]

avec I I
o] = /0 pAINIT [Nz, [me] = /0 p L. [Np.|* [No.] da

Le principe de Hamilton s’écrit pour un systeme conservatif :
to

0 (Ecin — ( Bget = Wext, ) dt =0 V{éu} avec {ou}|,_, = {éu}l|,—;, = {0}

t1
énergie potentielle

et conduit aux équations de Lagrange :

i aEcin 8E‘def . aVVeXt

=0 i=1,...,4

soit sous forme matricielle :

{fnoa} = [m]{i} + [k]{u} = {f}

Cas particulier : la section droite est constante

(3.1.30)

(3.1.31)

(3.1.32)

(3.1.33)

(3.1.34)

(3.1.35)

Si la section droite est constante, on obtient pour la matrice de rigidité et le vecteur force le méme
résultat qu’avec la méthode précédente (programme : tim_int_mat). On obtient de plus la matrice

de masse :
miq mo ms my
pAL ms —Mmg Mg
[m] = o ——
420 (1 =+ gby) mi —mo
Sym. ms
m7 mg —my Mg
pl mg —mg m
[moz} _ 4 5 9 8 - 10
30L (14 ¢y) my ms
Sym. mg
ou :

my = 156 + 294 ¢, + 140 ¢

L
my = = (44 + 77 ¢y + 35 47)

2
m3 = 54 4126 ¢, + 70 ¢ my = 36

I ms = L (3—15¢,)
my = —5(26+63¢y+35¢§) mg = L? (445 ¢, +10¢7)

12 mig = L* (=1 —5¢, +5¢7)
ms = 7(8+14¢>y+7¢>§)

2

L (6+ 140, +707)

m(;:—?

(3.1.36)

Remarque : dans la pratique les matrices [k ], [m] et le vecteur {f} sont évaluées numériquement par

la méthode de Gauss (page [14]).
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3.1.5 Partition du champ de déplacements en mouvement de corps rigide et mou-

vement de déformation pure :
Partition du champ de déplacements

Considérons un élément ¢ — j de longueur L.

v;, 04, v; et 0,5 sont les déplacements nodaux.

méthode de la tangente

Le passage de I’état initial a I’état déformé peut étre décomposé en un mouvement de corps rigide (R)
et un mouvement de déformation pure (D) [3] (figure B.2)).

AY

(D)
\ zj,.D v
\ D

®)

‘ —>» x

J

Figure 3.2 — Décomposition du champ de déplacements : méthode de la tangente

Le champ de déplacements s’écrit :

v(z) v+ 05 vp(x) }
= + 3.1.37
eI P e (3150
—_——
mouvement de corps rigide (R) mouvement de déformation pure (D)
Remarques :
Le systeme (D) est isostatique.
— La décomposition n’est pas unique (§B.2.3).
Les déplacements nodaux sont :
v; 1 0 00 v;
)0 01 00 0.
=90 (= L1 0| )vs (3.1.58)
0.; 0 1 0 1 0.;p
ou
Vj,D = UD(L) ) ezj,D = Hz,D(L>
On en déduit par inversion :
%
o (Y o 1 0 0 O ezi o
{ur} = {922} = [0 10 0} o (= [ar]{u} (3.1.39)
0.;
Vj
_Jvip|l _|-1 =L 1 0] )0, _
{up} = {ezw} = [ 0 -1 0 1 = lap]{u} (3.1.40)
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Remarque :
lar] = [[I] [0]] , [ap]=[[R] [1]] (3.1.41)

avec

Fonctions d’interpolation

A Taide des fonctions d’interpolation 3I17), le champ de déplacements (321 s’écrit sous forme
paramétrique :

x(i)zl%fL (c1<e<1) ng
v(§) (3.1.42a)
{93(5)} = [Ng]{ur} + [Np]{up} = ([Nr][ar] + [ND] [ap]) {u}
[Nrl = []JVV;U] (3.1.42b)
[NRo] = [1 # L} , [Nro.]=1[0 1] (3.1.42¢)
et
[Np] = [fvvﬁﬂ (3.1.42d)
[Npy] = M [2(6+1) (2 —€6—-2-2¢,) LIE-1)(E+1+¢y)]
[d]c\ifa?v} B 4L(11+¢ ) (682 +6+4¢, LBE+2{+2¢,¢—1)]
' (3.1.42¢)

[Npo.] = [6(1-¢%) LE+1)(B3E—1+20y)]

4L (14 ¢y)
dNDgz . 1 _
[ dr }_LQ(l‘F(ﬁy)[ 6¢ L(3€+1+¢y)]

Calcul de la matrice de rigidité

L’énergie de déformation de I’élément est égale a I’énergie de déformation du systeme (D) :

Faet = 5 u}" (K] {0} = Baeg.p = 5 {up)" k] {up} = 5 () fan] ol len] {u}  (3.1.43)

d’ou I'expression de la matrice de rigidité de 1’élément :

[k] = [ap]” [kp] [ap] = {[[hlﬂ k] [[R] [1]] = [ ][k?D] fh] ) (3.1.44)

ou la matrice [kp] est égale a :

L L
[kp] = [kf] + [ke] = /0 EL [Bf|" [Byfl da + /O G Aky [B.|" (B d (3.1.45)
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avec

[Bf] = [dND@] , [B]= [dND”] — [Npg.] = Mﬂ 2 —I] (3.1.46)

dx dx 1+ ¢y) [

Remarque : les coeflicients de la matrice de rigidité s’écrivent en fonction des coefficients de la ma-
trice [kp] :

k33 = kp11 k3s = kp12 kss = kpao
k11 = k33 k12 = Lkpi1 + kpi2 k13 = —kss3
kis = —kss koo = L*kpi1 + 2 Lkpia + kpao (3.1.47)

ko3 = —k12 koy = —Lkp12 — kpao

+ symétrie

Calcul du vecteur force

Le travail de py(z) et m.(x) pour le déplacement v(x) et la rotation 6, (x) est égal a :

L
/Q (0y(2) v() + () B (2)) de

= /L({UR}T [Nr]" + {up}" [Np]") {py(ﬂf)} d (3.1.48)
0 m(z)
= {u}" ([ar)" {fr} + lap])* {fp})

avec
L
L py(z) do
tah= [ gt {20} ae =4 e . (3.1.19)
0 : / xpy(x) do +/ my(x) dz
0 0
et
L
_ py(@)
(o} = [ ol {2 as (3.1.50)
On en déduit I'expression du vecteur force :
T
{ﬁzmﬂWM}H@mez{”ﬂjgﬂﬁﬂ} (3.1.50)
Calcul de la matrice de masse
L’énergie cinétique est égale a :
1 [ e 1
Ecin = 2/0 p Av?dr + 2/0 pl. 0% de = §{u}T [m] {u} (3.1.52)

En utilisant le champ de déplacements (3.1.42)), il vient pour la matrice de masse :

[m] = [ar]" [mg] [ar] + [ap]" [mp] [ap] + [ar]" [mrp] [ap] + [ap]" [mpr] [ar]

_ [[mR] + [mRD] [h] + [h]T [mDR] + [h]T [mD] [h] [mRD} -+ [mD] [h] (3.1.53&)

[mpr] + [h]T [mp] [mp]
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avec

mp] = /0 C o Vp]T [g‘ 7 } (Np] d (3.1.53D)
[mrp] = [mpr]" = /OLP[NR]T [61 IOZ] [Np] dx

Calcul de [kp] et {fp} & ’aide du théoréme de Castigliano

Considérons le systeme isostatique (D) (figure B3) :

> X
Figure 3.3 — Systéme isostatique (D)

En intégrant les équations d’équilibre :

drT, dMf

dx+ py=0 I =+ Ty +m,=0 (3.1.54)
entre z et L, il vient pour l'effort tranchant et le moment fléchissant :

Ty(z) = Ty; + F) () (3.1.55a)
Mf.(x) = Mf.; + Ty; (L — x) + MP(x) (3.1.55b)

avec :

On en déduit :

oT, oT, oM, oM
=1 | Yy =0 , LER , fe _ (3.1.56)
0Ty; OMYf.; oTy; OMf;
L’énergie de déformation complémentaire est égale a :
L 2 L 72
Mf2(x) T (x)
ES = 20 g Y 3.1.57
o= | g T /0 5GAk, " (3.1.57)
En appliquant le deuxieme théoreme de Castigliano, on obtient les déplacements du nceud j :
OES ¢ /L(L—x) / (L—=) / ME(L — )
o= =T, dx + M, dz ——d
Vj,D T, yj ; EL + Mf.; + Bl T

Logp (3.1.58a)

+T~/ s da
W, GAk, o GAFk,
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OB Gt P(L—x)
S et _ . MfFf,; A
soit sous forme matricielle :
{up} =[] {fnoa.p} + {u]} (3.1.59)
avec
_ U]D _ Cc11 C12 T Py _ u%,l} 3.1.60
{UD} { Z]’D} ) [C] |:021 022:| ) {fnod D} { f } ) {UD} {U%,Q ( ot )
ou :
L ( L 1
C11 = , €22 =
/0 GAk o FI,
L (L
Cl1g = C21 = / —_— dw (3.1.61)
0 EIZ

L 14 L /4 L p
M? (L — ) F, M
up = / ————dz + L—dr , ulfy, = -
b EI, o GAEy, b2 |, EIL

[c] est la matrice de souplesse ou matrice de flexibilité du systeme isostatique.

On en déduit par inversion :

{froan} =c] ' ({up} — {uh}) = [kpl{upn} — {fp} (3.1.62)
ou :

ool = [e] = [P0 10%2) ) = nltudy)

kp21  kp22
avec
C C —C
kpi1 = % , kpa = % , kpia =kpa1 = AIQ . A =ciyco— iy

Remarques

— En utilisant la représentation paramétrique, les coefficients de la matrice de flexibilité s’écrivent :

L3 [t (1—¢)? L(+v) (1 1 L [t1
o= o s+ < [ e em= g [ e

SE J1 I 2F
1 (3.1.63)
_ _ Ii 1-¢ d¢
Clg = C21 = iE ), L

— Dans la pratique, les intégrales (.1.61)) ou (B.1.63) sont évaluées numériquement par la méthode
de Gauss (page [14)) et le résultat dépend du nombre de points d’intégration.

(1 = i)

— En I’absence de forces d’inertie, I’équilibre de 1’élément s’écrit :

{__z\%f} =[h]* {Aﬁfzj} {fr} (3.1.64)

— Le vecteur {fgr} est égal a :
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— la matrice

(3.1.65)

O = O =
— N~ O

vérifie la relation :
[k][VR] =[0] (3.1.66)
[Vr] est la matrice des modes rigides de 1’élément : modes de déplacements non nuls & énergie

de déformation nulle [2, 22| 26].

— Pour une poutre a section constante, on a :

ET, 12 —6L

le] = L 2L2<1+¢Z’> 3L
6 FIz 37 6

3.2 Exercices

3.2.1 Influence de l’effort tranchant

La poutre (1 — 2) (figure B.4)) le longueur L et de section droite constante est encastrée en 1. Soient
A et I, les caractéristiques de la section. E et v sont respectivement le module de Young et le coeffi-
cient de Poisson du matériau. La poutre porte sur toute sa longueur une force uniformément répartie
d’intensité linéique p.

AY »
M
F——>» X
1 2
L

Figure 3.4 — Influence de l’effort tranchant

Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Kpp]{UL} = {FL} :
EI 12 6L ]fw)|_pLf6
B(1+¢,) [-6L L*(4+¢,)| |02 12 |-L

; _ (B+¢y)pL* _ —_ pL* _ pL?
2 24 EI, 3)8EL > ** 6EL

La contribution de l'effort tranchant a la fleche vy est égale a :

f:U2—1)2((;5y:0) _ by
V9 3+ ¢y

d’ou :

La section droite est rectangulaire :
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d’ou :
12 h\?
by = g(l +v) <L>
et
4(1+v) L
L/h,v) = o=
fEhv) = s v ay V=,
On obtient :
f(L/hv)
L/h|v=0|v=02|v=04|v=05
3 0.082 0.096 0.111 0.118
4 0.048 0.057 0.065 0.070
5 0.031 0.037 0.043 0.046
6 0.022 0.026 0.030 0.032
8 0.012 0.015 0.017 0.018
10 | 0.008 0.010 0.011 0.012
20 0.002 0.002 0.003 0.003

Remarque : si on adopte pour le coefficient de cisaillement la valeur proposée par Cowper [13] :

101 +v)
Y124+ 11v
d’ott
4 = 2F1Lv (R ?
v 5 L
et
12+11v L
L/h.v) = Lo
FLhY) = s e, My
on obtient :

f(L/h,v)
v=0|v=02|v=04|v=05
0.082 | 0.095 0.108 0.115
0.048 | 0.056 0.064 0.068
0.031 0.036 0.042 0.045
0.022 | 0.026 0.029 0.031
0.012 | 0.015 0.017 0.018
0.008 | 0.009 0.011 0.012
0.002 | 0.002 0.003 0.003

l\’"‘oommqkoos
S o =

3.2.2 Poutre a section variable : intégration numérique

Dans la pratique, les intégrales (B.1.61)) ou (B.1.63) sont évaluées numériquement par la méthode de
Gauss (page [I4)) et le résultat dépend du nombre de points d’intégration.

Considérons, par exemple, la poutre représentée sur la figure La section 1 est encastrée. F et v
sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau.
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La section droite est un carré plein dont le c6té varie linéairement entre 2 ¢ et c. Les caractéristiques

de la section sont :

Flexion des poutres a plan moyen

‘%\T\pﬁ:bﬂ
—» X
2

Figure 3.5 — Poutre a section variable

2 ct T\4 5)
A:2(2—£) IZ:—(2——) ky = 2
¢ L) 12 L) "%
La poutre porte a son extrémité libre une force d’intensité F'
— Solution analytique : les déplacements du nceud 2 sont :
FL3 FL FL?
F)=C —+ —(1 0.0(F)=Cs —
va(F) =C o + Cy ECQ( +v) 2(F)=C3 o
o 1 ( )2 1
1-¢ 1 24 1 6
01224/ ¢ == sz/ d§ =
BECESIN 2 5./ 03-¢)? 5
1 1— g
C3 =48 / > df =
1 (3=9)1
— Intégration numérique :
Influence du nombre de points d’intégration
npi (Cl - Cl exact)/cl exact (02 - 02 exact)/CZ exact (C3 - 03 exact)/CB exact
2 -0.021882987290 -0.005917159763 0.051223696649
3 -0.004310618175 -0.000251952633 0.004944784666
4 -0.000373724563 -0.000009704875 0.000335564545
5 -0.000023973740 -0.000000353046 0.000018895818
6 -0.000001303189 -0.000000012376 0.000000946326
7 -0.000000063699 -0.000000000423 0.000000043710
8 -0.000000002890 -0.000000000014 0.000000001903
9 -0.000000000124 -0.000000000000 0.000000000079
10 -0.000000000005 -0.000000000000 0.000000000003

La poutre porte sur toute sa longueur une force uniformément répartie d’intensité li-

néique p

— Solution analytique : les déplacements du nceud 2 sont :

ou

ci=o [

LA L2 L3
vg(p)204%+05%(1+u) , ezg(p):%%
1<1_§)3d —61n(2) — 4 0—12 1 1_561—6212 1
mgrkmome -t G=3 [ Grf-gene -y
B a-¢9? 1
Gomiz [ G5t
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— Intégration numérique :

Influence du nombre de points d’intégration

npi (04 — 04 exact)/ C'4 exact <C5 - C(5 exact)/ 05 exact (06 - CG exact)/ CG exact
2 -0.01230971140 0.01097138267 -0.02188298729
3 0.00179912183 0.00052027101 -0.00431061818
4 0.00027451599 0.00002117206 -0.00037372456
5 0.00002178872 0.00000079637 -0.00002397374
6 0.00000133129 0.00000002855 -0.00000130319
7 0.00000007013 0.00000000099 -0.00000006370
8 0.00000000335 0.00000000003 -0.00000000289
9 0.00000000015 0.00000000000 -0.00000000012
10 0.00000000001 0.00000000000 -0.00000000001

3.2.3 Partition du champ de déplacements en mouvement de corps rigide et mou-
vement de déformation pure : méthode de la sécante

Partition du champ de déplacements

Considérons un élément ¢ — j de longueur L.
v;, 0.4, v; et 0,5 sont les déplacements nodaux.

Le passage de I’état initial a ’état déformé peut étre décomposé en un mouvement de corps rigide (R)
et un mouvement de déformation pure (D) [3] figure (B.0]).

y

Figure 3.6 — Décomposition du champ de déplacements : méthode de la sécante

Le champ de déplacements s’écrit :

o= M e ) .

mouvement de corps rigide (R) mouvement de déformation pure (D)

Les déplacements nodaux sont :

vi L 00 0] ( v
o 931 o 1 (-1 1 L 0 Uy

{u} = v (TZ|0 L 0 0f)6up (3:2.2)
0.; -1 1 0 L| 650

ou
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On en déduit par inversion :

Vj
(3 1 0 0 O 92«@
{“R}_{vj}_ [0 01 0} o = [ag]{u} (3.2.3)
0.
1 1 V;
— 1 —— 0
WM:{%i}: b b oy = lanl{u} (3.2.4)
A AR

Fonctions d’interpolation

A Taide des fonctions d’interpolation (BIIT), le champ de déplacements B2 s’écrit sous forme
paramétrique :

w) =25 (c1ze<y g2
2 2
o(€) (3.2.5a)
{0 €) } = 1l wnd + V] (up) = (] far] + o] fan) )
avec
[Ng] = []]VV;”] (3.2.5b)
ou
(Np] = [155 1‘;5] - W= 11 1) (3.2.50)
et
NDv
[Np] = [ij (3.2.5d)
ou
_LE -1
[NDU]—m[f—l—% 41+ 9]
dND”]: ! 3E2-26—2¢,6—1 32426+2¢,6—1
[ dx 4(11 + ¢y) 3¢ SRt RS A (3.2.5¢)
[Npg.] = 10+ dy) [(E—1)BE+1-2¢,) (E+1)(3E—1+29,)]
dN
] = ey B serieal
Calcul de la matrice de rigidité
L’énergie de déformation de I’élément est égale a Iénergie de déformation du systeme (D) :
Baer = 3 ()" K] {u} = Buaepp = 5 {up)” ko] {up} = 5 {u} al" lbp]lap] {u}  (3.2.6)

d’ou 'expression de la matrice de rigidité de I’élément :

[k] = lap]" [kp] [ap) (3.2.7)
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ou la matrice [kp] est égale & :

L L

[kD]:[kf]+[k:c}:/ EI [Bf]T[Bf]dx+/ G Ak, [B]" [B.] dx (3.2.8)
0 0

[By] = {‘”\g@z} , [B]= [d];f;’“} ~ [Npg,] = 2(1_4% [1 1] (3.2.9)

Remarque : les coeflicients de la matrice de rigidité s’écrivent en fonction des coefficients de la ma-
trice [kp] :

ka2 = kp11 ka4 = kp12 ks = kpao
1 1
k11 = Iz (kp11 + 2kpi2 + kp22) k1o = I (kp11 + kpi2)
1
kiz = —k11 kg = 7 (kp12 + kp22) (3.2.10)
ko3 = —ki2 k33 = k11 ks = —k14
|+ symétrie
Calcul du vecteur force
Le travail de py(x) et m.(x) pour le déplacement v(x) et la rotation 6, (x) est égal a :
L
/0 (py(x)v(z) +my(x)0,(z)) dx
L
3.2.11
= [ " " + gy i) { 22 o 3211
0 m.(z)
= {u}" ([ag]" {fr} + [ap]" {fp}) = {u}" {f}
avec ; ;
_ T [ py(z) _ T [ py(2)
{fr} = /0 [Nz) {mz(x)} dr . {fp} = /0 [Np] {mz(x) du (3.2.12)
et

{f} = lar]" {fr} + lap]" {fp} (3.2.13)

Calcul de la matrice de masse
L’énergie cinétique est égale a :

1

L I 1
Fun = 2/ p A do + 2/ p L2 dr = (i)Y [m] (i} (3.2.14)
0 0

En utilisant le champ de déplacements ([3.2.5), il vient pour la matrice de masse :
[m] = [ag]" [mg] [ag) + [ap]" [mp] [ap] + [ar]" [mrp] [ap] + [ap]" [mpg] [ar] (3.2.15a)

avec :

L
ol = [ pNoI" [3 , ] [Np] da (3.2.15b)
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Calcul de [kp| a ’aide du théoréme de Castigliano

Considérons le systeme isostatique (D) (figure B.7) :

Figure 3.7 — Systeme isostatique (D)

En ’absence de charges réparties, les efforts résultants sont :

1
Ty@) = 7 (Mfa = Mfzy) o Mfo(@) = Mfa (1= 7) + M/ 7 (3.2.16)
d’ou :
o, 01, 1 OMf, 7<1_£> oMf, =z (3.2.17)
OMf,;  OMf,; L °  OMf,; L)’ oMf, L -
L’énergie de déformation complémentaire est égale a :
L 2 L 2
Mf3(x) T, (x)
ES.= = d d 2.1
def oer, T /0 2GAk, (3.2.18)
En appliquant le deuxieme théoreme de Castigliano, on obtient les déplacements nodaux :
OF¢ OES
O,p=—"9f g = _—"—def 3.2.19
P (= Mf) P MY (3.2.19)
soit sous forme matricielle :
{up} = [c{fnoa,n} (3.2.20)
avec
0.0 c11 612] {_Mfzi}
_ [0 _ o {foodn) = 3.2.21
oy = {52} 1= 2] ) = { (3.221)
ou :
L L
1 T2 1 /x\2
L e e [T ()
C11 /0 EIZ < 7 X + cr C29 /(; EIZ 7 T+ cr
. . (3.2.22)
c12 =c¢ ——/ 1 (1—£)£dm+c c—/ #dac
el EL L)L T )y GAk, L
On en déduit par inversion :
{fnoap} = [¢] " {up} = [kp]{up} (3.2.23)
ou :
- kpi1 kpi2
I{j = | C 1 =
kol = [e] [kDﬂ kmz]
avec
€22 11 —C12
kp11 = N kp2s = N kp12 = kpo1 = A A = cyy e — ¢l
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Remarques

— En utilisant la représentation paramétrique, les coeflicients de la matrice de flexibilité s’écrivent :

L [t(1-¢? L (1 (1+¢)?
- dé + _ dé +
= 8E/_1 I, Ster o 8E/_1 I, Eter
1 1 (3.2.24)
L 1— &2 de 14+v / 1 e
“az=on SE J_{ 1, o or EL |, Ak,

Dans la pratique, ces intégrales sont évaluées numériquement par la méthode de Gauss (page[14).

— Pour une poutre a section constante, on a :

o b
L2ty vy EL [4+¢y 2—%]

[C]:GEIZ et g O | [kp]zm 2" by At o (3.2.25)
2 2

3.3 Programmes Maple

Les programmes suivants sont dans le fichier timoshenko_xy.txt.

3.3.1 tim_mat

# calcul de la matrice de rigidité et du vecteur force
# d’un élément de poutre & section constante

restart;with(linalg):

# charges

py:=x->pyi+(pyj-pyi)*x/L;
mz:=x->mzi+(mzj-mzi)*x/L;

# effort tranchant et moment fléchissant

Ty:=x->Tyi-int (py(s),s=0..x);
Mfz:=x->Mfzi-int(Ty(s),s=0..x)-int(mz(s),s=0..x);

# formules de Bresse

rotz:=x->rotzi+int (Mfz(s),s=0..x)/Elz;
v:=x->vi+rotzi*x+int (Mfz(s)*(x-s),s=0..x)/Elz
+int (Ty(s),s=0..x) *L*xL*xfy/12/EIlz;

# calcul des efforts nodaux en fonction des déplacements nodaux

solve ({rotzj=rotz(L),vj=v(L)},{Tyi,Mfzi}) :assign(%):
Tyj:=Ty(L) :Mfzj:=Mfz(L):



54

# matrice de rigidité

unod:=[vi,rotzi,vj,rotzj]:
fnod:=[-Tyi,-Mfzi,Tyj,Mfzj]:
k:=jacobian(fnod,unod) :
simplify(scalarmul (k,L"3*(1+fy)/EIz));

# vecteur force

fpy:=jacobian(-fnod, [pyi,pyjl):
simplify(scalarmul (fpy, (1+fy)*120/L));
fmz:=jacobian(-fnod, [mzi,mzj]):
simplify(scalarmul (fmz, (1+fy)*12));

Flexion des poutres a plan moyen
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3.3.2 tim_int

# calcul des fonctions d’interpolation et de leurs dérivées
restart:with(linalg):
# champ de déplacements

v:=a0+al*x+a2*x~2+a3*xx"3;
rotz:=diff (v,x)+c;

# calcul des coefficients en fonction des déplacements nodaux

eql:=subs(x=0,v)=vi;

eq2:=subs(x=L,v)=vj;

eq3:=subs(x=0,rotz)=rotzi;

eq4:=subs(x=L,rotz)=rotzj;

eqb:=fy*L"2xdiff (rotz,x$2)=12%c;
solve({eql,eq2,eq3,eq4,eqb},{a0,al,a2,a3,c}) :assign(’%) ;

# fonctions d’interpolation
unod:=[vi,rotzi,vj,rotzjl:
Nv:=grad(v,unod) :Nv:=simplify(Nv) ;
Nrotz:=simplify(grad(rotz,unod));
dNv:=simplify(map(diff,Nv,x));
dNrotz:=simplify(map(diff,Nrotz,x));
Bc:=simplify(matadd(dNv,Nrotz,1,-1));

# factorisation

Nv:=simplify(map(factor,Nv));
dNv:=simplify(map(factor,dNv));
Nrotz:=simplify(map(factor,Nrotz));
dNrotz:=simplify(map(factor,dNrotz));

3.3.3 tim_int_par

# fonctions d’interpolation sous forme paramétrique
restart:with(linalg):

# jacobien de la transformation

J:=L/2;

# champ de déplacements

v:=al+al*xi+a2*xi*xi+a3*xi~3;
rotz:=diff (v,xi)/J+c;

95
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# calcul des coefficients en fonction des déplacements nodaux

eql:=subs(xi=-1,v)=vi;

eq2:=subs(xi=1,v)=vj;

eq3:=subs(xi=-1,rotz)=rotzi;
eq4:=subs(xi=1,rotz)=rotzj;

eqb:=diff (rotz,xi$2)/J"2=12*c/fy/L"2;
solve(eql,eq2,eq3,eq4,eq5,a0,al,a2,a3,c) :assign(%):

# fonctions d’interpolation

unod:=[vi,rotzi,v]j,rotzj]:
Nv:=simplify(grad(v,unod)):
Nrotz:=simplify(grad(rotz,unod)):
dv:=diff(v,xi)/J:
dNv:=simplify(grad(dv,unod)):
drotz:=diff (rotz,xi)/J:
dNrotz:=simplify(grad(drotz,unod)):
Bc:=simplify(matadd(dNv,Nrotz,1,-1));

# factorisation

Nv:=simplify(map(factor,Nv));
dNv:=simplify (map(factor,dNv));
Nrotz:=simplify(map(factor,Nrotz));
dNrotz:=simplify(map(factor,dNrotz));

simplify(scalarmul (Nv, (1+£fy)*8));
simplify(scalarmul (dNv, (1+fy)*L*4));

simplify(scalarmul (Nrotz, (1+£fy)*L*4));
simplify(scalarmul (dNrotz, (1+fy)*L"2));

3.3.4 tim_int_rem

# calcul des fonctions d’interpolation et de leurs dérivées (remarque)
restart:with(linalg):
# formules de Bresse

rotz:=rotzi+int (Mfzi-Tyi*s,s=0..x):
v:=vitrotzi*x+int ((Mfzi-Tyi*s)*(x-s),s=0..x)+Tyikx*fy*L"2/12:

solve(rotzj=subs(x=L,rotz),vj=subs(x=L,v),Tyi,Mfzi) :assign(%):
# fonctions d’interpolation en fonction de x
unod:=[vi,rotzi,vj,rotzj]:

unod:=[vi,rotzi,vj,rotzj]:

Nv:=simplify(grad(v,unod));
Nrotz:=simplify(grad(rotz,unod));
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dv:=diff(v,x): dNv:=simplify(grad(dv,unod));
drotz:=diff (rotz,x): dNrotz:=simplify(grad(drotz,unod)) ;
Bc:=simplify(matadd(dNv,Nrotz,1,-1));

3.3.5 tim_interpolation

# fonctions d’interpolation sous forme paramétrique
restart:with(linalg):

# représentation de la géométrie et jacobien
x:=(1+xi)*L/2:J:=L/2:

# fonctions d’interpolation

c:=1/8/(1+£fy):

Nv:=[2*%(xi*xi+xi-2-2*fy)*(-1+xi)*c, (~1+xi*xi)*(xi-1-fy)*Lx*c,
-2% (-2-xi+xi*xi-2%fy)* (1+xi)*c, (~1+xi*xi)* (xi+1+fy)*Lx*c]:

c:=1/4/L/(1+£fy):

ANv:=[(6*xi*xi-6-4*fy)*c,-L*(1-3*xi*xi+2*xi+2*fy*xi)*c,
(-6*xi*xi+6+4*fy)*xc,L* (-1+3*xi*xi+2*xi+2xfy*xi)*c]:

Nrotz:=[(-6+6*xi*xi)*c,L*x(-1+xi)*(3*xi+1-2*fy)*c,
(6-6%xi*xi)*c, (1+xi)*L* (-1+2*xfy+3*xi)*c]:

c:=1/L"2/(1+£fy):

dNrotz:=[6*xi*c,-L* (-3*xi+1+fy)*c,-6*xi*c,L* (1+fy+3*xi)*c]:

c:=fy/2/L/(1+fy):

Bc:=[-2%c,-L*c,2*c,-L*c]:

3.3.6 tim_int_mat

# calcul des matrices élémentaires d’un élément de poutre & section constante
# & 1’aide des fonctions d’interpolation sous forme paramétrique

restart:with(linalg):

# représentation de la géométrie et jacobien
x:=(1+x1)*L/2:J:=L/2:

# fonctions d’interpolation

c:=1/8/(1+£fy):
Nv:=[2*%(xi*xi+xi-2-2*fy)* (-1+xi)*c, (~1+xi*xi)*(xi-1-fy)*Lx*c,
-2 (-2-xi+xikxi-2*%fy)* (1+xi)*c, (-1+xi*xi)* (xi+1+fy)*L*c]:
c:=1/4/L/(1+£fy):
ANv:=[(6*xi*xi-6-4*fy)*c,-L*(1-3*xi*xi+2*xi+2*fy*xi)*c,
(=6*xixxi+6+4*fy)*c,Lx (~1+3*xi*xi+2*xi+2*fy*xi)*c]:
Nrotz:=[(-6+6*xixxi)*c,L*x(-1+xi)*(3*xxi+1-2xfy)*c,
(6-6*xi*xi)*c, (1+xi)*L* (—1+2xfy+3*xi)*c]:
c:=1/L"2/(1+fy):
dNrotz:=[6*xixc,-L*(-3*xi+1+fy)*c,-6*xi*c,L* (1+fy+3*xi)*c]:

o7
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c:=fy/2/L/(1+fy):
Bc:=[-2%c,-L*c,2%c,-L*c]:

# matrice de rigidité

Bf :=dNrotz:
kf:=Matrix(4,4,(i,j)->int(Bf [i]*Bf [j1*EIz*J,xi=-1..1),shape=symmetric):
GAky:=12+EIz/L"2/fy:

kc:=Matrix (4,4, (i,j)->int(Bc[i]*Bc[j]*GAky*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric):
k:=matadd (kf,kc) :k:=simplify (k) ;

simplify(scalarmul (k,L"3*(1+fy) /EIz));

# matrice de masse

mv:=Matrix (4,4, (i,j)->int (Nv[i]*Nv[j]l*rho*xA*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric) :
mv:=simplify(mv) ;

simplify(scalarmul (mv,210*(1+fy) “2/rho/A/L));

mrotz:=Matrix (4,4, (i,j)->int (Nrotz[i]*Nrotz[j]*rho*Iz*J,xi=-1..1),shape=symmetric):
mrotz:=simplify(mrotz) ;

simplify(scalarmul (mrotz,30*(1+fy) "2xL/rho/Iz)) ;

# force linéairement répartie sur toute la longueur de 1’élément

py:=pyi+(pyj-pyi)*x/L:

fpy:=vector(4,i->int (Nv[i]*py*J,xi=-1..1)):
fpy:=jacobian(fpy, [pyi,pyjl) :fpy:=simplify(fpy) ;
simplify(scalarmul (fpy, (1+fy)*120));

# couple linéairement réparti sur toute la longueur de 1’élément

mz:=mzi+(mzj-mzi)*x/L:

fmz:=vector(4,i->int (Nrotz[i]*mz*J,xi=-1..1)):
fmz:=jacobian(fmz, [mzi,mzj]) :fmz:=simplify(fm=z) ;
simplify(scalarmul (fmz, (1+fy)*12));

3.3.7 tim_rig def tan

# partition du champ de déplacements en mouvement de corps rigide
# et mouvement de déformation pure : méthode de la tangente

# calcul des matrices élémentaires a 1l’aide des fonctions d’interpolation
# section droite constante

restart:with(linalg):
# matrice cinématique
h:=matrix([[-1,-L],[0,-1]1]): ht:=transpose(h):

# représentation de la géométrie et jacobien
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x:=(1+x1)*L/2:J:=L/2:
# fonctions d’interpolation

NRv:=[1, (1+xi)*L/2]:

NRrotz:=[0,1]:

c:=1/8/(1+£fy):

NDv:=[-2% (-2-xi+xi*xi-2*fy)* (1+xi)*c, (-1+xi*xi)* (xi+1+fy)*L*c]:
c:=1/4/L/(1+£fy):

dNDv :=[(-6*xi*xi+6+4*fy) *xc,L* (~1+3*xxi*xi+2*xi+2xfy*xi)*c]:
NDrotz:=[(6-6%xi*xi)*c, (1+xi)*L* (-1+2xfy+3*xi)*c]:
c:=1/L"2/(1+fy):

dNDrotz:=[-6*xi*c,L* (1+fy+3*xi)*c]:

c:=fy/2/L/(1+fy):

Bc:=[2*%c,-L*c]:

# matrice de rigidité

Bf :=dNDrotz:
kf:=Matrix(2,2,(i,j)->int (Bf [1]1*Bf [j1*EIz*J,xi=-1..1),shape=symmetric):
GAky:=12xEIz/L"2/fy:

kc:=Matrix (2,2, (i,j)->int (Bc[i]*Bc [j]1*GAky*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric) :
kD:=matadd (kf,kc) :kD:=simplify (kD) ;

k12:=multiply(ht,kD): k11l:=multiply(k12,h):

k:=blockmatrix (2,2, [k11,k12,transpose(k12) ,kD]) :simplify (k) ;

# matrice de masse

mR:=Matrix (2,2, (i,j)->int (NRv [i]*NRv [j]*rho*A*J
+NRrotz[i]*NRrotz [j]*rhoxIz*J,xi=-1..1),shape=symmetric):
mR:=simplify(mR) ;

mD:=Matrix (2,2, (i,j)->int (NDv[i]*NDv [j]*rho*A*J

+NDrotz [i] #*NDrotz[j] *rho*Iz*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric):
mD:=simplify (mD) ;

mRD:=Matrix (2,2, (i,3)->int (NRv[i]*NDv [j]*rho*A*J

+NRrotz [i] #*NDrotz[j]*rho*Iz*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric):
mRD:=simplify(mRD) ;

mDR : =transpose (mRD) :
m11:=evalm(mR+mRD&*h+ht&*mDR+ht&*mD&*h) :
m12:=evalm(mRD+mD&x*h) :
m:=blockmatrix (2,2, [m11,m12,transpose(m12) ,mD]) :
m:=simplify(m);

# vecteur force

py:=pyi+(pyj-pyi)*x/L: mz:=mzi+(mzj-mzi)*x/L:
fR:=vector(2,i->int (NRv [i]*py*J+NRrotz [i]*mz*J,xi=-1..1)):
fD:=vector(2,i->int (NDv[i] *py*J+NDrotz[i]*mz*J,xi=-1..1)):
f1:=evalm(fR+ht&*fD): f:=blockmatrix (2,1, [f1,fD]):simplify(£f);
jacobian(f, [pyi,pyj,mzi,mzjl);
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3.3.8 tim_rig_def_sec

partition du champ de déplacements
en mouvement de corps rigide et mouvement de déformation pure
méthode de la sécante

calcul des matrices élémentaires a l’aide des fonctions d’interpolation
section droite constante

H H HF H

restart:with(linalg):
# matrices cinématiques

aR:=matrix([[1,0,0,0],[0,0,1,01]1):
aD:=matrix([[1/L,1,-1/L,0]1,[1/L,0,-1/L,1]1]1):

# représentation de la géométrie et jacobien
x:=(1+xi)*L/2:J:=L/2:
# fonctions d’interpolation

NRv:=[(1-xi)/2, (1+xi)/2]:

NRrotz:=[-1/1,1/L]:

c:=L*(xi*xi-1)/8/(1+fy):

NDv:=[(xi-1-fy)*c, (xi+1+fy)*c]:

c:=1/4/(1+£fy):

dNDv:=[(3*xi*xi-2*xi-2*fy*xi-1)*c, (3*xi*xi+2*xi+2*fy*xi-1)*c]:
NDrotz:=[(xi-1)*(3*xi+1-2*fy)*c, (xi+1)*(3*xi-1+2xfy)*c]:
c:=1/L/(1+£fy):

dNDrotz:=[(3*xi-1-fy)*c, (3*xi+1+fy)*c]:

c:=-fy/2/(1+fy):

Bc:=[c,c]:

# matrice de rigidité

Bf :=dNDrotz:
kf:=Matrix(2,2,(i,j)->int (Bf [i]*Bf [j1*EIz*J,xi=-1..1),shape=symmetric):
GAky:=12%EIz/L"2/fy:

kc:=Matrix (2,2, (i,j)->int(Bc[i]*Bc[j]*GAky*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric):
kD:=matadd (kf,kc) :kD:=simplify (kD) ;
k:=multiply(transpose(aD),kD,aD) :simplify (k) ;

# matrice de masse

mR:=Matrix (2,2, (i, j)->int (NRv[i]*NRv [j]*rho*xA*J
+NRrotz[i] #*NRrotz[j]*rho*Iz*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric):
mR:=simplify(mR) ;

mD:=Matrix (2,2, (i,j)->int (NDv [i]*NDv [j]*rho*A*]J

+NDrotz [i] #*NDrotz [j] *rho*Iz*J,xi=-1..1) ,shape=symmetric):
mD:=simplify (mD) ;

mRD:=Matrix (2,2, (i, j)->int (NRv[i]*NDv [j]*rho*A*J

+NRrotz [i] *NDrotz[j]*rho*Iz*J,xi=-1..1),shape=symmetric):
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mRD:=simplify (mRD) ;

mDR: =transpose (mRD) :
ml:=multiply(transpose(aR),mR,aR):
m2:=multiply(transpose(aD) ,mD,aD):
m3:=multiply(transpose(aR) ,mRD,aD):
m4 :=transpose (m3) :
m:=evalm(ml+m2+m3+m4) :m:=simplify(m) ;

# vecteur force

py:=pyi+(pyj-pyi)*x/L:

mz:=mzi+(mzj-mzi)*x/L:

fR:=vector(2,i->int (NRv[i]*py*J+NRrotz[i]*mz*J,xi=-1..1)):
fD:=vector(2,i->int (NDv [i] *py*J+NDrotz [i]*mz*J,xi=-1..1)):
f:=evalm(transpose (aR)&*fR+transpose (aD) &*fD) : f :=simplify (f);

# calcul de kD a 1’aide du théoréme de Castigliano

cT:=int (1/GAky/L*J,xi=-1..1);
cll:=int((1-x/L) "2/EIz*J,xi=-1..1)+cT;
c22:=int ((x/L) "2/EIz*J,xi=-1..1)+cT;
cl12:=int ((1-x/L)*x/L/EIz*J,xi=-1..1)-cT;
c:=matrix([[cl11,c12], [c12,c22]]):
kD:=inverse(c);
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