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Chapitre 1
Généralités

1.1 Introduction.

Comment apparaissent les fonctions de plusieurs variables ?

Les fonctions sont utilisées pour modéliser certains phénomenes naturels ; mais
pour cela les fonctions d’une variable ne suffisent pas, on a souvent besoin de fonctions
de plusieurs variables.

Si vous voulez décrire le temps qu’il fait sur terre, 2 un moment donné (fixés), vous
allez modéliser les grandeurs “pression” et “température” par des fonctions de deux
variables : P(x,y) et T'(x,y) qui varie en fonction de la position (z,y) (par exemple,
x représente longitude et y la latitude).

Bien siir, pour étre plus précis, il faudra introduire la variable altitude z; pour
décrire 1’évolution de P et T au cours du temps, vous aurez besoin d’une quatrieme
variable, et P et T seront des fonctions de 4 variables (x,y, z,t). Nous commengons
par étudier les fonctions qui dépendent de deux variables seulement. Pour cela, il est
important de bien se repérer dans le plan et 1’espace.

1.2 Le plan et I’espace euclidien

1.2.1 Le plan

Pour situer un point dans le plan, vous avez besoin de 2 données qui s’obtiennent

apres le choix d’un repere cartésien Ro = (0,7, /)
On dit que un point M a pour coordonnées (cartésiennes) (z,y) dans R si :

s - -
OM = xi+yj.

De cette maniére, le plan s’identifie 2 ’ensemble R? = {(x,y) avecw € Rety € R }.
—
Notons que le couple (z, y) représente aussi les composantes du vecteur OM dans Ry.

11



12 CHAPITRE 1. GENERALITES

—

Si on se donne deux vecteurs 4] = (x1,y1) et i3 = (z2,y2) dans le plan, on peut
définir leur produit scalaire par la formule

[ |

1-U2 = X122 + Y1Y2-

La longueur d’un vecteur, on dit aussi sa norme, est alors définie par la formule

ldi]] = Vi = /ot + 7.

Il y a une autre formule pour le produit scalaire :

!

—

145 = ||ui]] ||uzl| cos «

ou « est I’angle entre les deux vecteurs. Si aucun des deux vecteurs n’est nul, on déduit
de cette formule, quand le produit scalaire s’annule :

- -

ur.up =0 & cosa=0
& a = Z(modulo )
& les deux vecteurs sont orthogonaux.

La distance entre deux points M et N du plan est donnée par

d(M,N) = [|MN|| = \/(zn —2n)? + (yn — yur)2.

Un autre moyen pour se repérer dans le plan est fourni par les coordonnées po-
laires. Un point M du plan est repéré par sa distance a I’origine r = ||OM]|| et I'angle
0 € [0,2x] (ou [—m, w[) entre la demi-droite [OM) et la demi-droite [Ox). Le couple
(r,0) s’appelle coordonnées polaires du point M. Ces coordonnées sont reliées aux
coordonnées cartésiennes par les formules

x =rcosf
y =rsinf
On peut aussi voir les coordonnées polaires en identifiant le plan a I’ensemble C

des nombres complexes z et écrivant z sous forme trigonométrique. Ainsi r = |z| et
0 = Arg(z).

1.2.2 L’espace.

Le paragraphe précédent se généralise a 1’espace.

Pour situer un point dans I’espace, vous avez besoin de 3 données qui s’obtiennent
apres le choix d’un repere cartésien Ry = (0, i E)

On dit que un point M a pour coordonnées (cartésiennes) (x,y, z) dans R si :

—

OM = zi + ijr k.
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Le triplet (x, y, z) représente aussi les composantes du vecteur OM dans Ro.
L’espace s’identifie ainsi a R3 = {(z,y,2) avecz € R,y € Retz € R }.
Le produit scalaire de deux vecteurs u; = (x1,¥y1,21) et uy = (T2, Yo, 22) est
défini par :

(i =

1-U2 = 122 + Y1Y2 + 2122. ‘

La distance entre deux points M et N de I’espace est donnée par :

d(M,N) = [|MN|| = /(x5 — 2212 + (yn — ya1)2 + (ox — 200)°.

Dans I’espace, I’analogue des coordonnées polaires s’ appelle ”coordonnées sphériques”.
Un point M de I’espace est repéré par sa distance a I’origine r = ||OM||, I’angle

0 € [0,2x] (ou [—, w[) entre les vecteurs OPet i, P étant le projeté orthogonal de
M sur le plan (0,z,y) et I'angle ® € [0, 7] entre les vecteurs OM et k. Le triplet
(r,0, ®) s’appelle coordonnées sphérigues du point M. Ces coordonnées sont reliées
aux coordonnées cartésiennes par les formules

r =rcosfsin®
y =rsinfsin®
z =rcosd

1.3 Fonctions de deux variables

1.3.1 Définitions. Fonction, domaine de définition, image

Une fonction de deux variables est une régle f (le plus souvent donnée comme
formule de calcul) qui a tout couple (z,y) de réels d’un sous-ensemble D de R? fait
correspondre un unique nombre réel z noté f(z,y). L’ensemble D est appelé domaine
de définition de f.

L’ensemble des valeurs prises par f cad {f(z,y), lorsque (z,y) décrit D } est
appelé I'image de f.

Le plus souvent, comme dans le cas des fonctions d’une variable, on donne f par
une formule de calcul sans préciser son domaine de définition, celui est entendu comme
étant I’ensemble des couples de réels pour lesquels cette formule a un sens.

Exemples :

1. f(x,y) = 22 + y? est une fonction définie sur R? tout entier.

2. f(z,y) = arctan ¥ est une fonction définie pour = # 0, c-a-d sur le plan privé
de la droite d’équation x = 0.

3. (x,y) — /1 — 22 — 32 est une fonction définie sur le disque fermé de centre 0
et de rayon 1.
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1.3.2 Questions

Au vu de ’étude des fonctions d’une variable, on peut s’interroger sur les moyens
d’étude des fonctions de deux variables : représentation graphique ; limite, continuité ;
fonction dérivée, tableau de variation ; tangente au graphe et position du graphe par
rapport a sa tangente ; extrema ...

1.3.3 Graphe

Définition 1.3.3.1 (graphe). Soit f une fonction de deux variables, Dy son ensemble
de définition. On appelle graphe de f ou surface représentative de f, I’ensemble des
points (x, v, z) de I’espace R? qui vérifient la relation z = f(x,%). On écrit

Gr(f) = {(z,y, f(z,9)) avec (2,y) € Dy}.

Tracé du graphe.

— Se rappeler comment on faisait en une variable (pour chaque z sur son axe, on
s’éleve d’une hauteur y = f(x)).

— En deux variables : pour chaque point (x, y) sur le plan des variables, on s’éléve
d’une hauteur z = f(z,y). Plus précisément, sur la figure, on dessine le plan (Ozy)
(“plan des variables™) ; au dessus de chaque point (z, y) dans ce plan, on place le point
de hauteur z = f(x,y). Autrement dit, si on imagine que le graphe est le dessin d’un
relief, la fonction f est la fonction altitude (x, y étant latitude et longitude). Le plan
(Oxy) est le plan d’altitude z = 0, graphe de la fonction (z,y) +— 0; pour une carte
du relief, il correspond au niveau de la mer.

Exemple de graphes

1. Fonctions affines. Comme en une variable, les fonctions de deux variables les
plus simples sont les fonctions affines, c’est a dire les fonctions de la forme :

(2.y) — az + by +

ou a, b, c sont des constantes. Leur graphes sont des plans. Réciproquement, tout
plan non vertical est le graphe d’une fonction affine.

Exercice.Tracer les graphes des fonctions f1(x,y) = x+yet fo(x,y) = —2x+
Y+ 2

2. La demi-sphere unité supérieure .

C’est le graphe de la fonction f(z,y) = /1 — 22 — y2.
3. Le paraboloide de révolution a une nappe.

C’est le graphe de la fonction f(z,y) = 2% + .

Déja, le tracé des graphes de ces fonctions simples est difficile. Beaucoup plus
difficile que pour les fonctions d’une variable : difficulté du dessin (représentation de la
3D), et surtout la lacune d’une notion équivalente au tableau de variation des fonctions
d’une variable.
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Pour s’aider, on peut étudier I’intersection du graphe avec certains plans :
- les plans horizontaux par exemples : ils decoupent le graphe en tranche.
- certains plans verticaux.

On a aussi parfois recours a d’autres modes de représentation graphique (que la
3D). Pour la température, on trace les isothermes, courbes sur lesquelles la température
est constante. Pour les cartes géographique représentant le relief, a la place d’une carte
en trois dimension (pas pratique a plier), on trace les courbes d’altitude constante.

1.4 Traces

Définition 1.4.0.2. Soit f une fonction de deux variables. On appelle :
- trace horizontale de f un sous-ensemble du graphe de f (donc de R?) de la forme :

Hy, = {(2,y, h) tels que f(z,y) = h} = Grf 0 {z = h}

- trace verticale de f un sous-ensemble du graphe de f (donc de R?) de la forme :

U, =Grfn{z=a}
ou
Vo = Grfni{y=>b}

Exemples Quelles sont les traces horizontales, les traces verticales sur les plans z =
0 ety = 0 de la fonction 22 4 y2?
Meéme questions pour les fonctions suivantes.

1. la fonction f(x,y) = x? — y? (selle de cheval, ou col de montagne ou hyper-
boloide a une nappe) ;

2. lafonction f(x,y) = — %3 —zy—y?+a+ % (une presqu’ile avec une montagne,
et la mer d’équation z = 0);

3. lafonction f(x,y) = sin(z) sin(y) — y (un champ de bosse) ;

4. la fonction f(z,y) = sin(zy).

En pratique. Pour donner I’allure du graphe d’une fonction de 2 variables : on dessine
quelques traces horizontales et une (ou deux traces verticales) sur laquelle s’appuient
les traces horizontales.

Exemples Donner I’allure du graphe de la fonction 2 4 3% ?

1.5 Lignes de niveau

Définition 1.5.0.3. Soit f une fonction de deux variables, et A un nombre réel. On
appelle ligne de niveau de f de hauteur h 1’ensemble des points (z,y) du plan (Ozy)
en lesquels f prend la valeur & :

Ly = {(z,y) tels que f(x,y) = h}.
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Exemples Quelles sont les lignes de niveau de la fonction 22 + 2 ?

1.6 Lien entre lignes de niveau et traces horizontales.

Soit h une hauteur donnée. La ligne de niveau h est la projection sur le plan (0zy)
de la trace horizontale obtenue en intersectant le plan horizontal d’équation z = h
avec le graphe de f.

Un danger

Attention, pour chacun des objets graphiques introduit, on doit bien savoir ou il se
situe :

— le dessin du graphe de f est un dessin dans I’espace (dimension 3) muni des
coordonnées (x,y, ) ;
les traces horizontales et verticales sont des courbes de I’espace ;
le dessin des lignes de niveau se situe dans le plan horizontal (0zy) (muni des
coordonnées (x,y)) ;



Chapitre 2

Limites, continuité.

2.1 Limites

Pour définir la notion de limite, on s’inspire de ce qui est fait pour les fonctions d’une variable : une
fonction a pour limite le réel [ en un point A du plan si, a condition de choisir M assez proche de A, le

,,,,,,

aide de la distance euclidienne dans le
plan.

Hypotheses générales du paragraphe : Soit f une fonction de deux variables et
A = (a,b) un point de R?. On suppose que f est définie au voisinage de A —’est a
dire qu’il existe un disque D4 5 = {M/d(A, M) < §} avec 6 > 0 contenu dans Dy —
sauf peut-étre en A.

Définition

Définition 2.1.0.4 (limite finie). Soit / un réel.
On dit que f a pour limite | au point A = (a,b) si pour toute précision
€ > 0, il existe § > 0 tel que :

pour tout point M = (x,y) # (a,b) tel que d(M, A) < &, le nombre
f(M) est dans I'intervalle |l — e,1 + €.

Onnote lim f(M)=1I1ou lim x,y) = [l ouencore lim f = 1.
M—A f( ) (z,y)—(a,b) f( y) (a, f

Définition 2.1.0.5 (limite infinie). .

On dit que f a pour limite +00 au point A = (a,b) si pour tout w > 0
(grand) , il existe § > 0 tel que :

pour tout point M = (x,y) # (a,b) tel que d(M,A) < 4, le nombre
f (M) est supérieur a w.

Onnote lim f(M)=4ocoou lim x,y) = +oo ou encore lim f = +oo.
Jim f(M) (w)g(mb)f( y) lim f

17



18 CHAPITRE 2. LIMITES, CONTINUITE.

En pratique, on ne sert pas de cette définition : pour calculer une limite, on écrit la
fonction en somme, produit, quotient de fonctions usuelles, et on utilise les théoremes
d’opérations, de comparaisons. Les énoncés sont tout a fait similaires aux énoncés déja
vus en une variables.

2.1.1 Propriétés des limites.
Opérations sur les limites

Theorem 2.1.1.1. Soient f et g deux fonctions de deux variables qui admettent une
limite finie au point (a,b), alors :
— la somme f + g admet une limite au point (a,b) et (hril)(f +g9) = (hril) I+ (hril) g,

— le produit f.g admet une limite au point (a, b) et (hm (f.9)= (hm I hm) g,

— le quotient f/g admet une limite au point (a,b) et (hril)(f/g) = (hm f/ hm) g
des que (llIil) g # 0. ?

Propriétés. En particulier : en un point de leur domaine de définition, les fonctions
polyndmes, les fonctions fractions rationnelles ont pour limite leur valeur en ce point.

Le théoréme ci-dessus reste valable pour des limites infinies avec les conventions
usuelles : 1/0, = 400, 1/0_ = —o00,00 X 0o = oo(avec régle de multiplication
des signes) et 1/00 = 0.

Les formes indéterminées sont les mémes que celle vues pour les fonctions d’une
variable : 0/0, 0 x 0o, 00/00 et 0o — 0.

Exemple. Lalimite en (0,0) de la fonction de deux variables définie par f(z,y) =
forme indeterminée 0/0.

:1;21;»yy2 présente la

2.1.2 Comparaison et regle des gendarmes.

Theorem 2.1.2.1. Soient f et g deux fonctions de deux variables qui admettent une

limite au point (a,b) et telles que f(x,y) < g(z,y) au voisinage du point (a,b) alors :
— Regle de comparaison : (hr?) < (hrlr)l) g,

— Regle des gendarmes : si de plus (hm f= (hm) g et que h est une fonction de

deux variables telle que f(x,y) < h(z,y) < g(x,y) au voisinage du point (a,b)

alors lim h = lim f.
(a;b) (a;b)

Exemple. Montrer que la limite en (0, 0) de la fonction de deux variables définie par
2
f(l‘, y) 2+y4 est 0.
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2.1.3 Composition

La composition pose probleme (compatibilité des ensembles de départ et d’arrivée).
Il y a deux fagons de composer une fonction de deux variables : a la source ou bien au
but.

Composition au but

Theorem 2.1.3.1. Soient f une fonction de deux variables et p une fonction d’une
variable. Supposons
— que la fonction f est définie au voisinage de (a,b) sauf peut-étre en (a,b) et
lim f=1;
(ab)
— que la fonction  est définie au voisinage de | et li}n p=1L;
alors la fonction composée ¢ o f : (x,y) — @(f(x,y)) est une fonction de deux
variables définie au voisinage de (a,b) et (lir?) pof=1L
a,

Exemples. Calculer la limite en (0, 0) des fonctions de deux variables définies par

= _ sin(z4y?)
f(z,y) = arctan(z + y) et g(z,y) = = 75—

Composition a la source

Définition 2.1.3.2 (Courbe paramétrée ; Courbe géométrique).
Une courbe paramétrée dans le plan (Oxy) est une application

. { [r1,72] —R?
T = (@ (t). (1))
L'image {(z(t),y(t)), lorsque t décrit [11,72] } d’une courbe paramétrée du plan
est une courbe (géométrique) du plan.
Proposition 2.1.3.3. Hypotheses :

— [ est une fonction de deux variables définie au voisinage d’un point (a,b) sauf
peut-étre en (a,b) et (Hr?) f=1i
a,
— vt (x(t),y(t)) est une courbe paramétrée dans le plan (Oxy) définie au
voisinage de t et tlir? ~v(t) = (a,b).
—to

Conclusion : la fonction composée f o~ : t — f(x(t),y(t)) est définie au voisi-
nage de t et a pour limite | en t.

2.1.4 Limites le long d’un chemin. Criteres de non existence d’une
limite

Définition 2.1.4.1 (Chemin du plan). On appelle chemin de R? (ou dans le plan (Oxy))

une courbe paramétrée

. I= [Oé,ﬁ} —R?
T { t — (2(t), y(t)
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continue (i.e. les deux fonctions d’une variable z(t) et y(t) sont continues sur I).

PP o . . I=[a,0] — R?
Définition 2.1.4.2 (Limite le long d’un chemin). Soit~y : ’
( . - Seia { t > (1), (1))
un chemin tel que v(«) = (a, b)
On appelle limite de f au point (a,b) le long du chemin v la limite lorsqu’elle
existe

T f(x(t), y(t)):

Comme conséquence de la propriété de composition a la source, on a que si f a
pour une limite [ en (a,b), alors f a des limites au point (a,b) le long de tous les
chemins passant par (a,b) et ces limites sont toutes égales a [. Ceci est surtout utile
comme critere de non existence de limite :

Proposition 2.1.4.3 (Critére de non existence d’une limite.). Si on a trouvé deux che-
mins 1 et 2 par (a, b) tels que les limites de f en (a,b) le long de ces chemins ne sont
pas égales alors la fonction f n’a pas de limite au point (a,b).

Exemple La fonction de deux variables définie par f(z,y) = % n’a pas de limite en (0, 0).
En effet, choisissons deux chemins qui aboutissent a (0, 0) :
Y1(t) = (¢,0) et y2(t) = (£, 1)
La limite de f le long de 71 est tlin%) f(t,0)=0et
t2 1
t24¢2 T 2
Ces limites sont différentes, on peut donc en conclure que f n’a pas de limite en (0, 0).

la limite de f le long de ~y2 est tlin%) fi,t) =

Remarque 2.1.4.4. En pratique, on cherche les limites le long de chemins rectilignes
c’est-a-dire de la forme (z(t),y(t)) = (at + a, Bt + b) ou de chemins paraboliques
c’est-a-dire de la forme (z(t), y(t)) = (t? 4+ a,t? + b), avec p et ¢ entiers.

On peut aussi paramétrer certains chemins par I’une des variables z ou y : le chemin
o de ’exemple ci-dessus peut-&tre décrit comme le chemin z = y. Dans ce cas le
limite de f en (0, 0) le long de ce chemin est ili?% f(z, ).

Plus généralement, on peut considérer comme chemin le graphe y = ¢(z) d’une

fonction continue d’une variable. Dans ce cas le limite de f en (a, ¢(a)) le long de ce
chemin est lim f(z, ¢(z)).

2.1.5 Application des coordonnées polaires au calcul de limites.

Un des avantages du passage en polaires dans une limite en (0, 0) est de changer la
limite sur les deux variables x et y en une limite sur la seule variable r :

li =1l 50, rsin6).
o o (z,y) = lim f(rcosf,rsind)
On conclut de la maniere suivante :
— si la limite obtenue ne dépend pas 6, alors cette limite est la limite en (0, 0) de f,
— si la limite obtenue dépend pas 6 (comme dans 1’exemple ci-dessous), alors f n’a
pas de limite en (0, 0).
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Exemples. Reprenons I’exemple précédent f(z,y) = ﬁ et remplacons
r =rcosf
y =rsinf

72 cos O sin 6
r2
retrouve bien que f n’a pas limite en (0, 0)

On obtient f(x,y) = = cosfsin 6. La limite lorsque 7 — 0 dépend clairement de 6, on

2
Considérons maintenant la fonction g(z,y) = % La méme méthode donne :

3 cosfsin 6
g(z,y) = % =rcosfsinf.

v,

Maintenant, la limite lorsque »—o0 est O (ne dépend pas de ), on en déduit que lim =
(@.y)—(0,0) *"F¥

2.2 Continuité

Définitions

Définition 2.2.0.1 (Continuité). Soit A = (a,b) un point de R2. Soit f une fonction
de deux variables définie au voisinage de A. On dira que f est continue au point A si
lim f = f(A).

Soit D un sous-ensemble de Dy, on dit que f est continue sur D si f est continue

en tout point (z,y) de D (ceci suppose que f est définie au voisinage de tout point de
D).

Opérations

Pour établir la continuité d’une fonction de deux variables, le principe est le méme
que pour les fonctions d’une variable. On décompose la fonction en somme, produit,
quotient de fonctions qu’on sait étre continues, et on utilise les théorémes d’opérations.
Les énoncés sont tout a fait similaires aux énoncés déja vus en une variable.

Theorem 2.2.0.2. La somme, le produit de deux fonctions continues sont des fonc-
tions continues ; le quotient d’une fonction continue par une fonction continue qui ne
s’annule pas est une fonction continue. La composée de deux fonctions continues est
continue.

En particulier : les fonctions polyndmes, les fonctions fractions rationnelles en deux
variables sont continues sur leur domaine de définition.

, = Y i (x, 0,0
Exemple La fonction définie sur R? par { @) Ty2 S (@) # (0,0 , n’est pas conti-

£0,0) =0
nue en (0, 0).

2.2.1 Composition

Composition a la source

Soient 7 : t — (z(t), y(t)) une courbe paramétrée dans le plan (Oxy) continue en
to et f une fonction de deux variables continue en «(¢o) alors f o «y est continue en t.
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Composition au but

Soient f une fonction de deux variables continue en (a, b) et  une fonction d’une
variable définie au voisinage de f(a,b) et continue en f(a,b) alors la fonction com-
posée po f : (z,y) — o(f(x,y)) est une fonction de deux variables continue en
(a,b).



Chapitre 3

Dérivées partielles

Dans toute cette section, on consideére une fonction f définie au voisinage du point
(a,b) de R? (on rappelle que cela signifie que son ensemble de définition contient un
petit disque centré au point (a, b)).

3.1 Fonctions partielles

Beaucoup de problemes concernant les fonctions de plusieurs variables peuvent
se ramener a des problemes concernant les fonctions d’une seule variable. Pour cela,
on utilise les fonctions partielles, qui sont obtenues en fixant la valeur de I'une des
variables.

Définition 3.1.0.1 (Fonctions partielles). On appelle fonctions partielles au point (a, b)
les deux fonctions

firxz f(z,b) et foryr f(a,y)

Exemple Si I’on reprend la fonction définie par f(z,y) = 22 + y2, qu’on se place
au point (0, 0), la premiére fonction partielle est z — f(x,0) = 22 (ona fixé y = 0) :
son graphe est une parabole, d’équation z = z2 dans le plan (Ozz). Ou voit-on cette
parabole sur le dessin représentant le graphe de f ? Fixer y = O revient a se placer dans
le plan vertical (Oxz) (plan d’équation y = 0, justement).

Dans le plan vertical d’équation y = 0, muni des coordonnées (x, z), le graphe de
la fonction partielle z = f(x,0) est la trace du graphe de f.

Attention les fonctions partielles (mémes si la notation ne le signifie pas) dépendent
du point (a, b).

Test Donner les fonctions partielles de f(z,y) = 2% + y? au point (1, 2).

23
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3.2 Le probleme

Lorsqu’on veut des informations sur le comportement d’une fonction f(z) dépendant
d’une seule variable au voisinage d’un point, on peut calculer sa dérivée, qui nous
donne une approximation de f par une fonction affine (DL a I’ordre 1). Graphique-
ment, cela revient a approcher le graphe de f par sa tangente.

Peut-on décrire une théorie similaire pour les fonctions de deux variables ? La
réponse est affirmative. On va encore pouvoir approcher f(z,y), au voisinage d’un
point, par une fonction affine ; on obtiendra cette approximation affine en calculant les
dérivées partielles de f au point considéré. Le graphe de 1’approximation affine sera le
plan tangent au graphe de f.

3.3 Dérivées partielles

3.3.1 Dérivées partielles en un point (a, b)

On considere les deux fonctions partielles
firaze f(z,0) et forye fla,y).

Définition 3.3.1.1. On appelle dérivée partielle par rapport a x [resp. a y] de f au
point (a,b) le nombre réel noté % (a, b) et défini par

%(‘“’) _ f1(a) = 1im L1020 = f(a.5)

r—0 x

resp. %(a,b) = fé(b) — 1}% fla,b+ l/; — f(a,b)

Attention au sens des différents symboles :

— a, b sont des nombres, (a, b) est un point du plan;

— 7x” dans I’expression a% est un symbole, il signifie qu’on dérive suivant la
%remiére variable, qui est souvent notée x (mais pas toujours).

— 5r(a,b) est un nombre ;

3.3.2 Dérivées partielles sur un domaine.

On dit que f admet des dérivées partielles sur un domaine D si f est définie au
voisinage de tout point (z, y) de D et admet des dérivées partielles en chacun des points
(x,y) de D. On définit sur D deux fonctions de deux variables notées respectivement

g—i et g—ipar
of af
or (z,y) — %(xay)

et
B) B)
8%; (m,y) %(m,y)
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Ces fonctions s’appellent respectivement (fonctions) dérivées partielles de f.

Attention z et y signifient deux choses différentes dans ces formules : les symboles
de dérivation et les coordonnées du point ot 1’on calcule les dérivées partielles. On
devrait comme dans le paragraphe précédent ne pas utiliser les mémes notations mais
pour des raisons pratiques (de calcul et notation) il est plus pertinent de conserver cette
confusion.

En pratique : lorsque f est donnée par une formule en (z,y) valable dans un ou-
vert (ensemble qui contient un petit disque centré en chacun de ses points) les dérivées
partielles se calculent de la maniére suivante :

1- Pour calculer ﬂ( ,Y), on regarde y comme une constante et dérive f(x,y)

comme une fonctlgjp de la variable x seule.
Pour calculer 3% (x, y), on regarde = comme une constante et dérive f(z,y) comme

une fonction de la Varlable y seule.

Exemples Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :
a. f(z,y) = zy + sin(xy?).
b. f(z,y) = xy 4 arctan ¥
2- Maintenant lorsqu’au voisinage d’un point particulier (spécial) (a, b), la fonction
f n’est pas définie par une seule formule (valable pour le point et pour tous ses points
voisins) alors on peut avoir recours a la définition (avec la limite du taux d’accroisse-
ment) pour établir I’existence et calculer les dérivées partielles en (a, b).

f(xv y) = zQﬁ:yyz si (337 y) 7£ (07 0)

£0,0) =0 et calculons

Exemple. Reprenons la fonction définie par : {
ses dérivées partielles.

Pour tout (z,y) # (0, 0), elles se calculent comme indiqué dans le 1 :

of y(® +y°) — 22%y of
—(x,y) = ———F—F=—— et 0,0
= (,y) EReEE S0 (0,0)=
Au point (0, 0) elles se calculent comme indiqué dans le 2 :

f(h7 0) - f(07 0)

a(a? +y2) — 2uy?
(22 + y2)2

of o -
e &0 =l T =0
O (3 o)~ TOR) =100 _
oy k—0 k

Cet exemple montre que I’existence de dérivées partielles pour f n’implique pas la
continuité de f.

Remarque 3.3.2.1. Lanotation des dérivées partielles sous forme de fraction” est utile
en particulier lorsqu’on énonce la regle de composition (voir les chapitres 9, 10 et 11),
mais elle est aussi trompeuse :

Exemple. Considerons la relation des gaz parfaits PV = kT qui fait intervenir les trois variables
pression, volume et température.

Considérons 1" comme fonction de P et V', on écrit T' = P V on en dedult = %
Considérons P comme fonction de T et V', on écrit P = kf on en dedult = —%.

Considérons V' comme fonction de P et T', on écrit V = ’% on en déduit 2 a—T = %.
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On a
ororpov. VvV kT)k kT
oPOVoT k- v2’pP PV
alors que la simplification de ce produit comme si les symboles de dérivées partielles representaient des
fractions, donne comme résultat 1.

3.3.3 Fonctions de classe C'".

Définition 3.3.3.1. On dira qu’une fonction f est de classe C' sur un sous-ensemble
D de IR? si les fonctions dérivées partielles de f existent et sont continues sur D.

Par exemple, les polyndmes sont de classe C'' sur R?, les fractions rationnelles sont de classe C' sur leur

ensemble de définition.

Remarque 3.3.3.2. Une somme, un produit, un quotient (lorsqu’il est bien défini) une
composée de fonctions C'! est encore une fonction C'*.

3.4 Dérivées directionnelles.

Les dérivées partielles décrivent le comportement de la fonction f lorsqu’on fait des
déplacements horizontaux ou verticaux. Il n’y a ”a priori”” aucune raison de privilégier
ces deux directions et ’on peut étudier la maniere dont la fonction f varie lorsqu’on
effectue des déplacements rectilignes dans des directions obliques : on en tire la notion
de dérivées directionnelles.

On rappelle que la droite passant par le point (a, b) et ayant pour vecteur directeur
le vecteur V' = («, 3) admet pour représentation paramétrique :

r =oat+a
y =pt+b

Etudier la fonction f le long de cette droite c’est considérer la fonction composée
(et d’une variable) F': ¢t — f(at + a, Bt + b).

Définition 3.4.0.3. On appelle dérivée directionnelle de f au point (a,b) le nombre
réel noté %(a7 b) et défini par

g—é(a,b) =F'(0) = % (flat+a,Bt+b)),_,-

Remarque 3.4.0.4. Cas particuliers : %(a, b) = %(a, b) et g—;ﬁ_(a, b) = g—i(a, b)

Exemple. Calculer la dérivée en (0, 0) suivant le vecteur V = (1, 1) de la fonction f(z,y) = = + y.
C’est par définition
of d

d
E(O,O) =% (f(t, 1) 4o = T (2t))1—p = 2.



Chapitre 4

Différentiabilité, différentielle
d’une fonction de deux variables

4.1 Différentiabilité en un point.

Dans toute cette section, on considere une fonction f définie au voisinage du point
A = (a,b) de R?.

4.1.1 Définition

Définition 4.1.1.1. On dit que f est différentiable en (a, b) si il existe des nombres
réels c, d tels que

) (@)t ela—a) + dly—b)
(z,y)—(a,b) V(z—a)?+ (y—b)?

=0

R? — R

La forme linéaire { (@,y) — co+dy est appelée la différentielle de f en (a,b) et

est notée df 4 p)-

4.1.2 Propriétés, plan tangent

Theorem 4.1.2.1. Si f est différentiable en (a,b) (avec c et d comme dans la définition
ci-dessus) alors :
— [ est continue en (a,b),
— [ admet des dérivées directionnelles en (a,b) suivant tout vecteur V du plan et
2L (a,b) = df o) (V).
— En particulier %(a7 b) =cet g—i(a, b) =d,
— le graphe de [ admet un plan tangent en (a, b, f(a,b)) et ce plan a pour équation
) )
2= f(a,b) + gh(a,b)(z — a) + G (a,b)(y — a).

27
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Exemple. Pour lasurface d’équation z = sin(z+y), le plan tangent en (0, 0) a pour équation z = z+y
(cf dessin).

4.1.3 Condition nécessaire et suffisante de différentiabilité.

Theorem 4.1.3.1. La fonction f est différentiable en (a,b) si et seulement si
— [ admet des dérivées partielles en (a,b) et
e f(@,y) = (f(a,b) + 5L(a,b)(x — a) + GL(a,b)(y — b) o
(2,y)—(a,b) (za)?+ (y — 1)?

4.1.4 Condition suffisante de différentiabilité.

Proposition 4.1.4.1 (Théoréme.). Soit f une fonction définie au voisinage du point
(a,b). Si f est C' en (a,b) alors f est différentiable en (a,b) et sa différentielle en
(a,b) s’écrit

- 0 0
df(a,b)(v) = aiil(aﬂ b)l"-/‘ + 87.2];(047 b)y\_/'

4.1.5 En pratique.

4.2 Différentiabilité sur un domaine. Différentielle.

Définition 4.2.0.1. On dit que f est différentiable sur D un sous-ensemble de R? si f
est définie au voisinage de tout point M de D et est différentiable en tout M de D.
D — L(R% R)

est appelée la différentielle

L application dite forme différentielle {

de f sur D et est notée df .
L(R% R) est ’ensemble des applications (formes) linéaires de R? dans R.

Proposition 4.2.0.2 (Théoréme.). Soit f une fonction qui est de classe C* sur un do-
maine D alors f est différentiable sur D et sa différentielle s’écrit

af af
oz

4.3 Vecteur et champ gradient.

Soit f une fonction différentiable au point A = (a,b). La formule de la dérivée
directionnelle suivant V', vue ci-dessus, peut s’écrire comme un produit scalaire :

0 0 0 0 0 -
%(a,b) = a—i(a,b).xv + a—jyp(a,b)yv =< <8£(a,b), ai(a,b)) V>

Ce qui nous conduit a la définition du gradient.
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Définition 4.3.0.3. Soit f une fonction admettant des dérivées partielles au point A =
(a,b). On appelle (vecteur) gradient de f en (a, b) le vecteur dont les coordonnées sont
les dérivées partielles de f :

— of of
dia = b N)
grad (o) f ( 5 (@) 5, @ >)
Le gradient est parfois noté€ V, p) f.

Définition 4.3.0.4 (gradient). Lorsque f admet des dérivées partielles en tout point de
D, on appelle champ gradient de f sur D, 1’application :

—
(z,y) = grad s, f

4.3.1 Gradient et lignes de niveau

Proposition 4.3.1.1 (Propriété de composition au départ).
Soit f une fonction définie et différentiable sur un domaine D de R?.

. | I =D IS PN
Soit v : { Eo () = (2(t), y(8) une courbe paramétrée définie, dérivable 1

et dont I’image est contenue dans D (ainsi la fonction composée F(t) = f o~(t) =
f(x(t),y(t)) est bien définie sur Uintervalle I).

Alors F' = f o~y est dérivable sur I et sa dérivée est donnée par :

(foy)' (1) = 2 (t) 5 (x (1), y (1)) +y/ (¢ )8y( (1), y(t)) =< grad, ) f, (2'(t), y'(1)) >

est le produit scalaire des deux vecteurs (x'(t),y'(t)) (vecteur vitesse de la courbe) et

de
(5L (= (1), y(1), %(x(t), y(t))) (le gradient de f au point y(t)).

Remarque 4.3.1.2. 1. Le cas particulier le plus simple est (x(¢),y(t)) = (¢,0).
Dans ce cas, foy(t) = f(¢,0) = f1(t) est la premiere fonction partielle de f en
(0,0), et on retrouve simplement la définition de la premiére dérivée partielle :

i = 21,00,

2. Supposons maintenant que y(¢) est la fonction nulle; on a alors f o M(t) =
f(z(t),0) = fi(z(t)), qui est une fonction composée de deux fonctions d’une
seule variable ; on retrouve alors la formule de dérivation en une variable,

(for)'(t) = (froa)'(t) = 2'(t). fi(x(t)) = &' (t) 5 («(t), 0)-

On constate expérimentalement que le gradient est orthogonal aux lignes de niveau :
ci-dessous, on a tracé simultanément, dans le plan (Ozy) (plan des variables), des
lignes de niveau et des vecteurs gradient de la fonction

flzy) =2+~
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Les lignes de niveau sont les cercles centrés en (0,0) et le champ gradient est
(,y) — 2(z,y) : ’est un champ radial.

Proposition 4.3.1.3. Le gradient est orthogonal aux lignes de niveau.

Le gradient indique la direction dans laquelle la fonction f augmente le plus vite
(ceci signifie dans le cas d’une carte géographique : le gradient indique la ligne de
plus grande pente).

En effet, si ¥ est un vecteur de norme 1, alors le produit scalaire
v.grad(, .y f = |lgrad (g ) f|| cosa

ol « est I’angle entre les deux vecteurs, et la valeur de ceci est maximum lorsque cos a = 1, c¢’est-a-dire

a = 0, c’est-a-dire quand ¥’ est colinéaire au gradient, de méme sens.

Exemple Un surfeur se déplace sur les vagues dont la surface suit 1’équation z =
f(z,y) = sin(x + y). La position du surfeur en fonction du temps (longitude x et
latitude %), est donnée par la courbe paramétrée t — (x(t),y(t)) = (12,13 — 3t).
Laltitude du surfeur en fonction du temps est alors donnée par la fonction composée

f(t),y(1).
1. Quelle est I’altitude du surfeur en fonction du temps ?
2. Quel est le vecteur vitesse au temps ¢ ?

3. Quel angle fait, au temps ¢, I’axe de sa planche avec I’horizontale ? (on admet
que la planche est tangente aux vagues).

Exemple On reprend la montagne d’équation f(z,y) = 7% —ay—y?+az+ % En exemple, on
avait calculé les dérivées partielles de f au point (1,1/2). On a donc grady 1y f = (—=1/2,—2). Laligne
12
de plus grande pente est donc vers le Sud-Sud-Ouest. Une bille posée en ce point roulerait vers le NNE.
Test : vérifier la cohérence avec le dessin des lignes de niveau de cette “montagne”.

Démonstration de la proposition Reprennons d’abord I’exemple f(z,y) = 22 +y2,
nous avons vu que la ligne de niveau h est le cercle de centre (0, 0) et de rayon Vhen
particulier elle admet comme représentation paramétrique :

z(t) =+/hcost
y(t) = +Vhcost

Ona f(z(t),y(t)) = h. Dérivons cette relation en ¢ = 0.

Appliquons la propriété de composition pour le terle de gauche : % Supposons que
les lignes de niveau peuvent étre décrites par des courbes paramétrées : la ligne de
niveau h a une représentation paramétrique y(t).

1. Ecrire la relation qui traduit I’hypothése “v(t) est incluse dans une ligne de ni-
veau de f”.

2. Dériver cette relation en t = 0.

3. Conclure.



Chapitre 5

Formule et inégalité des
accroissements finis. Application
au calcul d’incertitudes.

5.1 Rappels pour les fonctions d’une variable réelle

Theorem 5.1.0.4 (Le théoreme des accoissements finis). Soient oo < (3 deux réels. Soit
| une fonction continue sur [, (8] et dérivable sur |c, B].

Alors, il existe ¢ €]a, B[ tel que f(5) — f(a) = f'(c)( — ).

Proposition 5.1.0.5 (Conséquence : I’inégalité des accroissements finis). Soit I un
intervalle ouvert de R et f € C*(I). Soient o < (3 deux points de I. Alors
- M := sup |f'(t)] existe (est fini) et
t€o, 6]
-pourtout x € [, 0], ona |f(z) — f(a)] < Mz — «al.

Remarque 5.1.0.6. Application. Démontrer les inégalités suivantes :
— |sinz| < ||
— |In(1+2)| < |z

5.2 Cas des fonctions de R? dans R et classe C!

Theorem 5.2.0.7 (Formule des accoissements finis).
Hypotheéses. Soit f une fonction définie et différentiable sur D C R?. Soit A = (a, b)
un point intérieur de D.
Conclusion. Pour tout (h, k) € R? tels que le segment entre (a,b) et (a+ h,b+ k) est
contenu dans D, il existe 6 €]0, 1] tel que

of of

fla+h,b+k)— f(a,b) = 8—(a+9h,b+9k).h+ a—( + 0h,b+ 0k)k.
T Yy
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Proposition 5.2.0.8 (Conséquence : I’inégalité des accroissements finis).
Hypotheéses. Soit f une fonction définie et C* sur D C R2. Soit A = (a,b) un point
intérieur de D.

Conclusion.
- 9f t o istent (sont finis) et
(mrg?é(D |55 (2, y)| e (Ir};?gD |5y (@, y)| existent (sont finis) e

— pour tout (h, k) € R? tels que le segment, noté I, entre (a,b) et (a + h,b + k)
est contenu dans D :

of of
hb+ k) — b)| = Ln 2L 1k
|f(a+h,b+k)— f(a,b)| &?ﬁz‘ax I |+(£‘c}>€<1 8y(ﬂw/)\l |

5.3 Application au calcul d’incertitude.

5.3.1 Principe du calcul d’incertitude :

-On sait mesurer a I’aide d’appareils certaines grandeurs physiques (dimension,
pression, volume, poids ...) et on dispose d’une formule (de calcul) qui exprime une
autre grandeur physique en fonction de celles que 1’on a pu mesurer.

Par exemple : on mesure la pression et le volume d’un gaz parfait et on dispose de
la formule PV = kT, (k étant une constante) pour trouver sa température.

- Les constructeurs des appareils de mesure indiquent la précision de leurs appareils
de mesure : il peut s’agir d’une précision abosolue (c’est a dire exprimée comme une
quantité en I’unité de mesure) ou d’une précision relative (c’est a dire exprimée comme
un pourcentage : la précision absolue est alors calculée en multipliant la mesure avec le
pourcentage). Dans tous les cas, on connait I’erreur maximale commise sur la mesure.

Dans I’exemple : on connait les précisions absolues sur P et V, on les note AP et

AV.

- Notre but est de donner une valeur approchée de la grandeur physique fonction
des autres et surtout de donner une précision pour cette valeur approchée.

Autrement dit, nous devons trouver une majoration la quantité : valeur absolue de
la différence entre la valeur exacte (inconnue) et la valeur mesurée (plus précisément :
la valeur calculée a partir des mesures des variables dont est fonction la grandeur phy-
sique) de la grandeur physique (dans I’exemple la température).

Cette quantité s’appelle incertitude absolue ou erreur absolue.

Une majoration de I’incertitude absolue est ce qu’on appelle une précision. Faire
un calcul d’incertitude c’est obtenir une précision.

Dans exemple, la quantité a majorer est AT := |Tovacte — Dnesurée|-

5.3.2 Calcul théorique de I’incertitude absolue sur la température
dans I’exemple des gaz parfaits.

Posons :
0P = Pexacte — Presurée : 1’erreur de mesure sur la pression. On a [0 P| < AP.
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0V = Vixact — Prmesuré : Ierreur de mesure sur le volume. On a [0V | < AV.

AT = | ( exacte‘/exact - P, mesuréeVmesuré) |

1
% (Pmesuree + 5P)( mesuré + 5V) mesurceVmesuré) ‘

nR (5P Vmesure + ov. Pmesuree + OP. 5‘/) |

On majore ensuite (grossierement) la valeur absolue d’une somme par la somme
des valeurs absolues et les erreurs par les précisions absolues. :

AT S (VmesuréAP + PmesuréeAV + APAV)

T =

5.3.3 Estimation de I’incertitude sur la température dans I’exemple
a I’aide de I’inégalité des accroissements finis.

Principe : I’erreur absolue est majorée a I’aide de 1’inégalité des accroissements
finis.

En effet, considérons 7' comme fonction des deux variables P et V. D’apres I’inégalité
des accroissements finis, on a :

(*)AT = |Texacte - Tmesurée‘ = ‘T(Pexactea Vexact) - T(Pmesur667 Vmesuré)|

< maaz| \5P+max| |5V

Les max étant pris sur les 1ntervalles Presurée — AP < P < Puesuee + AP et
Vinesure — AV < V' < Vipesurs + AV (Notons qu’il suffit de faire une majoration des
valeurs absolues des dérivées partielles sur ces intervalles.)

Le calcul des dérivées partielles de 7" nous donne :

oT oT 1
or " ‘8/) 7V ) 8¥ . k oT 1
insi — < —
AlnSI aP (P V) k (‘/;Ilf:sure + AV) et 3V (P V)‘ k |( mesuré + AP)

En reportant ces majorations dans (), on obtient :

1
(*)AT < % (VmesuréAP + PmesuréeAV + 2APAV>

On voit que la différence par rapport au calcul théorique est de APAV, donc mi-
nime.
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5.3.4 En général

Pour obtenir une précision sur une grandeur physique, on applique le résultat suivant :

Theorem 5.3.4.1. (Mathématique)
Hypothéses :

-(1)- f est une fonction de deux variables C définie au voisinage d’un point donné
(Timesurés Ymesure) €t Az et Ay sont deux nombres positifs donnés.

'(2)_ LTmesuré — Az S Lexact S Tesuré 1 A-T’

'(3)' Ymesuré — Ay S Yexact S Ymesuré + Ay

Conclusion :
0 0
Af = ‘f(:l:exacta yexuct> - f(xmesuréy ymesuré)‘ S max\a—£|Ax + max|a—£\Ay .

Les max étant pris sur les intervalles définis en (2) et (3). (Notons qu’il suffit de faire
une majoration des valeurs absolues des dérivées partielles sur ces intervalles.)

En physique, on a tendance a priviligier la connaissance de 1’ordre de grandeur de
I’erreur sur la mesure d’une grandeur physique a une majoration de cette erreur. On
appliquera alors le résultat suivant :

Theorem 5.3.4.2. (Physique)
Hypothéses : Les mémes que ci-dessus

Conclusion :

of of
A.f ~ |%(1‘mesurév ymesure’)|Az + |67y(l'mesuréa ymesuré)|Ay .

5.3.5 Application numérique. Exemple

On veut estimer I’aire d’un terrain rectangulaire, dont on a mesuré les dimensions :

— salongueur L = 100m

— salargeur L = 60m.

On sait aussi que les dimensions sont mesurées avec une précision de 5% de la
quantité mesurée. Par conséquent, AL = 5% x 100 = 5m et Al = 5% x 60 = 3m.

L’ aire de terrain calculée a partir de ces mesures est donc A,,.s = 6000m2.
Majoration de I’incertitude absolue AA de A :

- Par calcul direct :

Par hypotheses :95 < L < 105et 57 <[ < 63.

Donc 5415 =95 x 57 < L x [ <105 < 63 = 6615

D’ou —585 = 5415 — 6000 < L x I — 6000 < 105 < 6615 — 6000 = 615

On en déduit la précision absolue AA < 615m3, on a donc une précision relative

sin AA 615 _
de la mesure de I'aire - = g = 10, 25%.

-A T’aide de I’inégalité des accroissements finis :
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(Mathématique)
0A 0A 3
AA < max 8—L.AL+maX E'Al = max[.AL+max L.Al = 63x5+105x3 = 630m
(Physique)

A A
AA ~ g—L(lOO, 60).AL + %(100,60).Al =60 x 5+ 100 x 3 = 600m>.



36 CHAPITRE 5. ACCROISSEMENTS FINIS. CALCUL D’INCERTITUDES



Chapitre 6

Dérivées partielles d’ordre
supérieur.

Hypotheses générales : Soit f une fonctions de deux variables définie et admettant
des dérivées partielles premiéres au voisisnage d’un point (a, b).

6.1 Définitions.

1. On dit que f admet des dérivées partielles secondes en (a, b) si les fonctions
dérivées partielles premieres de f admettent des dérivées partielles premieres en (a, b).
Autrement dit, si :

notée -4 (a,b),

2 (%) (a,). notee
—%( )(,)noteeaam(ab)
- 2 (%) @b

—%(g{/)(ab) noteeay (a,b),

existent. Les 4 quantités définies ci-dessus sont appelées les dérivées partielles se-
condes de f en (a,b).

notée a (a b) et

2. On dit que f admet des dérivées partielles secondes sur D (un sous-ensemble
de R?) si f admet des dérivées partielles secondes en tout point de D. On peut alors

défini tions dérivé - , R A ) R
éfinir sur D, les fonctions dérivées partielles secondes de f : 922> Dydz * DDy et oy

3. On dit que f est de classe C? sur D si f admet des dérivées partielles secondes
continue sur D.

6.2 Le théoreme de Schwarz

Hypothéses : f est C? sur D.
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s 0°f _ 0°f
Conclusion : 5yoz = dwoy SUI D.

Vérifier la conclusion pour f(z,y) = 2%y + 2® — zy.
La réciproque de ce théoréeme est fausse, voir I’exercice 2b de la feuille II1.

6.3 Formule de Taylor d’une fonction de 2 variables a
P’ordre 2.

6.3.1 Rappel en une variable.
Enoncé.

Theorem 6.3.1.1. (Formule de Taylor-Young en a a l’ordre n)
Soit n > 2 un entier et f une fonction d’une variable.
Hypothéses : f est définie et de classe C™ au voisinage de a

Conclusion : [ existe une fonction € définie au voisinage de a et tendant vers 0 en a
telle que :

"(a ") (a
F(@) = f@)+ @ —a)+ D@y IO oy gy

2! n!

Cette formule s’appelle aussi développement limité a I’ordre n de f en a.

Applications

Au calcul de limites.
A 1’étude locale : Equation de la tangente et position d’un graphe par rapport a sa
tangente.

6.3.2 En deux variables
Enoncé.

Theorem 6.3.2.1. (Formule de Taylor de f en (a,b) a l’ordre 2)
Soit n > 2 un entier et f une fonction de 2 variables.
Hypothéses : f est définie et de classe C? au voisinage de (a,b)

Conclusion : 1] existe une fonction e définie au voisinage de (a,b) et tendant vers 0 en
(a,b) telle que :

o) = Fab)+ G (@b —a) + @by —b)
+% (ng;(a, b)(z —a)? + 2(%6]; (a,b)(x —a)(y — b) + g—y‘];(a, b)(y — b)2)
+ (@ —a)* + (y = b)*) ez, y)

Ecrire la formule de Taylor en (0,0) a I’ordre 2 de la fonction f(z,y) = e®Y.
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Applications.

z= f(a,b) + %(a, b)(x —a) + %(a, b)(y — b) est I’équation du plan tangent au

graphe de f au dessus du point (a, b).

La position du graphe de f par rapport a ce plan tangent est alors donné par le signe

de polynome quadratique
0% f

Q) = (Gatat)e - + 2

2 2
(@D =) =0+ 5L b - 02

, au voisinage de (a, b) (le point (a, b) exclu).

Plus précisément :

si Q(x,y) > 0 alors le graphe de f est au dessus de son plan tangent,

si Q(z,y) < 0 alors le graphe de f est au dessous de son plan tangent,

si Q(x,y) change de signe alors le graphe de f traverse son plan tangent.

L’étude du signe de @ est analogue a celle faite dans le cas particulier ol le plan
tangent est horizontal dans la section suivante.

6.4 Extrema, points critiques

6.4.1 Définitions, propriétés, exemples
On a les mémes définitions qu’en une variable.

Définition 6.4.1.1. On dit que la fonction f atteint au point (xo, o) son maximum
[resp. minimum ] sur I’ensemble D ou que (xo,yo) est un maximum [resp. minimum]
de f sur D si

f(@,y) < flxo,yo)  lresp. f(z,y) = f(x0,v0)

pour tout point (z,y) de D.

On dit que f a un maximum [resp. minimum ] local en (xo, yo) (ou que (xo, yo)
est un maximum [resp. minimum ] local de f) si I’inégalité précédente est valable pour
tous les points (z, y) dans un voisinage du point (g, yo) (et peut-étre pas pour tous les
points de D).

On dit que f a un extremum [resp. extremum local ] en (x,yo) (ou que (xo,yo)
est un extremum [resp. extremum local de f) si (xg, yo) est un maximum ou minimum
[resp. maximum ou minimum local] de f.

Exemples : comme une variable, 3172(y3 — 3y) a un max local, un min local, pas de
max ou min absolu.

Définition 6.4.1.2. On dit que le point (xg, yo) est un point critique de la fonction f
si le vecteur gradient en ce point est nul ; autrement dit, les deux dérivées partielles y
sont nulles :

of

0
L (0, 90) = 22 (w0, 0) = 0.

Graphiquement, cela signifie que le plan tangent au graphe de f au point (zg,yo) est
horizontal.
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Theorem 6.4.1.3. Soit f une fonction de deux variables définie au voisinage d’un point
(0,Y0)- Si (x0,y0) est un extremum local de f, alors c’est un point critique.

Exemples, contre-exemples

— on a les mémes contrexemples a la réciproque qu’en une variable ; par exemple
pour f(z,y) = 23, 0 est point critique mais pas un minimum ni un maximum
(cf figure, graphe de gauche).

— on a aussi des contrexemples plus intéressants : par exemple f(x,y) = 2% — 3.
Ici, on a le point (0, 0) est un point critique, 0 est un maximum pour la fonction
partielle en = et un minimum pour la fonction partielle en y (cf figure, graphe de
droite). Un tel point est appelé un point selle.

— Exercice : a partir du graphe, trouver les points critiques de f(z,y) = sin(z) sin(y).
Retrouver ceci par le calcul. Identifier les maxima, mininima, les points critiques
non extrema.

6.4.2 Classification des points critiques d’une fonction C?.

Théoréme de classification des points critiques d’une fonction C2.
Hypotheses et notations :
Soit une fonction f : D — R? de classe C? au voisinage d’un de ses points critiques

(205 Y0)-
On introduit les notations de Monge :

2

or= %(ﬂfovyo)
82

®s= Wafy(ﬂcmyo)

2
of = %(%JJO)

Conclusions :

1. Si A = rt — s? < 0 alors f a un point-selle ou col en (¢, o) (ni min, ni max,
cf f(z,y) = zyen (0,0)),
2. Si A =rt—s?> 0alors f admet un extremum local (strict) en (zo,¥0) :

(a) sir < Oalors f admet un maximum local (strict) en (xq, yo) (cf f(z,y) =
_'T2 - y2 en (07 O)) s
(b) sir > 0alors f admet un minimum local (strict) en (zo, yo) (cf f(z,y) =
22 +y?en (0,0));
3. (Hors programme) Si A = rt — s2 = 0 : on ne peut pas donner de conclusion
général. 11 faut étudier localement le comportement de f au voisinage (zo, ¥o),
en utilisant au besoin des dérivées partielles d’ordre supérieur.

Exercice d’application

Parmi tous les parallélépipédes rectangles de volume fixé, trouver ceux dont la
paroi a une surface minimale, et ceux qui ont la surface maximale.

Pour simplifier, on prend V' = 1. La hauteur h s’exprime alors en fonction de la
largeur £ et de la profondeur p, i = 7. La surface vaut alors 2(pl + © + 7).
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Cela conduit 2 minimiser f(x,y) = xy + % + % pour z,y > 0. Le calcul donne
que le seul point critique est obtenu pour z =y = 1;ona f(1,1) = 3.

Est-ce un minimum, ou un maximum ? Ca pourrait aussi étre un point selle, ou juste
un minimum ou maximum local mais pas global ! Peut-étre n’y a-t-il pas de minimum
ni de maximum...

Le point trouvé correspond a un minimum de f “Preuve” : Si z < 1/3, par
exemple, on voit facilement que f(z,y) > 3. De méme si y < 1/3. Et aussi pour
y > 1/3etx > 9;de méme, pour x > 1/3 et y > 9. Ces cas couvrent tous les points
(z,y) hors du carré

1 1
C:{(x,y)telsqueg§x§9et§§x§9}.

(Vérifier ceci en faisant un dessin). Autrement dit, il reste juste & montrer que (1, 1) est
un minimum dans ce carré C.

Si on veut un argument analytique et non pas graphique, il faut utiliser un raisonne-
ment, et un “gros” théoreme (existence d’un minimum pour une fonction continue sur
un carré).

Remarquons que f n’a pas de maximum : il n’y a pas de boite a surface maximale,
parce qu’on peut produire une boite de volume 1 avec une surface aussi grande qu’on
veut...

(Autre argument : il n’y a qu’un point critique !).
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Chapitre 7

C'l-difféomorphisme et
Théoreme d’inversion locale.

7.1 Difféomorphismes.

7.1.1 Rappels : injections, surjections , bijections.

Définition 7.1.1.1. Soient D et D’ deux ensembles et f une application f : D — D',
Soit M un point de D, le point M’ = f(M) de D’ est appelé I’image de M et M
est appelé un antécédent de M’ .
— f est dite injective si tout point M’ de D’ admet au plus un antécédent dans D.
Autrement dit,
- si pour M, N deux points de D on a

f(M) = f(N)= M =N,

ou encore
- si étant donné un point V' de D’ fixé (mais quelconque), 1’équation f(X) =V
a au plus une solution X € D.

— [ est dite surjective si tout point M’ de D’ admet au moins un antécédent dans
D. Autrement dit,
- si étant donné V' € D’ I’équation f(X) = V a au moins une solution X € D.

— f estdite bijective si f est injective et surjective. Autrement dit,
- si tout point M’ de D’ admet un unique antécédent dans D ou encore
- si étant donné V' € D’ I’équation f(X) = V a une unique solution X € D ou
encore
- §’il existe une application dite réciproque notée f~! : D' — D telle que
flof(X)=X,pourtout X € Det fo f~}(Y)=Y,pourtoutY € D'.

7.1.2 Difféomorphismes.

Soit D et D’ deux sous-ensemble de R™.
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Une fonction f de R™ dans R” est un C-difféomorphisme de D dans D’ si :

1. f estune bijection de D dans D’,
2. festdeclasse C! sur D,

3. laréciproque f~! de f est de classe C* sur D’.

7.1.3 Exemples.

1. Une fonction d’une variable C'! dont la dérivée est de signe constant sur un
intervalle I réalise un C!-difféomorphisme de I sur son image f ().

2. Les transformations affines de R? dans R? de déterminant non nul.

3. Le passage en coordonnées polaires.

Contrairement au cas des fonctions d’une variable, dans le cas des fonctions de
plusieurs variables on ne dispose pas de critere simple pour montrer qu’une fonction est
un C'*-difféomorphisme. En fait, la propritété qui est difficle a établir est la bijectivité
de f. On ne dispose que d’un résultat local appelé justement : “le Théoréme d’inversion
locale.”

7.2 Théoreme d’inversion locale.

7.2.1 Enoncé du Théoréme.

Hypothéses. Soient A € R? un point et
D C R? —R2 . 1
P { (,0)  —(X(u,0),Y(u,0)) une fonction de classe C* tels que

|Jacaf| # 0.

Conclusions.

Alors, il existe une boule B(A4, §) (§ > 0) centrée en A telle que la restriction B(A, 0)
de la fonction ® est un C'*-difféomorphisme sur son image ®(B(4, §)).
Probleme. on ne connait pas d’estimation sur la taille de §.

7.2.2 Contre-exemple au théoreme global

Soit f la fonction de R? dans R? définie par f(z,y) = (e cosy, €% siny).
Calculer f(0,0) et f(0,27), que peut-on dire sur la bijectivité de f.
Calculer la matrice jacobienne et le jacobien de f sur R2.

Conclure.
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7.2.3 Un petit critere global.

Si on suppose que P est une bijection de D dans D’ et que son jacobien ne s’annule
jamais sur D alors ® est un C'!-difféomorphisme de D dans D’.

Les changements de variables sont utiles pour résoudre des équations au dérivées

partielles et calculer des intégrales multiples.
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Chapitre 8

Equations aux dérivées
partielles.

8.1 Généralités.

8.1.1 Définitions.

Soit p un entier, on appelle équation aux dérivées partielles d’ordre p une équation

af o ar N .
dfi&f forme F(z,y, f, 8—5, [ijf’ ey W) = 0 o f est une fonction de N va-
riables.

Soit D un sous-ensemble de R2. Une solution sur D de cette EDP est une fonction
f de classe CP sur D qui vérifie I’équation.

8.1.2 Motivation.

Les équations aux dérivées partielles interviennent pour traduire certains phénomenes
physiques : propagation des ondes, magnétisme ...

La plus célebre est I’ Equation de Laplace :
0? 0?
7f + 7f =0.
ox2  0Oy?
Les solutions de cette équations sont appelées fonctions harmoniques.

Exemple 8.1.2.1. Montrer que la fonction f(x,y) = e® sin y est harmonique. (Autrement dit calculer
ses dérivées partielles d’ordre 2 et montrer qu’elles satisfont I’équation de Laplace).

Il n’existe pas de méthode théorique générale pour trouver les solutions d’une EDP
sauf dans certains cas particuliers comme les EDP linéaires a coeffcients constants
ou certaines EDP qui se ramenent apres changement de variables a des intégrations
simples. Nous allons en voir quelques exemples.
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8.2 Changement de variables dans une EDP.

Pour simplifier, nous ne considérons que des EDP d’ordre 1 ou 2 et dont les incon-
nues sont des fonctions de deux variables.

8.2.1 Problématique-Méthode-Exemple.

Hypotheses.
(1) f est une fonction en les variables (z, y) qui vérifie une EDP (E).
Par exemple :

2% - % =2z
(2) Un changement de variables de R2:
R? — R2
{ (z,y) % (u=U(z,y),v =V(z,9))
Par exemple :
R? — R2
{ (2, y) = (u=U(z,y) =z,v=V(,9) = = + 2y)

But. On veut écrire I'EDP (E’) en les variables (u, v) que vérifie la fonction F' définie
par larelation f(z,y) = F(U(x,y), V(x,y)).

Pour cela, nous devons exprimer comme fonctions de u et v les quatités suivantes :

(i) et y s’ils apparaissent ¢ dans (F), dans I’exemple 22 apparait dans le second
membre ;

(ii) toutes les dérivées partielles de f en focntion de x et y qui apparaisseet dans
(E), dans I’exemple on a % et %Jy"

Pour (i), il faut inverser le systéme, c’est a dire a partir de 1’expression de u et v en
fonction de x et y, nous devons trouver I’expression de x et y en fonction de u et v.
Dans I’exemple :

u = X o= Xr = u o= Xr = u
v= x+2y y= v—z=v-—u y= uu

En particulier, 2z = 2u

Pour (ii), nous allons appliquer la regle de composition des dérivées partielles
vue dans le chapitre précédent (attention nous voulons exprimer les dérivées partielles
de f en fonctions de celles de F', par rapprot a la formule vue, il faut échanger les roles
de F et f et de uy et x;), cette régle s’écrit de maniere condensée :

or _oFou  oron
dxr  Oudxr v Iz’
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et
0f _OF ou_ 0F o
Oy Oudy Ovdy
Dans I’exemple on trouve :
of _OF  oF
or Ou Ov’
et
of _,0F
oy “ov’

Ensuite, on remplace dans (F), on trouve une EDP (E’) en les variables (u, v) qui
est satisfaite par la fonction F'.
Dans I’exemple :

of of _,0F oF oF _ oF
2% oy (8u+8v) 811_2(8u)'

2r = 2u

Finalement 5
F
E:2— = 2u.
(B): 25— =2u

L’intéret d’un changement de variable est d’obtenir une équation (E’) plus facile
a résoudre que (E). C’est ce qui se produit dans ’exemple : I’équation (E’) ne fait
intervenir que la variable u, elle se résoud par une intégration “usuelle” en la variable
u (attention les constantes d’intégration sont des fonctions de la variable v seule) :

F(u,0) = 5 +g(0),

oll g est une fonction quelconque C* de v.

Ensuite pour conclure, on remplace u et v par leurs expressions en x et y, la fonction
/ ainsi obtenue est une solution de (E). Dans 1’exemple :

2
8.2.2  Autres exemples.

On considere :
(1) ’EDP d’ordre 2 :
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(2) le changement de variables :

R2 — R2
[}
(

z,y) o (u=gv=ay)

Ecrire '’EDP (E’) obtenue apres ce changement de variables.

8.3 Exemples.



Deuxieme partie

Géneéralisations du calcul

différentiel aux fonctions de R"
dans RP?.
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Chapitre 9

Courbes paramétrées dans le
plan et ’espace.

Motivations, exemples. L’exemple basique de courbe est la trajectoire décrite par
un objet (disons une bille) assimilée a un point matériel (son centre de gravité) qui
se déplace au cours du temps ¢ sur un plan ou dans 1’espace. Il est par exemple pos-
sible que cet objet passe plusieurs fois au méme endroit, ce qui interdit de décrire sa
trajectoire sous la forme du graphe d’une fonction y = f(x) ou z = f(x,y).

Un autre exemple est donné par le mouvement des planetes du systeéme solaire
autour du soleil, régi par les trois Lois de Kepler.

9.1 Généralités

9.1.1 Courbes paramétrées et courbes géométriques

Définition 9.1.1.1. On appelle courbe paramétrée dans R™ une fonction 7y : t +—
~(t) = (x1(t), ..., xn(t)) définie sur un intervalle I C R et a valeurs dans R™. Lorsque
t — ~y(t) est une telle courbe paramétrée, 1’ensemble C des points de R™ défini par

C={yt), tel}
est la courbe (on dit aussi courbe géométrique) associée.

La premiere loi de Kepler dit que la courbe géométrique tracée dans le plan de
I’ecliptique par la terre est une ellipse, mais elle ne dit pas comment cette trajectoire
est décrite. Les deux autres lois permettent de retrouver la paramétrisation de cette
ellipse correspondant au mouvement de la terre.

Définition 9.1.1.2. Le domaine de définition de ~y est constitué de I’ensemble des va-
leurs pour lesquelles les fonctions coordonnées x1(t), ... et x,,(t) sont bien définies.
Une courbe paramétrée +y dite continue si ses fonctions coordonnées x;(t) le sont.
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9.1.2 Exemples.
Paramétrisation des droites.
Exemple 9.1.2.1. La droite (AB) a pour représentation paramétrique :
M(t) = A+tAB,
ou encore :
z1(t) =+t
zn(t) =z +ta,
ol :clA représente la i-iéme coordonnées du point A et o; la i-iéme coordonnées du vecteur AB.
Hélice.
Exemple 9.1.2.2. On considere la courbe paramétrée de I’espace définie par
z(t) = cost
y(t) =sint
z(t) =t

9.1.3 Dérivabilité et vecteur tangent.

Définition 9.1.3.1. Une courbe de R"™ est dite dérivable si la limite notée

dy .yt +h) —y()
!

— ) =y P T Y
7' (t) o (t) Lim Y

existe.

Proposition 9.1.3.2. Une courbe est dérivable si et seulement si ses fonctions coor-
données x;(t) le sont et on a

V(1) = (21(8), ... 2, (1))

Le vecteur de R™ de coordonnées (x(t),...,z, (t)) est le vecteur tangent a la
courbe au point 7y(t).

Remarque 9.1.3.3. — Les propriétés de dérivations pour les sommes, produits se
déduisent de celles pour les fonctions d’une variable.
— Lorsque les x;(t) sont de classe C? on dit que ~ est de classe CP.

Nous verrons dans la partie I du cours (Calcul Intégral) comment déterminer la
longueur d’une courbe et sa courbure.



Chapitre 10

Fonctions numériques de n
variables.

Motivations, exemples. La météo vu en introduction du premier chapitre.

10.1 Généralités

10.1.1 Définitions

Définition 10.1.1.1. On appelle fonction numérique de n variables réelles une fonction
Iy R™ — R
| (1, n) o~ f(xr, e T)

Le domaine de définition de f est le sous-ensemble de R™ constitué de I’ensemble
des valeurs des variables z1, ..., x,, pour lesquelles la formule de calcul qui définit f a
un sens.

Le graphe de f est le sous-ensemble de R"** noté Gr f défini par

Grf ={(z1,...s Tn, f(T1,...;Tn))}.

10.1.2 Fonctions partielles et dérivées partielles.

Soit f une fonction de R” dans R et A = (ay, ..., a,) un point de R™.

Définition 10.1.2.1. Les fonctions partielles de f au point A sont les n fonctions de
une variable définies en fixant toutes les variables sauf une, plus précisément ce sont
les fonctions f; : @; — f(a1, ..oy Gim1, Tiy Qi 1y eey Q).

Définition 10.1.2.2. La dérivée partielle par rapport a la i-eme variable de f au point
A est —lorsqu’il existe— le nombre f/(a;); elle est notée %(al, oy ). C’est aussi la
limite

f(al, e, Gi_1,0; + h, [ T an) — f(al, ey an)

8.Z‘i h—0 h '

55



56 CHAPITRE 10. FONCTIONS NUMERIQUES DE N VARIABLES.

10.1.3 Différentiabilité.

Soit A = (ay, ..., ay) un point de R™. La définition suivante est équivalente a celle
donnée dans le cas des fonctions de deux variables. Elle suppose que I’on sait déja
que f admet des dérivées partielles. Surtout elle a I’avantage de réduire la preuve de la
différentiabilté au calul d’une limite.

Définition 10.1.3.1. Une fonction f de R dans R admettant des dérivées partielles au
point A est différentiable au point A si

. flai+hi,..;an+hn)—f(ar,...,an) — (%(A)hl + ...+ %(A)hn)
lim ! “ =0,
h—0 [|A]]

ot O = (0,..,0), h = (ha, ... hn) et ||1]| := /B2 + .. + R2.

10.1.4 Compostions des dérivées partielles.

Composition au but(avec une fonction réelle.)
R” — R — R
@

Hypotheses.
yp (1, ey T »?f(xl, ey ) T@(f(xl, vy Tp))

Les fonctions f et ¢ sont de classe C'!.
Conclusions. La fonction F = p o f : (z1,...,2,) — o(f(z1,...,2,)) est de
classe C* et

oF of

T @11 0) = @1 8D G (@1, 0).

Composition a la source (avec une courbe paramétrée.)

R»T R™ 7> R
trT> (z1(t), ...y xn (1)) Tf(xl(t)’ ey T (1))

Les fonctions f et 7 sont de classe C.

Hypotheses.

Conclusions. La fonction f oy : t — f(v(t)) est de classe C'! et

d(foy) _d )
dt = %(f(%(t),,xn(t)) —

L @) T o 2 10, (). A =

< gradf(v(t)),7'(t) > .




Chapitre 11

Fonctions vectorielles de n
variables.

Motivations, exemples. On considére un objet reperé par sa position (z,y, 2)
dans I’espace, on souhaite étudier simultanée plusieurs grandeurs physiques (Pression
P(z,y,z), Volume V (z,y, z) , Température T'(z, y, z)...) associées a cet objet.

11.1 Généralités

11.1.1 Définitions

Définition 11.1.1.1. On appelle fonctionvectorielle de n variables réelles une fonction
f R™ — RP
’ (1’1,...,1’71) = (fl(l'lv~-~71'n)7--~7fp(x17"'7xn)

La donnée de la fonction vectorielle f de R™ dans RP est 1a donnée des p fonctions
numériques f; de n variables.

Le domaine de définition de f est ’intersection des domaines de définition des f;.

La fonction f est de classe C* si chacune de f; est de classe C*.

Le graphe de f est le sous-ensemble de R™*P noté Gr f défini par

Grf={(z1,....xn, (fr(z1, o, Tn), oo fp(@1, ooy i) }

11.2 Dérivées partielles, Matrice jacobienne, Déterminant
Jacobien.

Soit f une fonction de R” dans RPde classe C! et A = (ay, ..., a,,) un point de R".
On peut calculer n. x p dérivées partielles au point A :

ofi ) Of on

&Tl( ), 0xo " Oxp, (4)
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0f2 0fa 0fa
o (A 5 () 572 (4)
oo Oy y O

S (A), G (A) e T2 (4)

On range ces n X p données dans un tableau.
Définition 11.2.0.2. La (matrice) jacobienne de f au point A est la matrice a p lignes

et n colonnes dont les coefficients sont les dérivées partielles des f; au point A.
Plus précisément, on écrit :

%(A) ............ ngi(A)
Jacal = D e :

Afp of,

6£1 (A) ............ ain (A)

Lorsque p = n, cette matrice est une matrice carrée et son déterminant est appelé
le déterminant jacobien de f au point A.On le note |Jacy f|.

11.3 Différentiabilité.

Définition 11.3.0.3. La différentiable de f au point A est ’application linéaire dont la
matrice dans la base canonique est la jacobienne de f au point A.

11.4 Compostions des dérivées partielles.

Hypotheses.

RP — R™ — R
X f

U= (u,..., u,) = (21 =X (U), ... = X,(U)) — f(XU)) = f(X(U),.... %,(U))

)

Les fonctions f et X' sont de classe C*.

Conclusions.
La fonction F' = f o X : (uy,...,up) —= f(X1(U),..., X, (U)) est de classe C* et

oF af ox (U of
— (U1, .y up) = 7 1 )+...+.—
Oouy, 0x1 ouy, o0xq
Si on identifie les variables x; avec les fonctions X; et qu’on ne précise plus les
variables des fonctions f et F', cette régle de composition s’écrit :
OF  Of 0z of Oz,
8uk. o a:rl 5‘uk alcn 8uk
Une application importante de cette regle de composition des dérivées partielles est
la résolution d’ Equations aux Dérivées Partielles (EDP Voir le chapitre suivant).

0, (U)
8uk

(X (U), ..., X, (1)) (X (U), ..., X, (U))
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11.5 Composition des différentielles. Jacobienne d’une
fonction composée.

11.6 Difféomorphismes.

11.6.1 Rappels : injections, surjections , bijections.

Définition 11.6.1.1. Soient D et D’ deux ensembles et f une application f : D — D’.

Soit M un point de D, le point M’ = f(M) de D’ est appelé I’image de M et M
est appelé un antécédent de M’.

f est dite injective si tout point M’ de D’ admet au plus un antécédent dans D.
Autrement dit,

si pour M, N deux points de D on a

J(M) = f(N) = M = N.

ou encore si étant donné Y € D’ I’équation f(X) = Y a au plus une solution
X eD.

f est dite surjective si tout point M’ de D’ admet au moins un antécédent dans D.
Autrement dit,

si étant donné Y € D’ I’équation f(X) = Y a au moins une solution X € D.

f est dite bijective si f est injective et surjective. Autrement dit,

si tout point M’ de D’ admet un unique antécédent dans D ou encore

si étant donné Y € D’ I’équation f(X) =Y a une unique solution X € D.

11.6.2 Difféomorphismes.

Soit D et D’ deux sous-ensemble de R™.
Une fonction f de R™ dans R"™ est un C-difféomorphisme de D dans D’ si :

1. f estune bijection de D dans D’,
2. festdeclasse C' sur D,
3. laréciproque f~! de f est de classe C'* sur D’.

11.6.3 Exemples.

1. Une fonction d’une variable C!' dont la dérivée est de signe constant sur un
intervalle I réalise un C*-difféomorphisme de I sur son image f(I).

2. Les transformations affines de R™ dans R" de déterminant non nul.
3. Le passage en coordonnées polaires.

Contrairement au cas des fonctions d’une variable, dans le cas des fonctions de
plusieurs variables on ne dispose pas de critere simple pour montrer qu’une fonction est
un C'-difféomorphisme. En fait, la propritété qui est difficle & établir est la bijectivité
de f. On ne dispose que d’un résultat local appelé justement : “le Théoréme d’inversion
locale.”
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Chapitre 12

Analyse vectorielle.
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