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Avant propos

Le but du cours est d’introduire des notions de calcul différentiel, en dimension finie. Le
“calcul différentiel” inventé par Leibniz et (ou?) Newton, pour des fonctions de R dans R tient
essentiellement dans la notion de la dérivation, et de toutes les techniques et applications autour
de celle-ci (inégalité des accroissements finis, formule de Taylor, développements limités, études
simples de fonctions compliquées, de limites, équations différentielles décrivant un systeme
physique complexe, etc...)

Il s’agit, si I'on y regarde bien, d’approximer des graphes de fonctions compliquées par
leur tangentes (approximation par une fonction affine). Cette “linéarisation” de la fonction
en un point donné est, on I’a vu, tres utile. De méme, il n’échappe pas tres longtemps que les
équations différentielles linéaires sont plus faciles a manipuler, et a comprendre que bon nombre
d’équations non linéaires. Le point focal du calcul différentiel est de comprendre, et de se doter

des outils pour manipuler des approximations “linéaires” de phénomenes non-linéaires.

Une problématique de ce cours est de passer de la dimension 1 (une variable en entrée, une
valeur en sortie) a des dimensions plus grandes, (plusieurs variables en entrée, plusieurs valeurs

en sortie), qui correspond souvent & un cadre naturel de probleme scientifique.
Le plan est le suivant.

On se propose tout d’abord de considerer les fonctions qui sont toujours d’'une seule variable
(disons le temps) mais qui sont a valeur dans un espace vectoriel de dimension n, avec n > 2
(le cas n = 1 étant le cas “classique” des fonctions de R dans R. On peut y penser comme une
trajectoire dans R™ paramétrée par le temps (attention cependant, cette trajectoire n’est pas
I'analogue du graphe d’'une fonction de R dans R). Cette situation est un cadre avantageux
pour étudier des équations différentielles linéaires, et certaines non linéaires. C’est aussi un bon
cadre pour étudier des courbes paramétrées, par exemples de R? ou R3.

Ensuite, on élargit la perspective aux fonctions R” dans R”, avec m > 2. Dans ce cas, plus
subtil, il faut peut étre penser a m = 2, et n = 3, et aux fonctions comme des paramétrisations

de morceaux de surfaces dans R3. La bonne notion de dérivée est alors celle de meilleurs



approximation par une application affine, autour d’un point (et la différentielle est la partie
linéaire de cette application, comme la dérivée donnait la pente de la tangente). L’étude des
points critiques permet une premiere ébauche de la recherche d’extremas. Mais il faut savoir
d‘ériver a l'ordre 2 pour completer cette étude. Une piece maitresse de cette théorie est le
théoreme d’inversion locale, ou des fonctions implicites. Il permet 1’étude de paramétrisations
de surfaces, par exemple. Comme pour les courbes, I’étude locale des surfaces se fonde sur le
calcul différentiel (et se transmute en géométrie différentielle). Celle-ci est tres riche, et n’est
que juste abordée dans ce cours. Signalons que la notion de courbure des surfaces, découverte

par Gauss, permet de donner forme a des idées importantes, et étonnantes.



Remarques bibliographiques.

Le cours suit souvent de tres pres celui proposé par F. Laudenbach [Lau] a I'X (dans une
version abrégée et réduite a la dimension finie), sauf en ce qui concerne ’étude locale des courbes,
pour laquelle on préfere suivre un chapitre du livre de M. Berger et B. Gostiaux [Ber. Gos.],
et en ce qui concerne I'étude des extremas, pour laquelle on se reporte au compte-rendu de X.
Gourdon [Gou].

Des exercices nombreux et adaptés (dont, selon toute vraissemblance, une partie sera traité
en TD) se trouvent dans [Goul, [Ber. Gos.] (pour I’étude des courbes et des surfaces), et dans
le guide de F. Rouviere [Rou].

Nos recommandations bibliographiques vont naturellement vers ces ouvrages.

Calendrier proposé : 28 séances d’1h30, réparties sur 14 semaines. On a essayé de faire en
sorte que chaque “sous-section” corresponde a une séance d’1h30 (donc on avance de 2 sous-
sections par semaines), mais c’est parfois trop optimiste, donc on reserve plusieurs séances

“tampon” réparties.

lere semaine : 1.1, 1.2 — EDL, Cauchy Lipschitz

2eme semaine : 1.3, 1.4 — Résolvante et variation de la constante.
3eme semaine : 1.5, 1.6 — EDNL

4eme semaine : 1.7, Tampon. — Paramétrisations de courbes.
Vacances de fevrier.

Seme semaine : 1.8, 1.9 — Théorie locale des courbes

6eme semaine : 2.1, 2.2 — Differentielles, dérivées partielles.
Controle continu.

Teme semaine : 2.3, 2.4 — Théorie différentielle a 'ordre 2.
8eme semaine : 2.5, Tampon. — Ordre r, et Taylor .

9eme semaine : 2.6, 2.7 — Extremas libres, inversion locale.
10eme semaine : 2.8, Tampon — Fonctions implicites.

1leme semaine : 2.9, Tampon — Extremas liés, Théorie locale des surfaces.



Vacances d’avril.

12eme semaine : 2.10, 2.11 — Théorie locale des surfaces. Courbure de Gauss.

13eme semaine : 2.12, 2.13 — Retours sur les equations différentielles.

l4eme semaine : Suite et fin...
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1 Fonctions d’une variable réelle f : R — R"

Ou bien d’un intervalle de R dans R. “Ce sont des courbes paramétrées”
Remarque : la continuité, et la dérivabilité (et la dérivation) d’une application de R dans

R™ se passe coordonnée par coordonnée.

1.1 Equations différentielles linéaires, le point de vue matriciel

On sait ce que c’est qu'une EDL d’ordre 1. D’habitude l'inconnue est une fonction d’un

intervalle de R dans R et I’Equadiff se note

y = a(t)y + b(t)

ou encore

f@)y = a(t)y +b(1)

ce qui n’est résolument pas la méme chose, vu que dans le second cas, on peut étre embeté par
les points ou f s’annulle.

Du point de vue théorique, on se place surtout dans le premier cas, en se laissant le soin de
“recoller” les solutions aux points ou f s’annulle.

Par exemple vous savez résoudre depuis (tres? ) longtemps une EDL de la forme

avec a constante, et aussi

avec a continue, a condition de savoir prendre une primitive de a. (4 rappel en esquisse)

Enfin, vous savez chercher une solution particuliere de

f()y" = a(t)y + b(t)

en utilisant la méthode de la variation de la constante.



A loral : Dans ce cours, nous allons voir des équations différentielles dont I'inconnue est
une fonction d’un intervalle de R dans R™ cette fois.

(le cas n = 1 étant le cas “classique” des fonctions de R dans R. On peut y penser comme
une trajectoire dans R™ paramétrée par le temps (attention cependant, cette trajectoire n’est
pas 'analogue du graphe d’une fonction de R dans R).

En méme temps, on peut s’interesser au cas des ED d’ordre plus qurand que 1 (on s’autorise
a faire intervenir des dérivées successives). Ce cas est tres important en physique. On verra que,

de notre point de vue, il se distingue a peine du cas précédent.

1.1.1 Definitions

Une équation differentielle linéaire homogene du premier ordre sur R" s’ecrit

T = A(t)x

ouz € R",t € I intervalle de R et out A(t) est une matrice carrée de taille n dont les coefficients
sont des fonctions de ¢.

L’écrire ainsi est important, plutot que sous la forme B(t)i + A(t)z = 0, vu que dans ce
cas, les endroits ou B n’est pas inversible posent de gros problemes. Quand elle est ecrite sous
la forme donnée en définition on dit qu’elle est sous forme résolue (ce qui est un vocabulaire
délibérément optimiste, n’est-ce pas).

Une équation differentielle linéaire du premier ordre sur R™ (plus forcement homogene,
s’ecrit

= A(t)xr + v(t)

avec les memes objets, et v : [ — R"™ (vu comme espace de vecteurs colonnes) continue. On
appelle v le “second membre”.

Le probleme de Cauchy associé a ’equadiff est le probleme de trouver une solution associée
a une condition initiale pour ().

Quand A(t) est independant de t on dit que 'equadiff est a coeff constants.
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1.1.2 Le probleme de ’ordre

Pourquoi considerer ces systemes : parfois la quantité a étudier vis dans un espace de grande
dim (Iespace des paramatres possibles pour tel objet...)

Parfois on a une seule quantité, mais une equadiff du genre

y' +a(t)y +b(t)y = c(t)

On se ramene a un systeme comme plus haut. (I’ecrire explicitement)

Plus généralement

Proposition 1.1.1 L’espace des solutions de

Y™ 4ty ey +agy = b

est exactement ’espace des fonctions qui sont premier coefficient d’une solution de

0
T =A(t)x +
0
b
pour
0 1 0 0
0 0 1 0
Alt) =
0 1
—Qap —ap ... c. —Qp—1

Preuve : On prend une application z(t), et on regarde son premier coeff qu’on appelle (%)
ou y(t). On ecrit que si x(t) est solution, il verifie 'equation, on ecrit le produit matriciel :
T, = :Eg) et la derniere ligne donne l'equation scalaire de départ pour xy. Reciproquement si

y est solution de l’equation scalaire, le vecteur des dérivées successives de y est solution de

I’equation matricielle.
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En pratique, pour retrouver la matrice, & partir de y™ + a,_1y™ ' 4+ -+ a1y’ + agy = b,
la methode consiste a introduire des fonctions auxiliaires zo = ¢/, x5 = y” = 2, etc. Et ensuite

on peut ordonner en produit. Explicitement pour n = 2 ... En exercice pour n = 3.

1.1.3 Cas des coefficients constants, et exponentielle de matrice

On muni l'espace des matrices d’'une norme d’algebre (c’est a dire verifiant ||AB|| < || AJl|| B|)-
Par exemple la norme d’operateur (rappel).
Rappel, toutes les normes d’'un ev fini sont equivalentes (rappel de def). En particulier, nous

avons une autre norme (d’ev, pas d’algebre!) || - || qui est le sup des | - | des coeff.

Lemme 1.1.1 Supposons qu’une suite de fonctions de I a valeur dans un espace de matrices

converge uniformement sur I pour la norme d’operateur. Alors c’est encore vrai pour || - ||oo -

Immédiat par équivalence des normes.

Rappel : théoréme de dérivation des suites (ou séries) de fonctions. Si une suite de fonctions
fn : I — R converge simplement sur un segment I vers f, et si f,, est dérivable, et que la suite
des dérivées f converge uniformément sur U'intervalle I vers g.., alors f., est dérivable sur [
et sa dérivée est go.

Ce résultat est classiquement vu pour des fonctions de I C R dans R. On voit meme peut
etre des versions qui sont plus fortes.

Dans le cas de fonctions a valeurs dans un ev de dim finie, la remarque (Lemme) sur
I’equivalence des normes, nous permet de nous ramener aux coordonnées et donc cet énoncé
est encore vral.

Rappellons 'exponentielle de matrice probablement déja rencontrée :

=1
A: _An

n!
n=0

€

La serie converge (la convergence est normale : pour la norme d’operateur, on majore la
norme du reste par la somme des normes, ce qui fait de la suite des reste une suite de Cauchy.).

Introduisons un parametre.

12



(e o]

1
(t—to)A _t_t nAn
=2

n=0
A nouveau la convergence de cette serie de fonction est normale sur tout segment.

Regardons la suite des sommes partielles, dérivées

qui est la somme partielle de la série

(i)

0

La convergence est aussi normale sur tout segment et la limite est Ae®~%)4 On peut donc
appliquer le théoreme de dérivation.

11 vient

_e(tfto)A — Ae(tfto)A
dt

ou encore

d

pour tout vecteur xg.
Ainsi, dans le cas d'une équation différentielle & coefficients constants (A est constante), la

fonction vectorielle

z(t) = etz

est une solution au probleme de Cauchy en (zo, ty).
Pour calculer I'exponentielle de matrices, il est judicieux de trouver une base dans laquelle
elle a une forme simple.

Par exemple, si A est diagonalisable,

A= PDP™!

13



A n __ —1\n __ np—1 __ n -1 _ D p—1
e’ = —A" = E —(PDP )" = _n!PD P=P (E _n!D ) P = Pe”P

n=0 n=0 n=0 n=0

L’exponentielle d’'une matrice diagonale D est par ailleurs exactement la matrice diagonale
dont les coefficients sont les exponentielles des coefficients de D.

Remarque. Ce genre de considération vaut encore lorsque A(t) est e coefficients variables,
continus, et que A(t + h) commute avec A(t).

Ecrivons alors plutot B(t) = ft'; A(s)ds et z(t) = eP®) et essayons de dériver.

Il vient dans la somme parielle : z4(t) = Zi:o L B"(t) que I'on dérive :

) =3 BT B ()

(formle valable sous condition (!) en effet lorsqu’on ecrit la définition, on doit prendre la

limite de

B(t+h)" — B(t)"  (B(t)+hA{#) +o(h))" — B{t)"  (B(t)" + nhA®X)B(t)"' + O(h%) — B(t)"

h h h

si la formule du binome est valide... )

Ainsi
1
n — 1!

(1) = A(t) Y B"(t)

n=1

Si 'on suppose A continue la convergence normale est assurée, et on peut conclure comme
avant.

Remarque. En revanche, en général, on ne peut pas résoudre une equadiff “par quadrature”
c’est a dire en calculant un nb fini d’integrales. (a rapporcher du fait que, d’apres Galois, on

ne peut pas en général ecrire les solutions d’une equation polynomile par radicaux).

1.2 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz, en linéaire
1.2.1 Préliminaire : Théoréeme de point fixe de Picard
[Lau, I-2 (5-6)]
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Espace métrique : notion de distance. Exemple, dans R" la distance issue de la norme
Euclidienne. Rappel : espace complet — suite de Cauchy.

R est complet. Q ne l'est pas.

On dit qu’'une application T : X — X est contractante pour une certaine metrique d sur

X, 130 < A< 1, tel que d(Tz, Ty) < Ad(x,y).

Théoréme 1.2.1 Soit (X,d) un espace métrique complet non vide, et T : X — X une appli-

cation contractante. Alors T a un point fize unique.

L’unicité est facile. Pour I'existence, on montre que la suite des iteres de T est de Cauchy, et

on montre que le point limite est bien fixé, par continuité de 7" en ce point.

Corollaire 1.2.1 Soit (X, d) un espace métrique complet non vide, et T : X — X une appli-

cation. Si un iteré T" de T est contractante, alors T a un point fize unique.

En effet, si zq est le point fixe de T, T'(zg) serait aussi point fixe de 7", on conclu par

unicité. L’unicité découle de celle pour T".

1.2.2 Théoréme de Cauchy Lipshitz linéaire

[Lau, I-3 (1—4)]

Théoréme 1.2.2 On suppose A continue sur un intervalle I (a valeurs dans M(n,R)).
Alors, pour tout tog € I, et xog € R, il existe une unique solution du probleme de Cauchy en

20, to) pour l'équation & = A(t)x, qui soit de classe Ct et définie sur I.
p q q

Commentaires : 1 — en particulier ce théoreme dit que les solutions maximales d’'une EDLH
sont définies sur I tout entier.

2 — 1l suffit de montrer le théoreme pour J C [ intervalle fermé borné (un segment quoi).
En effet, si le résultat est faux, il existe #; tel que deux solutions au pb de Cauchy different en
t1, ou bien qu'une solution maximale au pb de Cauchy n’est pas définie en ¢;. Dans les deux
cas, cela falsifie ’énoncé sur [tg, 1]. Quitte a faire un reparametrafe (affine) on peut supposer

que le segment en question est [0, 1].
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3 — On va chercher la solution sous la forme I'(t) = zo + v(t) avec 7 : [0,1] — R"™ de classe
C! prenant la valeur v(0) = 0. Dans ces circonstnaces, I' est solution si et seulement si 7 est

solution de

() = /Ot A(s)(zo +v(s))ds, YVt € [0,1].

Démonstration du théoreme.

On va montrer que 1’équation sur 7 a une unique solution continue (et elle est forcement de
classe C'!' dans ce cas).

On introduit 'espace vectoriel A C C([0,1],R™) des chemins continus v : [0,1] — R”
partant de 0 ( y(0) = 0). On le munit de la norme ||v||oc = sup, |7(¢)| (la norme est celle
disons Euclidienne de R™). C’est la norme de la convergence uniforme, et cela en fait un espace
complet.

Rappellons que pour chaque ¢, A(t) est la matrice d’'un endomorphisme de R™ et que
|A®)|| = sup,o |[A(t)x|/|z] = sup|,=; [A(t)x], qui est toujours fini en dimension finie.

Le fait que A : [0,1] — End(R") soit continue se traduit immédiatement par le fait que
t — [|A(t)]] est continue (de [0,1] dans R) et que donc elle y atteint son sup (notons K =
maxyeo] [|A(t)]] < 00).

On considere T : A — A défini par

(T)(t) = / A(s) (2o + 1(s))ds

On aura trouvé une solution si on trouve ~ tel que Ty = 7.

Voici le point crucial :
Lemme 1.2.1 [l existe un entier m > 1 tel que T™ est une contraction pour || - |-

Si on établi le Lemme, la conclusion de la démonstration du théoreme est limpide : le
théoreme de Picard s’applique, et donne un point fixe v, précisément ce qu’il nous fallait.
On doit donc montrer le Lemme.

Démonstration du lemme.
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Prenons 74,7, et calculons

T(0) = Tralt) = [ A(s)n(s) = ()

Majorons la norme par l'integrale de la norme.

umw4mwslwmmw%mmmsémmwm@ﬂmmwsAme%mwm

C’est done

< Ktl|(n —72)ll-

Si K < 1 cela nous donnerait imm édiatement que 7' est une contraction... Mais ce n’est
pas forcement le cas.

On doit donc essayer la méme chose avec 7.

Affirmation : pour tout m

Kmm
m)

[T (t) = T2 ()] (= [(T" 9 = T™72)(1)]) < (72 = 72)lloo-

A nouveau si c’est vrai cela nous sort d’affaire, puisque étant vraie pour tout ¢ cette relation
devient, en prenant le ¢*(< 1) maximisant le c6té droit :

m

- " K
[T = T"2l00 < —11(11 = 72)loe-
m:

Il suffit de remarquer que % — 0 si m — oo pour conclure que 7™ est contractante si m est
assez grand.
L’affirmation elle se démontre par récurence. On a déja fait le premier pas m = 1. Il reste

le pas de récurrence a faire, il est identique au premier pas en réalité.

1.3 La Résolvante
1.3.1 Structure de I’espace de solutions

[Lau, I-3 (5-6)]
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On reprend
T = A(t)x

(A est une application continue associant & ¢ un endomorphisme de R" et z € R" — si nos
éléments de R™ sont par convention des vecteurs colonnes, A(t) est une matrice) et on s’interesse
a l'espace S de toutes les solutions maximales (c’est a dire définies sur I tout entier.
Soit ¢y € I fixé.
On défini
Ry, :R"— S

de la maniere suivante : a un vecteur xy ’application Ry, associe I'unique solution au probleme
de Cauchy de donnée initiale (¢, o).
Ainsi Ry (z) € S, et (Ry,(2)) (to) = z, et d(Ryy(x)) (t)/dt = A(t) (R, (2)) (t). (dessin dans

R?, trajectoire)

Proposition 1.3.1 L’espace S est un espace vectoriel.

L’application Ry, est une application linéaire de R™ dans S qui est un isomorphisme.

Commentaire : en particulier S est de dimension finie = n.

Preuve : on bascule sur ’equation verifiée par les 7...

Sachant que S est un espace vectoriel, ’application “valeur en ¢,” est clairement une appli-
cation linéaire qui est inverse de Ry, .

Munissons nous maintenant de deux temps ¢, %5. On défini a présent

R} :R" = R"

comme étant B! = Rt_l1 o Ry,.

Cela a bien un sens. (dessin dans R?, trajectoire)

Signification de Rﬁ; : on part d’un vecteur x, on prend la solution qui vaut ce x en %y, on
regarde ce qu’elle vaut en ¢y, et c’est précisément ce qu’on appelle e Ri(l) (x). C’est comme si on
laisser “couler” 'equadiff entre les temps tg et t1, a partir de la valeur z.

Terminologie : la famille des application R} forme la résolvante de 'equadiff en ¢,. Connaitre

18



cette résolvante, c’est connaitre les solutions en n’importe quelle valeurs de ¢, étant donnée la
valeur initiale en ty. En définitive, ¢’est connaitre les solutions maximales.

Un certain nombre de regles de calcul sont immédiates.

d
R o R} = Ry, R! = Id; £R§O = A(t)R;,

Aussi la i-eme colonne de la résolvante R est exactement la solultion maximale a donnée
initiale g, e; pour e; le i-eme vecteur de la base canonique.

Ezemple dans le cas de coefficients constants (matrice A constante), la résolvante vaut
Rl = elmto)d,
0

[Lau, I-3 (7-8)]

1.3.2 Comportement du Wronskien, Théoreme de Liouville

[Lau, I-3 (9-10)]
Meéme si calculer la résolvante explicitement en terme de fonctions “simples” peut étre

impossible, on peut calculer son déterminant.

Notons Wy, (t) = det(Rj, ). On appelle le Wronskien de 'equadiff (en t).

Théoréme 1.3.1 (Liouville)

Le Wronskien est solution de l’equadiff scalaire
U = (traceA(t)) v

de condition initiale v(0) = 1.
Autrement dit

t
Wrto (t) _ efto traceA(s)ds.

En particulier, on retrouve que le déterminant ne s’annulle jamais (c’est a dire que la
résolvante reste inversible).

Démonstration du théoreme.
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On considere la base canonique de R", notée B.

On “rappelle” I'identité suivante.

Z dgt(vl, ooy i1, A(i), Vg, -+, 0n) = (traceA) X dgt(vl, )

Elle peut en fait s’établir de la maniere suivante : elle est évidente pour les matrices diago-
nales. Elle est donc aussi vrai pour les diagonalisables. Les membres de gauches et de droites
sont continus sur ’espace des matrices. On conclu par densité des matrices diagonalisables.

Prenons l'identité avec des vecteurs v; = z;(¢). En préliminaire. on a :
7 ) ;

% dgt(:pl(t), o xp(t)) = 22: dgt(xl(t), comig (1), %xi(t), Tip1(t), ..., x,(t))

(Tout développer avec la formule du déterminant, et dériver les produits)

Maintenant, si notre choix de z;(t) se place sur z;(t) = R (e;), on a £x;(t) = A(t)x;(t), et

on voit apparaitre le lien avec l'identité de la trace.

On reporte :

d
7 dgt R, = (traceA) x dgt(xl(t), oo Tp(t)) = (traceA) dgt Ry .

C’est une equation différentielle linéaire d’ordre 1, le théoreme découle de sa résolution.

Commentaires
En interprétant le déterminant comme un volume, on obtient 'idée suivante.

Si un domaine D de R™ est soumis a I'équation d’évolution D, = R} (D) la formule de
changement de variable dans les integrales multiples donne :

volD; = det R} volD

En particulier, si A(t) est de trace identiquement nulle, alors le volume est constant.
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1.4 Equations non-homogenes
1.4.1 Variation de la constante

[Lau, I-3 (11)]

On considere maintenant des équations de la forme
E: &= A(t)xr + b(t),

avec A une application continue de I dans ’espace des matrices n X n, et b une application
continue de I dans R™ identifié a I’espace des colonnes de taille n.

A une telle équation, on peut définir I’équation homogene associée

gh . T = A(t)l’
L’énoncé est bien classique :

Proposition 1.4.1 Si S}, est [’éspace des solutions de &, et si x, est une solution particuliére

de £ sur I, alors l'espace des solutions de £ sur I est exzactement x, + Sp,.

Pour trouver une solution particuliere, en dimension 1, on connait la méthode de la variation
de la constante. Cette méthode existe encore dans notre contexte.
On cherche g sous la forme 7o(t) = R}, c(t) ou ¢ est une fonction vectorielle de classe C*.

Une telle fonction est solution si et seulement si :
Yo(t) = A(t) Ry c(t) + b(t)

Or, on a :

ult) = (512, ) et + Rigto),

et on rappelle que %Rﬁo = A(t)R;,. On en déduit donc que 7o est solution si et seulement
sl :
Ry c(t) = b(t)
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autrement dit si et suelement si :

é(t) = R°b(t)

I1 “suffit” d’integrer : la fonction suivant convient :

c(t) = /t Rb(s) ds.

to

Finalement ~o(t) = JZ) R} RYb(s)ds = fti R!b(s)ds est une solution particuliere.

1.4.2 Cas de l'ordre 2, de la dim 2, détails

Et nouveau regard sur résultats “connus”.

On étudie de plus pres la nature de l'exponentielle de matrice donnée par une matrice
compagnon (2x2). On y calcule le polynome caracteristique, et il y a 2 cas. Soit il a deux racines
réelles distinctes, soit deux racines non-réelles distinctes, soit une racine double. Dans le premier
cas, tout se passe dans une base de diagonalisation. Dans le second cas, aussi, mais dans un
C-espace vectoriel. (si le vecteur de départ est purement réel, on sait que la solution le restera,
et donc sera égale a sa partie réelle ce qui permet de retrouver I'expression en exponentielle,
sinus, et cosinus). Enfin dans le troisieme cas, la matrice s’ecrit D + N qui commutent, et on
calcule facilement I’exponentielle dans une base adaptée. On retrouve la solution exceptionelle.

Il est instructif de dessiner les “portraits de phases” du champ de vecteur associé a A —
a coef constants. On peut y voir un noeud stable ou instable, un point selle, un foyer (cas

complexe), un centre (cas imaginaire pur) ou un noeud impropre —stable ou instable.

1.5 Equations différentielles non linéaires, le théoreme de Cauchy
Lipschitz

Cette fois le contexte est une équation différentielle de la forme

T = f(:L‘,S),

22



ou f:Q x I — R" est une application continue d’un ouvert €2 de R"” par un interval I de R.

On ne suppose plus que f est donnée par une application linéaire, ou affine.

1.5.1 Cauchy Lipschitz non linéaire

[Lau, I-4 (1—3)]

Théoreme 1.5.1 On suppose qu’il existe une constante k > 0 telle que pour tout t € I,
I’application

x> f(x,t)

soit k-lipschitzienne sur €.

Alors, pour tout point base (xg,tg) € Q x I, il existe a > 0 et € > 0 avec la propriété
suivante.

Pour toute condition initiale (x(,ty) € Q2 x I e-proche du point base — c’est a dire verifiant

lzo — x(| <€, |to — ti| < e— il existe une unique solution

[ty —a,tyg+a] = Q

de l’équation & = f(x,s) avec la condition initiale I'(t) = .
De plus, toute solution de méme condition initiale définie sur un intervalle J C [ty —a, ty+al]

est la restiction de I" a J.

Commentaires : une premiere version utile et pratique, mais légerement moins forte est de
considerer x; = zg et t; = to. On lit alors que pout toute condition initiale, il existe un petit
voisinage de g, et une unique solution sur ce petit voisinage. La taille du voisinage dépend du
choix des conditions initiales. En principe, cette taille peut tendre vers 0 assez rapidement si
I'on change les conditions initiales... Cela signifierait que la solution “explose” d’autant plus
vite que la condition initiale est modifiée dans telle ou telle direction.

La forme forte du théoreme dit que la longueur de ce petit voisinage autour de ty peut,
en fait, étre choisie constante sur tout un ouvert de conditions initiales, interdisant ce genre
d’explosion.

Comparer Cauchy-Lipschitz Linéaire a cet énoncé...
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On peut donner en fait une valeur explicite (pas forcément optimale) pour cette constante

a qui délimite ce “petit voisinage de temps”.

Proposition 1.5.1 (Inégalité de sécurité)
Si la boule fermée de centre xqy et de rayon R est dans Q@ ( Br(zo) C §2), si Uintervalle

I5(to) = [to — @, to + &) C I, et si l'on pose

M= sup |f(zo,t)] +kR,

t€la(to)

alors, pour une constante a choisie de sorte que

r
I<a< — * %
M

nous avons existence et unicité de la solution de condition initial (xg,ty) sur l'intervalle 1,(ty).

Commentaire 1 : le choix de o garanti que ladite solution soit a valeurs dans Bg(zg), d’apres
le théoreme des accroissements finis.

En effet, dans le cas contraire, il existe ¢; verifiant |z(t;) — z(tg)| < r pour [t; —to| < |t; —to|
|z(t1) —x(to)| = r et [t —to] < a. On a alors || < M sur [tg, t;[ et 'inégalité des accroissements
finis débouche sur une contradiction.

Commentaire 2 : un tel @ convient pour un petit voisinage de conditions initiales autour de
(x0,to) (défini par un € assez petit). Cela permet donc d’obtenir la forme forte du théoreme a
partir de la forme faible “explicite”.

Démonstration de Cauchy-Lipschitz non-linéaire. Comme on I’a dit, il suffit de montrer la
proposition.

On peut se limiter a la condition initiale (xq,%). On effectue la meme preuve que dans le
cas linéaire. On introduit ’espace A des chemins continus dans la boule de rayon r de R™ définis
sur [to — a, to + « et vallant 0 en ¢y, avec la norme de la convergence uniforme, qui en fait un

espace complet (la boule est alors aussi complete). On a alors v € A est solution C° de
t
10 = [ F(a0+1(9).5)ds
to
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si et seulement si v est C! et zg + 7 est solution de equadiff (grace a l'inégalité de sécurité,
toute solution de I'equadiff donne bien un v a valeurs dans la boule de rayon r).

On défini T : A — A par Ty(t) = fti f(zo+(s), s)ds. Grace a 'inégalité de sécurité, T est
bien a valeur dans A. En effet la norme de l'integrale est plus petite que Ma donc que 7.

On majore en utilisant I’hypothese Lipschitzienne |1, (1) =T (t)| < + ftz Elyi(s)—va(s)|ds <
klt = tolllv — 72lloo

On conclu par récurrence comme pour le linéaire.

1.6 Aux bornes de ’intervalle

[Lau, I-4 (4-5)]

1.6.1 Solutions maximales, explosions

A propos de I'unicité : On peut passer du “local” a un certain “global”.

Proposition 1.6.1 Si vy, et v2 sont deux solutons de & = f(x,t), de méme condition initiale,

et définies sur le méme intervalle, alors ells sont identiques.

On se place en la borne superieur de temps ou elles coincident : ¢y = sup{t > to,71(s) =
72(s), Vs € [to,t]}. Par continuité () = v2(t1). On applique CL en (v;(ty),ty) : on a deux

solutions qui coincident donc localement, c’est a dire un peu apres t, ; contradiction.

Définition 1.6.1 On dit qu’une solution v : J — R™ est maximale si elle n’a pas de prolonge-

ment (encore solution) a un intervalle contenant strictement J.

Théoreme 1.6.1 Sous les hypotheses du théoréme de Cauchy-Lipschitz : pour tout condition

wnitiale, il existe une unique solution maximale satisfaisant cette condition initiale.

Démonstration : étant données deux solutions 7, 72, définies sur Ji, Jo, ayant cette confition
initiale, on peut définir leur réunion définie sur J; U Jy de la maniére naturelle : v(t) = ~;(¢)
si t € J; (c’est bien défini car les deux solutions coincident sur J; N J, d’apres la proposition).
J; U Jy est encore un intervalle.

Notre candidat a étre I'unique solution maximale est la réunion de toutes les solutions.
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Si on prend ¢ l'inf des itva sur lesquels une solution (avec cette condition initiale) est
définie, et t, le sup, on obtient donc grace a cette construction une application définie sur
[t_,t,]. Elle est bien solution, car en chaque ¢ elle coincide autour de ¢ avec une solution. Elle

est bien max, par construction. L’unicité est assurée par la construction de réunion.

On fixe maintenant des conditions initiales, et la solution maximale est définie sur |t_, ¢, [.

Proposition 1.6.2 (explosion en temps fini)

Sity <supl, alors v sort de tout compact de  quand t — t, .

Rappel de la définition de compact (dans R™ ce sont les fermés bornés, mais c’est specifique

a la dimension finie) : toute suite admet une sous-suite convergente.

Corollaire 1.6.1 Si une solution maximale reste confinée dans un compact contenu dans 2,

alors elle est définie en tout temps de 1.

Démonstration de la proposition.

Prenons une partie compacte K. Supposons ¢, # sup I. Si 7y ne sort pas définitivement de
K, il existe une sous-suite de y(t; — 1/n) qui converge dans K (par compacité). Soit x, sa
limite.

Comme ¢, n’est pas le sup de I, on peut applique CL (fort) avec le point base (z4,t,) :
il existe « tel que pour toute condition initiale assez proche (x,,,t,,), il existe une solution 7,
qui est définie sur |t,, — «, t,,, + «.

On prend (z,,,t,,) = (v(t4 —1/n),t. —1/n) dans la sous-suite convergente, et pour n assez
grand (il verifie alors les hypotheses). Par unicité, la solution vendue par CL n’est pas différente
de 7.

Or si t,, est assez proche de t,, t,, + a > t,, ce qui contredit la maximalité de ¢, .

Ezemple

En principe I = R.
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Solution de 'equadiff : y(t) = m qui explose en ty + 1/z.

i=—-y+z@@*+y’—1) y=a+yl®+y*—1)

On verifie que, pour 22 + y2 = 1, une solution est donnée par
) 0 0 )

x = xgcos(t —tg) —yosin(t —ty) y = xosin(t — to) — yo cos(t — to)

paramétrant ainsi le cercle.
Par unicité des solutions a condition initiale donnée aucune autre solutions ne rencontre le

cercle. Donc si 23 + y? < 1, la solution associée restera dans le disque unité ouvert.

1.6.2 Le Lemme de Gronwall

Il s’agit d’'un controle a priori qui garanti la non-sortie des compacts. On suppose que

|f(x,t)] < g(]z|,t) pour une fonction g continue.
Lemme 1.6.1 Soit p une solution de § = g(y,t), définie sur [ty, 1], a valeur dans [0, +ool.

Soit 7y : [to, t1|— R™ dérivable tel que

(o)l = p(to), V()] < g(lv(B)],1).
Alors pour tout t €|ty t1[, on a

()] < p(t)

Par exemple, quand f verifie |f(z,t)] < g(|z|,t), aucune solution de & = f(x,t) avec
|7(to)| = p(to) ne peut exploser sur [to, t1].

Preuve : un DL en tg donne

p(t) = p(to) + (t —to)g(p(to), to) + ot — to)

et de méme pour ~(¢). En majorant la norme (inégalité triangulaire, il vient, pour ¢ > ¢ :

V(@] < v(Eo)| + (£ = to) [y (to)| + o(t = to)
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on retranche la seconde ligne a la premiere,

il vient

p(t) = |7(@)] = 0+ (t —to)(g(p(to), to) — [(to)]) + o(t — to)

ce qui est strictement positif au voisinage a droite de ty, et on voit que la conclusion est
vraie au voisinage a droite de .

Si la conclusion est fausse, alors par continuité, il y a un premier instant ou elle est fausse,
et ce n'est pas to par la sécurité juste établie. Notons t{, cet instant. On peut refaire le méme

argument en t{,, et cette fois , pour ¢ < t{,, minorer y(t) par

V()] = 1v(to)] + (8 = o) 3(t0)] + ot — tg)

(le second terme vaut —|(t — () (t,)| pour t < ty)

et donc majorer p(t) — |y(t)| par

p(t) = V(O] <0+ (= 1) (g(p(to), to) — 19(t)]) + ot — tp)

pour ¢t < t{, et ainsi obtenir p(t) — |y(t)] < 0 au voisinage a gauche de t{ ce qui donne une
contradiction avec la definition de t;.

Remarque : c’est un argument qui ne controle que le futur de t,.

Ezemple

On suppose une majoration linéaire (ou affine)
|f(z,8)] < afz[+ 5

avec «, 3 constantes positives.

Alors, si a # 0, on a, pour toute solution de I'equadiff :

O] < el + £ eeti=ul -1y

Sia=0,ona
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Y| < |[v(to)| + Bl — tol.

Pour t > tg cela va découler de Gronwall. Pour obtenir cela il faudrait en principe une
inégalité stricte au controle. Mais on I’a si on remplace [ par § + € pour € quelconque. On a
donc une famille de majorations, et on fait tendre € vers 0 pour conclure.

Pour t < tg, il faut considerer le changement de variable t' = —t, ce qui donne I'equation
différentielle & = — f(x, —t').

Application : tube de solutions et continuité par rapport aux conditions initiales [Lau, 1.4.10-

13]

Proposition 1.6.3 Soit © = f(x,t) avec f k-lipschitzienne pour la premiere variable. Soit
[to, t1] C I et o une solution sur cet intervalle.

Alors, il existe p > 0 tel que sity € [to, 1], et si Tg € Q est a distance < p de vo(to), alors
la solution maximale % de condition initiale ty, Ty est définie sur [to, t1].

(dessin en dim 1)

De plus, sit, € [to,t1] converge vers to € [to,t1] et si T, est une suite vconvergeant vers

Yo(tso), alors la suite 7, converge uniformement vers 7

(dessin)

On commence par dire que 7o est en fait définie sur un ouvert, donc sur un certain |to —
26, tl + 26[
soit u = 7y — Y.

On a facilement que 7 est solution si et seulement si u est solution de

U= f(/YO(t) + u(t)at) - f(’YO(t)at)'

On veut utiliser Gronwall sur cette equation pour garantir la survit de la solution, et la
petite norme-infinie de la solution (a C.I. donnée proche du graphe de 7).
Affirmation : il existe r > 0 tel que pour tout t € [ty — €,t; + €], la boule de R™ centrée en

Yo(t) et de rayon r est contenue dans (.
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C’est une consequence classique de la compacité de vo([to — €, 1 + €]) dans 'ouvert Q. (Par
'absurde une suite de points ou le rayon maximal est 1/n a une sous-suite convergente, et )
etant un voisinage de la limite, on obtient une contradiction).

L’equation différentielle en u est donc définie sur B(2r) x|ty — €,t; + €[ par

= g(u,t)

avec |g(u,t)| < k|u| par propriété de f d’étre k-lipschitzienne.

On applique Gronwall (I'un des exemples traités avant) pour avoir

lu()l] < o) [l

ce qui donne en norme infinie, pour le choix de p = re *lt1—tl

[ufloe <7

deés que (o) verifie I'hypothese.
On a donc le premier point. Le second découle facilement de ’estimation explicite.
Remarque : la proposition ne s’applique que si l'intervalle de temps est compact. Dans le
cas de R, exemple de i = x° nous avais déja donné des solutions avec un pole en 1/xq pour z
la valeur en 0. La solution nulle est instable dans le sens ou toute perturbation provoque une
explosion. Mais sur un compact [—T, T les perturbations suffisemment petites ne se font guere

sentir.
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1.7 Théorie locale des courbes dans R?, paramétrisations

1.7.1 Définitions et chausses trappes

[Ber. Gos., 8.0, 8.1]

Pour nous une courbe paramétrée (ou plutot une paramétrisation d'une courbe) dans R"
sera (I, f) ou f est une “immersion” d’un intervalle I de R dans R™ de classe C? avec p > 1,
souvent p > 2.

Définition. Une immersion de classe C? est une application de classe C? dont la dérivée ne
s’annulle jamais.

Contrexemple : n’est pas une immersion la paramétrisation suivante
F(1) = (€Y4,0), (0,0), ; (0,67

selon que

t<0,t=0,%t>0.

On distigue volontairement la notion de courbe (ou d’arc) paramétrée de celle de courbe,
qui serait l'image de 'intervalle par une telle application (méme munie d’une orientation in-
trinseque). En effet, il peut y avoirs des maniére vraiment différentes de parametrer de braves
arcs (dessiner des exemples, anneaux de Hawai, le “®”, le 8 dans un cercle circonscrit, etc).

On ne demande pas que nos paramétrisations soient injectives. Parfois elles ne peuvent pas
I'étre! (exemple de courbe avec auto intersection).

Rappel : un difféomorphisme (entre 2 intervalles) est une application bijective C'* de réciproque

C'. Ou encore, c’est une application bijective C! dont la dérivée ne s’annulle jamais.

Définition 1.7.1 On dit que deux paramétrisations d’arcs (I, f),(J,g) de classe C? sont C?-
équivalents s’il existe 1 : I — J un difféomorphisme croissant tel que f = go ).
On dit que ¥ est un changement de paramétrisation.

Une classe d’équivalence par cette relation est ce qu’on appelle un arc géométrique.

Exemples :un cercle de rayon R paramétré de deux manieres.

f(t) = (Rcos(2nt), Rsin(27t)) g(t) = (Rcos %, Rsin %) h(t) = R(cos(t?), sin(t?))
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sur des intervalles convenables.

On appelle multiplicité d'un point (de I'espace) le cardinal de sa préimage (c’est le nb de
fois qu’'on y passe).

Il faudra bien distinguer les points de I'espace d’arrivé et les points de la paramétrisation
(exemple du trefle parti d’en haut : le point central a 3 incarnation par la paramétrisation, et
ce qui se passe localement en ce “point” au 3 différents instants n’a rien a voir. Berger-Gostiaux
préconise de noter p “entouré par un rond” pour parler du point muni de la paramétrisation
locale.

I s’agit formellement d’une classe d’équivalence de triplet (I, f,t) ou deux triples sont
équivalents si on obtient I'un depuis I'autre par changement de paramétrisation. On appelle

une telle classe “point géométrique” de 'arc.

1.7.2 Exemples de coordonnées

a — Cartésiennes. Ce sont les coordonnées usuelles. On peut étudier les variations de chaque
coordonnées. Si en t( la norme de f(t) tend vers +
infty on a affaire a une branche infinie. On peut parfois extraire une direction asymptotique,
quand le vecteur O ]?/t) /1O Fl (t) a une limite . On peut alors étudier I’éventualité d'une droite
asymptote en étudiant la projection orthogonale de f(¢) sur un plan orthogonal a v.

En dimension 2, on peut chercher la limite du rapport des coordonnées (la pente de la droite
vectorielle).

b — Exemple des coordonées polaires.

Définition 1.7.2 On appelle paramétrisation en polaire une paramétrisation d’un arc dans C
(identifié¢ a R?) de de la forme

f(t) = p(t)e”®
Dans ce cas, 0(t) est l’angle entre [’axe réel et la demi-droite d’origine 0, portant f(t) sip(t) > 0,

ou portant —f(t) si p(t) < 0.

Le cas “usuel” est celui ou 0(t) = t.
On peut facilement passer d'une paramétrisation polaire a une paramétrisation en coor-

donnée, mais cela présente en général peu d’interet : le fait qu’une paramétrisation soit en
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polaire facilite en général son étude.

Etude en polaire : on commence par réduire l'intervalle de definition en utilisant les symétries
(fonction paire, impaire, invariance par rotation...)

Puis on étudie le signe de p, plutot que ses variations.

Selon le comportenment de |p(f)| en 400, on peut déduire du spiralement en s’éloignant a
Vinfini (si [p(f)] — o0), un cercle asymptote (si |p(d)] — R € R% ), ou un point asymptote si
p(0)] — 0.

Si |p(0)| —¢, 0o pour une valeur finie de 6y, on a une “branche infinie” a 'angle . Dans ce
cas, la projection orthogonale du point en 6 sur une droite orthogonale a la direction 6y (dessin)
en dit plus. Si cette projection 7(#) a une limite, on a une droite asymptote, si elle n’en n’a pas,
on n’a pas de droite asymptote, si elle tend vers oo on parle parfois de branche parabolique.

Exemple : p(0) = 92‘9:.

Il suffit d’étudier sur [0, +oo[ (et de completer par une symétrie axiale d’axe (Ox).

Ici le signe de p est clair, selon que || > 1 ou < 1. Pour # — 400, le cercle de rayon 1 est
asymptote. (la courbe est a 'exterieur du disque)

Pour 8§ — 1, on a une direction asymptote. Mais on cherche mieux : peut etre une droite

asymptote (ou peut etre autre chose... ex : une branche parabolique). En posant § = 1+ h on

142h+h?
2h+h2

obtient p = . On cherche la projection sur I'orhtogonal de la direction asymptote. On
regarde donc sin(6 — 1) = h+ o(h?), et p(6) x sin(d — 1) = 1 + 3k + o(h). On a donc une droite
asymptote pour § — 1, mais attention, quel “bout” de la droite on approche est déterminé par
le signe de 0 — 1...

¢ — Coordonnées cylindrique : Il s’agit dans R? de privilegier un plan, et son supplementaire

orthogonal, et de paramétrer comme

f(t) = p(t)(cost,sint,0) + (0,0, z(t))

d — Coordonnées sphériques : il s’agit de paramétrer proportionellement au vecteur

-

1(0,¢) = u(f) cos ¢ + €5 sin ¢
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pour 4(0) = cos fe; + sin fe,. (dessin)

1.7.3 Tangente, abscisse curviligne
[Ber. Gos., 8.2, 8.3]

Définition 1.7.3 Soit (I, f) un arc paramétré de classe C' immérgé. La tangente a Uarc (I, f)

au point t € I est le sous espace affine de dimension 1 donné par

f@) +Rf(2).

Remarque : un changement de paramétrisation (par un difféo) conserve la tangente (au
point géométrique).
Reflexion : c’est donc le choix de définir la tangente par la dérivée qu’on fait ici... Quelle

aurait été votre choix de définition de tangente ?

Définition 1.7.4 On appelle vecteur tangent unitaire de l'arc paramétré (I, f) au point t le

vecteur

@) =@/ Ol
Voyons maintenant une famille de paramétrisations “mieux que les autres”

Définition 1.7.5 Une paramétrisation (I, f) est dite par longueur d’arc ou par abscisse curvi-

ligne, si || f'(s)]| = 1 pour tout s. Dans ce cas, la variable s € I est applellée l’abscisse curviligne

On prefere noter la variable s pour une telle paramétrisation, et la noter ¢ si ce n’est pas

ar longueur d’arc.
p

Théoréme 1.7.1 Pour tout arc paramétré C' immergé, il existe une paramétrisation par
longueur d’arc. Par ailleurs deux telles paramétrisations différent d’un changement de pa-

ramétrisation de la forme s — s — s

Preuve : Il s’agit de poser "s = "(t) = fti || f'(t)||dt qui mesure la longueur (algébrique)

de I'arc entre ty et t. On a ¢’'(t) > 0 par hypothese (par def d’immersion, || f/(¢)|| > 0). Donc
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1 est inversible, et A = ¢~! est un diffeo de ¥(I) dans I. On peut méme calculer (en dérivant

1o A(s) selon s) : N(s) = m)

Maintenant (f o A)'(s) est de norme 1 : en effet

(f o N (8) = N(8)/'(M(s)) = ——— F'(A(s)) = mf'ws)).

Unicité : Si on a 2 paramétrisations conjuguées par un difféo €, on calcul facilement que
0'(s) est de norme 1, donc (puisque c’est un nombre) #'(s) vaut 1 ou —1 constament. Le second
cas n’est pas croissant, donc pas admissible (il correspond & un changement d’orientation de la
courbe paramétrée).

Remarque : le fait d’étre par longueur d’arc est une propriété de la paramétrisation qui est
invariante par (post-)composition par une isométrie de ’espace.

Justifions la terminologie.

Définition 1.7.6 On appelle la longueur de l’arc paramétré (I, f) entre les points géométriques

[f(a)] et [f(b)] (avec a,b € I ) lintégrale :

[ sl

Remarque 1 : c’est 'integrale de la vitesse, c’est donc bien la distance parcourue... Cela
mesure la longueur de 'arc parcourue. C’est aussi la différence d’absisse curviligne.

Remarque 2 : ce nombre est indépendant de la paramétrisation. (en effet, c’est la formule
de changement de variable dans I'integrale qui le garantie).

Exemple 1 : longueur d’arc de cercle. Soit
f(t) = (Rcost, Rsint)

'arc de cercle entre [f(a)] et [f(3)] se calcule et vaut R(5 — «)

Exemple 2 : longueur d’arc de parabole
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b b :
fi(t) = (1,t/p) et L(f,a,b) = ['\/1+2/p?dt = [t\/1+8/p?% + % [ \/ljzw. Il vient
2L(f,a,b) = [t/1+12/p?];, + p[ArgshZ]}.

Exemple 3 : En polaire, en paramétrant par p(6(t)),0(t) on a

b
— / p/2 + p29I2dt

longueur d’arc de lemniscate p(6) = av/cos 20 pour 6 €]0, 7/4[. (demi boucle de la lemniscate

de Bernouilli

(2 +y*)? + —d*(2®* —y*) =0

L= fow/ ‘a mﬁ%e- Apres changement de variable r = p(0) il vient

“ dr Vods
L=| d*—==ua
o Vat—rt o V1—st

Exemple 4 : le calcul de la circonference d’une ellipse : il n’est pas simple (ecrivez les equa-

tions... faire apparaitre f0¢ V1 — kZsin? udu = foa v 1’k2§2 dx ) en en particulier fait apparaitre

1—x

une integrale qu’on ne sait pas calculer avec des fonctions elementaire ou usuelles, comme celle ci
dessus. Ce sont les integrales elliptiques. On peut en faire des calculs approchés en développant
en séries.

Exemple 5 en sphérique. Rappel, f(t) = p(t)I(0(t), ¢(t)) pour I(0,¢) = @(0) cos ¢ + & sin ¢
(pour 4(f) = cosfe; + sin fey).

Si 'on pose @1 (0) = — sinfe; + cos fey, on peut calculer que f/'(t) = (p’ cos ¢ — p¢’ sin p)u +
pb’ cos iy + (p' sin ¢ + p@’ cos P)es

On a alors

L(f,a,b) = /b(p’2 + (@) + p%(0')? cos® ) 2dt
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1.8 Théorie locale des courbes : triedres de Frenet

1.8.1 Courbure(s)

[Ber. Gos., 8.4, 8.5] (En principe seulement la courbure absolue)

Définition 1.8.1 Soit (I, ) une paramétrisation par abscisse curviligne d’un arc.

En un point s, la courbure de l’arc est définie comme

K(s) = /" ()]l

Définition 1.8.2 (Plan osculateur)
Soit (I, f) un arc paramétré de classe C?, avec une paramétrisation f par longueur d’arc.
On dit qu’il est “birégulier” en s si f"(s) #0

En un point t d’un tel arc birégulier, le plan osculateur est le plan (f(s)+Rf'(s) +Rf"(s)).

f"(s)
(

G

Le cercle osculateur est le cercle du plan osculateur, passant par f(s), dont le centre est

f(s) + xv(s).

Le rayon de courbure est 30

La normale principale est définie par v(s) (interpretation géométrique)

Remarque : le plan osculateur est bien un plan affine.

La courbure est un invariant par isométrie de I'espace.

Proposition 1.8.1 Si (g,J) est une paramétrisation arbitraire, un point est biregqulier si et
seulement si g'(t) et g"(t) forment une famille libre en tant que vecteurs.

Aussi :
/l||

/
A
o lg g
gl

En effet ¢'(t) est proportionnel a f/(s) (notez le s et le ), et g” est combinaison linéaire de

f"et f”. On note que ¢', ¢” forme une famille libre si et seulement si f’, f” aussi.

Enfin, on a toujours f” orthogonal & f’ (mais ce n’est pas necessairement le cas pour g) :

| &

(1) = 331 =0

N —
QU

(o) =5
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donc f” L f'. On a donc (f”, f') liée ssi f" =0ssi K =0

Pour le calcul de la courbure, voir en TD ?.

1.8.2 Torsion, repere et formules de Frenet

[Ber. Gos., 8.6]

On suppose qu’on se trouve en dimension 3.

On considere (I, f) une paramétrisation par abscisse curviligne d’un arc de classe C3.

En un point bi-régulier, on défini le vecteur normal unitaire

1 " o 1 (s
= Y T ' eTY

Proposition 1.8.2 Le vecteur normal unitaire est bien unitaire, et normal au vecteur tangent.

En fait on I'a déja fait (le refaire)

Le vecteur binormal est défini ainsi :

B(s) = 7(s) Av(s)

Proposition 1.8.3 Les trois vecteurs forment une base orthonormée de R®. On 'appelle le

triedre de Frenet.
Proposition 1.8.4 §'(s) est colinéaire a v(s).

preuve : dériver des produits scalaires...

On défini la torsion au point s comme etant 7'(s) verifiant

Proposition 1.8.5 Relation de Frenet.

En coordonnées d’abscisse curviligne :

38



En résumé

Lr(s) K(s)v(t)
%1/(5) = —K(s)7(s) —T(s)A(s)
4B(s) = T(s)v(s)

Proposition 1.8.6 Une courbe plane (c’est a dire contenue dans un plan) a une torsion nulle.
Réciproquement, une courbe dont la torsion est identiquement nulle reste dans un seul plan,

qut est le plan osculateur en tout point.

Si la torsion est nulle, la binormale est constante. Quitte a déplacer dans ’espace, on peut
supposer que la courbe passe par 0 et que la binormale est dans l’axe (z); le vecteur tangent,
normal a la binormale, reste dans le plan (z = 0), et donc la dérivée de la troisieme coordonnée
de la position est nulle. La troisieme coordonnée est donc constament nulle.

Réciproquement, si la courbe est plane, on peut la supposer dans le plan z = 0 apres
deplacement isometrique. Comme la dérivée de la troisieme coordonnée de la position est nulle,

T reste toujuours dans ce plan, et donc sa dérivée aussi, donc v aussi.

Proposition 1.8.7 Le signe de la torsion indique le sens de traversé du plan osculateur.

Plus précisément

(51) = Flo0) ) = T2 (KT 4ol(5 - 507) 8
D’apres Taylor, on a :
F(s) = f(so) = (s—s0)7(s) + b=l K (s) +
(s—50)*

5 X (=K*r+ K'v—KTB) + o(s—s9)?)

ce qui permet de déduire la formule annoncée, sous la forme

F(s) = Fls0) = (5= s0) x (1= K22 +o((s = 50)%) 7 +
+W(K+K’+o(s—so))l/ +
FESE (KT + of(s = 50)°) B
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1.9 Théoréeme “fondamental” de la théorie locale des courbes
[Ber. Gos., 8.6]

Théoreme 1.9.1 Soient :

— I un intervalle de R,

— kI — R% une fonction de classe C*

—t: I — R, une fonction continue.

Alors, il existe un arc paramétré orienté de classe C3 paramétré sur I par longueru d’arc,
et dont la fonction coubure vaut k et la fonction torsion vaut t.

De plus, deux tels arcs paramétrés difféerent ['un de autre par la post-composition d’une

isométrie de R3.

Il s’agit en fait d’'une application du théoreme de Cauchy Lipschitz linéaire.

L’univité va découler de la preuve générale, mais il existe un joli moyen de I’établir.

Supposons (I, f1) et (I, f2) deux paramétrisations par long. d’arc verifiant les conditions du
theoreme, et quitte a utiliser une isométrie de I’espace, on suppose que leurs triedres de Frenet

coincident en tg.

On regarde alors la fonction C*

a = (11, 72) + (v1,10) + (B1, Ba)-

On la dérive : grace qux formules de Frenet, on obtient o’ = 0. Donc « est constante égale
a afsg) = 3.

Tous les vecteurs impliqués ont norme 1, et Cauchy Schwarz (cas dégalité) force donc 7y et
Ty a étre colinéaires, donc égaux, car de norme 1. On integre pour avoir f; = fs.

Preuve générale (en particulier de I'existence).

On considere ’équation différentielle

(XY, Z') = (kY, —kX —tZ,tY)

dans laquelle X,Y, et Z sont trois vecteurs de R?, et avec comme donnée initiale en sy € I un

triedre orthonormé direct.
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C’est une equation différentielle linéaire (de taille 9), et d’apres CL, elle admet une solution
sur tout I.

On doit montrer que cette solution est bien le triedre de Frenet d'un arc paramétré par
longueur d’arc de courbure k et de torsion ¢.

ler point : (XY, Z) est un triedre orthonormé direct.

En effet regardons
ot) = (IIXI1% Y% 12]1°, (X, Y), (X, 2).{Y. Z))

qui témoigne de cette propriété ( (X, Y, Z) est un triedre orthonormé (direct) ssi 6 est identi-
quement (1,1,1,0,0,0) (et que le triedre est direct au moins une fois).

Ecrivons

0'(t) = (2kX,Y), —(2kX,Y) — (2tZ,Y),(2dZ,Y), ...
LE|YIE = RX)? - X, 2), (Y, Z) + HX YY), KX, Z) — | Z))2 + t]Y])?).

C’est a dire que 0 (en tant que fonction dérivable dans R®) vérifie une EDL continue. Par
CL, la solution sur I a donnée initiale #(so) = (1,1,1,0,0,0) existe et est unique. Or clairement
la solution constante verifie I’équation. Ainsi, 6 est bien constante. Le repere (XY, Z) est bien
orthonormé direct en chaque instant.

Maintenant integrons : f(s) = u+ [ X(t)dt, ot u est la donnée initiale pour f(s).

On a f'(s) = X(s) donc de norme 1 (d’apres ce qu’on vient de montrer). Ainsi f est une
paramétrisation par long. d’arc d’une certaine courbe. Il reste a voir qu’elle satisfait le théoreme.

On a X' = kY, et Y de norme 1. Il vient que k est bien la courbure de I'arc ainsi défini, et
aussi que Y est son vecteur normal unitaire. Puisque (XY, Z) est orthornormé direct en tout
instant, Z est bien le binormal a I’arc.

Comme k > 0 en tout point, 'arc défini est birégulier, on peut regarder sa torsion et 27’ = tY

par hypothese, ce qui garanti que ¢ est bien la torsion.

Exemple d’application : une courbe dont la courbure et la torsion sont constantes est une

helice circulaire. (On défini une helice circulaire ayant ces courbures et torsion et on invoque
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I'unicité du théoreme).

1.9.1 Compléments : théorie locale des points singuliers

[Arn. Fray., pp302-310]

On abandonne ici la confortable hypothese que f est une immersion C*. On suppose f C°.

Exemple fondamental : projection d'une courbe de R3 sur un plan. A chaque fois que f’(s)
est orthogonale au plan, on pert la propriété d’étre une immersion localement autour de ce
point.

But : étude au voisinage de 0. On suppose f(0) = 0, quitte a déplacer.

Posons S(t) =Y oo L™ f™)(0) la serie de Taylor en l'origine (formelle).

Soit p le premier entier tel que f®(0) # 0. On définie la tangente géométrique comme la
droite dirigée par f®)(0).

Hypothese supplémentaire : la famille des dérivées d’ordre plus grand est de rang > 2.

L’entier p est choisi comma précédemment. Soit ¢ le plus petit entier tel que £ (0) ne soit
pas colinéaire a f®(0).

Soit B la base (e; = I%f(p)(O), ey = L f(9(0)). Dans cette base, on a

f(t) = (7 + o(t?))er + (t* + o(t?))es + o(t?)

Dessin de l'arrivée sur le point f(0) muni du repere eq, es (dans ce plan). ....

Puis, 4 cas pour la suite, selon la parité de p et de ¢q. La parité e chaque controle la traversée
ou non de la droite f(0), é; respectivement...

Dessins des 4 cas, avec les noms (quand p est pair) “rebroussement de premiere espece, ou

de deuxieme espece” selon que ¢ soit impair ou pair.

1.9.2 Compléments : développantes, développées, trajectoires orthogonales...

Definitions :
La développée de f est la courbe des centres de courbures de la courbe f.

La développante h, de g est la courbe h,(t) = g(t) + (a — t)7(t).
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Dessin : point d’attache sur le tracé de g, et ficelle de longueur a depuis ce point d’attache.
trajectoire de I'extremité de cette ficelle quand la ficelle est plaquée sur la trajectoire de f.

La parallele g, de g est la courbe g,(t) = g(t) + (a)v(t).
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2 Fonctions de plusieurs variables réelles f : R" — R"

“Ce sont des morceaux de R™ dans R", paramétrés” (a prendre avec des pincettes : que veut
dire “morceaux”, que veut dire “paramétré”... Et comme les courbes, le résultat ne ressemble
pas forcement, meme localement, a R™...)

Exemple crucial & garder en téte : des morceaux de R? dans R3...

2.1 Dériver, ou differentier

On considere une (gentille) fonction f: R — R.

Vous savez définir la continuité de f (la propriété d’étre continue).

Vous savez définir la propriété d’étre dérivable pour f en un point z, ou bien sur un intervalle
I, ou méme sur R.

On a une définition formelle. f est dérivable en z( si la limite du taux d’accroissement en
xq existe. (I'écrire).

Vous avez aussi dévelopé une plus ou moins grande intuition sur les differentes manieres de
voir la dérivabilité et la dérivation.

Je vous distribue une page d’un article de Bill Thurston, medaillé Fields (équivalent du prix
Nobel), sur la comprehension d’un concept mathématique, qui a souvent plusieurs facettes,
chacune avec ses évidences, et ses questions.

Il parle de la dérivation, et des differentes manieres d’y penser.

Infinitésimale : le rapport d'un accroissement infinitesimal de la fonction sur ’accroissement
infinitesimal de la variable.

Symbolique : on apprend les formules pour les fonctions classiques, et on les utilise.

Logique : la définition en “e — 6”7 ...

Géométrique : la pente de la tangente au graphe de la courbe au point o (exemple d’évidence/questio

mais qu’est-ce qu’'un tangente 7)

Taux d’accroissement (vitesse instantanée)

Approximation : meilleure approximation par une fonction affine, voire developpement limité
d’ordre 1

Microscopique : limite obtenue en zoomant sur le point.
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etc....

Il ironise méme en disant que sa 37eme version de la dérivation est la donné d’une section
Lagrangienne bla bla...

Thurston dit qu’il se souvient avoir passé du temps a jouer mentalement a reconcillier les
unes avec les autres toutes ces intuitions. Je m’en souviens aussi personellement. Il me semble
naturel, quand on étudie les maths et qu’on les aime un peu, d’aimer jouer avec ce genre de
formulations jusqu’a ce que le sens qu’elles portent devienne naturel, et dépasse la lourdeur
de leur ecritures. Ce genre de jeu, sans pretention, me semble en fait le ciment autour de tout
ce que vous pouvez apprendre. Sans ces “jeux”, je me demande comment cet apprentissage
pourrait ne pas étre vain, et ressembler a un cathéchisme bien appris ou 'ordre des mots n’a
pas plus de valeur que ce qu’en donne ’apprentissage par coeur. Un peu comme ces collégiens
répétant par coeur “la distance d’un point a une droite est la longueur du plus court segment
reliant ce point a un point de la droite; si un point O est exterieur a une droite D, et si un
point M est sur D tel que la droite AM est perpendiculaire a la droite D alors la distance de
A a D est égale a la distance de A a M”, sans jamais faire le dessin qui illumine ces phrases
absconses.

Le cours s’inscrit précisément dans cette perspective (pas de cette 37eme version mais :) de
pousser I'une des comprehensions qu’on a d’un concept dans un cadre ou il passe bien, et ou il
sert a de nouvelles choses.

Rappellons ce qu’on a fait de beau avec la dérivation.

* Etudes de fonctions. On dresse un tableau de variation, pour savoir ou la fonction croit
ou décroit, on calcul quelques valeurs en certains points qui jouent un role important, et on a
déja souvent un portrait assez precis du graphe de la fonction. On peut affiner avec la dérivée
seconde, qui donnera des information suir la convexité, la concavité.

* Approximations de fonctions compliquées par des fonctions simples (tangentes, Taylor,
developpements limités)

* La recherche d’extrema. C’est la raison historique : on veut savoir quand une quantité est
maximale ou minimale ; avec un peu de chance, c’est quand la dérivée s’annulle... Evidemment
il y a des exception, et il faut finir le travail a la main... (Illustration : motivation de Leibniz

sur le probleme de la loi de Descartes en optique).
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* Les equations différentielles. Il peut arriver que ce qu’on sait d’une quantité concerne son
évolution, et qu’on en déduise une équation melant cette quantité et sa variation : une equa-diff.

Parfois, on sait méme les résoudre...

2.1.1 Différentiabilité, classe C!

[Lau, II-1 (1-2)] [Gou, V-1] Comparaison aux cas précédents. On se muni de E, F deux
espaces vecteoriels normés, qu’on supposera de dimension finie dans ce cours (typiquement il
s'agit de R™ et R").

Soit U un ouvert de E. (rappel : un ouver est un voisinage de chacun de ses points, c’est a
dire qu’en chaque point, on peut trouver une petite boule incluse dans U).

On dit que f: U — F est continue si ... (pour toute suite a,, de U convergeant vers a € U,

f(a,) converge vers f(a)).

Définition 2.1.1 On dit que f : U — F' est différentiable en a € U s’il existe une application

linéaire L : E — F telle que
fla+h) = f(a)+ L(h) + o([|Al])-

Autrement dit : f est différentiable si elle admet un DL d’ordre 1 avec un terme linéaire en

Dans ce cas, la différentielle de f au point a est I'application linéaire L. On la note df (a)
ou Df, ou df,, (ou méme certaine fois f'(a)).

Dans le cas d’une application différentiable en tout point de U, on a une application (df) :
U — L(E,F) qui donne la différentielle en un point de U (on I'appelle parfois 'application
dérivée). Si on muni L(F, F) d'une de ses normes, on peut parler de la continuité de cette

application, ou meme de sa différentiabilité.

On dit que f est de classe C! si (df) est continue.
Proposition 2.1.1 La différentiabilité implique la continuité.

Facile. En dimension infinie, il aurait fallu faire attention a prendre L continue.
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Proposition 2.1.2 Soit f comme précédemment. Si la différentielle existe en un point elle est

unique.

En effet si Ly et Ly conviennent, alors (L; — Ly)(h) = o(||h||). Prenons K = ||L1 — La||op-
Comme nous sommes en dimension finie, on a 3hy # 0,||(L1 — La)(ho)|| = K]||hol| et méme,
VA > 0,|[(L1 — L2)(Aho)|| = K|[Ahg||. Si K est non nul, ce n’est pas un o(||Ahol|), donc K =0
et Ly = Ly.

Proposition 2.1.3 (Cas d’une fonction de R dans R) Soit f : R — R dérivable, et xo € R. La
différentielle de f en xq est Uapplication linéaire df,, : R — R définie par df.,(h) = f'(x¢)h.

Son graphe est la droite vectorielle portant la tangente au graphe de f en xq.

Remarques sur les espaces vectoriels et les espaces affines.

On peut se placer “abstraitement” dans le cas ou f : ' — F ou E et F' ont des structures
d’espaces affines, plutot que d’espaces vectoriels. En effet, il est naturel de considerer que f
envoie des points sur des points (plutot que des vecteurs). En revanche, df, est définie sur
I’espace vectoriel sous-jacent a E a valeur dans ’espace vectoriel sous-jacent a F'. En effet, elle
concerne des vecteurs zj, et encore des petits vecteurs (dessin). On devrait considerer en fait
que 'application df, prend des vecteurs “issus” de x, ou meme “tangents” a l’espace F en x,

et les envoe sur des vecteurs “issus” de f(z), ou encore “tangents” a l'espace F' en f(z).
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2.2 Dérivées partielles

2.2.1 Dérivées partielles, Jacobienne

[Lau, II-1 (3)] [Gou, V-1].
Si 'on se donne une direction par un vecteur v de F, on peut tenter de dériver selon v. Il

s’agit de regarder la fonction

t— fla+tv)

et de la dériver en t = 0 si elle est dérivable. Si oui, on dit que f est dérivable selon v, et le

vecteur de F' obtenu est la dérivée selon v, noté %(a).

Proposition 2.2.1 Si f est différentiable en a, alors elle admet une dérivée selon tout vecteur

non nul, et de plus %(a) = (df(a))(v).

Commentaire : (df)(a) est une application linéaire, et donc (df (a))(v) est bien un vecteur
de F.
Preuve : on a f(a +tv) = f(a) + (df (a))(tv) + o(||tv]) = f(a) + t(df(a))(v) + o(||tv]]).

Le taux d’accroissement vaut (f(a + tv) — f(a))/t = (df (a))(v) + o(||v]|), ce qu’on voulait.

Dans le cas de E = R™, on peut dériver selon les vecteurs de la base canoniques (eq, . .., e,).
Si I’on note les coordonnées des vecteurs sous la forme (z1, ..., x,), 'usage est de noter %(a) =
1
of
ox; (a') :

Proposition 2.2.2 Dans les bases canoniques de R™ et R™, si f : U — R™ est une application
différentiable en a, dont les coordonnées sont notées f = (f1,... fm), alors la matrice de (df)(a)

possede m lignes et n colonnes vaut

9 (a), 2L(a), ... Z(a)

(of . of of | 2, 2. ... ()
Mat(df)(a) = <8—x1(a)’ 8—@((1), " B (a)) = : : ' :

%fT’f(a), %fT’;(a), ng’:(a)

On appelle cette matrice la matrice Jacobienne, et son déterminant est le Jacobien.
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On applique la proposition précédente a chaque vecteur de base, pour retrouver les différentes

colonnes de la matrice.

2.2.2 Exemples et contre-exemples usuels

[Lau, II-1 (3)] [Gou, V-1]
Avoir des dérivées partielles ne suffit pas a étre différentiable, ni méme continu.

Considérons f(z,y) = si (x,y) # 0. Alors on ne peut pas la prolonger par continuité

Y
$2+y2

en 0. En effet, si on prend les deux suites : u, = (£, ) et v,,(,0), on a f(u,) = 5 et f(v,) = 0.

n’n

En revanche, pour chaque v = (a,b) on peut considerer f(tv) = % A noter que si

'on pose f(0,0) = 0, les derivées partielles selon les deux vecteurs de base sont bien définies,

et nulles en (0,0). En revanche I'application qui a (x,y) associe %(x, y) n’est pas continue en

(0,0).

Concernant les exemples, on peut citer I'inverse de la projection stereographique (de R?
dans R?), et la paramétrisation d’un tore de révolution.

Si ¥ est la sphere 3 = {2 + ¢ + (2 — 1)? = 1}, et si pi est la projection stereographique,

on a une formule pour f son inverse :

f(u,v) (4u, 40, 2(u® + v?))

:u2+v2—|—4

En effet il suffit de verifier que ce point est bien sur la sphere, et que les points N, (u, v, 0)
et f(u,v) sont alignés (N est le pole nord... dessin...)

On calcule les dérivées partielles facilement. On peut en donner une interpretation en terme
d’accroissement dans les directions de coordonnée u et v.

Grace a ces formules explicites, on voit que les fonctions derivées partielles sont continues
(en (u,v)), et cela nous assurera bientot que la différentielle de f est facilement explicitable.

On peut définir le plan tangent a la surface... On verra une autre maniere de le trouver
grace au gradient de g : (z,y,2) — 2? + y* + (2 — 1)? (le faire ici?)...

Autre exemple explicite : le tore de révolution

f(0,0) = ((R+rcos@)cos ¢, (R+rcosd)sing,rsinf)
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(dessin, dérivées partielles, interprétation comme “vecteurs tangents” au tore en question...)
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2.3 Théorie différentielle
2.3.1 Formule de composition
[Lau, II-1 (5)] [Gou, V-1]

Proposition 2.3.1 Soient E, F,G des e.v.n, U un ouvert de E, V un ouvert de F. Soient
f:U—=F,etg:V —G, etaecU. On suppose que f(a) € V. (dessin)
On suppose que f est différentiable en a et que g est différentiable en f(a).

Alors g o f est différentiable en a et

d(g o f)(a) = (dg(f(a))) o (df (a)).

Remarque : dans le cas de R dans R, c’est en fait la formule de dérivation des composées
de fonctions bien connue.

Démonstration. On pose k = f(a+ h) — f(a), et on ecrit les DL que 1’'on compose.

Les deux DLs :

9(f(a) + k) = g o fla) + (dg(f(a))) (k) + o([|K]])

par définition de dg.

k= (df(a)) (h) + o(][]])

par définition de df.
On en déduit que ||k||/||h|| reste borné au voisinage de h = 0, et que donc o(||k||)/||%|| tend
vers 0. Ainsi un o(||k[|) est un o(||h|]).

On revient a la premiere formule (au premier DL), et on fait la composition

g(fla+h)) = go f(a)+ (dg(f(a))) ((df (a)) (h) + o([[n]])) + o([|]])

11 vient

g(fla+h)) = go fla) +dg(f(a)) o df (a)(h) + dg(f(a))(o([[Al])) + +o(lll)
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On majore dg(f(a))(o(||h])) par ||dg(f(a))|lop X o(||R]|), et on a le DL correct qui fait ap-
paraitre dg(f(a)) o df (a) comme différentielle de g o f en a.

Grace a la formule explicite on obtient :
Corollaire 2.3.1 Si f et g sont de classe C*, alors go f est de classe C*

Exemple : dérivation le long d’un chemin (ou d’une courbe).
On suppose que v : R — E est une courbe paramétrée, et que f : E — F' est différentiable.

Alors

(f ©7)'(0) = df (v(0))(v'(0))

dans le cas ou F' =R" et £ = R, on peut encore écrire

(o0 = 5 00) 20+ + 2L T 0

2.3.2 1Inégalité des accroissements finis et applications
[Lau, II-1 (7 — 12)] [Gou, V-3]

Proposition 2.3.2 Soit F' un espace vectoriel normé. Soit f : [a,b] — F et gla,b] — R,

continues différentiables sur ]a,b[. On suppose que

vt €la, 0], |1l < 4'(1).

Alors
[f(a) = fO)I < g(b) — g(a).

Comparer au Lemme de Gronwall qui dit que si ||[¥(t)]] < h(||v(2)]], ) et si p solution de
(g = h(y,t)) tq p(te) = y(to) alors ||v]| < p a droite de ty. Il s’agit d’une application de ce
résultat au cas h(y,t) = ¢'(t) et v(t) = f(t) — f(a) et p(t) = g(t) — g(a). On verifie bien les

hypotheses, et la conclusion est exactement le résultat voulu.

Proposition 2.3.3 Soit f : U C R™ — R" a4 dérivées partielles continues. Alors f est dérivable

de classe C' sur U.
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On va le faire pour m = 2.
Faisons un dessin : on a dans l'espace des parametres, trois points (zo, o), (xo + R, Yo), (2o +

h,yo + k). Dans l'espace image on a I'image de ces trois points, et deux vecteurs “tangents” au

courbes de coordonnés : g—?’;(xo,yo), g—?’;(xo + h,y0). On peut heuristiquement dire que le trajet

)

de f((xo,%0)) & f((xo + h,yo)) le long de I'image de la courbe de coordonnée est “presque’
of

(xo + h,yo) est “presque” g—g(%,yo), et que le trajet de f((xo + h,y0)) 2

h3L (x0,y0), que
f((@o + R, yo + k)

deviennent des egalité, a petit o pres, et il vient “I’égalit’é” (a petit o pres) f((zo+h,yo+k)) =

Jy
) est “presque” kg—i(:co + h,yo). Si on pense au premier ordre : les “presques”
f((xo,y0)) + kg—g(xo, Yo) + h%(:co, yo)(+o(h, k)), c’est & dire ce qu'on souhaiterait. Il est temps

de formaliser tout cela : le deuxieme “presque” viendra de la continuité de g—g, et les deux autres

“presque” viendront de I'IAF appliquée aux courbes de coordonnées.

(xo,yo+k) (xo+h,yo+k)
/f’—\
(xo, yo) ()20+h, yo)

FIGURE 1 — Les dérivées partielles nous donnent les images des vecturs de la base canonique a
gauche...

g—]yc est continue donc Ve > 0,35 > 0 tels que

0 19)
sup{|], [k} < § — ||8—£<xo+h,yo+k>—a—§<xo,yo>|| <e

L’TAF appliquée a t € [0,1] — f(xo + h,yo + tk) — f(xo + h,yo) — tk%(wo + h,yo) donne

0
|.f(zo + h,yo + k) — f(wo +h,y0) — ka—g(ﬂfo + h,yo)|| < 2¢lk|

comme € peut etre pris tendant vers 0 si |k| + |h| tend vers 0, c’est donc un o(|k| + |A|).
Par définition de la dérivée partielle, || f(zo + b, yo) — f(x0, o) — h%(:po, yo)|| est un o(|h|).

Aussi : Hkg—;(azo + h,yo) — kg—g(xo,yo)ﬂ < |kle = o(|h| + |&|).
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En additionnant les trois inégalités, il vient

of of

1720+ Ry yo + k) = f (@0, yo) = hg-(o, yo) = kg -(z0, go)l = o(IA] + [k])

ce qui prouve la différentiabilité.
On peut alors ecrire la différentielle en terme de dérivées partielles, et I’expression est

continue.

Proposition 2.3.4 Soit f : U C R™ — R"™ différentiable. On suppose que ||df (a)|| < k pour
tout a € U. Soit [a1, as] un segment contenu dans U (dessin).

Alors

1f(a1) — f(az)|lrn < Ellar — agl|rm.

En particulier, f est k-lipschitzienne sur toute boule de U, et sur toute partie conveze de U.

Rappel : un convexe contient tous les segments issus de deux de ses points.

Idée de contrexemple pour les parties non convexes... une pente douce sur une forme de
grand fer a cheval... Le segment entre les deux extremités est court, mais I'ecart de valeur de
la fonction est grand.

Preuve. On applique I'TAF a
t e [O, 1] — f(ZL'Q + t([L‘l — ZL‘Q))

Corollaire 2.3.2 Si f est de classe C', elle est localement lipschitzienne.
Comme df est continue, sa norme est localement bornée.

Proposition 2.3.5 Si U est conneze par arc (rappel de def!) et si df est identiquement nulle

(c’est a dire Uapplication linéaire nulle) alors f est constante.

Préliminiare topologique : entre chaque paire de poins de U supposé ouvert, connexe par
arc, il existe un chemin affine par morceaux.

Une fois ce préliminaire établis, on applique la proposition de controle sur chque segment.
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preuve du préliminaire : on utilise un arc 7 : [0,1] — U reliant = a 2/, ces deux points.
Comme ([0, 1]) est compact (image continue d’un compact), il existe r tel que chaque ()
a un voisinage de rayon r autour de lui contenu dans U (on a déja vu cela dans le chapitre
equadiff). Comme v est uniformément continue (car continue sur un compact), il existe ¢ tel
que y([t — 0,t 4+ 9]) € B(y(t),r)(C U). Soit n tel que 1/n < 9, alors le segment entre v(k/n) et

v((k + 1)/n) sont contenus dans B(y(k/n),r) C U. On a donc notre suite de segments.

Proposition 2.3.6 Soit U un ouvert de E et f,, une suite d’applications f, : U — F.
On suppose que df, converge uniformément vers g.

On suppose que f, converge simplement vers f : U — F.

Alors [ est différentiable sur U et df = g.

Rem : si U connexe (et F' complet, par ex, de dim finie sur R), on peut affaiblir la deuxieme
hypothese en ne supposant que la convergence en un point. En effet, 'TAF assure la convergence
simple en tout point.

Preuve : Soit a € U on veut montrer que
f(z) = fla) = (9(a))(z —a) = o(||z — al])
Par accroissements finis, on a

[(frn = fu) (@) = (fn = fa)(@)]] < sup [(dfrm = dfn)(E)]lopllz — all

En faisant tendre m vers +oo il vient

I = fu)(@) = (f = fu)(a)]| < sup 1(g = dfn)(E)llopllz — all

Pour n assez grand :

I(f(2) = ful2)) = (fla) = fala))]| < eljz —a

et
1(dfn = g)(a))(z = a)[| < [[(g — dfu)(a)llopllz — all < €llz— al
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D’autre part, par definition de df,,

[fn(2) = fula) = (dfula))(z = a)l| = o([lz — a|)

Par inégalité triangulaire, en additionnant les trois preécédentes inégalités,

1f () = fla) = g(a)(z — a)|| < ellz —al + o(||z — al).

Comme on peut prendre € arbitrairement petit, on a le résultat.
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2.4 Ordre 2 (et plus)
2.4.1 Différentielle et dérivées partielles d’ordre 2

On a vu ce que c’est qu'étre C'! : c’est avoir une application dérivée (celle qui en chaque
point donne la différentielle) continue.

Remarque : pour cela on a besoin d’une norme sur £(E, F'), qui est un espace de dimension
finie, donc sur lequel toutes les normes sont équivalentes.

Soit f:UCFE—F,etael.

On suppose que [ est différentiable sur U, et on note df : U — L(E, F') son application
dérivée.

On suppose que df est différentiable en a.

On note d*f(a) la différentielle de df en a. C’est une application linéaire de F dans L(E, F),
on l'appelle la différentielle d’ordre 2 de f, au point a.

Dérivées partielles d’ordre 2.

Si f est définie sur un ouvert de R™, on peut parler des dérivées partielles, et meme de

TI ()
837]‘6.1’@'
défini comme suit.
Rappel :
of
B (a)

est la dérivée en 0 de la fonction t — f(a + te;).

of

a— o, (a)

est une application de 'ouvert U C R™ dans R”. On peut donc a nouveau prendre sa dérivée

partielle en a selon e;. On la note

05 0 f
&xj (a) B 690]8@ (a)

Proposition 2.4.1 Une application définie sur un ouvert de R™ est de classe C? si et seule-
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ment si ses dérivées partielles existent jusqua lordre 2 et sont continues.

On sait déja que si les dérivées partielles existent jusqua l'ordre 2 et sont continues, alors f
est C''. Montrons que df a ses dérivées partielles continues, et on pourra appliquer de nouveau
ce critere pour conclure.

On doit étudier (dans 'espaces des applications linéaires de E' dans F') I'existence de

lim df (a + te;) — df (a)

t—0 t

Or une suite d’applications linéaires sur R™ converge si et seulement si leur valeur en chaque
vecteur de la base canonique converge.
On doit donc étudier I'existence de

- df (a + te;)(e;) — df (a)(e;)

t—0 t

mais

df(a+ te)(e) — df(a)(e,) o (a+1e) = §L(a)

t t

i 0 of
qui converge donc vers 57 (a).

On a donc une expression continue en a de %df (a), ce qu’on voulait.
7

2.4.2 Lemme de Schwarz

[Lau, I11-2 (1 — 6)], [Lau, II-2 (7)] selon le temps. [Gou, V-1]
Rappel : Soit f: U C E — F, et a € U, disons de classe C2.

On a noté d*f(a) la différentielle de df en a. C’est une application linéaire de E dans

L(E,F).

Proposition 2.4.2 [ existe un isomorphisme naturel
L(L(E,F),F)~BL(E x E,F)

On verra donc la différentielle seconde comme application bi-linéaire de £ x E dans F.
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Concretement :

(@70) e = (5 (52)) 0 = s (@

Théoréme 2.4.1 (Le “lemme de Schwarz”) Soit f: U C R" — R™ différentiable, ayant des
dérivées partielles secondes continues en un point a.
Alors la différentielle seconde en a est une application bi-linéaire symétrique.

Autrement dit : pour tout 1, j,

T (0= 2 ()
86,0@ N 86]‘662‘ ’

Preuve : Dans le cas d'une application de R? dans R. On se place en a = (2, o). On prend

h > 0et k>0 tels que [xg, o + h] X [yo,yo + k] C U.

(xo,york) (xo+hyo+k)
/f’—\
(xo, yo) ()20+h, yo)

FIGURE 2 — Le lemme de Schwarz, ou “comment un méme dessin illustre deux théoremes
différents”

Dessin : dans 'espace des parametres, on a un brave rectangle. (En fait, on peut prendre
h = k, de sorte qu’on voit un carré, mais alors on ne differentie plus les roles). Dans ’espace
d’arrivée, il est deformé, les lignes de coordonnées sont courbées, mais pas trop, car au premier
ordre, c¢’est encore un rectangle. Sur le coté horizontal on voit le taux d’accroissement par
rapport a la premiere variable, en (xg,yo) en bas, et en (zg,yo + k) en haut. Si on fait la
difference entre ces vecteurs (et qu’on divise par k), on voit le taux d’accroissement par rapport
a la seconde variable de 0f/0z en (xg,yo). C’est donc bien, semble-t-il, une estimation de
9?f/(0ydz) en (zo,y0) Au premier ordre, cette quantité a Dair d’étre 7=(f(zo + h,yo + k) —

f(zo,y0+ k) — f(xo+ h,yo) + f(z0,%0). Ca c’etait la comparaison des deux cotés horizontaux.
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Mais si ’'on compare les deux cotés verticaux, bien sur, le meme calcul se fait, et ’approximation
trouvée est la meme...

Il s’agit de rendre cela rigoureux. Et pour cela, il faut prendre un developpement a l’ordre
2 plutot qu’a l'ordre 1 (car on va diviser par h puis par k...). Le calcul se fait sans histoire,
sauf a la fin, en laquelle pour conclure a 1’égalité des derivees secondes croisées. En effet, pour
paseer correctement a la limite, il convietn de prendre h = k — 0.

Voici la preuve donnée par Laudenbach.

On pose

O(h, k) = f(wo+h,yo + k) — f(xo, 50 + k) — f(z0 + h,90) + (20, yo0)
et
¢(x) = f(z,y0 + k) — f(2,90)

On a alors

6(h, k) = ¢(xo + h) — ¢(w0)

Or ¢ est dérivable, on peut donc appliquer I'TAF qui dit que 30; €]0,1[,6(h, k) = h¢'(xo +
hoy).

On ecrit cela

0 0
500 ) = 1 x (S a4 0+ 1) = 5L o+ 0t )

Maintenant y — %(mo + 61h, y)est dérivable, I'TAF encore donne : 36, €]0, 1],

d(h, k) = hk x a@@@f (o + O1h, yo + 62k).

yoxr

Le meme travail en prenant la fonction ¢ : y — f(xo+h,y)— f(zo,y) & la place de ¢ permet

d’obtenir 363, 6,

5(h, k) = bk x 207

axay ('rO + 94h7 Yo + 93k)
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Ainsi
00 f

00
ayax (x(] + elhu Yo + 92k) =

0xdy

(Io + 94}1,, Yo + 93/{})

En faisant tendre h et k vers 0, tous les 6; y sont entrainés, et il vient le résultat attendu :
I’égalité des dérivées partielles secondes croisées au point a.

Vocabulaire : si f : U C E — R, la différentielle seconde en un point a est une forme
bilinéaire symétrique. Elle est donc représentée dans une base de E par une matrice carrée. On

dit que cette matrice est la Hessienne de f en a. Cette matrice est précisément

af?
(8372837] (a)) i

Si £ ~ R?, cette matrice est

P(0) Fh(a)

ox2 0x0y
of? of?
iy (@) G (a)
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2.5 Généralisation a ’ordre r
2.5.1 Différentielle d’ordre r, dérivées partielles d’ordre r

[Lau, I1-2 (7,8)],

On dit qu'une application f est C" si cette application dérivée U — L(FE, F) est C"1.

On dit qu’'une application f est C*° si elle est C" pour tout r € N.

Exemples : toute application linéaire est C'*°.

Dérivées partielles d’ordre r. Si f est définie sur un ouvert de R™, on peut parler des dérivées

partielles, et meme de
af
50y O,
i, 0%y ... 0T,

défini comme suit.

Rappel :

af
ax, (a)

est la dérivée en 0 de la fonction t — f(a + te;).

of

a —
8x,~

(a)
est une application de 'ouvert U C R™ dans R™. On peut donc a nouveau prendre sa dérivée
partielle en a selon e;. On la note

aﬂ 82f

i () =
aSL’j 6:6]8:132

(a).

Ainsi de suite on peut définir, le cas échéant,

o f

8372‘18.1’1'2 Ce 8372} (a)

comme étant la dérivée partielle (si elle existe) de

ar—lf

7 G on Y

selon le vecteur e;, .
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On peut aussi définir en chaque point a, d"f(a) la différentielle r-ieme en a, qui est alors

une application r-fois-linéaire de E" dans F'.

@i = (2 (2 (o () ) )

Proposition 2.5.1 Une application définie sur un ouwvert de R™ est de classe C" si et seule-

On a

ment si ses dérivées partielles existent jusqua l’ordre r et sont continues.

Le Lemme de Schwarz (généralisé, si I'on veut) dit que cette application est symétrique :
elle ne change pas de valeur si I'on permute ses variables.

Autrement dit : on peut écrire les dérivées partielle multiples sans se soucier de 'ordre du
dénominateur.

Ezxemple

Soit f: U — F de classe C", et on suppose que U contient un segment [a, a + h| (dessin).

Alors si on considere g : t — f(a + th) définie sur [0, 1], on peut écrire :

d"g

" (0) = (@ )(a+ ) (1)

ott (" est le vecteur (h,h,...,h) € E".
Supposons que F ~ R" et munissons nous de la base canonique donnée par cette identifi-

cation. Notons h =) . h;e;. On a alors (on a pris t = 0)

(@) )= 3 (@it

ox;, 0x;, . . .
(ilv"'vir)e{lv"'vn}r " 2

Remarque : dans cette expression le meme terme apparait plusieurs fois. On pourrait faire

intervenir des coefficients binomiaux pour remedier a cela...

2.5.2 Formule de Taylor

[Lau, I1-2 (9, 10)], [Gou, V-1]
On suppose que F' est complet (par exemple parce qu’il est de dimension finie)

Avec les notations précédentes, on a la formule
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9(1) =g(0) +¢'(0) + -+ —

Retraduit en fonction de f, cela donne :

Proposition 2.5.2 (Taylor)
On a
Flat B) = fla) +df(@)(h) + - + 3 f(a) () +

1

+@j7ﬁ4<r—w*wvm+ﬂw—wﬂ@wwh

et le reste est un o(||h]|").
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2.6 Extremas “libres”, points critiques, et signe du Hessien rt — s>

[Gou, V-2
Dans cette partie, on considere f: U C R™ — R. (I'espace d’arrivé est R).
On dit que f admet un maximum local en a s’il y a un voisinage de a pour lequel f est

majorée par f(a). Idem minimum. L’'un ou l'autre : extremum.

Proposition 2.6.1 St f : U — R admet un extremum local en un point a, et si f est
différentiable en a, alors df (a) = 0 (Iapplication linéaire nulle), autrement dit %(a) =0

pour tout .

Preuve : Supposons que 'extremum soit un maximum. df est une forme linéaire de R dans
R. Si df est non nulle, il y a une direction h ou elle est strictement positive. Un DL a 'ordre
1 (c’est a dire la définition de df) donne que f(a) est strictement inferieur a f(a + th) des que
t > 0 est assez petit.

Vocabulaire. Un point a dans 'ouvert U en lequel df(a) est Papplication nulle est un point
critique.

Rappel : formes bilinéaires symétriques, formes quadratiques associées, formes positives,

formes définies positives.

Théoréme 2.6.1 Soit f: U — R de classe C? et a un point critique (i.e. df (a) =0).
Considérons la forme bilinéaire symétrique d*f(a) (la Hessienne).
Si f admet un minimum en a, alors d?f(a) est positive.

Si d*f(a) est définie positive, alors f admet un minimum en a.

On a des énoncés similaires pour les maximas.
Preuve :

On ecrit le developpement de Taylor (Young) a l'ordre 2 pour f(a+ h).

fla+h) = f(a) + %d2f(a)(h) +o([[l*)

Si f a un minimum en a, on a h — +d*f(a)(h) + o(||h]|?) > 0. Si la forme quadratique

Q = 1d?f(a) n'est pas positive, il existe hg tel que Q(hg) < 0. On a alors Q(Ahg) = X2Q(ho) =
Q(ho)

(A||h0||)2 X IR0l 2

ce qui n’est pas un o(Ahg).
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Si @) est définie positive, on obtient que f(a) est un minimum strict.

Ezemple Formulation explicite en dimension 2.

orf  0°f r s

de(a) _ Ox? Ox0y _ - M
0 o ,
0xdy  Oy? S

On a en principe différents cas. On diagonalise la forme : il existe P tel que PIMP =
Diag(¢1,(5). Ainsi det(M) x det(P)* = {14s.

On regarde det(M) = rt — s%.

On lit ainsi que si det(M) < 0, M n’est ni positive ni négative, et donc f n’admet ni
minimum ni maximuim.

Au contraire si det(M) > 0, M est définie positive ou définie négative. Ainsi f admet un

minimum ou un maximum local.
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2.7 Théoreme d’inversion locale

[Lau, II-4 (1 — 6)] [Gou, V-3]

On est en dimension finie (en fait dans des espaces de Banach ca va aussi)

Définition 2.7.1 On dit que f : U — V est un homéomorphisme si f est continue bijective,
et si sa réciproqgue f~1:V — U est continue.
On dit que f : U — V est un difféomorphisme de classe C" si f est un homéomorphisme

différentiable de classe C™, et f~' aussi.
Exemples, exemples de ce qui pourrait arriver...

Proposition 2.7.1 Lorsque f est un C*-diffeo, alors

d(f~)(f(a) = ((df) ()™

Provient de la formule de composition des différentielles.
Exemple : z +— 23 de R dans R est bijective C!, de reciproque continue mais pas différentiable
en 0.

Cependant c’est “le pire” qui puisse arriver :

Proposition 2.7.2 Si f : U — V est bijective, C" et si f~1 est continue et différentiable, alors
f~testCr.

Un utilise la formule explicite et le fait que u — u~! de Isom(E, F) dans Isom(F, E) est
C* (cf TD? on a une formule matricielle qui le dit).
Le théoreme d’inversion locale qui va suivre donne un critere pour avoir un C'-diffeo, et la

régularité au dela est donnée par la prop precedente.

Théoreme 2.7.1 Soient E, F des ev de dim finie, et U,V des ouverts de E, F'.

Soit f: U — F de classe C', et a € U tel que df (a) soit inversible (en tant qu’application
linéaire).

Alors il existe un voisinage U’ de a dans U tel que f|y soit un C'-difféomorphisme de U’
sur V! = f(U").

(De plus, si f est C" alors f~'|y est CT. )
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D’abord on peut supposer que F' = E et df (a) = Id (en composant tout par I'isomorphisme
df(a)™!) et que a = f(a) = 0, par translation.

Il s’agit de montrer qu’il existe U’, V' voisinages de 0, tels que f|yr : U’ — V' soit un diffeo.

On va commencer par montrer que c¢’est un homeo; c’est déja non trivial.

Pour cela, on va inverser f, ¢’est a dire résoudre I'équation f(z) = y. (exprimer z en fonction
de y)

On pose ¢(z) = f(z) —z et T/(z) = y—¢(z) (dessin graphe : en jaune : I'identité, en rouge :
le graphe de f, en bleu, le vecteur ¢(x), en violet : le choix de yq, et le graphe de T}, (on reporte
le vecteur bleu “par le haut”) en vert : le point d’intersection d u jeaune et du violet : ce la se

passe a la préimage de yj).

y=f(x)

y=X

les courbes se coupent au meme point

y=T_{y_0}(x)

FIGURE 3 — Jaune, rouge, bleu, violet...

Observation : pour tout x, T, (z) = x. Et méme, a y fixé, I'ensemble des points fixes de
T, est précisément ’ensemble des préimages de y par f.

On cherche alors a définir U’ et & montrer que, pour chaque y € U’, T, a un unique point
fixe dans U’, et qu'il varie continuement en .

L’outil adapté est le théoreme de point fixe de Picard (dépendant d’un parametre). Mais
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il y a des hypotheses a verifier pour pouvoir l'appliquer : pour tout y dans V', T, doit étre
uniformement contractante sur U’, et aussi T}, doit envoyer un fermé de U’ dans lui méme.
Nous allons donc montrer qu’on a ces deux propriét{es sur un petit voisinage de 0.

Le lemme suivant va aider a définir “quel” voisinage de 0 est adapté.

Lemme 2.7.1 [l existe v > 0 tel que la boule ouverte de centre 0 de rayon r (notée B) posséde
les propriétés suivantes.

— la boule fermée est contenue dans U

-V e B, |do(@)] < 1/2

- Vz € B, df(z) est inversible (donc dans GL(E)).

I1 suffit de verivier les 3 points sépar ’ements, et de prendre la plus petite boule.

Le premier point est clair (U est ouvert).

d¢ est continue, et vaut 0 en 0. Comme la norme est continue, le 2eme point est assuré.

df est continue et inversible en 0. Comme le déterminant est continue, cela nous assure le
troisieme point.

Le lemme est établi.

Continuons la preuve du theoreme. Nous pouvons maintenant obtenir facilement la contrac-

tivité de T, (pour tout y). L'inegalité des accroissements finis donne

6(@) — @) < gllar —

dans B. En particulier 7}, est 1/2-contractante.
Maintenant il faut montrer que 7}, envoie B, dans lui meme. Ce n’est pas vrai pour tout y,

mais si ||y|| < /2 cela marche. En effet : en considerant = x; =€ B, x5 =0, on a
1 r
1Ty @) < Mlyll + 5zl < llyll + 5

Si |ly|l < r/2, T,(B) est contenue dans B.
Comme promis, on peut maintenant appliquer le théoreme de point fixe de Picard si ||y|| <

r/2 : T, a un unique point fixe dans B, que I'on note g(y), et g est continue. Un dernier détail :
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il nous faudrait que g(y) soit dans B plutot que B, mais cela est garanti par le fait qu'il se
trouve dans T,(B) C B.

On prend alors V' la boule ouverte de rayon /2 et U’ sa préimage dans B par f. (dessin...)

flor est alors bijective sur V' de reciproque g. Comme g est continue, ¢’est un homeo. Nous
avons fini cette premi‘ere partie.

Il reste & montrer que f|y est un diffeo. Il suffit de montrer que g est differentiable en tout

point de V’. (cela suffit d’apres la remarque precedent ’enoncé).

Soit xg, x1 € U', 4o, y1 leurs images dans V'. Par differentiabilitéde f :

Y1 — Yo = (df (w0))(x1 — ) + R(71)

avec R(z1) un o(||x; — ol|) si xg est fixe et z1 variable tendant vers z.

On obtient

vy =z = (df (%0)) " (Y1 — o) — (df (20)) " (R(z1))  (¥)

Notons R'(y1) le terme tout a droite (1 = g(y1)). On souhaite montrer que si y; tend vers
Yo, R (y1) est un o(|ly1 — yol|)- Notons que ce qu’on sait c’est que c’est un o(||z; — xo||).

Par continuité de (df (zg))~! et du fait que son argument (R(z1)) est bien un o(||z; — o),
lui méme, on a

1
30> 0, |21 =0l <6 = R ()l < gllzr = o

En reportant dans (x) on obtient que ||z — ol = ||(df (x0)) " (y1 — vo)|| + 3l|z1 — xo]| dos
que ||z — x| < 0.

On trouve alors C' = 2||(df (z0)) *||op tel que ||z1 — xo|| < C[(y1 — vo)|| si [|z1 — zo] < 6.

Par continuité de g, si ||(y1 — yo)|| est assez petit, alors ||z1 — xo|| < J est verifié.

On a alors R'(y1) qui est un o(||z1 — xo||) et donc aussi un o(||y1 — yol|)

On a fini, en considerant de cet oeil nouveau la relation (x).

Corollaire 2.7.1 (Inversion globale)
Soit f : U — F de classe C'. Si df(a) est inversible pour tout a € U, alors f est une

application ouverte (I’image de tout ouvert est un ouvert).
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Si de plus f est injective, alos f est un diffeomorphisme de classe C* de U sur f(U).

Par le TIL, etant donné un ouvert O, autour de chaque = € O, f induit un diffeo sur une
petite boule (qu’on peut donc supposée contenue dans O) a valeur dans un ouvert V(z) de F'.
Donc l'image f(O) contient cet ouvert V' (z) qui est un voisinage de f(z).

Si on suppose f injective, c’est une bijection de U dans f(U). Comme elle est ouverte,
la reciproque est continue. (dessin) C’est donc un homeo. Par le TIL, en chaque point, la
reciproque est C*', donc c’est un C*-diffeo.

Disons maintenant que la dimension de E soit n. Soit U un ouvert de E. On dit que des
applications f; : U — R ¢ = 1...n forment un systeme de coordonnées locales sur U si
f:U — R™ (def evidente ?) est un C'*°-diffeo.

dessin.

Théoréme 2.7.2 (fi,..., f,) est un systeme de coordonées locales au voisinage de a si et

seulement si les n formes linéaires df;(a) sont indépendantes.

rappel : forme linéaire.

¢’est une application du TIL.

Exemple : dans R? soit fi(z,y) = 2* + y? et {y(x,y) = y. A quelle condition sur a, b, ces
fonctions constituent-elles un systeme local de coordonnées en (a, b) 7 On calcul les differentielles
grace aux dérivées partielles, et on obtient la condition facilement... Intuition derriere cela?
Dessinons les lignes de niveau, et observons l'allure du quadrillage en un point autorisé et en

un point interdit...
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2.8 Théoreme des fonctions implicites

[Lau, II-5 (1 — 3)] [Gou, V-3]

2.8.1 Le théoréme

Au lieu de résoudre y = f(z) on veut résoudre en y une équation du genre f(z,y) = 0.
Exemple :

PHyP—-1=0

On se place dans le contexte suivant. f : U x V — F de classe C! avec U,V des ouverts
d’ev Ey, By (de dim finie).

On note z la variable dans U et y la variable dans v. On peut alors parler (avec un
leger abus, ou une definition supplementaire) de g—i(a, b) et g—g(a, b) qui sont des elements

de L(FEy, F), L(Es, F) respectivement. (Ce sont les differentielles en a de la composition de

x> (z,b) avec f et en b de y +— (a,y) avec f).

Théoréme 2.8.1 Dans la situation ci dessus, on suppose que f(a,b) = 0 et que g—g(a, b) est

inversible (en dim finie). Alors il existe des voisinages V,,Vj, de a et b et v : V, =V} de classe

C! verifiant p(a) = b et

VeeVy,yeV, flz,y) =0=y= ().

De plus si f est C" alors ¢ aussi.

Enfin la differentielle de ¢ en a est donnée par

dessins... graphe de fonction... cas du cercle.
Preuve :
Soit g : U x V. — U x F définie par (z,y) — (z, f(x,y)). Sa différentielle est dg(a,b) :

Ey x Fy — FE) x F. Sa matrice est triangulaire par bloc, dans des bases adaptées aux produits :
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(g(0,0) (1) = (. G @ vy + Sty

Il est facile d’inverser dg(a, b). Par le TIL, il existe un voisinage ouvert de (a,b) € Ey x Ey
noté W et une boule ouberte B centrée en (a,0) € E; x F' de rayon r > 0 tels que g|y soit un

C!-diffeo sur B. Le diffeo inverse est de la forme ¢7'(z,y) = (x, ¢(x, 2)) donc on a 'equivalence
(,y €W, f(z,y) =0 = [l —al| <7y =o(x,0).

Les solutions de f(z,y) = 0 sont donc les points du graphe de ¢ définie par p(x) = ¢(z,0).

11 suffit maintenant de prendre V,, V}, tels que V, x V, C W (dessin) et de sorte que ¢(V,) C
Vb

La formule de dy est obtenue par différentiation de fonctions composées : en effet si I’'on pose

x Iq
o(x) = , on différentie facilement do, = , et on compose les differentielles.

¢() doa

Matriciellement, cela donne une multiplication par bloc

of
ox

of z

0= s oM 0= (0,000 5 (or@) x| 7

La conclusion s’en suit.

2.8.2 Ecriture matricielle

Soit U un ouvert de R™ et V un ouvert de RP, et f : U x V — RP de classe C". On note
Z1,...,%, les coordonnées de R" et yy,...,y, celles de RP. On note fi,..., f, les coordonnées
de f.

Soit (a,b) € U x F verifiant f(a,b) = 0.

On suppose que la Jacobienne est inversible. Rappel : la Jacobienne vaut

g—?ﬁ(a,b) g—;;(a,b)
g(a b) =
oy

S2(a,b) ... F(a,b)
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Alors il existe des voisinages V,,V}, de respectivement a et b, dans respectivement U et V,
eet une application ¢ : V, — V}, verifiant :

—pla) =0
pest C"

— f(v,w) = 0 si et seulement si p(v) = w

— idem en coordonnées : ...

dessin du graphe de ¢, et lieu d’annulation de f...

Exemples : (de 1 a 4, page 69 de Laudenbach).

1 — Soit T': R® — R" ¢! admetant 0 comme point fixe (7'(0) = 0). On suppose que 1 n’est
pas valeur propre de dTj. Alors 0 est un point fixe isolé : il existe un voisinage de 0 dans lequel
c’est le seul point fixe.

On etudie en effet f =T — Id, dont la différentielle est inversible en 0. Par inversion locale,
f est un diffeo local en 0.

2 — Meéme contexte, méme 7. On prend S : R® — R™ C!, et on pose T = T+ \S. Alors
il existe & > 0 et un voisinage de 0 tel que si |A| < d, alors T\ a un unique point fixe.

3 — Si P, est un polynome et xy est une racine simple, alors si P de meme degré a coefs
suffisemment proches de ceux de Py, alors P a une racine simple proche de xg.

4 —Si f:R" - R, C? telle que d*f(0) soit une forme bilineaire non dégénérée, alors

'origine est isolée dans le lieu critique {df, = 0}. (Inversion locale pour I'application x — df,.

2.8.3 Lien entre les théoremes, et interpretation

[Lau, I1-5 (4,6)] [Gou, V-3] Application aux courbes définies “globalement”.
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2.9 Extremas liés

[Gou, V-2 et V-3(2)]

Rappel : formes linéaires indépendantes.

Théoréme 2.9.1 Soient f,gi,..., g, des fonctions C' de U C R™ (ouvert) dans R.

Soit T Uensemble I' = {z € U, g;(x) = OVi}

Si flr admet un extremum local en a € I', et si les formes linéaires dg;(a) sont linéairement
indépendantes, alors il existe des réels Ay, ..., \. appelés “multiplicateurs de Lagrange”, tels

que :
df (a) =Y Nidgi(a)

Autrement dit, en les extremas locaux de f|r qui sont des points “réguliers” de T, la
différentielle df (a) est dans le sous-espace engendré par les différentielles des dg; définissant
.

Commentaire : cela donne un critere pour trouver des candidats a etre extremum local.

Puisque les formes dg;(a) sont linéairement independantes, la famille des A; est unique.

Exemple : ' un cercle dans R? avec g(z,y) = 2? + y*> — R%

Maximisons f(z,y) = zy sur le cercle (cela a une saveur de Cauchy Schwarz)

Preuve.
Commes les dg; sont independants, on a r < n. Si r = n, "énoncé est vide, car les dg;
engendrent tout le dual. On suppose donc r < n.

Notre hypothese est que la matrice

le] e}
ox(a) ... 3%(a)
Agr Ogr
a—il(a) %(a)

est de rang r. Extrayons un bloc carré de taille r inversible (c’est donc une selection de r

colonnes). Nommons les variables concernées y, .. ., y,.
Quitte a changer de base (par permutation), on suppose que ce sont les r dernieres coor-

données de R"™. Ecrivons a = («, ) avec a € R®, 5 € R", les projetés canoniques sur les facteurs
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associés a cette selection de vecteurs de base.
Le TFI donne un voisinalge U’ de « et un voisinage €2 de a et une fonction ¢ = (phiy, ..., ¢,)

de U’ dans R", C*! tels que si 'on note g = (g1,...,9,) on a : pour x € U’, et (z,y) €

g(r,y) =0&y=9¢(v)

Posons h(z) = f(x,¢(x)). On a supposé que h admet un maximum local en z = « (car
(z,¢(x)) € I en tout = et vaut a en ).
Ainsi par critere des extremas libres, la differentielle de h s’annullent en «. Calculons cette

differentielle, grace a la formule de composition.

x Iq
Posons o(z) = , on différentie facilement do, = , et on compose les

() doa

differentielles.
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3 Théorie locale des surfaces réguliéres dans R’

Une application de la théorie que nous venons de voir est 1’ étude de paramétrisations de
surfaces, plutot que de courbes. Comme on le verra, il y a quelques differences dans le traitement
de ces deux sujets, et I'une des différence fondamentale concerne le comportement de la metrique

intrinseque, ininteressante pour les courbes, et cruciale pour les surfaces.

3.1 Paramétrisations différentiables

Définition 3.1.1 f : U C R? — R3 est une immersion si elle est différentiable et que sa

différentielle est injective en tout point (c’est a dire, ici de rang 2 en tout point)

(Note : on peut tout raconter sans avoir a introduire ce terme de vocabulaire — c’est peut

etre mieux en fait).

Définition 3.1.2 Une partie S C R® est une surface réguliére si, pour tout point p € S, il
existe un voisinage V de p dans R3, et un ouvert U C R?, et f : U — V une immersion

injective telle que on ait 'équivalence ¢ € SNV < q € f(U).

Dit comme cela, ce n’est pas forcement facile a avaler.

Dessin...

Remarque : si on a une immersion, grace au TFI on peut trouver U’ C U qui soit un
voisinage d'un point de f~1(p), tel que f|y soit injective. (exercice ?)

Vocabulaire : on dit que f est une paramétrisation locale de S en p, et qu’elle donne des
coordonnées locales sur S autour de p. (Comparez avec les coordonnées locales données par un

difféo local comme dans le corollaire apres le TIL)

3.1.1 Exemples

Une sphere. Un projection stereographique donne, on I'a vu, une paramétrisation locale de
S autour de tout point sauf un (le “pole nord” de la projection). Pour établir que la sphere
est bien une surface réguliere on a donc besoin d’une autre (n’importe laquelle) projection
stereographique. C’est un fait qu’on ne peut pas paramétrer gloabalement la sphere avec une

seule immersion d'un ouvert du plan.
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Un tore de révolution. On part d'un cercle du plan y = 0 centré en (R,0,0) de rayon
r < R. On en fait la révolution autour de (Oz). On peut paramétrer localement par f :
(0,0) — ((R+ rcosf)cos o, (R+rcosf)sing, rsinf). Mais f est injective sur le carré ouvert
10, 27[x]0, 27r[, mais sur aucun ouvert le contenant. (Dessin de ce qui manque... ou est le carré ?
pliage correspondant...) Pour établir que le tore de révolution est bien une surface réguliere, il

faut une autreapplication, cette fois sur | — ¢, €[*> par exemple.

3.1.2 Changement de paramétrisations

Proposition 3.1.1 St S est une surface réguliere, p € S et f : U — S,g:V — S sont deux
paramétrisations locales autour de p, et si R = f(U)Ng(V), alorsh = (f~tog): g"Y(R) — f(R)

est un diffeomorphisme.

Dessin...

Signification : deux systemes de coordonnées locales autour d’un point d’'une meme surface
ne different que par un diffeo.

preuve : h est un homeo car composition d’homeos. Il suffit de montrer que h et h~! sont
differentiables.

Soient v € g~ }(R) et u = h(v).

Notons f(a,b) = (z(a,b),y(a,b), z(a,b)). Comme df, est de rang 2, on peut supposer, quitte
a permuter x,y, z, que d(z,y), inversible.

Notons alors F(a,b,t) = (z(a,b),y(a,b), z(a,b) +t) (F envoie un petit cylindre autour de
U dans un cylindre vertical autour de f(U)).

On ecrit dF,, qui est representée par une matrice triangulaire par blocs, et on voit qu’elle
est inversible.

On applique alors le TIL : F~! existe sur un voisinage de f(u) et est differentiable.

Or sur un voisinage de v on a h = F~! o g, et donc h est différentiable, comme composée
d’applications differentiables. Maintenant h~! = g~'o f, le méme argument appliqué & g donne

la différentiabilité de h~!.

Définition 3.1.3 Soient Sy, Sy deux surfaces réguliéres, et p € Sy. Soit ¢ : 2 C S7 — Sy avec

p € Q. Supposons f,g des param locales de Sy, S et que Omega soit l'image d’un ouvert par
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f. On suppose aussi que P (p) € g(V).
On dit que v est differentialbe en p si g~* oo f lest. (On a bien contourné LE probléme!)
On défini la différentielle comme application linéaire de Idf, dans Sdg, (avec f(r) =p et
9(q) = ¥(p)) définie par
dipy = d(¢p 0 ), o (dfy) ™"

(On a aussi contourné le probleme! remarquer que (df,) " est bien définie, alors que df ! etait
problematique)
Remarque : avec cette formule la rege de composition des différentielle est encore valable.

En particulier, di, ne dépend pas de la paramétrisation choisie.

3.2 Définitions implicites
3.2.1 Contexte

Proposition 3.2.1 Si Q : R® — R est une application différentiable, et si a € Q(R3) n'est

l'image par Q d’aucun point critique de Q, alors Q~'(a) est une surface réguliére.

Rappel : un point critique est un point ou la différentielle s’annulle.

Preuve : On applique le TFI (d’ott le nom du paragraphe). Soit p € Q7 '(a). Ce n’est pas
un point critique, et donc d@, est non nulle : I'une des dérivées partielles est non nulle. Disons
— Vi

que c’est 0Q/0z. Le TFI assure alors qu'il existe V,, ,, et V,, des voisinages et ¢ : V,

0,Y0 0,Y0

telle que ¢(z,y) = z si et seulement si Q(x,y,2) —a=0.
L’application f : (z,y) — (z,y, ¢(x,y)) est bien injective, differentiable, et sa différentielle

est bien de rang 2, comme on le voit facilement.

3.2.2 Exemples

Quadriques... Spheres, ellipsoides, hyperboloides, paraboloides hyperboliques...
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3.3 Plan tangent
3.3.1 Définition et caractérisations

Définition 3.3.1 Soit S une surface réguliere, et p € S. Le plan tangent vectoriel a S en p est
7,5 ={veR® Iy ] —1,1[= S,7/(0) = v}.

Le plan tangent affine est p 4+ 1),S.

Proposition 3.3.1 T,S est un plan vectoriel. Il est engendré par %(T), %(T) si f est une
paramétrisation locale en p avec f(r) = p.

T,S = kerdQ, si S = Q *(a) est une définition implicite.

Montrons le premier point. Il suffit de montrer que 7,5 est I'espace vectoriel engendré par
%(7’), %(r), puisque ces deux vecteurs sont librement indépendants.

Si 7y est une courbe tracée sur S passant par p en 0, alors 8 = f~! o est une courbe tracée
sur R? passant par 7 en 0. On a f o B = 7 et la regle de composition des différentiation donne
dfs(0) © dB(0) = dyo = 7'(0). Ainsi dfg()(5'(0)) = 7'(0).

Il en découle que +/(0) € Jdf,., d’ott une premiere inclusion (tout vecteur tangent est dans
I'image de df,.). Pour l'autre inclusion, soit w = df,.(v). Prenons o : t — tv et v = foa. On a
7'(0) = w. On a donc les deux inclusions.

Montrons le dernier point. Il suffit de verifier que %(r) et %(r) sont dans le noyau de d@),,
car on sait par la formule du rang que ce dernier est de dimension 2.

Ona Q(f(u,v)) = apour tout u, v. Ainsi dQ),odf, = 0 ('application nulle). Il suffir d’évaluer
cette identité en les vecteurs (0,1) et (1,0), pour obtenir la conclusion.

Remarque : la différentielle d’une application va du plan tangent du point source dans le

plan tangent du point image (cf notre definition précédente)... Cela donne une nouvelle maniere

d’y penser...

3.3.2 Vecteur normal, gradient, application de Gauss

Quand on a une définition implicite Q~(a) on peut parler du gradient de Q en p, c’est tout

simplement d@,. Il s’agit d’'une forme linéaire donc d'un élément du dual de R3. Dans la base

canonique, il s’exprime en vecteur ligne : (g—f(p), %—g(p)

oQ

, 52 (p)- Le vecteur colonne correspondant
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vit dans R? et est normal au plan tangent pour la structure Euclidienne donnée par la base

canonique.

Proposition 3.3.2 Grad(Q)(p)" est orthogonal a T,S. il est colinéaire a %(7’) A %(r).

D’un point de vu “dual”, c’est évident, car 7,5 = ker Grad(Q)(p). (en fait dans ce point de
vue, d@), s’exprime ainsi, par crochet de dualité : dQ,(z) =< Grad(Q)(p),z > ce qui ne fait
que correspondre a la multiplication des matrices lignes et colonnes correspondantes.

Exemple : calcul de plans tangents d’ellipses...

Proposition 3.3.3 Un vecteur normal unitaire en un point d’une surface réguliere est le choiz
de l'un des deux vecteurs orthogonauz a T,S et de norme 1. Faire le choiz (quand c’est possible)
d’une orientation de la surface, c’est faire un choix N(p) en chaque point, de sorte que (p —

N(p)) soit continue.

On appelle une telle application une application de Gauss pour la surface.

3.4 Retrouver la métrique

On s’interesse a la métrique “intrinseque” d’une surface réguliere.
S — surface réguliere. p € S. v € T,,S. Dans R? on connait ||v]|.
Probleme : si f est une paramétrisation locale, et f(r) = p, et df,(w) = v, comment retrouver

o] 7

Définition 3.4.1 La matrice de la métrique de S en p, dans la paramétrisation f est donnée

par

avee B(r) = (55, 8V F(r) = (&, 56 () = (5. &)

Proposition 3.4.1 Vu comme la matrice d’un produit scalaire sur T,S, I;(p) represente le

produit scalaire ambiant de R3 exprimé dans la base %, %.

Autrement dit, si w = (wg, wp)t, on a ||df,w|?* = Ew? + Gw} + 2Fw,wy.

preuve.. ;
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3.4.1 Longueur de chemins

Proposition 3.4.2 Si on a une courbe tracée sur une surface : vy :|ti,ta]— S, la longueur

d’arc : f 1V (t)||dt vaut

to
= / VEa? + Gb? + 2Fa'V dt
t1

pour y(t) = f(a(t)), pour f: U — S une paramétrisation locale, et a(t) = (a(t),b(t)) une

courbe dans les coordonnées (R?).

dessin...

Il est sous entendu que F, F', G dependent du point (a, b) et qu’ils sont pris en ce point dans
la formule. On appelle ces coefficients, les coefs de la premiere forme fondamentale de S au
point p considéré dans la paramétrisation f.

Ce qui est important c’est que a gauche on a une valeur qui ne dépend pas de f.

3.4.2 Calculs d’aires de surfaces

Définition 3.4.2 FEtant donnée une surface S paramétrée par f : U — S, l'aire d’une région

[ af of

Dessin, et intuition de cette quandtité.

f(£2) est

Proposition 3.4.3

/||—/\—||d db_/\/EG F2dadb

2

I = (v, w)*.

On utilise simplement que ||[v A w]|* = ||w]]?|lv
Proposition 3.4.4 Cette quantité est indépendante de la paramétrisation choisie.

En effet si A; = [, ||af A af||dadb on a, pour ¥y = f~1o

Ar= fo, 155 (@,0)) A g (CL b))l Jac(s)|dadb
C’est a dire A; = fQQ |af°¢ a,b)) A af‘”’z’( Y(a,b))|dadb .

Exemple : tore de révolution... A = 47?rR. (prendre des précautions avec des epsilons...)
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3.5 Application de Gauss

3.5.1 Definition (rappel)

Of A OF

Définition. Si on se donne f, quitte a changer de signe (d’orientation), N(p) = ”?T’;Agyll.
3u’\oy

Remarque : L’application de Gauss est differentiable, de la surface S dans la sphere unité.
Remarque : La differentielle dN,, va du plan tangent en p dans lui méme. (dessin)
dN,7'(0) mesure comment le vecteur normal “tourne” le long du chemin v en 7(0).

Exemples...

3.5.2 Symétrie

Proposition 3.5.1 La différentielle de l’application de Gauss est une endomorphisme symétrique.

On doit montrer que, pour tout vecteurs v, w du plan tangent, on a (dN,v, w) = (dN,w,v).
Par linéarité il suffit de le faire pour v, w parmis une base wy, ws, et donc il suffit de montrer

que (dNpwy, we) = (ANpwa, wy).

of of

Prenons comme base .
ou’ Ov

On a de%(uo,vo) = a]g;f (o, vo)

.. (regle de composition des différentielles)

De la meéme maniere : de%(uo, vo) = 2oL (4, 0p).

ov
Pour finir, on a partout (N o f, 2} = 0. Différentions cela (selon v). (Z¥eL 91y 4 (N o

’ du v’ Ou
02
f’ 8u8fv> = 0.
De méme (N o f, %) = 0. Différentions cela (selon u). (a]g;’f, %) + (No f, aa;gv> = 0.

ONof 97y — <ajg5f : %). Soit exactement ce qu’on cherchait.

ou ? ov

Il vient que (

Définition 3.5.1 La courbure de Gauss de S en p est la différentielle de l’application de Gauss

en p.

Rem : cela ne dépend pas du choix de 'application de gauss.

3.5.3 Courbure normale et principales

Comme dN, est symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée de 7,,S. On

appelle directions principales les directions propres du plan tangent.
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Dessin...
Définition 3.5.2 Courbure normale d’une courbe. ...

Proposition 3.5.2 La courbure normale ne dépend que de la direction tangente. ...
Elle vaut k, = (dN,y'(0),7'(0)) = (N,~"(0) = (N, Kn) si v est une paramétrisation par

longueur d’arc.

Définition 3.5.3 Les courbures principales sont les min et max des courbures normales pos-

sibles en un point.
Proposition 3.5.3 La courbure de Gauss est le produit des courbures principales.

Exemples tore, sphere, pseudo sphere.

Enoncé du théoreme Egregium.
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