Exercices corrigés de calcul différentiel

Bernard Le Stum*
Université de Rennes 1

Version du 28 mars 2003

Introduction

J’ai eu 'occasion de participer pendant plusieurs années a l’enseignement de
I'Unité d’Enseignement CDIF (calcul différentiel) de la Licence de Mathématiques
de I’Université de Rennes 1. Lorsque j’ai commencé, le cours était fait par Jean-
Claude Tougeron qui avait rédigé un polycopié contenant une liste importante
d’exercice. En préparant mes travaux dirigés, j’ai pris la peine de rédiger des
corrigés des différents exercices que j’ai pu faire avec les étudiants. J’ai aussi
rédigé les rappels de cours que j’ai été amené a faire.

Ce document contient donc un certain nombre d’exercices corrigés avec les
rappels de cours nécessaires. Il est possible de couvrir tout ceci avec des étudiants
de troisieme année d’université sur un semestre en trois heures de Travaux
Dirigés par semaine.

1 Fonctions différentiables, formule de la moyenne

1.1 Rappel

Si E et F' deux espaces vectoriels normés, on note L(E,F) 'espace des

applications linéaires continues de E dans F. C’est un espace vectoriel normé
1)l
Mul
Remarquons que sii dim E < oo, la continuité est automatique.
On écrira tout simplement L(E) lorsque F' = E. On identifie L(R, F') avec
F par ® — ®(1). Lorsque F' = Fy x Fy, on identifie L(E, F) avec L(E, Fy) @
L(E, F,). Lorsque E = R™ et F = R", on identifie L(E, F) avec My, x .

pour [|®| = sup,

1.2 Définition

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et U un ouvert de F. On dit
qu’une application f : U — F est différentiable en o € U s'il existe ® € L(E, F)

tel que
[f(e+h) — fa) = 2(h)]|
17|
Celle-ci est alors unique et on pose f'(a) = ®. C’est la différentielle de f en «.
L’application f est alors continue en a.

— 0 quand h — 0.
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1.3 Remarques

Lorsque E =R, on a donc f'(a) € F.

Si F' = F| x Fy, alors f = (f1, f2) est différentiable en « si et seulement si
f1 et fo le sont et alors f/(a) = (f1(a), fi()).
1.4 Proposition

Sif:U —V CF est différentiable en o et g : V — G est différentiable en
f(a), alors g o f est différentiable en «v et (go f) () = ¢'(f()) o f'().
1.5 Définition

Si f est différentiable en tout point de U, on dit que lapplication f’: U —
L(E, F) est la différentielle de f. Dans ce cas, f est continue.
1.6 Théoreme des accroissements finis

Soit f : [a,b] — F (resp. g : [a,b] — R) une application continue sur [a, b] et
différentiable sur |a, b[. Si || f']] < |¢| sur ]a, b], alors || f(b) — f(a)|| < |g(b)—g(a)].
1.7 Théoreme de la moyenne

Soit f une application différentiable sur U convexe. Alors, pour tout a,b € U,
on a [[f(b) = f(a)|| < supy |lf'(2)[[]|b— all.
1.8 Corollaire

Si f est différentiable sur U et f' = 0, alors f est constante sur chaque
composante connexe de U.
1.9 Définition

Si f est différentiable et f’ continue, on dit que f est continiment différentiable
et on écrit f € CY(U, F). Si E =R, on écrit C*(U). On définit par récurrence,
la notion de fonction C*, pour k € N U co.

1.10 Proposition

Si f:E, x---x E, — F est multillinéaire continue, f est C' et
n
f/(Oé)(h) = Z f(ala ey O, hi7ai+17 .. 7a7n)~
i=1
En particulier, si f est linéaire continue, f(a) = f.

1.11 Définition
Soit f: U C R™ — R"™. Considérons la fonction

Ty = fil0n, . 1, Ty, Qg1 s Q).

Si celle-ci est dérivable en «;, on note df;/0x;(«) le nombre dérivé. On dit que
0fi/0x; est une dérivée partielles de f



1.12 Proposition

Si f'(«) existe, alors les 0f;/0x;(«) aussi et f'(a) = [0f;/0x;()].

Si toutes les dérivées partielles existent et sont continues en «, alors f est
différentiable en a.

Enfin, f est C! ssi toutes les dérivées partielles existent et sont continues.

1.13 Remarque

En terme de matrices, la formule de dérivation d’une application composée
s’écrit
[0(g © f)i/Oxr(a)] = [0gs /O (f ())][0f; ) Oxr ().

Notations : On se donne f: U C R™ — R" et x : R™ — R™. On note
z; (resp. u;) les coordonnées dans R™ (resp. R™). On écrit df;/duy au lieu
de O(f ox);/Ouk, (u1,...,un ) au lieu de o et (x1,...,2,y) au lieu de f(«). La
formule devient alors

[Ofi/0ug(u, ..., um )] = [0fi/0;(z1,...,xm)][0x;/0ur(u1, ...  um )]

On rappelle que si z = (z;);en € RN, alors ||z]|, := (Yoo, |J]Z|p)% ceRUx
pour p > 1 et ||z||oc := supi2,|z;| € R U oco. Enfin, pour p € [1,00[, on pose
I,(R) := {z € RN, ||z||, < oo}. Bien siir, si p < ¢, on a ||z||; < ||z]|, et donc
I,(R) C I,(R).

Exercice 1 Soit f € C1(R) telle que f(0) =0 et
F:L(R) = L(R),z — F(z) = (f(2:))ien.
Montrer que F' est bien définie et partout différentiable et calculer F’.

Tout d’abord, F' est bien définie grace au théoreme de la moyenne qui nous
dit que, comme f est C!, il existe k tel que |f(x;)| < k|z;| (pour i >> 0) car
[lz]l1 < oo et donc z; — 0.

Maintenant, on montre que F est différentiable en a € I;(R) et que F'(a) =
® avec ®(h) = (f'(ai)(hi))ien. Soit € > 0. Comme [’ est uniformément continue
pour |z| < |la|leo + 1, il existe § > 0 tel que si |z, |y| < ||aljec + 1 et 2 —y < 4,
alors |/(z) — f'(y)] < e.

Siheli(R),ona

h;
Flas+ h) — flas) — f(a)(hs) = / ('(ai +1) — f'(ar))dt

et donc, si ||h|| < 6,1, |f(a; + hi) — f(a;) — f/(a;)(hi)] < €|hs], ce qui donne bien
|F(a-+h) — F(a)— ®(h)| < elhl.

Il reste a vérifier que ® est bien définie, linéaire et continue : or on a
[1(f"(ai)(ha))lln < ||(f'(ai)ien]|sc||h]|1 €t la linéarité est claire. Remarquons que
[[(f"(a:)ien]loo < o0 car f’ est continue et a; — 0.

Exercice 2 Montrer que lapplication f := | — ||3 : [1(R) — R est bien définie
et C1, et calculer f'.



On écrit f =1 06 avec §(z) = (z,2) et Y(2,y) = (T,Y) := D o0 Tili-

Comme on a ||{z, y)|| < ||=]l1|ly]l1, on voit que 'application v est bien définie,
et comme elle est bilinéaire (symétrique), qu’elle est continue.

Comme 9§ est évidemment linéaire continue, on voit que ces applications sont
C! et par composition, f est C'. De plus, on a

f(@) = (od)(x) =¢(x,2) 06
et done f/(x)(h) = ¥/ (@ 2) (h, h) = 2z, ) == Y% aih
Dans la suite, on rappelle que si f € C%(a,b]), alors || f], := (fab |f(t)|p)%
pour p > 1 et || flloo := supyepay [£(2)]-

Exercice 3 Soit E [’espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R? qui sont C*
sur]0,1[ et dont les composantes sont continiment dérivables a gauche en 0 et
a droite en 1. On prolonge f' par continuité en 0 et en 1. On munit cet espace
de L norme || i= supo<oer IF(E)] + I1f'(9). Montrer que

T E—R.f H/O det(F(t), f'(£))dt

est C1 et calculer sa différentielle.

On munit F = C°(]0,1]) de la norme || — || et F' x F de la norme sup. On
écrit T := I o det ou avec

u:E— FxF fe(ff)

det: FFx F'— F,(f,g) — det(f,g)
et

I:FHR,fH/lf(t)dt.
0

L’application u est clairement linéaire car ses composantes le sont. Elle est
continue, car si f € E, alors sup(||f|l7, | /'ll7) < ||f]lg- De méme, Papplication
det est bilinéaire continue car || det(f,g)||r < 2sup||f|lrllgllF. Enfin, on sait
que T est linéaire et continue car |[I(f)| < ||f||r. Par composition, on voit que
T est C! et on a

T'(f) = (I o detou) (f) = (I odet) (f. f') o u = odet'(f, f) o u.

Il suit que
1
T'(f)(h) = I[det'(f, f')(h, h")] = / [det(f(2), 1'(£)) + det(h(t), f'(t))]dt.

0

Exercice 4 Soit
¢ :]0, oo[— C’O([O, 1]),a (pa : [0,1] = Rt +— t%).

On munit C°([0,1]) de la norme || — ||l1. Montrer que ¢ est différentiable et
calculer ¢'. Déterminer une constante C' telle que

Va, 3> 0,[¢'(8) = ¢'(B)Il < CIB - al.



On fixe @ > 0 et on montre que ¢'(a)(t) = In(¢t)t* avec la convention que
In(t)t* est nul en ¢ = 0. Pour cela, on va calculer
h2
(a+1)2(a+h+1)

1
/ [toth > — hn(t)tY|dt =
0

On vérifie d’abord que t**" — ¢t® — hIn(t)t* > 0. Comme t* > 0, il suffit de
considérer t* — 1 — hIn(t). Un changement de variable = = hIn(t) nous rameéne
a e” — 1 — x qui est toujours > 0 (étudier la fonction).

Ensuite, on integre par partie

1 ta—l—l 1 1 ta+1
/ In(t)t*dt = [In(t) ]3—/ - dt =
0 0

a—+1 ta+1

toz+1 1

T = e

Et comme on a

ta+h+1 ta-l—l

1
toth — ) dt = - b=
/O( ) [oz—l—h—i-l a+1]0

1 1 h
a+h+1 a+1  (a+h+Da+1)

on voit que

h O
(oé+h+1)(oz+1)Jr (a+1)2

1
/ [toth > — hln(t)tY|dt = —
0

h2
(a+1)?(ae+h+1)

comme annoncé.
Par la méme méthode, on montre que ¢” () (t) = In(t)%t*. On calcule ensuite
en intégrant par parties

dt =

1 a+1 1
o @l = [ e~ m? T JE

In(t) t* + 1
a+1 t

a—+1

2 / n(edi= 2 <9
n =
Oé+1 0 (OZ+1)3_

Le théoreme de la moyenne nous donne donc que

le"(B) = ' (@)l < 2|8 - al.

0—

kst

Exercice 5 Montrer que pour k € N, Uapplication L(E) — L(E),u — u
C' et calculer sa différentielle.
Montrer que si E est un espace de Banach, alors Uapplication L(E)* —

L(E),u— u~! est Ct et calculer sa différentielle.



Dans le premier cas, il suffit de remarquer que notre application est la com-
posée de I'application diagonale qui est linéaire continue et de la multiplication
qui est multilinéaire continue. L’application est donc bien C* et sa différentielle
en u est donnée par

v uF o+ 0P 2o+ - o 4okt
Remarque : Si F est complet, L(E)* est ouvert.
Ceci se démontre comme suit : si ||h|| < 1, alors Idg +h € L(E)* avec

(oo}
(Idg+h)~" = (=1)"n"
n=0
Remarquons aussi au passage que
I(Idg +h) 7 < -
1—|[|n]]

Maintenant, par ”translation”, tout élément de L(E)* a un voisinage ouvert

contenu dans L(FE)* : en fait, siu € L(E)* et ||h|| < 1217, alors u+h € L(E)*,

o Tu=TI>
et on vérifie que

-1
TR ol
It )7 < =

Bien siir, cela est faux si £ n’est pas complet : prendre par exemple pour h
la multiplication par €T" dans F := R[T].

On poursuit maintenant I’exercice. On note ¢ notre application et on montre
que @' (u)(h) = —u=thu=t. Si u € L(E)* et ||h|| < |Jul|, alors

(w+h) "t —u 4 uthut = (hu™ ) (u+ )7
et donc
ICu+2)™" = w™ +u™ T < AP e P e+ B) T

A2 [lu”
I (T

Il est clair que ¢’ (u) est linéaire et cette application est continue car ||¢’ (u)(h)| <
[ IE
Enfin, il faut montrer que ¢’ est continue. Or on a ¢’ = ® o f ol

f:L(E)* — L(E) x L(E),u — (v ', u™")
est continue car chaque composante est différentiable, donc continue, et
®: L(E) x L(E) — L(L(E)), (v,w) — (h — vhw)
est bilinéaire, et continue car | ® (v, w)|| < ||v||||w].

Exercice 6 Montrer que det : M,, — R est C! et que det’(u)(h) = tr(u®®h)
ou u est l'adjointe de u. En déduire que si u € GL,(R), alors (det’ u)(h) =
(det u) tr(u=th).



On sait que det est multilinéaire continu et donc C*°. On pose u = [z;;] et

wtd — [x%d]. Comme detu =Y .4 (o) [T, xi;, on obtient bien
Odet /8l‘ij = Z 6(0')51715(1) T i'ia(i) * " Tpo(n) = x?zd
gESn,0(i)=]

Pour montrer que (det’u)(h) = tr(u®?h), il suffit, par linéarité, de montrer
cette égalité pour h = 1,5, et on a bien ddet /dz;; = tr(u?1;) = z4f.

La derniere assertion résulte du fait que u o u®® = det(u)Id et que la trace
est linéaire.

On peut aussi démontrer la formule directement. En effet, la formule don-
nant la différentielle d’une application continue nous donne immédiatement

det’(Id) = tr. On en déduit que

|det u — det(u + h) — (det u)tr(u=th)|

7]
Id — I -1 _ -1
:|detu\|(det d—det(Id+u=th) — tr(u='h))|
17l
| det u| |(det Id — det(Id +u~th) — tr(u=th))|
I | [[u=th]|

qui tend bien vers 0 avec h.

Exercice 7 Sur un espace (vectoriel) euclidien, déterminer en quels points l'ap-
plication ¢ : M — AM? est différentiable et calculer sa différentielle. Méme
question avec l'application f : M — AM.

On sait que Papplication bilinéaire continue (u, v) — (u,v) a pour différentielle
en (u,v), Papplication (h, k) — (u, k) + (h,v). En composant & gauche avec I’ap-
plication diagonale u + (u,u) on trouve I’application u ~ ||u|? qui a donc pour
différentielle en wu, I’application h +— 2(u, h). Finalement, ¢ s’obtient en compo-
sant a gauche avec 'application M — AM qui est affine et dont la différentielle
est I'identité. On trouve donc o' (M)(h) = 2(AM, h).

On peut décomposer I'application M + AM en M +— AM?, suivie de
x +— +/z. Il suit que cette application est différentiable en dehors de A et que
sa différentielle est h — <%, ). Cette application n’est pas différentiable en
A car si on compose avec une application ¢ — A + tu avec ||ul| = 1, on trouve
t — |t| qui n’est pas différentiable en 0.

Exercice 8 La fonction f : R?> — R, (z,y) — mfs}Tyyz, prolongée par 0 a l’ori-
gine, est elle continue, différentiable, C' ?

Toute fonction rationnelle est C! sur son domaine de définition car cette
propriété est stable par composition.
Notre fonction est continue & l'origine. En effet, comme on a toujours a® +
b2 > 2ab, on voit que
3y
4y

$3y
£ < Iyl <le/2).



Soit u : R — R* 2 — (z,2?). On a (f ou)(z) = £ et donc (fou) =
D’autre part, f a des dérivées partielles nulles & lorigine car f(z,0) = f(0,y)
0. Si f était différentiable, on aurait donc f/(0,0) = 0 et alors (f o u)’(0) =
1'(0,0) o u/(0) = 0.

Donc la fonction est continue en 0 mais n’est pas différentiable (bien qu’elle
admette partout des dérivées partielles).

)

N|—=

Exercice 9 La fonction f : R? — R, (z,y) — %, prolongée par 0 a l'ori-
gine, est elle continue, différentiable, C! ?

L, . 3(3p4_q2 2(354 142
( gn (ialcule le)s dérivées partielles 9 f /0x = 7% et 0f /Oy = %
et 0 a lorigine).

Celles-ci sont bien str continues en dehors de l'origine. Elles le sont en fait

partout. En effet on a

3x4y3 y5 3x4y3 y5
of/ox| < < < [3y/4 ="Tlyl/4
01/08] < | a1+ o | < gl el < 80/41+1al = Tlol/
et

3:c5y2 xy4 3$5y2 $y4
| f/ y| |($4+y2)2|+|(5€4+y2)2| = |(2$2y)2|+|(y2)2| —| .’L‘/ |+|‘T| |£I7|/

Notre fonction est donc C?.

Exercice 10 Déterminer la plus grande partie de R? sur laquelle la fonction
f:R? = R, (z,y) — inf(2?,y?) est continue, différentiable, C*.

Il est clair que cette fonction est partout continue. Il est tout aussi clair
qu’elle est C! en dehors des diagonales x = =+y. Aussi, f est différentiable a
Porigine car

inf (22, y?)

< sup(|zl, |y]) — 0 quand z,y — 0.
sup(lz], [y])

Enfin, pour y # 0 fixé, la fonction x + inf(z2, y?) n’est pas différentiable en
x = +y. La fonction n’a donc pas de dérivées partielles en ces points et n’est donc
pas différentiable sur les diagonales en dehors de l'origine. Il reste a remarquer
que la fonction ne peut pas étre C' & l'origine car, cette propriété est une
propriété ouverte.

Exercice 11 Montrer que la fonction

f:R? = R, (x,y) — arctan x + arctan y — arctan( 1x +y
— 1y

)

est C' sur son domaine de définition et calculer f'. En déduire les valeurs de

1.

Bien siir, cette fonction est définie en dehors de I’hyperbole zy = 1 et elle
est C' car cette propriété est stable par composition. Comme arctan’ z = H%’
un rapide calcul nous donne 9f/0x = df/Jy = 0. On en déduit que f' =0 et



donc que f est constante sur chaque composante connexe de son domaine de
définition. On trouve donc que f(z,y) = f(0,0) = 0 entre les branches et que

2
f(z,y) =limioo f(x,2) = limyoo (2 arctan z—arctan HixZ) =+27/2—0==+7
x

sur les cotés.

Exercice 12 Déterminer les fonctions f € C'(Rso x R) telles que

x0f[0x(x,y) +yof /Oy(z,y) = V22 + y2.

On fait le changement de variable z = u et y = uv avec u > 0 et on n’écrit
pas les variables. On a alors

udf/Ou = u(0f /0xdx/Ou+ f /Oydy/Ou) =

udf /0x + uwvdf /0y = xdf /0x + ydf/dy.

Notre équation se rééerit donc udf/0u = uv/1+ v?, ou encore comme u # 0,
Of Jou = v/1+v2, ce qui donne f = uv/1 + 02 + ¢(v) avec ¢ € C1(R). On voit

donc que les solutions sont les f = \/a2 + y2 + ¢(y/x) avec ¢ € C1(R).
Pour étre tout a fait rigoureux, il faut s’assurer que f est bien solution (ou
argumenter du fait que I'on a un C*'-difféomorphisme).

Exercice 13 Déterminer les fonctions f € C1(Rso x R) telles que

x0f/0y(x,y) — yOf/0x(z,y) = kf(z,y).

On fait le changement de variable = rcosf et y = rsinf avec r > 0 et
|0] < 7/2. On a alors

0f /08 = 0f /0xdx/00 + Of |Oydy/00) =

—rsinf0f/0x + rcos00f /0y = —ydf/0x + xdf /Dy.

Notre équation se réécrit donc 0f /00 = kf. On en déduit que f = ¢(r)ek? avec
¢ € C*(R). On voit donc que les solutions sont les f = ¢(x? + y?)ekarctan(y/=)
avec ¢ € C1(R).

Exercice 14 Déterminer les fonctions f € C?(R?) telles que
0 f)0x? — 30%f)0xdy + 20 f |Oy* = 0.
On fait le changement de variable x = au + bv,y = cu + dv. On a donc
D% f Joudv = abd? f /02> + (ad + be)d? f |0xdy + cdd* f | dy>.

on choisit a, b, c,d tels que ab = 1,ad + bc = —3,cd = 2, par exemple a = b =
1,c=—2,d = —1. On s’assure que ad — bc = 1 # 0 pour pouvoir revenir. Notre
équation devient donc 0%f/0udv = 0 qui donne f = p(u) + 1 (v) avec ¢, €
C1(R?). On trouve u = —r—y et v = 2x+y, ce qui donne f = p(z+y)+Y(22+y)
avec ¢, € CH(R?)

Exercice 15 Déterminer les fonctions de r := ||z||2 qui sont harmoniques sur
R™\0.



On rappelle qu'une fonction C? est harmonique si son laplacien est nul; et
que le laplacien de f: U C R™ — Rest A(f) = Y1 0%f/0z2. Sip:= > a2,
on a toujours 9f /0x; = f'(p)0x;/0p = 2x;f'(p), et donc

O f0xF = 2f"(p) + 2z " (p)Oxi/Op = 2 (p) + 427 f" (p).

11 suit que A(f) = 2nf'(p) + 4pf"”(p). On voit donc que f est harmonique ssi
nf'(p)+2pf"(p) = 0, c’est & dire f'(p) = Kp~% ou encore f(p) = ap'~% +bsi
n#2et f(p) = alog(p)+bsin # 2. En terme de r, on trouve f(z) = ar?="+b
sin#2et f(x) =alog(r)+bsin#2.

Exercice 16 Calculer le laplacien de f € C?(C) en fonction de z,z et en
déduire les fonctions de |z| qui sont harmoniques sur C*.

On a bien sir z = z 4+ iy et Z := x — iy. On en déduit facilement que
A(f) = 40 f/920%. En posant p = |2]2, on voit que df/0z = f'(p)z et donc
02f/020z = f7(p)p+ f'(p). On retrouve comme ca f(z) = alog|z| + b.

Exercice 17 Montrer que si f : U C R™ — R est fonction de u(x1,...,2,),
alors A(f) = 7 (w)||v'||3 + f'(uw)A(u). En déduire les fonctions de x2;;y2 qui
sont harmoniques.

On rappelle la formule en une variable f(u) = f'(u)u’ qui donne f(u)” =
) + f(uu” = f"(u)u? + f'(u)u”. On peut appliquer ca aux fonctions
qui donnent les dérivées partielles pour obtenir

0% f)0x? = f"(u)(Ou/dx;)* + f'(u)0?u/0x?

et on fait la somme. .
On prend maintenant n = 3 et u = ”‘Z# On a

2x 2y 2 +y? u+ u?
2 __ 2 2 2 _
vl = (?) + (;) + (=2 3 )" =4 22
et ) )
2 2 4 +y 4+ 6u
Aw) =5+ 5 +6—3—=—53
si bien que
u + u? 4+ 6u

A(f) = 45 )+ S )

On voit donc que f est harmonique ssi 2(u? + u) f”(u) + (3u + 2) f'(u) = 0. On
décompose

22

—3u —2 1 1 1

202 +2u  u 2u+1

et on en déduit que f'(u) = K u\/ﬁ On fait le changement de variable u+1 =

v?, ce qui donne f’(v) = 2K '~ et donc finalement, f(v) = a argthv + b, c’est

a dire f(z,y,2) =a argth\/ﬂ%f +1+b.

Exercice 18 Soit ¢ : R" — R,z +— ||z||?. Calculer ¢’ puis ¢" et enfin A(®P).
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On a déja calculé ¢'(z)(h) = 2(x, h), soit en écriture vectorielle ¢'(z) = 2z
on voit donc que ¢’ est linéaire. Il suit que ¢"(x) = ¢, c’est a dire ¢ (z)(h, k)
¢'(h)(k) = 2(h, k) = 2hIk. En écriture matricielle, on a donc ¢"(x) = 21 et
suit que A(®) = tr(2]) = 2n.

et

il

Exercice 19 Montrer que le systéme

r = gsin(z+y)
y = 14 2arctan(z —y)

admet une unique solution.

On va utiliser le théoreme du point fixe qui dit qu’une application contrac-
tante sur un espace métrique complet posséde un point fixe; et le théoréeme de
la moyenne qui dit qu’une application différentiable est contractante si || f/|| < k
avec k < 1. On pose donc f(z,y) = (3sin(z + y),1 + % arctan(z — y)) et on
calcule

Leos(z4+y) 1cos(z+y)
fllay) =1 * “ 1o :

2 2 -
3TFE—9)? 3 TF@—9)?
On a alors
£, y) (oK) = (5 cos(z + y) (h + ), 2 ———— (h — k),
4 314 (z—y)?

ce qui donne

1 2 11 11
1) (s )l < 10+ ]+ 1 = K] < 5008+ () = 351l R,

soit encore || f'(x,y)|| < 15 pour la norme || — ||;. Attention, le choix de la norme

est important car, par exemple || f/(0,0)(1,=1)|[oc = 3.

2 Théoreme des fonctions implicites, sous-variétés
de R"

2.1 Définition

Soient E et F deux espaces de Banach, U C E un ouvert et f € C1(U, F).

On dit que f est un difféomorphisme (sur son image) si f est une bijection
de U sur un ouvert V. .C F et si f~1 € CY(V, E).

On dit que f est un difféomorphisme local en a € E s’il existe un voisinage
ouvert U’ de « dans U tel que la restriction de f & U’ soit un difféomorphisme.

2.2 Remarque

Pour que f soit un difféomorphisme, il faut et suffit que f soit injective et
que ce soit un difféomorphisme local en chaque point de U.
2.3 Théoréme d’inversion locale

Pour que f soit un difféomorphisme local en a, il faut et suffit que f’(«a) soit

bijectif.
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2.4 Théoreme des fonctions implicites

Soient E, F,G trois espaces de Banach et ® € CF(U xV C E x F,G) tel que
®(a,b) =0 et ®/,(b) est bijectif. Alors, il existe U’ > a, V' D bet ¢ € CF({U', V')
tels que pour (z,y) € U’ x V', on ait ®(x,y) =0 < y = p(x).

2.5 Remarque
Alors, ¢ est unique et p(a) = b. De plus, on a ¢'(a) = D,(b)~* o D} (a).

2.6 Proposition
Soit X une partie de R™ et a € X. Alors, les conditions suivantes sont
équivalentes
1. 1 existe un C'-diffSomorphisme ¥ : U — R"™ tel que ¥(a) = 0 et
UV IRF)=XNU.
2. Tl existe une application C!, f : U — R"* telle que f(a) =0, f'(a) est
surjective et X NU = f~1(0).

2.7 Définition

On dit alors que X est une sous-variété de classe C' et de dimension k au
voisinage de . Si ¢’est le cas pour tout @ € X et si X # (0, on dit que X est une
sous-variété de classe C' et de dimension k. Enfin, on dit courbe (resp. surface,
resp. hypersurface) si k =1 (resp. 2, resp. n — 1).

2.8 Remarque
Soit f € CH(U,R"*) telle que f(z) =0 = f'(z) surjective. Si X := f~1(0)
est non-vide, c’est une sous-variété de classe C* et de dimension k.

2.9 Définition

Un vecteur h € R™ est tangent en o € X a une sous-variété X C R"™ de
classe C1, §'il existe v € C*(I,R") ol I est un voisinage ouvert de 0 dans R
tel que ¥(0) = «, v(I) C X et 4/(0) = h. Leur ensemble est I’espace tangent
To(X).

2.10 Remarque

Soit f € CL(U,RP) tel que f(a) = B et f(U) CY ol Y est une sous-variété
de classe C1. Alors, f/'(a)(To(X)) C Tp(Y).
2.11 Proposition

Avec les notations de la derniére proposition, on a T, (X) = ¥'(a)~}(R*) =

ker f'(a).
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2.12 Définition

L'espace normal & X en a est No(X) := T,(X)*. Deux sous-variétés X
et Y sont orthogonales (resp. perpendiculaires, resp. tangentes) en « si leurs
espaces tangents sont orthogonaux (resp. perpendiculaires, resp. égaux (ou plus
généralement, si l'un est contenu dans 'autre)). Enfin, on dit qu’elles se coupent
transversalement en a si No(X) N Ny (Y) = 0.

2.13 Remarque

Si deux sous-variétés X et Y se coupent transversalement partout, alors X N
Y est une sous-variété et pour tout & € XNY,ona T,(XNY) = To(X)NT,(Y).

Exercice 20 Montrer que Uapplication z — 22 est un difféomorphisme local de
C\O sur lui méme mais n'est pas un difféomorphisme global.

Il est clair que I'application est surjective mais n’est pas injective. De plus,
f est holomorphe et f/(z) = 2z est bijective pour z # 0.
Exercice 21 On rappelle que si z € C, alors cosh(z) = % Déterminer en
quels points, cosh est un difféomorphisme local. Puis, montrer que cosh induit
un difféomorphisme de 'ouvert U des z € C tels que R(z) > 0 et 0 < J(z) < 2w

sur un ouvert V.C C que l'on déterminera.

Il est clair que cosh est holomorphe et que cosh’ = sinh avec sinh(z) =
ez’;_z. De plus, sinh(z) = 0 ssi € = e7*, ou encore ¢?* = 1, c’est a dire
z € iwZ. On voit donc que cosh est un difféomorphisme local pour z & inZ.

Maintenant, ’application z +— e® induit une bijection de U sur l'ouvert
W C C des z € C tels que |z] > 1 et §(z) # 0, la réciproque étant donnée par
re'? — logr 4+ avec r > 1 et 0 < 6 < 27.

On considere ensuite ’équation ZJF;A = a, cest adire z # 0 et 22 —2az+1 =
0. Comme le produit des racines vaut 1, cette équation a au plus une solution
z+z~

2

avec |z| > 1, ce qui montre que 'application f : z — est injective sur W
et cosh est donc bien un difféomorphisme global sur U.

Pour conclure, il reste & déterminer I'image de U par cosh, ou plus simple-
ment l'image de W par f. Comme ’équation 22 — 2az +1 = 0 a toujours au
moins une solution, il suffit de déterminer les valeurs de « pour lesquelles, il y
a une solution z avec |z| = 1 ou bien avec |z| > 1 et Im(z) = 0. Dans le premier
cas, I'autre solution est 27! et @ = R(2). On trouve donc J(a) = 0 et R(a) < 1.
Le second cas correspond clairement a () = 0 et () > 1. On voit donc que

V est Pouvert des z € C tels que S(a) # 0 ou R(a) < —1.
Exercice 22 Pour quelles valeurs de a,b € R, lapplication
f:R?* = R? (2,9) — (r + asiny,y + bsinz)

est elle un difféeomorphisme local en tout point ? Montrer qu’alors c’est un
difféomorphisme de R? sur lui méme.
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On calcule

1 acosy

beos 2 1 =1—abcoszcosy.

det f/(x, y) = ’
On voit donc que f est un difféomorphisme local en tout point ssi ab < 1.
On montre qu’alors f est injective. Effectivement, supposons que f(x1,y1) =
f(x2,y2), c’est a dire

r1+asiny; = x3+asinys

y1 +bsinxy = ys + bsinxs
Remarquons tout d’abord que si xo = x1, alors yo = ;. Supposons donc
que zo # x1 et Yo # y1. On peut écrire sinze — sinzy = (22 — x1) cosz et

sinys —siny; = (y2 — y1) cosy. Comme x5 # 1 et yo # y1, on en déduit que
abcos x cosy = 1, contradiction.

On montre maintenant que f est surjective. Pour cela, on montre qu’elle est
propre. En effet, si elle est propre, elle est fermée. Etant un difféomorphisme,
elle est ouverte. Et on conclut en disant que R? est connexe. Mais il est clair
que si [z +asiny| < M et |[y+bsinz| < M, alors |z| < M +|a| et |y| < M + |b|.

Exercice 23 Montrer que l’application
R D R, (2, 2) o (€2 + €%, — ¥,z —y)

est un difféomorphisme sur son image que l’on déterminera.
Montrer que Uapplication

F:R3 = R3 (z,y,2) —
(eac—y+22 + e—x+y+22’e2w + 62y _ 2)\6x—y762x 4 62y _ 2€y—x)

est un difféomorphisme sur son image pour A > 0 (on pourra écrire F' = G o @
avec G a déterminer).

On calcule d’abord

0 2%  2e*
det =| 2e2* 0 —2e2 | = —4(e2W2) 4 2(52)) < 0.
1 -1 0

On a donc bien un difféfomorphisme local. Pour poursuivre, on considere le
systeme

e +e* = u
62I _ 622 = 0
T—y = w
Celui-ci est équivalent a
e2y _ u+v
- ngezw
22 — ue Y—v
- 1+e2w
r = ytw

On trouve donc une unique solution pour u+v > 0 et ue?* —v > 0. Autrement
dit, on a un difféomorphisme sur I'ouvert de R? défini par ze?* >y > —z.
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On pose G(z,y,2) = (ze* —ye *,x+y— 2 e*,x +y —2e~ 7). Il est clair que
F=Goypetona

e* —e % xef+ye ?
detG'=| 1 1 —2)e*
1 1 +2e~ 7

Comme en général,

— = Q

b ¢
1 d|=(a-0b)(e—d),
1 e

on trouve det G’ = 2(e®* + e *)(e”* + Ae*) > 0. Cela montre que G est un
difféomorphisme local et il faut s’assurer que c¢’est une application injective. On
considere donc le systeme

z

xe® —ye~ = u
TH+y—2Xe* = v
T+y—2e% = w

S’il a une solution, alors nécessairement, —2\e* + 2e~% = v — w, c’est a dire
2Xe?* + (v — w)e* — 2 = 0. Or le polynéme 2\T? + (v — w)T — 2 = 0 a au plus
une racine réelle positive. En effet, soit A = 0 et 1a c’est clair, soit le produit des
racines vaut f% < 0. On en déduit que z, s’il existe, est unique. On considere
alors le systeme de Cramer

re* —ye ™ = U
r+y = w+2e” 7

Son déterminant vaut e* 4+ e~* > 0. Il possede donc une unique solution. Et on
a gagné.

Exercice 24 Montrer que si f € C1(R) et s’il existe k > 0 tel que f' > k,
alors f est un difféomorphisme de R sur lui méme. Montrer que ce résultat est
fauzx avec k = 0.

Il est clair que f est un difféomorphisme local en tout point car f/ ne s’annule
pas. De plus, f étant continue et croissante est injective. Enfin, il reste a prouver
la surjectivité. Pour cela, on montre que f est propre. Si |f(z)| < M, alors il

existe y € R tel que f(z) — £(0) = f'(y)z et donc |f(z) — £(0)] = |f'(y)||z| >
k|z|, ce qui donne |z| < W.

Enfin, la fonction f(z) = e” satisfait f' > 0 mais n’est pas surjective.

Exercice 25 Soient f,g € C1(R). Montrer que si Vz,y € R, f'(x) # ¢'(y),
alors application

F:R* =R (z,y) = (¢ +y, f(z) + 9(y))
est un difféomorphisme sur son image.

Montrer que si, de plus, il existe K,k > 0 tel que f' > k et |g| < K, alors F
est un difféomorphisme de R? sur lui méme.
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On adet F'(z,y) = ¢'(y)— f'(z), ce qui montre que F est un difféomorphisme
local. On montre maintenant que F est injective. Supposons que F(z1,y1) =
F(x3,y2), c’est & dire

{ 1+ Y1 = T2 + Y2
f@) +9(y) = fla2) +9(y2)
Il est clair que si &1 = z9, alors y; = yo. Sinon, on écrit f(z2) — f(z1) =

f(@)(xe — x1) et g(y2) — g(y1) = ¢'(y)(y2 — y1) et on obtient immédiatement
f'(x) = ¢'(y), ce qui contredit notre hypothese.

Il reste a montrer que sous les hypotheses supplémentaires, F' est surjective.
Comme d’habitude, on montre que c’est une application propre. On suppose
donc que |z + y|, |f(z) + g(y)| < M.I suit que |f(z)] < M + K et comme f
est propre (c’est un difféomorphisme de R sur lui méme), il existe N tel que
|z| < N. 1l suit que |y] < N + M et on a gagné.

Exercice 26 Montrer que si E est un espace de Banach, alors 'application
0 : L(E)* — L(E),u u~! est un difféomorphisme de L(E)* sur lui méme.

On sait que cette application est C! et elle est son propre inverse.

Exercice 27 Montrer que si E est un espace de Banach, Uéquation u® — 2u? —
wv +Idg = 0 admet une solution u € L(E)* pour v proche de 0.

On pose p(u) = u? —2u+u~t. Ona p(Idg) = 0 et ¢’ (u)(h) = uh+hu—2h—
uthu=? si bien que ¢'(Idg)(h) = —h, cest a dire ¢'(Idg) = —Idg. 1l résulte
donc du théoreme d’inversion locale que pour v proche de 0, il existe v proche de
Idg, et donc inversible, telle que p(u) = v, c’est & dire u® — 2u? —uv+Idg = 0.

Exercice 28 Montrer que pour tout t € R avec |t| < %, léquation sin(tz) +
cos(tx) = x a une unique solution x = p(t). Montrer que ¢ est C* et en donner
un d.l. a l’ordre 2 en 0.

On fixe t et on consideére la fonction u : R — R, 2 — sin(tx) + cos(tz). On a
o' (z) = t(cos(tx) —sin(tz)). On rappelle que (cosa—sina)? = 1+cos(a+0b) < 2.
On a donc |u/(¢)] < 2Jt] < 1. Il suit que u est contractante et a donc un point
fixe x = @(t).

Il résulte du théoreme des fonctions implicites que ¢ est C'°°. En fait, on
applique ce théoreme & application ® : (t,z) — x—sin(tx)—cos(tx) en (to, xo =
©(tp)). On a alors l'existence d’une fonction C*° au voisinage de to qui est
caractérisée par la méme propriété que .

En pratique, on écrit © = ¢. On considere I’égalité sin(tz) + cos(tx) = x. En
faisant ¢ = 0, on trouve 1 = z(0). En dérivant, on trouve (z + tz’)(cos(tz) —
sin(tz)) = 2/, et en faisant & nouveau t = 0, on obtient 1 = z’(0). On dérive &
nouveau pour obtenir

(22" + ta")(cos(tx) — sin(tz)) — (x + ta')?(sin(tz) 4 cos(tz)) = ="

et en faisant ¢ = 0, on obtient 1 = z”(0). On trouve donc comme d.l. en 0 pour
w14t
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Exercice 29 Montrer que léquation 23 + 2z + ey’ = cos(x —y+ z) définit
implicitement z comme fonction C* de x et y au voisinage de 0 qui s’annule
en 0. Calculer les dérivées partielles de z a l'ordre 2 en 0.

On pose f(z,y,2) = 2% 4+ 2z + "% — cos(z — y + z). On s’assure que
£(0,0,0) = 0 et on calcule df /dz & lorigine. On a f(0,0, z) = 23 +22+¢e* —cos z
et donc 9f/02(0,0,2) = 322 + 2+ €* +sin 2, si bien que df/92(0,0,0) = 3 # 0.

Maintenant, on dérive notre équation par rapport a . On obtient

32202 /0x + 2020z + (0z/0x — 1)62_;”_92 = —(14 0z/0x)sin(x —y + z)

puis on fait = y = z = 0, ce qui donne 9z/9z(0,0) = 1. On fait la méme
chose par rapport a y, ce qui donne

322020y + 202 /0y + (02/dy — 2y)eZ*I*y2 =—(—1+0z/0y)sin(z —y + 2)
et donc 9z/9y(0,0) = 0. On poursuit aux ordres supérieurs. On obtient
62(02/0x)? + 32202 /02° + 20%2/0x® + (0%2/0x* + (02/0x — 1)2)e'z’7c’y2

= —0%2/02°sin(x — y + 2) — (1 4+ 02/0x)? cos(x — y + 2)
et donc 822/0x%(0,0) = —22, puis

62(0z/0y)? + 32°0%2/0y* + 20%2/0y* + (0%2/0y* — 2 + (02 /Dy — 2y)2)627x7y2

= —0%2/0y*sin(z — y + 2) + (=1 + 0z/0y)? cos(x — y + 2)
si bien que 022/9y?(0,0) = 5 et finalement,

62(02/0x)(02/dy) + 32%0%2/0x0y + 20% 2/ 0xdy+

(0%2/020y + (02/0y — 2y)(0z/dx — 1))e* =V’
= —0%2/0x0ysin(z —y + 2) — (=1 + 02/0y)(1 + 0z/0x) cos(x — y + 2)
qui donne 9%z/0x0y(0,0) = &.

Exercice 30 Déterminer deux fonctions C*™ y; et ys de x au voisinage de 0
telle que o + xy + y?e®™Y = 0 (on pourra poser y = xz). Calculer des d.l.
lordre 2 dans chacun des cas.

Posons f(z,y) = 2% + 2y + y*e**¥. On cherche donc des solutions y de
f(z,y) = 0 au voisinage de z = 0. On va faire un éclatement de ’origine, c’est &
dire poser y = xz, ce qui donne f(z,z2) = 2®+x22+ 2222?12 = 22g(z,2) = 0
avec g(z, 2) = z+2+22e*112) On va donc chercher des solutions z de g(z, z) = 0
au voisinage de z = 0. Il suffira alors de prendre y = xz. De plus, comme
y =z+4zz et vy’ =22 + 22”7, on voit que 'on aura y(0) = 0,3'(0) = z(0) et
y"'(0) = 22'(0).

On a g(0,z) =0ssi z =0ouz = —1. On calcule ensuite 9g/9z(0,z) = 1+2z
et on voit donc que dg/9z(0,0) = 1 et dg/02(0,—1) = —1. Dans les deux cas, on
peut appliquer le théoreme des fonctions implicites qui nous donne ’existence
de deux fonctions z; et zo de x satisfaisant g(x,z) = 0 au voisinage de z = 0
avec 21(0) = 0 ou 22(0) = —1. En dérivant I’équation g(z, z) = 0 par rapport a
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x, on trouve 1+ 2+ (222’ 4+ 22(1+ z +22')e*1+2) = 0. On fait ensuite x = 0, ce
qui donne 1+ 2’ +222’' 4+ 22(1+ 2) = 0. On trouve donc 2} (0) = —1 et 25(0) = 1.
On a donc bien trouvé deux fonctions C™ y; = x2;1 et yo = z29 qui satisfont
notre équation au voisinage de x = 0. De plus, on a y1(0) = y2(0) = 0,47(0) =
0,95(0) = —1,47(0) = —2,9y5(0) = 2. On a donc les d.1. & I'ordre 2, y = —2? et
Yy=—+ z2.
Exercice 31 Déterminer une solution y de l’équation x = y + ﬁ en T pour
z,y > 0 proches de 0, de la forme y(z) = z(14+u(:L>)) avec u C* au voisinage
de 0 et u(0) = 0. Calculer u'(0) et u”(0).

On pose y = z(1 + u). L’équation devient ulnz + uln(l +u) + 14+ u = 0.
Puis on pose v = - et 'équation devient u + uvIn(l 4+ u) + v+ uv = 0. On
dérive le premier membre par rapport a u et on fait u = v = 0. On trouve 1 et,
comme ’équation est trivialement satisfaite pour © = v = 0, on peut appliquer
le théoreme des fonctions implicites : il existe une solution u de I’équation au
voisinage de v = 0 telle que u(0) = 0. La premiere partie de I'exercice est donc
résolue.

On a
, , uor/ ,
u + (w'v+u)n(l 4+ u) + +1+vv+u=0
1+u
et on trouve donc u = v = 0, on trouve w/'(0) = —1. On a

(2u'v + 2u)u’  wo(u’(1 +u) — u'?)

12 1 2 /1 1
w4+ (u"v+2u" ) In(1+u)+ T e

+u"v+2u =0,

ce qui donne u”(0) = 2.

Exercice 32 Démontrer que la “courbe” définie par les équations x> +y>+22 =
14 et 3 4 y2 + 22 = 36 est une variété de classe C'. Préciser la tangente en
chaque point.

On peut remarquer que (1,2,3) est sur la courbe qui est donc non-vide.
On peut aussi ne pas le remarquer. Dans ce cas, on peut proceder autrement.
On considere la droite D d’équations y = —x,z = 363. Celle-ci est contenue
dans la surface d’équation z3 + y2 + 23 = 36. De plus, elle rencontre la sphere
22+ 9% + 22 =14 : en effet, on a 363 < 14..

On pose ensuite f(z,y,2) = (22 +y?+22—14, 2% +y> + 23— 36) et on calcule

o= 2¢ 2y 2z
T 322 3y? 322
Avant de poursuivre, on rappelle que si ¢ : R?® — R? a pour matrice { :}L } ,

alors ¢ est surjective ssi uAv # 0. Dans ce cas, alors u Av est une base de ker ¢.
Il suffit donc maintenant de montrer que le systeme

2+t 422 = 14
P+t = 36
6ry(y —x) = 0
6zxz(z—xz) = 0
6yz(z—y) = 0
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n’a pas de solution. Supposons d’abord que 2 des variables sont nulles, disons
z =y = 0. On doit alors avoir 22 = 14 et 23 = 36 or 362 # 143. Supposons
maintenant que les 3 variables sont non-nulles, on a alors * = y = z et les
deux premieres équations deviennent 3z2 = 14 et 323 = 36. Or 14332 #£ 36233.
Finalement, il reste le cas ou 2 des variables, disons x,y # 0 sont non nulles et
z =0. On a alors, y = x et les deux premieres équations deviennent 222 = 14
et 223 = 36 et on a 14322 # 36223,

On sait maintenant que 'espace tangent en un point (a,b,c) a pour base

(be(e — b), —ac(c — a),ab(b — a)).

Exercice 33 Soient a, b, c non tous < 0. Montrer que les “surfaces” d’équations
ax® +by? +cz2 =1 et xyz = 1 sont des sous-variétés de classes C'. En quels
points sont elles perpendiculaires, tangentes, transversales ¢

On vérifie aisément que ces surfaces sont bien des sous-variétés de classes
C' avec espaces normaux en (z,y, z) engendrés par (az,by,cz) et (yz,xz,xy)
respectivement. On a alors

((az, by, cz), (yz,xz,2y)) = a+ b+,

ce qui montre que nos surfaces sont perpendiculaires en tout point si a+b+c = 0,
et nulle part sinon.
Elles sont tangentes si les vecteurs normaux sont colinéaires, c’est a dire

ax? +by? +cz? =
Yz =
2(az® —by?) =
y(az? — c2?)
x(by? — cz?)

SO O ==

2 = 1 On trouve donc les

ce qui est équivalent a zyz = 1 et ar? = by2 = cz B
conditions a,b,c > 0 et 27abc = 1 auquel cas les surfaces sont donc tangentes

en les 4 points de coordonnées
(3Vbe, 3v/ac, 3V ab), (—3Vbe, —3v/ac, 3V ab),
(—=3Vbe, 3v/ac, —3Vab), (3vbe, —3+/ac, —3V ab).

Sinon, elles se coupent transversalement.

Exercice 34 On note A, B, C les extrémités de la base canonique de R? et pour
A €R, on pose Sy := {M € R}, MA2+ M B?+ MC? = \}. Pour quelles valeurs
de X\ est-ce une surface de classe C* ? Montrer qu’alors, c’est une sphére dont
on déterminera le centre et le rayon. Pour quelles valeurs de X, les sphéres S
et S d’équation x? +y2 + 22 = 1 sont elles tangentes ? En déduire la nature de
Uintersection de Sy et S en fonction de .

On note G := £(A+ B + C). On a alors GA? = GB? = GC? = 2. D’autre
part, MA2 = MG2?+GA2 + (MG, GA). Comme GA+GB+GC = 0, il suit que
MA? + MB? + MC? = 3MG? + 2. On voit donc que Sy = {M € R}, MG? =
%} est une surface de classe C' ssi A > 2 et qu’alors, c’est une sphere de

centre G et de rayon %
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Les spheres Sy et S sont tangentes en un point M ssi les vecteurs normaux
GM et OM ol O est l'origine de R?, sont colinéaires. Cela signifie que les
points sont alignés ou encore que M = (a, a,a). On doit alors avoir 3a% = 1 et
3(a — %)2 = % Ca correspond & A = 6 + 2v/3. Dans ces deux cas, les spheres
se coupent en point. On en déduit que si si 6 — 2v/3 < A < 6 + 2v/3, les spheres

se coupent en un cercle. Et qu’elles ne se rencontrent pas sinon.

Exercice 35 Etude des tangentes a une courbe C d’équation f(x,y) =0 en un
point P. Si f'(P) # 0, on a une unique tangente dirigée par un vecteur normal
a f'(P). Sinon, on translate P a Uorigine et on éclate, c’est a dire, on pose
y = xz (ou le contraire) et on obtient f(z,xz) = z¥g(z, 2). On considére alors
la courbe C' d’équation g(x,z) = 0 et Uapplication p : C' — C, (z,z) — (x,22).
Soit Q tel que p(Q) = P. Si ¢'(Q) # 0, on a une tangente dirigée par u en Q et
donc une tangente dirigée par p'(Q)(u) en P. Sinon, on translate et on éclate
a nouveau.
Application f(x,y) = 2% —y?> + 2* + 23y +y° et P = (0,0).

Onadf/0x = 2z+4x3+3x%y et Of /Oy = —2y-+a3+5y? si bien que £/(0,0) =
0. On calcule donc f(x,z2) = 22 — 2222 + 2* + 2%z + 2°2° = 2%g(x, 2) avec
g(x,2) = 1—22+2%(1+2)+232° et on considere la courbe d’équation g(z, z) = ()
Pour z = 0, on trouve z = £1. D’autre part, on a dg/dx = 2x(1 + 2) + 3222
et 0g/0z = —2z + 22 + 523z%. On voit donc que la courbe est de classe 01
aux points (0,+1) avec, dans les deux cas, vecteur normal (0, 1) et donc vecteur
tangent (1,0). On considére maintenant ’application p : (z, 2) — (z,22). On a

. [1 0 , 1 0
p(x,z)—{z x} etdoncp(az:,z)—{:l:1 0}

On voit donc que p’(0,£1)(1,0) = (1,£1). On a donc deux tangentes & l'origine
dirigées par ces vecteurs.

Exercice 36 Montrer que SL,(R) est une hypersurface de classe C* de M, (R)
et déterminer U'hyperplan tangent en Id.

On a det’(u)(u) = n # 0, ce qui montre que SL,(R) est une sous-variété
de classe C'. Et l'espace tangent en Id est ’hyperplan diagonal d’équation
S @i =0, cest a dire {M € M, (R),tr M = 0}.

Exercice 37 Montrer que O(n) est une sous-variété de classe C* de M, (R)
dont on déterminera la dimension et l’espace tangent en Id.

On rappelle que la transposition est une symétrie sur M, (R). Il lui est associé
une décomposition en somme directe

M, (R) = Sym,(R) ® Anti,(R)

Symn(R) = {u € M,,(R),"u = u}

et
Anti,(R) = {u € M,(R),"u = —u}
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ainsi que des projections

t
p: M,(R) — Sym,(R),h — hth
et
) h—"h
q: M,(R) — Anti,(R),h — .
Enfin, on a
2
dim Sym,(R) = 1 ;—n
et
n?—n
dim Anti,(R) = 5

On regarde maintenant 1’application
®: M, (R) — Sym,(R),u +— u'u — Id.
Par définition,
O(n) = {u € M,(R),®(u) = 0}.

D’autre part, on a
®'(u)(h) = h'u +u'h = h'u + ' (h'u).

On voit donc que ®(u) est la composée de la multiplication & droite par ‘u sur
M, (R) et de I'application 2p qui est bien str surjective. De plus, si u € O(n),
alors *u est inversible. On voit donc que ®'(u) est surjective. Il suit que O(n)
est bien une sous-variété de classe C'. L’hyperplan tangent en l'identité est
ker p = Anti, (R) des matrices anti-symétriques. On a donc

Tl2—'fl

2

dim O(n) = dim Anti,(R) =

3 Formule de Taylor

3.1 Définition

On dit que f: U C E — F est k fois différentiable en « si f est k — 1 fois
différentiable au voisinage de a et f(*~1) est différentiable en . On note alors

F® (@) = fED (a).

3.2 Remarque

On utilise souvent Iisomorphisme L(E, L(E, F)) ~ Bil(E x E, F) pour voir
/7 () comme une application bilinéaire continue.

3.3 Théoréme de Schwartz

Si f”(«) existe, c’est une application bilinéaire symétrique.
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3.4 Remarque

Comme corollaire, on a le théoreme de Schwartz classique qui dit que si
f:UCR"™ > Retsid?f/0r;0x; et 9% f/0x;0x; existent et sont continues en
a, alors

0% f)0z;0z (o) = 0 f |0x;0x().

3.5 Définition

Soit f : U € R™ — R une fonction k fois dérivable en a. On définit la
puissance symbolique

Z Af /0zi(a)hy)®)

- ¥ | ”.)(@kf/ax?---ax;nxam;l---h:;r
S

puis le polynome de Taylor

TEf( Z Z 0f /0xi(a)h;)V)
et le reste de Taylor RE f(h) := f(a +h) — TFf(h)

3.6 Théoréeme (Formule de Taylor)

On a toujours
[Raf(R)]
17|

Si f est k4 1 fois différentiable sur U et si

— 0 quand h — 0.

|<§n: 0f /0w (x)hi)FHY| < C
=1

sur U, alors

REF() < &

ey

Enfin, si f est C**1, alors

ka(h)—/l (- Zaf/ax (a+ th)hy) D at.
« - o K3

3.7 Rappel

On dit qu’'une fonction f : U — R admet un mazimum absolu en « si
Ve e U, f(z) < f(a). On dit que f admet un mazimum (local) en « si f admet
un maximum absolu sur un voisinage de «.

On précise strict si 'inégalité est stricte (pour z # «) et on dit minimum si
on renverse les inégalité. Enfin, on dit extremum pour minimum ou maximum.
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3.8 Proposition

Si f est différentiable en o et admet un extremum en «, alors f/(«) = 0.

3.9 Rappel

Une forme quadratique H : R™ — R est positive (resp. définie positive) et
on écrit H > 0 (resp. H > 0)) si ses valeurs propres sont > 0 (resp. > 0). C’est
équivalent a dire que Vu, |H(u)| > 0 (resp. 3C > 0,Vu,|H(u)| > C|ul?). La
notion de forme négative est obtenue en renversant les inégalités.

3.10 Proposition

Soit f une fonction 2 fois différentiable en «. Si f admet un minimum en «,
alors /(o) =0 et f”(a) > 0. Réciproquement, si f/'(a) =0 et f”(«) > 0, alors
f admet un minimum strict en «.

3.11 Proposition

Soit X C U C R™ une sous-variété de classe C! et ¢ € C1(U,R). Si 9x
admet un extremum en «, alors ¢’(a) € N, (X).

3.12 Définition

Si X := f~1(0) avec f € C1(U,R"%) telle que f’(z) surjective pour z € X,
on dit que les extrema de g x sont les extrema de g liés par les conditions
fila) = 0. Si ¢g'(a) = > Nifl(a), on dit que les A; sont les multiplicateurs de
Lagrange.

Exercice 38 Déterminer les extrema de f : (z,y) — (22+y2)e® Y et préciser
leur nature.

On calcule 8 f/0z(x,y) = 2x(1+22+y2)e® ¥ et on voit que Of /dx(z,y) =
Ossiz=0.0na f(0,y) = y2e*y2 et donc 0f/dy(0,y) = 2y(1 — y?)e’y2 et on
voit que Of/0y(0,y) = 0 ssi 2y(1 — y?) = 0, cest & dire y = 0, £1.

On calcule maintenant

02 )02 (z,y) = 2[1 + 2% + y° + 22° + 22°(1 + 2° + y?)]e* ¥,

ce qui donne 92f/022(0,y) = 2[1 + y2e~¥". Comme df/dz(0,y) = 0, on a
02 f /020y(0,y) = 0. Enfin,

0% f/0y*(0,y) = [2(1 — %) — 4y® — 4>(1 — y?)]e ¥ = 2(1 — 5y® + 2y")e V.

: :|
_4 |»
e

ce qui montre que 'on a un unique minimum a l'origine. C’est bien sir un
minimum absolu strict.

On trouve donc

£(0,0) = [ (2) (2) ] et f(0,£1) = {

Ok
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Exercice 39 Déterminer les evtrema de f : (w,y) — 2* + y* — 2(x — y)? et
préciser leur nature.

On calcule 9f/0z(z,y) = 42° — 4(x — y) et Of/0x(z,y) = 49> + 4(z —
y). On voit donc que f'(x,y) = 0 ssi 42® — 4(zx —y) = 4> + 4(xz —y) =
0, c’est & dire y = —x et z(2?2 —2) = 0. On trouve donc les trois points
(Ov 0)7 (\/i _\@)7 (_\/i \/5)

On calcule 9% f /022 (x,y) = 1222 —4, 02 f /0xdy(z,y) = 4 et O*f/Oy*(z,y) =
12y — 4, ce qui donne

roo=| 3 4 erviova-reveva-| 4]

Dans le second cas, on a det > 0 et tr > 0, ce qui montre que les valeurs
propres sont > 0 et on a un minimum strict.

A Torigine, on a det = 0 et on ne peut donc pas conclure immédiatement.
On trouve les valeurs propres 0, —8 puis les sous espaces propres d’équations
y=zety=—x.Ona f(z,r) =2* +y* > 0et f(x,—z) = 22* — 82% < 0 pour
|z| < 2. On voit donc qu’il n’y a pas d’extremum & lorigine.

Enfin, il est clair que les minima obtenus sont des minima absolus.

Exercice 40 Déterminer les extrema de f : (z,y) +— sinz + siny + cos(x + y)
et préciser leur nature.

On travaille modulo 2. On calcule 9f/0x = cosz — sin(z + y) et Of /0y =
cos y—sin(z—+y) et on voit donc que f/ = 0 ssi cos z—sin(x+y) = cos y—sin(z+y).

On voit donc que, soit y = x et alors cosx = sin(2z) ou bien y = —z et alors
cosz = 0. Comme sin2z = 2sinzcosz, on trouve y = = = 7/6,57/6 ou
ly| = |z| = /2. Maintenant, on a
p —sinz — cos(z + y) —cos(z +y)
fa,y) = _ iy — -
cos(z + y) siny — cos(z + y)

On étudie donc les différents cas.
-1 —1/2
F(w/6,7/6) = f'(57/6,57/6) = 2.
-1/2 -1
déterminant positif et trace négative. Maxima stricts en ces points.
0 1

f(m/2,m/2) = { 10 } :
déterminant négatif. Pas d’extremum.

, 12 1]

penp-a = 1 |

déterminant et traces positifs. Un minimum strict.

Fn)2, -7 /2) = [ o ] ot

reenpam=| Y T

déterminant négatif. Pas d’extremum.
Tous ces extrema sont absolus.
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Exercice 41 Montrer que lapplication ¢ : M — Y 1, A; M? posséde un mini-
mum absolu que ’on déterminera.

Comme ¢ — oo quand M — o0, ¢ possede un minimum absolu. Cette
assertion mérite une petite explication. Dire que ¢(M) — +o0o quand M — oo
signifie que Ve € R,3K compact ,M ¢ K = @(M) > c. On fixe alors 2
quelconque et on prend ¢ > ¢(€2). On a donc en particulier Q € K. Comme ¢
est continue sur K compact, elle admet un minimum absolu en un point P sur
K. Etsi M ¢ K, alors p(P) < ¢(2) < ¢ < ¢(M). On voit donc que ¢ a un
minimum absolu en P.

On a donc ¢/'(P) = 0 et comme ¢'(M)(h) = 23", A;M h), on trouve
S A;P =0 et P est le centre de gravité du polygone {Ay,..., A, }.

Exercice 42 Déterminer le minimum absolu de f(M) = AM + BM + CM
lorsque le triangle {A, B,C} n’a que des angles aigus.

On sait que que f est différentiable en dehors des sommets du triangle et
que f'(M)(h) = (455 + B2 + EM h). Si f a un minimum local en un point M
distinct des sommets, il doit donc satisfaire % + % + g—% =0.

Si u, v, w, de norme 1, satisfont v + v + w = 0, on a nécessairement (u,v) =
(u,w) = (v,w) = —%. On a donc AMB = AMC = BMC = +2% (c’est le point
de Toriccelli du triangle).

Maintenant, comme f est continue et — oo quand M — oo, ¢ possede un
minimum absolu. Si celui-ci n’est pas un des sommets, c’est un minimum local
et c’est donc le point de Toriceelli. Or, si H €]A, BJ est le pied de la hauteur
(issue de C), on a f(H) = AB+ HC < AB + AC = f(A) car 'angle en A est
aigu. Et de méme pour les autres sommets.

Exercice 43 Soit B une boule fermée de R™ et f € C°(B) harmonique dans

E. Montrer que f atteint son mazimum sur OB (on pourra considérer g(x) =
f(x) +¢€||z||? et passer a la limite).

Pour € > 0, on pose g(x) = f(x) + €||z||?. On a ¢'(x) = f/(x) + 2ex et donc
g"(x) = f"(x) + 2eI. Comme par hypothese, A(f) = 0, on a trg” := A(g) =
2en > 0. Il suit que g a au moins une valeur propre > 0 et n’a donc pas de
maximum sur é On sait que g admet un maximum sur B, disons en zy. On
a nécessairement zog € B et la restriction de g a 9B, qui ne dépend pas de ¢,
admet un maximum en xg. En conclusion, il existe xo € 0B, tel que pour tout
e>0etxe B, f(z)+elz]|? < f(zo) + €]|o]|*>. On passe a la limite sur ¢, ce
qui donne f(z) < f(xo).

Exercice 44 Determiner parmi tous les parallélépipédes rectangles de volume
fizé (resp. surface fixée) celui qui a la plus petite surface (resp. le plus grand
volume).

1l s’agit donc de minimiser S = 2(zy + zz + yz) a V = zyz fixé et de
maximiser V & S fixé avec z,y,z > 0. On a §' = 2(y + z,2 + 2,2 + y) et
V' = (yz,zz,xy). Dans les 2 cas, les vecteurs seront liés et on aura donc

vz(y+2) = yz(z+2)
ry(y+2) = yz(z+y) ,
zy(r+z) = zz(z+y)
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ce que l'on peut réécrire

(x—y)z* = 0
(z—2)y> = 0
(y—2)22 = 0

Comme nos variables ne sont pas nulles, on trouve x = y = z. On voit donc que
la seule solution possible a 'un et ’autre probleme est le carré.

Comme toute fonction continue sur un compact admet un maximum et un
minimum, il suffit pour conclure de montrer que si 'un des cotés — oo, alors,
aVfixtonalS — ocoet,a s fixé onaV — 0. Bien str, il faut aussi remarquer
que si I'un des cotés est nul, alors V' = 0, si bien que le probleme ne se pose plus
dans le premier cas et est trivial dans le second.

Pour conclure, il suffit de alors de remarquer que

S% = d(xy + (z+1y)2)? > 4(x +y)?2* > 8ay2? =8V 2.

Si on fixe V', on voit donc que S — oo quand z — oo et si on fixe .S, on voit que
V — 0 quand z — oo.

Exercice 45 Déterminer les extrema de la fonction f(x) =Y, x; Inz; sur Uhy-
perplan diagonal ), x; = a avec a > 0.

On calcule les différentielles (1+Inxy,...,1+Inz,) et (1,...,1). Un extrema

doit donc satisfaire 1 +Inxy = - =1+1Inz,, cest adire v; =--- =z, = .
On peut utiliser la formule de Taylor pour f en (£,..., %) sur notre hyper-
plan. Tout d’abord, on a
,,a a a
—ee, =) =1 +In—)(1,...,1
FEL S = em )
et donc, si ), x; =0,
a a a
f/(ﬁa""ﬁ)(xlw"axn) = (1+1nﬁ)zxz =0.
1
On voit ensuite que f” est la matrice diagonale (ﬁ, ey %) et il suit que

f7(&,...,2) = 21 si bien que

' n a
a a n
Fs )@ ) = gfo.
7

n

la formule de Taylor sur notre hyperplan s’écrit donc

a a a ay_ " 24 ...
Pt =) = (- )—2a;xz+ .

n n

qui est positive lorsqu’on s’approche de (%, e %) 11 suit que ’on a un minimum
strict.

Pour montrer que c¢’est un minimum absolu, on peut procéder par récurrence
sur n. Comme f — oo quand l'une des variables — co. Il reste a considérer ce
qui se passe sur les bords. On prolonge f par continuité et on annule une des
variables, disons x,,. Par récurrence, sur ce bord, f admet un minimum absolu
en (-2 2_0). Et il est clair que

n—1>"""1p—1>

f( a4 ¢ ,0)=aln a4 zalng:f(g,...,g).
n n

n—1 n— n

ge ey

n—1
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Exercice 46 Soient aq,...,a, > 0 avec ZZ a; = 1. Quel est le mazimum de
flx) =11, 2" sur le compact K défini par ), oz, = 1,2; > 02 En déduire

que [[, 27" <>, cix; pour x1,...,z, > 0.
On calcule les différentielles ($*, ..., 2=) f(z) et (a1,..., an). Siles vecteurs
sont liés, on a 1 = -+ = x,, et donc f(z) = 1. Comme f s’annule sur le bord,

on a bien un maximum absolu.
En général, on pose A = Y, a;x; si bien que 2 € K. Et on a f($z) < 1. 11
reste a calculer

G =& = L2 - 19,

On a donc [[, 27" = f(z) < A=), a;.

4 Systemes différentiels, champs de vecteurs

4.1 Définition

Soit U ¢ R™! un ouvert et X : U — R™ une application. Résoudre le
systéme différentiel ' = X (t,x) avec condition initiale x(tg) = xo consiste a
trouver toutes les fonctions différentiables = : I — R™, ou [ est un intervalle
ouvert de R, satisfaisant 2’ = X (¢, ) et z(to) = xo.

4.2 Définition

On dit que X est k-lipschitzienne en x si

Y(t,x1), (t,x2) € U, || X (¢, 22) — X (¢, 21)]| < kllze — z1]|.

4.3 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Si X est continue et localement lipschitzienne en x le systeme différentiel
avec condition initiale admet une solution sur un intervalle I. Et celle-ci est
unique. En particulier, il existe une unique solution maximale.

4.4 Proposition (majorations a priori)

Supposons X est continue et localement lipschitzienne en z. Si toute solution
x sur J relativement compact dans I a son graphe relativement compact dans
U, alors il existe une solution sur 1.

4.5 Lemme de Gronwall

Soit f : [a,b] — R™ continue. Supposons que pour tout ¢ € [a, b], on ait

IF@OIF < C+/ [ () [[10(w)|du

avec C' > 0 et 6 : [a,b] — R continue. Alors,

If(2)]| < Cela 10w)ldu
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4.6 Corollaire

Soit I un intervalle ouvert et f € C1(I,R"). Supposons que || f'|| < A| f||+B
avec A > 0,B > 0. Alors pour tous ty,t € I, on a

IF @I < I1f(to) e ol + %(e““t‘to‘ —1).

4.7 Définition

Une intégrale premiére d’un systéme différentiel 2’ = X (¢, x) est une fonction
@ € CHU,R) constante sur le graphe de toute solution (si  : I — R™ est
solution alors o(t,z(t)) = ¢ pour tout t € I).

4.8 Proposition

Une fonction ¢ € C*(U, R) est une intégrale premiére du systeme ssi

Op/Ot + Z(@gp/@xi)Xi =0.

i=1

4.9 Définition

Un champ de vecteurs sur U C R™ est une application X : U — R". Une
courbe intégrale de X est une solution de 2’ = X (x). Une intégrale premiére de
X est une fonction ¢ : U — R™ qui est une intégrale premiere du systeme. Le
champ est complet si toutes les courbes intégrales maximales sont définies sur
R.

4.10 Remarque
Une fonction ¢ € C1(U, R) est une intégrale premiere du champ ssi (X, ¢’) =

Exercice 47 Quelles sont les solutions maximales de y' = e*TY.

Notre équation est équivalente & —y’e™¥ = —e®, ce qui donne e™¥ = ¢ — e*
et donc y = In c—lez avec ¢ > €”. On a nécessairement ¢ > 0 et on peut poser

c = ef. On voit donc que les solutions maximales sont les

1
Yy neK,stur] 00, K|

Exercice 48 Quelles sont les solutions mazimales de 4xy'? = y*> — 1.

Soit y une solution sur I. On remarque tout de suite que y est solution ssi
—y Dest, que y = 1 est solution et que y ne peut pas s’annuler sur un intervalle.

Siy > 1sur I, on pose z = cosh_l(y). On a donc y = cosh z, ce qui donne
y' = (sinh 2)z’ puis

y'? = sinh?(2)2"? = (cosh?(z) — 1)2"2 = (y% — 1)
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Il suit que y? — 1 = 4ay’? = 42(y? — 1)2’? et donc 1 = 422’2, On voit donc que
I C Ryg et que 2/ = iﬁ si bien que z = +(y/z — ¢) et comme on doit avoir
z >0, on a donc z = |/z — ¢| et finalement, y = cosh |\/z — ¢|.

Si —1 <y < 1sur I, on pose 2 = cos”!(y). On a donc y = cosz, ce qui
donne y’' = (—sin z)z’ puis

y'? = sin?(2)2"? = (1 — cos?(2))2"* = (1 — y?)2">.

Il suit que 1 — y? = 4ay'? = 42(y?> — 1)2’? et donc —1 = 4x2"2. On voit donc
que I C Rog et que 2’ = ig\/lq si bien que z = +(y/— — ¢) et comme on doit
avoir z > 0, on a donc z = |\/—z — ¢| et finalement, y = cos |\/—x — ¢|.

On trouve donc comme candidats, des solutions y = 1 sur I C R, y =
+cosh|y/z — ¢ sur I C Rsg et y = cos|y/—z — ¢| sur I C Rog. On vérifie
aisément que ce sont bien des solutions. On peut bien str prolonger y = +1
sur R, et les deux autres sur R~ et Rq, respectivement si ¢ < 0. Aussi, si
¢ > 0 on peut prolonger nos fonctions sur |0, c?[ ou |¢2, 0o[ pour la seconde et
sur | — 0o, —c?[ ou |¢2,0[ pour la troisieme. Peut-on faire mieux ?

Effectivement, on trouve comme solutions toute fonction (avec les bons
signes) qui vaut 41 jusqu’a —(c; +k17)? puis cos |v/—x —c1| jusqu'a —(c1 +1;7)?,
puis 41 jsuqu’a —(ca + kam)?, puis cos |v/—z — ca| jusqu’a —(co + lam)?, puis ete.
puis £1 jusqu'a 0 et ensuite =+ cosh \/z].

Exercice 49 Déterminer toutes les solutions mazimales de y'> = 4y. On mon-
trera d’abord que les zéros de y forment un intervalle.

On suppose que y s’annule en a et en b > a et on veut montrer que y est nulle
sur [a,b]. Comme toute fonction continue sur un compact admet un minimum
et un maximum, il suffit de montrer que si y possede un extremum en ¢ sur
[a, b], alors y(c) = 0. supposons le contraire. Alors ¢ # a, b, c’est & dire ¢ €]a, b]
et on a donc y(c) = 0. Comme y'? = 4y, il suit que y(c) = 0. Contradiction.

Maintenant, soit y une solution qui ne s’annule pas. Alors, y > 0 et on
a % = +1, ce qui donne /y = z £ ¢ et donc y = (z — ¢). Les solutions
maximales sont donc données par y = (r—c)? pour x < ¢,y =0 pour c <z < d
et y = (x — d)? pour x > d. On vérifie bien siir que ce sont des solutions.

Exercice 50 Montrer que Uéquation xy” = = + 3> admet une solution entiére
sur] —1,1[.
Soit y une solution de la forme y = 7~ apz®. On a donc

oo

Z -1 akx i E+1) kzaka
k=1

k=0

Bien siir, on a y* = 377 bra® avec by = 3., . a;a;. On aura donc ag = 0,
agz%etpourk‘ZZ,

R Ay A

On peut prendrc a1 = 0. Le rayon de convergence de notre série est donné par

1]

R = hm\ak % = lim "“:‘ Ici, on veut montrer que R > 1. 11 suffit donc de
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montrer que |ag| < 1. C’est clair pour k < 2 et on a par récurrence, pour k > 2,

D i j—r |adllas] L T
(k+ 1)k (k+ 1)k~ k

lag+1] <

Exercice 51 Montrer que si f est bornée de classe C' alors, toute solution
mazimale de y' = yf(x,y) est définie sur R.

Par hypothese, il existe M tel que || f|| < M. Soit y une solution sur un inter-
valle borné de longueur L avec y(zg) = yo. On aura alors |y'| = |yl f(z, )| <
M]y| et il résulte du lemme de Gronwall que |y| < |yoleM®=%l < |yoleME. On
applique alors le théoreme des majorations a priori.

Exercice 52 Soient x1 et xo deuz solutions de ' =t +sinx avec x1(0) =0 et
x2(0) = 0,01. Montrer que |z2 —z1] < 0,1 sur [-2,2].

On utilise le Lemme de Gronwall. On a |25 —a)| = |sinzg—sin 2| < |z3—12]
et donc |(zo — 21)(t)| < |(z2 — 21)(0)|e!*l < 0,01 x €2 <0,1.

Exercice 53 Soit x la solution mazimale de x’' = /\—i—% passant par l’origine.
Montrer que x est impaire.

Posons y(t) = —z(—t). On a alors

2 2
/ I A m(_t)_ y(t)

et y(0) = 0. Il suit que y = x et donc pour tout ¢, z(t) = —x(—t), c’est & dire x
est impaire.

Exercice 54 Montrer que toute solution maximale de ' = sin(tz) est définie
sur R et paire. Etablir la relation

t
/ ux’? (u)du + %xQ(t) = %m2(0) — cos(tx(t)) + 1.
0

On pose y(t) = z(—t). Onaalors y'(t) = —2'(—t) = — sin(—tx(—t)) = sin(ty(t)).
11 suit que y est aussi solution et comme on a y(0) = z(0), on voit que y = x.
Donc z est paire. Comme z’ est bornée, x est définie sur R.

Ensuite, on dérive y := cos(tx) + 122, ce qui donne y = —(z + ta’) sin(tz) +
rx’ = —(x + to')z’ + x2’ = —t2'?. 11 suit que y(t) — y(0) = fg ux’?(u)du et on
obtient ainsi la formule.

Exercice 55 Déterminer les courbes intégrales maximales du champ de vecteur

x2.

Soit x une courbe intégrale définie sur un intervalle I. Si z s’annule sur I,

’
alors z = 0 par unicité de la solution. Sinon, I’équation est équivalente & &5 =1
qui donne —2 = ¢ — ¢ et donc x = - défini sur | — oo, c[ ou sur Jc, 0. On

vérifie aisément que ce sont bien des solutions maximales.

Exercice 56 Montrer que le champ de vecteurs x?sin® z est complet.

30



Il est clair que © = 7 est solution. Comme les graphes de 2 solutions dis-
tinctes ne se coupent pas, toute autre solution est bornée (par 2 solutions hori-
zontales). Il résulte du théoréme des majorations & priori que celle-ci se prolonge

sur R tout entier.

Exercice 57 Soient pouri,j, k=1,...n, cy;; € R avec cyj; = —c;ji. Déterminer
une intégrale premiére du champ de vecteurs (Z?,Ic:l CijkTjTp)i=1,..n Sur R™
et montrer que celui-ci est complet.

On cherche f € C1(I x R™,R) tel que

Cijk(Op/0x;)x ;a1 = 0.

n
i,5,k=1

Comme ckj; = —cij, il suffit que (0f/0x;)z;xr = x;2;(0f/0xk), et donc que
Of/0x; = x;. On prend alors f(z) = > ;" ? = ||z|*>. Maintenant, comme
la norme est constante sur le graphe d’une solution, celui-ci est borné sur un
intervalle borné. Donc toute solution est définie sur R.

Exercice 58 Trouver deux intégrales premiéres affinement indépendantes non

constantes du champ de vecteurs (y* — 22, 2% — 2%, 2% — y?).

On cherche donc f telle que
(y? = 22)0f [0z + (2> — a?)0f [0y + (a* — y*)0f [0z = 0,
c’est a dire
22(0f |0z — Of |0y) + y*(0f J0x — Of |9z) + 22(df |y — Of |0x) = 0.

1l est clair que 0f/0x = 0f/y = 0f/0z = 1 fournit une solution, c’est & dire
f=a+y+ 2 En cherchant un peu, on trouve aussi =3 + y® + 23.

Exercice 59 Considérons une courbe intégrale maximale du champ de vecteurs
(vy — 222, —xy — y?) avec 2(0),y(0) > 0. Montrer que celle-ci est définie pour
tout t > 0 et tend vers 0 quand t — +o0.

Tout d’abord, on remarque que seule la solution nulle peut passer par 1’ori-
gine. Maintenant, il est clair que si on fait x = 0 dans le systéme différentiel,
on trouve 3’ = —y? qui donne y = i On trouve ainsi une famille de courbes
intégrales supportée par 'axe des y et pouvant prendre n’importe quelle valeur
a un instant ¢t donné. Il suit qu'une autre courbe intégrale ne peut couper ’axe
des y. De méme, y = 0 donne 2’ = —222 puis z = ﬁ et on voit qu’une
autre courbe intégrale ne peut couper ’axe des x. De ceci, on déduit que si
2(0),y(0) > 0, alors pout tout ¢, on a z(t),y(t) > 0.

On remarque maintenant que z’ +y' = —222 — y? > 0. Il suit que = + y est
décroissante. En particulier, avec nos conditions initiales, la courbe est contenue
dans un triangle pour ¢ > 0. Le principe des majorations a priori nous dit que
celle-ci est définie sur pour tout ¢ > 0.

Pour conclure, il suffit de montrer que x + y — 0 quand t — +oo. Sinon,

on pourrait trouver ¢ > 0 tel que z +y > c. On a alors ¢? < (x + y)2 <
2(x%+y?) < 2222 +y?) = —2(2'+¢/'), c’est A dire (z+y)’ < —%. On applique le
théoréme des accroissements finis qui donne (x+y)(t) < x(0)+y(0)— %t — —00.
Contradiction.
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5 Systemes différentiels linéaires

5.1 Définition

Un systéme différentiel 2’ = X (¢, x) est linéaire si X (t,x) = A(t)z + B(t)
avec A : I — L(R",R™),B : I — R™ continues et I C R un intervalle. Le
systéme homogéne associé est le systéme =’ = A(t)x. Enfin, le systéme est dit
homogeéne si B = 0.

5.2 Proposition

Les solutions du systeme différentiel linéaire forment un espace affine de
dimension n. L’espace vectoriel assocé est 'espace des solutions du systeme
homogene associé. Finalement, pour tout to, Papplication & — x(tg) est un
isomorphisme affine de ’espace des solutions sur R™.

5.3 Proposition (Variation de la constante)

Soit 2’ = A(t)x + B(t) un systeéme différentiel linéaire et x1, ..., z, une base
de solutions de I’équation homogene associée. Alors B s’écrit de maniere unique
sous la forme Y~ v;x; avec v; € C°(I) et les solutions du systeme sont les > u;x;
avec u}, = v;.

5.4 Corollaire

Les solutions de 2’ + ax = b sont les fonctions de la forme uxz ol = une
solution de I'’équation homogene associée et u € C1(I).

Les solutions de &’ +az+bx = ¢ sont les fonctions de la forme uq 1 +uszo avec
ujzy + ubxe = 0, ol z1 et xo sont deux solutions indépendantes de I’équation
homogene associée et uy,us € CH(I).

Exercice 60 Montrer que I’ensemble des solutions de l’équation différentielle
y'sin(z) — 3y cos(z) — cos(xz) = 0 sur un intervalle I forment un espace affine.
Déterminer sa dimension lorsque I =)0, x|, lorsque I =)0, 2x[ et lorsque I = R.

On voit tout de suite que y = —% est solution évidente de ’équation. De
plus, la différence entre deux solutions est solution de ’équation ”homogene”
y' sin(z) — 3y cos(z) = 0. Enfin, les solutions de I’équation ”"homogene” forment
clairement un espace vectoriel. On a donc bien un espace affine.

Maintenant, on cherche les solutions de I’équation ”homogene” (on aurait
pl commencer par la et en déduire la solution particuliere en faisant varier la
constante). Sur un intervalle ou sin ne s’annule pas, on intégre et on trouve
y = asin®(x). Par continuité, on a y = 0 si sina = 0. On voit donc que l'espace
des solutions est de dimension 1 si I =]0, 7| (mais ga, on le savait déja grace a la
théorie des systeémes linéaires). Si I =|0, 27, on trouve un espace de dimension 2
engendré par 1jg x| sing(:lc) et 1y on Sin3(w). Enfin, si I = R, on trouve un espace
de dimension infinie : en effet, les fonctions 1]kﬁ7(k+1)7r[sin3 (z) sont clairement
des solutions linéairent indépendantes. Bien siir, il faut s’assurer que ce sont bien
des fonctions C! et que ce sont des solutions méme en 2 = k7. Par périodicité et

in? (2) cos
symétrie, il suffit de considérer le cas 1jg -(sin®(z) en z = 0. Or w —0
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quand = — 0 et 1jo ,(3sin’*(z) cos(z) est bien continue (en 0). Et on a bien
I’identité attendue en x = 0.

Si on ne voit pas la solution particuliere, on peut faire varier la constante,
i.e. on pose y = zsin® z, ce qui donne y’ = 2’ sin® z + 3z sin?  cos et 'équation
devient

(' sin® z 4 3z sin? 2 cos ) sin(z) — 3z sin® cos(z) — cos(x) = 0,

c’est & dire 2’'sin®z = cos(z). On intégre pour trouver z = et donc

y=—3

1
3sin3(z)

Exercice 61 Résoudre y' + |y| = 1.

Si y est une solution > 0 sur un intervalle I, on a 4’ +y = 1. On a la solution
évidente y = 1 et on résoud ensuite I’équation homogene y' + y = 0 qui donne
y = ae~*. On trouve donc la solution 1+ ae~*. Comme on cherche des solutions
>0, on trouve 1 et 1 + eX~% sur R ainsi que 1 — X~ sur | K, oo].

De méme, si y est une solution < 0 sur un intervalle I, onay’—y =1. On a
la solution évidente y = —1 et on résoud ensuite I’équation homogene v’ —y = 0
qui donne y = be®. On trouve donc la solution —1 + be®. Comme on cherche
des solutions < 0, on trouve —1 et —1 — e*~ ¥ sur R ainsi que —1 + e*~ ¥ sur
| — o0, K.

Maintenant, on essaie de recoller. Le seul candidat est la fonction qui vaut
—1+efsiz<Ketl—e"Ksiaz>K. Onauradonc |y| =1 —el* Kl et
y' = el*= Kl cette derniere fonction est continue et en intégrant, on trouve bien
y qui est donc C! et satisfait notre équation.

Exercice 62 Déterminer toutes les fonctions f € C*(R) telles que f"(x) +
f(=x) =2+ €*.

On écrit f = g+ h avec g paire et h impaire. On aura donc g”(z) + " (z) +
g(x) — h(z) =  + e*. Comme la dérivation inverse la parité et qu’une fonction
s’écrit de maniére unique comme somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire, on voit que g est solution de y” + y = cosh(z) et que h est solution de
y” —y = x + sinh(z). Pour la premieére on a les solutions évidentes %COth +
acosz + bsinx et comme on veut g paire, on doit avoir g = %coshx + acosz.
Pour la seconde, on trouve acoshx + bsinhx comme solution de I’équation
homogene et on fait varier la constante pour tourver une solution particuliere.
En fait, comme —x est solution évidente de y” — y = x, il suffit de trouver une
solution particuliere de y” — y = sinh(x). On cherche donc une solution de la
forme y = u cosh z 4+ vsinh z avec u’ cosh x + v’ sinh x = 0. On trouve donc

Yy = u' coshz + usinhx + v’ sinhx + v coshx = usinhx + v coshx
si bien que
y''—y = 4 sinh x4+ cosh z+v’ cosh z-+v sinh x—u cosh —v sinh « = ' sinh z4v’ cosh .
On est donc amenés a résoudre le systeme

w' sinhxz 4+ v coshz = sinhax
w coshz + v sinhz = 0 ’
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ce qui donne u' = —sinh?z et v/ = sinh 2 coshz. On a donc v/ = 1 — 1cosh2z

_x 1 _ oz 1 s )
et on peut prendre u = § — zsinh2x = § — 5 sinhx coshz. Pour v, c’est plus

simple, on peut prendre v = % cosh? z. On trouve donc finalement y = u cosh z+

vsinhz = (£ — 1sinha coshx) coshz + % cosh? zsinh z = 5 coshz.
Maintenant, comme on veut que h soit impaire, on doit prendre & = 5 cosh z+
bsinh z. Finalement, on trouve f = —x + % cosh + § coshx +acosx + bsinh z.

Exercice 63 Déterminer toutes les fonctions f € C1(]0,00[) telles que f'(x) =

F(3)-

Il y a deux manipulations a faire, dériver et effectuer le changement de
variable z = e'. On est ainsi ramenés & résoudre u” —u'+u = 0 avec u(t) = f(z),
ce qui donne

u = ae? cos ﬁt + be? sin —315
2 2
et donc
f@)=a xcos(? In(x)) + by/z sin(?ln(z)).

En fait, comme on a dérivé, on a rajouté une dimension & notre espace de
solutions. Lorsqu’on vérifie que f'(z) = f(2), on trouve la condition a = bv/3
et les solutions sont donc les multiples de

flx) = \/ﬂcos(? In(z)) + \/;Esin(?ln(x))).

Exercice 64 Montrer que toutes les solutions de ’équation y" +y = f sont
périodiques de période 2w ssi f est continue de période 2w et

27 27
f(z)cosadr =0 et f(z) coszdx = 0.
0 0

On sait que les solutions sont les fonctions y = u cos x +v sin x avec u’ cos x +
v'sinz = 0 et u,v € CY(R). On a alors ¥ = —usinz + vcosx. Il suit que
u = —y' sinz +ycosz et que v =y’ cosx + ysinz. En particulier, on voit donc
que y est 27 périodique ssi u et v le sont. Ensuite, on calcule 3y = —u/sinz —
ucosw +v' cosx —vsinz, ce qui donne f =9y"” +y = —u'sinx + v’ cosz. On en
déduit que v’ = fsinx et v’ = f cosz. De cela, on déduit que [ est 2m-périodique
ssi v/ et v’ le sont. Finalement, on sait que u (resp. v) est 2m-périodique ssi u’
(resp. v') est 2m-périodique et u(27w) = u(0) (resp v(27) = v(0)). Ces derniéres
conditions s’écrivent justement

27 27
(x) coszdr =0 et (z) cosxdx = 0.
0 0

Exercice 65 Déterminer les solutions de l’équation différentielle
(z—1y" + (1 —22)y" +2y=0

(On remarquera que €* est solution).
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On fait varier la constante et on pose donc y = ze*, ce qui donne 3y =
(z/ 4+ z)e” puis y’ = (2" 4+ 22" 4+ z)e®. On a donc

(x = 1)(2" 4+ 22" + 2)e” + (1 — 22) (2’ + 2)e” + z2e” =0

et en simplifiant, (x —1)(2"” +22")+(1—22)2' = 0, c’est a dire (x—1)z" —2' = 0.
On trouve donc 2z’ = a(z — 1) et en intégrant z = %(x — 1)? + b. Il suit que

y = %(z —1)%" + be® et en multipliant a par 2, y = a(x — 1)%e” + be”

Exercice 66 Déterminer les solutions de [’équation différentielle

1

22y 4 4xy’ 4+ 2y = In(1 + z).

On cherche une solution de la forme z® de I’équation homogene associée car
Iexpression z2y” + 4xy’ + 2y est“homogene”. On veut donc z2a(a — 1)z~ 2 +
drar® 1 4+22% = 0, c’est a dire a(a—1)+4a+2 = 0 et on trouve « = —1 ou —2.
On a donc tout de suite une base de solution pour ’équation homogene : % et

On cherche alors une solution de la forme y = > + - avec % ;’—; =0. On

calcule 3y = — % — 25 et 3/ = —% +2% — 25—; + 6-%. On veut donc
/ !
9, U o v v U v u v

ce qui se simplifie en —u' — 2% = In(1 4+ z). On trouve donc v = In(1 + ) et

v/ = —zIn(1 + z). On rappelle que

ua+1 ue ua+1
/u lnudu:a+1lnu—/a+1du: (a+1)2((a+1)lnu—l)+c.

On en déduit tout de suite que v = (1 + z)(In(l + z) — 1) + a et comme
v=—2xIn(l1+2z)=—1+2z)In(l + )+ In(1l + z), que

1 2
v= —%(ﬂn(l +2)—1)+ (1 +z)(In(1 +z) — 1) +b.
Finalement, on voit que
1+z)(In(l+z)—1)+a
T

+_%(zln(1 t2)— 1)+ (1+2)(In(l+2)—1)+b

x2

(z+1)’In(l+2) 3@+1)> a b

922 22 Tz a2

Et en changeant les constantes, on trouve

7(x+1)21n(1+x)7§ a b

232 4 z 2%
Bien siir, on trouve ainsi les solutions en dehors de l'origine. Pour prolonger
une solution & tout ensemble de définition | — 1, — — oo[, on réduit au méme

dénominateur 422, ce qui donne pour le numérateur
b

2(x +1)%In(1 + 2) — 322 + 4ax + 4b.
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On fait un d.l. a 'ordre 1 pour trouver 2z + 4azx + 4b. On doit donc prendre
b=0eta= —%, ce qui donne

(z+1)2mIn(1+2) 3 1

212 4 2z

C’est une fonction analytique a ’origine et solution sur un voisinage donc solu-
tion partout.

Exercice 67 Déterminer les solutions de [’équation différentielle
21 —t)a” +2t(2 — )z’ +2(1 + )z = 1*

(On remarquera que t=2 est solution de l’équation homogéne).

On cherche une solution de la forme z = t% On a donc 2/ = i’—; — %y et
' = ?i—;/ — %/ + %ﬁ’ On trouve donc
2a—nl WL oo B Lot —
2 13t 2 3 2

On simplifie pour trouver (1 —t)y” + 2y’ = t2. L’équation homogene associée
a pour solution a(1 — t)%. On fait & nouveau varier la constante et on pose
donc i’ = z(1 — )% On a alors 3 = /(1 — )2 — 22(1 — t) et I’équation devient
(1—t)(2'(1—)2=22(1—1))+22(1—t)? = ¢, soit apres simplification, (1—t)32" =
t? qui donne

, t2 1 2 1

S R (R R e A (g

On integre pour trouver

1 2
20—1)2 (1—¢t)

z =

—In|l -t +e¢
ce qui donne
1
y =2(1 -1 = 5+2(t— D — (=12t — 1| +c(t — 1)%

Il faut intégrer & nouveau et on commence par (¢t — 1)2In|t — 1|. On fait le
changement de variable t — 1 = +e?, ce qui donne (¢t —1)?In |t — 1|dt = +e**vdv
et on integre par partie pour trouver

1 1 1
/e3vvdv = g(e?’”v - /e3vvdv) = e3v(§v - §),

ce qui donne donc (¢t —1)*(3In|t — 1| — §) + c. On obtient ainsi

3.1
yztz—§t—g(t—1)31n|t—1|+a(t—l)3+b

et on divise par 2 pour obtenir

3 (=123t -1 (t—1)3 b
-2 .
y 2% 312 tee T
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Bien siir, ces calculs sont valables sur tout intervalle ne contenant pas 0 ou 1. Il
est clair que toutes nos solutions se prolongent en ¢ = 1 car la fonction u? In |u
se prolonge en une fonction C? sur R. Pour prolonger une solution sur R, il faut
réduire au méme dénominateur et faire un d.l. du numérateur en 0 a I'ordre 1.
On trouve

612 — 9t — 2(t —1)%In(1 — t) + 6a(t — 1) + 6b
612

y:

et comme d.l. pour le dénominateur, —11¢t+18at —6a+6b. Celui-ci doit s’annuler
et on trouve donca = b = %. Le candidat a la solution sur R est donc la fonction

_ 1P =15t 410 (t=1)°In|l — ¢
v 18t 312 '

Comme celle-ci est analytique en 0 et solution a droite et a gauche, par conti-
nuité, c’est une solution en 0.

Exercice 68 Montrer que I’on peut ramener toute équation y"' + ay’ + by = 0
avec a,b € CO(R) a la forme canonique 2y” + py = 0 en faisant un changement
de variable sur x.

Si u est fonction de z, on a

dy _dydu 2y Py du®  dydPu

de dude Cd? T dwr'ds) T dud
On en déduit I’équation

dy du®  dy, d*u du

— (=) + (55 +a—)+by=0.

du? ( dx ) du ( dx? dx )by
Pour obtenir la forme canonique, on a donc besoin de v + au’ = 0 et on posera
alors p = 3—;’2. Soit alors A une primitive de a et u une primitive de e=4. Comme
u' > 0, u est un difféomorphisme et p est bien défini.

Exercice 69 Soit T l’espace des solutions de 2y” + py = 0 et S [’espace des
solutions de y" + 2py’ + p'y = 0. Monitrer que si u,v € T, alors uv € S. En

déduire que si (u,v) est une base de T alors, (u?,uv,v?) est une base de S.

"

SiueT,ona2u”+pu=0sibien que 2u” + p'u + pu’ = 0 et donc pour
tout v, on obtient 6u"v’' 4+ 3puv’ = 0 et 2u'""v + p'uv + pu’v = 0. Par symétrie, si
v e T, on a aussi 6u'v” + 3pu’v =0 et 2uv”’ + p'uv + puv’ = 0. On additionne
tout ¢a pour trouver

6(u"v" +u'v") + 3p(u'v + uv’) + 2(u"v + w"") + 2p'uv + p(u'v + w’) = 0.
Maintenant, on divise par 2 et on simplifie, ce qui donne (uv)” + 2p(uv)’ +
p’(uv) = 0 comme annoncé.

Avant de poursuivre, remarquons que si u, v sont deux solutions d’une équation
linéaire homogene du second ordre telle que uv = 0, alors v = 0 ou v = 0. En
effet, supposons que v # 0. Il existe donc xg tel que v(xzg) # 0 et on a donc
u(zg) = 0. Mais on a aussi (uv)’ = 0, c’est & dire w'v + v'u = 0 et comme
u(zg) =0 et v(xp) = 0, on a nécessairement u'(zg) = 0. Il suit que v = 0.
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Supposons maintenant que w,v € T et que u?,uv,v? sont linéairement

dépendants. On a donc une relation au? 4+ Buv +yv2 = 0. Si @ = 0, I'équation
devient (Bu + yv)v = 0. Si v = 0, alors u et v sont dépendants et sinon
Bu+~yv = 0. Si a = 0, on peut supposer a = 1 et notre équation devient
(u+ gv)z + (v - %z)vz =0.Siy> %2, on trouve encore v = 0. Sinon, on pose
A2 = ’%2 — v et notre équation devient (u + (g —Av)(u+ (g — A)v) = 0. 1l suit
queu+(§:ﬁ:)\)v:0.

Exercice 70 Soit f € C*(R) telle que f" > f et f(0) = f'(0) = 0. Montrer
que f > 0.

On pose g = f” — f > 0 si bien que f est la solution de vy — y = g avec
conditions initiales triviales. On utilise la variation de la constante qui nous dit
que f = ue® + ve ™ avec u'e® +v'e”® = 0. On a donc f/ = ue® —ve™® et
g=f"—f=1ue®*—ve® Onen tire v’ = ge=% >0 et v = —ge® < 0 si
bien que u est croissante et v décroissante. D’autre part, les conditions initiales
nous donnent 0 = f(0) = «(0) + v(0) et 0 = f'(0) = u(0) — v(0). On en tire
u(0) = v(0) = 0. On voit donc que u > 0 sur R>p et w < 0 sur R<g. Et le
contraire pour v. Il suit que f > 0 sur R>g et f' < 0 sur R<p. On voit donc
que f est croissante sur R et décroissante sur R<g. Comme f(0) = 0, il en
résulte que f > 0.
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